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Comwment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases *
les automatismes indispensables.

Niveau 2 - Bac * %
le niveau des devoirs surveillés.

Niveau 3 - Approfondissement * % %

pour viser la mention Tres bien.

Niveau 4 - Concours * % % %
problemes de concours (classes préparatoires,

écoles d'ingénieurs).

Les encadrés du cours

M Définition : a savoir par ceeur.
M Propriété / Théoréme : les outils.
M méthode : la démarche pas a pas.
M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
M pPiege : l'erreur classique a éviter.
Astuce de concours Yr: le petit plus qui fait
gagner du temps.

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique par
ol commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie
B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30) ; la partie C est une banque de 36 exercices classés
par théme (Images et antécédents, Image directe et réciproque, Injections et surjections, Bijections
et réciproques, Composition, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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La carte du chapitre

Invo-
lutions

Domaine

(g-f)"

Les applications

Images,
antéece-
dents

Application
fi:E—>F
Graphe

Egalité I Restric-

tion

A la fin du chapitre, je sais...

O O

OO0 0

reconnaitre une application (diagramme,
courbe) ;

calculer des images et des antécédents ;

comparer deux applications, restreindre, pro-
longer ;

calculer f(A) par double inclusion ;

calculer f~(B) en résolvant « f(x) € B »;
utiliser f(AUA"), f/(Bn B’), etc. ;
démontrer qu’une application est injective ;
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Bijections

Symétrie

!
antéce-
dent

Contre-
exemple

Injections,
surjections

Injective

Images de
parties

Double
inclusion

Y, n, C,

f(B)

[ R O B

O O

démontrer qu’elle est surjective, ou non ;
étudier une bijection en résolvant f(x) =y ;
calculer f~' et tracer sa courbe ;

composer, trouver le domaine d'une com-
posée ;

utiliser (g-f) ' =f"1-getg-f=1d;
reconnaitre et utiliser une involution ;

raisonner sur des ensembles finis (tiroirs).



Chapitre 3- Les applications 1" Bac Sciences Mathématiques

Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant d’ouvrir le cours, fais le point : les blocs 1 et 2 vérifient les bases du tronc commun dont le
chapitre se sert sans cesse, le bloc 3 tes acquis des chapitres 1et 2. Aucune question ne demande

le cours de ce chapitre. Corrigé et orientation : page 69.

—_ |4

Bloc | + Calculs sur les fonctions

@ Calculer des images Pour
f(x) = 3x% -2x -1, calculer f(-2), f(3) et

f(v2)

@ Fonction affine f est affine, f(1)=4 et
f(3) = -2. Donner f(x), puis le réel x tel que
f(x)=10.

@ Fonction homographique Pour

g(x) = —1 : pour quels réels x le nombre
g(x)e |ste -t-il ? Résoudre g(x) =1, puis
g(x) =5

@) Dpeux calculs enchainés A: « ajouter 3, puis
inverser » ; B:« inverser, puis ajouter 3 ».
(a) Appliquer AetBa 1. (b) Quel nombre de
départ rend A impossible ? et B ?

Bloc 2 - Eguations et intervalles

©) second degré Résoudre dans R :
(@)2x*=3x+2; (b)x?-x+2=0.

Inéquation Résoudre dans R 2—%
X+5

20;
écrire les solutions avec des intervalles.

@) Encadrement On sait que 2 < x < 5.

Encadrer l, puis 3—1.
X X

Equation a paramétre Pour quels réels k
'équation x?-8x =k a-t-elle au moins une
solution ? exactement une ?

Bloc 3 - Logigue et ensembles (chapitres | et 2)

—

Quantificateurs P :
«VyeR, IxeR, 4x+1=y» et Q:
«IxeR, VWER, 4x+1=yn»

de Q.

(a) Laquelle est vraie ? (b) Ecrire la négation

Contraposée Ecrire la contraposée de
« pourtousréels xety,six# 1ety=1,alors
X+y-xy#1», puis la démontrer.

Opérations ensemblistes A = [-1,4] et
B =]2,6[. Ecrire AnB, AUB et Ci alaide
d’intervalles.

@ Produit cartésien E = {2,3,5}. Combien
d’éléments a E x E ? Lister les couples (x, )
de E x E tels que x<y.

-

~

Temps écoulé ?
Pose le crayon, compte tes points bloc par
bloc et corrige-toi page 69.

~

Bloc1 | Bloc 2 N Bloc3 | | Mon score
s s | —1s] [ — 112

J
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

@ Notion d'application

Une application, c’est une machine : on lui donne un élément x d’'un ensemble E, elle rend un et
un seul élément d’'un ensemble F. Ce chapitre étudie ces machines : ce qu’elles font aux parties
de E et de F, quand on peut les « inverser », comment on les enchaine.

B Deéfinition : application, image, antécédent, graphe

Soit E et F deux ensembles. Une application f de E dans F associe a chaque élément x de E
un unique élément de F, noté f(x). On écrit f : E > F, x — f(x).
+ E estl'ensemble de départ, F 'ensemble d’arrivée ; f(x) est l'image de x par f ; siy = f(x),
on dit que x est un antécédent de y.

+ Le graphe de f est la partie G, = {(x,f(x)); x € E} de E x F. Avec les quantificateurs :
une partie G de E x F est le graphe d'une application de E dans F si et seulement si
Vx€E, 'y eF, (x,y) €G.

En résumé : chaque élément de E a exactement une image ; un élément de F peut avoir zéro,
un ou plusieurs antécedents.

(a) une application (b) pas une application (c) pas une application
X > X2 «y>=x»:1ethont «x—x+1»:4na
deux « images » pas d’image (5 & F)

Comment reconnaitre une application ? Sur un diagramme sagittal, de chaque point de E part
exactement une fléche (sur un point de F, il peut en arriver zéro, une ou plusieurs). Pour une
courbe du plan, chaque droite verticale x = a (a € E) doit la couper en exactement un point : un
cercle n’est donc pas la courbe d’une fonction.

Fonction ou application ? Une fonction numérique est donnée par une formule et un domaine
de définition D, : c’'est une application de D, dans R. Ainsi x +~ /x n'est pas une application
de R dans R (-1 n’a pas d’image), mais c’est une application de [0, +oo[ dans R ; x % est une
application de R* dans R. Ecrire f : E — F garantit que chaque élément de E a une image dans F.
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Exemple: le filrougeducours: ¢ : R - R, x = x% +2x -3

Ona g(x) = (x+1)>-4 = (x+3)(x - 1) (forme canonique, forme factorisée) ; cette application
nous suivra dans tout le cours.

- Images : ¢(0) = -3, ©(-1)= -4, ®(2)=5, p(v2)=2+2/2-3=2/2-1.

- Antécédentsde5: @(x)=5 < (x+1)°=9 < (x+1=30ux+1=-3) & (x=
20UX = —4) : deux antécédents. De méme, 0 a deux antécédents, -3 et 1; -4 en a un
seul, -1; -5n’en a aucun, car (x + 1)? = -1 est impossible.

+ Graphe: G, = {(x,x? +2x - 3); x € R} est la parabole de sommet (-1,-4); (2,5) € G
mais (1,1) ¢ G, car @(1)=0=1.

(p'

Remarque. Un peu d’histoire. Le mot « fonction » apparait chez Leibniz a la fin du XVII€ siecle.
Pour Euler, qui invente la notation f(x) (1734), une fonction est une « expression analytique »,
c’est-a-dire une formule (Introductio in analysin infinitorum, 1748). En 1837, Dirichlet libére la
notion de toute formule : une fonction est une correspondance quelconque qui, a chaque x,
associe une seule valeur y ; son exemple célébre vaut 1 si x est rationnel et 0 sinon. Au XX®
siecle, lathéorie des ensembles donne la définition actuelle : une application est déterminée
par son graphe, partie de E xF dans laquelle chaque x de E figure dans exactement un couple.

© Eqalité, restriction, prolongement

Définition : égalité de deux applications

Deux applications f : E - Fetg : E' —» F' sont égales (f = g) lorsqu’elles ont le méme
ensemble de départ (E = E’), le méme ensemble d’arrivée (F = F’) et les mémes images :
Vx € E, f(x) = g(x).

Exemple : égales ou non ?

cf:R>R, x> \/x_zetg : R - R, x » |x| sont égales : pour tout réelx,\/x_2: [x].
Deux formules différentes peuvent définir la méme application.

*p:R\{1} > R, x ’5‘11 etg : R » R, x » x%+x+1 ne sont pas égales (départs

différents), bien que p(x) = q(x) pour tout x # 1, car x> - 1= (x - 1)(x? + x + 1).

*5:Z -7, nw E(2)+E(ZL) est égale a Id, (ci-dessous). Rappel : E(x) est lunique entier
mtelquemsx<m+1. Sin=2k(keZ):s(n)=k+E(k+%)=k+k=n;sin =2k+1:

S(n)=E(k+%)+(k+’I)=2k+’I =n.

« x » x?>de R dans R et x =» x? de R dans [0, +oo[ sont deux applications différentes
(arrivées différentes) : elles n’ont pas les mémes propriétés (section 7).

Définition : identité, application constante

L'application identique de E est Id, : E - E, x = x. Une application f : E — F est
constante lorsqu’il existe c € F tel que Vx € E, f(x) = c.
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Définition : restriction, prolongement

Soit f : E — F et A une partie de E. La restriction de f a A est l'application f, : A -
F, x » f(x): méme formule, départ plus petit. Si E c E’, une applicationg : E' - F est un
prolongement de f a E’ lorsque g, = f, C'est-a-dire Vx € E, g(x) = f(x).

Exemples. La restriction de la partie entiére a [0, 1] est l'application constante nulle : B
[0,1 - R, x » 0. La restriction P|1_1..c0p dU fil rouge sera injective (section 5), alors que ¢ ne
l'est pas. Lapplication g ci-dessus est un prolongement de p a R; mais g, : R — R, définie par
qo(x) = p(x) si x # 1 et g,(1) = 0, en est un autre : un prolongement n’est pas unique (on choisit
librement les images des nouveaux points), alors qu’une restriction l'est.

© mage directe dune partie
B iriion- g i

Soit f : E —» F et A une partie de E. Limage directe de A par f est I'ensemble des images
des éléments de A:

fA)={f(0); xeA}={yF;3x€A y=f(0)}, donc |yef(A) & 3IxeA f(x)=y.|

C'est une partie de F. La partie f(E) est 'ensemble des images de f.

Sur un exemple fini. Pour f : x = x% de {-1,0,1,2} dans {0, 1, 2, 3, 4} (figure (a) de la section 1) :
f({-1,1}) = {1} (deux éléments, une seule image), f({0,1,2}) ={0,1,4}, f(E)={0,1,4}=F.

Méthode : Comment calculer f(A) : la double inclusion

1. f(A) c J (encadrer). Soit x € A; a partir de 'encadrement de x, on encadre f(x) (forme
canonique, sens de variation des fonctions usuelles) et 'on obtient f(x) € J. 2. ) c f(A)
(résoudre). Soit y € J ; on résout f(x) = y et 'on exhibe une solution x qui appartienta A. 3.
Conclusion: f(A) = /.

Létape 1 seule ne suffit pas : elle prouve que les images restent dans J, pas qu'elles le
remplissent (sans ['étape 2, on aurait aussi « f(A) C R »).

Exemple : deux images directes par le fil rouge @(x) = (x + 1) - 4

©([0,2]). Encadrer: soit x € [0,2]; alors 1< x+1 < 3,donc 1< (x+1)% <9 (la fonction carré
est croissante sur [0, +oo[) et -3 < (x) < 5: ([0,2]) c [-3,5]. Résoudre : soity € [-3,5];
posons x = -1 +,/y + 4 (possible cary +4 2 1). Comme 1<y+4<9,0na1<,/y+4s<3, donc
x€[0,2], et o(x) = (Jy+4) -4=y: [-3,5]c p([0,2]). Donc|q((0,2])=[-3,5]]
©([-3,0]). Encadrer: soit x € [-3,0];alors -2 < x+1<1,donc|x+1|s2et0s(x+1)°<4:
-4 < (p(x) < 0. Résoudre: soity € [-4,0]; le réel x = -1 -y + & vérifie 0 < \/y + 4 < 2, donc
-3<x<-1,etp(x)=y. Donc|p([-3,0]) =[-4,0]| et non [©(0), (-3)] = [-3,0] :  n'est pas
monotone sur [-3,0], son minimum -4 est atteint en -1.
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A= [0, 2]; A= [_31 0]1 (P(A) = [_41 0]

y

En bleu, A sur l'axe des abscisses et la portion de courbe au-dessus de A ; en rose, ©(A), projection de
cette portion sur I'axe des ordonnées.

Exemple : d’autres images directes

“fiR >R x> 1: f(10,2]) = [1,400[. Si0O<x<2alors?z
y23, alorsx:%e]O,Z] et f(x)=y.

25 réciproquement, si

-+ Partie entiére: E([0,2[) = {0, 1}, E([-3,3]) ={-1,0}, E(R) = Z (tout n € Z vérifie E(n) = n) :

limage d’un intervalle n’est pas toujours un intervalle.

*g:N->N,nw 2n: g(N)={0,2,4,...} est 'ensemble des entiers naturels pairs.

Propriétés de l'image directe

Soit f : E —» F etA, A deux partiesde E. 1. f(@) =D et f({a}) ={f(a)}. 2.SiAcA’,alors
f(A) c f(A").
3. ‘ f(AUA’) = f(A)u f(A’)‘ 4, ‘ f(AnA)c f(A)n f(A’)‘ (U'inclusion peut étre stricte).

Démonstrations. 2. Soity € f(A): y = f(x)avec x € A; commeAc A, x € A, doncy € f(A"). 3.
Poury e F:
yef(AUA) < 3IxeAUA, f(x)=y
= (IxeA f(x)=y)ou(IxeA, f(x)=y) < y e f(A)uf(A),
car « 3 » se distribue sur « ou » (chapitre 1). 4. AnA’cAetAnA’ c A’, dong, d’apreés le point 2,
f(AnA’) estinclus dans f(A) et dans f(A"). « 3 » ne se distribue pas sur « et » : 'égalité est fausse

en général. Contre-exemple: ¢(-3) = (1) =0;avecA ={-3}etA’ ={1}, (AnA’) = (D) = D, alors
que @(A)n@(A’) = {0}. Le défaut vient de deux points distincts qui ont la méme image (section 5).

@ mage réciprogue dune partie

B Définition : image réciproque

Soit f : E — F et B une partie de F. Limage réciproque de B par f est I'ensemble des
éléments de E dont 'image est dans B :

f(B)={x € E; f(x) € B}, donc xef1(B) & f(x)eB.

Cest une partie de E ; f'({y}) est 'ensemble des antécédents de y.
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Attention, piége ! la notation f~'(B)

f71(B) est un ensemble, défini pour toute application f, méme non bijective: ici, f ! seul ne
désigne aucune application (la bijection réciproque de la section 8 n’existe que pour une
bijection). Et ce n’est jamais %

Sur un exemple fini. Pour f : x » x>de{-1,0,1,2}dans{0,1,2,3,4}: f'{1})={-1,1}, F'({2,3)) =
Qr f_1({011}) = {_17011}1 f_1({1121314}) = {_11112}~

Méthode : Comment calculer f~'(B)

On traduit « f(x) € B » par une équation, une inéquation ou un systéme d’inconnue x € E,
et on le résout par équivalences : 'ensemble des solutions est f~'(B). Pas besoin de double
inclusion : les équivalences prouvent les deux inclusions a la fois.

Exemple: ¢ '([-3,5]). Pourx e R:

xe e '([-3,5]) & -3<(x+1)?-4<5
= 1s(x+10°<9 & 1<|x+1|<3

& (1sx+1s30u-3<x+1<-1)

& (0sxs2o0u -4<xs<-2)

Donc | ¢ '([-3,5]) = [-4,-2]u[0,2] | Lecture graphique :
ce sont les abscisses des points de la courbe situés dans B =[-3,5] (bande rose) ; ¢™'(B) : deux
la bande -3 sy <5. intervalles bleus

De méme : (p_1({_4}) = {_1}7 (p_1(]_°°r_4[) = Qr (p_1([_41 +°°[) = Rv et Lp_1(]_°°r 0]) = [_311]1 car
(x+3)(x-1)<s0 & -3<sx<1.

Exemple : d'autres images réciproques

- Partie entiére : pourn € Z, E"'({n}) = [n,n + 1[ (c’est la définition de E). E'([0,2]) = [0, 3[:
comme E(x) est entier, E(x) € [0,2] < E(x)€{0,1,2} < 0<x<3.

iR o R x i f([-1,10) = J-eo, 111U, 400, car [ <1 =[x 215 (0D = @

B Propriétés de 'image réciproque

Soit f : E —» F et B, B' deux partiesde F. f (@) =@, f'(F) = E, etsi B c B, alors
f'(B)c fU(B).
£7(B)

f'(BuB)=f"(B)uf"(B) f'(BnB’)=f"(B)nf(B) f(ck) = Ck

Démonstrations. Tout se fait par équivalences: pourx € E, x € f (BnB’) < f(x) € BnB' <
(f(x)eBetf(x)eB') < (xef(B)etxe f(B)); méme calcul avec « ou » pour la réunion;
etx e f‘1(C,’_?) < f(x)¢ B < x ¢ f(B). Limage réciproque respecte toutes les opérations ;
'image directe, seulement la réunion.

Aller-retour

Pour toute partie A de E et toute partie Bde F : Ac f(f(A)) et f(£(B)) c B\

Démonstrations. Soit x € A: f(x) € f(A), donc x € f(f(A)). Soity € f(f‘1(B)): y = f(x) avec
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x € f~1(B), c'est-a-dire f(x) € B; doncy € B.

Les inclusions peuvent &tre strictes. « A = [0,2]: @(A) = [-3,5] et @ ' (@(A)) = [-4,-2]U[0,2] # A:
on récupére aussi les points de [-4,-2], qui ont les mémes images que ceux de A. « B =[-5,0]:
comme @(x) 2 -4 > -5, @ '(B) = {x; @(x) < 0} = [-3,1], puis ©([-3,1]) = [-4,0] # B (double
inclusion, comme en section 3): les éléments de [-5, -4[ n'ont pas d’antécédent. Plus précisément,
f(7(B)) = B n f(E) (démontre-le !) ; ici, [-5, 0] n [-4, +oo[ = [-4, O].

© Applications injectives
L oiniion:icion

Une application f : E — F est injective (c’est une injection) lorsque deux éléments distincts
de E ont toujours des images distinctes : V(x,x') € E?, (x z X = f(x) # f(x’)). Par
contraposée, cela équivaut a :

V(x,x') € E%, (f(x) = f(x') = x = x').

Autrement dit : tout élément de F a au plus un antécédent (zéro ou un). Négation: f n’est
pas injective <= 3(x,x’) € E2, (x # X" et f(x) = f(x")).

Seelise

injective : au plus une non |nject|ve b #C
fleche arrive sur chaque point et f(b)

X = x>+ x : toute droite
horizontale la coupe
au plus une fois

@ :ladroitey =5
la coupe deux fois

B Méthode : Comment montrer qu’une application est injective (ou ne l'est pas)

Pour montrer que f est injective : « Soit x et x' deux éléments de E tels que f(x) = f(x'). »
On transforme cette égalité (on factorise souvent f(x)- f(x') par x-x’) jusqu’a obtenir x = x’.
« Donc f est injective. »

Pour montrer que f n’est pas injective : on exhibe deux éléments distincts x, # x, de E tels
que f(x,) = f(x,) (un seul contre-exemple suffit).

Exemple : le fil rouge, puis x — x> + x, puis des applications de N et de R?

1. @ n'est pas injective : -3 # 1 et ©(-3) = (1) = 0. Mais sa restriction yp = P11 4o EST
injective. Rédaction. Soit x, x’ € [-1, +oo[ tels que w(x) = w(x’). Alors (x +1)? -4 = (x' +1)? -
soit (x+ 1) =(x'+1)%. Orx+120etx +120, et deux réels positifs qui ont le méme carré
sont égaux: x +1 = x" + 1, donc x = x'. Ainsi y est injective. Réduire 'ensemble de départ
peut rendre une application injective.

2.f : R = R, x » x>+ x est injective. Soit x, x’ € R tels que f(x) = f(x') ; alors

0= £~ F(x') = (3 = x?) + (x = x) = (x = X) (2 + xx" + X2 +1).
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\2
Or X2+ xx' +x'2+1 =(x+"?) +%x +121>0;doncx-x" =0, cest-a-dire x = x'.
3. SurN: u : nw» 2nestinjective(2n =2n" = n=n'); v:nwe E(g) ne l'est pas :
v(0) = v(1) = 0. SurR%: s : (x,y) = x+y n'est pas injective, car s(1,0) = s(0,1) = 1 et
(1,0) # (0, 1).

Théoréme (monotonie et injectivité)

Soit I une partie de R et f : I -» R une fonction strictement monotone sur I. Alors f est
injective.

Démonstration. On montre la forme « x # X" = f(x) # f(x') ». Supposons f strictement croissante.
Soit x # x’ dans I, disons x < x’ (sinon on échange les noms) : alors f(x) < f(x’), donc f(x) # f(x').

Méme preuve si f est strictement décroissante. O

La réciproque est fausse : f : x ~ - est injective sur R* (1 = = = x = x'), mais n'est pas

monotone sur R*: -1 < 1 et f(-1) < f(1), alors que 1 < 2 et f(1) > f(2). Utilisation: x = x +/x
est strictement croissante sur [0, +oo[ (somme de deux fonctions strictement croissantes), donc
injective, sans aucun calcul.

© Applications surjectives

B Deéfinition : surjection

Une application f : E — F est surjective (c’est une surjection) lorsque tout éléement de F a
au moins un antécédent :

VyeF, AxeE, f(x)=y, c'est-a-dire f(E)=F.

Négation : f n'est pas surjective < 3y € F, Vx € E, f(x) # y (une valeur de F n’est jamais
atteinte).

A

Lecture. Sur un diagramme, chaque point de F recoit au moins une fleche ; sur une courbe, toute
droite horizontale y = k avec k € F coupe la courbe au moins une fois. Pour ¢, les droites y = k
avec Rk < -4 passent sous la parabole: ¢ : R - R n’est pas surjective.

B Méthode : Comment montrer qu’une application est surjective : « soit y € F, cherchons x »

1. « Soity € F. » 2. Au brouillon, on résout f(x) = y d'inconnue x : on trouve un candidat x
qui dépend de y. 3. Sur la copie, on vérifie que ce candidat appartient a E (c’est la que se
cachent les contraintes : racine d’'un nombre positif, dénominateur non nul, signe...) et que
f(x)=y. & «Doncy aun antécédent: f est surjective. »

Pour montrer que f n'est pas surjective : on exhibe un y € F sans antécédent, souvent grace
a une inégalité verifiee par toutes les images.

Exemple : le fil rouge et x — x +,/x : les contraintes sur x

1. Pour tout réel x, ¢(x) = (x + 1)> -4 > -4 : -5 n’a pas d’antécédent, ¢ : R - R n’est pas
surjective. En revanche, application R — [-4,+oo[, X + x? + 2x - 3 est surjective : soit
y 2 -4 ; le réel x = -1 +,/y + 4 existe et ¢(x) = y. Changer 'ensemble d’arrivée change la
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surjectivite.
2. f : [0, +oo[ = [0,+0o[, x + x +/x est surjective. Soit y 2 0. Brouillon : on pose t = \/x ;
‘1"'21”’" < 0 (rejetée :

t = \/x doit étre positif) et t, = '1+“21+4y, qui est > 0 car/T+4y = 1. Copie: posons x =t} €

[0, +oo[. Comme t; 2 0, Jx = t,, donc f(x) = tg +t, =y. Comme f est aussi injective (section
5), elle est bijective (section 7).

'équation devient t? +t - y = 0, de discriminant 1 + 4y > 0, de racines

Deux applications de N dans N (section 5) :

R . injective ? surjective ?
u(n) = 2n n’est pas surjective : u(n) est toujours ;
. , s k- u:ne2n oui non (1)
pair, donc 1 n'a pas d’antécédent. v(n) = E(3) est . .
surjective : soit m € N ; v(2m) = E(m) = m. v:n - E(3) | non (v(0) = v(1)) oul

Sur un ensemble infini comme N, une injection de N dans N n’est pas forcément surjective, ni
une surjection injective ; entre ensembles finis de méme cardinal, c’est différent (section 11). De
méme, s : R?> - R, (x,y) ~ x +y est surjective (s(t, 0) = t) sans étre injective.

Exemple : une application de P(E) dans P(E) : ®(A) = An B, ou B est une partie fixée de E

Image. Pour toute partie Ade E,AnB c B;etsiC c B, alors®C) = CnB = C. Donc
®(:P(E)) = P(B), lensemble des parties de B.

Si B # E : ® n'est pas surjective (E ¢ P(B) : E n'a pas d'antécédent) et pas injective : C{ # @,
et pourtant ®(CE) = @ = ®(@). SiB = E: ®(A) = A pour tout A, donc ® = Id ), injective et
surjective. En revanche, A » An B de P(E) dans P(B) est toujours surjective.

E)?

€ Applications bijectives

B Deéfinition : bijection

Une application f : E — F est bijective (c’est une bijection de E sur F) lorsque tout élément
de F a exactement un antécédent :

VyeF, AxeE, f(x)=y.

A

[

f est bijective < f est injective et surjective.

Démonstration. « 3'x € E, f(x) = y » signifie : il existe au moins un tel x (pour tout y : c'est la
surjectivité) et il en existe au plus un (pour tout y : c’est l'injectivité). O

B Méthode : Comment étudier une application : résoudre f(x) = y

Soit y € F quelconque ; on résout l'équation f(x) = y d’inconnue x € E (attention aux
contraintes : x doit appartenir a E).

* pour un certain y € F, aucune solution dans E : f n’est pas surjective ;
* pour un certain y € F, au moins deux solutions dans E : f n’est pas injective ;

+ pour tout y € F, exactement une solution x dans E : f est bijective, et l'on a trouvé
l'antécédent de chaque y (section 8).
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Autre voie (fonctions numériques) : f striccement monotone (donc injective) et surjective,
prouvée par le calcul.

Exemple : une homographique : h(x) = 3;‘7'21, de R\ {-2}dans R\ {3}

h est bien une application de R \ {-2} dans R \ {3}: pour x # -2, h(x) =3 < 3x-1=
3x+6 < -1=6,ce quiestimpossible ; donc h(x) = 3.
Résolution. Soit y € R \ {3}. Pour x # -2 (on peut multiplier par x +2 # 0) :

2y +1
3-

h(x)=y < 3x-1=y(x+2) & (3-y)x=2y+1 & x-= (cary # 3).

Ce réel est bien dans R\ {-2}: 23%1 =-2 < 2y+1=2y-6,impossible. Chaque y # 3 adonc

exactement un antécédent : \h est une bijection de R\ {-2} sur R \ {3}|, et 'antécédent de

2y+1
3-y°

B Les homographiques

Soit a, b, ¢, d des réels avec ¢ # 0, et f(x) = %. Siad-bc # 0, f est une bijection de IR\{—%}
sur R\ {%], et 'antécédent de y est % Siad - bc = 0, f est constante sur R\ {—%} (par
exemple 246 - 2).

X+3

y est

p a_ bcad
Idée de la preuve. f(x)- ¢ = Z=25

pas atteinte), et elle est toujours nulle si ad = bc ; puis on résout f(x) = y comme ci-dessus.

: cette différence ne s'annule jamais si ad # bc (la valeur % n’est

Une formule, quatre applications. La formule x + x? donne quatre applications différentes selon
le départ (en bleu sur 'axe des abscisses) et l'arrivée (en rose sur 'axe des ordonnées) :

[0, +co[ - R R — [0, +oo [0, +oo[ — [0, +oof

-1 -1

ni injective, injective, surjective, bijective
ni surjective non surjective non injective (réciproque : x > /)

Pour y = 1, deux antécédents -1 et 1 quand le départ est R (points verts) ; pour y = -1, aucun
antécédent quand l'arrivée est R (point rouge). De [0, +oo[ sur [0, +oo[ : si x*> = x'?> avec x, X' 2 0,
alors x = x"; et tout y > 0 a pour antécédent ,/y 2 0. Une application, c’est une formule et deux
ensembles.

Exemple : une application de R? dans R?: f(x,y) = (x +y, x-)

Soit (a, b) € R%. On résout f(x,y) = (a, b) d’'inconnue (x,y) € R?, en ajoutant puis en retran-
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chant les deux lignes (opérations réversibles) :

=a 2x=a+b x = &b
[X+y <=){X * 4=>( 2

x-y=b 2y=a-b y=5%5.

(=)

Chaque couple (a, b) a exactement un antécédent : f est bijective, et 'antécédent de (a, b)

est (%”, "z—b) Par exemple, (4,2) a pour antécédent (3,1). Enfin, x - x +./x est une bijection

de [0, +oo[ sur [0, +oo[ (sections 5 et 6).

© La bijection réciprogue

B Définition : bijection réciproque

Soit f : E — F une bijection. Sa bijection réciproque est 'application f™' : F — E qui, a tout
y € F, associe l'unique antécédent de y par f :

VxeE, VyeF, y=f(x) & x=f"(y).

K

B Propriétés de la réciproque

Sif:E — Festbijective: Vx € E, f'(f(x)) = x et Vy € F, f(f'(v)) = y, Ceest-a-dire
f'f=1d, et f- £ = Id, (composition : section 9). De plus, f~' est bijective et (f')" = f.

Démonstrations. Soit x € E ; avec y = f(x), 'équivalence encadrée donne x = f~'(y) = £ (f(x)).
Soity € F; avec x = f7'(y), elle donne y = f(x) = f(f‘1(y)). Lue de droite a gauche, la méme
équivalence dit que tout x € E a pour unique antécédent par f~' l'élément f(x): f~' est bijective

et(f)" = f. O

8 Méthode : Comment calculer f'

On résout f(x) = y d’'inconnue x € E, pour y € F quelconque (section 7) : la solution unique
est f1(y). La lettre est muette : on peut écrire f~'(x) = ... pour tracer la courbe. Contrdle :
on verifie f(f‘1(y)) = y sur une ou deux valeurs.

Modéle de rédaction. Soit y € F. Résolvons 'équation f(x) = y d'inconnue x € E. ...
[equivalences, en notant chaque contrainte: x € E, dénominateur non nul, signe] ... Cette
équation admet une unique solution dans E, a savoir x = ... Ainsi, tout élément de F a
exactement un antécédent par f : f est une bijectionde EsurF,etf' : F - E, y & ...

bijection bijection réciproque

h:R\{-2} » R\{3}, x~ 3X—; (section?7) | h" : R\ {3} » R\ {-2}, x » 2;—1

[0, +0o[ — [0, +oo[, X +> X2 [0, +0o[ — [0, +0o[, X +> /X

R?> > R%, (x,y) > (X +y, x-Y) R? —» R?, (a,b)H(“;b,%b)

[0, +oo[ — [0, +oo[, x > x +/x (section 6) y e (—1+\/2m)2 = 1+2y—2\/m

g:[-1,400[ > [-4, 400, x > x*+2x-3 | g7 : [-4,400[ > [-1,400[, y > =T+ [y + 4
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Le fil rouge, enfin inversé. g est bien a valeurs dans [-4, +oo[ (car g(x) = (x + 1)? - 4 > -4), injective
(C'est g, section 5) et surjective : pour y > -4, le réel x = -1 +,/y + 4 vérifie x > -1 et g(x) = y.
Controle: g7'(5)=-1+3=2etg(2)=5.

Courbes de f et de [’

Dans un repére orthonormé, si f : I — J est une bijection (I, / parties de R), les courbes de

f et de f~' sont symétriques par rapport a la droite A : y = x.
Déemonstration. M(a, b) € Cp & b=f(a) & a=f"'b) & M(b,a)e Csa. OF M’(b, a) est le
symétrique de M(a, b) par rapport a A : le milieu ("*b "*b) de [MM’'] est sur A, et MM‘(b - a, a - b)

22
est orthogonal au vecteur directeur @i(1,1) de A (produit scalaire (b - a) + (a - b) = 0). O

2x+5

Uinvolution R(x) =
getg (lefil rouge) x-2

Définition : involution

Une application f : E — E est une involution de E lorsque Vx € E, f(f(x)) = x : appliquer f
deux fois raméne au point de départ.

[

Une involution f de E est bijective, et ' = f.

Démonstration. Injective : si f(x) = f(x'), alors f(f(x)) = f(f(x)), soit x = x". Surjective : tout
y € E s'écrity = f(f(y)) : il a pour antécédent f(y). Cet antécédent est donc f'(y) = f(y). O
Exemples d'involutions: x — -xsurR; x % sur R*; (x,¥) = (v,x) sur R?; A Cp sur P(E)

A
(car CEE =A); n n+(-1)"sur Z, qui échange 2k et 2R + 1; R(x) = 22 sur R\ {2}: on a k(x) # 2
X-2
(sinon 2x +5 =2x - 4) et

_2k(x)+5 _(2(2x+5)+5(x-2)) [(x-2) _9x _

k(k(x) R()-2 ~ ((2x+5)-2(x-2))/(x-2) 9

La courbe d’une involution est sa propre symétrique par rapportay = x (figure de droite : P(4;6,5)
et P'(6,5;4) sont sur la courbe ; les points (5,5) et (-1,-1) sont fixes : R(5) = 5, R(-1) = -1).

Maths Olympiad G



Chapitre 3- Les applications 1" Bac Sciences Mathématiques

© La composition

B Définition : composée

Soitf : E » Fetg:F — G. La composée de f par E = G
g est l'application f g

g-f:E=>G,  xw g(f(x))

On lit« g rond f » : on applique d’abord f, puis g.
Plus généralement, g - f a un sens dés que f(E) est g9-f
inclus dans l'ensemble de départ de g.

A

La composition n’est pas commutative. Avec f(x) = 2x + 1 et g(x) = x> (de R dans R) : (g - f)(x) =
(2x+1)? et (f-g)(x) = 2x>+1; pourx =1:9 # 3,doncg-f # f-g. Parfois méme, une seule des deux
composéesaunsens:avecf : R » R, x » x-5etr:[0,+0[ > R, x = /X, for:x e x-5
existe, mais pas r - f de R dans R (f(0) = -5 n’a pas d’image par r).

Associativite, identité

Pourf:E—>F,g:F—>Geth:G - H: |ho(g°f)=(h~g)~f| (on lécrith-g-f) et
feld,=1d.-f=f.

Demonstration. Les deux applications vont de E dans H, et pour tout x € E : (h (g - f))(x)

h((g - F)(x)) = h(g(f(x))) et ((h - g) - f)(x) = (h - g)(f(x)) = h(g(f(x)))-

O u

Méthode : Domaine d’une composeée de fonctions numériques

g - f est définie en x lorsque f(x) existe et appartient au domaine de g :
D,.s ={x e Dg; f(x) e Dg} ; C'est 'image réciproque de D, par l'application f : D, » R

(section 4).

Exemple : f(x) = £2 et r(x) = /x : deux composées, deux domaines

x-1
ref:(r-f)x) = ﬁ—f existe < (x =1 et % 2 0). Le quotient est nul en -2, interdit en 1,
et du signe de (x + 2)(x - 1), positif a U'extérieur des racines : D,.; =1-00,-2]u]1, +oo[.

for:(for)(x)=£f existe <= (x20ety/x#1): D =[0,1[u]1,+oo].

Décomposer. Pour étudier w(x) = H, on suit le calcul « de lintérieur vers l'extérieur » :
w=c-b-aaveca(x) = -, b(x) = 1+x,c(x) =/x. Domaine: x # 0et1+1 =21 >0, doi
D, =]-00,-1]u]0, +ool.

Images et composition. Pour Ac EetC c G: (g-f)A) = g(f(A)) et (g-f)"(C)=f"(g7"(C)), car
xe(g-f)(C) & g(fx)eC < f(x)eg(C) < xef(g7(C)).

Sur N. Avec u(n) = 2n et v(n) = E(}) (sections 5 et 6) : (v - u)(n) = E(n) = n, donc v - u = Id, ; mais
(u-v)(n) = 2E(%) vaut n si n est pair et n - 1 si n estimpair: u - v # Idy, puisque (u - v)(1) = 0.
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@ Composition et propriétés

Soitf : E > Fetg : F - G. 1. Sif etg sontinjectives, g - f est injective. 2. Si f
et g sont surjectives, g - f est surjective. 3. Si f et g sont bijectives, g - f est bijective et

(g-f)'=f"-g"|

Démonstrations. 1. Si g(f(x)) = g(f(x’)), alors f(x) = f(x') (g injective), puis x = x* (f injective).
2. Soitz € G: z = g(y) avec y € F (g surjective), puis y = f(x) avec x € E (f surjective), donc
z=(g-f)(x). 3. D'aprés 1et2,g- f estbijective. Pour z € G, posons x = f(g7"(2)) : (g - f)(x) =
g(f(f‘1(g‘1(z)))) = g(97'(2)) = z, donc x est l'antécédent de zparg-f:(g-f)'(2)= (g7 (2)). O

Lordre s'inverse : on enfile les chaussettes (f) puis les chaussures (g) ; pour se déchausser, on

enléve d'abord les chaussures (g7'). Exemple: f : R\{-1} = R*, x =» x+1etg: R* - R*, x » %

sont bijectives, f'(y) = y -1 et g™ = g (involution). Doncg:f : x % est une bijection de
R\ {-1}sur R*, et(g-f)"'(v) = f'(g7'(v)) = % -1 (contrdle: 2 =y < x= % - 1). La formule
fausse g7 (f'(y)) = y% donne 2 au lieu de 0 pour y = 2.

Théoréme (transfert)

Soitf:E—>Fetg:F—> G. 1Sig-f estinjective, alors f est injective. 2.Sig- f est
surjective, alors g est surjective.

Démonstrations. 1. Si f(x) = f(x'), alors g(f(x)) = g(f(x')), donc x = x’ (g - f injective). 2. Soit
z € G: il existe x € E tel que g(f(x)) = z; donc z a un antécédent par g, a savoir f(x). O
On ne peut pas conclure davantage: v - u = Id est bijective, mais v n’est pas injective et u n’est
pas surjective (sections 5 et 6). Moyen mnémotechnique : la premiére appliquée (f) hérite de
linjectivité, la derniére (g) de la surjectivité.

Théoréme (caractérisation des bijections)

f 1 E - Festbijective < ilexisteg:F — Etelleque|g-f=1Id, et f-g=1Id.| Dansce

cas,g=f".

Démonstration. (=) g = f™' convient (section 8). («)g-f = Id, est injective, donc f est injective ;
f - g =1d, est surjective, donc f est surjective (théoréme de transfert) : f est bijective. Enfin, par
associativité, g=g-ld, =g-(f-f")=(g-f)-f ' =ld - f=f". O
Les deux égalités sont indispensables: v - u = Id,, et pourtant u n’est pas bijective. Avecg = f,
on retrouve le théoréme des involutions.

X

V1+x2

f est bien a valeurs dans ]-1,1[ : |f(x)| = \AX_'Z <1, car /1 +x2 > x2 = |x|. Posons g:
+X

Exemple : deviner la réciproque, puis verifier: f : R —» 1-1,1[, x »

1-1,1[ - R, y = == (défini car y* < 1).
-y

=

2
- Pourx € R: 1-f(x)* = 1- %5 = -1 donc /1 - f(x)? = ,_11+X2 et g(f(x)) = _1’:X2xm=x.
2
.POUryE]—1,1[:1+g(y)2=‘|+13_/7=1_17'd0ncf(g(y))=\/1{7x 1-y2=y.
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Ainsig-f =Ildetf.g= d, , ;;: festune bijectionde Rsur]-1,1[ et f' = g. Ily a « autant »
de réels dans ]-1,1[ que dans R tout entier!

€@ Pour aller plus loin

Soit E et F deux ensembles finiset f : E » F. 1. Si f estinjective, cardE < cardF. 2. Si
f est surjective, card E > card F.
3.SicardE =cardF: finjective < f surjective < f bijective.

Démonstrations. Notons E = {x,,...,x,} avec n = card E ; alors f(E) = {f(x,),..., f(x,)} a au plus n
éléments, et exactement n si et seulement si les f(x;) sont deux a deux distincts, c'est-a-dire si f
est injective. 1. f(E) a n éléments et f(E) c F,doncn < cardF. 2. F = f(E) a au plus n éléments.
3. Si f est injective, f(E) est une partie de F a n = card F éléments : c'est F tout entier, et f est
surjective. Si f est surjective, f(E) = F a n éléments, donc f est injective. O

Exemples. Sur {0,1,...,7}, lapplication « x + reste de 5x dans la division par 8 » donne les
images 0, 5, 2, 7, 4, 1, 6, 3, deux a deux distinctes : elle est injective, donc bijective (point 3), sans
chercher d’antécédent. Sur{0,..., 5}, « x — reste de 2x par 6 » donne 0, 2, 4, 0, 2, 4 : ni injective,
ni surjective.

Le principe des tiroirs est la contraposée du point 1: si card E > card F, aucune application de E
dans F n'est injective ; deux éléments de E ont la méme image. Exemple : si l'on choisit 6 entiers
distincts dans {1, 2,...,10}, deux d’entre eux ont pour somme 11. En effet, les 5 paires {1, 10},
{2,9}, {3, 8}, {4,7}, {5, 6} partagent {1,...,10} ; l'application qui associe a chaque entier choisi sa
paire va d'un ensemble a 6 éléments dans un ensemble a 5 éléments : elle n'est pas injective,
donc deux entiers choisis sont dans la méme paire, et leur somme vaut 11. Avec 5 entiers, c’est
faux:{1,2,3,4,5}.

[ Théoréme de Cantor (1891)

Pour tout ensemble E, il n’existe aucune surjection de E sur P(E).

Démonstration (par l'absurde). Supposons f : E — P(E) surjective et posonsA ={x € E; x ¢ f(x)},
qui est une partie de E. Par surjectivite, A = f(a) pour un certaina € E. Alorsa e A < a ¢
f(a) & a¢A: contradiction. O
Sur un exemple. E = {a, b}, f(a) = {a,b}, f(b) = @ : a € f(a) et b ¢ f(b), donc A = {b}, qui n’est ni
f(a) ni f(b). La partie A difféere de chaque f(x) « au point x » : c’est l'argument diagonal. Comme
x — {x} est injective de E dans P(E), 'ensemble P(E) est « strictement plus gros » que E, méme
si E est infini.

Une bijection de N sur Z. Soit f : N —» Z définie par f(n) = g

si n est pair, f(n) = -% sinestimpair: 0 » 0,1 » -1,

2+~ 1,3 -2,4w 2. Posonsg : Z - N, g(m) = 2m si

m 2 0,g(m) = -2m -1sim < 0. Vérification. Sin = 2k : }@
f(n)=kRz20etg(R)=2kR=n;sin=2R+1:f(n)=-(R+1)<0 (G 3@ 1) O @ & (6
etg(f(n) =2(k+1)-1=n.Simz20: f2m)=m;sim<0: — 7
-2m - 1 est impair et f(-2m - 1) = —'ZT’” =m. Doncg-f =1Idy
et f-g=1d,: f est bijective. « Il y a autant d’entiers naturels
que d’entiers relatifs. »
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Définition : fonction indicatrice

Soit A une partie de E. La fonction indicatrice de Aest 1, : £ — {0, 1}, définie par 1,(x) = 1 si
xeAet1(x)=0six¢A.
PourA, B partiesdeE: A=B < 1, =15 15 =115 1cé =1-1,; 15\ =145 Ty = W+ 15-1,15 (on
vérifie chaque égalité en un point x, selon que x € A ou non, et x € Bou non: 4 cas). AinsiA ~ 1,
est une bijection de P(E) sur 'ensemble des applications de E dans {0, 1} (la réciproque associe
a h la partie h™'({1})) : elle transforme le calcul sur les ensembles en calcul sur les nombres.
Application: aveca=1, b=1,c=1.eta’=a:
Tnucy = ab+c-bc)=ab+ac-abc et 1, 5,0 =ab+ac-(ab)(ac) = ab +ac-abc :

les indicatrices sont égales, doncAn(BuC) = (AnB)u(AnC): on retrouve la distributivité du
chapitre 2, cette fois par un simple calcul.

© Les piéges classigues

v Vrai

f1(B) = {x € E; f(x) € B} existe toujours :
¢7'([-3,5]) = [-4,-2] v [0, 2]

seulement c: p({-3}n{1}) = @, mais
e({-3}) np({1}) = {0}

seulement A c f7'(f(A)) et f(f'(B)) c B:
¢~ (([0,2])) = [-4,-2]V [0, 2]

faux si f n'est pas monotone :

¢([-3,0]) = [-4,0]; on calcule par double
inclusion

X Faux

« f1(B) n'a de sens que si f est
bijective »

fAnAY) = f(A)n f(A)

f(f(A) =A et f(f'(B)) =B

f(la, b]) = [f(a), f(b)]

« X — x? est injective » (ou « ne l'est
pas »), sans préciser les ensembles

cela dépend du départ et de l'arrivée :
bijective de [0, +oo[ sur [0, +oo[, ni injective ni
surjective de R dans R

« f injective : tout élément de F a un
antécédent »

ca, c'est la surjectivité ; injective : tout
élément de F a au plus un antécédent

« f injective: x = x" = f(x) = f(x") »

c’est vrai pour toute application ! Injective :

fx) = f(x) = x=x'

« injective = surjective » pour une
application de N dans N

n ~ 2n est injective, pas surjective ;
'équivalence n’est vraie qu’entre ensembles
finis de méme cardinal

« injective = strictement monotone »

X - % est injective sur R* sans étre
monotone ; seul « strictement monotone =
injective » est vrai

g-f=f-g

l'ordre compte : (2x + 1) # 2x% + 1

« le domaine de g - f est celui de f »

D, ={x€D;; f(x) € Dy}: /%2 est définie sur

X-

]—00, _2]U ]‘I ’ +°°[

g-f)'=g"-f"

(g-f)"=f"-g7" (chaussettes et chaussures)

Maths Olympiad
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«g-f=1d;, donc f et g sont bijectives et | seulement f injective et g surjective :

réciproques » veu=Id,;ilfautaussi f-g=1Id,

F(x) = ﬁ pour f(x) = 2x, f7(x) = %, etnon -

«X P % est une bijection de R sur R » ce nest méme pas une application de R dans
R (0 n'a pas d’'image) : c’est une bijection de
R* sur R*

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : factoriser f(x) - f(x') par x - x' : l'autre facteur dit tout

Pour un polyndome ou une fraction rationnelle, x - x' se met toujours en facteur dans f(x) -
f(x'). Si l'autre facteur ne s’annule pas pour x # x’, f est injective ; s'il s'annule, ses zéros
fournissent deux points de méme image. Exemple: f(x) = x3 - 3x, f(x) - f(x') = (x -
X')(x? + xx" + x'2 = 3). Sur [1, +oo[, si x # x’, l'un des deux est > 1, donc x? + xx" +x'2 >3 : f est
injective sur [1,+oo[. Sur R, on cherche x’ avec x =-1:1-x"+x?=3 < x' =2o0ux’=-1;

d'oli f(-1) = f(2) = 2.

¥ Astuce de concours : résoudre y = f(x) donne tout en une fois

Un seul calcul répond aux trois questions : existence (surjectivité), unicité (injectivité) et
formule de f~'. Exemple: f : R = R, x  x|x|. Soity € R; f(x) a le signede x. Siy20:
fx)=y < (x20etx?=y) < x=/y.Siy<0:f(x)=y < (x<0et -x2=y)
x = -/=y. Une solution et une seule pour chaque y : f est bijective, f'(y) = ,/y siy 2 0 et
fy)=-J~ysiy<o.

¥ Astuce de concours : deux images égales pour réfuter

Une symétrie tue linjectivité : si f(a-t) = f(a +t) (axe x = a), si f(-x) = f(x), si f(1) = f(x)...,
deux points distincts ont la méme image. Pour le fil rouge, 'axe x = -1 donne @(-1 -t) =
@(-1+t), dol @(-3) = ©(1). Pour une application définie sur P(E), on cherche deux parties
différentes de méme image: @ nB = CE nB.

¥ Astuce de concours : f-f=1d, f-f-f=1d ¢ la réciprogue sans calcul

Sif-f =1dg, alors fl=f.Sif-f-f = Idg, alors f«(f-f) = (f-f)-f = 1d, : par la caractérisation
(section 10), f est bijective et f' = f-f. Exemple: f(x) = ﬁ surE = R\{-1,1}(on a
f(x)#1,et f(x) =-1 < x=1,donc f(x) € E). On calcule f(f(x)) = % = %, puis

_ (x+3)-3(1-x) _ 4x _ -1 _ x+3 z 0 .
f(f(f(x))) = eaog - w S X Donc f~'(x) = 7=, sans résoudre d’equation.

¥ Astuce de concours : composer pour transférer une propriété

Composer a gauche: f : R > R?, x — (x,x?) est injective, car avec p(x,y) = x, p-f =1dg
est injective (transfert). Composer a droite : la partie entiére, de R dans Z, est surjective :
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avecj:Z - R, nw— n, E-j=1d, est surjective. Lesdeux: sif - f est bijective, alors f est
injective (f - f injective) et surjective (f - f surjective) : f est bijective.

Y Astuce de concours : f commute avec f - f

Pourtoute f: E > E, f-(f-f)=(f-f)-f:oncalcule f(f(f(x))) de deux facons. Exemple:
soit f : R — R telle que f(f(x)) = 3x - 2 pour tout réel x. En appliquant 'hypothése a

f(x): f(f(f(x))) = 3f(x) -2 ; et en appliquant f a 'hypothése : f(f(f(x))) = f(3x - 2). Donc
‘f(3x— 2)=3f(x)-2 ‘, et pour x =1: f(1) = 3f(1) - 2, soit f(1) = 1. De plus f - f est bijective

(affine), donc f aussi. (De telles f existent: f(x) = /3 x+1-+3.)

¥ Astuce de concours ¢ involutions sans point fixe : une guestion de parité

Si f est une involution d'un ensemble fini E, les éléments non fixes se groupent par paires
{x, f(x)} (avec x # f(x), et f échange x et f(x)). Donc card E et le nombre de points fixes ont la
méme parité : une involution sans point fixe n’existe que si card E est pair, et toute involution
d’'un ensemble a un nombre impair d’éléements a au moins un point fixe. Exemple: x - 11-x
est une involution sans point fixe de {1, ..., 10} (5 paires). Application : sur 'ensemble des
diviseurs de n € N*, d » g est une involution, dont le seul point fixe possible est/n: n a
un nombre impair de diviseurs si et seulement si n est un carré parfait (36 ena 9,12 en a 6).

Y Astuce de concours : quand les inclusions deviennent des égalités

f injective = f~'(f(A)) = Aet f(AnA") = f(A)n f(A"); f surjective = f(f'(B)) = B. Preuves:
si x € f1(f(A)), alors f(x) = f(a) aveca € A, donc x = a € A; siy € f(A) n f(A"), alors
y=f(a)=f(a’)avecae A, a e A’,donca=a" € AnA’;siy e B,alorsy = f(x) pour un x, et
x € f~1(B). Les réciproques sont vraies aussi (bon exercice).
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Application f : E - F, x » f(x)

Vx € E, f(x) existe et est unique ; f(x) : image de
X ; X : antécédent de f(x).

Graphe: G, ={(x, f(x)); x € E}C ExF.

f = g: méme départ, méme arrivée,

vx, f(x)=g(x).

Restriction fia tA— F;prolongementg: g, =f
(non unique).

Image directe (A c E)

f(A) ={f(x); x € A}:

y € f(A) < 3IxeA f(x)=y.

Calcul : double inclusion (encadrer, puis
résoudre).

fAAUA) = f(A)U F(A'); FIANA) C f(A)n f(A").
Image réciproque (B c F, toujours définie)
f(B)={x€E; f(x)eB}:

xe f'(B) & f(x)eB.

Calcul : résoudre « f(x) € B » par équivalences.
fY(BuUB)=f"(B)Uf'(B)
f'(BnB)=f"(B)nf(B)

Fct)=ct

Ac f(fA); f(f(B)=Bnf(E)cB.
Injective (au plus un antécédent)

Vx,x" €E, f(x)=f(x)= x=x".

Non injective : x, # x, et f(x,) = f(x,).
Strictement monotone = injective (réciproque
fausse).

Surjective (au moins un antécédent)

Vy e F, 3x € E, f(x) =y, soit f(E)=F.

« Soity € F, cherchons x » et vérifier x € E.
Non surjective : un y € F sans antécédent.

Bijective (exactement un antécédent)

VyeF, A'xeE, f(x)=y < injective et
surjective.

Résoudre f(x) = y : 0 solution — non surjective ;
> 2 - non injective ; exactement 1 — bijective.

2D (¢ 2 0, ad - bc # 0) : bijection de R \ {_%} sur

cx+d

a
R\{2}.
Réciproque (f bijective)
y=f(x) & x=f'y); f'-f=1dg, f-f" =1d..
C; et Cp, symétriques par rapportay = x.
Involution: f- f =1d, = f bijectiveet f' = f.
Composition (g - f)(x) = g(f(x))
Non commutative ; associative ;
feldg=1d.-f=f.
Dy.s= {x e D;; f(x) e Dg}.
Injective - injective = injective ; de méme pour
surjective et bijective.
@-N"=f"g"]
g - f injective = f injective; g - f surjective = g
surjective.
f bijective < 3g, g-f=Id,etf-g=1Id;
(g=f7".
A retenir pour les concours

Ensembles finis, card E = card F : injective <
surjective < bijective.

Tiroirs : card E > card F = f non injective.
Cantor : aucune surjection de E sur P(E)

(A={x; x & f(x)}.

Involution sans point fixe = card E pair.
fef-f=1d;=>f"'=f-f; f commute avec f - f.
Vg = Wl T2 =11, g = 1,415 - 1,1,

n A B’ A" "AuB

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations : E(x) est la partie entiére de x (I'entier Rtelque R< x < R+1);A\B = AnCE ; flA est la restriction
de faA.

@ Niveau | « Bases

Exercice 1 Application ou pas? * corrigé p. 40
= = B e
‘\gk:/ . \é‘\:/ —_ \é‘; T ~ \é; S

R, ®, R, ®,

1. Ces diagrammes représentent des relations de E = {a, b, c,d} vers F = {1,2,3}. Lesquelles sont
des applications ? Justifier pour les autres. Pour chaque application : image de b, antécédents
de chaque élément de F, graphe.

2. Ces correspondances sont-elles des applications ? a) de R dans R, x ~ )(21—1 ; b) de N dans N,
n + reste de la division euclidienne de n par 5; c) de Zdans N, n — n?-1; d) de N* dans N*,
n-n-1.

Exercice 2 Images et antécédents * corrigé p. 40

1. Soitf:R> R, x Xﬁ—: a) Calculer £(0), f(-1), f(ﬁ), f(%) b) Déterminer les antécédents
de 1,de2,de 2. c)Les pointsA(Z, %) et B(—2, %) sont-ils sur le graphe de f ?

2. Soitg: R—> N, x E(xz). Calculer g(1,5) etg(—\/g) : déterminer les antécédents de 0 et de 2.

Exercice 3 Egalité, restriction, prolongement * corrigé p. 40

1. Les applications f et g sont-elles égales ? a) f,g : R = R, f(x) = (x + |x|)%, g(x) = 4x?; et leurs
restrictions a [0, +oo[ ? que dire de f”_w’O] ? b)f,g:{0,1,2,3} > N, f(n) = 2", g(n) = % ;
etsur{0,1,2,3,4}?

2. S0ty : R\{2} » R, x » "%2'6 Trouver un prolongement de @ a R qui soit une fonction
affine. Combien y a-t-elle de prolongementsa R ?

Exercice 4 Image directe, image réciproque : un exemple fini * corrigé p. 4l
Soit E ={-2,-1,0,1,2,3}, F={0,1,...,6}et f : E > F, x = x*> - x.

1. Représenter f par un diagramme sagittal. f est-elle injective ? surjective ?

2. Déterminer f({-1,0,1}), f({-2,3}), f(E), f'({2}), ({0, 6}), F'({1,3,5)) et f(F).
3. Comparer f~'(f(A)) et A pour A ={0,3}; f(f™'(B)) et B pour B = {0, 4}; f(A, nA,) et f(A,) n f(A,)
pourA, ={-1,0} et A, = {1,2}. 4. Pourquoi pouvait-on prévoir que f1({1,3,5)=2?
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Exercice 5 Images d’intervalles » corrigé p. 4!

1. f: R = R, x » 3-2x. Déterminer f([-1,2]), £(10, +oo[), f'([1,5]), f'({7}) et f~"(]-o0, 0]).
2. g:R - R, x - x?+4x+1. Vérifier que g(x) = (x +2)? - 3, puis déterminer g([-2, 11), 9([-5, -3]),
g7 '({1}), 97'([-3,-2]) et g7'(]-o0, -4[).

Exercice 6 Premiéres injections, premiéres surjections * corrigé p. 4l

1. Soit E = {1,...,6}. Pour n € E, f(n) est le reste de la division euclidienne de 3n par 7, et g(n)
celui de n? par 7. Dresser les tableaux de valeurs ; vérifier que f et g sont des applications de
E dans E. Sont-elles injectives ? surjectives ?

2. Mémes questions pour h : N = N, n » n+3etpourk: N - N, n  E(/n).

Exercice 7 Injective ounon? * corrigé p. 42

Montrer que l'application est injective (partir de f(x) = f(x’), ou utiliser la stricte monotonie) ou
trouver deux réels distincts de méme image: a)f, : R > R, x =» 5x-7; b)f, : R - R,

X+ x2+3x; O fy: [—%,wo[ - R, x = x2+3x; d) f, :10,+00[> R, X > x+2; €) f; : 10, +00[ > R,

XX+ 1-2.f)f iR R x = [x+1]-|x-1].

Exercice 8 Lecture graphique * corrigé p. 42
Lacourbede f : [-4,4] —» Restlaligne brisée quijoint (-4,-1), ¥

(_213)1 (21_1) et (411) 5

1. Lire f(-2), f(0), f(3) ; antécédents de 1, 3, 4, 0 (écrire f(x) e

f
sur chaque segment). 1 \ /
2. Déterminer f([-4,-2]), f(10,4]), f(I-44], f'@23) e J 2 o N\ &
f(]-o0,0[).
3. f est-elle injective ? surjective sur[-1,3]? sur R ?
4. Montrer que g = fl[-2,2] est une bijection de [-2,2] sur
[-1,3]; déterminer g~".

@ Niveau 2 « Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : images d’intervalles * x corrigé p. 42

Soitf:R—> R, x — x>-6x+8.

1. Ecrire f(x) sous forme canonique ; donner les variations de f. 2. Déterminer f([3, 6]), f([0, 4]),
£(12, 4[) et f(R).

3. Déterminer f7'({0}), F'({-1}), F([0, 3]) et f"(]-o0, -2]).

4. Pour A =[0,3],A" =[3,6] et B = [-2,0], comparer f(AnA’) et f(A) n f(A"), puis calculer f(f(B))
et £(F(A)).

5. Montrer que f induit une bijection g de ]-oo, 3] sur [-1, +oo[ et déterminer g~'(y) pour y = -1.
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Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : une fonction homographique * % corrigé p.43
Soitf: R\ {3} » R, x ZXX_';.
1. Calculer f(0) et f(4) ; antécédents éventuels de 0, de 1 et de 2. 2. Montrer que f est injective.
Est-elle surjective ?
3. Montrer que f(R\{3}) = R\ {2}, puisque g : R\{3} = R\{2}, x » f(x) est bijective ; déterminer
-1
b, \g/ériﬁer que f(x) =2+ X1—3 En déduire f(]3, +oo[) et £71([1, 3]).

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : composition * x corrigé p. 43
Soitf:R-> R, xm x2-3; g:R\{1} > R, x> ——=; u:[-3,+00[> R, x = /x + 3.

x-1"

1. Ensemble de définition et expression de g - f, puis de f - g. Comparer (g - f)(0) et (f - g)(0) ;
conclure.

2. Montrer que u - f est définie sur R et que (u - f)(x) = | x|, puis que f-u = [ 3,0+ EN déduire,
sans calcul, que u est injective.

3. CalculerU-F et F-U, ol F : [0, +oo[— [-3,+0o[, x = x> -3 et U : [-3, +co[— [0, +00[, X > /X + 3;
conclure.

4. Soit H : ]2,+o0[— ]0, +oo[, X )(21—4 Ecrire H comme composée de deux bijections ; en déduire
que H est bijective et calculer H(y).

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : une application sur les parties * * corrigé p. 43

Soit E un ensemble, BC E et ¢ : P(E) > P(E), A AUB.

1. Ici E ={1,2,3,4,5} et B = {1,2,3}. a) Calculer (D), ({4}), ©({1,4}). b) Déterminer les antécé-
dents de {1,2,3,5}, puis de {1,2,5}. c) Déterminer @(P(E)).

2. Cas général: montrer que @ est injective < B =0 < @ estsurjective.

3. Soit « = {C € P(E) | B c C}etB = CE. Montrer que @(P(E)) = U, puis que 6 : P(B) - U,
A - AU B est bijective ; déterminer 8", puis 87'(C) pour chacune des parties C trouvées en
1.0).

Exercice 13 Applications de R? dans R? » % corrigé p. 44

Soit f : R2 = R?, (x,y) = (x+2y, 2x+3y)etg : R> = R?, (x,y) — (x - 2y, 3x - 6y).

1. Calculer f(1,-1) et les antécédents de (0, 1) par f. En résolvant f(x,y) = (u,v), montrer que f
est bijective et donner f'(u, v) ; vérifier que f - f1 = Idg..

2. Calculer g(2,1) et g(0,0) : g est-elle injective ? Montrer que g(R?) = {(u,v) € R> [ v =3u}; g
est-elle surjective ? Déterminer g™ ({(1,3)}), g7 "({(1,2)}) et g~ ({(0, O)}).

3. Sans calcul, f - g est-elle injective ? surjective ?

Exercice 14 Bijections et bijections réciproques * % corrigé p. 44

1. Soitf:]-1,1[-> R, x — ﬁ, ety € R*. Montrer que f(x) =y <= yx?+x-y =0, équation qui
a deux solutions de produit -1, dont une seule est dans ]-1, 1[. En déduire que f est bijective

et que f'(y) = —2— pour tout y € R.

T+y/1+4y2
2. Soitg: R - ]-1,1[, x —» 1+’|‘X|. Justifier que g est a valeurs dans ]-1, 1[, puis montrer que g est
bijective, de réciproque y ~ 1_+y|
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Exercice 15 Involutions *x corrigé p. 44

f 1 E > E estuneinvolutionsi f - f = 1d, ; x € E est un point fixe de f si f(x) = x.

1. Montrer que c’est une involution et déterminer ses pointsfixes: a)s:Z - Z,n+~ 5-n; b)
t:R >R, x> -2, 0)0: R > R (xy) = (X+Y, -y).

2. a) Montrer que n +— 7 - n est une involution de {1,...,6} sans point fixe, et n ~ 8 - n une

involution de {1,...,7} ayant un seul point fixe. b) Donner une involution de {1,..., 7} ayant
exactement 3 points fixes. (Voir I'exercice 30.)

Exercice 16 Vraiou faux? » % corrigé p.4S

f:E—> Fetg:F — Gsontdes applications, A et A" des parties de E. Démontrer ou réfuter :
a) Toute application strictement croissante de R dans R est surjective. b) Si f(A) c f(A’), alors
AcCA’. ¢)SiIAnA =@, alors f(A)n f(A") = @. d)Si f(A)n f(A') = D, alorsAnA" =D. e)Sig-f est
injective, alors g est injective. f)Si g - f est bijective, alors f et g sont bijectives. g) Il existe une
surjection de N sur N pour laquelle chaque entier a exactement deux antécédents.

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Caractériser par les images * * » corrigé p.4S

Soit f : E - F. Cours: si f est injective, f(AnA’) = f(A)n f(A") et f(f(A)) = A (A,A" CE);si f est

surjective, f(f(B)) = B (B ¢ F).

1. Démontrer les réciproques : a) si f(AnA’) = f(A) n f(A") pour toutes parties A, A’ de E, f est
injective ; b) si f'(f(A)) = A pour toute A c E, f est injective ; c)si f(f'(B)) = B pour toute
B C F, f est surjective.

2. Montrer que f est bijective si et seulement si f(Cé) = C{(A) pour toute partie A de E.

Exercice 18 Composer pour transférer les propriétés » x corrigé p.4S

Soitf:E—>F,g:F—> Geth:G — Hdesapplications.

1. Montrer que si g - f est injective et f surjective, alors g est injective. 2. Montrer que si g - f est
surjective et g injective, alors f est surjective.

3. On suppose g - f et h - g bijectives. Montrer que f, g et h sont bijectives.

4. Soit p : E — E telle que p - p = p. Montrer que si p est injective, ou surjective, alors p = Id,.
Exemples: E sur R, (x,y) = (x,0) sur R?; qu’en conclure ?

Exercice 19 Lapplication x = x + E(X) * * % corrigé p.4S

Soitf: R - R, x » x+E(x),etD={y R/ E(y) est pair}.

1. Calculer f(2), f(2,5), f(-0,5). Pour n € Z, exprimer f(x) sur [n,n +1[.

2. Montrer que f est strictement croissante. Qu’en déduit-on ? 3. Montrer que f(R) = D. f est-elle
surjective ?

4. Montrer que f : R — D, x +~ f(x) est bijective et que f'(y) = y - @
5. Résoudre f(x) = 7,3 et f(x) = 10,5 ; déterminer £7'([0,3]) et f(f7([0, 3]))-

pour tout y € D.
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Exercice 20 Une application d'ordre 3 * » * corrigé p. 46
SoitE=R\{0,1}etf:E > R, x %

X
1. Montrer que f(E) C E, calculer f - f et montrer que f- f - f = Id,. En déduire que f est bijective
et exprimer f~'. Est-ce une involution ? Points fixes ? Calculer f(2), f(f(2)), f(f(f(2))).
2. Trouver les @ : E - R telles que @(x) + (p(f(x)) = x pour tout x € E (analyse : écrire la relation

en x, f(x), f(f(x)) ; puis synthése).
Exercice 21 Applications de N dans N #* x % corrigé p. 46

1. Soit f : N - N strictement croissante. a) Montrer que f(n) = n pour toutn € N. b) On suppose
de plus f surjective : montrer que f = Id,.

2. Déterminerles f : N —» Ntelles que f(n)+f(n+1) = 2n+1 pour tout n (poser ¢ = f(0)). Sont-elles
bijectives ?

Exercice 22 Applications « linéaires » de Z> dans 72 » * » corrigé p. 47

Pour a, b, ¢, d € Z, on note ¢ : Z?> - 7%,(m,n) ~ (am + bn, cm +dn), et 6 = ad - bc.

1. Si @(m,n) =(m+n, m-n), montrer que @ est injective, d'image {(u,v) / u-v pair}. Surjective ?

2. Si 6 = 1, montrer que @ est bijective (résoudre @(m, n) = (u,v)). Exemple : f de l'exercice 13.
3.Si 6 =0, calculer (b, -a) et ¢(d, -c) ; en déduire que @ n'est pas injective.

4. On suppose |6]| 2 2 et, par l'absurde, ¢(m,,n,) = (1,0), ¢(m,,n,) = (0,1). Calculer 6m,, én,,
ém,, 6n, ; en déduire que 62 divise 6. Conclure.

Exercice 23 Somme et produit * » x corrigé p.47

Soit @ : R* - R?, (x,¥) = (x +y, xy).

1. Calculer (2, 3) et (3, 2). @ est-elle injective ?

2. Montrer que (s, p) a un antécédent si et seulement si s® > 4p (penser a t>-st+p = 0). Surjective ?
®'({(1,-6)) ? @7 ({(4,4)) ?

3. Soit D ={(x,y) € R | x < y}etA = {(s,p) € R? | s> > 4p}. Montrer que w : D — A, (x,y) ~
(x +vy, xy) est bijective et expliciter .

@ Niveau 4 - Concours

Exercice 24 L'équation f(f(n)) = 3n *%x* corrigé p. 47
Soit f : N - N strictement croissante telle que f(f(n)) = 3n pour tout n € N.

1. Montrer que f(0) = 0, f(1) = 2 et f(2) = 3. 2. Montrer que f(3n) = 3f(n) ; en déduire f(3*) et
f(2x3%)(keN).

3. Pour ke N et0<j < 3% montrer que f (3% +j) =2 x 3% +j, puis que f (2 x 3% +j) = 3%+ 3],

4. Calculer f(100) et f(2027). 5. Montrer que f(0) = 0 et les formules de 3. donnent une solution.

Exercice 25 Ensembles finis et tiroirs *x % corrigé p. 48
On admet que 2027 est premier.

1. Soit R ={0,...,2026} et f : R = R, n ~ reste de 7n dans la division par 2027. a) Montrer que f
est injective, puis bijective. b) En déduire n € R et g € N tels que 7n = 2027q + 1 ; vérifier que
n = 1448 convient.
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2. Pour R € N*, N, = 11...1 s’écrit avec k chiffres 1. a) Montrer que deux des entiers i oo W o

ont le méme reste dans la division par 2027. b) En déduire un multiple de 2027 qui s'écrit
avec des 1 seulement.

Exercice 26 Quasi-inverses: f-g-f=f xx*x% corrigé p. 43

Soitf: E - Fetg:F — E deux applications tellesque f-g- f = f.

1. Montrer que si f est injective, alors g - f = Id, ; que si f est surjective, alors f - g = Id; ; et que
si f est bijective, alors g = .

2. Pour f : R = R, x = x2, vérifier que g(y) = /|y| convient. 3.Siu : E — E vérifieu-u-u = u,

montrer que u est injective si et seulement si elle est surjective, et qu'alors u™ = u. Exemple
ni injectif ni surjectif ?

Exercice 27 Une bijectionde N x N sur N %% % corrigé p. 43
Soite : NxN - N,(m,n) » 2M"(2n +1) - 1.
1. Tableau des ¢(m, n) pour 0 < m,n < 3. 2. Montrer que tout entier k > 1 s’écrit de fagcon unique

kR =2Ma (m € N, a impair) : existence par récurrence forte, unicité par l'absurde.
3. En déduire que @ est bijective, calculer ¢"(2027) et ¢~"(1023). Bijection de N3 sur N ?

Exercice 28 Cantor appliqué * * x x corrigé p. 49

Cantor (cours) : aucune application de E dans P(E) n’est surjective. Lindicatrice 1, de A c E vaut

1 surA, 0 ailleurs ; 7(E) est 'ensemble des applications de E dans {0, 1}.

1. Soit E non vide. Montrer qu’il n’existe aucune injection j : (E) — E (construire une surjection
de E sur P(E)).

2. Montrer que ® : P(E) - F(E), A » 1, est bijective, de réciproque u = u™'({1}). En déduire
qu'il n’existe aucune surjection de E sur F(E).

3. Diagonale. Si¥ : E —» F(E), x = y,, montrer que 6 : x = 1 -y, (x) n'est pas dans W(E).

Exercice 29 Construire des bijections * x x x corrigé p. 49

1. Soit f définie sur [0, 1] parf(%) = (n € N*) et f(x) = x sinon. Montrer que f est une bijection
de [0, 1] sur [0, 1].

2. Sur le méme modeéle, construire une bijection de [0, 1] sur ]0, 1[.

3. Alaide de g (exercice 14), d'une application affine et de 2., construire une bijection de R sur

[0,1]. 4. Construire une bijection de R sur R*.

2
n+1

Exercice 30 Le défi de la couverture * % % corrigé p. 49

1. On suppose que f : N - N vérifie f(f(n)) = n + 1 pour tout n. a) Montrer que f(n +1) = f(n) + 1
(calculer f(f(f(n))) de deux fagons). b) En déduire f(n) = n + f(0), puis une contradiction.

2. Trouver f : N > N telle que f(f(n)) = n + 2026 pour tout n € N.

3. Onsuppose que f : N — N vérifie f(f(n)) =n+2027 pourtoutn € N;onposeR ={0, 1,...,2026}.
a) Montrer que f(n +2027) = f(n) + 2027, puis f(n + 2027q) = f(n) + 2027q (n, g € N).
b) Pour r € R, soit g(r) le reste de f(r) dans la division par 2027. Montrer que si n a pour reste
r, alors f(n) a pour reste g(r).
c) Montrer que g-g = Id; et que g n'a pas de point fixe. d) SoitS ={r € R [ r < g(r)}. Montrer
que g induit une bijection de S sur R\ S. Conclure.

4. Pour quels entiers k € N existe-t-il f : N - N telle que f(f(n)) =n+kpourtoutneN?
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

@ Images et antécédents

Une application associe a chaque élément de 'ensemble de départ une et une seule image dans

ll
d

E

ensemble d’arrivée ; un élément de 'ensemble d’arrivée peut avoir zéro, un ou plusieurs antéce-
ents.

xercice 31 Application ou pas ? * corrigé p. S0

1. SurE = F ={1,2,3,4}, on considére les relations R, : « y est le reste de la division euclidienne

de x? par5», R, : «ydivise x» Ry «x+y=5»et R, : «xdiviseyetxzy»

a) Représenter le graphe de chaque relation dans un tableau (lignes: x € E ; colonnes: y € F
; une croix si x est en relation avec y). b) Lesquelles sont des applications de E dans F ?
Comment le voit-on sur le tableau ? c¢) Pour celles-ci, donner les antécédents de chaque
éléement de F.

2. Définit-on ainsi une application de 'ensemble de départ dans 'ensemble d’arrivée indiqués ?

E

1.

Justifier.

ajn — @, deNdansN; b)nwe~ ”ZT”, de N dans N, puis de 'ensemble I des entiers naturels
impairs dans N ;

c) x = V4 -x2, de R dans R, de [-2,2] dans [0, 1], puis de [-2,2] dans [0,2]; d) x ~ x2X++x2+1’
de Rdans R;

e) « a tout réel x, on associe un entier n tel que |x - n| < % », de R dans Z. Méme question

en remplagant « < » par « < », et R par 'ensemble D des réels qui ne s’écrivent pas k + % avec
k e Z.

xercice 32 Calculer des images et des antécédents * corrigé p. S|

Soitf: R = R, x = 2x% + 4x - 1.

a) Vérifier que f(x) = 2(x + 1)? - 3. Calculer les images par f de 0, -1, % et -1+/2.

b) Déterminer les antécédents par f de -1, de -3, de -5 et de 1.

c) Selon la valeur du réel y, donner le nombre d’antécédents de y par f, puis les calculer.

d) Les points A(-2,-1) et B(1, 4) appartiennent-ils au graphe de f ? Quels sont les points du
graphe d’ordonnée 15 ?

2. Soitk: R = R, x » |2x-3| + 1. Calculer r(0), k(%) et R(-1), puis les antécédents de 6, de 1 et

de 0. Plus généralement, combien un réel y a-t-il d'antécédents par R ?
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Exercice 33 Combien d’antécédents ? * * corrigé p. S|
Soitf: R\{2} » R, x ’%5, et soit y un réel.

1. Montrer que les antécédents de y par f sont exactement les solutions réelles de I'équation
(€,): x? -yx +2y +5 = 0 (vérifier que 2 n’est jamais solution de (Ey)).

2. Calculer et factoriser le discriminant de (£y). En déduire, selon y, le nombre d’antécédents de
y. Quels réels ont exactement un antécédent ?

3. En déduire f(R \ {2}), 'ensemble des réels qui ont au moins un antécédent. Interpréter avec
les droites d’équation y = m et la courbe de f.

_c\2 +1)2 . . .
4. a) Veérifier que f(x)- 10 = % et f(x)+2 = % b) En déduire que f(x) > 10 si x > 2, et
f(x) < -2 si x < 2. ¢) Montrer que, si y > 10, les deux antécédents de y sont strictement

supeérieurs a 2. Que diresiy <-27?
Exercice 34 Egalité, restriction, prolongement * % corrigé p. 52

1. Soient f,g : R - R définies par f(x) = [x- 1] + |x + 1] et g(x) = [x| + 1+ |[x| - 1|. Montrer que
f = g. Donner une expression simple de chacune des restrictions Fir-111 € F i oo

2. On note u, v et w les applications de N dans N qui associent a n le reste de la division euclidi-
enne, respectivement, de n? par 4, de n par 2 et de n? par 8. Montrer que u = v, que w # u, et
que la restriction de w a 'ensemble I des entiers naturels impairs est constante.

3. Soit h : [0,+00[> R, x = x? -5x. a) Montrer que h admet un unique prolongement pair
H: R - R, et I'écrire a 'aide d’'une valeur absolue. b) Méme question pour un prolongement
impair K : R = R. c) L'application x = x? + 1, de [0, +oo[ dans R, admet-elle un prolongement
impaira R ?

Exercice 35 Graphes dans le plan * * corrigé p. 52

Une partie I de R? est le graphe d’une application de A dans R si et seulement si A est 'ensemble
des abscisses des points de I et si chaque x € A est l'abscisse d'un seul point de I'. On note E(y)
la partie entiére de y (I'entierntelquen<y<n+1).

1. Pour chacune des parties suivantes, déterminer 'ensemble A des abscisses de ses points, puis
dire si elle est le graphe d’une application de A dans R (si oui, donner cette application) :
r={(x,y) € R? : y* - 2xy + x* = 0}; r,={(xy)eR?: xy-y=2x};
M ={(x,y)eR?:y+|y| =2x}; r, ={(xy) e R? : x = E(y)}.
2. Soit Ty ={(x,y) € R? : y? - (x + 2)y + 2x = 0}.
a) Montrer que I'; est la réunion de deux droites. Est-ce le graphe d’une application de R dans
R?
b) Montrer qu'il existe une infinité d’applications f : R = R dont le graphe est contenu dans
M.
c) Montrer qu’une seule d’entre elles vérifie f(x) > x et f(x) = 2 pour tout réel x, et que c'est

7 s x+2+2|x—2| )

Maths Olympiad @



Chapitre 3- Les applications 1" Bac Sciences Mathématiques

Exercice 36 Une boucle dans le plan * » % corrigé p. 53

Soit : R - R% t » (t>-1, t3-t). On note € 'ensemble des points (x,y) du plan tels que
y? = X2(x +1).

1. Calculer (0), (1), ©(-1), ©(2) et ©(-2). Déterminer les antécédents par ¢ des points (3, 6),
(0,0), (-1,1) et (8, 24).

2. Montrer que @(R) c €. Réciproquement, soit M(x,y) € € : montrer que M a un antécédent
(distinguer x = 0 et x # 0, et poser alors t = %). Conclure.

3. Montrer que tout point de € autre que l'origine O a un unique antécédent, et que O en a deux
(on dit que O est un point double de C).

4. Montrer que @([-1,1]) est 'ensemble des points de € d’abscisse comprise entre -1 et 0 (la «
boucle »). Déterminer de méme @ (]1, +oo).

€ Image directe et réciprogue

Pour obtenir f(A) = J : on encadre f(x) pour x € A (inclusion f(A) c J), puis, pour y € J, on trouve
x € Atel que f(x) = y (inclusion J c f(A)). Pour f~(B) : on résout « f(x) € B ».

Exercice 37 Surun diagramme * corrigé p.S4

Lapplication f : E —» F,avecE ={1,2,3,4,5,6} et F ={aq, b, c,d},
est donnée par le diagramme ci-contre.

1. Déeterminer f({1,2}), f({1,3,6}), f({4,5, 6}) et f(E).

2. Déterminer f~'({a}), f'({b, c}), ' ({c}), f'({a,d}) et £ (F).
3. Trouver toutes les parties A de E telles que f(A) = {a,d}.

4. Trouver toutes les parties B de F telles que f~'(B) = {2, 4, 5}.
Existe-t-il une partie B de F telle que f~(B) = {1,2} ?

. Comparer f(f({a, c})) et {a, c}, puis £ (fF({1})) et {1}.

Exercice 38 Valeur absolue et fonction affine » corrigé p. 54

ul

1. Soitg: R —» R, x = |x-2]|.
a) Déterminer g([3, 5]), g([0,3]) et g (I-1,1[). b) Déterminer g~'([0, 1]), " (12, +eo[), g7 ({3}) et
g_1 ([_21_1])
c) Comparer g([0, 3]) et g([0, 2]) u g([2, 3]), puis g ([0, 2] n [2, 4]) et g([0, 2]) n g([2, 4]).

2. Soita: R-> R, x+ 4- % Déterminer a([-2, 6]), a(]-oo, 0]) et a™* ([0, 3[).

Exercice 39 Un trindme et des intervalles *x corrigé p.SS
Soitf:R - R, x - -x?+4x-1.

1. Ecrire f(x) sous forme canonique ; en déduire le sens de variation de f et, pour y < 3, les
antécédents de y.

2. Déterminer ([0, 3]), f([3,5]) et f (]-1, 1]).
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3. Déterminer f_1 ([2r 3])1 f_1 (]—00, -1 [)r f_1 ({4}) et f_1 ([_17 2])

4. On pose A = [0,1] et A" = [3,4]. Calculer f(A) et f(A"). Comparer f(AnA’) et f(A) n f(A"), puis
f71 (f(A)) et A. Comparer enfin f(f([2,7])) et [2, 7].

5. a) Déterminer le réel a < 2 tel que f([a,2]) = [-6,3]. b) Déterminer tous les réels b > 2 tels que
f([0,b]) = [-1,3].

Exercice 40 Racine carrée et quotient * * corrigé p.SS

1. Soitr :[-2,+00[— R, x = 3 -/x +2.

a) Etudier le sens de variation de r et, pour y < 3, résoudre r(x) = y. b) Déterminer r([-1,7]) et
r([-2, +oo[).
c) Déterminer r''([1,2]), r" (13, 5), r ! (J-o0, 0O[) et r '([-1, 3]).
2. SOitk: R > R, x - ﬁ
a) Montrer que R(R) = ]0,4]. b) Déterminer R([-1,2]) et R([1, +oo[).
c) Déterminer k7'([1,2]), k™' (]2, +oo[), k™" ({4}) et k™" (]-o0, 0]).

d) Calculer k™([2, 8]), puis k(k™([2, 8])).

Exercice 41 Formules et inclusions * * x corrigé p. 56

Soit f : E — F une application, A une partie de E et B une partie de F. On pourra utiliser les
inclusions du cours A c ™' (f(A)) et f (f"(B)) c B.

1. Montrer que f(A)c B < Ac f'(B).

2. Montrer que f(A n f'1(B)) = f(A) n B. En déduire que f(A)nB=9® < Anf'(B)=@.

3. Montrer que f (" (f(A))) = f(A) et que £ (f (f(B))) = £ (B).

4. a) Montrer que A = ™1 (f(A)) si et seulement s'il existe une partie B’ de F telle que A = f7'(B").
b)Ici E = F = R et f(x) = |x - 1|. Montrer que A = f~' (f(A)) si et seulement si, pour tout x € A,

2 -x € A. Veérifiersur A=[0,2] etsurA=[1,2].
Exercice 42 Le segment invariant * x corrigé p.S7
Soitf : R = R, x = x%>-2. On dit qu'un segment [a, b] (avec a < b) est invariant si f([a, b]) = [a, b].
1. Montrer que f([_zr 2]) = [_21 2]1 f([zv +°°[) = [21 +°°[ et f_1 ([_21 2]) = [_21 2]
2. Soit [a, b] un segment invariant. Montrer que [a, b] = [-2, 2] en examinant les trois cas:

a)0 <a; b)b < 0(montreralorsquea+b =-1); ¢)a < 0 < b (montrer alors que
f([a, b]) = [-2,M - 2], ou M est le plus grand des réels a? et b?).

3. a) Montrer que, pour toute partie B de R: si x € f~'(B), alors -x € f~'(B).

b) Déterminer les segments [q, b] (a < b) tels que f~'([a, b]) = [a, b].
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€ Injections et surjections

Injectivité : de f(x) = f(x'), on déduit x = x'. Surjectivité : pour y € F, on cherche x € E tel
que f(x) = y. Pour réfuter : deux éléments distincts de méme image, ou un élément de F sans
antécéedent.

Exercice 43 Départ et arrivée * corrigé p.S7

1. Dire si l'application f : E —» F, x — |x + 2|, est injective, surjective, bijective lorsque :
a)E=F=R; b)E=[-2,+0[,F=R; ¢)E=R,F=[0,+oco[;
d) E =[-2,+00[, F=[0,+00[; e)E=[-3,1],F =[0,3].

2. SoientE ={1,2,3,4} et F ={a, b,c}. a)Donner une surjection de E sur F. b) Expliquer pourquoi

il n’existe aucune injection de E dans F. c) Donner une injection de F dans E. Existe-t-il une
surjection de F sur E ?

Exercice 44 Applications de N etde Z * corrigé p. 58

Chaque application est-elle injective ? surjective ? (Contre-exemple en cas de réponse négative.)

a)f :N->N,n~3n+2; b)g: N - N* n~ nombre de chiffresde n(g(0)=1); c)h : Z - Z,
ne-n?+n; dkR:N->2Zne (-1)"n.

Décrire f(N); comparer h(-1 - n) et h(n) ; montrer que hy est injective.

Exercice 45 Une application du plan ** corrigé p. S8
Soit p : R?2 > R%, (x,y) = (y - X2, y + x?).
1. Calculer ¢(1,0), p(-1,0), ©(2,3) et (0, 1). Lapplication ¢ est-elle injective ?

2. Soit (u, v) € R?. Résoudre ¢(x,y) = (u,v); en déduire, selon u et v, le nombre d’antécédents de
(u,v).

3. @ est-elle surjective ? Montrer que ¢ (R?) = A, ot A = {(u,v) € R? : u s v}

4. Soit P = [0, +o[xR. Montrer que w : P = A, (x,y) = (X, y) est bijective, et donner g,
Exercice 46 Deux fonctions numériques * corrigé p. 59

. 2_ , L
1. Soitu: R -» R, x —» % a) Montrer que u n’est pas injective.

b) Montrer que u(x) = 1 - =2

X2e1!
c) Montrer que u(R) = [-1,1[. d) Montrer que l'application U : [0, +oo[— [-1,1[, X = u(x), est
bijective.

puis que -1 < u(x) < 1; u est-elle surjective ?

2. On note E(x) la partie entiére de x (lunique entier R tel que R < x < R+ 1), etv : R - R,
X - X - 2E(x).

a) Calculer v(%), v(1), v(%) et v(—%). Lapplication v est-elle monotone sur R ?
b) Soit x € R et kR = E(x). Montrer que -R < v(x) < -R + 1, et en déduire que E (v(x)) = -E(x).

c) En déduire que v est injective. d) Calculer v (y - 2E(y)) ; conclure. Que montre cet exemple ?
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Exercice 47 Une application sur P(E) * % x corrigé p. 59
Soient E un ensemble, B et C deux parties de E, et ® : P(E) - P(B) x P(C),A— (AnB, AnC).

1. SiE={1,2,3,4},B={1,2}, C ={2,3}: calculer ®({1, 3, 4}) et ®({1,3}); ({2}, D) a-t-il un antéce-
dent?

2. Montrer que ® est injective si et seulement si Bu C = E (sens direct : par contraposée).
3. Montrer que @ est surjective si et seulementsiBnC = @.

4. On suppose que C = CE. Montrer que ® est bijective et que sa réciproque est (U,V) = UuU V.

Exercice 48 Images de parties * * x corrigé p. 60
Soit f : E — F. On pose ¢ : P(E) = P(F), A f(A), et : P(F) - P(E), B~ f'(B).

1. Exemple: E = {1,2,3}, F = {a,b,c}, f(1) = f(2) = a, f(3) = b. Montrer que ¢ et y ne sont ni
injectives ni surjectives.

2. Montrer: f injective < ¢ injective (singletons); f surjective < ¢ surjective.

3. Montrer: f surjective < y injective; f injective < y surjective.

@ Bijections et réciprogues

Pour montrer que f : E — F est bijective, on fixe y € F et l'on résout f(x) = y d'inconnue x € E :
une solution et une seule pour chaque y, c’est la bijectivité, et cette solution est f~'(y).

Exercice 49 Résoudrey = f(x) * corrigé p. 60

1. Vérifier que chaque application est bien définie et bijective (résoudre « image = y »), et donner
sa réciproque :
a)f iR R, x> 22, b)g:]-00,2] > [-5+00[, x > 3x*-12x+7; ) h:[0,+00[ > [0, 1],

X
- .
S X+2

2. Calculer f7'(1), g™'(7) et h™'(3), et vérifier chaque résultat.

3. Montrerque G : R » R, x = 3x?-12x+7 n'est ni injective ni surjective. Qu'est-ce qui a changé
par rapportag ?

Exercice 50 Les symétries d'un carré * corrigé p. 6|

ABCD est un carré de centre O (sommets nommés dans le sens direct) et E = {A, B, C, D}. On note
r: E - E le quart de tour direct de centre O: r(A) =B, r(B)=C,r(C)=D,r(D)=A;ets: E - E la
symétrie d’axe (AC).

1. Représenter r et s par des diagrammes sagittaux. Justifier qu’elles sont bijectives et donner
-1
r-.

2. Montrer que s-s =Id;. Calculerr-r,r-r-r,r-r-r-r, et en déduire r~'alaide der.
3. Calculerr-sets-r. Sont-elles égales ? Montrer que ce sont des involutions et les interpréter.

4. Calculer (r- s)™" avec la formule du cours, puis a laide de 3. A-t-on(r-s)' =r'.s1?
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Exercice 51 Deux transformations du plan * % corrigé p. 61
On définit , w : R? > R? par @(x,y) = (x+y?, y) et w(x,y) = (x, y - 2x).
1. Montrer que @ et  sont bijectives en résolvant « image = (u,v) » ; donner @' et @’

2. On pose@ (,u . Calculer 6(x, y) ; montrer que 8 est bijective et donner 87" (u, v) ; vérifier que
6 ="y

3. Comparer ™' - " et 87" au point (0, 1). Déterminer les points invariants de 6.

Exercice 52 Une bijection affine par morceaux * % corrigé p. 62
Soit f : R —» R, f(x)=2x+|x-1].

1. Ecrire f(x) sans valeur absolue. Soity € R : résoudre f(x) = y en distinguanty <2 ety 2 2. En

déduire que f est bijective, exprimer f~'(y), et vérifier que f'(y) = 23"17”’2'

2. Tracer dans un repére orthonormé les courbes de f, de f™' et la droite A : y = x.

3. Montrer que f(x) > x pour tout réel x ; en déduire que f~'(y) < y, puis que les courbes de f et
£~ ne se coupent pas.

4. Comparer l'image réciproque de [0,5] par f et l'image directe de [0,5] par f~'. Pourquoi la
notation f~'(B) est-elle sans ambiguité lorsque f est bijective ?

Exercice 53 Une involution du plan * * * corrigé p.62

Dans un repére orthonormé d’origine 0, on note P* le plan privé de O (identifié a R? \ {(0,0)}) et

lon définit T : P* — P* par T(x,y) = (25, -

x2+y2! x2+y2 )

1. Justifier que T est bien définie. Pour M € P* et M’ = T(M), montrer que OM’ =
OM x OM" = 1.

omz OM et que

2. Montrer que T+ T = Id,,. ; en déduire que T est bijective et donner T'. Déterminer l'ensemble
des points fixes de 7.

3. Soit D la droite d’équationx = 1,1 (%, 0) et lensemble des points M(x, y) # O tels que x*+y? = x.
a) Montrer que M e I < (M z0etIM= %) b) Déterminer 'image réciproque de D par T,
puis en déduire T(D) et T(I).

4. Soit o(x,y) = (x,-y). Montrer que -7 = T-0, puis que T-0 est une involution de P*; déterminer
ses points fixes.

Exercice 54 Involutions * x * corrigé p. 63

Rappel: si f - f = Id; (f est une involution), alors f est bijective et f1=f1.

1. Soit u : [0,1] — [0, 1], u(x) = ]ﬁ a) Justifier que u est bien définie et que c’est une involu-

tion. b) Déterminer ses points fixes. c) Montrer que u est strictement décroissante, puis que

u(fo/2-1])=[v2-1.1]
2. Soit f : R -» R une involution strictement croissante. Montrer par l'absurde que f =

3. Soit s et t deux involutions d’un ensemble E. a) Montrer que (s-t)' = t-s, puis que s - t est
une involution si et seulementsis-t=t-s. b) Exemple: s(x) = -x et t(x) = 2-x sur R; calculer
s-tett-s. Montrer que toute translation x — x + ¢ est la composée de deux involutions de R.

Maths Olympiad @



Chapitre 3- Les applications 1" Bac Sciences Mathématiques

© Composition

(g-f)x) = g(f(x)) existe si x € D; et f(x) Dy- On compose pour calculer, pour décomposer et
pour transférer des propriétés ; en général,g-f # f - g.

Exercice 55 Composer dans les deux sens * corrigé p.63
Soitf,g: R = R, f(x)=5-2x et g(x)=x?+2.

1. Calculer (f - g)(x), (g - f)(x) et (f - f)(x). A-t-on f -g = g - f ? Montrer que (f - g)(x) < (g - f)(X)
pour tout réel x.

2. Calculer (f - g - f)(x) de deux fagons : ((f - g) - f)(x) et (f - (g - £))(x).

3. Avec r(x) = /x sur [0, +oo[ et i(x) = % sur R*, écrire comme composée de deux des fonctions f,
g, r, i, en précisant le domaine: a)vVx2+2; b) ——; ¢)5-2/x; d) X1—2 +2; )=

5-2x ! X242
Exercice 56 Domaine d’'une composée * corrigé p. 64
Soit f(x) =Vx-2etg(x) = )(1?

1. Donner D et D,. Déterminer le domaine de g - f et exprimer (g - f)(x).
2. Méme question pour f - g (écrire g(x) - 2 sous la forme d’un quotient).

3. Méme question pour f - f, puis pour g - g. L'expression simplifiée de (g - g)(x) a-t-elle un sens
en x =3 ? Commenter.

Exercice 57 Une droite et ses projections * corrigé p. 64
D est la droite d'équation y = 3x-1;o0onpose f : R —» R? f(t) = (t 3t-1) et g : R> » R,
glx,y) = =22

1. Montrer que g - f = Id,. Qu'en déduit-on pour f et pour g ?
2. Montrer que f(R) = D. f est-elle surjective ? g est-elle injective ? A-t-on f - g = Idg, ?

3. Soitp = f-g. a) Calculer p(x, y) et montrer, sans calcul, que p-p = p. b) Montrer que p(M) € D,
que p(M) =M < M € D, et que Mp(M) est colinéaire a u(1,1). Interpréter p.

4. Déterminer les applications g, (x,y) = ax + by +c (a, b, c réels) telles que g, - f = Idg. Y en a-t-il
une seule ? Interpréter f - g, pour g,(x,y) = X.

Exercice 58 Images d'une composée * % corrigé p. 64

Soitu: R - R, u(x)=x?>-2x, v:R* - R,v(t)=%, etw=v-u.

1. Déterminer le domaine D, et w(x). Vérifier que w(2 - x) = w(x) ; w est-elle injective ?

2. Montrer que u (]2, +eo[) = 10, +oo[ et u(10,2[) = [-1,0[ ; en déduire, avec (v - u)(A) = v(u(A)), les
ensembles w (]2, +oo[) et w (]0, 2[).

3. Déterminer v™' ([1, +oo[), puis résoudre w(x) = 1 en utilisant w™'(C) = u™(v""(C)).

4. Montrer que la restriction W de w a ]2, +oo[ est une bijection de ]2, +oo[ sur ]0, +oo[ et calculer
w(y).
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Exercice 59 Composer dans P(E) * ** corrigé p.6S

Soit E unensemble. Pour B c E, on définit sur P(E) les applications i; : A+~ AnB et u, : A~ AUB;
onnotec: A~ Cp.

S o o

1. Montrer queig - ig =ig 5 €t Ug Uy, =Ug,p. Quevautiy-ig

2. Montrer que c- i+ C = u.s, puis en déduire, sans calcul sur les ensembles, que c - uy - ¢ =i s.
E E

3. Soit B, C c E. Calculer (ig - u.)(A) et (u. - ig)(A) ; montrer que iy - u. =u. iy, < CCB.

4

. Soith =i, -u.. a)Montrer que h-h = h. b)Montrer que h(A)=A < CnBCcACB;en
déduire h (P(E)). c)Pour E ={1,2,3,4}, B ={1,2,3)}, C = {3,4}: lister les A tels que h(A) = A. h
est-elle injective ? surjective ?

Exercice 60 Applications conjuguées * * x corrigé p.6S

Soit ¢ : E = F une bijection. A toute application f : E - E, on associe f* = - f- ¢, application
de F dans F (on dit que f et f* sont conjuguées).

1. Montrer que (IdE)* =1d; etque (f-g)* = f*-g". En déduire que si f est une involution, f* aussi,
et que si f est bijective, f* aussi, avec (f*)" = (f')".

2. Montrer que f(x) = x < f*(cp(x)) = ((x). En déduire que @ réalise une bijection de
'ensemble des points fixes de f sur celui de f*.

3. ICiE=F =R, p(x) = x+3 et f(x) = 2x. Calculer f*(y), puis f*- f*- f*al'aidede f - f - f; vérifier.

4. a) Trouver  affine telle que x ~ 4 - x soit la conjuguée de x = -x. b) Montrer que x - 2 - x
et x » x + 1 ne sont conjuguées par aucune bijection ¢ de R.

@ Défis de concours

Equation fonctionnelle, ensembles finis, argument diagonal, constructions de bijections : les ap-
plications au cceur des concours.

Exercice 61 Une équation fonctionnelle sur Z * % % corrigé p.66
1. On cherche les f : Z - Z telles que (+) Vx € Z, Vy € Z, f(x + f(y)) = f(x) +y. Soit f une

solution et a = f(0).

a) Montrer que f(f(y)) = y+a pour tout y, puis que f est bijective. b) Soit y, l'antécédent de 0.
En prenanty = y, dans («), montrer que y, = 0, puisquea=0et f-f = Id,. c) Enremplacanty
par f(y) dans (x), montrer que f(x +y) = f(x) + f(y), puis que f(n) = n f(1) pour toutn € Z. d)
Déterminer toutes les solutions.

2. Montrer qu'aucune f : Z — Z ne vérifie f(x + f(y)) = f(x) + 2y pour tous X, y € Z. Et pour
f:R-> Retx,yreels?
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Exercice 62 Le mélange parfait * x % % corrigé p. 66
Pourh: E —» E,onposeh,=heth, =h-h,(h,=h---h,kfois); on admet que h;,; = h;-h;.

1. Soit E un ensemble fini non vide et h une bijection de E. a) Justifier qu’il n’y a qu’un nombre
fini d’'applications de E dans E, puis qu'il existe 1 < i < tels que h; = h,. b) Montrer qu'il existe
k 2 1tel que h, = Id;. c) Montrer par des exemples que c’est faux si h n'est pas bijective, ou si
E est infini.

2. On numérote 0, ..., 2m - 1 (de haut en bas) les positions des 2m cartes d’un paquet (m = 2),
et N = 2m - 1. Un mélange parfait coupe le paquet en deux moitiés et les intercale : la carte
de position i < m - 1 va en position s(i) = 2i, celle de position m +j (0 < j < m - 1) en position
s(m+j)=2j+1.

a) Montrer que s est une bijection de {0, ..., N}, que s(N) = N et que, pouri < N -1, s(i) est le
reste de la division euclidienne de 2/ par N.

b) Montrer par récurrence que, pour i < N - 1, 5,(i) est le reste de 2ki par N ; en déduire que
s, =1d < N divise 2k - 1.

c) Combien de mélanges parfaits faut-il au minimum pour retrouver l'ordre initial d’'un paquet
de 10 cartes ? de 52 cartes ?

Exercice 63 La diagonale de Cantor et les points fixes * x x % corrigé p.67
On note A(E, F) 'ensemble des applications de E dans F ; pour ® : E — A(E, F), on note ®, = ®(x).

1. Exemple. Pourn € N, ®_(m) = nm + 1 (m € N), et h(m) = ®_(m) + 1. Montrer que h # ®_ pour
tout n. Conclusion ?

2. Point fixe. Soit ® : E — A(E,F) surjective et t : F - F quelconque. On pose h(x) = t(®,(x))
pour x € E. Montrer qu’il existe a € E tel que h = ®_, puis que ®_(a) est un point fixe de t.

3. En déduire que, si F a au moins deux éléments, il n'existe aucune surjection de E sur A(E, F).
Exemples: N et A(N,N); R et 'ensemble des fonctions de R dans R. Que se passe-t-il si F a
un seul élément ?

Exercice 64 Parties finies et écriture binaire * * x % corrigé p.67

Soit SDf(N) l'ensemble des parties finies de N. PourA € SDf(N), b(A) est la somme des 2% poura € A,
et b(®@) = 0 ; par exemple b({0,2,5}) =1+ 4 + 32 = 37.

1. Calculer b({0, 3, 4}). Montrer que, si A c{0,1,...,m - 1}, alors b(A) < 2" - 1.

2. Injectivité. Soit A # B dans j’f(N) et m le plus grand entier qui appartient a une seule des deux
parties, disons m € A, m & B. Montrer que b(A) - b(B) 2 2™ - (2™ - 1) et conclure.

3. Surjectivité. Montrer par récurrence forte que tout n € N a un antécédent par b (sin > 1,
considérer l'entier m tel que 2™ < n < 2™1). Conclure, puis déterminer b™'(100) et b='(2026).

Exercice 65 Permutations et parité *x x % corrigé p.63
Soitn21,E, ={1,..,n} et o une bijection de E, sur E, (une permutation).

1. On suppose n impair. Montrer par l'absurde que P = (o(1) - 1)(a(2) - 2) - (o(n) - n) est pair
(compter les éléments pairs et impairs de E,). Pour n pair, donner une o pour laquelle P est
impair.

2. Justifier que g(1) + -+ a(n) = 1 + -+ n, puis montrer que |g(1) - 1| + - + |o(n) - n| est pair.
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3. Soitr, le reste de la division euclidienne de k+0(R) par n. a) Si n est pair, montrer par 'absurde
quer,, ..., r, ne sont pas deux a deux distincts (que vaudrait leur somme ?). b) Si n est impair,
montrer que pour o = Id, ils sont deux a deux distincts.

n

Exercice 66 Un point fixe et le théoréme de Cantor-Bernstein * % x % corrigé p.63

® : P(E) - P(E) est croissante si A c B = ®(A) c ®(B).

1. Soit @ croissante et M 'ensemble des x € E appartenant a au moins une partie A telle que
A C ®(A). a) Montrer que M c ®(M). b) En déduire que ®(M) c M, puis que ®(M) = M.

2. Soitf : E —» Fetg:F — E deuxinjections, et ®(A)=E \ g(F \ f(A)) pourAcCE.
a) Montrer que @ est croissante. On fixe M telle que ®(M) = M. b) Montrer que tout x ¢ M a un
unique antécédent par g, noté y(x), et que y(x) & f(M).
c)Soith : E —» F, h(x) = f(x) si x € M et h(x) = y(x) si x € M. Montrer que h est bijective
(théoréme de Cantor-Bernstein).

3. Application: E=F =N, f(n) =n+1,g(n) =n+2. a) Montrer que ®(A) ={0,1}uf{a+3 : a € A}
b) Vérifier que 'ensemble M des entiers de reste 0 ou 1 dans la division par 3 vérifie ®(M) = M.
c) Expliciter h.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1.

Une relation de E vers F est une application lorsque chaque éléement de E a exactement une
image (une fléche et une seule). 2, n'en est pas une : d n'a pas d'image. X, non plus: aa
deux images, 1 et 3. R, et ®, sont des applications.

R, : limage de b est 1; antécédents : b pour 1, a et c pour 2, d pour 3 ; graphe {(a, 2),(b, 1),
(c,2),(d,3)}

R, (application constante égale a 3) : l'image de b est 3; 1 et 2 n’ont pas d'antécédent, 3 en a
quatre ; graphe {(q, 3), (b, 3),(c, 3),(d, 3)} = E x {3}.

a) Non : 1 n'a pas d'image (12 - 1 = 0) ; c’est en revanche une application de R \ {-1, 1} dans
R. b) Oui: le reste existe, il est unique et appartient a {0,1,2,3,4} c N. c) Non: l'image de 0
serait -1 ¢ N ('ensemble d’arrivée compte). d) Non: l'image de 1 serait 0 ¢ N*.

® Corrigé de l'exercice 2

1.

2 f(0)=0, f-1)=F =1, f(V3)= 22 = 2, f(f)= g = £

b) On résout l'équation f(x) = k. Comme x> +1>0: f(xX) =R < kx>-2x+R=0.
R=1:x>-2x+1=(x-1%=0 < x=1:unseulantécédent,[1. R=2:x>-x+1=0,
A=-3<0: aucun antécédent. k=2:4x°-10x+4=0 < (2x-1)(x-2)=0: deux

antécéedents, % et 2|

c) f(2) = 2 : Aest sur le graphe ; f(-2)
9(1,5) = E(2,25) = 2 et g(-/5) = E(5) = 5. g(x)=0 > 0<x’<1 ¢ -T<x<1:les
antécédents de 0 sont les réels de [[-1,1[} g(x) =2 < 2<x><3 < V2 < |x| </3:
antécédents de 2 : ]—\/5, —\/5] U [\/5,\/5[ (une infinité).

-2 #2:Bn'yestpas.

® Corrigé de l'exercice 3

1.

a) Deux applications sont égales si elles ont mémes ensembles de départ et d'arrivée et les
mémes images. f(-1) =0 # 4 =g(-1): f # g. Pour x 2 0, |x]| = x et f(x) = (2x)® = g(x) : les
restrictions a [0, +oo[ sont égales. Pour x < 0, [x| = -x et f(x) = 0: fi1-e0 07 €St l'application
constante nulle.

b) f(0)=1=2 f(1)=2=2,f(2)=4=2,f3)=8=2:f=gsur{0,1,2,3}. Sur{o,..., 4} :

2
f(4) =16 # 15 = % g(4): f # g. Egales sur un ensemble, différentes sur un ensemble plus
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grand !

2. x2+x-6=(x-2)(x+3),donc w(x) = x+3 pour x #2: [x = x +3](définie sur R) prolonge . Un

prolongement de @ a R coincide avec w sur R \ {2} et prend en 2 une valeur a quelconque : il
y en a une infinité (une par réel a) ; un seul est affine (a = 5).

® Corrigé de U'exercice 4

1.

Images: -2 » 6,-1 = 2,0~ 0,1+ 0,2 > 2,3 > 6
(diagramme ci-contre). f n’est pas injective : f(0) = f(1) avec
0 # 1; pas surjective : 1 n'a pas d’antécédent.

f({_11011}) = {0,2} ' f({_213}) = {6} , f(E) = {Or2r6} ' f_1({2}) =
{-1,2}; f'({0,6)) = {-2,0,1,3}; f'({1,3,50) = @ ; f'(F) = E.
£(A) = {0, 6}, donc £7(f(4)) = {-2,0,1,3} 2 A. £7(B) = {0,1} (4
n'a pas d’antécédent), donc f(f7'(B)) = {0} ¢ B. A, nA, = @,
donc f(A, nA,) = @, alors que f(A,)n f(A,) = {0,2} n{0,2} =
{0,2} : seule linclusion c est vraie.

x? - x = x(x - 1) est le produit de deux entiers consécutifs,
dont l'un est pair : il est toujours pair. Les nombres impairs
1, 3, 5 n'ont donc pas d’antécédent.

® Corrigé de l'exercice 5

1.

est affine: poury € R, f(x) = y < x = 2 ; on raisonne par équivalences. y €
p 5 par eq

f-1,2]) & -1 <2 < -1<y<5:[f([-1,2])=[-1,5]} De méme y € f(0, +e0[)
>0 < y<3:[f(0, rool) = ]-c0, 3]

1£3-2xs5 & -T<x<1:|f([1,5)=[-1,1]
f(1-e0,0]) = [2, 400 |
(x +2)?> -3 = x? + 4x + 4 - 3 = g(x). Pour une image directe : encadrer, puis vérifier que chaque
valeur est atteinte. Si x € [-2,1],alors 0 < x+2 < 3,0 < (x+2)? < 9 et -3 < g(x) < 6; inversement,
touty € [-3,6] vaut g(-2+/y + 3), avec -2 +,/y + 3 € [-2,1]. |g([-2,1]) = [-3, 6] Six € [-5,-3],
alors -3 s x+2<-1,1s(x+22?<9,-2<g(x)s6,ety=g(-2-y+3)poury e [-2,6]:
9([-5,-3]) = [-2, 6]}

gxX)=1 & (x+2)% =4 < x+2=12: ]9‘1({1}) = {—4,0}‘. 3sg(x)s-2 &= (x+2) <
1 & |x+2|<1:[g"([-3,-2]) = [-3,-1]} g(x)2-3 pour tout x : g~'(]-c0,-4[) = @.

FT) =12} 3-2x50 &= x23:

® Corrigé de U'exercice 6

nl123 4 5 6 n 123 4 5 6
3n [3 6 9 12 15 18 n2 [1 4 9 16 25 36
fn|3 6 2 5 1 4 gm |1 4 2 2 4 1

Le nombre premier 7 ne divise ni 3 nin (1 < n < 6), donc il ne divise ni 3n ni n?: les restes sont
non nuls, dans{1,...,6} = E. f prend chaque valeur de E exactement une fois: elle est bijective
(injective et surjective). g(3) = g(4) = 2 : g n'est pas injective ; 3, 5, 6 n'ont pas d’antécédent :
pas surjective.

h(n) = h(m) = n+3 =m+3 = n = m: h est injective ; h(n) > 3, donc 0, 1, 2 n'ont pas
d’antécédent : non surjective. k(1) = R(2) = 1: Rk n’est pas injective ; pour tout m € N,
k(m?) = E(m) = m : k est surjective.
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® Corrigé de l'exercice 7

a) f,(x) = f,(x') = 5x = 5x" = x = x' : injective. b) f,(0) = 0 = f,(-3) : non injective.

c) Partons de f;(x) = f5(x). x* - x?+3(x-x) =0 & (x-x)(x+x +3)=0. Comme x > -3 et
X' 2 —%, x+x' +3 20, avec égalité seulement si x = x’ = —%. Dans tous les cas x = x' : injective.

d) f,(1) = 5 = f,(4) : non injective. e) Sur ]0,+oo[, x > /x+1 et x —% sont strictement
croissantes, donc leur somme f. aussi ; une fonction strictement monotone est injective. f)
fo(2)=3-1=2etf,(3)=4-2=2: noninjective (f, vaut 2 sur tout [1, +co[).

® Corrigé de U'exercice 8

1. Chaque segment est porté par une droite : f(x) = 2x + 7 sur [-4,-2], f(x) = 1 - x sur [-2,2],
f(x) = x-3sur[2,4]. Donc f(-2) = 3, f(0) = 1, f(3) = 0. On résout f(x) = k sur chaque segment :
R=1:x=-3,x=0,x=4: antécédents -3, 0, 4|; k = 3 : seulement[-2] (x - 3 = 3 donne

7

6¢[2,4]); R=4:aucun(f<3); kR=0: —5,1,3.

2. |f([-4,-2]) = [-1, 3]|(f croissante affine); f([0, 4]) = f([0, 2])u f([2, 4]) = [-1,1]u[-1,1] = [[-1,1]];

f([-4,4]) = [—1,3]\. FU2,3]): sur[-4,-2],2x+7 22 < x2 —% isur[-2,2],1-x22 < x¢<

“1;sur[2,4], f<1: |F1(2,3]) = [—%,-1]. De méme f'1(]-oo,0[)=[-4,-§[u]1,3[.

3. Noninjective (f(-3) = f(0)); surjective de [-4, 4] sur[-1, 3], car f([-4, &4]) = [-1,3]; non surjective
sur R (4 n'a pas d’antécédent).

4 Pourye[-1,3]:g(x)=y < 1-x=y & x=1-y,et1-y€[-2,2]: ununique antécédent.

g est bijective et .

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. f(x) = (x-3)?-1: f est strictement décroissante sur ]-oo, 3], y
strictement croissante sur [3, +oo[, de minimum f(3) = -1.

2. On encadre (x - 3)?, puis on vérifie que chaque valeur est at-
teinte. Si3<x<6,alors0<(x-3)><9et-1<f(x)<8;in-
versement, y € [-1,8]vaut f(3+/y + 1) avec3+/y + 1 € [3,6]: I\
f([3,6]) =[-1,8]l Si0O < x < 4,alors-3<x-3<1,0s(x-3)*<
9;ety e [-1,8]vaut f(3-,/y+1)avec3- \/yT16[0 3]: . ;
£([0, &]) = [-1,8]|(méme image!). Si 2 < x < 4, alors (x-3)? < 1 -1
et f(x) € [-1,0[; inversement y € [-1,0[ vaut f(3+/y + 1) avec
3+Jy+1€[3,4[:[f(12,4]) = [-1,0[| Enfin f > -1 ettouty > -1
vaut f(3 +/y+1): [f(R) = [-1, +oo[|

3. f(X)=0 &= (x-3)2=1 < xe{2,4}; f'{-1)={3}; 0 f(x)<3 <= 1s(x-3)’<4 <=
15 |x-3]<2:[f(0,3]) = [1,2] u [4,5]| (figure) ; f'(]-c0,-2]) = @ car f > -1.

4. AnA’ = {3}, donc f(AnA") = {-1}, alors que f(A) = f(A") = [-1,8] et f(A) n f(A")
linclusion c est vraie. f'(B) = {x / (x - 3)* < 1} = [2,4], donc f(f'(B)) = [-
Bnf(R). f(f(A)=f"([-1,8]) ={x / (x-3) <9} =[0,6] 2 A".

5. Pour x < 3, f(x) 2 -1: g est bien définie. Soity > -1: pourx <3, f(x) =y < (x-3)=
y+1 & 3-x=,/y+1(car3-x20) < x=3-,/y+1,quiestbien < 3. Unique antécédent :

£7([0,3])
=[1,2]u[4,5]

= [-1,8]: seule
1,0] ¢ B (c’est
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g est bijective et’g*(y) =3-\y+1 ‘ (Attention au signe : 3+,/y + 1 est l'antécédent situé dans
[3, +oo[.)

® Corrigé de l'exercice 10

1. f(0) = %,f(4)=3. Onrésout f(x)=kRpourxz3:2x-5=R(x-3) < (2-R)x=5-3R. R=0:
x=2;R=1:x=2;k=2:0=-1,impossible : 2 n'a pas d'antécédent.

2. Partons de f(x) = f(x’),avec x, x" # 3: 2x -5)(x"'-3) = 2x' -5)(x-3) < -6x-5x" =
-6x' -5x < x=x'. f estinjective ; elle n’est pas surjective (2 n'a pas d’antécédent).

3. Soity e R: f(x)=y < (2-y)x=5-3y.Siy # 2, l'unique solution est x = 3;%25, et x # 3 (sinon
3y-5=3y-6);siy=2,pasdesolution. Donc f(R\ {3}) = R\ {2} et tout y # 2 a exactement

. . 3y-5
un antécédent : g est bijective, |g7'(y) = ;/_—2
4 2+ L= 2 < f(x). Six >3, L > 0; inversement, y>2$ecr|tf( yz)avec3+y— >3:

B3, +ool) = 12,0l 12f(x)£3 e |5] <1 & Ix-3]21:[f7(1,3]) = J-o0, 2] U [4, +oo[ |

® Corrigé de l'exercice 11

1. Domaine d’'une composée : D f ={xeD;/ f(x)eD ot X2-321 & x##2: g f est définie
sur R\ {-2,2}et(g- f)(x) = x2 e f-g est définie sur R\ {1} et (f - g)(x) = —= - 3. Comme

X- 1 2
(g-f)0) = —% z-2=(f-g)0): (méme les domaines différent). o
2. Pour tout réel x, f(x) = x> -3 2-3: u - f est définie sur R et (u - f)(x) = Vx2 = |x]. Pour x 2 -3,
(fou)x) =(x+3)-3=x:f-u=ld_,, . Cette identité est injective, et (cours) si f - u est
injective, alors u est injective.
3. Pour x 20, (U-F)(x) = Vx2 = x ;pour x 2 -3, (F-U)(x) =x. DoncU-F = Id[0,m[ etF-U=1Id
F est bijective et F~' = U.

4, F, :]2,+00[—= 11, +00[, X - X? 3 est bijective (poury > 1 l'antecedent\/y +3deyparF est> 2)

1.
etG 11, +oo[— ]0, +oo[, X X— est bijective, de réciproque y ~ 1+ -. Comme T - x2 ik

H = G-F,, composée de bijections, est bijective, et H = F2‘ G H‘1 (y) = \/1 + ; +3 = \/4 + ;
Al - Mg L <
Controle : H(,/4+ y) =15 =Y /.

B Corrigé de l'exercice 12

[-3,+00[ *

1. a) (D) = {1,2,3}, ({4} = o({1,4}) = {1,2,3,4}. b)Au{1,2,3} = {1,2,3,5} < (AcC
{1,2,3,5}et5 € A) < A ={5}uXavec X c {1,2,3}: huit antécédents : {5}, {1,5}, {2,5},
{3,5}, {1,2,5}, {1,3,5}, {2,3,5}, {1,2,3,5}. {1,2,5} n'a aucun antécédent : 3 appartient a tout
®(A). o) p(A)={1,2,3u(An{45}): @(P(E))={{1,2,3}4{1,2,3,4}4(1,2,3,5} E}.

2. Disjonctiondes cas. SiB =@, ¢ = d. e est bijective. SiB # @ : (D) = B = ((B) avec @ # B,
donc @ n'est pas injective ; tout @(A) contient B, donc @ n’'a pas d’'antécédent : ¢ n’est pas
surjective. Ainsi ](p injective < B=0 < ¢ surjective\.

3. Double inclusion. B c Au B, donc ¢(P(E)) c & ;si C € U, p(C) = CUB = C: C € p(P(E)).

6 est bien a valeurs dans (. Soit C€ & etAc B. SiAUB =C,alorsCnB=(AnB)u(BnB)=A.
Réciproquement, A = CnB donne AUB = (CUB)n(BUB) = CnE =C(car B c C). Chaque C
a donc un unique antécédent : 0 est bijective et ’6‘1(C) =CnB=C\ B‘. Avec les donneées de
1.:B= {4,5} et 67" envoie {1,2,3},{1,2,3,4},{1,2,3,5}, E sur @, {4}, {5}, {4, 5} : les parties de E
contenant B correspondent exactement aux parties de B.
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® Corrigé de l'exercice 13

1. f(1,-1) = (-1,-1). On résout le systéme x + 2y = u (L,), 2x + 3y = v (L,) : 2L, - L, donne
y =2U-V,puis x = u -2y =-3u+2v. Tout (u,v) a exactement un antécédent : f est bijective et
]f‘1(u, v) = (-3u +2v, 2u -v)|; 'antécédent de (0,1) est (2,-1). Contrdle: f(-3u +2v, 2u-v) =
(-3u+2v+4u-2v, -6u+4v+6u-3v)=(uv) .

2. 9(2,1) = (0,0) = g(0,0) : g n'est pas injective. g(x,y) = (x - 2y, 3(x - 2y)) vérifie v = 3u ;
inversement (u,3u) = g(u,0) : g(R?) = {(u,v) / v = 3u} # R? ((1,0) n'a pas d'antécédent) : pas
surjective. g '({(1,3)) = {(x,y) / x-2y =1} ={(1 +2t, t) / t € R} (une droite) ; g'({(1,2)}) = @
(2#23x1);97'({(0,0)}) est la droite d’équation x = 2y.

3. (f-9)(2,1) = f(0,0) = (f - g)(0,0) : f-g nest pas injective. Si f - g était surjective,g = f' - (f - g)
le serait (composée de surjections) : f - g n’est pas surjective.

® Corrigé de l'exercice 14

1. On résout f(x) = y. Pour x € ]-1,1[, 1 - x> > 0, donc f(x) = y y=x
y & x=y(1-x)) < yx*+x-y=0. Poury # 0, g
A = 1+ 4y? > 0: deux solutions réelles, de produit 7" = -1.
Aucune ne vaut 1 (pour x = 1, yx?> + x -y = #1 # 0) ; comme
le produit de leurs valeurs absolues vaut 1, lune est de valeur p 1 X
absolue < 1 et l'autre > 1: un seul antécédent dans ]-1, 1[. Pour /
y = 0: seul x = 0 convient. Donc f est bijective. La solution
de ]-1,1[ est 11y = —2_ (on multiplie par la quantité

2y T4y [144y2
conjuguée) : sa valeur absolue est < 1 car 2|y| < /1 + 4y2, et la y=x

v
1441+ 4y2

2. [g(x)| = XL g, Soity € ]-1,1[. Sig(x) =y, x et y ont le méme signe. Casy 20: x 20

courbes symétriques par rapport a

formule donne 0 pour y = 0. |f'(y) =

T+ x|
etx=y(1+x) & x-= % Casy<0:x<0etx=y(1-x) & x-= % Dans les deux
cas X = 1_+y|, qui a bien le signe de y et verifie g(x) = y : unique antécédent, g est bijective et
N Y
9 W =300 Vi

® Corrigé de l'exercice 15

1. a) s(s(n)) = 5-(5-n) = n; point fixe : 2n = 5, impossible dans Z : aucun. b) t(x) # 0 et
t(t(x)) = —ﬁ = x; point fixe : x* = -2 : aucun. c) o(a(x,y)) = a(x+y, -y) = (x+y -y, ¥) = (X,¥);
pointsfixes: x+y=xet-y=y < y=0: les points (x, 0) (axe des abscisses).

2.a)Pour1<sn<6,1<7-n<6et7-(7-n)=n:involution;7-n=n < n=%eN:aucun
point fixe. Pour 1<n<7,1<8-n<7:involution;8-n=n < n =4: unseul point fixe.
b) Par exemple e qui échange 1 et 2, échange 3 et 4, et fixe 5, 6, 7. Une involution échange
des éléments deux par deux ; avec 7 éléments, l'un au moins reste seul : c’est un point fixe

(exercice 30).
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® Corrigé de U'exercice 16

a) Faux: f(x) = xsix <0, f(x) = x+1si x > 0 est strictement croissante, mais % n'a pas d’antécédent
(x<0=f(x)<0;x20= f(x)=1).

b)Faux: f : R - R, x = x?, A={-1}, A’ ={1}: f(A) = f(A") = {1} mais A ¢ A’ (C’est vrai si f est
injective). c) Faux: méme exemple: AnA’ = @ et f(A)n f(A’) = {1}.

d) Vrai, par contraposée : si x € AnA’, alors f(x) € f(A)n f(A’), qui n'est pas vide.

e)Faux: f : [0,+0[—> R, x = xetg: R -» R, x = x?: g-f : x = x? est injective sur [0, +oo[, mais
g(-1) = g(1).

f)Faux: f : [0,+o0[— R, x = xetg : R = [0,+0o[, x = x?: g - f est une bijection de [0, +oo[ sur
lui-méme, mais f n’est pas surjective et g pas injective (seuls « f injective » et « g surjective »
sont garantis).

g)Vrai: n » E(g): E(g)=m & 2msn<2m+2 < ne{2m, 2m+1}.

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1. a) Raisonnons par contraposée : supposons f non injective : x # x’ et f(x) = f(x’). AvecA = {x},
A ={x}: f(AnA) = f(D) = @, alors que f(A)n f(A") = {f(x)} 2 D. b) Mémes x, x" et A = {x}:
x € f'1(f(A)) mais X’ € A. c) Par contraposée : si y, € F n'a pas d’antécédent, B = {y,} vérifie
f7(B) = @, donc f(f'(B)) = @ # B.

2. Sens direct. Supposons f bijective. Soit y € F et x son unique antécédent. Alors y € f(A) <
x € A (un antécédent de y dans A ne peut étre que x) ety € f(C2) < x ¢ A Donc
yef(ch) e yer@:f(c)=c®.

Réciproque. A = @ donne f(E) = C? = F : f est surjective. A = {x} donne f(E \ {x}) = F \ {f(x)}:
aucun x’ # x n’a pour image f(x); f est injective. Donc f est bijective.

® Corrigé de l'exercice 18

1. Soit y, y’ € F tels que g(y) = g(y’) ; montrons que y = y'. f est surjective: y = f(x), y' = f(x').
Alors (g - f)(x) = (g - f)(x'), donc x = x’ (g - f injective), d'otiy = y'.

2. Soit y € F ; cherchons-lui un antécédent par f. g(y) € G = (g - f)(E) : il existe x tel que
g(y) = g(f(x)) ; g étant injective, y = f(x).

3. D'apres le cours: g - f injective = f injective ; g - f surjective = g surjective ; h - g injective
= g injective ; h - g surjective = h surjective. Donc g est bijective, puis f = g - (g - f) et
h=(h-g)-g" sont bijectives (composées de bijections).

4. Si p est injective : p(p(x)) = p(x) donne p(x) = x. Si p est surjective : tout y s'écrit p(x), et
p(y) = p(p(x)) = p(x) = y. Dans les deux cas [p=1d,] E(E(x)) = E(x) car E(x) € Z, et (x,0) - (x,0):
ces deux applications vérifient p - p = p sans étre l'identité ; elles ne sont donc ni injectives ni
surjectives (E(0) = E(%), > € E(R);(0,0) et (0, 1) ont méme image, (0, 1) n'a pas d'antécédent).

® Corrigé de U'exercice 19
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1. f(2) = &, f(2,5) = 4,5, f(-0,5) = -0,5 - 1 = -1,5. Sur [n,n + 1], y
E(x) = n et f(x) = x + n : la courbe est le segment de pente 1 4 ./
qui va de (n,2n) (inclus) a (n + 1,2n + 1) (exclu) ; ci-contre. s
2

2. Soit x < x'. E(x) est un entier < x < x’, donc E(x) < E(x'). En
ajoutant : x + E(x) < x" + E(x’) : f est strictement croissante,

-2 A 1 2 3x
donc injective. A
3. Doubleinclusion. Siy = f(x)etn = E(x): y = x+n € [2n,2n+1], A en orange : D
-4

donc E(y) = 2n est pair: y € D. Inversement, si E(y) = 2n,
posonsx=y-n:n<x<n+1,donc E(x) = n et f(x) = y. Ainsi
f(R)=D;1¢D: f n'est pas surjective.

4. f est injective comme f, et surjective par 3. : bijective ;

lantécédent trouvé en 3. est y - n avec 2n = E(y) :
2 E(y)
iy =y-—==t

5. E(7,3) = 7 est impair : pas de solution. E(10,5) = 10:[x=10,5-5=5,5 f(0)=0, f(2)=4etf
est strictement croissante : f(x) < 0si x <0 et f(x) =4 six=2.Sur[0,1[, f(x) =x €[0,1[; sur
[1,2[, f(x) = x+1 € [2,3[. Donc|f'([0,3]) = [0, 2[| et £(f~"([0,3])) = [0, 1[u[2, 3[= [0, 3] D # [0, 3].

® Corrigé de l'exercice 20

1. Pour x € E, f(x) = 1 existe (x # 1), est non nul, et f(x) =1 < x =0, exclu: f(x) € E. Ensuite

(F- P00 = = = 12 = St (F- f - ) = H-117=X-Ainsif°(f°f)=(f°f)°f=ldE:f

1-x _T
est bijectiveet|f'=f-f: x T f()=-1,f-1)=21 (—) 2: f(f(2)) = 3 # 2, f n'est
pas une involution (elle « tourne » par cycles de trois). Point fixe : 11: =X & x2-x+1= 0,
A=-3<0:aucun.

2. Analyse. Soit ¢ une solution, x € E, y = f(x), z = f(y); alors f(z) = x. La relation en x, y, z
donne: @(x)+ @(y) = x, @(y)+©(2) =y, ©(z)+ @(x)=z. La somme des premiere et troisieme,
moins la deuxiéme : 2¢(x) = x - y + z, soit

o(x) = 1(X+ 1 +x-1)= XD+ x+(x=1)7 xP-x+1
2 x-1 X 2x(x - 1) 2x(x - 1)
Synthése. Avec (x) = 1(x - (x) + F(f(x) et F(F(F(x))) = x : ®(£(x)) = 1(£(x) - F(F(x)) + x), donc

+

2x(x 1)

®(x) + (f(x)) = x 7. Ily a une unique solution : |¢(x) =

® Corrigeé de U'exercice 21

1. a) Notons P(n): « f(n) 2 n ». Initialisation. f(0) € N, donc f(0) 2 0. Hérédité. Supposons P(n)
vraie pour un entier n > 0 et montrons P(n +1): f(n+1) > f(n) = n, et f(n + 1) est un entier,
donc f(n+ 1) 2 n+1. Conclusion. f(n) > n pour toutn € N.

b) Récurrence forte. Soit n € N ; supposons f(R) = kR pour tout k < n (rien a supposer si n = 0).
n a un antécédent a: f(a) = n. Sia < n, f(a) = a < n: impossible ; donc a > n et, f étant
croissante, f(n) < f(a) = n. Avec a) : f(n) = n. Conclusion. .

2. Analyse. Montrons par récurrence P(n): « f(n) = n+(-1)"c ». Initialisation. f(0) = c. Heréedite.si
P(n) estvraie, f(n+1)=2n+1-f(n)=2n+1-n-(-1)"c=(n+1)+(-1)""c. Conclusion. P(n)
est vraie pour tout n. De plus f(1)=1-ce N,doncc<1:ce{0,1}.

Syntheése. Pour c € {0,1}, n+(-1)"c € N (le signe - n'apparait que pour n impair,doncn =12 c)
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et f(n)+f(n+1)=2n+1+c((-1)" +(-1)™") =2n+1 v. Deux solutions : Id, (c = 0) et, pour ¢ = 1,
f(n) = n +1 sin est pair, n - 1 si n estimpair : elle échange 2k et 2k + 1 ; c’est une involution,
donc une bijection. Les deux solutions sont bijectives.

® Corrigé de U'exercice 22

1. Si(m+n, m-n)=(m’"+n’, m" -n’), lasomme et la difference donnent 2m =2m’ et 2n =2n’:
injective. Si (u,v) = @(m, n), u - v = 2n est pair. Inversement, si u - v est pair, u +v = (U - v) + 2v
aussi: m = % etn-= % sont entiers et ¢(m, n) = (u,v). (1,0) n'est pas atteint : non surjective
(sur R?, la méme formule est bijective : les ensembles comptent).

2. Onrésout le systéme am+bn = u(L,),cm+dn =v(L,): dL,-bL, donne 6m = du-bv etal,-cL,
donne &n = av - cu. Si 6 = 1 (donc % =6): m = &(du - bv), n = 8(av - cu), qui sont entiers ;
réciproquement ces valeurs vérifient L, (a8(du - bv) + b6(av - cu) = 6%u = u) et L,. Antécédent
unique : @ est bijective. Pour f de l'exercice 13(a=1,b=2,c=2,d =3, 6 = -1) : bijection de
72, fW(u,v) = (-3u +2v, 2u-v).

3. ¢(b,-a) = (ab-ba, cb-da) = (0,-6) = (0, 0) et ¢(d, -c) = (ad-bc, cd-dc) = (0, 0). Si(a, b) # (0, 0),
le couple (b, -a) # (0,0) a la méme image que (0, 0) ; sinon, si (¢, d) # (0,0), on prend (d, -c) ; si
a=b=c=d =0, @ est constante. Jamais injective.

4. Les relations de 2. (valables pour toute solution) donnent ém, =d,6n, =-c,6m,=-b,én,=a:
6 divise a, b, ¢, d. En écrivant a = 6a’, etc.: 6 = ad - bc = §%(a’d’ - b’c’), donc 62 divise § # 0,
d’ol 6% < |6| et |6] < 1: contradiction. Conclusion : § = +1 = bijective ; 6 = 0 = non injective;
|6] = 2 = non surjective : | bijective < § = 1],

M Corrigé de l'exercice 23

1. ©(2,3) = (5,6) = ©(3,2) : non injective. p _ s
2. Sens direct. Si p(x,y) = (s,p): s -4p = (x +y)?> - 4xy = (x - '
R . . S or (0,1)
y)® = 0. Réciproque. Si s* = 4p, posons r = \/52 -4p, X = =

+r s2-r2

y = 57: X+y =setxy = = p. Non surjective : (0,1) A
n'a pas d’antécédent (0 < 4). @(x,y) = (1,-6) & y=1-x
etx?-x-6=0: 0" ({(1,-6)}) ={(3,-2),(-2,3)}]; ¥ = 4 - xet o(R?) = A (en bleu)
(x-2)7=0: [ '({(4 4 = {(2,2)}}

3. y est bien a valeurs dans A (2.). Surjective : 'antécédent construit en 2. vérifie x < y (r
Injective : si (x,y) € D vérifie x +y = set xy = p,alors (y - x)> = s> -4pety-x 2 0,

s—\/52—4p s+\/52—4p)

- = 2 _ : 2 ine -1 =
y-Xx=4/s2-4p: x ety sont déterminés. |p'(s, p) ( > , 5

(2t,t%).)

> 0).
donc

. (La parabole

bordant A est l'image de la droite y = x : @(t, 1)

€& Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24

1. On exploite la stricte croissance. Soit a = f(0). Si a > 0, alors f(a) > f(0) = a > 0, alors que
f(a) = f(f(0)) = 0 : absurde. Donc £(0) = 0. Ensuite f(1) > f(0) = 0; si f(1) = 1, alors f(f(1)) =
1#3;donc f(1)22>1,dou f(f(1)) > (1), soit 3 > f(1) : [f(1) = 2} puis f(2) = f(£(1)) = [3)
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2. On applique f & f(f(n)) = 3n et la relation & f(n): f(3n) = f(f(f(n))) = 3f(n). Par récurrence sur
R:|f(37) = 3%f(1) = 2 x 3k|et |f (2 x 3%) = 3°f(2) = 3%,
3. Posons a; = f (3% +) pour 0 < j < 3% : ce sont des entiers, a;,, 2 a; + 1,0, = 2 x 3" et a, = 3"".
Par récurrence, a; 2 ag+j = 2x3%+j et a; < a5, -(3" - j) = 2x3%+j: les 3*+1 entiers de [3*, 2 x 3]

sont envoyés sur les 3% + 1 entiers de [2 x 3%, 3%*"] « sans saut » : |f (3% +) =2x3%+j|. Puis

F(2x3 )= S5 1) - 3(3" ) -T2 31

4. 100 = 3* + 19 avec 0 < 19 < 81: £(100) = 162 + 19 = [181 2027 = 2 x 3% + 569 (1458 + 5609,
0<569 < 729): f(2027) =37 +3x 569 = 2187 + 1707 =[3894].

5. Tout n 2 1 est dans un intervalle [3%,2 x 3%] ou [2 x 3%,3%"], et aux bornes communes les
formules coincident (2x3F - 3%1 3%1 15 2x3k*1): f est bien définie, affine de pente 1 ou 3 sur
chaque intervalle, raccordée aux bornes, donc strictement croissante (et f(0) = 0 < f(1) = 2).
Sin=3F+j: f(n)=2x3%+jet f(f(n)) =3%"+3j=3n. Sin=2x3%+j: f(n) = 3%" + 3j avec
0 < 3j < 3%, donc f(f(n)) = 2 x 3% + 3j = 3n. Conclusion : il existe une unique application du
type cherché.

® Corrigé de l'exercice 25

1. a) Soit n > m dans R tels que f(n) = f(m); montrons n = m. 7n = 2027q +r et 7m = 2027q’ +r,
donc 7(n - m) = 2027(g - q’) : le nombre premier 2027 divise 7(n - m) sans diviser 7, donc
il divise n - m (lemme d’Euclide) ; or 0 < n-m < 2026 : n = m. Une injection de R dans R
(ensemble fini) est une bijection (cours). b) 1 € R a donc un antécédentn: 7n = 2027q + 1. Et
7x1448 =10136 =5%x2027+1 /.

2. a) Lapplication k - reste de N, par 2027 va de {1,...,2028} (2028 éléments) dans {0, ..., 2026}
(2027 éléments) : elle n'est pas injective (tiroirs) ; il existe i < j tels que N; et N; ont le méme
reste. b) 2027 divise Nj -N; = uu = Nj_,. x 10", Le nombre premier 2027 ne divise ni 2 ni

J-1 1
5, donc pas 10' (lemme d’Euclide répété) : il divise N;_;, qui s'écrit avec j - i chiffres 1. (Le plus
petit tel multiple a 1013 chiffres.)

® Corrigé de U'exercice 26

1. On simplifie & gauche ou a droite. Si f est injective : f(g(f(x))) = f(x) donne g(f(x)) = x
g-f =Id.. Sif estsurjective : touty € F s'écrit f(x), et f(g(y)) = f(g(f(x))) = f(x) = y:
f-g=1d.Sif estbijective: g=f"-(f-g)=f"-ld, = f.

2
2. f(g(f(x))) = ( |x2|) = |x|? = x? = f(x) 7. (-/]y| convient aussi : g n'est pas déterminée par f.)
3. u-u-u = uestlarelation de 'énoncé avec f = g = u. Si u est injective, 1. donne u-u = Id : u est

bijective et u™' = u; de méme si u est surjective. Donc ]u injective < u surjective\ (et alors
u-u=1d.). Exemple: u(x) = |x| sur R: u-u-u=u,u(-1) = u(1), et -1 n'a pas d'antécédent.

® Corrigé de l'exercice 27

1. Tableau, ligne par ligne(n =0,1,2,3): m=0:0,2,4,6; m=1:1,59,13; m=2:3,11,19,
27; m=3:7,23,39,55. Laligne m contient les ¢(m,n) = 2™"n +2™ -1 : les pairs (m = 0), les
entiers de reste 1 par 4 (m = 1), de reste 3 par 8 (m = 2)... Aucun entier n'apparait deux fois :
on devine une bijection.

2. Existence, par récurrence forte. 1 = 2° x 1. Soit k > 2 ; supposons la propriété vraie pour 1, ...,
R -1. Si k est impair, k = 2° x k. Si k est pair, k = 2k’ avec 1< k' <k: k' =2™a, donc k = 2™ *'a.
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Unicité, par l'absurde. Supposons 2™a = 2™ a’ avec a, a’ impairs et (m,a) # (m’,a’). Sim = m’,
alors a = a’ : contradiction ; sinon, par exemple m < m’, eta = 2™ "Ma’ est pair : contradiction.

3. Soit N e N:@(mn)=N < 2™2n+1)=N+1. N+1 21 s'écrit de facon unique 2™a avec a
impair,eta=2n+1 < n = % € N : antécédent unique ; @ est bijective. 2028 = 4 x 507 :
(071(2027) = (2,253)|; 1024 = 2" x 1: [ '(1023) = (10,0), (a,b,c) + ®(p(a,b), c) est une
bijection de N® sur N : c'est la composée de (a,b,c) ~ (¢(a,b),c), bijection de N* sur N?
(réciproque (N, c) ~ (¢7'(N), c)), et de o.

® Corrigé de l'exercice 28

1. Par labsurde, soitj : P(E) - E injective. Définissonss : E - P(E): si x € j(?’(E)), s(x) est
lunique partie A telle que j(A) = x ; sinon s(x) = @. Pour toute partie A, s(j(A)) = A: sest
surjective, ce qui contredit le théoréeme de Cantor.

2. Soit T : F(E) » P(E), u » u™'({1}). D'une part [(®(4)) = 1,'({1}) = A ; d'autre part ®(I(u)) = u,
car ces deux applications valent 1 exactement sur u™'({1}) et 0 ailleurs (u ne prend que les
valeurs 0 et 1). Donc - ® = ldpe et @ T =1d, . : ®est bijective, @' =T. SiS : E - F(E)
était surjective, -S : E — P(E) le serait (composée de surjections) : contradiction avec Cantor.

3. 6 prend ses valeurs dans {0, 1} : 6 € 7 (E). Par l'absurde, si 6 = ¢, pouruna € E : 6(a) = y(a)
et 8(a) = 1-y,(a), d'oli 2y (a) = 1: impossible. Donc 6 & W(E). (6 est l'indicatrice de {x €
E/x¢A]}OouA, = (,u)'(1 ({1})): C'est la partie de la preuve de Cantor.)

® Corrigé de l'exercice 29

1. Montrons que tout y € [0, 1[ a exactement un antécédent. L'écriture % détermine n: f est bien

définie. f(%) =€ ]0,%] et, si x n'est pas de la forme 1, x # 1 et f(x) = x € [0,1] : f est
a valeurs dans [0, 1[. Soity € [0,1[. Siy = % avec m = 2 : un antécédent x ne peut pas étre
« ordinaire » (f(x) = x = y serait de la forme 1), donc x = < avec -~ = L : x = -, unique.
Sinon : y n'est 'image d’aucun %, donc son unique antécédent est y. f est bijective : c'est
I'« hotel de Hilbert » (figure).

M/\/_\ 1 > a1 ;[es autres
n+1

n
= , ; réels sont fixes ;
L 4 3 T 1 nest plus atteint.

0

2. Soith(0) = 3, h (%) = - (n e N*)eth(x) = x sinon. A = {O}U{% /ne N*}est envoyé bijectivement

sur{%/mzZ}(OH%,’l 11l

3" 3 o ...), et le reste de [0, 1], c’est-a-dire ]0, 1[ privé des %
(m > 2), est fixe : h est une bijection de [0, 1] sur 10, 1[.
3. g: R - 1-1,1[ (exercice 14),a : ]-1,1[= 10,1[, t » % (réciproque u = 2u-1)eth™ :10,1[—
[0, 1] sont bijectives : est une bijection de R sur [0, 1] (composée de bijections).
4. R(n)=n+1sineN,R(x)=xsix¢&N: kenvoie bijectivement N sur N* et R \ N sur lui-méme ;
ces deux images sont disjointes et leur reunion est R \ {0} : k est une bijection de R sur R*.

® Corrigé de l'exercice 30

1. a) On calcule f(f(f(n))) de deux fagons. La relation appliquée a f(n) donne f(f(f(n))) = f(n)+1;
limage par f de f(f(n)) = n + 1 donne f(f(f(n))) = f(n + 1). Donc |f(n+1)=f(n)+1]. b) Par
récurrence, f(n) = n +aavec a = f(0) € N. Alors f(f(n)) =n+2a=n+1,soit 2a =1: impossible
pour un entier. Aucune application ne convient.

2. f(n)=n+1013: f(f(n)) = n+2026 .
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3. a) Comme en 1.: f(n+2027) = f(f(f(n))) = f(n)+2027. Par récurrence sur q : f(n+2027(q+1)) =
f(n +2027q) + 2027 = f(n) + 2027(q + 1).
b)Sin=2027q+r(0<r<2026)et f(r)=2027q" +g(r): f(n) = f(r) + 2027q = 2027(q + q") + g(r)
avec 0 < g(r) < 2026 : le reste de f(n) est g(r).
c) f(r) a pour reste g(r), donc (b) f(f(r)) a pour reste g(g(r)). Or f(f(r)) = r+2027 a pour reste r:
[g- g =1d,] Parlabsurde, sig(r) = r: f(r) = 2027q +r, puis f(f(r)) = f(r+2027q) = f(r)+2027q =
r + 4054q ; donc 4054q = 2027, soit 2g = 1 : impossible. g n'a pas de point fixe.

d)Sires:g(g(r)=r<g(r),doncg(r) € S: g(S) c R\ S. Si 2
teR\S:tz2g(t)ett#g(t), doncg(t) <t =g(g(t)): g(t) e S o0\

ett = g(g(t)) € g(S). Ainsi g induit une surjection de S sur 01 2 3 4 5 6
R\S, injective car g est bijective : une bijection. Set R\ S ont une involution sans point fixe

groupe les éléments par paires :

- Vo B B
donc le méme nombre s d’elements, et 2027 = cardR = 2s impossible avec 7 (ou 2027) éléments

serait pair : contradiction. Il n’existe pas de f : N - N telle
que f(f(n)) = n +2027.

4. Si k = 2a est pair, f(n) = n +a convient (Id, pour k = 0). Si k est impair, le raisonnement de 3.
(avec k au lieu de 2027 et R = {0, ..., k- 1}) fournit une involution sans point fixe d’'un ensemble
a k éléments, ce qui est impossible (k = 1: c'est 1.). [Une telle f existe < k est pair|.

€ Corrigés : images et antécédents

® Corrigé de l'exercice 31

1. a)R,:12=1,22=4,32=9=5+4,42=16=3x5+1. ®,: diviseursde x dans F. R,:y =5-x.
R, : multiples de x, autres que x, dans F.

R|12 3 4 R,|1 2 3 4 Ry|1 2 3 4 R, |12 3 4
1 | % 1 | % 1 x 1 X X X
2 x 2 |x x 2 x 2 x
3 x 3 | x x 3 x 3
4 | x 4 | x x x 4 | x 4

b) Une relation est une application de E dans F si et seulement si chaque ligne contient ex-
actement une croix (chaque x a une et une seule image). | ®, et R, sont des applications |; X,

ne l'est pas (2 aurait deux images, 1 et 2) ; R, non plus (3 n'a aucune image, 1 en aurait trois).

c) Les antécédents de y se lisent dans la colonne de y. Pour X, : 1 a pour antécédents 1 et
4 ; 4 a pour antécédents 2 et 3 ; 2 et 3 n’en ont aucun. Pour %, (x » 5-x): chaquey € Fa
exactement un antécédent, 5 - y.

2. a) Oui: n et n + 1 sont deux entiers consécutifs, l'un d’eux est pair, donc n(n + 1) est pair et
n(n+1)
e N.

2
b) De N dans N : non, 'image de 0 serait % ¢ N. De I dans N : oui, car pour n = 2R + 1,

2+ 2+ +
%:%:Mhzkner\l.

c) De R dans R : non, 3 n'a pas d’'image (4 - 32 < 0). De [-2,2] dans [0, 1] : non, l'image de 0 est
2 ¢ [0,1]. De [-2,2] dans [0, 2] : oui, car pour -2 < x < 2,0 < 4 - x? < 4, donc V4 - x2 existe et
appartient a [0, 2].
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. 2 - . . .
d)Oui: x2+x+1= (x + %) + % > 0, le dénominateur ne s'annule jamais.
e) Non : pour x = 3, les entiers 0 et 1 vérifient tous deux |% - n| < 7 ; la phrase ne désigne pas
une image unique.
Avec «<»et l’ensemble D : oui. Existence Soitx e Detn = E(x+ 1) Tn<X+ 1 <n+1donne

—5 SX-n< 5 etx-nz —5 carx #n - 5 ; donc [x-n| < 5 Unicité. Sin etn conviennent,
[n-n'| < |n-x|+|x-n"| <1,doncn =n’ (entiers). limage de x est l'entier le plus proche de x.

® Corrigé de l'exercice 32

1.

N W

a)2x + 12 -3 = 2x2+ 4x+2-3 = f(x). f(0) = [-1], f(-1) = f(%) =142-1-=
f(-1+v2)=2x2-3=[1]
b)f(x)= -1 & 2x%+4x=0 < 2x(x+2) = 0: antécédents[0 et -2| f(x)=-3 <= (x+1)’=

0:[-1]seulement. f(x)=-5 < (x+1)?=-1: aucun antécédent. f(x)=1 < (x+1)?=

~1-2et -1+42|

o) f(x)=y < (x+1)®> =L, Siy<-3:aucunantécédent. Siy=-3:unseul,-1. Siy>-3:

deux, 1,y+ et -1+ ,, .

d) f(-2) =8-8-1=-1: A appartient au graphe. f(1) =5 # 4 : B n’appartient pas au graphe.
f(x)=15 & (x+1)>=9 < x+1=4%3:les points|(2,15) et(—4,15)‘.

2. k(0) = 4, k(2)=1, k(-1)=6. k(x)=6 <> [2x-3|=5 <> 2x-3=50u2x-3=-5:

antécédents|4 et - 1] R(x)=1 < 2x-3=0: . k(x)=0 < |2x-3|=-1: aucun.

En général, R(x) =y < |2x-3| =y-1:siy> 1, deux antécédents ’”2

seul ; siy <1, aucun.

et ¥ :siy=1,un

® Corrigé de l'exercice 33

1.

Pourx #2: f(x)=y < x?+5=y(x-2) < x>-yx+2y+5=0. De plus 2 nest jamais
solution de (é’y), car4-2y+2y+5=9#0. Les solutions réelles de (é’y) sont donc toutes dans
R\ {2}, et ce sont exactement les antécédents de y.

2. A=y?-4(2y +5)=y? -8y - 20 =’(y—10)(y+2)‘(racines -2 et 10). Donc:

*siy<-2ouy>10:A>0, deux antécédents;

e« siy=-2ouy=10:A-=0,unseul antécédent, x-— ] -1 poury=-2, 5poury =

« si-2<y<10:A<0,aucun antécédent.

3. ’f([R\{Z}) = ]-o0,-2]U[10, +oo[ ‘ La droite d'équation y = m coupe la courbe de f en deux

points sim < -2 ou m > 10, en un seul point si m € {-2, 10}, et ne la coupe pas si -2 < m < 10.

x2+5-10x+20 _ (x-5)°  x245a2x-b _ (x+1)
a)f() 10= x-2 x-2 et f(X)+2— X-2 Tox-2

b) Six > 2, &% > 0, donc f(x) 2 10. Si x <2, ©2 < 0, donc f(x) s -2
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c) Soit y > 10 et x un antécédent de y. Si l'on avait x < 2, b) donneraity = f(x) < -2 < 10:
absurde. Donc x > 2 : les deux antécédents de y sont dans ]2, +oo[. De méme, si y < -2, un
antécédent x > 2 donnerait y =2 10 : les deux antécédents sont dans ]-oo, 2|[.

Ainsi f (]2, +oo[) = [10, +co[ (minimum 10 atteint en 5) et f(]-o0,2[) = ]-o0,-2] (maximum -2
atteint en -1).

® Corrigé de l'exercice 34

1. f et g ont mémes ensembles de départ et d’arrivée ; comparons f(x) et g(x) pour x € R.
Si|x| 21:9(x)=|x|+1+|x|-1T=2|x|;six=1, f(x)=(x-1)+(x+1)=2x=2|x|;six<-1,
f(xX)=(1-x)+(-x-1)=-2x=2]|x].
Si|x]<1:g(X)=|x|+1+1-|x|=2etf(x)=(1-x)+(x+1)=2.

Donc f(x) = g(x) pour tout x : . fipa 1y €st 'application constante égale a 2 (aussi en 1)
i Fi11 scop ST X P 2X.

2. Sin=2k:n%=4k? doncu(n)=0=v(n). Sin=2k+1:n%=4(k*+R)+1,doncu(n) =1=v(n).
Méme départ, méme arrivée, mémes images : [u = v}, bien que les formules différent.

w(2) = 4 (car 4 = 0x8+4)alors que u(2) = 0: [w # ul. Enfin, pourn =2k+1 € 1: n? = 4R(R+1)+1,

et R(kR + 1) est pair (produit de deux entiers consécutifs), donc 4k(k + 1) est un multiple de 8 et
w(n)=1: w), est la constante 1.

3. a) Analyse. Si H est un prolongement pair de h et x < 0 : H(x) = H(-x) = h(-x) = x?> + 5x. Donc
H(x) = x? - 5x si x 2 0 et x> + 5x si x < 0, soit H(x) = x> - 5| x| : au plus un prolongement pair.
Synthése. H(x) = x? - 5|x| est définie sur R, vaut h(x) pour x > 0, et H(-x) = x> - 5|x| = H(x).

H(x) = x?> - 5|x]| | est lunique prolongement pair.

b) Si K est un prolongement impair et x < 0: K(x) = -K(-x) = -h(-x) = -x? - 5x ; pour x 2 0,
K(x) = x? - 5x. Dans les deux cas K(x) = x| x| - 5x. Réciproquement, x = x|x| - 5x prolonge h
et K(-x) = -x| x| + 5x = -K(x) : ’K(x) = X| x| - 5x ‘ est 'unique prolongement impair.

c) Non. Si L est impaire, L(0) = -L(0), donc L(0) = 0 ; mais un prolongement de x ~ x? + 1 vérifie
L(0) = 1. Contradiction.

® Corrigé de l'exercice 35

LTt y?-2xy+x* = (y-x> =0 < y = x. Pourtoutréel x, unseuly: A = R et
I, est le graphe de Id |

M,:Xxy-y=2x < y(x-1)=2x. Pourx =1,onobtient 0 = 2: aucun point d'abscisse 1. Pour
x#1,unseuly = 2% DoncA =R\ ({1} etT, estle graphe de x » 2, de R\ {1} dans R.

I, :siy 20, l'équation devient 2y = 2x, soit y = x, ce qui impose x 2 0; si y < 0, elle devient
0 = 2x, soit x = 0. Donc Iy = {(x,x) : x 20}u{(0,y) : y < 0} et A = [0, +oo[. Ce n’est pas un graphe
: l'abscisse 0 porte une infinité de points (0,y), y < 0.

I, : x =E(y) estun entier, et pourn € Z,(n,n) €T, : A=Z. Ce n'est pas un graphe : pour x =0,
tous les y € [0, 1[ conviennent.

2. a) En développant, (y - x)(y - 2) = y* -2y - xy + 2x = y? - (x + 2)y + 2x. Donc (x,y) €[, <= y =

xouy=2:T.estlaréunion des droites|y = x ety = 2|. Ce n'est pas un graphe : (0, 0) et (0, 2)

appartiennent a I'..

Maths Olympiad @



Chapitre 3- Les applications 1" Bac Sciences Mathématiques

b) Le graphe de f est contenu dans I’ si et seulement si f(x) € {x, 2} pour tout x. Pour chaque
réel a # 2, posons f (a) = 2 et f (x) = xsi x # a: le graphe de f, est dans T, etsia # b,
fo(a)=2#a-=f(a),donc f, # f,. Ily a donc une infinité de telles applications.

c) Analyse. Soit f une telle application, avec f(x) > x et f(x) > 2. Si x >2: f(x) > x > 2, donc
f(x)#2et f(x)=x.Six<2:f(x)22>x,donc f(x)#xetf(x)=2.Six=2:f(2)=2.1llya
donc au plus une solution.

Synthese. L'application définie par f(x) = x si x 2 2 et f(x) = 2 si x < 2 convient. Enfin, si x = 2,
o X+2+|x-2|
} 2

X+2+(x-2)

> (le plus grand des deux réels x et 2).

=x,etsix<2,%(2'x)=2: f(x)

® Corrigé de l'exercice 36

1.
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®(0) =(-1,0), ©(1)=p(-1)=(0,0), ¥(2)=(3,6), p(-2) = (3,-6).

(3,6): t>-1=3donnet=+2, etseult=2donnet>-t=6:antécédent[2]. (0,0): t* = 1 donne
t = +1, et les deux donnent t> - t = 0 : antécédents[-1et 1] (-1,1): t? = 0 donne t = 0, mais
03-0=#1:aucun antécédent. (8,24):t=+3et27 -3 =24: antécédent .

®(R) c €. Si(x,y) = @(t), alors x + 1 = t? ety = t(t? - 1) = tx, d'o0 y? = t2x? = (x + 1)x°.
¢ < @(R). Soit M(x,y) € €. Si x = 0, alors y* = 0, donc M = O = ¢p(1). Si x # 0, posons t = £ :

2
2= =x+1,doncx=t2 -1, ety =tx=t3-t: M= @(t).

X2

Par double inclusion, | p(R) = €|

Soit M(x,y) € €, M # O. Alors x # 0 (sinon y = 0). Si (t) =M, onay = tx (question 2), donc t = %
: M a au plus un antécédent, et il en a un d'aprés 2. Pour O: t>-1 = 0 impose t = 1, et les
deux conviennent : deux antécédents.

Sit e [-1,1], t? € [0,1], donc x = t? -1 € [-1,0]. Ré- yh t>1
ciproquement, soit M(x,y) € Cavec-1<x<0:siM=0,
M = (1) ; sinon, son antécédent t vérifie t? = x+1 € [0, 1],
donct e[-1,1]. Ainsi’(p([—1,1]) ={(x,y)eC:-1<x¢< 0}‘
: C'est la boucle (en couleur).
Sit>1:x=t>-1>0ety=tx >0. Réciproquement, si
M(x,y) € € avec x > 0 et y > 0, son antécédent t = % est 0': point douple
positif et t?> = x + 1> 1, donc t > 1. Ainsi ¢ (]1, +oo[) est la
branche de € située dans le quart de plan x > 0, y > 0.
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€@ Corrigés : images de parties

® Corrigé de l'exercice 37

1.

£(1,2) = {£(1), F2)} = [{a, b} £({1,3,6)) =[{b}]; f({4,5,6)) = |{a,b,d}|; F(E)= (cna

pas d’antécédent).

On rassemble les éléments dont l'image est dans la partie : f'({a}) = ; f14b,c)) =
{1,3.6}]; F(deh =[2]; f'a,dD) =[{2,4,5}]; F(F)=[EL

Si f(A) = {a,d}, alors A c f'({a,d}) = {2,4,5}; d € f(A) impose 4 € A, et a € f(A) impose 2 € A
ou 5 € A. Réciproquement, ces parties conviennent: |A = {2,4}, {4,5} ou {2,4,5}‘.

Si f'(B) = {2,4,5}: 2 € f'(B) imposea € B, 4 € f'(B) imposed € B, et1 ¢ f'(B) im-
pose b & B; ¢, qui n'a pas d’antécédent, est libre. Réciproquement, ces parties conviennent :
’B ={a,d} ou{a,c, d} ‘

Pour{1,2}:si1 e f'(B),alorsb = f(1) € B, donc 3 et 6 sont aussi dans f~'(B). Aucune partie ne
convient : une image réciproque contient, avec un élément, tous ceux qui ont la méme image.

5. f(f'da, c}) = f({2,5)) = {a} ¢ {a, c} (c n'a pas d’antécédent) ; f' (F({1})) = F'({b}) = {1,3,6} 2

{1}. On n'a que les inclusions du cours.

® Corrigé de l'exercice 38

1.

a)Poury>20:g(x)=y & x=2-youx=2+y. ¢g(3,5]). Si3<sx<5 1<x-2c<3,donc
g(x)=x-2¢€[1,3]; poury €[1,3], x=2+y € [3,5]: g([3,5])=[1,3]\- g([0,3]). Si 0= x <3,
-2<x-2<1,donc0<g(x)<2;pourye[0,2],x=2-ye[0,2] cl0,3]: g([0,3])=[0,2]‘.
g(-1,1).Si-1<x<1,-3<x-2<-1,doncg(x)=2-xe]1,3[;poury € ]1,3[,x=2-y € ]-1,1[
:19(1-1,10 = 11,3(}

b)g(x)<1 < -1<sx-2<1 & 1<x<3(etg(x)=20toujours):|g "([0,1]) =[1,3]} g(x)>

2 & x-2>20ux-2<-2:/g7"(]2,+00[) = ]-00,0[U]4, +o0[ | |X-2|=3 < x=50ux=-1
: g_1({3}) = {_1r5} P g(X) 2 0, donc g_1([_21_1]) =0\
c) Comme ci-dessus, g([0, 2]) = [0, 2] (antécédent 2 - y) et g([2,3]) = [0, 1] (antécédent 2 + y) :
g([0,2]) v g([2,3]) = [0, 2] = g([0, 3]), conformément a f(Au A") = f(A) U f(A").

[0,2] n[2,4] = {2}, donc g ([0, 2] n [2, 4]) = {0}, alors que g([0, 2]) n g([2, 4]) = [0, 2] n [0, 2] = [0, 2]
: seule linclusion {0} c [0, 2] est vraie (par exemple g(1) = g(3) = 1, avec 1 dans la premiére
partie seulement et 3 dans la seconde seulement).

a est affine de coefficient —% < 0, donc strictement décroissante, et a(x) =y < x =8-2y.

Si-2 < x <6,a(6) < a(x) < a(-2), soit 1 < a(x) < 5; poury € [1,5], x = 8 -2y € [-2,6]
: |a([-2,6]) =[1,5]] Six <0, a(x)24;poury 24 x=8-2y < 0:|a(-oo,0])=[4+oo|

0<4-2<3 &= 1<2<h & 2<x<8: a'([0,3[) =12,8]

Maths Olympiad @



Chapitre 3- Les applications 1" Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 39

1.

f(x) = -(x*-4x)-1=-((x-2)>-4)-1=|3-(x-2)?| Donc f est strictement croissante sur
]-0, 2], strictement décroissante sur [2, +oo[, de maximum f(2) = 3. Poury <3: f(x)=y <
(x-2%=3-y < [x=2-3-youx=2+/3-y|;lesréelsy >3 n'ont pas d’antécédent.

f([0,3]). Sur[0,2], f croit: f(0) < f(x) < f(2), soit f(x) € [-1,3]; poury €[-1,3],0<3-y < ket

x=2-,/3-ye€[0,2]. Donc f([0,2]) = [-1,3]; de méme f([2,3]) = [2, 3] (antécédent 2 +,/3 - ),
d'ou| £([0,3]) = [-1,3]}. £([3,5]). f décroit sur [3,5]: f(5) = -6 < f(x) < f(3) = 2; pour y € [-6,2],

1<3-y<9,doncx=2+,3-ye[35] ’f([3,5])=[—6,2]‘.

f(-1,1]). fcroit: -6 = f(-1) < f(x) < f(1) = 2; poury € ]-6,2],1<3-y<9,doncx=2-\/3-y €
1-1,11. | £(-1,10) = 1-6, 2]}

On résout avec la forme canonique: 2 < f(x) €3 & (x-22<1 & |x-2|<1:
FU2,3D) = 11,31} f(x)<-1 & (x-2)*>4 & |x-2|>2:|f " (]-00,~1[) = ]-c0, 0[U]4, +oo[ |
fX)=4 &= x-22=-1:[f1{4)=D| -1<f(x)<2 & 1s(x-2)><s4 < 1<|x-2|<2

| F([-1,2]) = [0,1] U [3, 4] L

Comme en 2: f(A) = [f(0), f(1)] = [-1,2] (antécédent
2-\/3-y€l0,1]) et f(A") = [f(4), f(3)] = [-1,2] (an-
técédent 2+ /3=y € [3,4]) : | f(A) = f(A) = [-1,2]]
(figure). }

AnA' =@,donc f(AnA) =@ #[-1,2] = f(A)n f(A").
F(f(A) = £([-1,2]) = [0,1] U [3, 4] # A.

FN2,7]) = {x : (x-2)* < 1} = [1,3] (les réels de
13,7] n'ont pas d’antécédent) et f([1,3]) = [2,3]:
f(F1@2,70)=12,31#2,71.

a) Sur ]-,2], f croit : pour a < 2, f([a,2]) = [f(a),3] (antécédent 2 - /3 -y € [qa,2]). Il faut
f(a) = -6, soit (a-2)? =9, eta <2 donne|a=-1]

b) Pour b > 2 : f([0, b]) = f([0,2]) u f([2,b]) = [-1,3] U [f(b),3]. Cet intervalle est [-1,3] si et
seulement si f(b) 2 -1, soit (b - 2)? < 4, c'est-a-dire b < 4 : .

® Corrigé de l'exercice 40

1.

a)Si-2<sx<x’,alors0<sx+2<x"+2,doncyx+2<x' +2etr(x)>r(x’): rest strictement
décroissante. Poury <3:r(x) =y < Jx+2=3-y < x+2=03-y)?(car3-y20)
& |[x=(3-y)?>-2} quiestbien>-2.

b) r(-1) = 2 et r(7) = 0; pour x € [-1,7], 0 < r(x) < 2 ; poury € [0,2], x = (3 -y)? -
[1-2,9-2] =[-1,7]: ’r([—‘l,7])= [0,2]‘. Comme vx+2 2 0, r(x) < 3, ettouty < 3 aun
antéecédent: ’ r([-2, +oo[) = ]-o0, 3] ‘

O1s<sr(x)s2 & 1syx+2<2 & 1<sx+2<4:[r''([(1,2)=[-1,2] r(x) <
r’(3,5)=@| r(x)<0 < JVx+2>3 & x>7:|r"(J-,0[)=]7,+0[| r(x)=2-1
Ux+2<t & x<14:|r'([-1,3]) =[-2,14] |

a) x2+1 2 1 donne 0 < R(x) < 4. Réciproquement, pour y € 10, 4], 3 -120etx= \ﬁ -1 verifie

2,9 _4 - T -
X +1= , donc R(x) = y. Ainsi| R(R) = 10, 4]|.
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b) R(-x) = R(x) ; k croit sur ]-o0, 0] et décroit sur [0, +oo[ (car x? + 1y décroit puis croit). Donc
R([-1,0]) = [R(-1),k(0)] = [2,4] et k([0,2]) = [k(2),k(0)] = [%,4] (antécédents = “-1), d'od

k([—1,2])=[%,4]. Si x> 1,0<k(x)s2;pourye]0,2],x=\/§-1 >1 :]k([1,+oo[)=]0,2]\.

D1sh(x)s2 e 2sx2+1<4 < 1< x| =V3:|k0,2)=[-V3,-1|u[1,V3],
R(x) >2 e x* < 1: |k (12,+0) =110 k(X) =4 < x=0: {0} k(x)>0:
k1 (J-00,0]) = @ |.

d) Comme R(x) < 4 < 8, R(x) € [2,8] < R(x)22 < x*<1:k"28]) =][-1,1], puis
R([-1,1]) = [2, 4] : | R(RT([2,8])) = [2, 4] # [2, 8] | (les réels de ]4,8] n'ont pas d’antécédent).

B Corrigé de l'exercice 41

1.

(=) Supposons f(A) c B. Pour x € A, f(x) € f(A) c B, donc x € f'(B). (<) Supposons
Ac fY(B). Soity € f(A): y = f(x) avec x € A c f7'(B), donc y = f(x) € B.

Par double inclusion. (c)Soity € f(An f(B)): y = f(x) avec x € A et f(x) € B; donc y € f(A)
ety e B. (0)Soity € f(A)nB:y = f(x)avec x € A; comme f(x) =y € B, x € f(B) ; donc
xeAnf(B)etye f(Anf(B)).

Une partie P de E vérifie f(P) =@ <= P=®;avecP=Anf"'(B): f(A)nB=® < Anf'(B)=
@.

Les images directes et réciproques conservent linclusion. De A c f~'(f(A)) on tire f(A) c
f(f ' (f(A); et linclusion f(f~"(B)) c B appliquée a B = f(A) donne l'inclusion inverse. D’ol
F(f7 (f(A) = f(A) |

De méme, A ¢ 7' (f(A)) appliquée a A = f7'(B) donne f'(B) c ' (f (f"(B))); et de f (f(B)) c
B on tire f' (f(f"(B))) ¢ £(B). D'ott |7 (£ (f"(B))) = F(B) |
a) (=) B' = f(A) convient. («)SiA = f"(B"), la question 3 donne f' (f(A)) = f' (f (f"(B")) =
f'(B) = A.

b)Ici f(2-x)=|1-x|=f(x),etf(2)=f(x) & z-1=%x-1) & z=xo0uz=2-X.
(=)SiA=fT1(f(A) etx € A: f(2 - x) = f(x) € f(A), donc 2 - x € f ' (f(A)) = A.

(<) Si A est symétrique par rapport a 1: soit z € f~' (f(A)) ; alors f(z) = f(x) avec x € A, donc
Z=xouz=2-x:dans les deux cas z € A. Ainsi f~' (f(4)) c A, et lautre inclusion est toujours
vraie.

[0,2] est symétrique (0 s x <2 = 0 < 2-x < 2): f(f([0,2]) = [0,2]. [1,2] ne lest pas
(2 €[1,2] mais 0 ¢ [1,2]): en effet f([1,2]) = [0, 1] et £7'([0, 1]) = [0, 2] # [1, 2].
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B Corrigé de l'exercice 42

1.

Pour x € [-2,2]: 0 < x?> < 4, donc -2 < f(x) < 2; poury € [-2,2], x =/y +2 € [0,2] et f(x) = y.
Donc f([-2,2]) = [-2,2]. Pourx =2, f(x)22;poury 22, x=+/y+222: f([2,+oo[) = [2, +oo[.
Enfin-2sx?-2<2 & x’<4 < |x|<2:f([-2,2])=[-2,2]

Rappel: f décroit sur ]-oo, 0], croit sur [0, +oo[, et f(x) =y <
x=x[fy+2(y=2-2).

a)Si0<a: f croitsur[a,b]et f([a, b]) = [f(a), f(b)] (antécédent
JV +2 € [a,b]). Donc f(a) = a et f(b) = b: a et b sont racines
de x?-x-2=(x-2)(x+1), donc appartiennent a {-1, 2}, ce qui
est impossible avec0<a<b.

b) Si b < 0: f décroit sur [a, b] et f([a, b]) = [f(b), f(a)], donc
b?2-2 =aeta?-2 =b. Par difference, b%> - a* = a - b, soit

b-a)(a+b+1) = 0,etb # adonne|a + b = -1|. Alorsa®-2 = -1-aq,
(

soitaz+a—1:0;commea<b:—1—a,a<—%,d'oﬂa:%

eth= % > 0 : contradiction.

c)Sia<0<b: f(abl) = f(la,0]) u f([0,b]) = [-2,a*-2] U
[-2,b? - 2] =[-2,M-2]. Donca = -2, puisM 2 a® = 4 etM-2 = b.
Sibs2,M=4etb=2;sib>2,M=b%etb?’-b-2=0,dol
b € {-1,2}: contradiction.

Conclusion (avec 1) : ’ [-2,2] est l'unique segment invariant ‘

a) f(-x) = f(x),donc x € f'(B) <= f(x)eB < f(-x)eB < -xe f'(B)

b) Supposons f~'([a, b]) = [a, b]. D’aprés a), -a et -b sont dans [a,b]: -a < b et a < -b, donc
a =-bavecb>0. Comme 0 € [-b, b], f(0) = -2 € [-b,b], donc b 2 2. Alors -b< x*-2<b
x2<b+2(car2-b<0),dou f(-b,b]) = [—\/b +2,\/b+ 2]. ILfaut Vb +2 = b, soitb2-b-2=0

avec b >0: b = 2. Réciproquement [-2, 2] convient (question 1) : |[a, b] = [-2, 2] |

€ Corrigés : injections, surjections

® Corrigé de l'exercice 43

1.

On a toujours f(x) = |x+2| 20, et f(-2-5) = f(-2+5s) =|s|.

a)E=F=R: f(-3) = f(-1) = 1 avec -3 # -1 : non injective ; -1 n’a pas d’antécédent (f = 0) :
non surjective.

b) E = [-2,+o0[, F = R: pour x > -2, f(x) = x + 2, donc f(x) = f(x') = x = x’ : injective ; -1 n'a
toujours pas d’antécédent : non surjective.

C)E=R,F=[0,+00[: poury >0, x=y-2verifie f(x) = |y| = y : surjective ; mais f(-3) = f(-1):
non injective.

d) E = [-2, +oo[, F = [0, +oo[ : injective (comme en b) et surjective (x = y - 2 > -2) : bijective.
e)E =[-3,1],F =[0,3]: pour -3 < x<1,-1<x+2 < 3, donc f(x) € [0,3] (f est bien une
application de E dans F). Pour y €[0,3], x =y -2 € [-2,1] C E : surjective. Mais -3 et -1 sont
dans E et ont la méme image : non injective.

La méme formule donne des propriétés différentes selon les ensembles de départ et d’arrivée.
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2. a) Par exemple 1 = a,2 = b, 3 - ¢, 4 — c: chaque élément de F a un antécédent.

b) Une injection de E dans F donnerait 4 images deux a deux distinctes dans F, qui n’a que 3
éléments (principe des tiroirs) : impossible.

c)aw~ 1,bw~ 2, ¢+~ 3estinjective. Une application g de F dans E a au plus 3 images, donc
g(F) # E : aucune surjection de F sur E.

® Corrigé de l'exercice 44

a)f(n) = f(n') = 3n+2=3n"+2 = n = n’: injective. Comme 3n+2 > 2,0 n’a pas d’antécédent: non
surjective. Un entier m s'écrit 3q + 2 = f(q) si et seulement si le reste de sa division euclidienne
par3est2: ’f(N) ={m € N : le reste de m par 3 est 2} ‘

b) Pour k € N*, 10*" s'écrit avec k chiffres (1 suivi de k - 1 zéros) : g(10%") = k, donc g est
surjective. Mais g(0) = g(1) = 1 : non injective.

c) h(n) = n(n+1)eth(-1-n) = (-1-n)(-n) = n(n+1) = h(n) |. Ainsi h(-1) = h(0) = 0: non injective. Le
produit n(n + 1) de deux entiers consécutifs est pair, donc 1 n'a pas d’antécédent : non surjective.
Si0<n<n’alorsn? <n?etn < n’, donc h(n) < h(n’) : h,y est strictement croissante, donc
injective.

d) |kR(n)| = n. Sik(n) = kR(n"),alorsn = |kR(n)| = |R(n")| = n" : injective. SikR(n) = 1,alorsn = |k(n)| = 1,
mais k(1) = -1 # 1: 1 n'a pas d’antécédent, non surjective.

Sur 'ensemble infini N, une injection peut ne pas étre surjective (a, d), et une surjection ne pas
étre injective (b) : contrairement au cas de deux ensembles finis de méme cardinal.

® Corrigé de l'exercice 45

1. ©(1,0) = (-1,1) = ©(-1,0), ©(2,3)=(-1,7), ©(0,1) =(1,1). Les couples distincts (1,0) et (-1,0)
ont la méme image : ¢ n'est pas injective (plus généralement @(-x, y) = @(x, y)).

y-5 St V=5 t différence des deux lignes)

yax2ey & 1 2 _vu (parsomme et différence des deux lignes).

2. p(x,y) = (uv) = [ "
2

Donc: si u < v, deux antécédents (t %, %) ;siu=v,unseul, (0,u);siu>v,aucun.

3. (1,0) n’a pas d’antécédent (1 > 0) : ¢ n’est pas surjective. D’aprés 2, (u,v) a au moins un
antécédent si et seulementsiu<v: (p(Rz) =A={(u,v) : usv}|

4. Pour (x,y) € P, p(x,y) € ®(R?) = A: y est bien définie. Soit (u,v) € A: d'aprés 2, ses
antécédents dans R? sont les (x,y) avec y = % et x = 1,/%, et un seul d’entre eux vérifie
x = 0. Chaque élément de A a donc exactement un antécédent dans P : g est bijective, et
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® Corrigé de U'exercice 46

1

a) (-1) =u(1) = 0 avec -1 # 1: u n'est pas injective (plus généralement u(-x) = u(x)).

b) 1- = ")2(;—11'2 = u(x). Comme x*> +121,0 < 2= <2,d'ol |-1 < u(x) < 1| Le réel 1 n'a donc

X2+1
pas d'antécédent : u n’est pas surjective.

c) D'aprés b), u(R) c [-1,1[. Soity € [-1,1[: u(x) =y < x*-T1=y(x*+1) < x*(1-y)=
1+y & x*= %, car1-y>0. Comme % 20, leréel x = \/% est un antécédent de y. Donc
u(R) = [-1,1[}

d) U est bien définie d’aprés b). Pour y € [-1, 1], le calcul de c) montre que les antécédents de
y dans R sont i\/%, dont un seul est dans [0, +oo[ (les deux sont nuls si y = -1). Chaque y a

exactement un antécédent par U : U est bijective, et U'(y) = %

( ):-l+2:§ Comme1<1 etv(l)>V(1)

av(d)=1, v()=1-2=-1, v(3)=2-2=-1, v(-1
§ tv(1)< v( ) elle n'est pas décroissante : v n’est pas

v n'est pas cr0|ssante comme 1 <
monotone.

b)DekR<sx<R+1ontireR-2R<x-2R<R+1 —2k,soit’—ksv(x)<—k+1‘. Comme -k est un
entier, E (v(x)) = -k = -E(x).

c) Si v(x) = v(x'), alors E(x) = -E (v(x)) = -E (v(x")) = E(x"), puis x = v(x) + 2E(x) = v(x') + 2E(x’) =
: v est injective.

d)Soitye R,m=E(y)etx=y-2m.Dem<y<m+1ontire-m<x<-m+1,doncE(x)=-m et
v(x) = x+2m =[y]: v est surjective, donc bijective.

Ainsi v est injective (et méme bijective) sans étre monotone : la réciproque de « strictement
monotone = injective » est fausse.

® Corrigé de U'exercice 47

1.

o({1,3,4}) = ({1},{3}) = ©({1,3}) : deux parties distinctes ont la méme image, ® n’est pas
injective. Si ®(A) = ({2},9), alors AnB = {2} donne2 € A; comme2 € C,2 € AnC =D:
absurde. Donc ({2}, @) n'a pas d’antécédent.

(&) Supposons Bu C = E et ®(A) = d(A"), c'est-a-dire AnB=A'nBetAnC =A"nC. Alors, par
distributivité :

A=An(BuC)=(AnB)Uu(AnC)=(A'nB)U(A’'nC)=A"n(BuC)=A"

(=) Par contraposée : siBuUC # E, soit x € E avec x ¢ B et x & C. Alors ®({x}) = (D, D) = D(D)
avec {x} # @ : ® n’est pas injective. Donc ’ @ injective < BuC=E ‘

(&) Supposons BnC = @. Soit (U,V) € P(B)x P(C)etA=UuV. AlorsAnB=Uu(VnB)=U,car
VAnBcCnB=@;demémeAnC=(UnC)uV =V.DoncdUuV)=(U,V): O est surjective.
(=) Par contraposée: si x € BnC, le couple ({x}, @) de P(B)=x P(C) n’a pas d’antécédent (comme
en1,AnB ={x}impose x € AnC). Donc ’ @ surjective < BnC=92 ‘

SiC=CE alorsBuC =EetBnC = @: ® estinjective (2) et surjective (3), donc bijective. D’aprés

3, lunique antécédent de (U,V)est UuV :|® (U,V) = Uu V| Une partie de E est entiérement
déterminée par ses « traces » sur B et sur son complémentaire.
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® Corrigé de l'exercice 48

1.

({1} = p({2}) = {a} : p n'est pas injective. Toute image f(A) est contenue dans {a, b}, donc
{c} n’a pas d’antécédent par @ : non surjective. w({c}) = @ = w(D): w n'est pas injective. Si
1€ f'(B),alorsa € B,donc2 € f~(B): la partie {1} n’a pas d’antécédent par y, non surjective.
f injective <  injective. (=) Supposons f injective et f(A) = f(A"). Soit x € A: f(x) € f(A) =
f(A"), donc f(x) = f(x')avec x’ e A',etx =x" € A. AinsiAc A',etde mémeA' ' cA: A=A,
est injective.

(<) Supposons @ injective et f(x) = f(x’). Alors @({x}) = {f(x)} = {f(x")} = @({x'}), donc {x} = {x'},
c'est-a-dire x = X’ : f estinjective.

f surjective <  surjective. (=)Supposons f surjective et soit B c F. Onsait que f(f‘1(B)) C
B ; inversement, pour y € B, il existe x tel que f(x) = y, et x € f'(B), donc y € f(f~"(B)). Ainsi
f(f'(B)) =B|: B=(f'(B))a un antécédent, ¢ est surjective.

(<) Si @ est surjective, F a un antécédent A: f(A) = F, donc tout y € F s’écrit f(x) avec x € A:
f est surjective.

f surjective <= y injective. (=) Supposons f surjective et f~'(B) = f~'(B’). En appliquant f
et 'égalité encadrée en 2: B = f(f'(B)) = f (f(B')) = B’ : y est injective.

(«) Par contraposeée : si f n'est pas surjective, soit y € F sans antécédent. Alors w({y}) = @ =
W(D) avec {y} # @ : y n'est pas injective.

f injective <=  surjective. (=) Supposons f injective et soit A c E. On sait que A c £~ (f(A))
; inversement, si z € f~' (f(A)), alors f(z) = f(x) avec x € A, donc z = x € A. Ainsi A = 1 (f(A)) =
W (f(A)) : w est surjective.

(<) Supposons  surjective et f(x) = f(x'). Il existe B tel que f~'(B) = {x}. Alors f(x) € B, donc
f(x')eB,etx € f(B)={x}: x" = x, f estinjective.

© Corrigés : bijections

® Corrigé de l'exercice 49

1.

a)Soity eR. f(X)=y <& 5-2x=4y < Xx-= % : une solution et une seule. Donc f est

<

bijective et| f'(y) = % .

b) Bien définie : g(x) = 3(x -2)> -5 2 -5. Soity 2 -5. Pour x < 2, ona x -2 < 0, donc
y+5

3 & X- 2= _\,;/3;5 (la racine positive est exclue). Cette unique

g =y = (x-2)=

solution est bien < 2 : g est bijective et|g™'(y) = 2 - ,/% .

c) Bien définie : pour x 20,0< x < x+2,donc0 < h(x)<1. Soity € [0,1[: h(x)=y < x-=

y(x+2) < x(1-y)=2y < x=%(1—y¢0),réelbien20. Donc h'1(y)=%.

F1(1)= 1 (contrdle: f(2) = =1); g7(7) =2-VE=0 (g(0)=7); h'(1)=2 (h(2) = ).

G(0) = 7 = G(4) avec 0 # 4 : G n'est pas injective. Comme G(x) = 3(x-2)>-5 2 -5, le réel -6 n'a
pas d’antécédent : G n’est pas surjective. Seuls les ensembles ont changé : au départ, deux
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réels symétriques par rapport a 2 ont la méme image ; a l'arrivée, les réels < -5 ne sont pas
atteints.

® Corrigé de l'exercice 50

D, ~C D Z D ' C D C
/_:\

AN__"B A B A ' B A B

quart de tour r symétrie s res Ser

. Chaque sommet a exactement un antécédent par r et par s (s échange Bet D, fixe AetC): r

et s sont bijectives. En renversant les fléches: |r''(A) =D, r’'(B)=A, r''(C)=B, r''(D)=C|: le
quart de tour indirect.

s(s(B)) = s(D) = B, s(s(D)) = D, et A, C sont fixes: s-s = Id, donc s'=s. rer:A-»C,Bw D,
C~ A D+ B(demi-tour);rer-r:Aw» D,B+ A C+ B, D+ C;rer-r-r=Id.. Comme

r=(r«r«r)=(reror)or=IdE:.

X A B C D| (r-s)A)=B#D=(s-r)A):[r-s#s-r|. r-s
s(xy |A D C B | échangeAetB,etCetD: cestuneinvolution,la
r(s(x)) | B. A D C | symétried’axe la médiatrice de [AB]. s-r é&change
r(x) | B C D A| AetD,BetC: lasymétrie d’axe la médiatrice de
s(rix)) | D ¢ B A | [AD].

(res)'=sver’=s.r': A s(D)=B,B~ A C+ s(B)=D,D + C: c'estr-s,comme l'annoncait
3 (une involution est sa propre réciproque). Mais r™' - s envoie AsurD: |(r-s) " zr .57

U'ordre s'inverse.

® Corrigé de U'exercice 51

1.

Soit (u,v) € R @(x,y) = (u,v) < (x+y’=uety=v) & (y=vetx=u-v?: une

solution unique, donc ¢ est bijective et| @™ (u,v) = (u - v?, v)| De méme, Y(x,y) = (u,v) <

(x=vuety=v+2u): [¢(u,v)=(u, v+2u)|

0(x,y) = w(x+y%y) = |(x+y% y-2x-2y?)| En remplacant x + y? par u dans la seconde
équation :

0(x,y) = (u,v) < (x+y’=uety-2u=v) & (y=2u+vetx=u-(2u+v)?).

Une solution unique : 6 est bijective et |67 (u,v) = (u - (2u +v)?, 2u+v)| Et @ (p '(u,v)) =
@ (u, v+2u)=(u-(v+2u)?, v+2u)=6"(u,v) .

p (o (u,v) = @ (u-v2, v) = (u-v? v+2u-2v?): en (0,1), on obtient (-1,-1), alors que
67'(0,1) = (-1,1). Donc|y™ -7 = (p- )" |

0(x,y) = (x,y) < (y*=0ety-2x-2y?=y) < (x,y)=(0,0): seul point invariant, | (0,0) |
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® Corrigé de l'exercice 52

1.

y+1

3 ?
qui convient si et seulement si % > 1, soity 2 2. Dans ]-o,1[ : x = y - 1, qui convient si
et seulement si y < 2. Pour chaque y, une seule des deux zones fournit une solution : f est
bijective et

Six21:f(x)=3x-1;six<1:f(x)=x+1.Soity € R. Dans [1,+0[:3x-1=y < x-=

fly)=y-1siy<2,  fUy)=% siy=2]

Contréle:siyzz,zy%(y'z)=%;siy<2,2y'1+(y'2)=y—‘l v,
Deux demi-droites pour chaque courbe (ci-
contre), symétriques par rapportaA: (1,2) € s
et(2,1)e € ; (-1,0) et (0,-1).
Six<1:f(x)-x=1>0;six21: f(x)-x =
2x-1>0. Donc : Cpest au-dessus de
A. PouryeRetx=Ff"(y):y=Ff(x)>x=Ff"(y).
Par l'absurde, si M(a,b) était sur les deux
courbes: b = f(a) > aetb = f'(a) < a, con-
tradiction : les courbes ne se coupent pas.

Image réciproque. Six<1:0<x+1<5 & -1<x<4,dou[-1,1[;six=21:0<3x-1¢<

5 & % < x < 2,dol [1,2]. Donc {x : f(x) € [0,5]} = [-1,2]. Image directe par f' : pour

- . . y+1 - . .
y €[0,2[,y-1decrit[-1,1[; poury € [2,5], 3 decrit [1,2]: encore .

C'est général : si f est bijective, f(x) e B <= x = f'(y) avec y = f(x) € B. Limage réciproque
de B par f et l'image directe de B par f~' coincident : la notation f~'(B) n’est pas ambigué.

® Corrigé de l'exercice 53

1.

Si M(x,y) # 0, alors x> + y?> = OM? # 0 : T(M) existe, et ses coordonnées o # ne sont pas

toutes deux nulles, donc T(M) € P*. Les coordonnées de OM’ sont celles de OM divisées par

OM? ;| oM’ = ﬁ OM |, d’oti OM’ = % = O1—M et OM x OM’ = 1 (M’ est sur la demi-droite [OM)).

Soit M” = T(M’). D'aprées 1, appliqué a M’ puisa M :
OM” = —=0M’ = OM?x ==50M = OM. Donc T+ = Id,, : points fixes

oM
T est bijective et .

(M) =M & -50M=0M < OM? =1 (car ;

OM = 0) : les points fixes forment le cercle de centre | &
O et de rayon 1. N

2
a) IM? = (x—%) +y? = x> +y? - x+ {, donc X +y? =
X & IM?= % < IM= % : [ est le cercle de centre
I et de rayon 3, privé de O.

b)PourM # 0: M e 7'(D) &= =2 =1 <

X2+y2

x? +y? = x. Donc |t (D) = ' | (image réciproque).

Comme 7' = T, limage directe de D par T est l'image directe de D par 7', c’est-a-dire 'image
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réciproque de D par T (exercice 52) : | T(D) = T, puis 7(T) = 7(7(D)) =[ D }. Contréle : 7(1,1) = (3:3)et
1 1 _1 v

4 4 2

4. Avec r? = x>+y?, qui ne change pas quand on remplace y par -y : o(r(x,y)) = (riz,—rlz) = T(x,-y) =
t(0(x,y)). Donc (T-0)+(T-0) =T+ (0-T)-0 = (T-T)+(0-0) = Id,. : T+ 0 est une involution. Ses
points fixes : (riz,—r%) =(xy) & (x=%ety(1+5)=0),doly=0,puisxz0etr’=x>=1:

(1,0) et (-1,0) |

® Corrigé de l'exercice 54

1. a)Pourx€[0,1]: 1-x20et1+x>0,doncu(x)20;etu(x)s1 & 1-x<1+x & x:20.
En multipliant numérateur et dénominateur par 1+ x :

-3 _(+0-0-% 2
u(u(x))=1+];X=(1+§)+(1_§)=7X=x: u-u-=Id

1+x

doncu™' = u.

(0,1

b)u(X)=x & T-x=x+x> & x2+2x-1=0 < x=-1%/2;seul|V2-1]|estdans[0,1].

Ju(x)= E-1:si0<x<x <1, 2> -2 doncu(x) > u(x). Soita = V2 - 1. Double inclusion.

Si0 < x<a,alors u(a) < u(x) < u(0),soitas<u(x)<1.Siye[a, 1], x = u(y) vérifie u(1) < x < u(a),
soit x € [0, a], et u(x) = u(u(y)) = y. Donc ’ u([0,a]) = [a, 1] ‘

2. Par l'absurde, supposons f(a) # a. Si f(a) > a, la stricte croissance donne f(f(a)) > f(a), soit
a > f(a) : contradiction. Si f(a) < a, de méme a = f(f(a)) < f(a) : contradiction. Donc | f = Id |;
ce n'est pas contradictoire avec u, qui est décroissante.

3. a) s et t sont bijectives, donc s - t aussi, et (s-t)" =t -s7" = [t-s|. Une bijection g est une
involution si et seulementsig™ =g (sig' =g,alorsg-g=g-g"' =1d). Doncs -t est une
involution < (s-t)'=s-t <> t-s=s-t.

b) (s-t)(x) = -(2-x) = x-2 et (t-s)(x) = 2+x : elles différent, donc s-t n'est pas une involution (et

_'I _ _ . . _ _ .
(s:t)' =t-s v). Pourc € R, t(x) = -c-x estune involution (-c - (-c-x) = x) et (s-t_)(X) = x+C:
’xv—>x+c = S°tc‘.

© Corrigés : composition

® Corrigé de l'exercice 55

1 (F-g)x) =5-2(x2+2) = [1-2x2]; (g-F)X) = (5-2x)2+2 = |4x* - 20x + 27
5-2(5-2x)=[4x-5]. Enx=0:1#27,donc|f-g#g-fl

(g - F)(X) - (f - g)(x) = 6x* - 20x + 26 = 2(3x? - 10x + 13) ; le discriminant de 3x* - 10x + 13 vaut
100-156 = -56 < 0 : ce trindme est du signe de 3, strictement positif. Donc (f-g)(x) < (g - f)(x)
pour tout x.

2. ((f-9)-F)(x) = 1-2(5-2x)? = -8x%+40x-49 et (f+(g-f))(x) = 5-2 (4x* - 20x + 27) = -8x2+40X-49:
méme résultat ’ -8x2 + 40X - 49 ‘ (associativité).

3. a) sur R(g(x)2220); b) sur R\ {g} (il faut f(x) # 0); ¢) sur [0, +oo[ ; d)
X1—2 +2=g(i(x)): surR*; e) sur R (g(x) # 0) : comparer avec d), 'ordre compte.
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® Corrigé de l'exercice 56

1. D;=[2,+c0[ et D, = R\ (3} x€D, ; = (x22etx-2#3) = (x22etxz11):

Dy, = [2,11[0]11, e[| et  (g-f)X)= ——.
x-2-3
2. xeD;, < (x#3etg(x)22).0rg(x)-2= %’;3) = 2 2X , qui est positif ou nul exactement

pour3 <X< % (tableau de signes: 3 est valeur interdite, 2 3 annule le numérateur). |D e = B, 3
_ |7-2x
t (f - g)(x) = |22
3. f-f:ilfautx=22etyx-222,50itx26: Dss= [6,+c0[ |, (f - f)(X)=vVx-2-2.

g-g:ilfautx # 3et - # 3, soit x # 2 Dg°g=R\{3,13°} (9-9)x) = = =103X Cette

expression simplifiée vaut 0 en 3, mais 3 ¢ Dy.g (g(3) n'existe pas) : le domame se détermine
avant de simplifier.

® Corrigé de l'exercice 57

1. (g- f)(t) = w =t:|g-f=Idg . Comme Idy est bijective, le cours donne: g - f injective =

f injective ; g - f surjective = g surjective.

2. M(x,y)eD < y=3x-1 < M= f(x): f(R) =D. Le point (0,0) ¢ D n'a pas d’'antécédent :
f nest pas surjective. g(0,0) = 3 = g(1,1) : g n’est pas injective. (f - g)(0,0) = f(3) = (3,3):
f-g#Ildg,.

3. a) p(x,y) = f(* X”) (y—)2<+1’ 3y'§x+1) , et par associativite p-p=f-(g-f)-g=f-Id,-g =p.

b) p(M) = f(g(M)) € f(R) = D. Si M = f(t) € D, p(M) = f((g - f)t)) = f(t) = M ; réciproquement,

si p(M) = M, alors M € D. Enfin Mp(M) = (y'32"”, y'32"”) = 32’“1 Donc p( ) est lintersection
de D et de la droite passant par M dirigée par i : p est la projection sur D parallélement a la
droite y = x.

4. (g, - f)t) = (a+3b)t+(c-b). Sig,-f =Idg, t=0donnec=>bett=1donnea+3b=1;

réciproquement, cela suffit. [g,(x,y) =(1-3b)x +by +b, b € R|: une infinité (b = % redonne

g). Pas d’unicité, car f n’est pas surjective (si f était bijective, on aurait g, = f1). Pourb=0:
g,(x,y) = x et (f - g,)(x,y) = (x,3x - 1), projection sur D parallélement a l'axe des ordonnées.

® Corrigé de l'exercice 58

1. xeD, < u(x)20 < x(x-2)#0:|D, =R\{0,2}, w(x) = x2%2x' SixeD,alors2-xe€D,
et u(2-x)=(2-x)(-x) = u(x), d'ot w(2 - x) = w(x) ; ainsi w(-1) = w(3) = % : w n'est pas injective.

2. u(x) = (x-1)?>-1. Double inclusion. Si x > 2, alors (x-1)? > 1 et u(x) > 0; réciproquement, pour
y>0,x=1+/T+yveérifiex>2etu(x)=y.Si0<x<2alors0s(x-1%<1et-1<u(x)<0;
réciproquement, pour-1<y<0,x=1+,/T+y e[1,2[ et u(x)=y.

Commet — % envoie 10, +oo[ sur lui-méme et [-1,0[ sur ]-o0,-2] (si z € -2, t = % € [-1,0]) :
| w (]2, +0o[) = ]0, +oo[ | et |w (0, 2]) = ]-c0,-2] |
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3. %21imposet>O,puiséquivautétsz:v‘1 ([1,+0[) = 10,2]. Doncw(x) 21 < 0<x?-2x< 2.
Orx2-2x >0 < (x<Ooux>2),etx2-2x-2<0 < 1-3<xz<1+3:

s=[1-\/§,o[u]2,1+J§].

4. D'aprés 2, W est a valeurs dans ]0, +oo[. Soit y > 0. Pour x > 2 (donc x-1>0):

W(x)=y < x2_2x=§ = (x-1)2=1+§ — x=1+ 1+§,

et ce réel est bien > 2. Une solution unique : W est bijective et| W='(y) = 1 +J1 + % (controle :

w(3)=1+2=3 ).

® Corrigé de l'exercice 59

1 (ig-ig)A)=(AnB)nB=An(BnB’) =i, ..(A) pour toute partie A; de méme avec la réunion.

Donc lglg=lgg = .

2. Par De Morgan, le complémentaire de Cf nB est AUCE : (c-iy-C)(A) =AUCE = ucs(A). Appliqué
a C2, dont le complémentaire est B: c-is - € = U, ; en composant par ¢ a gauche et a droite
H
(cec=ld):ig=c-ug-c
3. (ig-u)A)=(AuC)nB=(AnB)u(CnB) et (u.-ig)A)=(AnB)uC.SiCcB,CnB=Cetles
deux sont égales. Réciproquement, si elles sont égales, 'image de A = @ donne CnB = C, donc
CcB. |igeUs=uU, iy & CCB|

4. a) h(A) = (AnB)u (C nB), donc h(h(A)) = ((AnB)u(CnB)uUC)nB=((AnB)uC)n B = h(A).
b)SiCnBcAcB:AnB = A, donc h(A) = Au (CnB) = A. Réciproquement, si h(A) = A:
A=(AuC)nBcBetCnBc(AuC)nB =A. Image de h, par double inclusion : si A" = h(A), alors
h(A") = h(h(A)) = A’, donc Cn B c A’ c B ; réciproquement, une telle partie vérifie A = h(A).
c)CnB={3}: ’{3}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3} ‘ h n’est pas injective (h(@) = {3} = h({3})), ni surjective
(toute image contient 3 : @ n’a pas d'antécédent).

® Corrigé de l'exercice 60

1. (1d;)" = - 9" = 1d,, et par associativité f*-g* =@ -f-(p" - @)-g-9" = (f-g). Sif-f=1d,:
fef*=(f-f) =1d,. Si f est bijective: f*-(f") =(f- ) = 1d; et de méme (f") - f* = Id; ;
par la caractérisation des bijections, f* est bijective et (f*)™' = (f‘1 ’

2. F(0(0) = o(F(07(@(x)) = 9(F(x)), et @ est injective : f*(p(x) = w(x) < @(f(x) =
p(x) < f(x) = x. Notons P, P* les ensembles de points fixes de f et f*: @(P) c P*, et si
y € P*, x = (¢ '(y) est dans P avec y = @(x). Donc @ envoie P sur P*, injectivement : c’est une
bijection de P sur P*.

3. ¢7'(y) = y-3,donc f*(y) = 2(y-3)+3 = 2y - 3|, Comme (f - f+ f)(x) = 8x: f* - f*- f* = (f- f - f)'

esty » 8(y-3)+3= . Controle : f*(f*(y)) = 4y -9, puis 2(4y -9)-3 =8y -21 . (Le
point fixe 0 de f devient le point fixe ¢(0) = 3 de f*.)

4. a)Avec p(x)=x+a: @(-9 ' (y))=-(v-a)+a=2a-y,égalat-ypoura=2: .
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b) Par l'absurde, supposons x ~ x + 1 conjuguée de x — 2 - x par (. Le réel 1 est fixe par
x = 2-x;daprés 2, p(1) serait fixe par x —» x+1, alors que y+1 # y pour tout y : contradiction.
Elles ne sont pas conjuguées (autre argument : 2 - x est une involution, x + 1 non).

€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1. a) Avec x = 0 dans () : f(f(y)) = y +a. Injectivite : si f(y) = f(y'), alors f(f(y)) = f(f(y’)), soit
y+a=y +a,doncy =y'. Surjectivité : tout z € Z s'écrit z = f(f(z - a)). Donc f est bijective.

b) Avecy =y, : f(x) = f(X)+y,, doncy, = 0: f(0) = 0,a = 0, eta) devient f(f(y)) =y:|f-f=1d,|

c) Avec y = f(z) dans (*) : f(x + f(f(z))) = f(x) + f(2), soit f(x +2) = f(x) + f(2). Posons ¢ = f(1)
et P(n) : « f(n) = nc ». Initialisation. f(0) = 0. Héredité. Si P(n) est vraie pour un entier n > 0,
alors f(n+1) = f(n)+ f(1) =(n+1)c: P(n + 1) est vraie. Conclusion. f(n) = nc pour toutn € N;
enfin 0 = f(n + (-n)) = f(n) + f(-n) donne f(-n) = -nc.

d) Analyse. 1 = f(f(1)) = f(c) = ¢?, donc c = +1. Synthése. f = 1d,: f(x + f(y)) = x+y = f(x) +y
Vi f(x)=-x: f(x-y)=-x+y=f(x)+y . Solutions: Id, et x - -x.

2. Parl'absurde, soit f une solution. Avec x = 0: f(f(y)) = f(0)+2y, donc f estinjective. Avecy = 0:
f(x+£(0)) = f(x), donc f(0) = 0 et f(f(y)) = 2y. Avec x = f(2): f(f(2)+f(y)) = 2z+2y = f(f(z+y)),
donc f(2)+f(y) = f(z+y) par injectivité. Comme en 1.c), f(n) = cn avecc = f(1) € Z, et f(f(‘l)) = 2
donne c? = 2 : impossible pour un entier. Aucune solution. Sur R, en revanche, f(x) = v/2 x
convient : f(x + ﬁy) =2 x +2y.

® Corrigé de l'exercice 62

1. a) Une application de E dans E est déterminée par la liste de ses valeurs, chacune choisie dans
l'ensemble fini E : il n’y en a qu’'un nombre fini M. Les M + 1 applications h,, .., h,,_, ne sont
donc pas deux a deux distinctes (tiroirs) : h;, = hj aveci <j.

b) hj_,.»h,. =h;=h; = Id; - h,, et h; est bijective (composée de bijections) : en composant a droite
par(hi)_1, h,;=1dg;R=j-i21convient.

c) Sur {0, 1}, la constante h = 0 vérifie h, = h # Id pour tout k. Sur Z (infini), h(n) = n + 1 est
bijective et h,(n)=n+k #n.

2. a) Les cartes 0, ..., m - 1 vont aux positions paires, AT @ @ @

les cartes m, .., 2m - 1 aux positions impaires :

chaque position est atteinte une fois, s est bijective,
ets(N)=s(m+(m-1))=N.Siism-1:0<2i sN-1 X

est son propre reste, et s(i) = 2i. Sii = m +j avec apres @ @ @
j <m-2:2i=N+ (21 + 1) avec 0 < 2]' +1<N-1:le 10 cartes : la carte i va en position s(i).
reste est 2j + 1 = s(i).

b) P(R) : « pour i < N -1, s,(i) est le reste de 2%/ par N ». Initialisation. C'est a). Hérédité.
Supposons P(R) vraie pour un R 2 1. Soit r = s, (i) : 2ki=qN+ravecOsr<N-1,et Sp.q(1) = s(r)
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est le restede 2rpar N;si2r=qg'N+r (0 <r <N), alors 2" = (2qg + g')N +r' : r’ est aussi le
reste de 2®1i. Conclusion. P(R) est vraie pour tout k > 1.

Comme s,(N) = N, et que pour 0 < i < N, « a a pour reste i » équivaut a « N divise a - i »:
sp=1d & Vi<N, N|(2f-1)i < N|2*-1(prendrei=1 pour le sens direct).

c)10 cartes: N =9, et 2fF -1 vaut 1,3, 7, 15, 31, 63 = 7x9:. 52 cartes: N = 51, et
2 -1vaut1,3,7,15,31, 63,127,255 = 5x 51 : | 8 mélanges | et pas moins.

B Corrigé de l'exercice 63

1. h(m) =m? + 2. Pour tout n: h(n) =n?+2 2 n?+1=0® (n), donch = ® . Lapplication h n'a pas
d'antécédent: n » ®_n’est pas surjective.

2. h € A(E,F) et ® est surjective : il existe a tel que ®, = h. Alors ®,(a) = h(a) = t(®,(a)) :
Yo = ©,(a) verifie| t(y,) = y, |

3. Soit b # c dans F ; on pose t(c) = b et t(y) =csiy # c: t n"apas de point fixe. Par l'absurde, si
une surjection ® : E —» A(E, F) existait, t aurait un point fixe d’apreés 2. Il n’existe donc aucune
surjection, en particulier de N sur .4(N, N), ou de R sur 'ensemble des fonctions de R dans R
(la question 1 en était un cas particulier, avec t(y) = y + 1).

Si F = {b}, A(E,F) n"a qu’un élément (la constante b) et toute ® est surjective ; pas de contra-
diction: laseulet : F — F estId,, qui a un point fixe. Lhypothése « deux éléments » est
nécessaire.

® Corrigeé de l'exercice 64

1. b({0,3,4}) = 1+8+16 = [25] Si A C {0,...,m-1}: b(A) € 1+2+ - +2™" = 2™ _ 1 (car
2(1+---+2m'1)—(1+---+2m'1)=2m—1).

2. L'ensemble des entiers qui sont dans une seule des deux parties est fini et non vide : m existe.
Les entiers > m sont dans les deux parties ou dans aucune : ils apportent la méme somme a
b(A) et b(B). Avec A’, B’ les éléments < m de A et B, contenus dans {0,...,m - 1}:

b(A) - b(B) = 2™ + b(A") - b(B') 2 2™ - b(B') > 2™ ~ (2™ - 1) = 1.

Donc A # B = b(A) # b(B) : b est injective.

3. P(n): « n a un antécédent ». Initialisation. b(@) = 0. Hérédité (forte). Soit n > 1 tel que P(R)
soit vraie pour tout R < n, et m le plus grand entier tel que 2™ < n (donc n < 2™1). Lentier
n" =n-2mveérifie0 < n" <2™ <n,doncn’ = b(A’)avec A’ € ?f(N). Tout a € A’ vérifiea < m
(sinon b(A’) 229 > 2™ > n’'); doncm ¢ A" et b(A'u{m}) = n" + 2™ = n. Conclusion. b est
surjective, donc bijective.

100 = 64 +32 + 4 : | b (100) = {2,5,6}|; 2026 = 1024 + 512 + 256 + 128 + 64 + 32 + 8 + 2 :

b-'(2026) = {1,3,5,6,7,8,9, 10} | (on retire chaque fois la plus grande puissance de 2, comme
dans 'héréditeé).

Il n"existe pas de bijection de N sur 2(N) (théoréme de Cantor), mais b™" est une bijection de N sur SDf(N) :
ily a « autant » de parties finies que d’entiers, et « strictement plus » de parties de N.
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® Corrigé de l'exercice 65

1.

Par l'absurde, supposons P impair : chaque o(R) - k est impair, donc o(R) et k sont de parités
contraires. Avec n = 2p + 1, 'ensemble | des impairs de E, a p + 1 éléments, celui J des pairs
en a p. o envoie | dans J ; injective, elle donnerait p + 1 images distinctes dans J (tiroirs) :
contradiction. Donc P est pair. Pourn =2p: 0(2i-1)=2i,0(2i)=2i-1(1<i<p);tous les
facteurs valent £1 et P = (-1)P est impair.

o étant bijective, la liste o(1), ..., a(n) contient chaque élément de E, une fois : méme somme,
donc ¥ (a(k) - k) = 0. Pour tout entier a, |a| - a € {0,-2a} est pair. DoncS =S-0 = 2(|o(k) -

k| - (o(k) - k)) est une somme d’entiers pairs : S est pair.

a) Par 'absurde, supposons les r, deux a deux distincts : k - r, est une injection de E, dans
n(n-1)

{0,...,n -1}, deux ensembles a n éléments, donc une bijection, ety r, = 0+1+-+(n-1) = >

Chaque R + a(R) - r,, est multiple de n, donc leur somme aussi :

Z(Ino(k))—Zrk =n(n+1)- n(n2—‘I) = n(n2+3) =gn (g €2),

d’oli n + 3 = 2q, et n serait impair : contradiction.

b)n=2p+1,r, estlereste de 2k. Pour 1 skR<sp:r,=2R €{2,4,..,2p};pourp+1<sks<2p:
0<2k-n<n,doncr, =2k-n€{1,3,..,2p-1}; enfinr, = 0. Ces n restes sont deux a deux
distincts.

® Corrigé de l'exercice 66

1.

Maths Olympiad

a) Si A c ®(A), tout x € A est dans M (avec cette partie A) : A c M, donc d(A) c D(M). Si x € M,
il existe AavecAc ®(A)etx € A: x € A c O(A) c D(M). Donc M c D(M).

b) Par croissance, M c ®(M) donne ®(M) c O(D(M)): la partie ©(M) vérifie la condition de a),

donc ®(M) c M. Par double inclusion, |[®d(M) =M |

a)Ac B = f(A)c f(B) = F\ f(B) c F\ f(A) = g(F \ f(B)) c g(F \ f(A)) = ®(A) c ®(B) (le
passage au complémentaire renverse l'inclusion).

b) En passant au complémentaire dans M = ®(M): E \ M = g(F \ f(M)). Si x & M, x = g(y) avec
y & f(M), et y est unique car g est injective : y(x) =y & f(M).

c) Injectivité. Soit x # X". Six, x' € M: f(x) # f(x'). Six, x" & M: g(h(x)) = x # x" = g(h(x")),
donc h(x) # h(x’). Six € M, x' & M: h(x) € f(M) et h(x') & f(M). Surjectivitée. Soity € F. Si
y € f(M), y = f(x) = h(x) avec x € M. Sinon, x = g(y) € g(F \ f(M)) =E\ Meth(x)=y(x)=y. h
est bijective.

a)f(A)={a+1:aeA};pourneN:ne®dA) < neg(N\f(A) < (nsloun-2¢
fA) < (n<1ou(nz3etn-3€A): ®@A)={0,1}ufa+3:acA}l

b)netn+3ontlemémerestepar3.c:0,1TeMetaeM = a+3 €M. D:sineM,oubien
n €{0,1},oubienn=>3etn=(n-3)+3avecn-3eM. Donc ®M)=M.

c)Sin €M, h(n)=n+1;sinon (reste 2), h(n) = y(n) = n - 2. Ainsi

(h(3R)=3k+1, h(3k+1)=3k+2, h(3k+2)=3k|:

la bijection h fait tourner chaque bloc {3k, 3k + 1,3k + 2}.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme : 1 point par réponse juste et justifiée,

points bloc par bloc dans la case score de la page 4.

@ f(-2)=15, f(3)=-%

1-2.9;

3x2-22-1.
@f(x)=—3x+7;x=—1.

Coefficient a = % = -3,
puisb=f(1)-a=7;

-3x+7=10 < x=-1.

© Pourx = 1;
gx)=1 < x=4;
g(x) = % n’a aucune
solution. x +3=2x-1;
2x+6=2x-1donne
6 = -1: impossible.

@ ()A:1 >4 1;B:
1> 1 - 4. (b) -3 pourA,
0 pour B. Lordre des

\

f(V2)=5-2v2. 12+4-1;

étapes change le résultat ;
-3+3 =0n'apasd’inverse.

Bloc | « Calculs sur les fonctions Bloc 2 - équations et intervalles Bloc 3 - Logigue et ensembles
4

© (@)s={-1,2}; (b)s- 2.
2x2-3x-2=(2x+1)(x-2);
A=1-8=-7<0.

S =1-5,2]. Tableau de
signesde2-xetx+5;2
est solution, -5 est une
valeur interdite.

(@) %sl_% et 2<3-1cLt,
Linverse renverse 'ordre

sur ]0, +oo[ ; le signe moins

le renverse encore.

x

Au moins une solution
< k=-16;une seule
< k=-16.
x2-8x=(x-4)?-16:
'équation s'écrit
(x -4)? =k +16.

1" Bac Sciences Mathématiques

% point si une seule des deux parties est juste. Reporte tes

(a) P est vraie, Q est
fausse. (b) Vx € R,
dy eR, 4x+1z2y. x=§
convient ; pour x donng,

y=4xdonne 4x+1=zy.
«Six+y-xy=1,alors

x=Touy=1» Le«et»
devient « ou » :
X+y-xy-1=
-(x-1)(y-1)=0.

AnB =12,4], AUB =[-1,6],

A _

Cg = J—w,—1[u]4,+w[.
Dessine les deux
intervalles sur une méme
droite.

@ 9 éléments; (2,3),(2,5) et
(3,5). 3x3=9; lordre
compte : (2, 3) convient,
pas (3, 2).

J

Town orientation

les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ou commencer, quels exercices faire en priorité.

0as

bases a revoir

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 14 4 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 23 ; puis
exercice 31, p. 29 et exercice 37, p. 31. Refais le test dans une semaine.

6a9

bon départ

Commence par le cours complet (sections 1a 10), puis les piéges de la section 12.
En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes B et C, exercices 37
a4, p.31et 43 a 48, p.33.

10a12
cap concours
a 66, p. 37.

Commence par le cours (sections 13 10 en lecture rapide), puis les sections 11 a 13.
En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les thémes D et E, exercices 49 a
54, p. 34 et 55 a 60, p. 36 ; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 27, et le théme F, 61

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Calculs sur les fonctions Bloc 2 - fquations et intervalles Bloc 3 - Logigue et ensembles

Relis : les sections 1,2 et 9 du
cours.

Fais : exercice 2, p. 23,
exercice 32, p. 29, exercice 49,
p. 34 et exercice 55, p. 36.

Relis : les sections 3, 4 et 6 du
cours.

Fais : exercice 5, p. 24,
exercice 33, p. 30, exercice 38,
p. 31 et exercice 56, p. 36.

Relis : les sections 4, 5 et 11
du cours.

Fais : exercice 4, p. 23,
exercice 12, p. 25, exercice 16,
p. 26 et exercice 41, p. 32.
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Mown bilan sur le chapitre

1" Bac Sciences Mathématiques

Partie B - Le parcours en 4 niveaux

\.

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire

Niveau 1 Bases % 1a8 /8
Niveau 2 - Bac * % 9316 /8

Niveau 3 - Approfondissement * % % 17a23 /7

Niveau 4 - Concours * % % % 243 30 |7

J

Partie C - La bangue d'exercices

Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Images et antécédents 31a36 /6
Théme B - Image directe et réciproque 37 a 42 /6
Théme C - Injections et surjections 43 a3 48 /6
Théme D - Bijections et réciproques 49 a 54 /6
Théme E - Composition 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = Généralités sur les fonctions

Maths Olympiad
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