EQUATIONS — INEQUATIONS— SYSTEMES
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| — Equations du second degré :
1°) — Résolution par la méthode du discriminant :

Pour résoudre I'équation du second demy@+bx+c=0 (a# 0) d’'inconnu X,
je calcule le discriminant notéA = b? - 4ac.

— SiA<O, alors I'équation n’admet pas de solutions d&ns
— Si A> 0, alors I'équation admet deux solutions réellssimittes :

_-b-42 _—b+A
X =——— et Xp=——
2a 2a
— SiA=0, alors I'équation admet une solution uniques = X, =;—b
a

2°) —Discriminant réduit :
Si b est pair on pode :E = b=2b ; alors on calcule le discriminant réduit

A’=(b')? - ac.
— SiA’ <0, alors I'équation n’admet pas de solutions d&ns
— SiA’ >0, alors I'équation admet deux solutions réellasimites :
_—b-ya _—b+/a
a

%
a

et X,

— SiA’=0, alors I'equation admet une solution uniqueq = X, =— .
a

3°)- Recettes :

Soit I'équation du second degréax® +bx+c=0 (az .0)

R)) Sia+b+c=0,alorg =1 et x2:E ;
a

Exemple : résoudre dafsI'équation :3x2 -12x +9=0
3-12+9=0dongx1etx=3.DousS={1,;3}

R)) Si a+c=Dh, a|0l’81:—1 et XZ:__C
a

Exemple : résoudre dafsI'équation :— x* +8x+9=0
—1+9=8dongx-1etx=9.Dou S={-1;9}
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4°)- Somme et Produit des racines :
Soit I'équation du second degaé?® +bx+c=0 (a#z @ discriminantA =0
alors I'équation admet deux racines réelles distgc

Do

X 2
a) Somme des racines :
S=x1+x2<:»S=_b_\/Z_b+\/Z=_b; S=x1+x2=_—b .
2a a a

b) Produit des racines :

b yxx o_(b-VA\-b+VA)_b?-A_b?-b?+dac_c
’ 4a® 4a® 4a® a

C
P=xxx,=— .
17 %2 =
c) Remarque :Deux nombres; et % dontla somme est 8tle produit est P

sont les solutions de I'équation>xSx + P=10.

d) Exemples :
1- Soit I'équation X + 10x + 21 = 0.
Trouver les racines en utilisant la somme S ptoeluit P.

=—10etP =2k xy=—-—7etx=-3.
2- Former I'équation du second degré dont les escgont : x=4 et % = — 3.

xy=4detx=—3=> S=1letP=—12d0o0°»%xx—12=0.

3- Déterminer les racines &t % d’'une équation du second degré dont la
somme esS=l—52 etle produitP =g.
5°) — Factorisation de f (x) =ax? +bx+c (a#z0) :

f(x)=ax? +bx+c =

[ oxed]
—a| X“+—X+—| =
a a
=a[x2 — Sx+ PJ -
=a[x2 —(x1+x2)x+x1><x2] =
= a[x2 = XX = XpX + xlxzj -

=a[ X(x= %) = X (X = %)] =

f(X)=a(X—x)(X—%X5) .
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Exemple :
Factoriserf (x) = 2x? =3x— 2 g(X) =x% -=8x+ 7 ; h(x) =3x% +18x + 27.

6°)— Equations bicarrées :
Exemples : résolvez daifs les équations bicarrées suivantes :
= x'-5¥+4=0;X-24¢-25=0; R—124X-125=0.
(indication on pose%e T ou X = U)

Il —Inéquations:
1°) Signe du binbme ax + b :
Soit le binbmef (x) =ax+b

« Sia=0, alorsf (x) estdu signe de b.

e Sia=+0,alorsf(x)=0 < ax+b=0 = x=—9.
a

_b
X — 00 a + oo
ax+b Signede (—a) 0 Signe de a

Exemple : étudier le signe dig(x) = -2x +12
-2Xx+12=0> Xx=6.

X 6

—2X + 12 + 0 -

Pour x€]-o0 ; 6] f(X)=0; Pourxe[6;+o] f(Xx)<0

2°) Signe d’un trinbme du second degré:

Considérons le trindmé (x) =ax® +bx+c (az Q)A le discriminant de
I'équation ax? + bx +c =0.

1% cas: Si A<0, alors le trindmeax? +bx + ¢ est du signe de a.

2°™ cas: SiA= 0, alors le trindmeax? +bx + ¢ est du signe de a pour toutes

-b
valeurs x# —.

a
3*M™cas: SiA>0, et % ; X les racines de I'équatiomx? +bx+c =0 (X< Xy)
alors le trinbme du second de@ du signe de a I'extérieur des racinest
dusigne de (—a) I'intérieur des racines.
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X — 00 X1 Xo + 00

aX+bx+c| Signede a 0 Signede (—a)p Signede a

Exemples : étudier le signe des polyndmes suivants

f(x)=2x>+x+1; g(X)=x*>-11x+30; h(x)= X+3
—-2X+8

3°) Application a la résolution d’'inéquations :
Exemples : résoudre daRsles inéquations suivantes :
X% +2x-3
<

—2x2 +4x+30<0; 3x?+5x+4¢0 ;9x2+6x+1n0;—+5_0;
- X

lIl —Equations et Inéquations irrationnelles simples:
1°) Equations irrationnelles simples :
b>0

Propriété :  +Ja=b - {(\/5)2 _

Exemple :résoudre danR I'équation v/2x+1=x-1.

L’ensemble de validité = { xO IR tel que x—-1>0}.
Xx-120 = x21= D, =[1; +o|.

J2x+1=x-1o 2x+1=(x-1)? = x* -4x=0 =
x(x-4)=0 - x=00D, ou x=40D, ; douS={4 }.

2°) Inéquations irrationnelles simples :

a) Exemple 1 :résoudre dan® I'inéquation/3(x? —1) < 2x —1.

x*-1=0 @

2x-120 ®)

(1/3(x2 —1))2s (2x-1° @)
x)-1=0ex=-1oux=1:2x-1=0< xzé.

3(x* —1) <4x® —-4x+1 < x° —4x+420
X —4x+4=0=>A=16-16=0=% =X, = 2.
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Le systéeme devient

x> =120 )
2x-1>0 (2) En dressant le tableau des signes de chacune des

x> —4x+4=20 (3
inéquations on a :

X 0 -1 1/2 1 2 +00
X -1 + D - - D + +
2x -1 - - 0 + + +
X —4X + 4 + + + + D +

L’ensemble des solutions est S = [1opf+

b) Exemple 2 :résoudre danR linéquation 5—x<+/x+1.

or 5-x<0
1" cas: :5—x=0= x=5; x+1=0= x=-1.
Xx+1=0
X —00 -1 5 + 00
S—X + + ) -
X+1 - D + +
Si=[5;+00 [
5-x=20 5-x=20
2°™cas X+120 - X+120

(5—x)21'r(\/x+1)2 x? —11x + 2410

5-x=0= x=5:x+1=0< x=-1; x—11x+24=0=

Xx;=3 et x=8.
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X -0 -1 3 5 8 + 00
5-X + + + 0 - -
X+1 - )+ + + +
X*—11x+24/ * + P — - b ¢
$=]3; 5]

L’ensemble des solutions est SgJS5, =] 3 ; +oo |

I\V— Signes des racines d’'une équation du second dég

1°) Signes des racines :
Soit I'équation aX+ bx + ¢ = 0, ( & 0) ; supposons que>0 , on calcule le

. C -b
produit P=— et la somme §—.
a a

1% cas : Si R 0, alors les deux racines sont de signes corgraleesigne de S
permet de dire laquelle des deux racines est Bgiande en valeur absolue.
2°™cas : Si B 0, alors les deux racines sont de méme signes;
— Si S>0, alors les deux racines sont positives

- — SiS< 0, alors les deux racines sont negatives.
3*™cas : Si P =0, alors 'une au moins des raais¢siulle.

— SiS>0,alorsx=0etx% >0
— SiS<0,alorsx<0etx=0;
— SiS=0,alorsx=0et%=0;
On résume ces résultats dans le tableau suivastfgosant X< X )

P _ — — + + 0 0 0
S + — 0 + - + - 0
Signes| x;<0 x;<0 X1 =Xz X1>0 x1<0 x1=0 x1<0 X1=0
d_es X2>0 X,>0 Xo>0 X2<0 Xo>0 X2=0 X2=0
racines) l< Il | x> x|
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2°) Exemples d’équations paramétriques :
a) Exemple 1 :
Résoudre et discuter suivant les valeurs du paramé&tim I'équation (E,) :
(m—2)X+2(2m —3)x +5m — 6 = 0.
—0-

Sim -2+ 0, &m *2, alors I'équation est du second degré..
A=4(2m -3§—4(m—-2) (5Gm -6} A=4 [-nf + 4m - 3.
A=0< —mf+4m—-3=0= m=letm=3.

m | —oo 1 2 3 +00

A - 0 + + )

* Pourmeg]—oo; 1[ U] 3; +o0o[ A<O0 donc pas de racines ;
e Pourme]1;2[uU]2;3[ A> 0donc l'équation admet deux racines

_—4m+6-2y ~m?+4m-3 ., _—Am+6+2y ~m?+4m-3

1 2(m-2) X7 2(m-2) :S={x %}
+ Pourm=1A=0doncx =X, =;(Ar'nL_+2?=—1 ;doncS={-1};
- Pour m = 2, | équation est dff legré, 2x + 4 =0x=-28={ -2 }
+ Pour m=3A=0 doncx =X, =%=-3 ;doncS={ -3} ;
b) Exemple 2 :

Soit I'équation paramétrique {E: (m — 2)X + (2m+2)x + 10m — 14 = 0.

1°) Discuter suivant les valeurs de m I'existericke signe des racines de{E
2°) Trouver entre les racines &t % une relation indépendante de m.

3°) Pour quelles valeurs de m I'équation admeacies de signes contraires
4°) Pour quelles valeurs de m I'équation admeaches positives.

-0-
1°) Pour m#2 on a: A= — 36nf+ 144m — 108.
A=0 < —36ni+144m-108=0:a+b+c=0,dong=hetm=3.
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Etudions le signe du produit P et de la somme S.

c _10m-14 7
P=—=———; 10m-14=0 = m=—; etm= 2.
a m-2 5
!
m |- o0 5 +00
10 m -14 - ) + +
m—2 — - +
P * D - *
-b_-2m-2
S= = ,—2m—-2=0= m=—-1et me 2.
a m-—2
m |- o -1 +00
-2m-=-2 + ) _ —
m—2 — — +
S - D + -
Tableau récapitulatif des signesfle, P et S.
m |- o -1 1 7/5 3 4o
A - - D + + + D —
P + 0 - + |
S + + -
. X1<0
Conclusions | pas de solutions | X170 | x;>0 || X1<0 S=
Xo> 0 | | x| < |[ %<0
S 1
AV
— . — X1= =1 =X>=—4
X1= X2 =2 Xp> 0 X X=Xz
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2°) Relation entre les racines, indépendante de m.
Je tire m dans les formules de P et S puis jedabse.

10m-14 2P -14 -2m-2 25-2
= s M= et S= = m=

P —— = =
m-2 P-1C m-2 S+2

2P-14 2S-2
m-2 S+2

= 6P+65-48=0~ P+S-8=0

= (xX)+ (% +%)-8=0 est la relation cherchée
3°) Pour quelles valeurs de m I'équation admeacies de signes contraires ?
Pour me&] 7/5 ; 2[ x; et % sont de signes contraires.
4°) Pour quelles valeurs de m I'équation admeaches positives.
Pour me&[1; 7/5] x; et % sont toutes deux positives.
3— Comparaison d’'un réel o« aux racines d’'une équation du second degré:
1°) Théoreme :
Soit I'équation f (x) =ax® +bx+c=0 (az 0) avecA>0 etxeR.
« Siaf(a)n0, alors ona: xy, nanx, ;
« Siaf(a)¢0Q, alors ona: xNX Na OU AMX NX, ;
= Sien plus(a +2£aj @0, alors x; X, T ;

= Sjen pIU{a +2£]T[0, alors aTix X,
a

 Siaf(a)=0, alors a es solutior de I'équatior.
2°) Exemple :

Classemx = 2 par rapport aux racines de I'éguation :
(M=2)% —=2(m+1)x + m=3=0
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Réponse :

1% cas : sim—2 = @ m = 2 I'équation devient —6x—1 =€ x = —%< X =2.

2éme

cass. m220 M2, AN=TMm-5A=0<= m=—

m | o 5/7 +00

D +

af (@) = (m-2)(m-2)4-4(m+1)+m-3] ;
af(a)=(m-2)(m-15) ;

af(a)=0 < (m-2)(m-15=0 < m=2oum=15.

m | - 2 15 +00

af(a) + D - D +

+E_Zm—lO_m—S
2a 2(m-2) m-2

. Dressons le tableau récapitulatif

m | —oo 5/7 2 5 15 oo

A’ - D + + + R

+ ) _ _ ) N

+ — D + +

. Pas de Xxi<Xe<a | X<a<X | Xi<a<X | X<X<a
Resultaty racines / \ / \ /\ /\
-4 -1 Xy

X1=Xo=——<aa X1:€<a X1< 0L < Xo 6

3 X2=——<a
Xe=d 13
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4 — Exemple d’'Inéquation paramétrique:
Exemple :

Soit f(x) =(m-2)x* +2(2m-3)x+5m-6. Résoudre et discuter suivant les
valeurs du parametre raall'inéquation f (x) < O .

—-0-

1°cas:Sim—-2=0>m=2,alorsona:2x+40< x < -2
dot S =¢-; - 2|.

2®Mcas : Sim— 2 0, <m=+2, alors

A=42m -3§—4(m—-2) (Gm -6} A=4[-nf+4m—3]=4A".

AN=0e —nmf+4m-3=0= m=1etm=3.

On étudie le signe da’ etdea (ici=m-2).

e Pourme&]—oo; 1[ A’<0 donc f (x) est du signe de a=m — 2 ; qui est
négatif dou S R ;

e Pour meg] 1; 2[ A’> 0 donc I'équation admet deux racines

_ —2m+3—\/—m2+4m—3 o —2m+3+\/—m2 +4m-3

17 (m-2) 27 (m-2)

; et (m - 2) négatif

X —o0 X1 X2 +00

f(x) - 0 + ) -

S=]w0o;x[U]Xz;+00 [
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« Pourme]2;3[ A’> 0et(m-2) positif

X —00 X1 X2 +00
f(x) + D - D +
S=]x; X[

« Pourme&]—oo; 1[U] 3; +oo[ A’<0 doncf (x) est du signe de a = m—2

qui est positif d'ou S 2.

X —00 +00
f(x) *
S=¢
« Pourm=1A’=0doncx; =X, -Zam+s_ -1 et m—2 négatif ;
(m-2)
X —00 X1=%=-1 +00
f(x) - ) -
S =R- {-1}
-4m+6 "
« Pourm=3A’=0doncx, =X, =———=-3 et m-2 positif ;
A 1= %2 2(m-2) P
X —o0 3 +00
f(x) + D +
S=0
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V — Systemes d’équations et d'inéquations :

1°) Systéme d’équations du® degré a 2 inconnues :
a) Définition :
Soient a, b, ¢, @', b’, ¢’ six réels donnés. Réseymbur x et y réels le systeme

ax+by=c (EK)
{a‘x +b'y=c" (E))
Consiste & déterminer I'ensemble S des coupley)de réels qui vérifient
simultanément les deux equations.

c) Exemple :
- 11
Résoudre pour x et y reels le systeme{(zs) 4y c
y=
« 1°® méthode : par combinaison linéaires
2x =5y =11x(-3) 2x -5y =11x (4)
(S) _ (S _
3x+4y=5|x(2) 3x+4y=5|x(5)
-6Xx+15y =-33 -8x-20y=44
6x+8y =10 15x+ 20y =25
23y=-23-= y=-1 3X=69 <« x=3

Le systéme (S) admet le cougfs —1) comme solution S={ (3;-1) }.

N 2éme

méthode : par substitution

S) {jx—5yf11 @)
x+4y=5 (2)

Dans I'équation (1) exprimons x en fonction y :2%y = 11< x= oY +11.

Dans I'équation (2) remplacons x par sa valeur :

3(5y;’11]+4y=5 - 12y+4y_5_3_23 - 15y +8y=-23 « 23y=-23

= y=-1.0On remplace y par -1 dans I expressmnxdey— On obtient

x =3. D’ou I'ensemble solution du systéme &st{ (3;-1) }
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« 3°™ méthode : par déterminant
Soit le systeme de deux équations du premier dedetix inconnues X et y.

axtby=p (E)
cx+dy=q (k)
Oua;b;c;d;p;qsontdesréels donnés: Emoudre ce systéme on calcule

a
le déterminant principal Dét= q =ad-bc;
Cc
. : . p b
le déterminant secondaire enl}; = d =pd-bqg;
q
) : . a p
le déterminant secondaire enly; = =agq- pc;
c q

« SiDét#0 ; alors les droite¢E,) et (E,) sont sécantes en un point
I (x; y). Le systeme admet un couple unic(ue y) de solution tel que :

D D
= Ji— t =Y et S= :
% Dét LY Deét © { (X y)}

Si Dét=0 | ‘
" et D,#0ou D 0} Alors lesdroites (E,) et (E,) sont paralléles
Le systéme n’admet pas de solutiofs,¢.
Si Dét=0 _
* et D=0 D - } Alors lesdroites (E,) et (E,) sontconfondues
Le systéme admet une infinité de solutions de fianéo
S={(x;ax+pB)/x0IR} ouS={(ay+4; y) yOIR}.

Exemple : Soit a résoudre par la méthode du détamhie systeme

S) {2x—5y =11 (@

3x+4y=5 (2
2 - 11 -5
Dét= =8-(-15=23; D, = =44 (25 =69 ;
3 4‘ (=19 x ‘5 ‘ (=29
2 11 D, -
= =10-(339=-23; x=x =Pz, yo v -T2y
3 5 Dél 23 Dél 23

D’ou I'ensemble solution est S={ (3;-1) }.
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d) Interprétation graphique du systeme :

S) {32x—5yf11 @)
x+4y=5 (2)

A
y
+3
D2
—‘\ 3 /
S T
_4 B 5 X
/\
D1 51+

2x — 5y = 11 est une eéquation d’'une droite D

3x + 4y =5 est une équation d’une droite D

Le calcul précédent permet d’affirmer que les @(D) et (D,) sont sécantes
au point | (3 ; -1). (3 ; —1) est la solution dsteyne.

2°) Systemes de trois équations a trois inconnues :

Exemple :Résoudre danR® le systéme suivant

3X-y+2z=13 (L)
Xx+3y-5z=-16 (L,)
4x+2y-2=3 (Ly)

Equations — Inéquations

Page 15 sur 18 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



 Méthode de Substitution :

(L3) = z = 4x + 2y — 3. En remplacant z par sa valeusdes autres equations

. . [1x+3y=19 (@
on a le systeme devient :
-19x-7y=-31 (2

(1) = 3y =19 — 11xe> y = 01X

. En remplagant y par sa valeur dans (2) on

obtient : 20x =40= x=2=y=-1 z = 3. D'ou la solution du systéme est le
triplet (2 ; =1 ; 3). Et 'ensemble solution 8t{ (2;-1; 3) }.

» Méthode du pivot de Gauss :

3X-y+2z=13 (L)
X+3y-5z2=-16 (L,)
4x+2y-2=3 (Ly)

Eliminons x dans les équations)let (Ls)

(L) 3x-y+2z=13 (4L)) 12x-4y+8z=52
(-3L,) —-3x-9y+15z=48 (-3L,) -12x-6y+3z=-9
=0-10y+17z=61 =0-10y+11z=43

X-y+2z=13 (L)
Le systeme devient:0-10y +17z2=61 (L,)
0-10y +11z=43 (L)

Eliminons y dans I'équation ¢).

(L,) -10y+17z=61
(-Lg) 10y-11z=-43
=0+ 6z=18
X-y+2z=13 (L)
0-10y+17z=61 (L,) Un tel systeme est dithelonné ou triangularisé
0+ 0+ 6z=18 (Ly)

Le systeme devient :
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(L) =6z=18 = z=3
(L,)=-10y+51=61 y=-1 d'ou S={(2;-1; 3) }
(L) =>3x+1+6=13 = x=2

3°) Systéme d’inéquations du 1 degré a 2 inconnues :
Exemple 1:

Représentons I'ensemble des solutions du systéméqgdiations :

1

X—2y+2n0 =
y Ce systeme est équivalent au syste eP 2X +1
X+y+1m0 yT-x-1

il faut représenter dans le plan les droites d’égoaespectives :

(Dy) : y=%x+1 et (D) :y=—-x-1.

La région du plamon hachurée est la partie solutdunsysteme.
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Exemple 2 :

Représentons I'ensemble des solutions du systéméqgdiations :

Xx+y-1<0
2x+2y+320

Ce systeme est équivalent au systéme

y<l-xX
y>—x—§
B 2
il faut représenter dans le plan les droites d’éqonaespectives :
3
(Dy) : y=—x+1et(Q):y=—x—§.

La région du plan non hachurée est la partie smiudu systeme.
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