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FONCTIONS NUMERIQUES
Classe : 11°™ Sciences Durée : 20H
Domaine : SMT Discipline : Mathématique

Théme : Fonctions numériques
Competences :
- Reésoudre une situation probléme
- Communiquer des messages en utilisant le langage et le symbolisme mathématique.
Composantes et manifestations :
- Participer a des échanges d’informations a Caractére Scientifique, mathématique ou
technologiques.
- Partager les informations relatives a la démarche Scientifique et mathématique.
Ressources Educatives
Ressources humaines : Professeurs ; éleves
Ressources Matérielles : tableau, livres, régle, équerre,
Stratégies d’animation : Travaux en groupes
Contenus
Aucune entrée de table des matiéres n'a été trouvée.

Déroulement des activites
Chapitre : Etude locale d’une fonction numérique.

Séquence 1 : Limites —Continuités

I.  Limites d’une fonction numérique :
1. Limite d’une fonction en un point :
Activité :
Soit p désignant un entier naturel :
Compléter le tableau suivant :

p |1 2 3 6 7 9 10 13 20
10P
107P
Que constatez-vous ?
Synthése :

Plus p est grand, plus 10?7 est grand.
Plus p est grand, plus 10~ est proche de 0.
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a) Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de centre x,, sauf peut étre au point x.
On dit que la fonction f admet un réel I comme limite au point x,, Si pour tout x € I,
f (x) devient suffisamment voisin de [, lorsque x est de plus en plus proche de x,.
On écrit lim f(x) =1

X—Xg

Exemple : f:x — 2x2+x +1; x :%
1
lim £G) = £ (5) = 2
x-3

Théoreme : La limite d’une fonction en un point si elle existe, est unique.
b) Opérations sur la limite en un point :
Théorémes :
- Si f et g sont deux fonctions admettant chacune une limite en un point x,,
alors les fonctions f + g, f X g et Af ou A est un réel quelconque admettent
une limite en x, etona:

lim (£(x) + g00) = lim £() + lim g(x)
Jlim (f(x) x g()) = lim f(x) x lim g(x)

limAf(x) =2Alim f(x)
X—Xg X=X
- Sienplus lim g(x) # 0 alors les fonctions% eti admettent une limite en x,
X—Xo
etona:

1 1 e 0

XX

xl—gclo g(x) lim gx) et xh—>r:rc10 glx) hm g(x)
—-Xg XX
- Si f est une fonction admettant le réel [ comme limite en un point x, et g
une fonction admettant une limite au point [, alors la fonction composée g o
f admet une limite en x, et xli—>r§c10g of(x) = LILT‘II gx)

Exemple :
T\ . _T
f(x) = cos (Zx +E) ) Xo = 3
lim (2 +n) LT ~V3
m(2x+—-)=—+—-=— im cosx = ——
Xl 6 3 6 6 . 5m 2
3 6
Evaluation :
Calculer les limites suivantes :
-7 1
lim_ 4V3; llm ; lim —
x—y/19 2 -2’ x—»n\/_
2. Limite a droite, limite a gauche en un point :
Activité :
Soit la fonction f: x ~» &=20*3)
|x+3]
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1) Etudier le signe x + 3 et puis écrire f(x) sans la valeur absolue ;
2) Etudier la limite de f avec la valeur absolue et puis sans la valeur absolue au

point x, = —3.

Syntheése :
- Définition :
e La lim,__3- f(x) =4 est appelle la limite & gauche de f au point
-3
e Lalim,__ 5+ f(x) = —4 est appelle la limite & droite de f au point
-3.
- Théoreme :

Une fonction admet une limite en un point x, si et si seulement si elle admet
une limite a droite et une limite a gauche en x, qui sont égales, c’est-a-dire
limy; f(x) =limys f(x) =L lER.

Evaluation :
Calculer les limites suivantes :

x(x+1) . x*-9
m :

)

1m
x-0 x| " x--3|x[ -3

3. Reégles de calcul des limites:
Soita e R:

. Rl)JlCirréx=a;

e R2) lim x=+40; lim x=—w;
xX—+co X——00
.1 .1
e R3) lim=-=+00; lim - = —o0;
x—0t X x—>0" X

Démonstration :

X 0,01 |[0,001|0,0001]|0 x -0,01 | -0,001 | -0,0001 | O
1 1
x x
e Ry lim 2=0; lim ~=0;
X—>+00 X X—>—0 X
Démonstration :
X 10 100 | 1000 x -10 | -100 |-1000
1 1
x x

—o00 si n est impair

e Rs5)VneN*limx™ = +oc0; lim x™ = {

x—+00 xX——co +o00 si n est pair
. Sinx . tanx
e Rp)lim =1; lim =1;
x—-0 X x-0 X
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1—cosx 1

e R7)lim =-; lim =0;
7)x—>0 x? 2’ x50 o« 0;
Remarque :

- lalimite a I’infini d’une fonction polyndme est la limite a 1’infini du monéme
de plus haut degre.

- La limite a I’infini d’une fonction rationnelle est la limite du quotient du
mondme de plus haut degré au numérateur par le mondme de plus haut degré
au dénominateur.

Exemple :
. . 3 2 .
% lim (7x* = 3x +2) = lim 7x? (1 -——+ —2) = lim 7x* = 4+
X—+00 x—+00 7x 7x xX—+00
2
. 3x+2 . 3x|\ 1+ 3
<o ZX—: %: lim —xzzl —=0
x—>—00 7X°=3x+2  x—>-o0 7x2(1——+—2) x——00 7X x——007X
7x 7x
Evaluation :

4. Formes indéterminées :
Activité :
Calculer les limites suivantes :
x?+x—6

a) lim—=——-;
x—2 X“°=7x+10

b) li V3+x—V/5-x
*ol V2t 7—io—x ’

C) xl_iﬂo(‘/l —x+Xx),

. _ VxP-x+2 >
d) lim (x P g |

xX—+00
Syntheése :
Dans la recherche de la limite, si nous obtenons I’une des formes suivantes :
;g; 0 X 00; (+00) + (—o0) , aucun théoreme Mathématiques ne nous permet de conclure.

0
0
On dit qu’on a une forme indéterminée.

Lorsqu’on a une forme indéterminée, on léve 1’indétermination.

s VB+x—/5—x _ V3+1-V/5-1 _2-2 0 . .
Par exemple dans b) on a : 31613} Nora AT A e it Forme Indéterminée.

Levons I’indétermination en utilisant les formules des produits remarquables :

A3+ x—V5—x

im

=14/2x +7 —V10 — x
im (V3+x—V5—x)(V3+x+V5—x)(V2x + 7+ V10 — x)
Cxol(V2x 17 —VI0—x)(V2x + 7 +VI0 —x)(V3 ¥ x + V5 —x)

|
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B+ x—-V5—x _ (2x—-2)(V2x+7+vV10—x)
= lim = lim
=>1\2x+7-vV10—x 1 (3x—-3)(vV3+x+V5—x)

En simplifiant le numérateur et dénominateur par (x — 1) on aura:

V3+x—-V5-x  2(V2x+7+vV10-x) 2(V2+7+V10-1) 6

lim = lim = =
=>1\2x+7-V10—x *1 3(¥V3+x+V5—-x) 3(V3+1+V5-1) 6

Donc thS—x —
x>1V2x+7—V10-x

Il.  Fonction continue :
1. Fonction continue en un point :
Synthése :
Définitions :
e Soit f une fonction définie en un point x, :
On dit que f continue en x, Si ,}il}} f(x) = f(xo).
—Xo

e SoitreR,r>0:
- Si f est définie sur I’intervalle ]x, —r, x,], on dit f est continue & gauche au

point x, si lim f(x) = f(x,).
xX=Xg
- Si f est définie sur I’intervalle[x, , x, — 7[, on dit f est continue & droite au
point xo si lim_f(x) = f(xo).
X—>Xg

2. Prolongement par continuité :
Activite :
Vx+1-2
x-3
a) Trouver I’ensemble de définition de f.
b) La fonction f admet-elle une limite au point x, = 3.

Soit la fonction f: x —

Syntheése :

- La fonction g:x — qui coincide avec la fonction f sur Df, admet un

1
Vx+1+2
limite en x, = 3 et est continue en ce point.

On dit que la fonction g est la fonction prolongement par continuité de f au
point x, = 3 ;etona lim f(x) =limg(x) = 2,
x—3 x—3 4
- Définition :
X0 € Df
f est prolongeable par . . .
( continuité au poin xq ) si et seulement Sl{xllI}Cl f(X) =[LleR
—Xo

3. Fonctions continues sur un intervalle :
Activité ;

a) Définition :
|
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Une fonction est continue sur intervalle si elle est continue en tout point de cet
intervalle.
Théoreme :
- Une fonction polyndme en tout point de R.
- Une fonction rationnelle est continue en tout point de son domaine de définition.
- Les fonctions x » sinx ; x = cosx;x ~ |x| sont continues en tout point de R.
b) Propriétés :
« Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I alors les fonctions f +
g;f-getAfoudeR sontcontinuessur /.
Et si en plus g ne s’annule pas sur I (c’est-a-dire Vx € I g(x) # 0) alors les
f
g
% Si f est fonction continue en un pointx, et g une fonction continue au point
f(x,) alors la composée g o f est continue au point x,.
1. Dérivées:
1. Fonction dérivable en un point :
a) Définition :
Soit f une fonction définie en un point x,, on dit que f derivable en x, si et

seulement si lim £&~/C0)
X=X X—Xo

Cette limite est notée f'(x,) et est appelée le nombre dérivé de la fonction f au point

Xo-

Autre définition ; en posant h = x —x, , h € R = x = x, + h, f derivable au point

f(h+x0)=f(x0)
h

. 1 .
fonctions 5 et =sont continues sur 1.

existe et est finie.

X, Si et seulement si la limite : ;lm(l) existe.
-

Exemple: f(x) = x*+x; xo = —1
b) Nombre dérivé a gauche et a droite d’un point :
- Une fonction f est dérivable a gauche en un point x, si et seulement si la limite
i f(x)=f(x0)
X>Xq X—Xo
Cette limite si elle existe, est appelée nombre dérivé a gauche au point x, de la
fonction, on la note f’g (x0)-

existe et est finie.

- Une fonction f est dérivable a droite en un point x, si et seulement si la limite
lim f)—f(x0)
x-xF X~ Xo

Cette limite si elle existe, est appelée nombre dérivé a droite au point x, de la
fonction, on la note f”, (x,).

existe.

Théoréme :

La fonction fest dérivable en x, si et seulement si f est derivable & gauche et a droite en x,

et f',(xo) = f', (%0).
2. Interprétation géometrique :

|
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a. Soit f une fonction définie sur un intervalle Iet dérivable au point A d’abscisse a de I, de
représentation graphique ci-dessous :

6 i
@
1
1
5 i
1
1
1
1
43(_3 ________ 1
1
! 1
! 1
! 1
34 1 i
! 1
! 1
! 1
! 1
2 - ] i
! 1
' 1
Cs 1 1
/ ! 1
1+ [} 1
! 1
H 1
0 :a 'X
T Q T T T T * >
0 1 2 3 4 5 6 7

Soit A(a; f(a)) un point fixe de C;. Considérons le point M(x ; f(x)) mobile sur C;. Le

rapport r = % est le coefficient directeur de la droite (AM). Lorsque M tend vers

A(x — a) la droite (AM) tourne autour du point A et tend vers une position limite qui est
celle de la droite (4,). (4,) est appelé la tangente a la courbe C; au point d’abscisse a de
coefficient directeur ou de pente f'(a).

b. Equation de la tangente a la courbe en un point a :
L’équation de la tangente (A,) a la courbe C; de f au point d’abscisse a est :

D) :y=f'(@kx-a)+f(a)
Remarque : si le coefficient directeur f'(x,), la tangente est horizontale ou paralléle a ’axe
des abscisse en x,.
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3. Fonction dérivable sur un intervalle :

a) Définition :
Une fonction f est dérivable sur un intervalle I si elle est dérivable en tout point de
I.
Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I alors ’applicationf’: x ~ f'(x) est
appelée fonction dérivée (ou dérivée premiéere) de f sur ’intervalle 1.

Exemple : f:x » x2 + 3x + 2

|

o

2 2
x)— f(x xX“+3x+2—x5—3x9—2
Vxo € R, lim M = lim 0 0
X=X X — xO X—Xg X — xO
o x2+3x—x5—-3x, .. (x—2x9)(x—x+3)
= lim = lim
X-Xg X — Xg X=Xo X — Xp
=lim(x +xy +3) = 2x, + 3
X—Xg

= f est dérivable en x, et f'(x,) = 2xy,+ 3 d’ou f est dérivable sur R et sa
dérivée f' est définie par Vx, € R f'(x) = 2x + 3.

Remarque :

- Une fonction polyndme est dérivable sur R.

- Une fonction rationnelle est dérivable en tout point de son domaine de définition.
- Les fonction x = cosx et x ~ sin x sont dérivable sur R.

b) Dérivées successives :

e Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors sa fonction dérivée sur [
est notée ' qu’on appelle aussi dérivée premier de f sur I.

e Si f' est aussi dérivable I, alors sa fonction dérivée sur I est appelée dérivée
second sur I que ’on note f"'.

e Si f" est aussi dérivable I, alors sa fonction dérivée sur I est appelée dérivée
troisiéme sur I que I’on note f''". De proches en proche, si f est n fois dérivable
sur I, alors sa dérivée n*®*™€ ou dérivée d’ordre n est notée f ™.

. d a2 an
On note aussi f' :é = d—x’:....; fr= #.
Exemple :
fixo3x*—2x3 —4x? +x+1
.________________________________________________________________________________________________________________________________|
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f'(x) =12x® —6x% —8x + 1
f"(x) =36x*—12x — 8
£ (x) = 72x — 12
fHx) =72
fPx)=0
VneENNn=>5f"(x)=0

¢) Sens de variation d’une fonction :
Activité :
Soit f:x > x* — 4
a. Etudier le signe f';
b. Compléter le tableau suivant :
-3 -2 -1 0 1 2 3

X
f(x)

En déduire la sens variation f sur I’intervalle [—3; 3]
Que remarquez-vous ?
Théoreme :
Soit fun fonction dérivable sur un intervalle I :

- Sif" = Osur I alors sur fest croissante sur I.

- sif’ < 0surlalors f est décroissante sur I /

- si f" = 0sur lalors falors constante sur .

-
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