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FONCTIONS NUMERIQUES
Classe : 11°™ Sciences Durée : 20H
Domaine : SMT Discipline : Mathématique

Théme : Fonctions numériques
Competences :
- Reésoudre une situation probléme
- Communiquer des messages en utilisant le langage et le symbolisme mathématique.
Composantes et manifestations :
- Participer a des échanges d’informations a Caractére Scientifique, mathématique ou
technologiques.
- Partager les informations relatives a la démarche Scientifique et mathématique.
Ressources Educatives
Ressources humaines : Professeurs ; éleves
Ressources Matérielles : tableau, livres, régle, équerre,
Stratégies d’animation : Travaux en groupes

Contenus

Déroulement des activités

| - Généralité sur les fonctions

1) Définition d’une fonction :
On appelle fonction toute relation de A vers B qui a chaque élément de A on associe au plus un
élément de B.

2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f :

On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f,
I’ensemble des éléments qui ont une image par f. On le note Df.

Exemple
- Sif(x) = u(x) (fonction polyndéme) ; alors Df = R =] — oo; + oo

- Sif(x) = ulx) (fonction irrationnelle) ; alors Df = {x/xe R; u(x) 0}
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- Sif(x) = % (fonction rationnelle),alors Df = {x/xe R; v(x) =0 }.

Evaluation
Déterminons 1’ensemble de définition des fonctions suivantes :

1) fo) =200 ) f(x) = (x + 2VAZ - 3x + 2
N
VW= s ¢ AW= 5,
5) f ) = L2 O
Synthese
1) f(x) — —3xjc++5;c +1

Di={x/x eR; x + 3 #0}

x+3#0=>x# -3 =>Di=R—-{-3}=]-w; -3[U]-3; +]
) f(xX)=(x + 2)Vx2 —3x+2

Di={x/x ER;x>—3x+2>0}

x2—=3x+2>=0.Posons x? —3x+2=0=>x, =1 ¢t x, =2

+ oo

1 2
x2—3x+2‘ + l9/7/‘ o +

=>Df=]-00;1] U [2; + ]

X —

X+ 2

3 fN)= s
Di={x/x €R; x> =3x+2 >0 etx—VxZ—3x + 2#0 }

x2—=3x+2>0.Posons x2—3x+2=0=> x; =1¢et x, =2

x‘ — o 1 2 + oo
x?—3x+2 V///A) - ‘g////

X—Vx2—=3x +2#0<=>+Vx2—-3x + 2#x<=>x?>—3x + 2 # x?

=>—3x+2¢0=>x¢_?2

IR P /)

M. ADD vous propose cours de Fonctions Numériques 11eme Sciences 17/2018 2




%ﬁé @m %ﬂ de &M Chargé du cours : Abdoulaye Drissa DEMBELE,

(LYMG) abdouldem25@gmail.com

76 34 32 34 / 66 34 32 34

=>Df=[1;2]
V= 3
@)=

Di={x/x ER;—x?*—3x+4 #0 et—x +3 >0}
(1):—x?2—-3x+4 #0 =>x;, #1letx,  — 4
(2): =x+3=20 =>x <3

Df:{X/X ER; 2x ¢§ et Cos(x);tO}

(1):2x #2 =>x # =
2 4

5 (%) (x) (n) x¢§+2kn
:Cos(x)#0<=> Cos(x)#Cos|=)<=>
(2) 2 xqt—g:an

= >Df =R— {_g N E}

4 2

Sl SRS IR (0 (0 R

-8
6) f()= e
Di={x/x €R;x*+1 >0 etx+Vx2+ 1#0 }
x24+1 =0 (Vraie)

x+VxZ+ 1#0<=>Vx2+ 1#x <=>x%?+ 1 # x2 =>1 # 0( Vraie)
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=>Di=R = |- ; + 0]

3) Opération sur les fonctions :

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur leur ensembles de définition Df et Dg.

a- Somme :

Vx eDfetvx €Dg; (f+g9)x) =f(x)+ gx)

b- Produit :
Vx eDfetVvx eDg; (fxg)x)=f(x)*xg(x)

c- Quotient :
)

f f(
Vx eDfetvVvx €Dg; (5)(x)= g(—z) avec g(x) # 0

II- Limites

Objectifs

Ce chapitre vise a :
» Compléter 1’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premiére par :
- L’introduction de la limite d’une fonction composée ;
- La limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.
* Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels liés a
la continuité de cette fonction.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
» Limites e Déterminer la limite d’une fonction :
- Limite d’une fonction - en utilisant les limites de référence ou une
composeée. expression conjuguée ;
- Limite d’une fonction monotone - en ayant recours a la définition d’un nombre
sur un intervalle ouvert dérivé.

[
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* Branches paraboliques de direction
(Ol) et (OJ) dans un repeére (O, I, J).

* Continuité sur un intervalle :

- Opérations, composée
(propriétés admises).

- Image d’un intervalle.

« Fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle :

Théoreme 1 : si f est une fonction
continue et strictement monotone sur un
intervalle I, alors f est une bijection de |
sur f(1). sa bijection réciproque f~lest
continue et de méme sens de variation
que la fonction f

* Déterminer la limite d’une fonction composée.

« interpréter graphiquement :

x x
lim M =0, lim m = 400 (resp. —)
xX—>+oo X xX—>+00 X
x x
lim M =0et lim & = +oo (resp.—)
X—>—00 X X——00 X

* Démontrer qu’une courbe admet une branche
parabolique de direction (Ol)(reps. (OJ) )

* Déterminer ’image d’un intervalle par une fonction
continue :

- en utilisant le tableau de variations ;

- en utilisant une méthode algébrique.
* Démontrer qu'une fonction réalise une bijection d’un
intervalle I sur un intervalle J dans le cas ou f est donnée
par une formule explicite, déterminer f=1 (x).

Théoréme 2 : si f est une fonction
continue et strictement monotone sur un
intervalle 1, alors pour tout m de f(1),
I’équation f(x) = m admet une unique
solution dans 1.

Corollaire : soit f une fonction continue
et strictement monotone sur [a, b]. Si
f(a) et f(b) sont des signes contraires,
alors 1I’équation f(x) = 0 admet une
unique solution dans I’intervalle ouvert

]la, bl.

* Fonctions du type :
- x+ Vx, (ne IR *)
- X x'(re@ xelR+*).
Définitions ; notons x /a
Propriétés des puissances
d’exposants rationnels

* Prouver I’existence d’une unique solution de
I’équation : f(X) = m sur un intervalle I.
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Activité 1
. . g - 1
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = =
a- Compleéte le tableau suivant
x | —3000000 | —2000000 — 1000000 | O | 1000000 | 2000000 3000000
f(x)
b- Donne la valeur de x pour la quelle f n’est pas définie.
c- Que peux-tu conclure quand x tend vers —oco ou + oo ?
Activité 2
Soit la fonction f définie sur R par f(x ) = x3
a- Compleéte le tableau suivant
X — 3000000 — 2000000 — 1000000 0 | 1000000 2000000 3000000
f(x)

b- Que peux-tu conclure quand x tend vers — o ou + oo ?

1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1

lim x=+4o0; lim x?= 4o ‘lim x®=4+0 :  limyx=+o
X = +0oo X — +o00 X — 4o X = +oo

lim x=—o0; lim x?’=4 0 ; lim x> =—o

X - —o0 X > —o X > —©

b) Propriété 2

lim ==0; lim —==0; lim—==0; lim = =0(K €R)
X X X X

2

M. ADD vous propose cours de Fonctions Numériques 11eme Sciences 2017/2018 6



%&?jﬁ @m %ﬂ de gﬂ& Chargé du cours : Abdoulaye Drissa DEMBELE

(LYMG) abdouldem25@gmail.com
76 34 32 34 / 66 34 32 34

X — +o00 X — 400 X = +0o X — +o00

lim ==0; lim —=0; lim = =0; lim —==0(k€R)
X X X X

X = —oo X—> —o X = — o0 X = — oo

C) Propriété 3:

Si k est un réel non nul alors :
lim S = oo (le signe de oo dépend du signe du zéro et du signe de k ).
x— 0

2) Opération sur les limites

a) Somme :
f l l +o0 —00 +o0
g r +o0 0u — + 0 —® —®
f+g L+ +00 OU —00 +00 —0o0 Forme
indéterminée
b) Produit :
f l [0 0 o0
g r 0o 00 00
feg Lel oo regle des Forme oo régle des
signes indéterminée signes
c) Quotient:
f l l 0 l o0 o0
g r o I'=0 0 0 l o0
f L +/—a | Forme 0 oo régle | Forme
g U gauche /a | indéterminee des signes | indéterminéee
droite
NB:
On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminées qui sont :
—o0 + oo ; 0Oxoo 02 ; =,

3) _Limite des fonctions polyndmes et rationnelles a Pinfini.
.________________________________________________________________________________________________________________________________|
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a) Limite d’une fonction polynome a Dinfini

La limite d’une fonction polynéme en + o ou en — oo estégale a la limite de son terme du
plus haut degré.

Exemple: lim 1-—2x?+3x= lim —2x2? = =2 (—»)? = — oo,
X — —00 X > —0O

b) Limite d’une fonction rationnelle a P’infini :

La limite d’une fonction du rationnelle en + o0 ouen —ooest égale a la limite du quotient des
termes du plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

. —3x +4x3+x%-1 . 4x3 .
Exemple : im—————=1lim — = lim 4x=+4o
x2-1+x x2
X — 4+ oo X — 400 X — +

N.B : La propriété sur les limites des fonctions polynémes et des fonctions rationnelles ne peut étre
utilisée qu’en + oo OU en — oo,
En aucun cas, elle ne peut étre utilisée lorsque x tend vers un nombre réel.

4) Limite de la composée de deux fonctions :

Soient f et g deux fonctions et fog leur composée definie sur un intervalle | contenant « a » ou a
estune borne. Si: limg(x) =1 et silim f(x) =T alors lim fog(x) =17
xX—=a x =1 xX—= a
5) Limite des fonctions circulaires :

Si a est un nombre réel non nul, on a:

lim Sinleet li sinax:1
x—0 x— 0

lim %le et lim tf;":l
x—0 x—- 0

lim 1-cosx — 1 et lim 1—cos(ax) - 1
x2 2 (ax)? 2
x—->0 x—-0

6) Limite & gauche — Limite a droite de xo

a) Limite & gauche de xo
.________________________________________________________________________________________________________________________________|
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On appelle limite a gauche d’un réel xo d’une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x tend
Vers x, par valeurs inferieures on note : lim f(x).
X =Xy
b) Limite a droite de xo

On appelle limite a droite d’un réel xo en une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x tend
Vers x, par valeurs supérieures on note : lim f(x).

x - xo"
NB:
Une fonction admet une limite en un point x, si sa limite & gauche est égale a sa limite a droite.
Iim f(x) = Ilim f(x)
X > xy X - xg"
Exemple
Calculer la limite des fonctions suivantes :
. ox—1 . x?-4 . Vx2+1-1
a) lim——; b) lim ——; c) lim
x-1 x - 2% x— 0
sinbx , 1-x , \/2—
d) o e)llmm Hlimx— vx?+ x+2
x—> 0 X > —00 X - +o0
Solution
a) lim 2= = 2= = 2 (Forme .Indéterminée )
x“-1 1-1 0
x -1
Levons I’indétermination.
Loox—1 _ . x—1 1 1 _ l
llmx2—1 B lim (x-1)(x+1) llm(x+1) T2
x -1 x—-1 x—-1
. x?-5
b) lim S—
x—-—1%

Puisque la limite est étudiée a droite de —1, alors cherchons le signe du dénominateur
x? — x — 2 adroite de —1

Posons: x2—x—2=0=>x;, = —1 ou x, =2
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)1 — -1 2 + o0
xz—x—Z‘ + }O— ‘O +
T x2-5 _ -4 _
=>lim = = — =4

Xe—x—2 0

x——1%

B : Le signe du zéro (07) provient de I’étude du signe du dénominateur a droite de — 1

. x2+1-1
¢) lim

0 . -
=< ( Forme Indéterminée )

x— 0
Levons I’indétermination.

coVxZe1-1 _ . VxZ+1i-1 VaZ+i+r _ . (VxZ+1-1)(VaZ+1+1)
lim = lim . = lim
x VxZ+1+1 x(VxZ+1+1)
x—> 0 x— 0 x— 0
— i (m)z—ﬂ_l. x2+1-1 li x? -l x - 0%_
- am x(VxZ¥1+1) lmx(\/x2+1+1)_ lmx(Vx2+1+1)_ lm(x/x2+1+1) 1
x—> 0 x— 0 x—> 0 x—>0
d) tim 20 = 2 (forme indéterminée)

x— 0

Levons I’indétermination.

. sinbx _ .. 5 sin5x 5 Sins5x _ 5
lim = lim=- = lim=- ==
5 2 5x 2
x— 0 x— 0 x— 0
. 1-x _ l
e) llmx2‘3x3+2 T2
x— 0
f) lim x —Vx?+ x+ 2= + o0 — o (forme indéterminée)
X — 4o

Levons I’indétermination.
, (x—VxZ+ x+2)(x + Vx2+ x+2)

lim
(x + VaxZ+ x+2)
X — 400
2
- lim x2-(Vx2+ x+2)" _ lim x2—(x2+ x+2) _ lim x2—x2- x-2
X+ Vx2+ x+2 X + Vx2+ x+2 X+ Vx2+ x+2
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X — +o00 X — +o00 X — +o00
lim ——2 = lim —x2 = lim —x2
V2
X+ VXS4 x+2 x+\/x2(1+1+32) X+l 1+ 2+ 5
X X X
X — +o00 X — +o00 X — +o00
—-Xx—2 —-x—2 -X
lim —————=1= lim =lim— = -1
x+x |1+ 2+ 5 x<1+ 1+3+32>
X X
X > 400 X — +oo X — 400

7) Théoreme sur les limites

a- Théoréme des gendarmes :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Si f(x) Répond a I’inégalité :A(x) < f(x) < B(x).

(limA(x) =1
X — 0
et si et alorslim {c(_)f?: l
Llim B(x) =1
X — 0
Exemple
En utilisant le théoréme des gendarmes, calculé lim 2 ++S”;x
X > +oo
Solution

Onsaitque: —1 <Sinx < 1
En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :
1 <2+S8inx < 3

En divisant chaque membre de I’inégalité par x + 1,0na:
1 < 2+ Sinx < 3

x+1 — x+1 7 x+1
En appliquant la limite 2 chaque membre de I’inégalité, on a :
’ i 2+ Sinx I
lmx+1_ m x+1 - lmx+1
X o 4+ X — 4+ oo X — +
lim— =0
x+1
X — 4o
Or et
Llimi =0
x+1
X — 4o
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2+Sinx
x+1
X = 4o

Ainsi en appliquant le théoréeme des Gendarmes, on a : lim =0

b- Théoréme de ’Hopital :
Soit f et g deux fonctions continues et dérivables en un point x,.

) B _ , - f(x)_ fr(xo)
Sif(xg) = g(xg) = 0 etg’(xy,)#0, alors: lim 9 910

X = X
Exemple

Soient f et g deux fonctions définies par: f(x) = (x-1)*

— 2 _

= ; tg(x)= x*—5x+4

a) Etudier la continuité de f et g en x,=1

b) Calculer g’(1)et f'(1) puisen déduire lim %

x =1

Solution

a) Etudions la continuité de f et g en x,=1

- Etude de la continuité de f en x,=1

132
z e = F
x -1 x =1
Levons I’indétermination :
. -1)2 . -1)32
lim =00 = lim e = lim s = =
x -1 x -1 x -1
=> limf(x)=0
x -1
- Etude de la continuité degen x, = 1
lim g(x)= limx*—-5x+4=1-5+4=0
x -1 x -1
Alors f(1)= g(1)= 0 dautrepart f'(1)=-1 et g (1)=-3 %0
Alors lim £ = [ - —1 -1
g(x) g(1) -3 3
x =1

6) Interprétation graphique de la limite d’une fonction :

e Silimf(x)=1 ou lim f(x)= L (alors la droite d’équation y = 1 ) est asymptote
X > —0o X > 4oo
Horizontale a la combe représentative de f.
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asymptote horizontale . y=|I

-4+

o Silimf(x)=+c oulim f(x) = —oo( alors la droite d’équation x = a) est
X —a X —a
asymptote verticale a la combe représentative de f.

asymptote verticale x = a

o Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou lim[f(x) — (ax+b)] =0
X = +0o X > —o0
(alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives de f).

|
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asymptote obliquey =ax+b

[11- Continuité

1) Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit xo un réel appartenant a .
On dit que f est continue en x, si et seulement si f est definie en x, et si la limite de f(x) quand
x tend vers xo est égale a f(xq)
Une fonction f est continue en x,Si et seulement si :
f(xo) existe et lim  f(x) = f (x9) =1 (I fini).

X— Xo

Remarque : les fonctions non continues en x, sont les fonctions non définies en xqet les
fonctions n’admettant pas de limite en x

2) Continuité sur un intervalle :
Soit f une fonction définie sur unintervalle |=[a ; b] ou I=]a ; b[.Onditque f est
continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de |.

3) Continuité a gauche — continuité a droite

a- Continuité a gauche :
Une fonction f est continue a gauche de xo si  lim f (x) = f(xo).
X > Xg

b) Continuité a droite :

Une fonction f est continue a droit de xo silim f(x) = f(xy)
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X - x"
NB :
Une fonction est continue en un point de x, sielle est gauche et a droite de xo

4) Prolongement par continuité
Soit f une fonction numérique non définie en x, ; mais admettant une limite I en ce point. La
f(x) si x+ x,
lsi x=x
est appelée le prolongement de la fonction f par continuité au point x,
N B : Si f n’est pas définie en x, mais admet une limite en ce point, alors on dit que f est
prolongeable par continuité au point x,.

fonction g définie par : g(x)= {

Exemple
1) Etudions la continuité de la fonction f au point x, donné dans chacun des cas suivant:
_ x%-4 _ o lx—-1]+2
a) {f(x)_ x-2 ; Xo=2 b) {f(X)_ *+3 1x0= 1
f2)=4 f) =5

2) Dans chacun des cas suivants, préciser 1’ensemble de définition de la fonction f puis dire si
elle est prolongeable par continuité au point xo

{f(x)= == 5 {f(x)= e

x0:0 XO=O

Solution
1) Etudions la continuité de la fonction f au point x, donné dans chacun des cas suivant:

a){f(x) = % Si xg = 2

f(2)=4
2_
est continue en xo =2, Si im— =
t cont 2 l i_: 2)
x -2
2_
limi_: =f(2) = %( Forme .Indéterminée )
X -2
Levons I’indétermination.
2_ —_
lim 3;_; = lim {x —2)(x42) xz)_(;”) =limx+2=2+2=4
x -2 x> 2 X -2
. . x2-4
Puisque lim = =f(2)
x -2

Alors f est continue en xy = 2

|
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_|x—1]+2 _
/= T =1

fA) =3

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx —1=0=> x=1

X — 0 1 + o
x—1 — ] +
| x — 1] -x+1 x—1
f(x)=% si x € |—ow; 1]
=>
f(x):—(x;i);z six € ]1; +oo [
fa)==75 six €]-o; 1]
=>
f(x)=3;:31 six € |1 ; +

Ainsi étudions la continuité de f a gauche et a droite de x, =1
f estcontinueen x, =1 si f (1existeetsi limf(x)=1lim f(x)= f(1)= %
x > 17 x - 17

Continuité a gauche :

B 4y -—x+3 _ 1
limf(x)= lim - e
x - 17 x - 17
Continuité a droite :

. _ g X+1 1
limf(x)= lim - -3
x - 17 x - 17

1

limf(x)=f(1)= 3

2

Puisque limf(x)
x - 1° x - 1

Alors fest continue enxy = 1.

2) Dans chacun des cas suivants, précisons I’ensemble de définition de la fonction f et voyons si f

est prolongeable par continuité au point xo

) {f(x) = x;ﬁ

XO=0
- Di=]0; 4+
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- Etudions la continuité de f en x,=0
f n’est pas définie en x, = 0 donc elle n’est pas continue en xy, =0
Voyons si f admet une limite finie x, =0

Levons I’indétermination.
x —Vx (x—vx)(x+vx) _ ;. x% -

3 . X g x—1 _
lim ~ = lim x(x+\/x_) = lim m = lim m =
x =0 x =-0 x =0 x =0

Alors f n’est pas continue en x, = 0.
Par conséquent f n’est pas prolongeable par continuité en x, = 0.

) {f(x) = =

x0=0

. Df= R—{"—Z";kez}

- Etudions la continuité de f en x, =0

lim <X =1
X
x -0
Par conséquent f est prolongeable par continuité en x, = 0
et son prolongement par continuité en x, = 0 est la fonction h définie par :
h(x) = {f(x)= thx six # 0
six =0
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Objectifs

Ce chapitre vise a :

« consolider les notions abordées en classe de premiére telles que la détermination du sens de
variation d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;

* consolider la notion de dérivé et I’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;
* compléter les théorémes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et de

dérivabilité a droite ;

« utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour démontrer des inégalités ou établir des

encadrements.
Savoirs et savoir-faire
SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Dérivées successives ; houvelle notations. » Démontrer qu’une fonction composée est
af . d*f dérivable en un point et savoir calculer le
dx ' dx? nombre dérivé en ce point.

* Si une fonction est dérivable sur un
intervalle, alors elle continue sur cet intervalle.
* Dérivée d’une fonction composée (admise) ;
application & la dérivation des fonctions de la
forme:u™ (n€ Z*); Vu

* Existence de la dérivée d’une fonction
réciproque (admise), formule de la dérivée de
la fonction réciproque.

* Dérivée des fonctions puissances d’exposants
rationnels.

* Inégalité des accroissements finis (2 formes)
* nombre dérivé a droite (a gauche) d’une
fonction en un point.

* Demi-tangente

* Préciser I’ensemble des éléments ou la
fonction réciproque d’une fonction donnée
est dérivable.
* Déterminer le nombre dérivé de la
fonction réciprogue en un point x,
«Utiliser I’inégalité des accroissements finis
pour :

- démontrer une inégalité ;

- établir un encadrement.

* Etudier la dérivabilité d’une fonction
définie par intervalles en un point de
raccordement.

* Interpréter graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un
point x,.

1) Nombre dérivé en un point xo :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant xo.
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fx) — f(xo)
X

On dit que f est déerivable en x, si et seulement si la quantité admet une limite finie

Xo
quand x tend vers x,. Cette limite est appelée nombre dérivé en x, et est noté f ’(xo). C'est-a-
dire :

lim F(x) = f(xo) — f’(xo)

X — Xo
X = X

f(xo+ h) — f(x0)

- admet une limite finie

N.B : f est dérivable en xo est équivalente que la quantite

quand h tend vers zeéro ; il suffit de poser h= x — xo

f est dérivable en xo si elle admet un nombre dérivé f'(x,)

2) Lien _entre la notion de limite et de continuite :

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en x,, .

N.B : La réciproque est inexacte.

3) Nombre dérivé a gauche — Nombre dérivée a droite
a) Nombre dérivé a gauche :

fx) — f(x0)

o

Si lim existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a gauche en xo x -

xO_

Onla note f7(xo)
b) Nombre dérivé a droite :

f&) - f(x0)

o

Si lim Existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a droite en xo.
x - x,t

On la note f(xo0)

Théoreme :
si f est dérivable a gauche et a droite en x, et si les deux nombres dérivés sont égaux alors f est

dérivable en xoetona:
f(x) - f(xﬂ) - lim f(xi - x(xo) — fl(xo)

X — X

lim —
X > X, X > x,"

4) Interprétation graphique d’un nombre dérivé

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et ( C ) sa courbe représentative dans le plan

muni d’un repére orthonormé (O ; 1;J)

Soit M, (ig) un point fixé de (C). M(i) un point courant de (C) ; construisons la droite
(MoM ) . Lorsque x tend vers x, la droite (MoM ) vient occuper une position limite (MoT)
appelée tangente a la courbe (C ) au point I\/Io(;g) ; f’(x0) est appelé pente ou coefficient

directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point M, (’;g)
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a) Equation de la tangente au _point d’abscisse xo: v = f'(x0) (x - x) + f(x0)

Si le nombre dérivé a gauche et’le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la courbe
admet deux demi — tangentes en M, de coefficients respectifs les nombres dérivés a gauche et a
droite de xo et fait un angle en ce point.

Si la courbe (C ). de la fonction f admet en un point xo , une tangente paralléle a I’axe des abscisses
alors f’(xo0) = 0

5) Utilisation des dérivées :

Sens de variation d’une fonction.
Soit f une fonction définie par : x > f(x). On appelle dérivée de f, la fonction f’ définie par :
f x> f’(x) nombre dérivé de la fonction f au point x
Formules sur les dérivées :

Dérivées usuelles :

Fonctions Dérivées Domaines de dérivabilité
a (constante) ) R
ax a R
ax" nax"! R
a —nax™1 R"
xn T em
Vx 1 R™
2Vx
Vax +b _* R+
2vVax + b
Cos x —Sinx R
Sin x Cos x R
k
s Cos?x _ L+tg'x v {TH}
Cos (ax + b) —aSin (ax + b) R
Sin (ax + b) aCos (ax + b) R
olax+b) Cos? (Zx+b)=1+t2g(ax+b) R-{ax+b %}ke Z

|
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Fonctions Dérivées
u+ v v +v
au (a € R) au’
w (v) uv + v'u
a —au’
a(a € R) .
u W) ) — ()W)
v (U)Z
(w)" n(u’) (W™
a —nau'u™1
e (a €R) —
Vu o
2vu
Cos (u) —u'Sin (u)
Sin (u) u'Cos(u)
tg (u) u’
Cos?u
u = (gof) (x) w=f"(x) g7Xx)

6) Dérivée de la réciproque d’une fonction f :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |.
Alors f réalise une bijection de I sur sur f (1) et admet une bijection f~* de f(I) dans |

Ayant méme sens de variation que f

Pour calculer (f1)’(xo), on peut procéder comme suite :
On détermine la solution de 1I’équation f(x) = xo

7) Sens de variation d’une fonction.

On calcule f’(x) et on vérifieque f’(x) 0

1

On conclue (f1)’ (x) = 7=

Théoréeme :
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Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On retient que les variations d’une fonction

dépendent du signe de sa dérivée. Ainsi :

- Sif’(x)<Opourtoutx € I, alorsV x € I, f est strictement décroissante.

- Sif’(x)>0pourtout x €l,alorsV x € I, f eststrictement croissante.

- Sif’(x)=0pourtout x € l,alorsV x €1, f estconstante ou stationnaire

N.B :

Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de variation de

f. Ainsi un tableau de variation comporte les éléments suivants :

- Domaine de définition

- Valeurs pour lesquelles la dérivée s’annule

- Des fleches croissantes et décroissantes montrant les variations de f.

- Une courbe ( C¢) admet en un point A(x, ; yo) une tangente horizontale ou une tangente
paralléle a I’axe des abscisses si et seulement si : f’(xg) = 0.

- Une courbe ( C¢) admet en un point A(x, ; yo) une tangente de coefficient directeur a si et
seulementsi: f’(xq) = a.

8) Extremum d’une fonction :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en changeant de
signe en passant par x, , alors f admet un extremum en x,.
Si f’(x) passe du signe négatif au signe positif on dit que f présente un minimum
Si f’(x) passe du signe positif au signe négatif on dit que f présente un maximum
Ainsi on dit que : (Cf) admet une tangente horizontale en Mo(xo ; f(x0))

Exemple
1) Etudier la dérivabilité de la fonction f au point x, donné :

_(x=2)?
f(X)_x2+x—6 ;X =2
f(2)=0

2) Calculer la fonction dérivée f ’(x) de la fonction f(x) :

- x2+3x -5
f) = ==
3) Ecrire une équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x :

f(x) =Cos? (%); on donne x,= 2

x% +2x 42

4) Dresser le tableau de variation de la fonction suivante : f(x) = —

Solution

1) Etudions la dérivabilité de la fonction f au point xo

_ (x=2)?
f(X)_x2+x—6 ; X, =2
f(2)=0

|
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f estdérivableen x, =2 Si lim % =1 avec(l €R)
X - 2
(x = 2)?
lim f(x) _f(z) - llmf(x)_o - llmf(x) - limx2+x—2
xX— 2 x— 2 x— 2 xX— 2
X o2 X - 2 X o2 x - 2
. (x - 2)? . (x —2)2 . (x —2)?
_llm(x—z)(x2+x—2) - llm(x—z)(x—z)(x—l) - llm(x—z)z(x—l)
X o2 X - 2 X o2

=lim—— = 1€eR
x—1

X o2
Alors f est dérivable en x, =2 et son nombre dérivéest f'(2) =1
— x2 _
2) Calculer la fonction dérivée f '(x) de la fonction f(x) = xx:—_?”zcs

U(x)=—x%*+3x =5 =>U'(x) = —2x +3

— 52 _
f(x)=xx%§5 V(x) =x3—-2 => V'(x) = 3x2
oy = W@)V@) - (V@)(U@) (2w 43)(xP=2) - (38%)(- x%+ 31 -5)
=200 = v)? - (x3-2)2
, x* — 6x3+ 15x% + 4x — 6
= >f (x) = (x3— 2)2

3) Ecrivons une équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points xo :
f(x)=Cos? (?); on donne xo =2

L’équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points xo = 2 est:

y=f@(x-2)+ f(2)

U(x) = COS(%T) =>| U(x) = - Isin(¥)
f(x)= Cos? (%)
n=2 => Ui = Cos(%)s

=>f'(x) =n(U'())(U" ()

1

=>f'(x) = 2[(—%51’71(%))(605(%))] =>f'(2)=-"Det f(2) =1

ottt y= — Bx— Ioosy= T8, 4 2mB+3
D’ou: y = 12(x 2)+4 =>y = S Xt =)

|
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x2 +2x +2

4) Dressons le tableau de variation de la fonction f(x) = —

D= R—{—-1}=]-00; -1[U]-1; +0oo]

x ‘—oo -1 + o
x+1‘ — O +
, . X% +2x +2 . x2 .
limf(x) =lim ——— = lim=— = limx = —
x + 1 X
X > —0 X > — X > — oo X > —
, . X% +2x+2 . x?
lim f(x)=Ilim ——— =lim — =1lim x = +
x + 1 X
X — + X — + X — 4o X — 4+ oo
X% +2x +2 1
lim x)=lim ——— = — = —
f@) x +1 0-
x - —1° x - —1"
x?% +2x +2 1
lim f(x)=lim ————— = — = 4+
f() x + 1 ot +

x » —1" x - —17

U(x) =x>+2x +2 =>U'(x) = 2x +2

x242x 42

flx) = ~ NI (x)=x+1 =>V'(x) =1
gy = U@)V@) - (V@)(UE) _ @x+2)@+1) - 1)+ 25 42)
= f (x)_ (V(x))2 - (x +1)?

o _ x%+2x 5

—>f(x)—(x+1)2 orVx€eDf,(x + 1)>0

Alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du numérateur x? + 2x.
Posons x2 + 2x =0=>x=0 ou x= —2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x — oo ~2 ~1 0 + oo

V18 24

=

f)
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+ 0 - — +

f(=2)=-2 et f(0)=2
V- Etude de fonctions :

3) Parité et périodicité d’une fonction :

a) Fonction paire :
Une fonction f est dite paire si et seulement si :
Vx e Df et —x € Df;f(—x) = f(x)

b) Fonction impaire :
Une fonction f est dite impaire si et seulement si :
Vx € Df et —x € Df;f(—x) = —f(x)

C) Fonction Périodigue :

Une fonction f est dite périodique de période T s’il existe un nombre réel T tel que
VxeDf et x+TeDf ;f(x+T)= f(x).

Remarque :

- Lafonction Cosx est paire car Cos (— x) = Cos x

- Lafonction Sinx est impaire car Sin (—x) = — Sinx

- Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont periodique et de période T = 2l

la|
Exemple

1+ cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = v et (C) sa courbe.
s° X

1) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f.
2) Etudier la périodicité la parité de f puis en déduire que Ds peux se réduirea [0; ]

3(1-2cosx)sinx
cos* x

3) Montrer que Vx e Df ona: f'(x) =

4) Dresser le tableau de variationde fsur[0; m].

|
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Solution
1+ Cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = .— et (C) sacourbe
0S°X

1) Déterminons I’ensemble de définition Df

Df= {x/x€R; Cos3x # 0}
Cos3x # 0 <& Cosx # 0 < Cosx iCos§¢>x ¢§+ 2km oux # —§+ 2km aveck €7Z

N e [ e

2) Etude de la parité et de la périodicité de f

_ 1+Cos(-3x) _ 1+Cos3x _
Cos®(—x) Cox>x

- Partie: f(—x) f(x)

Alors f est paire et admet donc 1’axe y’oy comme axe de symeétrie.

- Périodicité : Ty = 2?” et Tr= ZT” =>T= TinT,=2n

Alors I’étude peut donc se fait sur le domaine [— g ; ;]
<:>Df:[—27" ; 27" =>Di=[-m; ]

Et puisque la fonction f est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; m].
D’ouDf =[0; m]
3(1-2Cosx)Sinx

3) Montrons que vxe Df,ona: f’(x) =

Cos*x
) 1+ Cos3x|u =1+ Cos3x => u'= —3Sin3x
x _ —_—-
Cos®x |lv =Cos*x => v'= —3SinxCos*x
., . _ —3Cos’x e Sin3x +3Sinx Cos’x(1+ Cos3X)
feg= Cos®x
) 3Cos’x(—Cosx Sin3x + Sinx+ Sinx Cos3x
=>f'(x) = Cost
0S°X
, 3(Sinxe Cos3x — Sin3x Cosx + Sinx
== X = )
0S*X
, 3(Sin(x —3x) +Sinx) 3(—2Cosx +1)Sinx
o> f(xy = SN =30 + SinY) _ 3( +1)
Cos™x Cos™x
, 3(—2Cosx Sinx+ Sinx)  3(-2Cox +1)Sinx
Cos™x Cos™x
, 3(1-2Cosx)sinx
= )= X )

Cos’*x
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4) Etude du signe de (1 —2cosx) sur De puis de variations de f.

1—2Cosx =0 => Cosx = %¢>Cosx:Cos§ =>x = —§+ 2kt ou x = §+ 2km

D’autre par Vx [0; m ] ; Sinx > 0 et Cos*x >0
Donc le signe dépend de 1 — 2 Cosx
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

2

w3

- 0 + +

£ \\\\\ ////v ’////”

f(-2)=-2 et f(0)=2

4) Courbes symétriques :
a) Axe de symétrie :

La droite d’équation x = a est dite axe de symétrie pour la courbe (Cf) de f si :
* f(2a-x) = f(x)
ou
e f(a + x) estpaire
ou

 fla+x)=fla-x)

b) Centre de symétrie :

Le point I(Z) est dit centre de symétrie pour la courbe (Cf) de f si
« fRa-x)+ f(x) = 2b
ou
e f(a + x)- bestpaire
ou
.________________________________________________________________________________________________________________________________|
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o f(a+x)+ f(a-x) = 2b

NB:
- Toute fonction paire admet I’axe (y’ 0 y) comme axe de symétrie.

- Toute fonction impaire admet le point O (g) (origine du repére) comme centre de
symeétrie.

¢) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :
- Centre de symétrie :

ax?+ bx+c

yx+ B
dans le repere orthonormé (O ;7;7)oU:a; b; c; y; B sonttous des réelsavec:a # 0 et yx +
B # 0.

Si f peux ce mettre sous laforme: f(x)= a'x + b" +

Soit f une fonction rationnelle définie par : f(x) = et ( C) sa courbe représentative

C’

yx+ B
Alors le centre de symeétrie a la courbe ( C ) de f a pour coordonnée :

= —F
Yo= a’xg + b/

- Axe de symétrie :
Soit f une fonction polyndme du second degré définie par: f(x) = ax? + bx + ¢
avec (a#0)

b%- 4ac
4q?

2
Si f peux ce mettre sous la forme : f(x) = a [(x n %) —

Alors I’axe de symétrie a la courbe ( C ) de fa pour équation x = — 2,

2a
Exemple
1) Pour chacune des fonctions données, vérifiez si la droite d’équation x = a est un axe de

symeétrie pour la courbe (C) de f.
a) f(x)=x*+2x+3eta=-1

b) f(x)=3x%— 2x +3 et a:%
2) Pour chacune des fonctions données, vérifiez si le point | (Z) est un centre de symétrie pour la
courbe (C) de f.

3x3—- x%+4 0
Q) fe= Z2E et 1(9)

3

_ X%+ 2x +2 -1
b) f(x) = =—=—— et I(3))
'
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Solution

1) Pour chacune des fonctions données, vérifions si la droite d’équation x = a est un axe de
symeétrie pour la courbe (C) de f.

a) f(x) = x?+2x+3 et a= -1
a = —1 estunaxede symétriesi f(2a- x) = f(x)
fQ(-1)-x)=f(-2-x)=(-2-x)*+2(-2—-x)+ 3
=(24+x)*+2(-2-x)+3

= 444x+ x?— 4—-2x+3

=x?—2x+3=f(x)
Puisque f(—2-x) = f(x) alors a = —1 estun axe de symétrie pour la courbe (C) de f.

f(x)=3x* — 2x+ 3 et a=i2

a= % est un axe de symétrie si f(2a- x) = f(x)

f2(3)-%) = f(1-x)=3(1-x)>- 2(1 —x)+ 3
=3—6x+3x2—2+2x+3
=3x2—4x+4# f(x)
Puisque f(1-x) # f(x)alorsa= % n’est pas un axe de symétrie pour la courbe ( C ) de f.
2) Pour chacune des fonctions données, vérifions si le point | (Z) est un centre de symétrie pour la
courbe (C) de f.

3x3— x%+4 0
) f()= =55 d '(—_1)

3

Le point | (_01) est dit centre de symétrie si f(2(0) - x) + f(x) = 2(_?1)

3

<=>f(-0) + f0)=(5)

_ 3(—x)3=(—x)%+4 _ -3x3- x%+4
T 3(-x)%2-12  3x2-12
F(-x) = 22
=>f(-x) + f(x)_—3x3— x2+4 + 3x3- x%+4 _ —2x2+8;t 2
B T 3x2-12 3x2-12  3x2-12 3

Puisque f(- x) + f(x) = — % alors | (&) n’est pas un centre de symétrie pour la courbe ( C)
3
de f.
_ x%+4 2x +2 -1
b) f(x) = ——— et 1(7)

Le point 1(7,") est dit centre de symétrie si f(2(—1)- x) + f(x) = 2(0)
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<=>f(-2-x)+f(x) =0

f(-x-2)= (m2-x)%+2(-2-x) +2 _ 4+ 4x+ x%-4-2x + 2 _ x%+2x
(—2—x)+1 —2—x+1 -x-1
_xXP+2x+2 | x% 4+ 2x-2 —x2-2x- 2 x2 + 2x +2
T

=>f(-x-2) + f@@) = = + =0

-x-1 x+1 x +1 x+1

Puisque f(- x-2) + f(x) =0 alors | (‘01) est un centre de symétrie pour la courbe (C)

5) Maximum - Minimum - Extremum - Point d’inflexion

a) Minimum :
Soit f une fonction définie en un point x,. S’il existe un intervalle I centré en x, tel que V x € 1 on
a:f(x)= f(xo)alors f présente un minimu
m en xo. Ce minimum est m = f(xo ).

b) Maximum :
f admet un maximum relatif au point x,, s’il existe un intervalle I centré en x, tel que V x € | on
a:f(x)< f(xo0).Lemaximumest M = f(xo).
Théoréme :
Si une fonction f est dérivable sur un intervalle | et si f’(x) s’annule en x, et change ce signe en
passant par xo, on dit alors que f présente un extremum en x,. Cet extremum est égal a f(xo). Il est
le minimum si f” passe du signe negatif au signe positif. Il est le maximum si f’ passe du signe
positif au signe négatif.
NB :
Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert] a ; b[ , tel que la dérivée s’annule en
changeant de signe au point x,, alors la fonction f admet un extremum relatif en xo.

c) Extremum :

Le systeme (Maximum-Minimum) est appelé Extremum.
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- A représente le maximum relatif,
- B représente le minimum relatif,

d) Point d’inflexion :
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle] a ; b[. On appelle point d’inflexion, tout
point ou la dérivée seconde f *’(x) s’annule en changeant de signe.

e) Point de reboursement :
Silimf’'(x)= o ou limf’(x) = £

X - x,”" X > X,

Alors on dit que f admet un point de reboursement x, a tangente parallé¢le a 1’axe des abscisses ou
des ordonnées :

yu Yy A
0 y X’ U
a)lim| f’'(x) =+ b) limf ’(x)|= — oo
X P +oo X = — ¢

6) Fonction réciprogue

Bijection :

Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de 1’ensemble d’arrivé F admet un et un
seul antécédent dans I’ensemble de départ E.

- EnPratique :

Une application f est bijective si et seulementsivy € F 3'x € Eona: f(x) =y
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- Graphiquement
Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont symétriques par
rapport a la premiére bissectrice( A ) d’équation y = x.

51
4,,
3,,
’

I
Ty

/ < C
1L 7

!

I

8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8  x

Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |, alors f est une bijection
de I sur f(I). et admet une bijection réciproque f~1 de f (I) sur | ayant méme sens de
variation que f

Les courbes Cret Cr! sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A 1 y = x
SiM(x; y) € CralorsN (y; x ) € Cr?

Si x = a est asymptote a Cr alors y = a devient asymptote pour C?

7) Théoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoréme 1 :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

|
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Soit f une fonction de R — R et soit Ds son ensemble de définition. Soitl=[a ; b ]
oul=]a; b[ unintervalle de Ds. Si f est continue sur | alors f(I) est aussi un intervalle
Théoréme 2:

L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.

16 forme :

Soit f une fonction de R — R et soit Ds son ensemble de définition. Soit1=[a ; b ]
oul=]a; b[ unintervalle de Ds. Si f est continue sur | alors f (I) est aussi un intervalle.

2¢me forme :

Si f est continue sur I et que f(a) X f(b) < 0, alors il existe un réel a € | tel que f(a) =0

y

fd)r

8) Théoreme relatif aux fonctions c

1¢r forme : \/

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ a ; b ] etsi f(a) et f(b)
sont de signes contraires alors il existe un unique point xo élément de ]a; b[ tel que f(x0) =0
2¢me forme :

Si f est
une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle[ a ; b]etsi
f (@) X f (b) <0 alors I’équation f (x) = 0 admet une unique solutiona €[ a ; b]
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A
y
f@| -
0 X
f(b)
8) Approximation d’une solution o de I’¢quation g(x) = 0/
a- Méthode de dichotomie : N\

Soit g une fonction définie sur un intervallle [ a; b]telque g(a) X g(b) < 0.
Posons a, = b et by = b.
e Si geststrictement croissante sur [a ; b]

y
4,,
3,,
f(o) f----=-----
2,,
l,,
5 -4 -3 ,-2 -1 0 1 4 5 x

'.Z f(a)

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; b,].

On calcule g (M)

- Si g(%b")<0 alorSae[a";—b" ; bn].
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. b b
- S g(?)>0 alorSae[an; %]

e Si geststrictement décroissante sur [a ; b]

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [ a,; by,].
+ b
On calcule g (%)

. b b
- Si g(%)<0alor3ae[an; %]

- Si g(%b")>0alor3(xe [a";—b” ; bn].

b- Méthode des balayages :

C’est une méthode qui consiste a déterminée une approximation de a a partir d’un tableau de valeur
ou la valeur de o est obtenue en encadrant la valeur de x a partir du changement de signe obtenue
entre I’antécédent positif et négatif.

X X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 | eeeeiann Xn

fCx) | fCxa) | fQx2) | fQx3) | f(xa) | f(xs) | f(xe) | f(x7) | oovennnn f(xn)

Si par exemple f(xs)% f(xs) < 0 alors o € [ xs; Xx¢] etpar conséquent o=

Exemple
]
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A) Soit f(x) = x®+3x — 7.

1- Calculer f’(x).

2- Etudier le sens de variation de f.

3- Dresser le tableau de variation de f.

4- Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique o telle que a € ]1; 2J.
5- Déterminer une valeur approchée de o a 102 prés.

B) Soit f(x) =vx + 2.
1- Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
2

Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [— 2 ; + oo sur un intervalle J que I’on
déterminera.

C) Soit f(x) = Cosx une fonction définie sur [ 0; g]

1- Etudier les variations de f surl’intervalle[ 0; g]

2- Trouver une valeur approchée a 1072 pres de la solution a de I’équation f (x) = x
Solution
A) Soit f(x)=x% + 3x — 7.
1- Calculons f’(x).
Df=R
f(x)y=x3 +3x —7=> f'(x)=3x? + 3

2- Etudions le sens de variation de f.
V x € Df,f’(x)> 0.DouV x € Df, f eststrictement croissante.
3- Dressons le tableau de variation de f.

limf(x) = lim X +3x —7 = lim x* = (—0)3 = —
limf(x) = Ilimx*+3x —7 = lim x = (+0)% = +o
X — +oo X = + oo X = + oo

X —00 a + o

_-_—T-_-

£

I
8

|
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4- Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a telle que o € |1; 2|
D’aprés le tableau de variation, f est définie, continue et strictement croissante de
]—o0; +oo[ vers | —oo ; +oo[ alors 1’ équation f(x) = 0 admet une solution unique o tel que

fCa)=0.

Deplus:{ f(1)=—4

fiay= 7 =ACF(2)<0

1- Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires o € ]1 ; 2[

2- Déterminer une valeur approchée de o a 1072 prés.
Pour cela utilisons la méthode des balayages

x 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9

f(x) |-2,36 -1,67 -0,90 -0,05 0,87 ? ? ? ?

Ainsi d’apreés le tableau, I’image par f des différentes valeurs de x commences a changé de signe a

partir des valeurs de x comprises entre 1,4 et 1,5.

14+1,5
Alors: a= > = 1,45

B) Soit f(x) =vx + 2.

Déterminons 1’ensemble de définition Df de f.
Di={x/x €IR;x+2>0}

x+2>0.Posons x+2=0=>x = —2

+ o

X ‘ — oo -2
x+2 V//—/A @) +
=>Df=[—-2; + 0]
Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [— 2 ; + oo sur un intervalle J que I’on
déterminera.
Pour cela, dressons le tableau de variation de f :

f(=2)=0c¢et limf(x)= IlimVvx = 4o

X - + X - 4+ o
1

f) =VIF2 =>f'(0)= = =>f'(x) >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X -2 + oo

. + I
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/+w
0

D’apreés le tableau de variation , f est définie, continue et strictement croissante de
1—2; +oo[ vers ]0 ; + o[ alors f réalise une bijectionde] —2 ; + oo [ vers [’intervalle
J=]0; +of

8) Théoréme de I’inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Soit a et b deux réels appartenant a | tel
que (a< b).

-Sim et M sont deux réels tel quem < f’(x) < M, alorsona:
(b-aym < f(b)- f(a)< (b—a) M.

-Si f est dérivable sur I, alors il existe un réel k appartenant & I tel que |f'(x)| < k.

Ainsi par conséquentVa € leth € lona: | f(x) — f(a)| < k |x-al.
(qui est le théoreme de I’inégalité des accroissements fins).
Exemple

x%2-x-5

Soit la fonction f définie par f(x) =

x—-3

1) Montrer que Vx € [4; 5], 0na If’(x)IS%

2) En déduire que Vx € [4; 5], 0ona: |f(x) - 175| S% |x — 5|
Solution

x —5

Soit la fonction f définie par f(x) = "Z;T

1) Montronsque V x € [4;5],ona: | f'(x)] < —i

U(x) =x> —x—-5=>U(x)= 2x—1
IO V(x)= x— 3 => V(x) = 1

X

(U'@)(v@) - (V@) (U®) _ (22— -3) — W)(x%= x—5) _
v)® B (x - 3)2 -

x%2— 6x+ 8

=00 =G

=>f'(x) =
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Orx e [4; 5]<x=>4 < x< 5

En appliquant la fonction dérivée f’ a I’inégalité, on a :
Or f'(4) =0 et f'(5)=~

=> 0<f(x)<-

En appliquant la valeur absolue a I’inégalité, on a :
=>l0l < If'(x)l < |

=> 0< |f'(x)l <
Dou Vx €[4;5] If'(x) <2

-[klw

2) Endéduisonsquevx €[4 ; 5],0ona: |f(x)— 12—5|§ %Ix—Sl
D’aprées la question 1) ,on a :
vxe[4;5] If (0l < 5
Orsi|f'(x)| < k,ona: d’apres le théoreme de 1’inégalité des accroissements finis
lf(x) = f(a) | < klx—al

Ainsi puisque|f'(x)| < 23, alors d’apres le théoréme de 1’inégalité des accroissements
Finisona: [f(x) — f(5) | < flx—Sl.Avec k = 23 et a =5

Orf(5)= =

=>|f ) - 2| < 2lx -5

DoaVx €[4;5]0na:|f()—=|< 2x-5]

9) Etude des branches infinies :
Notion d’asymptotes :

e Silimf(x)=1 ou lim f(x) = [ (alors la droite d’équationy = 1)
X = —0o X = +0oo
est asymptote horizontale a la combe représentative de f.

|
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asymptote horizontale | y=I

—44

o Silim f(x)=4o ou lim f(x) = —oo(alors la droite d’équation x = a)
X —a X —>a
est asymptote verticale & la combe représentative de f.

asymptote verticale x = a

o Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou lim[f(x) — (ax+b)] =0
X— +0o0 X = —®
(Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives de

-
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asymptote obliquey =ax+b

Recherche d’asymptote oblique :

Il est évident de dire que si: lim f(x) =+ oo, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
X > + oo

Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :

@ _
x
X > t+ oo

e Silim alors la droite d’équation y = ax + b est
Asymptote oblique a la courbe (C) de f.
et lim f(x)-ax=b
X > 4+ oo

|
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asymptote oblique

_3,,
4L
e Si lim % = t o alors la courbe (C) de f admet I’axe (y’oy)
X + o0 comme branche parabolique.
y
4L
3,,
Branche parabolique de
2,,
NivAarctinn [ Nas )
1+
J6 5 -4 3 2 /0 1 2 5 4 5 & ix
_1,,
_2,,
Branche parabolique d
_3,,
NivAactian [ M)
_4,,
Si lim % =0 alors la courbe (C) de f admet I’axe (x’ox)
X — + o comme branche parabolique.

|
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y
4,,
Branche parabolique de
3L
Direction ( Ox )
2,,
1,,
6 -5 -4 -3~<2 -1 1 2 3 4 5 6 Ix
Branche parabolique de 14
Direction ( Ox ) ol
_3,,
44

N.B:
Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

f(x) = Q(x) + %{) (en effectuant une division euclidienne ) .

Q(x) = y estle quotient et est aussi appelé Asymptote oblique.

D(x) = est le diviseur

R =est le reste.

Cas Particulier d’asymptote

Toutes fonctions de la forme :

f(x) = Vaxz+ bx+c ou f(x)=+/|lax? + bx +c|;(avec a # 0 et a >0)
Admet deux asymptotes :

-L’une en — oo d’équation : y = — \/E( x + g)
-L’uneen + oo d’équation: y = +a ( x + g)

10) Position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote obligue.
Pour déterminer la position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A), on étudie le
signede: f(x)- y.Ainsi:
- Si f(x)- y <0, alors la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A).

- Sif(x)- y>0,alors la courbe (Cf) est au dessus de la droite (A).

|
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- Sif(x)-y =0, alors la courbe (Cf) et la droite (A) sont confondues.
Exemple

1- Ondonne f(x) = ¥3

xX—2
a) Démontrer que la droite (A) : y = x + 2 estasymptote oblique a la courbe(Cf) de f en
00,
b) Etudier la position de la courbe (Cf) et (A).

2- Ondonne f(x) = 2; __34

a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

b) Calculer les limites de f aux bornes de Df .

c) En déduire I’équation des asymptotes a la courbe (Cf).

Solution

x“=3

2
1- Ondonne f(x) = —
a) Démontrons que la droite (A) : y = x + 2 estasymptote oblique a la courbe (Cf) de f en
o0,
la droite (A) d’équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe (Cf) de f en 4o si :

lim [f(x)-(x+2)]=0

X o +o
2_ 2 23 _

lim [f(x)-(x + 2)]= lim ’;_23_(x+2) — im (¥73) x(_xZ-I-Z)(x 2)
—~]s . 1 , 1 _ 1 _
=>lim[f(x)-(x +2)] = im — = lm —=—=0

x > + oo x > 4+ o0 x > + oo
Puisque lim [f(x)-(x +2)]=10
X > +o

Alors la droite (A) d’équation y = x + 2 e stasymptote oblique a la courbe (Cf) de f en +oo
b) Etudions la position de la courbe (Cf) et de la droite ( A).

Pour cela étudions le signede f(x) — y.
Posons f(x) — y = 0 <=> 71220 =>x—2=0=>x= 2

D’ou le tableau de signe est le suivant :

x—2 — (D) +

fO=y ) (a) ,(O) (C) /(A)

AlorsV x|€ ]—o0 ; 2 [;If(x)-y < 0 =>

V x €] —o ; 2 [ ; lacourbe (C) esten dessous de la droite (A).
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Et

Vx€el2; 4o [; f(x)-y >0=>

V X € ]2 ; 4o [ ; lacourbe (C) estaudessus de la droite (A).
2- Ondonne f(x)= 2=

x =3

a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
Di={x/x ER;x —3+#0} =>D¢=Df = R—{3} = ]—o00; 3[U]3; + o]
b) Calculons les limites aux bornes de Ds

2x—4 . 2x

lim f(x):llm — :llmT:

X > — @ X = — X = — 00
lim f(x) = lim == = lim = =2

X > + X & + o X = + oo
lim f(x) = lim 2"_‘3“ = limoi_ = —
x - 37 x - 37

lim f(x) =lim ix__: = lim 0% = 4+
x - 3* x> 3

C) En déduisons les asymptotes & la courbe ( C) de f.

(limf(x) =2
X = — 00
Puisque < et Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote verticalea ( Cf ).
limf(x)=2

\ x> 4+ o0

(limf(x)= —o
x— 37

et

Puisque < Alors la droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a (Cf).

limf(x)= +o
\ x - 3%

|
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Puisque lim  [f(x) - (x + 2)] = 0 Alors la droite d’équation y = 3 est asymptote
X — + oo

obliquea (Cf).

11) Intersection de la courbe avec les axes du repére :
a) Intersection de la courbe avec I’axe des abscisses (0x)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec 1’axe des abscisses, on résous
I’équation f(x) = 0. Ainsi la courbe passe par les solutions de 1I’équation f(x) = 0 sur I’axe (0x).
b) Intersection de la courbe avec I’axe des ordonnées (0y)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des ordonnées, on calcule
I’ordonnée y = f(0). Ainsi la courbe passe par y = f(o) sur I’axe des (0y).
12) Plan d’étude d’une fonction :
Pour étudier une fonction f et représenter graphiquement sa courbe (Cf) dans le repere on adopte
le plan suivant :
- Ondonne le domaine de définition ou ensemble de définition noté D¢
On calcule les limites aux bornes de D¢
- On étudie la parité et la périodicité de f
- On étudie la continuité de f
- On étudie le sens de variation de f qui consiste a calculer la dérivée et a étudier Son signe
- On dresse le tableau de variation qui est le résumé de toutes les études précédentes
- On peut chercher les points d’intersections éventuels avec les axes de coordonnées

Exemple
Etudier et représenter la courbe (C) de la fonction f dans chacun des cas suivants :
X%+2x +2

1) f(x) = 22
2) Soit la fonction f définie par f(x) = %
a) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f.

b) Etudier la parité et la périodicité de f . En déduire qu'il suffit d'étudier la fonction f sur un
nouvel ensemble d’étude De

et (C) sa courbe.

3(1- 2Cosx)Sinx
Cos*x

d) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur De puis en déduire les variations de f sur De.
e) Tracer la courbe (C).

c) Montrer que Vx e Df ona: f'(x) =

Solution
x% 4+ 2x 42

1) Etudions et représentons la courbe (C) de la fonction f(x) = —

Di =R—{-1} = ]-o0; =1[U]-1; + o]

X ‘—oo -1 + o
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x+1 - 0 +
, . X% +2x+2 . x? .
lim f(x)=Ilim ——— =lim — = limx = —o
x + 1 X
X > —0 X > — 0 X — — o0 X — — o0
, . X% +2x+2 . x? .
lim f(x)=Ilim ——— = lim — = limx = +
x + 1 X
X = + X = + oo X > 40 x —» 4+
, . x%+2x+2 1
= - = — = —00
lim f(x) lim 1 -
x> -1 x- -1
X% +2x +2 1

lim f(x)= lim ———— = — + o

x + 1 ot
x - -1t x - -1t

U(x)=x?>+2x+2=>U"(x) = 2x +2

2
flx) = x:x;rz V(ix) =x +1 =>V(x) =1
= Sfi(x) = (U @)(ve) - (V@) (U®) _ @x+2)@+1) - @)%+ 2x +2)
N B v P (x + 1)2

2

=>f'(x) = (’; :f)xz or V x €Df,(x + 1)2 > 0 alors le signe de f'(x) dépend
donc du signe du numérateur x? + 2x.
Posonsx? + 2x=0=>x=0 ou x= -2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X — 0 -2 -1 0 + o0
+ ( — - +
+ o0 + oo
f(x) / —2 \ \ /
— o 2
x = —1 est asymptote verticale a (C).

y = x+ 1estasymptote obliquea (C)car lim [f(x)- (x + 1)]=0 .

X — +
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Ainsi on a la représentation suivante :

1+ Cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = Cosix et (C) sa courbe

a) Déterminons I’ensemble de définition Df
Df={x/x € R; Cos3x # 0}
Cos3x #0 <=>Cosx # 0<=> Cosx ¢C052<:>x * g + 2km ou

X + — % + 2km

=>D; = ]—00; —g +2k1‘l‘[U E + 2km ; + o0 [
b) Etude de la parité et de la périodicité de f

_ 1+ Cos(—3x) _1+ Cos3x _f(x)
Cos®(—x) Cox®x

Alors f est paire et admet donc I’axe y’oy comme axe de symétrie.

- Partie: f(—x)
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- Périodicité : Ty == et T;==" =>T=TiNT; =2n
57 . . T T
Alors I’étude peut donc se fait sur le domaine [— 5 5]
2 2
& DEz[_?T[ ; 7”]=>DE=[—7I ;]
Et puisque la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; m ]
DouDe=DN[0; 7]

c) Montrons que Vxe Df,ona: f’(x) = 31— 2Cosx)Sinx

Cos*x
) 1+ Cos3x|lu =1+ Cos3x => u'=-3Sin3x
X = -
Cos®x ||v = Cos®x => v'= —3SinxCos’x
.. . _ —3Cos’x e Sin3x + 3Sinx Cos*x(1+ Cos3x)
A Cos®x
) 3Cos’x(—Cosx Sin3x + Sinx+ Sinx Cos3x
=>f(x) = oot
0S°X
, 3(Sinxe Cos3x — Sin3x Cosx + Sinx
= fr)= X = )
0s"X
, 3(Sin(x —3x) + Sinx)  3(-2Cosx +1)Sinx
> fo(xy = I =30+ S _ 3( +1)
Cos™x Cos™x
, 3(—2Cosx Sinx+ Sinx)  3(-2Cox +1)Sinx
S X 4 ) _3( +1)
Cos™x Cos™x
, 3(1—2Cosx)sinx
=> f(x) = SLZ200%

Cos*x

d) Etude du signe de (1 — 2cosx) sur De puis de variations de f.
1-—2Cosx = 0 => Cosx = %¢>Cosx:Cos§ =>x = —§+2kn oux = §+2kn (k €Z)
D’autre par Vx €[0; m] ona:Sinx >0etCos*x>0

Donc le signe dépend de 1 — 2 Cosx
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

I
N

2 + o0

£ \ / /’ ’
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Détermination des coordonnées des points d’intersections de la courbe ( C ) avec I’axe des
abscisses puis construction de la courbe (C) de f.
.COnNn(ox) => f(x) = 0 1+Cos3x=0&=Cos3x=-1
= Cos3x=Cosm & 3x=m ouU 3x=-—-m =>
Donc (C) coupe I’axe (ox) en — g ou g
- ©O©n(oy)=>=0;ety = 2
Donc (C) coupe I’axe oy en 2
Ainsi on a la représentation suivante :

|
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EXERCICES
Limites en un point x LI m ItES

Calculer les limites suivantes aux points x, donnes :

. x3-38 . Jx-3 , 2x +5 .o VxZy1-1
a- lim : b- lim X c-lim o d-lim————
—x+ 2 x—9 x2—x— 2 x
x -2t x -9 x - 2” x -0
1
. x’2-x-6, ] x? -1 . . wmh
e- lim N f-lim m————— g lim -
x =3 x > 1° x >0t
Calculer les limites suivantes aux points x, donneés :
. Sin2x . Cos2x y Sin5x . Sin3x
a- lim =2 ¢ b- lim —= - ¢- lim =2 d- lim——2
1-— Sinx Sin3x 1-2Cosx
V3 s
x -0 X =2 x -0 X - =
. Sinx . Sinax , Sin(x— g) . tang4x — Sin2x
e- lim ;o f- lim 7 g- lim ————= h- lim —————
T—X tangx 3x -1 5x
V3
X om x -0 X =3 x -0
.. (1+ x?)sinx — x| . . Sinx — xCosx
i- lim————; Jj- lim ———
X X
x =0 x =0

On se propose d’étudier la limite en % de la fonction f définie par :

__ Cos(x) L3
X)=——m pourx # -

2
1) Vérifier que I’on ait en présence d’une forme indéterminée.

En considérant 1’accroissement moyenne de la fonction Cosinus en %, déterminer la limite ci-
dessus.
2) Par une méthode analogue, étudier les limites des fonctions en x, dans les cas suivants :

v1i+ x-1

a- glx) = - enx, =0 ; b- h(x)=tan(xx% en xozg
4

_imites a ’infinie
q Calculer les limites suivantes a 1’infinie :

. -8 . 2x—1 . 2x%+2 . VxZ+1-1
lim——— :; b- lim : c- lim o d- lim—————
x + 1—x2 x + 2 5x%2—x
X — —o0o X — 4oo X — —0o X — 4oo
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e- lim——=3_ - f lim L : - lim Z=1x]
Vax2 +x-5 ' (1-Vx)(1+ vx)' g 2x — 2
X — —00 X — 4o X —> —0
h-lim 1—x +Vx2+ x +1 ; i- lim Z;Jrﬂ ( théoréme des gendarmes)
X — 4o X — 4o

- Limites et asymptotes

Calculer les limites aux bornes de 1’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

o f) = T2 bf(0) = S22 f(x)—udf(x)—
—

-x2+2x-1

x3+ 1

1

9f (@) = T4

e-f(x) = V3x2—2x—1; f-f(x) = —t
- Soit la fonction f dénie par: f(x) = Vx?+x+ 1 — «x.
note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7; J).
a- Etudier les limites de f en + o et en — co. La courbe ( Cf ) admet — elle une asymptote
horizontale ?
b- Démontrer que la droite ( A ) d’équation y = —2x — % est asymptote a (Cf ) en —co
- Soit la fonction f dénie par: g(x) = ax+b — Vvx? + 1.
note ( Cg ) sa courbe dans le repere orthonormé (O ; 7; 7).
a- Etudier la limite deg en —oo. (Ondiscuterasuivantlesvaleursdea).

b- Déterminer les réels a et b pour que la droite ( D ) d’équation y = 2x + 2 soit asymptote
a la courbe représentative de f en —oo.

Continuités

. Continuité en un point x,

Etudier la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x-2)? _ox%-1
a- {f(X)_ x2+x-6 et x,=2 ; b- {f(X)_ lx-1l et x =1
f(2)=0 f(1) =2
f(x)=x2—x+1six€[0;1]t I f(x)——HSSqutZ
-{f(x):u six € ]1; 3] € %= f(z):_g

=ity sixe o 3]- {3
1

FG)=7 etx=1
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f(x)=—x?>—-2x+5six € |—0;1]
f-{ f(x)=V—x2+2x+3 x € [1;3]
f(x)= V—x2+2x+3 x € [3; +oof
. Continuité et condition de faisabilité
Soit la fonction f définie sur R par

{f(x)= 3;@ six € R—{2}
f2)=a

Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en xo = 2

- Soit la fonction f définie sur R par :

f(x)=x* + ax six € |- ; —1]
f(x)=2x — 1 si x € 1-1; 1
f(x)=b(x? — 1) six € ]1; oo

a) Déterminer a pour que f soit continue au point xo = —1
b) Pouvez — vous déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point xo =1 ?

- Prolongement par continuité
Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f et déterminer (s’il
existe) le prolongement par continuité de cette fonction en xo.

fo) = b){f<x>=‘“~"7"_

XO=0 x0=0 ’

- Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :

_ Vx+1-1 _ 1
f0) = 0= et g() = =

a- Déterminer les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.
b- Vérifier que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fonction f en x, = 0.
_V2x -2

T ox-2

On considere la fonction g de la variable reelle x définie par g(x)

1) Déterminer son ensemble de définition Dg.
2) Montrer que g admet en 2 un prolongement par continuité que 1’on notera par h.

|
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3) Montrer que h est dérivable en 2 puis donner I’équation de la tangente a la courbe( C ) de
h au point d’abscisse 2.

Deérivabilite
Dérivabilité en un PUIIL AQ
- Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x-2)? _ox%-1
a—{f(x)_ x2+x-6 et xy=2 : b- {f(x)— [x—1] et x5=1
F(2)=0 F(1) =2
f(x) = x*—x+1six € [0; 1] f(x):3_ 2XH0 Six # 2
C-{ 2x - 1 ) et xo=1 d- x4
f(x) =— six € 11; 3] f(z):_é

flx) = ¥2Cosx = 1 six € [O; g]_{z}

2Cos2x + 1 3

FE)=1 e

f(x) =—x?>—-2x+5six € |—;1]
f-{ fx)=vV—=x2+2x+3 x € [1;3]
f(x)= V—x2+2x+3 x € [3; +oof

Dérivabilité et condition de faisabilite
- Déterminer les réels a, et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, donnés :

{f(x)=2x2+ ax—3six <1 {f(x)zZaxZ—x+b six <=2
a— 2x+ b . - 3b .
flx) = " si x >1 f(x)—m si x > =2

{f(x) = ax?—3x+4 six <-2
C- x+ b .

f(x)—x+3 si x > -2

Soit £ la fonction de R vers R définie par :

(x+ 1) .
. g(x) = fxi oy Stx > -1

(x)=2x +a si x <-1
- ]
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Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point -1 ?
Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

Application de la dérivée

Déterminer une équation de la tangente en Mo( xo; f(x0)) & la courbe (C) de f dans les cas
suivants :

a)f(x) = x*-2x*+5x + 3 et xo= —2 ;b)f(x)=

X —

Vx _
NS et xo= 0

2x+1 et xo=3 ; d) f(x) = L% ot xo= 0
X—2 x

c) f(x) =

Déterminer la fonction dérivée f” de la fonction f dans chacun des cas suivants :
X2+ 2x+ 2

a)f(x) = x*-2x>+5x + 3 ; b)f(x)= — 1 Of() = (—x%2+ 2x)3

d f(x) = V2x3 —4x2 + 1 ; e)f(x)=(1 - 3x2)(—x%+ 1) ; Hf(x) = Cos’x

9) f(x) (x—1DVx3 —x2 ;h) f(x) = Sin(3x —1D* ;i) f(x) =Sin*(Bx—1)

Soit la fonction numérique f définie par :
{f(x)z —x?—2x+5 six <1
f(x)z\/lx2 — 2x — 3] six >1

1) Prouver que f est définie et continue sur R

2) a) Dresser le tableau de signe du trindbme x? - 2x — 3 en y placant le réel 1
b) En déduire pour tout x >1 une écriture de f(x) sous le symbole de la valeur absolue.

3) a) Etudier la dérivabilité de f au point x, = 3. Que dira —t — on pour la dérivabilité de f au point
3?
b) Donner une équation de la tangente a gauche et a droite de 1. Que peut — on conclure quant a
la dérivabilité de f en 1 ?

4) a) Etudier le signe de f’ sur chacun des intervalles sur lequel f est dérivable.
b) Préciser les ordonnés de chaque extremum de f.

5) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
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Etudes de fonctions

Analyse cLuerpreiauuil u uil tapiedau ue variauuolil.

- Analyser puis interpréter chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :

a- les domaines de définition.

b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes et possibilités d’asymptotes.

c- Donner I’allure de la courbe ( Cf) dans chaque cas.

1) f est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

_ o + 00

X
f(x) +

f) -

De plus :

- Lacourbe (Cf ) admet I’origine du repére comme centre de symétrie.
- La courbe (Cf ) admet I’ axe (y'Oy) comme branche parabolique.
2) g est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

+ 00

X —0 -1 2 + 00
g ' (x) — 0 + 0 —
+00 1
9() ~.! T~
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De plus : Lacourbe (Cg ) admet I’ axe (y’Oy) comme branche parabolique.

3) h est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X — -2 0 2 + 0
k' (x)
+ + b - -
+ 00 0 + 0
h(x) / /' \ \
-1 — 0 —0 3
4) p est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
X — -2 0 1 + 00
p’'(x)
— 0 + - 0 +

2 +oo|| +00 2
| N ‘0/ \‘1/’

- Dresser le tableau de variation de la fonction numérique donnée partant de ses renseignements fournis
dans les cas suivants :

1) Pour f:

= festdérivable sur R telle que I’équation f ’(x) = 0 admet les solutionsx = —1et x =§

= f n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivee f’ et les points E; G ; 4) et E, (—1; —g)
sont ses extremums

= lesdroitesy=—2 et y =3 sont sesasymptotes respectivesen —co et + o

2) Pour g:

= gestdéfiniesur |—o ; 0]U B ; + oo [ et admet des demi tangentes verticales aux points
d’abscisses 0 et g

= g est strictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= Jadroite y = — x esta lafois asymptote oblique en — o et + o

= |es points de coordonnées (0 ; —3) et (z ; 1) sont sur la courbe de g.

3) Pour h:
= hestdérivable sur R— {0 ; 2} etcontinue sur R.

|
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= e point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Ch) et h
est croissantesur [0 ; 0,3]U [2; 4+ oof

= les droites d’équationsy = —lety = —2x + 1 sontasymptotes de (Cn) respectivement en
—o00 et +

= les points de coordonnées (0 ; 0);(1; 0);et(2; —2);appartiennent a (Cn)
Analyse et interprétation d’un graphique.

- a- Analyser chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan afin
d’établir son tableau de variation.

b- Déterminer lesréelsa; b; c..... en utilisant le graphique.

1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) = ax® + bx? +cx +d

Deplus:Ei(1; 0) et Ez(_?1 ; ;) sont les sommets de la courbe (Cf)

ax+ b
cx2+ d

2) La fonction donnée est g telle que : g(x) =

|
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ax?+ bx+c
dx + e

/

Fonctions d’initialisations.

3) La fonction donnée est h telle que : h(x) =
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x2 + 2x+2
x+ 1

- Soit la fonction f définie par f(x) =
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminer I’ensemble de définition Df.
2) Calculer les limites aux bornes de Df.

3) Déterminerlesréelsa; b et ctelque f(x)= ax + b + —

x+ 1
4) a- Montrer que la droite ( D ) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .

b- Déterminer la position de la courbe Cf et de la droite (D).
5) Montrer que le point I(_Ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

6) Déterminer une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse - 2
7) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f au point d’abscisse nul.
8) Calculer la dérivée f’ de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f.
9) Construire la courbe Cf et la droite ( D ) dans le méme repeére.

- Soit la fonction f définie par f(x) = x*+ax+b

X2+ cx+d
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminerlesréelsa; b ; cetd tel que:

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx = 2 et x = —1.
b- La courbe Cf passe par le point A(_lz) et admet en ce point une tangente de coefficient
directeur — 5.

2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repére.

. . P _ x*+ax+b
- Soit la fonction f définie par f(x) = S

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminer lesréelsa; b ; cet d tel que:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites = 2.
b- La courbe Cf n’admet pas d’asymptote paralléle a I’axe (ox ).
c- Lacourbe Cf passe par le point A(_ll) et admet en ce point une tangente de coefficient

directeur 2.

2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repére.
3 2
- Soit la fonction f définie par f(x) = > * bx+ ¢

mx2+ nx+ p

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminerlesréelsa; b c¢; m; n et p telque:

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx =2 et x = —1.
b- La courbe Cf passe par le point A(°3) et admet en ce point une tangente de coefficient
directeur — 3.
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Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repeére.

X

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Etudier les variations de f.
2) Préciser les asymptotes a la courbe Cf.
3) Soit A l'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, déterminer la position de Cf par
rapport a A dans ’intervalle ]— 1;1 [
4) Construire Cf.
- Soit la fonction f deéfinie par: f(x) = %

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1)
2)
3)

4)

-

Etudier et construire la courbe représentative de f dans un repéere orthonormé (O ; 7; J).
Montrer que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symeétrie de (Cf)

Discuter graphiquement suivant les valeurs de m I'existence et le signe des racines de I'équation
x4+ 2(1-m)x + 4 =0

Montrer que la restriction h de f a l'intervalle | = [ 2 ; + oo [est une bijection de I sur un
intervalle J que I'on précisera. Construire la courbe représentative de la fonction réciproque A1

de h dans le repére (O ; 7; J). puis calculer (h=1)’ G)

Fonctions dans les cas pratiques.
- Une entreprise fabrique et commercialise chaque mois x objets dont le codt total de production,

2
exprime en milliers de francs est donnee par C(x) = x? +5x +200avec x € [5; 60].

On admet que toute la production est vendue chaque mois. On rappelle que le colt moyen unitaire

c(x)

de fabrication d’un objet est donné par C,,(x) = —

1) Calculer C;,(x) puis en déduire le tableau de variation de C,,, (x).
2) Pour quel nombre d’objets le colt moyen unitaire est il minimum ?

- La production exprimée en tonne d’une entreprise sur les cinq derniéres années est donnée par la

2
fonction suivante t - f(t) = — % + 2t + 36 ouU t s’exprime en années.

1)

2)
3)

Calculer la dérivée f’(t) de la fonction f(t) puis en déduire les varitions et le tableau de
variation de f. Donner une interprétation commerciale en utilisant le tableau.

Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repere orthonormé (O ; 7; J).

La production totale sur les cing années est donnée par | 05 f(t)dt.

Calculer la production totale.

Une entreprise produit du décapant liquide. Une étude a permis de modéliser le colt moyen de

production par f(x) = 0,5x +xg ou > 0.
Le colt moyen f(x) est exprimé en milliers de francs CFA et la quantité produite x en hectolitres.
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Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7 ;) d’unité graphique lcm.
1) Etudier les variations de cette fonction dans I’intervalle] 0 ; + oo [.

2) Etudier la position de la courbe (C) par rapport a la droite ( D ) d’équation y = 0,5x.

3) Pour combien d’hectolitres le cotit de production est il minimum ?

4) Déterminer les colts de production pour 4 hectolitres ; 8 hectolitres et 16 hectolitres.

5) Construire la courbe ( C) et la droite ( D ) dans le méme repére.

Une entreprise fabrique des objets. On estime que le bénéfice, en centaine d’euros, réalisé par la
- production et la vente de x centaines d’objets est : B(x) = 3x3 + 33x — 54 ou
1<x <10
1) a- Calculer B’(x). En déduire le tableau de variations de B sur [ 1 ; 10].
b - Quel est le nombre d’objets a produire, et a vendre, pour réaliser un bénéfice maximum ?
Préciser la valeur de ce bénéfice.
2) a- Résoudre 1’équation B(x) = 0. En déduire les points morts de la production.
b-Résoudre I’inéquation B(x) = 0. En déduire la marge de bénéfice de la production.

- On note f(x) la population ( en milliers ) d’une ville fondée en 1960, ou x désigne la durée écoulee
depuis le début de I’année 1960, exprimée en années.

On donne f(x) = 62x++1§0 olx € [0; +o].

1) Déterminer lesréelsaet btelsque f(x)=a + pourx € [0 ; + oo .

x+ 10
2) a- Calculer ladérivée f’(x) de la fonction f(x).
b- Justifier que la population est croissante.
3) a- Résoudre dans R I’équation : f(x) = 52.
b- En déduire a partir de quelle année la population de cette ville sera supérieur a 52.000
habitants.
4) a- Quelle set la limite de f en 4 0 ?
b- En déduire une interprétation quant a la population de cette ville ;
5) Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).
Echelle : 1 cm — 10 ans sur I’axe des abscisses
1 cm — 10.000 habitants sur ’axe des ordonnées.
- Une entreprise produit d un certain nombre x de crayons de couleur par jour ou :
(xx exprimé en millier).
Lorsque la quantité x est comprise entre 3 et 10, on admet que le codt de production journalier,
exprimé en euro est donné par : C(x) = x3 — 48x + 600
L’entreprise vend chaque millier de crayons a 99 euros.
1) En supposant que toute la production du jour est vendue, déterminer la recette journaliére en
fonction de x que 1’on notera R (x).
2) Montrer que la bénéfice B(x), exprime en euro, est donnee par :
B(x) = —x3+ 147x — 600 avec € [3 ;10].(Onrappelle que R(x) - C(x) = B(x)).
3) Calculer B’(x) ou désigne la fonction dérivée de B.

|
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4) Etudier le signe de B’(x) sur I’intervalle [ 3 ; 10] .
Dresser le tableau de variation de la fonction B.
5) En déduire le nombre de milliers de crayons a produire quotidiennement pour obtenir un bénéfice
maximal. Quel est alors ce bénéfice maximal ?
6) a- Montrer qu’il existea € |3 ; 7[ et B€ |7; 10[ tel que B(a) = B(B) = 0.
b- Calculer B(4) ; B(8); B(5); B(9) puis en déduire les valeurs entiéres minimale et maximale
a D’extérieur des quelles (x) < 0.
7) Quelles sont les productions qui assurent a I’entreprise un bénéfice positif ?

Dans le Périgord, un producteur de truffes noires cultive, ramasse et conditionne de 1 a 45kg de
- truffes par semaine durant la période de production de la truffe. Chaque kilo de truffes est vendu

950 FCFA.

On désigne par f(x) le coGt moyen, en euro par kg, pour x kg de truffes traités en une semaine.

On estime que la fonction f est définie sur [ 1 ;45] par: f(x) = x? — 60x + 1250.

1) Justifier que le colt de production total C(x) pour x kg de truffes est donné, en FCFA, par :

C(x) = x3 — 60x% + 1250x..

2) Exprimer le bénéfice B(x), en euro, réaliser par ce producteur pour x kg de truffes conditionnés

et vendus.

3) a) Calculer B’(x) et en déduire le tableau de variations de B sur [ 1 ; 45].

b) Pour quelles quantité de truffes de bénéfice du producteur est-il maximal ? Arrondir le résultat a

100g pres. Quel est alors ce bénéfice maximal, a 100 FCFA pres ?

- Une entreprise fabrique entre 1000 et 4000 chats en porcelaine par mois. lls sont tous identiques.
On estime que le codt total de fabrication de x milliers de bibelots, en millier d’euros, est, pour 1
<x <4; C(x) =2x—14Vx

4fx - 1

1) Montrer que, pour toutréel x de [1 ;4],ona: C'(x) = o~

2) a- Résoudre ’inéquation 4v/x — 1 =0
b- En déduire le sens de variation du colt total C sur ’intervalle [ 1 ; 4].
Interpréter économiquement.
Le codt, en euro, de x repas préparés dans un restaurant peut s’écrire :
- C(x) =0,1x2 — x + 640 avec x € [40;160].
On note C,,(x) le colt moyen de x repas, en euro par repas.
1) Justifier que C est croissante sur [ 40 ; 160]. :
2) a- Calculer le colt moyen de 40 repas, puis de 100 repas.
b- Exprimer le co(t moyen C,,,(x) par repas en fonction du nombre x de repas préparés.
3) a- Etudier le sens de variation du colt moyen C,,
b- Quel est le nombre de repas a servir pour que le cot moyen par repas soit minimal ?

- La société EDM désire mesurer la satisfaction de ces consommateurs par une « fonction de

satisfaction » f, dont la valeur se situe dans I’intervalle[ 0 ; 100]. Si la satisfaction vaut 0,
e
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les consommateurs ne sont pas satisfaits et quant elle vaut 100 les consommateurs sont pleinement
satisfaits : on parle alors de « satisfaction ».

On définit la fonction « envie » v comme étant la dérivée de la fonction f tel que v = f.

On dit qu’il y a « envie » lorsque v est positive. Sinon on dit qu’il y a « rejet ». Ainsi ’EDM
propose différents types de formules pour la consommation de 1’¢électricité et décide d’étudier la
satisfaction de ses clients concernant la durée en jours d’une consommation.

La fonction de satisfaction f est définie sur I’intervalle [ 1; 21] par :

f(t) =0,02t3 — 1,4t + 22t + 640 ou t est ladurée en jour de la consommation.

1) Calculer f’(t), puis en étudier le signe sur [ 0; 21].

2) Dresser le tableau de variations de f sur [ 0; 21].

3) Quelle doit étre la durée, en jour, de la consommation pour qu’il y ait saturation ?

4) Sur quel(s) intervalle(s) y a-t-il envie ? rejet ?

On veut construire le long d’une riviére un enclos rectangulaire d’aire 200 m?.

Soit x la dimension exprimée en métres du coté paralléle au cours d’eau.

On désigne par f(x) la longueur totale, exprimée en metres de cloture nécessaire a la réalisation de
I’enclos.

«—
Riviere

E—— <+

Cl6ture
* X >

1) Exprimer

J X7

2) Onsuppose que f(x) =x + 4% oux >0

a- Etudier les variations de f sur I’intervalle[ 5 ; 50 ].

b- Pour quelle valeur de x la longueur de la cloture est-elle minimale ?

c- En déduire ce minimal.

d- Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; ) etsur

I’intervalle[ 5 ; 50].
3) On dispose de 50 m de cloture. Quelle sont les dimensions des enclos que 1’on peut
construire en utilisant toute la cl6ture ?
On considére, dans le plan ( P ) rapporté a un repére orthonormal (O ; 7; ), le cercle (T') de
centre O et de rayon 1.
Soit A le point de coordonnées (1; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA'], distinct de A et A’, on mene la perpendiculaire
(A)aladroite (AA"). La droite (A ) coupe le cercle (I')en M et M.
On pose OH = x. Calculer en fonction de x I’aire du triangle AMM’.

2) Soit f la fonction définiesur ]—1 ; 1[par f(x)=(1—x)V 1— x2,
a- Etudier les variations de f.
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b- Montrer que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.

Fonctions circulaires.
Sin3x

. . g 13 3 . _
- Soit f la fonction définie sur ]— > 5[ par: f(x) =
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer Df
2) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire un intervalle d'étude De.
3) Etudier les limites aux bornes de De.

4) Montrerque Vx € Df,f'(x) = 3Cos2x
5) Tracer (Cf).

puis dresser le tableau de variation de f.

1+ Cos3x

- Soit la fonction f definie par f(x) = ——-
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; 7).
1) Déterminer I'ensemble de définition Df.
2) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire un intervalle d'étude De.

3) Montrer que V x € Df, f'(x) = -ii= ZCosx)Sinx

Cos*x

4) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur De puis en déduire les variations de f sur De.
5) Déterminer les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec I'axe des abscisses.
6) Tracer la courbe Cf.

On considere la fonction numérique g définie par: g(x) = SianCosx
Soit Cg sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) a- Prouver que la verticale x = ; est un axe de symétrie pour la courbe Cg et étudier la parité
de g.
b- Justifier que 1’on peut étudier g sur Dg = [ 0 ; %] puis décrire les étapes a suivre pour avoir

la courbe Cg sur R.
2) a- Déterminer g’(x) et justifier que son signe est celui de 3Cos*x — 2 pour tout x € De

b- En admettant que Cos(0,45) = 0,9 et que Cos(2,69) = —0,9 et en exploitant les résultats
obtenus en 1), établir le tableau de variation de g sur De

3) a- Tracer (Cg) sur [ 0 ; g]

b- En déduire le tracer de (Cg) sur [—3—7T 3—7[]
- Partie A : On considére la fonction numérique h de variable réelle u définie sur [—1 ; 1] par:

h(u) = 2u®+ 8u?—4.
1) Déterminer 1’arrondi d’ordre zéro de h(—0,79) et de h(0,66).

2) Etablir le tableau de variation de h et donner les signes de h(u) pour € [-1 ; 1].

Partie B : On donne la fonction numérique g telle que g(x) = Cj:;zfz .
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-

Soit Cg sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer I’ensemble de définition Dg.

2) En étudiant la périodicité et la parité de g puis montrer que 1’on peut étudier g sur un nouvel
ensemble d’étude DE =[ 0 ; m | d’amplitude 2.

3) Déterminer g’(x) et prouver g’(x) dépend en signe et en racine de :
2cos3x + 8cos?x — 4 pour tout x € De

4) En admettant que Cos(0,85) = 0,66 et que Cos(2,49) = —0,79, établir le tableau de variation de
g sur De.

5) a- Tracer Cg sur De.
b- En deduire le tracer de Cg sur .

Partie A :

1) Déterminer 1’arrondi d’ordre quatre de Sin(—0,1396).

2) A l’aide d’un changement de variable convenable, résoudre dans [— g ; g ] I’inéquation

—2sin?x — 8sinx — 1 > 0.
Partie B :

- s . ;- JP Cos2
On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = ————.

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Quel est le domaine de définition Df de f ?
2) Prouver que les droites x = % etx = —g sont des axes de symétrie pour Cf.

3) Aprés avoir étudié la périodicité de f, justifier que ’on peut étudier f sur [— g ; g] puis
donner le processus a suivre pour compléter I’étude de f sur [— ; m].

4) (On rappelle que Sin2x = 2CosxSinx et que Co2x = 1- Sin’x)

a- Déterminer f’(x) pour tout x € De puis établir que f’(x) dépend en signe et en racine de
—2sin’x — 8sinx — 1

b- Comment sont les tangentes & Cf aux points d’abscisses x =~ etx = —>?

5) Déterminer I’arrondi d’ordre quatre de f(—0,1396) puis dresser le tableau de variation de f
sur I’ensemble DE.

6) Tracer Cf sur De en mettant en évidence les points d’intersection de Cf avec les axes de
coordonnees.
En déduire le tracé de Cf sur [—m; m].

Fonctions paramétriques.

Soit f;,, la fonction définie sur R par: f;,(x) = 2m- D) x*- (m + 4) x>~ m + 5.
Ou x est la variable et m est un paramétre réel.

Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Montrer que toutes les courbes (C,,,) passent par deux points fixes dont on déterminera les
coordonnées.
2) Etudier les fonctions fyet f; puis représenter leur courbe respectives (Cy) et (Cy).
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x%2 + 3x+ 4m
x2+ (5m+ 1)x+ 3

- Soit f;, la fonction définie sur R par : f,,,(x) =

Ou x est la variable et m est un parameétre réel.
Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes dont on déterminera les
coordonnées.

2) Déterminer m pour que le point d'intersection | de (C,,,) et I'asymptote parallele a (x'ox) ait
pour abscisse %

3) Etudier les fonctions fyet f; puis représenter leur courbe respectives courbe (Cy) et (C;).

x%2— mx
x2—-1 '

- Soit f;, la fonction définie sur R par : f,,,(x) =
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).
1) Donner le tableau de variation de la fonction f,, suivant les valeurs de m.
(On distingueralescasoum =1 et m>0).
2) Comparer f,,(x) et f_,,(—x) puis donner la position relative des courbes (C,,) et (C_,,).
3) Quelle sont les coordonnées des points de (C,,,) a tangentes paralléles a (ox) quand
ceux-ci existent ?
4) Montrer que ces points sont sur une méme courbe fixe.
5) Etudier les fonctions f,, et f; puis représenter leur courbe respectives (Cy) et (C;).

Fonctions auxiliaires.
- Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x®- 3x?- 1
1) Donner le tableau de variation de P.

2) Démontrer que I'équation P(x) = 0 a une solution unique o dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.
3) Donner le signe de P(x) dans ’intervalle]—1 ; + oo [.

Partie B : On considere la fonction f :]-1 ; + o[> R
1-x
1+ x3

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

X —

1) a) Justifier la dérivabilité de f sur ]—1 ; + oo [.
b) Calculer f '(x) puis établir que f '(x) = %
2) Donner le tableau de variation de f.
3) Determiner les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
4) Placer a puis tracer Cf.
5) Soit g la restriction de f a I’intervalle[ 2 ; + oo [.
Montrer que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que I'on précisera.
6) On désignera g* sa bijection réciproque.
a) Donner le tableau de variation de g
.________________________________________________________________________________________________________________________________|
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b) Tracer la courbe Cg™ de g

Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x®- 3x- 4

1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o et que 2,19 < o < 2,20
3) En déduire le signe de g(x) sur R

Partie B : On considére la fonction f définie sur R— {— 1 ; 1} par f(x) = x;;_zfz

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de déefinition Df .

2) MontrerqueVx €R—{—1; 1}, ona: f'(x) = (xfg_(xl))z

3) Etudier le signe de f '(x) et en déduire les variations de f puis son tableau de variation de la

fonction f.

4) Montrer que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe Cf .
Etudier la position de Cf et (D).

5) Tracer Cf.

x3 + 2x2
x2 -1
5

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).
Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) = x*- 3x - 4
1) Etudier la fonction g (limites et sens de variation)

2) Montrer qu'il existe un réel o unique tel que g(a) = 0, puis déterminer une valeur approchée a
1072 prés du réel a.
3) Etudier le signe de g sur R

On considere la fonction f définie sur R —{-1, 1} par : f(x) =

Partie B :
1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df .
Montrer que vx e Df ona: f'(x) = % puis déduire le tableau de variation de f.

X+ 2

2) a) Montrer que Vx e Df ; f(x) = x + 2 t =
b) En déduire que (C) admet une asymptote oblique (D) en —oo et +oo.
c) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3) Tracer la courbe (C) et la droite (D).

Partie C :

1) Déterminer I'abscisse des points de la courbe (C) ou la tangente est paralléle a la droite

d'équationy = x + 2.

2) Déterminer une équation de chacune de ces tangentes et les représenter.

3) En deduire graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation
f(x) = m + «x.

|
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1) Soit la fonction g définie sur Rpar: g(x) = 2x —vx? + 1
a) Etudier les variations de la fonction g.
b) Montrer que g(x) = 0 admet une solution unique a que I'on déterminera.
c) En déduire le signe de g sur R
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vx%2 + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

On note (D) et (D) les droites d'équations respectives: y = —3x et y = x.
a) Etudier les limites de f en +oo et -0

b) MontrerqueVx € R; f'(x) = )

VX +1

c) En déduire le tableau de variation de f.

d) Déterminer la limite en -co de f(x) - (—3x). Quelle conséquence graphique peut —on
déduire de ce résultat ?

e) Montrer la droite (D'") est asymptote a la courbe (C) en +oo

f) Etudier la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").

g) Tracer la courbe (C), les droites (D) et (D).

On considere la fonction f définie par: f(x) = —
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).
Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 2x3+ 1
1) Etudier la fonction g (limites et sens de variation)
2) Résoudre dans R, I’équation g(x) = 0, puis en déduis I’arrondi d’ordre 2 de 1’abscisse x, du
point d’intersection I de la courbe de g avec I’axe des abscisses.
3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Partie B :
1) Determiner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df puis donner une
interprétation géométrique des résultats obtenues.
2) a- Prouver que le signe de la fonction dérivée f' de f dépend en signe et en racine de la fonction
g étudier dans la partie A.
b- Déterminer g(xy) 0OU x, est I’abscisse x, du point d’intersection I de la courbe de g avec
I’axe des abscisses obtenu dans la partie A 2).
c- Dresser le tableau de variation de f.
3) tracer la courbe ( Cf ) dans le repére orthonormé (O ; 7; ).
4) Déterminer graphiquement le nombre et le signe des solutions de I’équation paramétrique :
(E,) : mx®+ x — m ol m estun paramétre réel.

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

Soit la fonction f définie par f(x) = x T—X
—X

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).
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1) Donner I'ensemble de définition Df de f .
2) Etudier les variations de f, puis tracer avec soins sa courbe représentative dans un repere

L0 s 06 et F(225) = -03

2

orthonormé. On donne :

Soit la fonction f définiesur Rpar: f(x) = —x + vx? + 8
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).
1) a) Démontrerque Vx € R,ona: x—+vx? + 8<0
b) Etudier les limites de f aux bornes de Df. En déduire que la courbe (C) de f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation.
c) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en - oo
2) a) Calculer f'(x). Puis en déduire de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.
b) Tracer (C) et (D) dans un repere orthonormé (unité graphique : 2 cm)
‘xz + x‘ +1
- x| +1
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer le domaine de définition de f et écrire f(x) sans les symboles "valeur absolue"

2) Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interpréter geométriquement les résultats

3) Etudier les variations de f

4) Montrer que les droites d'équations y = —x - 2 et y = x sont asymptotes a la courbe (C) et

f
5) Tracer (C)

- Soit la fonction numérique f définie par f(x) = /|x’ —2x-3

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Déterminer I'ensemble de définition de f

2) Ecrire f(x) sans valeur absolue

3) Etudier la dérivabilité de f en xo = —1 eten xo = 3 puis interpréter graphiquement vos
résultats.

4) Montrer que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de -oo et une
asymptote oblique (D) au voisinage de +oo.

5) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de (C) avec (A) et (D)

6) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation

7) Tracer dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.

- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x|‘/i1
X_

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Déterminer I'ensemble de définition Df de f

2) a) Etudier la dérivabilité de f au point x = 0, en déduire I'ensemble de dérivabilite de f.
b) Calculer f '(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.
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c) Calculer les limites de f(x) aux bornes de Df et préciser les équations des asymptotes a la
courbe (C) de f.
d) Dresser le tableau de variation de f
3) Soit g la restriction de f a l'intervalle | = ]-o0, 0]
a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle J a déterminer. On désigne par g™
la bijection réciproque de g et (Cg™) sa courbe.
b) Calculer f(0),f(—=1),f(2),f(3)
c¢) Construire dans le méme repére orthonormé les courbes (C) et (Cg™?)
d) Calculer (g} [?J

- Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = /| x> =6x+5 |

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Etudier suivant les valeurs de x, le signe du polyndme et I'expression de f(x) sans le symbole
"valeur absolue™.

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en particulier en 1 et en 5. La courbe admet — elle
des tangentes en ces points ?

3) Etudier les variations de f.

4) Démontrer que la droite d'équation x = 3 est axe de symétrie pour la courbe (C).

5) Deémontrer que les droites d'équationsy = x - 3 ety = —x + 3 sont asymptotes a la courbes
©).

6) Déterminer les coordonnées des points A et B d'intersection de la courbe (C) avec ses deux
asymptotes, A étant le point dont I'abscisse est supérieure a 3.

7) Soit I le point de coordonnées (3 ; 0). Démontrerque Vx € [1; 5] le point M de
coordonnées (x, f (x)) est une distance constante du point I. En déduire la nature geométrique
de la courbe (C), lorsque 1 < x < 5

8) Tracer (C) et ces asymptotes. Faire figurer les points A et B.

Perfectionnement.

- La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.

On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.

X —0oo 2 4 + oo

() 1 \ +oo
oo 3

1) Tracer I
2) Compléf f(x)
2
3) On suppose que f(x) est de la forme f(x) = a>2(+—bx+c
X“+ X+«
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a- Déterminerlesréelsa; b ; c; B et a
b- Montrer que la restrictiongde fal=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle J a

préeciser.
c- Donner I'équation de la tangente & la courbe C' de g™ au point d'abscisse 1
d- Tracer C'

e- Discuter graphiquement suivant les valeurs du paramétre m, du nombre et des signes des
solutions de I'équation (3 —m)x?>- (12- 4m)x + 8 = 0

- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

y ry

1) Compléter la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

2) Donner les équations des asymptotes a (Cg)
3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles
Donner les limites de g aux bornes de Dg.

4) Dresser le tableau de variation de g.

|
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2
. . - e ax“+bx+c . )
- Soit f la fonction numérique définie par f(x) = “ad ou a, b, ¢, d sont des réels et (Cf) sa
X+
courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, j)

1) Trouver lesréels a; b; cet d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et (Cf)
passe par les points A(2;3),B(4;7) etadmet au point d'abscisse 2 une tangente horizontale.
2) Dans la suite du probleme on prendraa = 1; b = —1; ¢ = =5 etd = -3

a- Etudier la fonction f

b- Etudier la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique
c- Montrer que la restriction g de f a l'intervalle [ 4 ; +oo[ réalise une bijection de [ 4; +oo[ sur
un intervalle J que I'on précisera.

- Calculer g(5) ; g(6) ; (9'1)'(%

3) Montrer que (Cf) admet un centre de symétrie que lI'on déterminera
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et 3

5) a- Montrer que Vx e [4,5]ona|f'(x)| < %

b- En déduire que

f(x)—1—25

<3x-5
4
6) Tracer (Cf) dans le repére (0,1, ]) ainsi que (Cg™) la courbe de g*
- Partie A : Soit f la fonction numérique définiesur Df =]1 ; +oo[ par: f(x) = il_ X
X —
1) Montrer que la dérivée de f garde un signe constant sur Df.

2) Etudier les variations de f (limite et sens de variation)
3) En déduire que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle | 1 ; 2]

Partie B: On se propose de résoudre I'équation f(x) =0dans |1 ; 2[ .

. . R . , . 1
1) Montrer que I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que I'équation 1+ — = X

Jx

. e 1 ) )
2) On appelle g la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par: g(x) = 1+ —= soit o la solution de

Jx
I'équation f(x) =0 (Onadonc g(a) =aet 1< a < 2)
a) Montrer que si x est élémentde | 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élémentde |1 ; 2[.
b) Justifier la dérivabilité de g sur [ 0; +oo[Calculer la dérivee de g puis montrer que pour

toutx [1,2]ona: [g'(x)| < %

c) En déduire que pour tout x de [1, 2], on a |g(x) — | < %|x—a|
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x° —4x° +8x—4

> et soit (C) sa courbe
(x-1)

- Soit la fonction f définie sur R—{1} par f(x) =

représentative dans le repére (0,1, J) .

1) Etudier la fonction f (limites, variations).
cx+d

(x-1)°

2) a- Déterminer lesréelsa; b; cetdtelque Vx=1lona:f(x) = ax+b+

b- En déduire que la droite (D) d'équation y = x - 2 est asymptote a (C)

c- Préciser la position de la courbe (C) et la droite (D) et les coordonnées du point commune | a la
courbe (C) et (D).

3) Tracer (C) et (D)

4) a- Déterminer I'abscisse du point J de la courbe (C) ou la tangente est parallele (D) ; puis
I'équation de cette tangente. Tracer cette tangente (T).

b- En déduire graphiquement suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation f(x)
x + m.

5) On se propose de retrouver par calcul le résultat trouvé en 4)
a) Montrer que les abscisses des points d'intersection de (C) et de la droite d'équation
y = x + m sont les solutions de I'équation :
E):(m+ 2)x’+(—2m-7)x + m+ 4 =0
b) Trouver suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation (E).
c) Pour quelles valeurs de m la courbe (C) et la droite d'équation y = x + m ont — elles deux
points communs M et N ?
d) Dans ce cas, calculer en fonction de m, I'abscisse du milieu | de [M N].
e) Montrer que lorsque m varie, le point | appartient a la courbe (C") d'équation :
7—4x

=x +
Y 2X—2

- Soit la fonction f définie par f(x) = il et (C) sa courbe.
X+

1) a- Démontrer que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [ 0; +oo[est au
dessus de sa tangente en tout point.

b- En déduireque Va € [0; +oof ,0na: %zl—a Q)
+a

2) Soit la fonction g définie sur [0, +oo, par g (x) = v X+1 et soit a un réel strictement positif.
3) Déterminer la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oof

<g<s

1
2v1+a 2

4) Vérifier quevx € [0; a[ ona:
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5) En utilisant le théoréme de I'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur l'intervalle

a a
0 ;a],démontré que 1 + <Jl+a<l+— 2
o ial Wt o hva ; @
6) a) Déduire des relations (1) et (2) que :

2
Va € [0; +oof ,ona:1+%—%s\/1+a s1+%

b) Etablir alors I'inégalité suivante : 1,0475 < Jl_l <105

c) En déduire une valeur approchée de \/1_1 tout en précisant la marge d'incertitude.

7) Etudier la fonction f puis tracer la courbe (C).

|
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