Etude locale d’une fonction numérique :

Prérequis :
v Fonction numérique d’une variable réelle ;
v" Calcul dans R ;
v Equations et inéquations dans R ;
v Fonctions trigonométriques.
Pré évaluation :
Soient les fonctions numériques suivantes définies par :
fx)=2x+1 h(x) = |x — 1] I(x) =3 —2x.
1. Trouvez le domaine de définition de chacune des fonctions ci-dessus ;
2. Calculez (Iof)(x) puis en déduisez (Iof)(0) ;
3. Déterminez I’image indirecte par I de [0; 1].

Séquence 1 : Limite d’une fonction en un point — Continuité
Situation probléme :
Soit la fonction numérique définie sur R par :
fx) =/Ix|
1. Vérifiez que f est une fonction paire ;
2. Soit € un nombre réel strictement positif.
Démontrez qu’il existe un réel strictement positif § tel que la relation |x| < § entraine

larelation |f(x)| < €;

3. Soit M un réel strictement positif. On suppose |x| < # ;

1 s vt s .
Montrez qu’alors —— = M. En déduisez qu’il n’existe pas de nombre r Strictement

NEihe
positif tel que la relation |x| < r entraine la relation |f(x)| < M|x].
Activité 1 : limite nulle en zéro
On consideére la fonctions f définie sur R par f(x) = x3.

Tache :
Complétez le tableau suivant puis interprétez :
X -1 -0,5 -0,1 -0,01 |0 0,01 0,1 0,5 1
fx)
Solution

Synthese partielle :
On constate que quand x s’approche de zéro, f(x) s’approche de zéro. On dit que la limite de
fen x = 0 est 0 ou encore f admet une limite nulle en zéro. On note lin(}f(x) =0 (la

X

imite de f(x)lorsque x tend vers zéro est 0).

Activite 2 : limite d’une fonction en un point

Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 3x* + 1.

Tache :
1. Déterminez I’ensemble des réels x telsque: 4 — 0,1 < g(x) <4+0,1;
2. Déterminez un réel a strictement positif tel que : |x — 1| < a entraine

lg(x) — 4| <0,1.
Solution
1. 4-01<g(x)<4+4+01 ©4-01<3x2+1<4+0,1
&3-01<3x2<3+0,1 =>1—%gxzs1+%




& 1-0,033<x?<1+0,0033 < 0,967 < x* < 1,033

& /0,967 = x < /1,033 & 098<x<1,01

& x €[0,98;1,01].

2. ©x€[098;1,01] ©098<x<101 & -01<x-1<0,01

S |x—1/<001 =a=001
Synthése partielle :
Dans la proposition « [x — 1| < 0,01 entraine |g(x) — 4] < 0,1 ». 0,01 et 0,1 étant des réels
infinément pétits, on pose « = 0,01 et e = 0,1. Onadonc:
|lx — 1] < a = |f(x) — 4| < €. On dit que la fonction g admet 4 comme limite au point
xXo=1
limg(x) = 4..
x—1
Synthése générale :
Définition :
Soit f une fonction numérique et D, son domaine de définition et soient [ € R et x, € R et.
On dit que f admet I comme limite en x, lorsque f(x) tend vers [ quand x tend vers x, Si :
VEERY, JaeRy, VxeR, |x — x| < a = |f(x) — | < &. On note }ll}l f(x) =1L

—X0

Exercice d’application :
1. Démontrer, en utilisant la définition de « f admet [ comme limite de f en x, »
Q) f(x)=5x—1x,=2etl=9

it S =—
b) f(x) = 1 ,xO — 1 etl — 2
2. Soit la fonction g définie par: g(x) = 4x2;i’;+3

a) Trouver le domaine de définition de g ;
b) Veérifier que lim g(x) = —2.

x—=
2

Remarque : Si la fonction f admet [ comme limite en x,, la courbe est semblable a :
r

A
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— ——

NB : La limite d’une fonction peut étre finie ou une infinie ; dans le cas d’une limite infinie,
on note :

lim f(x) =40 ou lim f(x) = —o0
X—Xg X—Xg
Activite 3 : Limite a droite — Limite a gauche

Soit la fonction numérique g définie sur R par g(x) = |x? + 2x — 3].
Tache :
a) Ecrire g(x) sans le symbole de la valeur absolue ;




b) Calculer 311_)1111 gx).
Synthése partielle :
On constate que la fonction g admet deux expressions différentes sur les intervalles :
[—3; 1]et [1; +oo[ chacune des restrictions admet une limite au point x, = 1, on dit alors que
g admet une limite a droite et & gauche au point x, = 1.
On écrit : Jim. gx) = 9li_>ml(x2 +2x—-3)=0
lim g(x) = lim(—x?*—-2x+3)=0
x—1t x—1
Synthese générale :
Soit x, un nombre réel et f une fonction numérique définie sur un ensemble J contenant
I’intervalle ouvert de centre x, e de rayon & (avec eeR%).
» Ondit que f admet le nombre I comme limite & droite en x,, si la restriction de f
sur Jxg; xo + €[ admet I comme limite en x,. On note :

Jim fG) = Jlim fG) =1L
>

> Ondit que f admet le nombre I comme limite & gauche en xg, si la restriction de f
sur Jxo — &; xo[ admet [ comme limite en x,. On note :

Jim_fGo) = Jim fG) =1
<

Exercice d’application :
Etudier la limite de la fonction f en x, dans chacun des cas suivants :
Q) f)=Ix+1]; xp=-1
b) f(x) =2 x =0,
Remarque :
» Une fonction f admet une limite [ e x, si, et seulement si f admet une limite a droite
et une limite a gauche de x, etona:
lim f(x) = lim f(x)=1lim f(x) =1
- x—xot x—Xg

X—X
» Limites élémentaires :
lim k = k. k = cte 1 1
x—a lim — = 4o lim — = —o
x—0t x x—07 X
i = sinx tanx
Jimx=a lim — = 1 lim =1
x—0 X x—0 X
. 1—cosx . 1—cosx
lim——— =0 lim ———=
x—0 X x—0 X
» Théorémes géneraux sur les limites :
Soient f et g deux fonctions numeériques et a € R tel que :
letlimg(x)=1.0Ona:
x—a
e Limite d’une somme :
lim f(x) = l l l +0o0 —o0 +oo
xX—a
lim f(x) = I +00 —o0 +o0 — —
xX—a
Alors lim (f + [+ +00 —00 +o0 — I
x—a
g)(x) =




e Limite d’un produit :

li_‘r)nf(x)= l [>0 <0 | >0 |]I<0] 400 | +0| -0 | O

9;i_r;zlf(x) = I +00 +o0 —00 — | 400 | —00 | —00 | +00
AIoFCs !L%_r)r}l(f/ LI | +oo —00 —o0 | 400 | 400 | —oo | 400 |/l]
9)(x) =

e Limite d’un produit :
1¢" cas : le denominateur g ne s’annule pas :

lim f(x) = l l 400 +o0 —00 —00 +00
xX—a
lim f(x) = I"#0 |+ 0u I'>0 I'<0 | I'>0 | I'<0 [0
x—a
—00
Alors lim(f/g)(x) = L 0 +0o0 —0 —0 +oo0 |/
xX—a
2é cas : le dénominateur g s’annule :
lim f(x) = l [>00u+ [<0ou—o l<0ou—o 0
o > 0 ou + oo
lim f(x) = o* 0~ 0* 0~ 0
xX—a
Alors lim(f/g)(x) = +00 —o0 +00 —0o0 I
xX—a

e Formes indéterminées :
. . , ) 0
Dans la recherche de la limite, si nous obtenons 1’une des formes suivantes : o 2; 0x

00; (+0) + (—0), aucun théoréme mathématique ne nous permet de conclure. On dit qu’on a
une forme indéterminée.

o limi/f(x) ="/, avec(l, >0)
xXx—a

Exemples de calculs de limites :

. 3-8, ;. sin3
v Calculer lim(*=) ;lim ===
x—2 xX—2 x—0 Sin 5x

Vx—2-2

lim = lim =——; x_lgloo(\/x +x—Vx2+1)
Continuité d’une fonction en un point :

On dit qu’une fonction numérique est continue en un point x, ssi x, € Df et
lim f(x) = f(x,) ce qui se traduit par :

X—Xq

Ve>0;3a>0;Vx EDf:|lx — x|l <a=|f(x) — f(xp)| < e.
(f continue en xy de Df) & (f(xy) est définie et ;LT f(x) = f(xg)

Exemple :
Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est continue en x,
1) f(x)=3x*—2x—-7; xo=3
x*+4

2) fx)=——; xo=2

x—2
3) f(x)=x—-3+V3x2+1;x,=1
e Continuité a droite — Continuité a gauche :
On dit que f est continue a gauche au point x, ssi x, € Df et lim_f(x) = f(xq).
X—X
On dit que f est continue a gauche au point x, ssi x, € Df et lim_f(x) = f(xo).
xX—Xx0

Activité 4 : Fonction dérivable en un point, Nombre dérivée




Tache : Calculez la limite lim f&)-f(@) des fonctions suivantes

x—a xX—a

1) f(x) =3x+4poura =2
2) f(x)=x*poura=1

Solution :
1L lim 22 = lim 222 =222 = 2 (), ona11m3(x D -3
x—2 X—=2 x—2 X—2 -2 2 (x=2)
. ) —f(2)
lim ———=3
xT-2 x—2
— 4. — 14 — o fOO-f@ g oxt-1 1-1
2. fx)=x*;f(1)=1*=1 chl_r)r} — —)lcl_rgx_l_ — =
S (FI)
Onalimwz lim oD@ tD) limx3+x*+x+1=14
x-1  x-1 x-1 x—-1 x—>1
. f)—f()
lim———==4
-1 x—1
Synthese:
Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant x, et telle que f est continue en x ;
(Cf) sa représentation graphique. Le coefficient directeur de la droite T tangente a la courbe

(Cf) au point M, (fé?o)) est appelé le nombre dérivé de f en x, . On le note f'(x,) etona

ey — vien FOO—f(x0)
f'(xo) = lim

X—X0

La fonction sera dite dérivable en x, lorsque lim [D-7(x0) gyiste et est finie.

x-xg X—Xo

Courbe obligatoire
Exercice d’application :
Etudiez la dérivabilité de f en x,

1) f(x)=x% x5 =2

2) h(x) =225 x5 =1
Activité 5 : Dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche
Soit f:x — |x|
Téche :

1) Ecrivez f sans le symbole de la valeur absolue

2) Etudiez la dérivabilité de fen 0

Solution :
Syntheése :
Exemple : Etudier la dérivabilité de f en — 2
f(x) = |2x% 4+ 3x — 2|
Fonction dérivable sur un intervalle :
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I, on dit que f est dérivable sur I si f
est dérivable en tout point de I.

on écrit v x € I; lim 22~/@

x—a X—a

existe et finie—




Fonctions deriveées :
Dérivées de quelques fonctions élémentaires :

Fonction f Dérivée f' Dérivable sur
x ~ a(a €R) xH 0 R
X - ax XxXea R
x—ax+b X a R
x P x" x - nx™ 1 n>1neN
n *
x'_’xin X - n>1neNx€eR
x =X o x € ]0; +oof
2v/x
X - sinx CcOSX R
X & COSX X - —Ssinx R

Opérations sur les fonctions dérivables :
Si U et V sont deux fonctions dérivables sur un intervalle | alors on a :

e U+VY=U+V . (g)’ __uvvu

uv) =U'V+V'U v v
° ( ), , e [U(ax+ b)]' =aU'(ax + b)
e (al) =aU

, , e UoV =V'xU'oV
. (l) __r
1% v?
Exercice d’application :
Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :
a. f(x)=2x*-3x+1;

b. g(x) ==

x+1
c. h(x) = cos(x) + sin(x)
d k(x)=+v3x+1
Dérivées successives :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ telle que sa dérivée f' soit dérivable surl.
La dérivée seconde de f notée f" est:f"(x) = (f'(x))’ ; de méme f""'(x) = (f"(x))’ .On

. . . i o . dz_f_ 17 . azf g
utilise aussi les notations o f'(x); o f"(x); o - J€9)
anf

D’une maniére générale = f"(x
générale <L = fm(x)

Exercice d’application :

Soit f(x) =x*+x?2+2x*—3x+1

Calculez f'(x); f"(x); f'"" (%)

Activité 7 : Interprétation géométrique du nombre de drivée : Equation de la tangente
Soit f une fonction x - x?

Tache :

1. Démontrez que f est dérivable en —1 et déduisez f'(—1) ;

2. Tracez la courbe (Cf) de f;
3. Déterminer y tel que : f'(—1) = %
Solution :

Syntheése :




Larelation y telle que : y = f'(—1)(x + 1) + f(—1) est I’équation de la droite tangente a
(Cf) au point d’abscisse x, = —1.
Dans cette relation f(—1) apparait comme le coefficient directeur de la tangente a (Cf) au
point d’abscissexy, = —1.
Définition :
Soit f une fonction definie sur un intervalle I et dérivable en un point x, de I ; soit (Cy) la
représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére. On appelle tangente a (Cy) au
point M de coordonnées (xo, f(xo)), la droite d’équation :

v = f'(xg) (x — x9) + f(x0)
Dans cette équation, f(x,) est le coefficient directeur de la pente en x,.

Activité 8 : Fonction dérivée et Sens de variation d’une fonction
x—1 six<1
—x+4 six>0

On considere la fonction f définie par f(x) = {

Tache :
a. Représentez graphiquement la courbe de f puis en deduisez le sens de variation de la
fonction f ;
b. Calculez la dérivée f' de f.
Que constatez-vous ?
Synthése :
On constate que sur | — o0; 0], f'(x) = 0 et f est croissante
et que sur ]0; +oo[, f'(x) < 0 et fest croissante.
Théoréme :
Soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle 1.
v Si f est croissante sur I alors pourtoutx de I, f'(x) = 0;

v’ Si f est décroissante sur I alors pour toutx de I, f'(x) < 0;
v Si f est constante alors pour tout x de I, f'(x) = 0.
Réciproquement,
v Sipourtout x de I, f'(x) = 0 alors f est croissante ;
v Sipourtout x de I, f'(x) < 0 alors f est décroissante ;
v" Sipourtoutxdel, f'(x) = 0 alors f est constante.
On a le tableau de variation suivant :
Posons I = [a, b] et soit x, € I tel que f'(x,) =0.0na:

X a X a X b
Xq b f'(x) -0 +
EoNm —
) @)

A F(x0) °

Remarque : Dans le cas 1, f(x,) est un maximum de f(x)
Dans le cas 2, f(x,) est un minimum de f(x).
On retient donc que si f’ s’annule en x, en changeant de signe alors f admet un extremum




