1"¢ BAC SCIENCES EXPERIMENTALES Maths Olympiad

Chapitre 2

Généralités sur
les fonctions

Du niveau de base au niveau concours

A connaitre par cee ur
Fpaire: f(-x) = f(x);
Impaire : f(-x) = -f(x)

ax? + bx + ¢ = a(x - a)? + B

4 solutions

Défi de concours

x2 - 4|x| + 3 = m : combien
de solutions ? Et f(f(x)) = 07?

Une courbe, une droite : combien de points communs ?
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Comment utiliser ce livret

Les encadrés du cours

Les &4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases *
les automatismes indispensables.

Niveau 2 - Bac * %
le niveau des devoirs surveillés.

Niveau 3 - Approfondissement * % %
pour viser la mention Tres bien.

Niveau 4 - Concours * % % %

|

écoles d’ingénieurs).

dans la partie D.

problemes de concours (classes préparatoires,

M Définition : a savoir par ceeur.
M Propriété / Théoréme : les outils.

I méthode :
M Exemple : un calcul entiérement rédige.

la démarche pas a pas.

M Piége : U'erreur classique a éviter.

Astuce de concours Yr: le petit plus qui fait

gagner du temps.

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique
par ou commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés : la
partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30) ; la partie C est une banque de 36 exercices
classés par theme (Domaines et lectures graphiques, Parité, Majorants, minorants, extremums, Sens
de variation, Fonctions usuelles et composées, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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La carte du chapitre

Tableau

Variations

\/ +da Forme

Fonctions

cano-
usuelles

nique

Max, min

Generalites sur Bornes et
les fonctions extremums

Domaine >
D Bornée
f

Fonction Majorée,

. et courbe minorée
Egalité

Lecture

Paire,
impaire Axe,
D, symé- centre
trique

A la fin du chapitre, je sais...

O trouver le domaine de définition ; dresser et lire un tableau de variations ;

0O reconnaitre deux fonctions égales ; déduire les variations par parité ;

O lire images, antécédents et signe sur une

comparer deux fonctions, deux courbes;
courbe;

étudier la parité, compléter une courbe ; el ISl ) = i R0 S i)
étudier une parabole et une hyperbole ;

utiliser /x + a et ax®;

étudier une composée g - f.

majorer, minorer, encadrer une fonction ;

trouver un extremum par la forme canonique;

O 0o oooogod

étudier les variations avec le taux T(x, y) ;
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Chapitre 2 Généralités sur les fonctions 1" Bac Sciences Expérimentales

Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant le cours, fais le point sur tes acquis du tronc commun utiles au chapitre ; aucune question
ne demande le cours. Corrigé et orientation : page 70.

Bloc | - Calcul algébrigue |4
@ Factoriser Factoriser le plus possible @) Fractions (a) Pour x # +1, écrire L - L
A=(x-3)"-16 et B=x>-4x?+4x. en une seule fraction. (b) Trouver le réel k tel
56 _ 5, 1

que = =-2+ >~ pourtoutx=:.
®) Forme canonique (a) Ecrire -2x% + 8x - 3 @) Avec deux lettres a et b sont réels.
sous la forme a(x - a)? + B. (b) En déduire (a) Factoriser a® - b? +2(a-b). (b) Pour a # -1
que -2x?+8x -3 <5 pour tout réel x. et b # -1, réduire ﬁ - b‘+’1.

| (

Bloc 2 - fquations, inégquations, signes |4
©) second degré (a) Résoudre dans R Signe d’un trinéme Résoudre dans R:
2x%+ x -6 = 0. (b) En déduire une (@) x*+x-2050; (b)9x* +6x+1>0.

factorisation de 2x? + x - 6.

@) un quotient Résoudre dans R i? 22 Valeur absolue Résoudre dans R:
(x # 1) ; écrire les solutions avec un (@) 13x+2] <4; (b) [x-4]=|x+2].
intervalle.

| (

Bloc 3 - Fonctions du tronc commun S
Fonction affine f est affine, f(-2)=7 et La fonction x ~ ax? f(x) = ax? ; sa courbe
f(4)=-2. (a) Donner f(x). (b) Résoudre passe par A(6;-12). (a) Trouver a.

f(x)>1. (b) Résoudre f(x) < -3.

La fonction x = ¢ g(x) = % (x #0); sa @) Lire une courbe 4

courbe passe par A(-4; 1,5). (a) Trouver a. Ci-contre : la courbe € i

(b) Points communs a cette courbe et a la de f sur[-2,5] et la droite

droite y =x-57 y =2.(a)Lire f(-1), f(O) et €~
f(3). (b) Pour quels x la

courbe est-elle

strictement au-dessus de

la droite ?

Temp s écoulé ? . Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Mon score
Pose le crayon, compte tes points bloc par |4 W 4 v |4 = | 12
bloc et corrige-toi page 70. — — —

. J
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

0 Fonction et domaine de déhnition

Au tronc commun, tu as étudié trois fonctions de référence : x — ax + b et x » ax? (définies
sur R), x — % (définie sur R*). Ce chapitre donne le vocabulaire commun a toutes les fonctions
(domaine, courbe, parité, bornes, extremums, sens de variation) et des méthodes pas a pas, sans
calcul savant, pour les étudier et les représenter.

Définition : fonction numérique, image, antécédent, domaine

Une fonction numérique d’une variable réelle f associe a chaque réel x au plus un réel, noté
f(x) et appelé 'image de x par f. Siy = f(x), on dit que x est un antécédent de y. Le domaine
de définition de f est 'ensemble des réels qui ont une image : D, = {x € R; f(x) existe}.

Exemple. f(x) = x?-3: l'image de -2 est f(-2) = 4-3 = 1; les antécédents de 6 sont les solutions
de x?-3=6,s0it x> =9: 3 et-3; -5n'aaucun antécédent, car x*> - 3 > -3 pour tout réel x. Un
réel a une seule image, mais il peut avoir zéro, un ou plusieurs antécédents.

9 Méthode : Comment trouver le domaine de définition

Sl lexpressmn contient... | on Impose... 1 Repérer lec dénominateurs o [ac

un quotient % B(x) # 0 racines carrées. 2. Ecrirg une condi-

tion pour chacun (tableau ci-contre). 3.

une racine y/A(x) A(x)2 0 Résoudre chaque condition (second de-

une racine en bas A% B(x) > 0 (strict) gré, signe d'un trindme, valeur absolue).

B(x) 4. Garder les réels qui verifient toutes

un polynéme, |A(X)| aucune condition les conditions (intersection) et conclure

plusieurs morceaux toutes les conditions « Df = .. » avec des intervalles. 5. Con-
troler avec une valeur.

Exemple : huit domaines, réedigés comme sur une copie

* f1(x) = 3x* - 5x + 1, polynéme : Df1 =R f,(x)=V3x+12:3x+1220 < X 2 -4,

sz, = [-4, +oo].
X+ 1 . . - +
. f,(x) = e g’ O" impose x* -5x+6#0; A=25-24=1,racines =1 =2 et 21 =3:
D; =R\ {2,3}
. f3(x) x22X22(3 % A=4-20=-16 <0, le dénominateur ne s'annule jamais (d’ailleurs
+ +
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Chapitre 2 Généralités sur les fonctions 1" Bac Sciences Expérimentales

X2 +2x+5=(x+1)2+424): D, =R.

f3
* fo(x) = Vx2+x-2: 1estracine (1+1-2 = 0) et le produit des racines vaut -2, donc
'autre racine est -2 ; le trindme (a = 1 > 0) est positif a 'extérieur des racines : Df5 =
]-o0,-2] U [1, +ool.
X+1

* f¢(x) = ——=" racine au dénominateur, condition stricte: 10-2x >0 < x<5:
V10 -2x
Dfs = ]-o0, 5].
1

* fo(x)= |x|—2: [X|-220 < |x|#2 < x#2etxz-2: Df7=R\{—2,2}.
Deux conditions a la fois. fy(x) = 12 -3x +
ﬁ: ilfaut12-3x2>0,soitx<4,etx+1#0, xsh R ’
soit x # -1. On garde les réels qui vérifient les X ¢D'1 7 ‘
deux (figure) : Dfs = ]-o0,-1[U]-1,4]. Con- s - z

trole : fg(0) = V12 + 2 existe ; f5(5) et fg(-1) point plein : compris ; point vide : exclu
n'existent pas.

Exemple : en physique, la situation fixe le domaine

Une balle lancée verticalement depuis le sol a 20 m/s (avec g = 10 m/s?) est a l'altitude
h(t) = -5t? + 20t (en m, t en s). La formule a un sens pour tout réel t, mais le mouvement
n'existe que pourt > 0 ettant que la balleestenl'air: h(t) 20 < 5t(4-t)20 < 0<t<h4.
Le domaine d’étude est [0, 4].

Remarque. Un peu d’histoire. Le mot fonction apparait chez Leibniz a la fin du xvi® siée-
cle, pour des grandeurs attachées aux points d’'une courbe. Euler, dans son Introductio in
analysin infinitorum (1748), appelle fonction une expression analytique formée d’une vari-
able et de constantes. En 1837, Dirichlet donne la définition moderne : a chaque x corre-
spond un seul y, peu importe la maniere dont on ['obtient. Sa célébre fonction, égale a 1 si x
est rationnel et a 0 sinon, n'a pas de formule simple et ne peut pas étre dessinée.

© Egqalité, courbe représentative

Définition : égalité de deux fonctions

f=g9 < D;=D, et pourtoutx e D, f(x) = g(x). (Deux conditions : méme domaine,
mémes images.)

Maths Olympiad e
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Exemple : égales ou non ?

2_
X+2 f g
donc . Pourtant, pour x # -2, f(x) = % _

x-2: f et g ont les mémes images sur R \ {-2}, et Cr
est la droite y = x - 2 privée du point (-2, -4) (figure).

« u(x) =\/x_2etv(x) =|x|: D,=D, = R et/x2 = | x| pour
toutréelx: [u=v]

- w(x) = (\/})2 et i(x) = x: w(x) = x pour x = 0, mais
D, =[0,+oo[z R: w# i trou en (-2,-4)

Reégle : on calcule le domaine avant de simplifier : une
simplification peut faire disparaitre une valeur interdite.

Définition : courbe représentative dans un repére (0,7,7)

Cr = {M(x, f(x)); x € D;}; son équation esty = f(x): |M(a,b) € €; (ae D;etb= f(a))|
Une droite verticale coupe Cyenau plus un point.

Un point est-il sur la courbe ? Avec f(x) = % : A(1,-1): 1 €D et f(1) = ? =-1,doncA € C;;

B(-2,-4): -2 & D, donc B & C (c'est letrou); C(3,2): f(3)=1#2,doncC ¢ Cs.

pour trouver... je regarde sur la figure...

l'image f(a) l'ordonnée du point de Cs d’abscisse a

les antécédents de k (les solutions de les abscisses des points d'intersection de Cretdela droitey = R

f(x) = k)

le signe de f(x) ol C; est au-dessus (+) ou au-dessous (-) de l'axe des abscisses

les solutions de f(x) > k les abscisses des points de Cs situés strictement au-dessus de la
droite y = R

Df ; lensemble des images '« ombre » de G’f sur 'axe des abscisses ; sur l'axe des ordonnées

Exemple : lire la courbe d’une fonction f définie sur [-4, 5]

Images. D, = [-4,5]; f(-4)=-1, f(-3) =1,
f(-2) =3, f(1) = -2, f(3) = 0, f(5) = 2.
Lensemble des images est [-2, 3].
Antécédents. La droite y = 1 coupe €f en
trois points: 1 a trois antécédents, -3 et deux
autres, voisins de -0,7 et de 3,7 (lecture ap-
prochée). 3 a un seulantécédent,-2; -3 n’en
aaucun.

Signe. C; coupe l'axe des abscisses en a =
-3,3,b=-0,3et3: f(x)>0surlab[u]3,5],
f(x) <0 sur[-4,a[u]b, 3.

Nombre de solutions de f(x) = m (on fait « glisser » la droite horizontale y = m de bas en
haut) :

m m<-2| m=-2 |-2<m<-1|-1sm<2|2<m<3 m=3 m>3
solutions 0 1 (x=1) 2 3 2 1(x=-2)| 0

Maths Olympiad o
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Attention aux bornes : pour m = -1, le point (-4,-1) compte (il est sur la courbe) : trois
solutions, dont -4.

€ Fonctions paires et impaires

Une partie D de R est symétrique par rapport a 0 lorsque, pour tout x € D, -x € D : C'est le cas de
R, R*, [-3,3], R\ {-1, 1}, mais pas de [-2,3] (3 € D, -3 & D) ni de [0, +oo].

Définition : fonction paire, fonction impaire

f est paire lorsque D; est symeétrique par rapporta 0 et Vx € D, f(-x) = f(x).
f est impaire lorsque D; est symeétrique par rapporta 0 et Vx € Dy, f(-x) = -f(x).

Interprétation graphique (repére orthogonal)

f est paire < C; est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. f est impaire <
C; est symeétrique par rapport a U'origine 0. Si f est impaire et0 € D, alors f(0)=0

Déemonstration. Les symétriques de M(x,y) par rapport a (Oy) et a O sont M'(-x,y) et M"(-x, -y).
Si f est paire, y = f(x) < y = f(-x),donc M € C; &= M ec; ; si f estimpaire, y = f(x) <
-y = f(-x), donc M € C; & M el Enfin, si f est impaire, f(O) f(-0) = -f(0), donc f(0) =0
O

Méthode : Comment étudier la parité

1. Le domaine. Calculer D, et verifier qu’il est symétrique. Sinon, donner un réel a € D,
tel que -a ¢ D; : f n’est ni paire ni impaire. 2. Le calcul. Pour x € Dy, calculer f(-x) en
remplacant chaque x par (-x), avec des parenthéses : (-x)? = x2, (-x)® = -x3, | - x| = |x|.
Comparer a f(x) et a -f(x). 3. Pour réfuter, un contre-exemple suffit : un réel a tel que
f(-a) # f(a) (pas paire), ou f(-a) # -f(a) (pas impaire).

Exemple : six fonctions

« f(x)=x +Xi D; = R* est symétrique et f(-x) = (- -x)? +

:)2 =x*+2 = f(x): f estpaire.
_ X3 . _ _ (=%
« g(x) = m -3x: Dg-Retg(—x)- n

(-x) = —% +3x = -g(x): g estimpaire.

+ Le fil rouge du cours : p(x) = 28 7o x?+424>0,donc D, =R, et p(-x) = C x)2+4 = @(x):
(p est paire (figure de la section 4).
x3 _
-1
R(x) = \/XT D, =[-6,+00[ ; 7 € D, mais -7 ¢ D, : k n’est ni paire ni impaire.

D, = R\ {-1,1} est symétrique et h(-x) = Xi = -h(x): h est impaire.

2.1

* h(x) =

B(x)=2x>+x: D, = R est symétrique, mais £(1) = 3 et #(-1) = 1: £(-1) = £(1) (pas paire) et
2(-1) = -2(1) (pas |mpa|re) ni Uune ni lautre.
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complétée par

symétrie Y (:)f
80
me--- X g
o 4 T ¢
g
m g
. _ -4 =277~
= 2 1 2 3X N v
f(X)=X2+Xi2 paire : symétrie d’axe (Oy) /"
-4 +

g(x) = Xf - 3x impaire : symétrie de centre O

En pratique : si f est paire ou impaire, on 'étudie seulement sur D;n [0, +oo[, puis on compléte
la courbe par symétrie (a gauche, la partie en pointillés est obtenue par symétrie d’axe (Oy)).
Remarques. Une fonction a la fois paire et impaire vérifie f(x) = f(-x) = -f(x), donc f(x) = 0: c’est
la fonction nulle. Une fonction paire n'a aucune raison de s'annuler en 0 : ¢(0) = 2.

Q@ Majorée, minorée, bornée

Définition : fonction majorée, minorée, bornée sur une partie | de D,

f est majorée sur I lorsque IM € R, Vx €1, f(x) <M (M est un majorant de f sur ) ;

f est minorée sur | lorsque Im € R, Vx € I, f(x) 2 m; f est bornée sur | lorsqu’elle est
majorée et minoreée.

Graphiquement, au-dessus de I, la courbe est sous la droite y = M, au-dessus de la droite
y = m, ou dans la bande comprise entre elles.

§

[ f est bornée sur| < il existe un réel K =2 0 tel que Vx €1, |f(x)| < K.
Démonstration. Si |f(x)| < K, alors -K < f(x) < K. Réciproquement, si m < f(x) < M, on prend
K = max(|m|,|M]): f(x)sM<Ketf(x)2m=-|m| 2 -K. O

A retenir. Un majorant n’est pas unique : si M convient, M+ 1 aussi. Le majorant M est choisi avant
x et ne dépend pas de x. Négation: f n'est pas majorée sur| < VM e R, 3Ix €[, f(x) > M.

B Méthode : Comment majorer ou minorer une fonction

1. Un carré est positif : écrire une forme canonique, puis utiliser (...)> > 0. 2. Encadrer
pas a pas : partir de « x € | » et appliquer les opérations dans l'ordre du calcul de f(x) ;
multiplier par un négatif ou passer a l'inverse (de nombres de méme signe) change le sens
des inégalités. 3. Inégalités connues: -1 < cosx <1, -1<sinx<1, X220, |x| 20. &
Quotient de nombres positifs : majorer le numérateur et minorer le dénominateur. 5. Non
majorée : « Soit M € R », puis construire un x tel que f(x) > M.
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Exemple : quatre situations

1. Avecunsinus. f(x) = 4-3sinx: -1<sinx <1,
donc -3 < -3sinx < 3 (on multiplie par-3<0:
le sens change), puis 1 < f(x) < 7 : f est
bornée sur R. En physique, une tension alterna-
tive u(t) = 12sin(100mt) verifie |u(t)] < 12 : sur
l'écran de l'oscilloscope, la courbe reste dans la
bande -12 < u < 12.

2. Le fil rogge. Eour tout réel x, x2 + 4 = 4 > ’0, 0<p(x)<2: € dansla bande
donc0<mszz;cpestbornee 2

(figure).

3. Minorée, non majorée. g(x) = x> -2x + 4 = (x - 1)> + 3 2 3: g est minorée par 3 sur R. Elle

n’est pas majorée : soit M € R ; le réel x = 1 +/|M| vérifie g(x) = M| +3 > M.
2x +1

S w2 R

4. Encadrer sur un intervalle. h(x) = T3 Sur [0,2]. Méthode rapide : 1 < 2x+1 < 5 et
3 < x+3 <5, donc § s - < 2, puis (produit de nombres positifs) ¢ < h(x) < 2. Mieux :

<
2x +1 = 2(x + 3) - 5, donc h(x) = 2 - X%, ou x n'apparait qu'une fois: 3 < x+3 <5 =

< — <
X+3

h(2) = 1.

= —g < —% <-1 > %s h(x) < 1|, et ces bornes sont atteintes : h(0) =

(SRR
wl=

° Les extremums

Définition : maximum, minimum, extremum (I c D, a € )]

f(a) est le maximum de f sur | lorsque Vx € I, f(x) < f(a); c'est le minimum lorsque
Vx €1, f(x) 2 f(a). Un extremum est un maximum ou un minimum.

f(a) est un maximum relatif (ou local) lorsqu’il existe un intervalle ouvert J contenant a,
inclus dans D, tel que f(a) est le maximum de f sur J. De méme pour un minimum relatif.

Un maximum est un majorant atteint : M est le maximum de f sur| < (Vx €el, f(x) < M) et
(3a €1, f(a) = m).

Lecture graphique (courbe de la section 2) : sur [-4,5], f admet un maximum 3 atteint en -2 et
un minimum -2 atteint en 1. Sur [2, 5], le minimum est f(2) et le maximum f(5) = 2. Sur [-4, 0], le
minimum est f(-4) = -1: un extremum peut étre atteint au bord de lintervalle.

9 Méthode : Comment trouver un extremum

1. Conjecturer une valeur M (ou m) et un point a (tableau de valeurs, courbe, forme canon-
ique). 2. Démontrer l'inégalité f(x) < M (ou f(x) > m) pour tout x € I, en étudiant le signe
de f(x) - M. 3. Démontrer qu’elle est atteinte : trouver a € I tel que f(a) = M. 4. Conclure:
« f admet sur I un maximum égal a M, atteint en a ». Sans l'étape 3, M n’est qu’'un majorant.

Exemple : par la forme canonique : f(x) = 3x%> + 12x +7

f(x) = 3(x*+4x)+7 = 3[(x+2)? - 4] + 7 = 3(x + 2)* - 5. Un carré est positif, donc f(x) 2 -5
pour tout réel x, avec égalité si et seulement si x = -2: f admet sur R un minimum égal a
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Chapitre 2 Généralités sur les fonctions 1" Bac Sciences Expérimentales

-5, atteint en -2. Elle n'a pas de maximum sur R (elle n’est pas majorée).
Sur [0, 1], le minimum n’est pas -5 : le sommet -2 n’est pas dans [0,1]. Si 0 < x < 1, alors
2<x+2<3,donchs(x+2)><9et7<f(x)<22: minimum 7 = f(0), maximum 22 = f(1).

Exemple : en électricité : la puissance maximale (loi d’'Ohm)

Un générateur de force électromotrice E = 12 V et de ré-
sistance interne r = 2 O débite un courant d'intensité |
(en A). La loi d’Ohm pour un générateur donne la tension
asesbornesU=E-rl=12-2l,avec U >0, soit | € [0, 6].
La puissance fournie au circuit extérieur est

P(I) = Ul =121 - 212 = -2(1? - 61) = -2(1 - 3)? + 18,

Donc P(I) < 18, avec égalité pour | = 3 : la puissance
maximale est |18 W/, obtenue pour =3 A(etU=6V:la
moitié de E). Le minimum sur [0, 6] est 0, atteint en 0 et
en 6.

Exemple : un majorant qui n’est pas un maximum : R(x) = X3—X2 sur [0, +oo[

3x = 3(x+2)-6,donc k(x) =3 - . Si x 2 0, alors x +2 2 2, donc 0 < -& s3et.
Minimum: R(0) = 0. Pas de maximum : 3 est un majorant, mais R(x) = 3 est impossible (% #
0). Mieux, aucun réel M < 3 n'est un majorant: R(x) > M < % <3-M < x> ﬁ -2,
et de tels x > 0 existent. De méme, le fil rouge ¢ a un maximum (©(0) = 2) mais pas de
minimum : 0 minore @ sans étre atteint.

Q Le sens de variation

Définition : sens de variation sur un intervalle / inclus dans Df

Pourtous x,y del: f estcroissantesur/lorsque x <y = f(x) < f(y); strictement croissante
six<y= f(x)<f(y);

décroissante sur | lorsque x <y = f(x) > f(y); strictement décroissante si x <y = f(x) >
f(y). f est monotone sur | sielle est croissante ou décroissante sur [ ; constante si f(x) = f(y)
pour tous x, y de I. Croissante : la courbe « monte » de gauche a droite ; décroissante : elle
« descend ».

4 Définition : taux de variation

Pour deux réels distincts x et y de Dy, le taux de variation de

f(x)- f(y)
X-y

c'est le coefficient directeur de la droite (MN), ou M(x, f(x))

et N(y, f(y)) (figure) : si T > 0, la corde (MN) « monte ».

fentre xetyest|T(x,y) = . OnaT(x,y)=T(y,x);
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Théoréme (signe du taux de variation et monotonie, | intervalle inclus dans Df)

f est strictement croissante sur | < T(x,y) > 0 pour tous x # y de | ; croissante <
T(x,y)20;

f est strictement décroissante sur I < T(x,y) < 0; décroissante < T(x,y) < 0;
constante < T(x,y)=0.

Démonstration (cas strictement croissant). Si f est strictement croissante et x # y, on peut sup-
poser x < y (car T(x,y) = T(y, X)) : f(x) < f(y), le numérateur et le dénominateur de T sont négatifs,
donc T(x,y) > 0. Réciproquement, si T > 0 et x < y, alors f(x) - f(y) = T(x,y)(x - y) < 0. O

9 Méthode : Comment étudier le sens de variation avec le taux de variation

1. Ecrire : « Soit x et y deux réels distincts de I.» 2. Calculer f(x)- f(y) et faire apparaitre le

o _1
facteur x-y: x?-y? = (x-y)(x+y); -3 =50 -y = (x-y) (F + xy +y?); Jx-y = ﬁf
3. Simplifier T(x,y) par x - y. &. Trouver le signe de T(x,y) en utilisant que x et y sont dans

I. 5. Conclure, puis dresser le tableau de variations.

Exemple : trois études complétes

1. f(x)=5-2x: T(x,y) = (5’2’2:;5'2") = _Zi’f;y) =-2<0: f est strictement décroissante sur R.

2. Le fil rouge sur [0, +oo[. Soit x # y dans [0, +oof :

A

8(y? +4)-8(x*+4) -8(x-y)(x+y)
(2 +b)(y2+4) (P eb)(y2+4)

-8(x +Y)

o(x) - @(y) = m -

donc |T(x,y)=

Commex>0,y>0etxzy,onax+y>0,doncT(x,y)<0: ¢ eststrictement décroissante
sur [0, +oo[.
3. R(x) = x>+ Xiz sur ]0, +oo[. Soit x # y strictement positifs :

4(y? - x?)

(x +y)(xy - 2)(xy +2)
x2y?2

2_ 2 s XYP-b s
R(x) - k(y) = (x* - y?) + = (¥ ) =g doi Ty :
du signede xy -2 (carx+y >0 et xy + 2 > 0).

. Sur]O,\/f]:xs\/f,ys\/Eetl'un desdeuxest< \/5,

doncxy <2:T < 0: Reststrictement décroissante.

. Sur[y/2,+co[: deméme xy >2: T > 0: k est stricte-

0 ﬁ +00
ment croissante. k(x) \ /
4

Lecture : k admet sur ]0,+oo[ un minimum égal a
k(ﬁ) 2+2=14: x2 +—>4pourtoutx>0

Stricte monotonie et inégalités

Si f est strictement croissante sur I, pourtous a, bdel: |a<b < f(a)< f(b)| et a =
b < f(a) = f(b): l'équation f(x) = k a au plus une solution dans I. Si f est strictement
décroissante, l'ordre estinversé: a<b < f(a) > f(b).

Application. Comparer (p(\/g) et (2,3): 5<2,32=5,29,donc0 <+/5 < 2,3, et ¢ décroit strictement
sur [0, +oo] : (p(\/g) > (p(2,3), sans calculer.
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€@ Variations et parité

Propriété (monotonie d'une fonction paire ou impaire)

Soit | c [0, +oo[ un intervalle inclus dans D;et-l= {-x; x € 1} son symétrique.
1. Si f est paire, ses variations sur -/ sont contraires a celles sur I. 2. Si f est impaire, ses
variations sur -1 sont les mémes que sur /.

Démonstration (f paire, croissante sur I). Soit u < v dans -/ ; alors -v < -u sont dans I, ou f croit :
f(-v) < f(-u), soit f(v) < f(u) (parité) : f est décroissante sur -I. Pour f impaire, f(-v) < f(-u)
donne -f(v) < -f(u), soit f(u) < f(v). O
Méthode : étudier f sur D n [0, +oo[ seulement, puis déduire les variations sur D; n ]-o0, 0] et
dresser le tableau complet. Moyen mnémotechnique: x — x? (paire) descend puis monte; x + x>
(impaire) monte des deux cotés.

Exemple : trois tableaux complets

1. Le fil rouge. @ est paire et strictement décroissante sur [0, +oo[ (section 6) : elle est donc
strictement croissante sur ]-oo, 0], et son maximum est ¢(0) = 2 (tableau (a)).
2. R(x) = x? + xiz est paire (section 3), décroissante sur 10, \/5], croissante sur [\/f, +oo[ (section

6) ; par parité, elle est croissante sur [-\/2, 0 et décroissante sur ]-o0, /2] ; son minimum
sur R* est 4, atteint en /2 et en /2 (tableau (b), double barre en 0 : valeur interdite).

- 2 xy+y?
3.9(x) = % - 3x est impaire (section 3). Pour x # y : g(x)-g(y) = beylotonyy) _ 3(x-y), donc

A
2 2
X“+xy+y--12
T(XI y) = 4 *
« Sur[0,2]: x? < 4, y? < 4, Xy < 4, et ces trois inégalités ne sont pas toutes des égalités (car
xzy): x> +xy+y? <12, T<0: g eststrictement décroissante.

* Sur[2,+oo[ : de méme x? + xy +y? > 12, T >0: g est strictement croissante.

« Par imparité : g est strictement décroissante sur [-2,0], donc sur [-2,2], et strictement
croissante sur -, -2]; g(-2) = 4, g(2) = -4 (tableau (c)).

(a) (b) (c)

0 +00 X - 2

\/5 00 - 2 +00
A
. ) g(x) / N . /7

X =

00 0 +00 -0 _\/5
(%) /2\ R(x) \4/

Controle sur la courbe: sur la figure de la section 3, ¢, monte jusqu’au point (-2, 4), descend
jusqu’au point (2,-4), puis remonte. Attention : 4 est un maximum relatif de g, pas un
maximum sur R (g(5) = % > 4).
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© Cowmparer, résoudre graphiguement

Définition : comparer deux fonctions sur une partie | de D¢ n D,

fsgsurl < Vxel, f(x)<g(x):au-dessus de I, Cp est au-dessous de Cy-

Position relative : on étudie le signe de la différence d(x) = f(x) - g(x) : si d(x) > 0, C; est
au-dessus de Cyi si d(x) < 0, au-dessous ; si d(x) = 0, les courbes se coupent au point
d’abscisse x.

B Méthode : Comment résoudre graphiquement une équation ou une inéquation

1. Ecrire 'équation sous la forme f(x) = m (une courbe et une droite horizontale) ou f(x) =
g(x) (deux courbes), et tracer les courbes. 2. Les solutions de f(x) = m (resp. f(x) = g(x))
sont les abscisses des points communs a €f et a la droite y = m (resp. a C’f et Gg). 3. Les
solutions de f(x) < g(x) sont les abscisses des points de s situés sur ou sous Cy 5 pour
f(x) < g(x), strictement sous (bornes exclues). 4. Ecrire S avec les bons crochets, sans les
valeurs interdites. 5. Une lecture donne des valeurs approchées : contrdler par le calcul
quand c’est possible.

Exemple : une parabole et une droite ; une hyperbole et une droite

(@) f(x) = % -2etg(x) = x+2. Lecture: les
courbes se coupent en A(-2, 0) et B(4,6); C;est
sous €, entre ces points: f(x)<g(x) & xe€

[-2,4]. Calcul: f(x) - g(x) = 28 - (e2loc)

négatif entre les racines: |S =[-2,4]|

(b) % < x-1. Lecture: Uhyperbole y = 2 et
la droite y = x - 1 se coupent en (-1,-2) et
(2,1); Uhyperbole est sur ou sous la droite pour
x € [-1,0[ et pour x 2 2. Calcul : x -1 —% =
X2-x-2 - (x+1)(x-2) :

un tableau de signes donne en vert: 'ensemble des solutions

X
\S = [—1,0[U[2,+oo[\ (0 est exclu : valeur inter-
dite).

Exemple : nombre de solutions de ¢(x) = m, et deux mobiles

Le fil rouge (figure de la section &). On fait glisser la droitey =m: sim < 0 oum > 2, aucune
solution; sim =2, une seule (x = 0); si 0 < m < 2, deux solutions opposées (car ¢ est paire).
Par exemple, p(x) 21 & 82x’+4 < x*<h4: , ce que l'on lit sur la figure
(points (x2, 1)).

En cinématique. Sur une route rectiligne, un mobile A part de l'origine sans vitesse avec
une accélération constante : x,(t) = 2t? ; un mobile B, parti avec 6 m d’avance, roule a
vitesse constante : x,(t) = 4t + 6 (t = 0 en s, positions en m). Ils se rencontrent lorsque
202 = 4t+6 < t?-2t-3=0 < (t-3)(t+1)=0:a[t=3s]3alaposition 18 m. Comme
X, (t) - x5(t) = 2(t-3)(t + 1), B est devant pour 0 < t < 3 et A est devant aprés : graphiquement,
la parabole passe au-dessus de la droite.
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@ La fonction x — ax?+bx+c

B Théoréme (forme canonique, sommet, axe, variations), a # 0, A = b? - 4ac

Pour tout réel x : [ax?> +bx+c=a(x-a)>+B| avec a = —% et B=f(a)=-—.
Sia > 0: f est strictement décroissante sur ]-oo, a], strictement croissante sur [a, +oo[ ; son
minimum est B, atteint en a. Sia<0: c'est l'inverse, et B est le maximum.

Cy est une parabole de sommet S(a, B) et d’axe de symeétrie la droite x = a; elle est tournée
vers le haut sia > 0, vers le bas sia < 0.

A

P . 2 2 2 p2 .
Démonstration. ax? +bx+c = a[(x+ %) - :’? +C= a(x+ z—ba) —b4—ém. Puis f(x)-f(y) = a(x* - y?)+
b(x - y), donc T(x,y) =a(x+y)+b =a(x +y-2a): si x # y sont dans [a,+co[, x+y >2a et T ale

signe de a; dans ]-o0,a], x + y < 2a et T a le signe de -a. Enfin f(2a - x) = a(a - x)?> + B = f(x). O

Méthode : Comment étudier et tracer x — ax? + bx + ¢

1. a = —%, puis B = f(a) (plus sir que la formule avec A). 2. Le signe de a donne les
variations : tableau. 3. Tracer l'axe x = a, le sommet, le point (0, ¢) et son symétrique (2a, ¢),
et les racines si A > 0.

Exemple: f(x) = -x*>-2x+8

a = —2;(31) = -1letf = f(-1) = -1+2+8 = 9:
f(x) = <(x +1)>+9. Comme a = -1 < 0, f est stricte-
ment croissante sur ]-oo, -1], strictement décroissante
sur [-1, +oo[, et admet sur R un maximum égal a 9, at-
teinten -1.

Racines: (x+1)2 =9 < x+1=13 < xe€{-42};
donc f(x) = -(x-2)(x+4),et f(x) 20 < x €[-4,2].
Tracé : sommet S(-1,9), axe x = -1, points (-4, 0), (2, 0),
(0, 8) et son symétrique (-2, 8).

X -00 -1 +00

F(x) / ’ \

Exemple : en mécanique : la trajectoire d’un projectile

Un ballon est frappé depuis le sol (origine 0) a 10/2 =

14,1 m/s, a 45  au-dessus de 'horizontale ; sans frotte- y 5(10,5)
ments (g = 10 m/s?), son centre d’inertie décrit la parabole
y = -0,05x% + x (x, y en m).

Forme canonique: y = -0,05 (x? - 20x) = -0,05(x - 10)? +5:
la hauteur maximale est 5 m, atteintea x = 10 m. Portée:
y=0 < x(1-0,05x) =0 < x=0o0ux-=20:le
ballon retombe a 20 m. Unmurde3 ma 16 m? y(16) =
-12,8 +16 = 3,2 > 3 : le ballon passe, de 20 cm.

3,2

5 10 15 20X
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@ La fonction homographigue

B Définition : fonction homographique

f(x)=g))(HSavecc#Oetad—bc#O' D =IR\[—%}. (Sic=0, f estaffine;siad-bc=0,f

est constante sur D, par exemple 28 = 3))

R d a bc - ad
2

1. Pour tout x € D, : f(x)=B+ avec a=—z,[3=z et k= # 0.

2. Le point Q(a, B) est centre de symétrie de C, qui est une hyperbole : l'image de la courbe
y= s par la translation de vecteur ar + fJ.

3. Sik > 0, f est strictement décroissante sur ]-oo,a[ et sur Ja,+oo[ ; si kR < 0, elle est
strictement croissante sur chacun de ces intervalles.

4, Les droites x = a et y = B sont les droites asymptotes de 'hyperbole (au sens graphique) :
la courbe ne les coupe jamais (a ¢ D; et f(x) # B), et s’en approche autant qu’on veut :

[f(x)-B| = 'k' est trés petit quand x est loin de a, et |f(x)| est trés grand quand x est
proche de a

A

c(ax+b)-a(cx+d) _ bc-ad
(oxed) = c2(x+ ) 2.Sixza,alors2a-xz a et f(2a - x) + f(x) =

Démonstration. 1. f(x) - £ =

k - - .
2B+ £+ £ 22 3. f(x)- fly) = £ - y_la = %, donc T(x,y) = (X_a)fy_a) ; si x et y sont du

méme coté de a, (x-a)(y-a)>0et T a le signe de -k. O

B Méthode : Comment étudier une fonction homographique

1. Valeur interdite et D;. 2. Forme réduite par division : écrire ax + b = %(cx +d) +r, puis
f(x) = % + ﬁ. 3. Centre Q(a, B) et droites asymptotes x = a, y = B. 4. Signe de k: sens de
variation, tableau avec une double barre en a. 5. Tracé : les deux droites en pointillés, Q,

quelques points et leurs symétriques par rapport a Q, deux branches.

Exemple : f(x) = £

X-2
Dy = R\ {2}, et x- 4 = (x - 2) - 2, donc f(x) = 1 —ﬁ: a=2B=1k=-2<0(controle:
bcc'—z"d = @2 = -2). f est strictement croissante sur ]-co, 2[ et sur ]2, +oo ; centre 0(2,1) ;

droites asymptotes x = 2 et y = 1. Points symétriques par rapporta Q: (0,2) et (4,0); (1,3)
et (3,-1); (-2, 2) et(6,3).

X -00 2 +00

wm|

Attention : f n’est pas croissante sur D;:1<3et

pourtant f(1) =3 > f(3)=-1. Aveck>0:
g(x)=32=-1+ ﬁ est strictement décroissante sur

X+1

]-o0,-1[ et sur ]-1, +co[, de centre Q'(-1,-1).
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Exemple : en optique : l'image donnée par une lentille convergente

Une lentille mince convergente a pour distance focale
f' = OF =10 cm. Pour un objet en A sur l'axe, avec
x = OA (x < 0 pour un objet réel) et x’ = OA’, la relation

jugaison L+ -1 = 1 1o x10 oo :
de conjugaison T donne — = o, SOit X
._10x ., 100 _ 20
X—X+10—10 =+10 (x #-10).
C'est une fonction homographique : Q(-10,10), k = pr 0 X

-100 < 0, croissante sur ]-o0,-10[ et sur ]-10,0[. Lec-
ture : si l'objet est au-dela du foyer (x < -10), x' > 10 :
image reelle ; par exemple x = -20 donne x’ = 20. Si
-10 < x < 0, x’ < 0: image virtuelle (la loupe). Un objet X = -10
trés éloigné donne une image proche du foyer image (x’

voisin de 10 : droite y = 10) ; un objet au foyer (x = -10)

n'a pas d'image.

@ Les fonctions \[x +a et ax>

Elle est définie sur [-a, +oo[, strictement croissante, de minimum 0 atteint en -a, et non ma-
jorée. Sa courbe est une demi-parabole : l'image de la courbe de x ~ /x par la translation
de vecteur -af7 (figure (a)).

A-B )

Démonstration. Pour x # y dans [-a, +oo[, avec la quantité conjuguée (/A - /B = Tl

Jx+a-Jy+a 1
T(x,y) = = >
(x+a)-(y+a) Jx+a+ Jy+a

Non majorée: siM 20, le réel x =M? +1-adonne /x+a=vyM2+1>M. O

0.

Exemple : résoudre /x + 1 = x - 1, puis Vx + 1 2 x - 1 (figure (b))

Lecture : la demi-parabole y = v/x + 1 et la droite y = x - 1 ont un seul point commun, (3, 2).
Calcul : une racine carrée est positive, doncil faut x-120;alors/x+1=x-1 < x+1=
(x-1?% < x*-3x=0 < x=00ux=23. Comme0-1c<0,0estrejeté: |S-={3}|

Inéquation : la demi-parabole est sur ou au-dessus de la droite pour-1<x<3: |S=[-1,3]
(pour-1sx<1,x-1<0<syx+1;pourx21,x+12(x-1? < 0<xs<3).

B La fonction x — ax? (a = 0)

Elle est définie sur R et impaire. Son taux de variation est T(x,y) = a(x2 + XY + yz), et x? +

2
xy+y?= (x + %) + %yz >0 dés que x # y. Donc: si a > 0, elle est strictement croissante sur
R ; si a < 0, strictement décroissante (figure (c)).

A

Conséquences. Pour tous réelsu, v: u3 <v3 < u<vetu®=v? < u=v(sans condition de
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signe) : %:2 &= x3=8 < x=2; -2x><16 < x?2-8 < x 2 -2. Enphysique:
le volume d’'une boule, V(r) = %rrr3, est une fonction croissante du rayon ; si le rayon double, le

volume est multiplié par 2> = 8.

-2x3 y 4

(a) demi-paraboles

(b) un seul point commun

© Composée de deux fonctions

Définition : composée g - f
g

On applique d’abord f, puisg: x |i> f(x) — g(f(x)) = (g - f)(x). Elle existe lorsque
xeDfetf(x)eDg: Dgﬂf={xeDf; f(x)eDg}.

L'ordre compte. f(x) = x> -1 et g(x) = J/x: (g f)x) = Vx> -1, définie si x* -1 2 0, soit D, ; =
J-o0,-1]U[1, +oo[ ; (f - g)(x) = (\/X)2 -1=x-1, définie sur [0, +oo[. Ainsig-f # f-g: enk 15 = 3.

B Théoréme (sens de variation d’'une composée)

Soit f monotone sur un intervalle I, et g monotone sur un intervalle J qui contient f(x) pour
tout x € I. Si f et g ont le méme sens de variation, g - f est croissante sur [ ; si elles ont
des sens contraires, g - f est décroissante sur I. (Comme la régle des signes : croissante = +,
décroissante = -.)

Démonstration (f décroissante sur I, g décroissante sur J). Si x < y dans I, alors f(x) > f(y) ; ces
deux réels sont dans J, ot g décroit : g(f(x)) < g(f(y)). Donc g - f est croissante sur I. O

Méthode : Comment étudier le sens de variationde g - f

1. Décomposer : suivre le calcul de f(x) « de Uintérieur vers l'extérieur ». 2. Calculer le
domaine. 3. Découper en intervalles I ol la fonction intérieure f est monotone. 4. Trouver
un intervalle J qui contient les valeurs f(x) et sur lequel g est monotone. 5. Appliquer la
régle des signes.

Exemple : trois composées

1. Le fil rouge, une troisiéme fois. @ = v - u avec u(x) = x% + 4 et v(t) = % u est décroissante
sur ]-co, 0] et croissante sur [0, +oo[, a valeurs dans J = [4, +oo[, ou v est décroissante : ¢ est
croissante sur ]-oo, 0] et décroissante sur [0, +oo[ (sections 6 et 7).

2. h(x) = Vx2 -1 = g(f(x)), sur J-o0,~1] U [1, +oo[. Sur [1,+co[, f est croissante, & valeurs dans
[0, +oo[ OU g croit : h est croissante. Sur ]-oo,-1], f décroit : h est décroissante. Minimum

A
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h(-1) = h(1) = 0.
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3. k(x) = (3x-6)? = v(u(x)) avec u(x) = 3x-6 (croissante sur R) et v(t) = t2. Sur ]-o, 2], u(x) < 0
et v décroit sur ]-o0,0] : k est décroissante ; sur [2, +oo[, u(x) = 0 et v croit sur [0, +oo[ : R est

croissante ; minimum R(2) = 0.

© Les piéges classigues

X Faux

v Vrai

7
«XT3X=X—3,doncD =R »

f

on calcule D, avant de simplifier : D,=R";la
courbe est la droite y = x - 3 privée du point
(01 _3)

« X = x?, définie sur [-1, 3], est paire »

[-1,3] nest pas symétrique (3 y est, pas -3) :
ni paire ni impaire

« f est paire, donc f(0) =0 »

c’est une propriété des fonctions impaires
définies en 0 ; @ est paire et ¢(0) = 2

« f(-2) = f(2), donc f est paire »

il faut f(-x) = f(x) pour tout x : x> - 4x + 1 vaut
1en-2eten2, mais4en-1et-2en1

« 3 est le maximum de -2 sur [0, +co[ »

3 est un majorant non atteint : pas de
maximum (section 5)

« M est un majorant si f(x) < M pour un
réel x »

pour tous les x de I, avec M fixé avant x

« f et g croissantes, donc fg croissante »

X + X croit sur R, mais x x x = x> n’est pas
croissante sur R

« f croissante, g décroissante, donc f + g
croissante »

on ne peut rien dire : x +(-2x) = -x est
décroissante

« f croit sur ]-oo, 2[ et sur ]2, +oo[, donc
sur R\ {2} »

f(x) = %21 < 3 mais f(1) =3 > f(3) = -1

X
e

«T(x,y) <0, donc f(x) < f(y) »

f(x) - f(y) et x - y sont de signes contraires :
f(x) < f(y) seulementsi x >y

« le minimum de 3(x +2)? - 5 sur [0, 1] est
-5»

le sommet -2 n’est pas dans [0, 1] : le
minimum est f(0) = 7

«x+1=x-1 & x+1=(x-1?
x €{0,3}»

élever au carré ajoute des solutions : il faut
Xx-120;S={3}

«g-f=f-g»

avec f(x) = x> -1, g(x) = /x : Vx2 - 1 n'est pas

X-1

« f impaire, croissante sur [0, +oo[, donc
décroissante sur ]-co, 0] »

une fonction impaire a les mémes variations
sur | et -1 (comme x — x3)

«y = f(x+3): ondécale C, de 3vers la
droite »

vers la gauche : translation de vecteur -37
(ci-dessous)
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Pour aller plus loin : courbes de f(x - a) + b et de |f]|

B Translation et valeur absolue (repére orthogonal)

1. La courbe de g(x) = f(x - a) + b est l'image de C; par la translation de vecteur i = ai + b :
M(x,y) €C; & y+b =f((x+a)-a)+b < M'(x+aq, y+b)ec,.

2. Courbe de [f] : on garde les parties de s situées au-dessus de l'axe des abscisses, et
on remplace celles qui sont au-dessous par leurs symétriques par rapport a cet axe (car

1" Bac Sciences Expérimentales

|f(x)] = -f(x) quand f(x) < 0).

(@) X! = 1+ 2 s'écrit f(x - 3) + 1 avec

Xx-3 x-3 y ‘
f(x) = % : la courbe est 'hyperbole y = |
% translatée de (3, 1) ; son centre est e,
0(@3,1) (section10). I N

2 - . ™

(b) f(x) = % - 2 est négative sur ~ X
1-2,2[: pour |f], cet arc est retourneé et ye=2 ;
forme une « bosse » de sommet (0,2) ; l
[f(x)] = 1 a quatre solutions : +/2 et (a) translation de (3, 1) (b) y = | f(x)]
+/6.

@ Les astuces des concours

Maths Olympiad

Y Astuce de concours : QCM : le maximum d'un quotient, par la forme canonigue

Le maximum sur R de g(x) = m vaut : (a) % (b) 2 (c) 3 (d) il nexiste pas. On

reconnait 4x? - 12x = (2x)? -2 x (2x) x3: 4x?>-12x+11=(2x-3)?+2 22 > 0, avec égalité
pour x = % Le quotient % (A > 0) est maximal quand A est minimal : g(x) < g = 3, atteint en
2 : réponse (c). Le piege (a) est q(0).

Y Astuce de concours : factoriser le taux de variation

3 A 1.

X~ T \/}—> &+‘/y,etle
taux d'une somme est la somme des taux. Exemple : f(x) = xy/x sur [0, +oo[. Avec a = \/x
etb=/y: x/x-yfy=a*>-b>=(a-b)(a®+ab+b?) et x-y = a® - b? = (a-b)a+b), donc

JX 4y

Taux usuels: ax+b — a; x2—>x+y; X —>x2+xy+y2;

T(x,y) > 0: f est strictement croissante.

¥ Astuce de concours ¢ la parité divise le travail par deux

Si f est paire, les solutions de f(x) = m vont par paires x et -x : on les cherche dans Df n
10, +oo[, on double, puis on teste 0 a part. Exemple: x> + xiz =msur R*. AvecX = x>>0:

X2-mX+4=0.Sim>4,A=m?-16> 0 et les deux racines sont positives (produit 4, somme
m) : quatre solutions ; sim = 4, X = 2 : deux solutions 1\/5 :sim < 4, aucune (on retrouve le
minimum & de la section 7). Pourm=5:X=1o0u X = 4, soit x € {-2,-1,1,2}.
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¥ Astuce de concours : compter les maillons décroissants

2

f0) = ——
3+h-x

s — 3+s (croissante), w % (décroissante sur ]0, +oo[) : deux maillons décroissants, donc f

est croissante sur ]-oo, 4], de maximum f(4) = % ret0< f(x) < % Nombre impair de maillons
décroissants : composée décroissante ; nombre pair : croissante.

Dj = ]-o0, 4]. Chaine : x — 4 - x (décroissante), t — +/t (croissante),

Y Astuce de concours : lire le nombre de solutions sur la courbe

Combien l'équation x3 - 12x = 4m a-t-elle de solutions ? On

divise par 4 : elle s’écrit g(x) = m, avec g(x) = % -3x (sections RAL I U ,
3 et 7). On fait glisser la droite y = m sur Cgren s'aidant du
tableau (c): 4 est un maximum relatif (en -2), -4 un minimum w1 i A
relatif (en 2). m < -4 ou m > 4 : une solution; m = 4 ou -2 x
m = -4 : deux; -4 < m < 4 : trois. Controles: pour m = 0,
x(x2-12) =0 < xe€ [—2\/5,0,2\/5}; pour m = 4, les
solutions sont -2 et 4 (g(-2) = g(4) = 4).

Y Astuce de concours : croissante contre décroissante

Une fonction strictement croissante et une fonction strictement décroissante se coupent au
plus une fois. x> =2-x: x » x3+x est strictement croissante (somme de deux strictement
croissantes), donc x>+ x = 2 a au plus une solution ; 1 convient: S ={1}. De méme,/x = 6-x
a pour seule solution 4 (4 = 2 = 6 - 4), sans élever au carré.

Y Astuce de concours : le centre d'une hyperbole en un coup d'eil

Pour % 0] (—%, %), et f est croissante sur chaque intervalle si ad - bc > 0, décroissante si

ad - bc < 0 (cark = bcc'—z"d). QCM: pour 2=, 0(-2,3) et ad - bc = 24 +2 = 26 > 0 : croissante
sur ]-oo, -2[ et sur ]-2, +ool.
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

Domaine, égalité, courbe
g:B:tO; \/Z:AEO;
morceaux : toutes les conditions. Calculer
D, avant de simplifier.

f=9g & D; =D, etVx €Dy, f(x) = g(x).
M(a,b)eé’f & aeb; et b = f(a).

A . . ;
T B>0; plusieurs

Parité (Df symétrique d’'abord !)

Paire : f(-x) = f(x) : symétrie d’axe (Oy).
Impaire : f(-x) = -f(x) : symétrie de centre
O; impaireet0e D, = f(0)=0

f(a) (ou

Réfuter : un seul a tel que f(-a) #
# -f(a)).

Bornes et extremums
Majoréesurl:IMe R, Vx e, f(x)sM;
non majorée : YM, Ix €1, f(x) > M.
Bornée < 3K =0, Vx €1, |f(x)| < K.

Maximum Mena: Vx €l, f(x) <M et
f(a) = M (majorant atteint) ; relatif : sur un
intervalle ouvert J = a.

Outils : (...)? 2 0 (forme canonique),
-1 <sinx,cosx <1, encadrer pas a pas.

Sens de variation
ixy) = T

f strictement croissante; T<0 <
strictement décroissante.

T>0surl

Factoriser x - y :x2-y?, X3

Vx- = \/_+\/'

f strictement croissante :

a<b < f(a)< f(b); f(x) =k aau plus une
solution.

3 1
-y, ;_

f paire : sens contraires surl et -/ ; f
impaire : mémes sens.

Comparer, résoudre graphiquement
Position relative : signe de f(x) - g(x).

f(x) = m: abscisses des points de
Cen (y=m); f(x)<g(x): Cysurousous € ;
lecture approchée, contrdle par le calcul.

Fonctions usuelles

ax2+bx+c-a(x a)?

Br a= __y

B=f(a)= ; parabole de sommet S(a, B),
daxe x =a; a>0.m|n|mumB,a<0.
maximum f.

ax+b _ bc-ad .

k d
xad Pty 4T Be
hyperbole de centre Q(a, B), droites
asymptotesx=aety=8;kR>0:
décroissante sur chaque intervalle; k< 0:
croissante.

c2 !

JX +a: sur[-a,+oo[, strictement croissante,
. . _ 1

demi-parabole; T N

ax®: impaire, T=a(x? + xy +y?);a>0:

strictement croissante;; u® = v < u=v.

Composée

(g H)x) = g(f(x);

Dgs={x €Dy f(x)€D}; g-f#f-gen

géneéral.

Méme sens = g - f croissante ; sens

contraires = décroissante.

Transformations

y = f(x-a)+b: translation de vecteur ar+ by ;
= |f(x)] : on retourne ce qui est sous (Ox).

A retenir pour les concours

Croissante = décroissante : au plus une
solution.

% maximal quand B > 0 est minimal ;

nombre de maillons décroissants pair :
composée croissante.

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | - Bases

Exercice 1 Domaines de définition * corrigé p. 40
Rappel. g existe si B # 0 ; /A existe siA20; T existe si B > 0. Ecrire les conditions, les résoudre,
puis donner D, sous forme d’intervalles :

a) f(x)=2x3—5x+1' b) f(x) = =21 ¢) f(x) = /10 - &x; d) f(x) =

x2-x-12" Xx2- 4x+7 ’
- VX+
e) f(x) = \/— ) f(x) =V3x2-5x-2; g) f(x) = e 1| = h) f(x) =5
Exercice 2 Images, antécédents, égalité * corrigé p. 40

1. Soit f(x) = x2 - 4x + 1. a) Calculer £(0), f(-1), f(v/2), f(2 +V/3). b) Vérifier que f(x) = (x-2)?-3;
en déduire les antécédents de 1, de -3, puis de -4. ¢) A(-1,6) et B(3,-1) sont-ils sur Cr?

2. f et g sont-elles égales ? (Comparer d’abord les domaines.) a) f(x) = == +2X g(x)=x+2; b)

f(x)= 22, g(x) =2+ - 0) f(x) =Vx2, g(x) =

x+1"!
Exercice 3 Lecture graphique * corrigé p. 40
La courbe ci-contre est celle d’'une fonction f définie sur[-1, 3] y
(quadrillage de pas 0,5).
1. Lire f(-1), f(0), f(1), f(2), f(3), puis les antécédents de 1, \

de -1 et (valeurs approchées) de 0. Y A 2 3 x
2. Combien l'équation f(x) = % a-t-elle de solutions ? et f(x) = / U
2 ? Résoudre graphiquement f(x) 2 0. )
3. Dresser le tableau de variations de f ; donner son maximum
et son minimum, et les réels ou ils sont atteints.
4. On admet que f(x) = 2(x - 1)(x*-2x-2) : calculer les
valeurs exactes des antécédents de 0.

Exercice 4 Parité * corrigé p. 4l

1. Pour chaque fonction : déterminer D, verifier qu'il est symétrique par rapport a 0, puis com-
parer f(-x) a f(x) et a -f(x).
a)2x* +x2-7; b) x> -4x3; c)XZT”; d)Va-x2; e)x?-2x+3; f) =5 g) X X2 1 : h) xvx2 + 1.
2. f paire, g impaire (sur R), f(2) = 5, g(1) = -4 : f(-2), g(-1), g(0) ? Symetrles de Cf,deC,?
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Exercice 5 Lire un tableau de variations * corrigé p. 4l

Une fonction f a le tableau de variations ci-contre. X | -4 -1 5 5

1. Donner D, et les intervalles ou f est croissante, 3 —_
décroissante. AN I - ~ 1

2. Comparer f(-3) et f(-2); f(0) et f(1); f(3) et f(&).

Peut-on comparer f(-3) et f(0) ?
Maximum et minimum de f sur D, puis sur [2,5] ? Justifier que 1 < f(x) < 4 pour tout x € [2,5].

4. Nombre de solutions de f(x) =5 ? Montrer que f(x) = 0 a au plus deux solutions.
Exercice 6 Forme canonique et extremum * corrigé p. 4l
1. Rappel : ax? + bx+c = a(x - a)> + B, avec a = —% et B = f(a). Ecrire sous forme canonique ;

donner le sommet et l'axe de la parabole, le tableau de variations et 'extremum :

a) f(x) = x> +6x+7; b)g(x)=-2x*>-4x+1; c) h(x) = 3x> -3x + 1 (montrer de plus que h(x) > 0
pour tout réel x).

Montrer que le taux de variation de g est T(x,y) = -2(x + y + 2) ; retrouver les variations de g
sur ]-oo, -1] et sur [-1, +oo[.

Exercice 7 Majorée, minorée, bornée » corrigé p. 4l

1.

Ecrire avec des quantificateurs : « f est majorée par M sur | », « f admet un minimum en a sur
I », « f n'est pas minorée sur | ».

Chaque fonction est-elle majorée, minorée, bornée sur l'intervalle indiqué ? A-t-elle un maxi-
mum, un minimum ?

a) f(x) = 2x-x2 sur [0, 3] (&crire f(x) = 1-(x-1)?); b) g(x) = 1 —% sur[1,+oo[; c) h(x)=2-Vx +3
sur [-3, +oo[ ; d) R(x) = x? sur [-1, 2[.

Exercice 8 Position relative de deux paraboles * corrigé p. 42
Soit f(x) = x2-2x-1 et g(x) = 3-x?; leurs courbes sont tracées y B
ci-contre. b d
1. Lire les coordonnées des points communs a CpetCy, puis 2\ /
résoudre graphiquement f(x) < g(x).
2. Vérifier que f(x) - g(x) = 2(x + 1)(x - 2). Etudier le signe de ‘Z : \\)< o
f(x) - g(x) et retrouver les résultats de la question 1. y

Q Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : parité et bornes * * corrigé p.42
Soit f(x) = 2

1.

x4+1°
. 2
D; ? Montrer que f est paire. 2. a) Montrer que f(x) 2 0 et que x*+1-2x* = (x*-1) ; en

déduire que 0 < f(x) < 1. b) Maximum et minimum de f sur R ? Ou sont-ils atteints ?
+ -x2y2 - . . .

a) Vérifier que T(x,y) = W b) En déduire les variations de f sur [0, 1] et sur [1, +oo[,

puis, par parité, sur R ; tableau de variations.

Résoudre l'inéquation f(x) 2 % (factoriser 2x* - 5x2 + 2).
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Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : taux de variation et tableau * % corrigé p.42
Soit f(x) = L.

1. Justifier que D;=R; calculer f(-3), f(-1), f(1). 2. a) Montrer que, pour x # y, f(x) - f(y) =

W, puis que T(x,y) = % b) Signe de T(x,y) pour x, y dans ]-o,-3], dans

[-3, 1], puis dans [1, +oo[ (comparer (x + 1)(y + 1) a &) ? Tableau de variations de f.
3. Maximum et minimum de f sur R ? Signe de f(x) ? Résoudre f(x) = -+

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : une hyperbole * % corrigé p.43
Soit f(x) = 2= et A la droite d'équation y = x.

1. Détermlner D; et montrer que f(x)=2+ E' Montrer que Q(2, 2) est centre de symétrie de Cs
(vérifier que f(4 - x) + f(x) = 4).

2. Calculer T(x,y); variations de f sur ]-oo, 2[ et sur ]2, +oo[ ; tableau de variations.

3. Calculer f(x) pour x € { 1,0, 1,% 2,3 4, 5} Tracer C’f, ses asymptotes x =2,y = 2, et A.

4, Résoudre graphiquement, puis par le calcul: a) f(x) = x; b) f(x) < x. 5.Selon m, nombre de
solutions de f(x)=m ?

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : composée de deux fonctions * % corrigé p. 43

Soit u(x) = X2 et v(t) = t°.

1. D, ? Montrer que u(x) = 1 - —, que u est strictement croissante sur ]-co, -2[ et sur ]-2, +oo[ ;
signedeu?

2. Soit f=v-u. a) D; et f(x)? b) Variations de f sur ]-oo, -2[, sur ]-2, 4] et sur [4, +oo[ (utiliser le
signe de u et les variations de v sur ]-oo, 0] et sur [0, +oo) ; tableau ; minimum ? c¢) Résoudre
f(x) = 7, puis f(x) < 7

3. Soit g = u - v. Calculer g(x) ; montrer que g est paire, étudier ses variations, montrer que
-2<g(x)<1.A-tonf=g7?

Exercice 13 Les fonctions x Jx+aetx - ax® x% corrigé p. 44
Soit f(x) =vVx+2,9(x) =% et A la droite d’équation y = x.

1. a) Df ? Montrer que T(x, y) = ; sens de variation de f ? b) Par quelle translation

\/xT 2+fy=2 '
obtient-on Cs a partir de la courbe de x — ﬁ ? c) Résoudre f(x) = x, f(x) = x et f(x) < 3.

2. a) Montrer que g est impaire et que T(x,y) = = (x + XY +Y ) en déduire que g est strictement
croissante sur R. b) Résoudre g(x) < 32, puis g(x) 2 X. 3.TracerCy, C g eth;y lire les résultats.

Exercice 14 Trindme et nombre de solutions * x corrigé p. 44

Soit f(x) = x? - 2x - 15 et D la droite d’équation y = x - 5.

1. Ecrire f(x) sous forme canonique, puis factoriser f(x). Tableau de variations de f sur [-4,5] ?

2. Tracer € (pour x € [-4,5]) et D. Selon m, lire le nombre de solutions dans [-4, 5] de f(x) = m.
3. Points communs a CretD? Résoudre f(x) < x - 5.

Exercice 15 Une parabole et une hyperbole * » corrigé p.4S
Soit f(x) = % -3etg(x)=-2.
1. Tracer €y et € dans un méme repére; lire les coordonnées de leurs points communs.

x3 12x+16

2. Montrer que, pour x #0, f(x)-g(x) = , puis vérifier que x3 - 12x + 16 = (x - 2)%(x + 4).
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3. Résoudre f(x) = g(x) et étudier la position relative de C; et €, Que se passe-t-il au point
d’'abscisse 2 ?

Exercice 16 Vraiou faux? »x corrigé p.4S

Démontrer, ou réfuter par un contre-exemple (f, g définies sur R, sauf mention contraire).

a) Si f est strictement croissante et f(a) = f(b), alorsa = b. b) Si f est impaire et croissante sur
[0, +oo[, alors f est croissante sur R. ¢) Si f est strictement croissante et g strictement décrois-
sante, alors f - g est strictement croissante. d) Si f, définie sur R*, est croissante sur ]-oo, 0[ et

sur ]0, +oo[, alors f est croissante sur R*. e) Si f(x) > 0 pour tout réel x, alors % est majorée. f)Si

g - f est croissante, alors f et g sont croissantes. g) Si f est strictement décroissante, 'équation
f(x) = 0 a une solution.

O© Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Le triangle d’Archiméde * » corrigé p. 4S
Soit P la parabole d’équation y = x?, A(-1,1), B(2, 4) et, pour x € ]-1, 2[, le point M (x, x2) de .
1. Verifier que A, B € P et que (AB) a pour équation y = x + 2. Montrer que M est sous (AB).

[Xy-Yo+2|

5 Montrer que l'aire du triangle AMB

2. La distance de M(x,, y,) a la droite x -y +2 = 0 est

est S(x) = 2(x +1)(2 - x).

3. Forme canonique de S(x) ; aire maximale et position M, de M correspondante ?

4. Montrer que la paralléle a (AB) par M, n'a qu’un point commun avec ? et que M, a la méme
abscisse que le milieu de [AB].

Exercice 18 Encadrer /1 +Xx * % corrigé p. 46

Soit f(x) =vV1+x,9(x)=1+Zeth(x)=1+7- %, pour x = -1.

1. Montrer que g(x) > 0 et g(x)? - f(x)? = % ; en déduire que f(x) < g(x) (égalité pour x = 0
seulement).

2. Vérifier que h(x)? = 1+x+ % En déduire que h(x) < f(x) pour x € [0, 8] (distinguer h(x) < 0
et h(x) = 0), puis que h(x) > f(x) pour x € [-1, 0[. Positions relatives de Cs Cyy Cpsur[-1,8]?

3. Encadrer /1,02 a 5 x 107° prés. Application : un émetteur E est a 100 m du sol, un récepteur R
au sol a 10 m du pied de I'émetteur ; encadrer ER = 100,/1,01.

Exercice 19 Droites passant par U'origine et parabole * * x corrigé p. 46
Soit f(x) = x? - x + 1, P sa courbe et, pour tout réel m, D,, la droite d’équation y = mx.

1. Forme canonique de f(x); sommet de 7 ; montrer que P est au-dessus de l'axe des abscisses.
2. Montrer que M(x,y) € PnD,, <> (y=mxetx*-(m+1)x+1=0). Selon m, nombre de points
communsa? etD, ? Lesdonners’iln’y enaqu’un;s’ily en a deux, signe de leurs abscisses ?

3. Montrer que f(x) - x = (x - 1)? et f(x) + 3x = (x + 1) ; interpréter. Tracer 2, D ) ) L D)

Exercice 20 Composées a partir d’'un tableau * * * corrigé p. 46

Une fonction f (sans formule connue) est définie sur [-2, 4], strictement décroissante sur [-2, 1],
strictement croissante sur [1, 4], avec f(-2) = 4, f(1) =1, f(4) = 9.

1. Montrer que 1 < f(x) < 9 sur [-2, 4]. Variations et encadrements de g = /f et de h = % ?
2. Soit R(x) = f(xz). a) D, ? Montrer que k est paire. b) Variations de k sur [0, 1] et sur [1,2];
tableau de variations de k sur D,,. c) Comparer R (%) et k(%)
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3. Soit #(x) = f(1 - x). Déterminer D, et dresser le tableau de variations de £.

Exercice 21 Une famille d’hyperboles * * » corrigé p. 47

Pour tout réel m, on pose f, (x) = ’:’(f—r*; (x # -m) et on note J,, la courbe de f, .

1. Simplifier f,(x) et f_,(x). Que sont 7, et 7 _, ?
2. On suppose m? # 1. a) Montrer que frn(X)=m+ 1X'+”n’q ; en déduire le centre Q  de 7¢, ; montrer
qu'il est sur la droite y = -x. b) Selon m, sens de variation de f, ?

3. Montrer que les 7, (m? # 1) passent toutes parA(1, 1) et B(-1, -1), leurs seuls points communs.
Quelle 7, passe par C(2,0) ? Tracer 7, Jt,.

2

Exercice 22 Monotonie stricte et équations * * * corrigé p. 47

1. Soit h(t) = t +/t + 4 (t > -4). a) Montrer que h est strictement croissante ; en déduire que, si a,
b>-4:h(a)=h(b) < a=b,h(a)<h(b) & a<b. b)Résoudre x?+Vx2 + 4 = 3x+4+/3x + 8,
puis l'inéquation obtenue en remplagant « = » par « < ».

. 0 o 0 3
2. Montrer que x — x> est strictement croissante sur R. Résoudre (x-1)° = 8x3, puis (x* - 2)" < x°.

Exercice 23 Une famille de racines carrées * * x corrigé p. 47

Pour tout réel a, soit f (x) = Jx+a, C, sa courbe, et A la droite d’équation y = x.

1. Comment obtient-on €, a partir de ¢, ? Montrer que f (x) = x < (x >0etx’-x-a= 0).

2. Discuter, selon a, le nombre de solutions de f,(x) = x (discriminant, somme et produit des
racines). Résoudre I'équation poura=2,a=0eta= —%.

3. Tracer Aet C, poura e {—1, —%,0,2} ; interpréter graphiquement la question 2.

Q Niveau 9 « Concours

Exercice 24 QCM de type concours de médecine * % x % corrigé p. 43
Une seule réponse exacte par question, a justifier.
Vx+3
4

D, pour f(x) = X2 : () [-3, +oo[ (B)[-3,2[U]2, +00[ (C) [-3,-2[U]-2,2[U]2,+oo[ (D)]-3, +oo.
x = x° - x3+2est: (A) paire, car f(-1) = f(1) (B) impaire (C) ni paire ni impaire (D) les deux.
La courbe de x f’(—’; a pour centre de symétrie : (A) (-1,5) (B) (1,-1) (C) (5,-1) (D) (-1,-1).
f est décroissante sur R et g(x) = f(1 - 2x). Alors : (A) g est croissante (B) g est décroissante
(C) g est constante (D) on ne peut pas conclure.

5. Le minimum sur Rde x = |x- 1]+ |x+ 3] : (A) vaut 2 (B) vaut 4 (C) vaut 0 (D) n’existe pas.

7 PR &

Exercice 25 Une famille de paraboles (type ENSA) * * x % corrigé p. 43
Pour tout réel m, P est la courbe de f,_(x) = X2 -2mx +2m + 3.

1. Montrer que toutes les paraboles 7, passent par un méme point A (a préciser). 2.a)Sommet
S,, de P, ? Montrer qu'il est sur la parabole I' d’equation y = -x% +2x +3. b) Pour quel m le
minimum de f_ est-il le plus grand possible ? Que vaut alors S, ?

3. Pour quels m la parabole 7, est-elle strictement au-dessus de la droite y = 2 ? coupe-t-elle
l'axe des abscisses en deux points d’abscisses strictement positives ? 4. Tracer I, 7_,, P,, 7.
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Exercice 26 Optimiser sans dérivée (type ENSAM) * % * % corrigé p. 43

1. L'enclos. 120 m de grillage cloturent un terrain rectangulaire adossé a un mur (rien le long du
mur), partagé en deux par un grillage perpendiculaire au mur: x est la longueur des trois cotés
perpendiculaires au mur, y celle du coté paralléle. Aire maximale ? Dimensions ?

2. La recette. Un club a 300 abonnés a 200 DH ; chaque baisse de 10 DH attire 30 abonnés de
plus: aprées x baisses (0 < x < 20), la recette est R(x) = (200-10x)(300+30x). Recette maximale
et prix correspondant ? Pour quels prix a-t-on R(x) = 60000 ?

Exercice 27 Le centre d'inertie d’'une canette (physique) * * % x corrigé p. 438

Une canette vide (hauteur 12 cm, masse 40 g) a son centre d’inertie a 6 cm du fond. Une hauteur
x cm de liquide (0 < x < 12) a une masse de 10x g et son centre d’inertie a % cm du fond. Le centre

. . N 40x6+10xx% . . .
d’inertie G de 'ensemble est a la hauteur h(x) = TO):(Z (relation barycentrique admise).
1. Montrer que h(x) = ;((z;lf) Calculer h(0) et h(12) ; interpréter. 2. Vérifier que h(x) = £+ 32 —4;
- . _ l _ 32 . .
en déduire T(x,y) = > —(X+42)(y+4) et les variations de h sur [0, 12].
3. Montrer que h(x) -4 = % Position la plus basse de G ? Pour quelle hauteur de liquide ?

4. Montrer que h(x) = x < x =4 (G le plus bas est a la surface du liquide) ; comparer h(x) et x.
5. Pour quels x a-t-on h(x) <5 ? Tracer la courbe de h et la droite y = x.

Exercice 28 Points fixes d’'une composée (type CPGE) * x % % corrigé p.49
Soit f(x)=x?>-2(xeR)etF=f-f.

1. Résoudre f(x) = x. Vérifier que F(x) - x = (x* - x - 2) (x* + x - 1) et résoudre F(x) = x.

2. Soita = %‘E etb= % Montrer que f(a) = b et f(b) = a (utilisera®>=1-aeta+b =-1).

3. Variations de F sur [O, ﬁ], [\/5,+oo[, puis R ; tableau. Montrer que x € [-2,2] = F(x) € [-2,2].
4. Tracer la courbe de F sur [-2,2] et la droite y = x ; interpréter la question 1.

Exercice 29 QCM de type concours ENSA — ENSAM * % % % corrigé p. 49
Une seule réponse exacte par question, a justifier.

1. Si f(x) = x? - 4x + 7, lensemble des f(x), x € [0, 3], est : (A) [4,7] (B)[3,7] (C)[3,4] (D)0, 7].

2. Nombre de réels m tels que y = x*> + mx + 4 ait un seul point commun avec l'axe des abscisses :
(A) o (B)1 (C)2 (D) une infinité.

3. f estimpaire et strictement croissante sur R ; f(x2 - 2)+f(x) <0 & xe(A)[-1,2] (B)[-2,1]
(C) ]-o0,-2] U [1, +eo[ (D) R.

4. Si 2f(x) + f(-x) = 3x? + x pour tout réel x, alors f(1) vaut : (A) % (B)1 (C)2 (D)o.

5. Nombre de points communs aux courbesy = x> ety =3x-2:(A)1 (B)0 (C)3 (D) 2.

Exercice 30 Le défi de la couverture * % % corrigé p. S0
Soit f(x) = x* - 4|x] + 3 (x € R).

1. Montrer que f est paire et que f(x) = (|x| - 2)2 - 1. Résoudre f(x) = 0.

2. Variations de f sur [0, 2], sur [2,+o[, puis sur R ; tableau, extremums. Tracer C’f (points
d’abscisses 0, £1, 2, +3, +4).

3. Selon m, déterminer graphiquement, puis par le calcul, le nombre de solutions de f(x) = m.

4. Montrer que f(f(x)) = 0 < f(x) € {-3,-1,1,3}; en déduire (question 3) le nombre de
solutions de f(f(x)) = 0, puis les solutions.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

€@ Domaines et lectures graphigues

Domaine : on écrit toutes les conditions (dénominateur non nul, radicande > 0) avant de les
résoudre. Sur une courbe, l'image de a se lit en ordonnée, les antécédents de b sont les abscisses
des points d’ordonnée b.

Exercice 31 Domaines de définition * corrigé p. S0

1. Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes (écrire d’abord les
conditions).

) Fi(0= 2T D) L) =V2xeT -1 R0 =D x-T5 ) f 00

3x2+x-2 e x 7
JIx -1 +
e) f5(x) = —x§—4 f) fo(x) = Vx| -1 ) f,(x)=V3-x+x+2 h)fy(x)= szTi”}

2. Lesquelles de ces fonctions sont définies en -3 ? Calculer f,(4), fo(-5) et f4(-3).

Exercice 32 Lire une courbe * corrigé p. S|
La courbe €f ci-contre (trois arcs de el . y
paraboles, extrémités marquées) représente
une fonction f. L
1. Donner Dy ; lire f(-5), f(=3), £(0), f(3), 7/ 5 5 \/ 1 %
f(4), puis les antécédents de 2, de 1, de ~
-2 etde3. |

2. Lire des valeurs approchées des solutions
de f(x) = 0 et dresser le tableau de signes
de f.

3. Résoudre graphiquement f(x) = 1 et f(x) < 0. Combien l'équation f(x) = m a-t-elle de solutions
pourm=3;2;%;0;—‘| ;—%?

4. On admet que f(x) = "2—2 -1sur[-2,2] et f(x) = 2 - (x + 3)? sur [-5,-2] : calculer les solutions
exactes de f(x) = 0.
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Exercice 33 Egales ou pas? ** corrigé p. S|

Dans chaque cas, déterminer D, etD, et dire si f = g ; sinon, donner le plus grand ensemble sur
lequel f et g sont définies et égales.

3, . — -
a) f(x) = =2 et g(x) = x + 2 (développer (x +2)(x? - 2x + 4));  b) f(x) = ,/% et g(x) = F“i; :

c) f(x) = |x-3|+|x+1] et g(x) = 2x - 2 (écrire f(x) sans valeur absolue sur trois intervalles) ;

d) Physique. Deux résistances x et 6 (en ohms) en paralléle équivalent a R avec £ = 1 +2: on

compare Ry (x) = 17 et Ry(x) = % Calculer aussi R,(3) et trouver x > 0 tel que R,(X) = 4.
X 6
Exercice 34 Une simplification piégée *x corrigé p. S2
2
. X“-Xx-2 X +1
Soient f(x) = i et g(x) = 3

1. Déterminer D;etD,. Factoriser x> - x - 2 et montrer que f(x) = g(x) pour tout x € D;. A-t-on
f =g ? Comment obtient-on Cs a partir de Cy?

2. Calculer f(0), f(-1), f(-3) et f(-4), puis les antécédents par f de 2, de % et de 1.

3. Soit k # 1. Montrer que 'équation g(x) = k a une unique solution, x,, = 21"—; ; en déduire les

réels qui ont exactement un antécédent par f. Etudier enfin le signe de f(x) sur Ds.
Exercice 35 Domaines lus sur une figure * * x corrigé p.S2

On a tracé ci-contre la parabole Cs d’une fonction f définie 6 4y
sur R et la droite A, courbe de g : x — 2x; elles se coupent 4
enAeten B. /
1. Lire les solutions de f(x) = 0 et les coordonnées de A et B. ) -
Dresser un tableau des signes de f(x), de g(x), de f(x)g(x) 27
et de f(x) - g(x). T
2. En déduire les domaines de définition des fonctions
1,00 = V00, hy) = FOOG00), byl = 20 et ‘

h,(x) = L .
) N

3. On admet que f(x) = —% + X + 4. Factoriser f(x) et f(x) - g(x), puis vérifier par le calcul les
lectures de la question 1.

Exercice 36 Un point mobile sur un rectangle * * * corrigé p.S3

ABCD est un rectangle tel que AB = 3 et BC = 2. Un point M part de A et parcourt le contour
A — B - C - D — A;onnote x la longueur du chemin parcouru de A jusqu’a M, et f(x) = AM.

1. Donner le domaine de définition D, et calculer f(0), f(3), f(5), f(8) et f(10).

2. Dans le repére orthonormeé d’origine A ou B(3;0) et D(0;2), exprimer f(x) sur [0, 3], [3, 5], [5, 8]
et [8,10].

3. Déterminer les antécédents de 4, puis ceux de 10 (attention a l'intervalle de validité de chaque
formule).

4. Pour combien de positions de M a-t-on AM = 3 ? Pour quelles valeurs de x a-t-on AM <2 ?

5. Tracer C, puis donner la plus grande valeur de AM et la position de M correspondante.
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@ Parité

On verifie d'abord que D; est symétrique par rapporta 0. f paire: f(-x) = f(x), s symeétrique par
rapport a (Oy); f impaire : f(-x) = -f(x), s symeétrique par rapport a O. Pour prouver que f n'est
pas paire, un contre-exemple suffit.

Exercice 37 Paire, impaire ou ni lune ni lautre ? * corrigé p. 53

1. Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes (commencer par le domaine).

V16 - x2

3

x? -1 x3-x
a)f1(X)-m b)fz(X)—X2+3 c) f3(x) = 7
4

d) £,00 = (x - 22 e) fyx) = X ) fo(x) = (x=3)2 + (x + 3)2
2. Justifier que si f est impaire et définie en 0, alors f(0) = 0. La fonction h : x ;‘2*1 est-elle

impaire ? paire ? Montrer que kR : x ~ h(x) - X21—+1 est impaire.
Exercice 38 Compléter une courbe * corrigé p. 54
Une fonction f est définie sur [-3, 3], mais on ne connait que y
sa courbe sur [0, 3], tracée ci-contre (les points marqués ont 27 Cy
des coordonnées entiéres). T
1. On suppose f impaire. a) Lire f(1), f(2), f(3); en déduire 5 L & I PV

f(-1), f(-2), f(-3) et f(0). b) Compléter la courbe sur -1 1

[-3,3]. c) Résoudre graphiquement f(x) = 2, puis f(x) = -2. ol

d) On note a la solution strictement positive de f(x) = 0;

dresser le tableau de signes de f.
2. Soit g la fonction paire, définie sur [-3, 3], égale a f sur [0,3]. Compléter sa courbe, puis ré-
soudre g(x) = 2, g(x) = -2 et g(x) = 0.

x3-7x

3. On admet que f(x) = == sur [0,3]. Montrer que F : x — "33J est impaire sur [-3,3] et

conclure ; vérifier que x> - 7x - 6 = (x + 1)(x + 2)(x - 3), retrouver les solutions de f(x) = 2 et
calculer a.

Exercice 39 Prolonger par parité * % corrigé p.SS

1. Soit f une fonction paire définie sur R telle que f(x) = ﬁ pour tout x = 0.

[x]-2
| x|+1

a) Calculer f(0), f(-2) et f(-5). b) Exprimer f(x) pour x < 0, puis montrer que f(x) =
tout reel x.

pour

c) Résoudre f(x) = %, puis f(x) = -2 (travailler sur [0, +oo[, puis utiliser la parité). Pourquoi la
seconde équation n’a-t-elle qu’une solution ?

d) veérifier que f(x) = 1 -
lallure de Cs.

ﬁ ; en déduire que -2 < f(x) < 1, puis résoudre f(x) 2 0. Tracer

2. Soit g une fonction impaire définie sur R telle que g(x) = vx + 9 pour tout x > 0.

a) Calculer g(0), g(-7) et g(-16). La formule yx + 9 est-elle encore valable pour x = 0? b)
Exprimer g(x) pour x < 0. c) Résoudre g(x) = 5, g(x) = -4 et g(x) = 2.
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Exercice 40 La parité pour diviser le travail * x corrigé p.SS
Soit f(x) = x* + 2x? - 8, pour x € R.

1. Montrer que f est paire et que f(x) = (x* + 4)(x* - 2). Que peut-on en déduire pour € ?

2. Etudier le signe de f(x) pour x > 0, puis en déduire le signe de f(x) sur R.

3. Résoudre f(x) = 7 (poser X = x2), puis f(x) = -8 ; pourquoi cette derniére équation n'a-t-elle
qu’une solution ? Montrer que f(x) = -8 pour tout réel x et préciser le minimum de f.

4. En utilisant la parité, résoudre les inéquations f(x) < 7 et f(x) > 16.

Exercice &1 Deux charges sur un axe * x * corrigé p. S6

Physique. Deux charges électriques égales sont placées aux points d’abscisses -2 et 2 d’un axe.

Au point M d’abscisse x (x # £2), le potentiel vaut, dans une unité convenable, V(x) = |X12| + Ixizl'

1. Déterminer D,, et montrer que V est paire. Interpréter.
Montrer que V(x) = 5 pour x € [0,2[ et que V(x) = 2% pour x > 2.

Montrer que V(x) 2 1 pour tout x € ]-2,2[ (cas d'égalité ?). Résoudre V(x) = 2, puis V(x) = .

Les charges sont maintenant opposées : W(x) = |X12| - |x12|' Montrer que W est impaire, sim-

plifier W(x) sur [0, 2[ et sur ]2, +oo[, puis étudier le signe de W(x) sur D,,,.

& W N

Exercice 42 Homographiques et symétries * * * corrigé p. 56
Soit f(x) = %, ou a, b, ¢, d sont des réels tels que ¢ # 0 et ad - bc # 0 (fonction homographique).
1. Montrer que si f est paire ou impaire, alors D, est symeétrique par rapport a 0, puisqued =0

et bz 0.

2. On suppose d = 0: veérifier que f(x) = %+ &, montrer que f est impaire si et seulementsia=0

et que f n’est jamais paire. Quelles sont les fonctions homographiques impaires ? paires ?

3. Soit h(x) = “XX_'23. a) Montrer que h(x) = 4 + = pour tout x # 2.

b) On pose R(t) = h(2 + t) - 4 pour t # 0. Montrer que k est impaire, puis que h(4 - x) + h(x) = 8
pour tout x # 2. Interpréter a l'aide du point Q(2, 4).

c) Résoudre h(x) = 5. En déduire, sans nouveau calcul, la solution de I'équation h(x) = 3.

€@ Majorants, minorants, extremums

Un maximum est un majorant atteint. Avec a(x - a)? + B, Uextremum sur R est 8 (en a) ; sur un
intervalle, on encadre x - a, puis (x - a)?.

Exercice 43 Majorée, minorée, bornée ? * corrigé p.S7

1. Soit f(x) = sin® x-2sinx et t = sin x. a) Vérifier que f(x) = (t-1)2-1. b) Sachantque-1<t<1,
encadrer t - 1, puis (t - 1)> ; montrer que -1 < f(x) < 3. ¢) Calculer f(g) et f(—g) ; en déduire
le maximum et le minimum de f.

2. Soit g(x) = 3_C205X. Montrer que % < g(x) < 1 pour tout réel x, puis déterminer le maximum et le

minimum de g. Parmi -2, -1, 0, % et 1, lesquels sont des minorants de g ?

3. Soit h(x) = Vx2 - &4x + 13. a) Vérifier que x* - 4x+ 13 = (x-2)?+9; en déduire D, et le minimum
de h.
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b) Ecrire avec des quantificateurs « h est majorée sur R » et sa négation. c) SoitM € R ;
montrer que h(|M]| + 2) > M. Conclure.

Exercice 44 Extremums par la forme canonique * corrigé p. S8

1. Soit f(x) = 2x? - 6x + 1. Ecrire f(x) sous forme canonique et en déduire le minimum de f sur R.
Encadrer x - % lorsque x € [2, 4], puis déterminer le maximum et le minimum de f sur [2, 4].

2. Soit g(x) = -3x?+6x+1. Montrer que g admet un maximum sur R, puis déterminer le maximum
et le minimum de g sur [-1, 2].

3. Montrer que p(x) = x> -5x +7 2 % pour tout réel x ; en déduire le maximum de x - ——

p(x)°
Exercice 45 Aire minimale dans un carré * x corrigé p. S8

ABCD est un carré de coté 4. Pour x € [0, 4], on place M € [AB] et D C
N € [BC] tels que AM = BN = x ; on note .4(x) l'aire du triangle DMN.
1. Exprimer en fonction de x les aires des triangles ADM, MBN et NCD.

2. En déduire que A(x) = w, puis que A(x) = @ +6. N

3. Déterminer l'aire minimale du triangle DMN et les positions X
A M B
correspondantes de M et N.

4. Montrer que .A(x) < 8 pour tout x € [0, 4]. Cette valeur est-elle atteinte ? Interpréter.
5. Résoudre A(x) = 7, puis A(x) < 2.

Exercice 46 Lire puis démontrer * % corrigé p. 59
Soit f(x) = 2x-1. sa courbe €, est tracée y e

X2 + 2 U f 015 T f
ci-contre. HEEEE /_\
1. Justifier que D; = R. Calculer f(-1), £(0), -6 -5 -4 -3 -2 -1 / 1 2 3 4 5 6 7 8

-0,5
f(%) et £(2).

2. Alaide de la courbe, conjecturer le

maximum et le minimum de f, et les réels

ou ils sont atteints.

3. Montrer que f(x) + 1 = % et que % - f(x) = (x-2)

2
2(x2+2)

. Démontrer la conjecture. La fonction f
est-elle bornée ?

4. Résoudre f(x) = —% et f(x) = % (controler sur la courbe). Combien de solutions ont les équations
flx)=1etf(x)=37?

Exercice 47 Un changement de variable * * % corrigé p. S9

Soit f(x) = x + 2\/4 - x.

1. Déterminer D; et calculer f(4), f(3), f(0) et f(-5).

2. On poset = 4 - x (ainsi t > 0 et x = 4 - t2). Montrer que f(x) = 5 - (t - 1)>. En déduire que f
admet un maximum, que l'on précisera.

3. La fonction f est-elle minorée ? (Pour M € R, essayer t = [M| + 4.)

Maths Olympiad @



Chapitre 2 Généralités sur les fonctions 1" Bac Sciences Expérimentales

4, Résoudre f(x) = 4, puis f(x) = 4. Selon le réel m, combien l'équation f(x) = m a-t-elle de
solutions ?

Exercice 48 Bornée ou non selon un paramétre * * x corrigé p.60
Pour un réel a >0, on pose f, (x) = [x- 1| - a|x +2]| pour x € R.
1. Ecrire fo(x) sans valeur absolue sur ]-oo, -2], sur [-2, 1] et sur [1, +oo[. Calculer f (-2) et f (1)

2. Casa=1. Montrer que -3 < f,(x) < 3 pour tout réel x. La fonction f, admet-elle un maximum ?
un minimum ?

3. Cas a = 2. Montrer que f, admet un maximum, que l'on précisera, et qu’elle n’est pas minoree.

4. Cas général. Alaide des pentes des trois morceaux, montrer que f, est majorée si et seulement
sia 21, minorée si et seulement si a < 1; préciser son maximum ou son minimum.

@ Sens de variation

Le signe du taux de variation T(x, y) sur | donne le sens de variation ; la parité fait le reste.

Exercice 49 Le taux de variation, pas a pas * corrigé p. 60
Soit f(x) = x> -8x+10 (x € R) et g(x) =v2x-1 (x22).

1. Montrer que T(x,y) = x +y - 8 (x # y) ; étudier son signe sur ]-oo, 4] puis sur [4,+oo[, et en
déduire le tableau de variations de f et son minimum.

2. Avec la quantité conjuguée, montrer que le taux de variation de g vaut ; en déduire

1
2

3. Sans calculer les images, comparer f(2v/3) et £(3,5), f(4 +/2) et £(5,5), g(v/3) et g(1,7).

2
V2x-1+2y-1

le tableau de g (valeurs en -, 1, 5), puis résoudre g(x) = 3 et g(x) < 3.

Exercice 50 Variations et parité * corrigé p. 6l
Soit f(x) = x> - = (x € R) et g(x)=x>-1 (x#0).

1. Montrer que f est paire et que x ~ x° et x —% sont strictement croissantes sur [0, +oo[ ;
en déduire le tableau de variations de f sur R (valeurs en 0, £1, +,/2).

2. Donner le minimum de f. Calculer f(ﬁ) et en deduire, sans autre calcul, les solutions de
f(x) =1, puis de f(x) < 1.

3. Montrer que g est impaire, puis strictement croissante sur ]0, +oo[ et sur ]-co, 0[. Calculer g(-1)
et g(%) : g est-elle croissante sur R* ? Déduire de g(1) et des variations le signe de g(x), et
dresser le tableau de g.

Exercice 51 La distance d’arrét d’une voiture * * corrigé p. 6l

< o . . o . 2
Av m/s, avec 1 s de réaction, la distance d’arrét d’'une voiture (en m) vaut d(v) = v + ‘1’—6 sur route

sécheetd,(v)=v+ % sur route mouillée (v > 0).

1. Calculer le taux de variation de d entre deux vitesses v # w ; en déduire que d est strictement
croissante et dresser son tableau (valeurs en 0, 20, 40).

2. Un obstacle surgit a 60 m : résoudre d(v) = 60 et d,(v) = 60, puis donner dans chaque cas la
vitesse maximale (km/h) pour s’arréter a temps.
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3. Montrer que 2d(v) < d(2v) < 4d(v) pour v > 0, et interpréter.

4. Comparer d et d,. « Régle des deux secondes » : pour quelles vitesses a-t-on 2v 2 d(v) ?
2v2d,(v)?

Exercice 52 Une fonction paire a quatre intervalles * x corrigé p.62

o _ x2+2
Soit f(x) = poac
1. Déterminer D, ; montrer que f est paire et que f(x) = 1+ .
2. Montrer que T(x,y) = (X“()% (x # y dans Df) en déduire les variations de f sur [0, 1] et

11, +oo, puis, par parité, son tableau sur Dy.

3. Montrer que f(x) < -2 pour tout x € ]-1,1[, et que f(x) > 1 dés que |x| > 1.
4. Montrer que,pourm 1, f(xX)=m < x°= ﬂ—’j En déduire, selon m, le nombre de solutions

de f(x) = m, puis résoudre f(x) = 4 et f(x) 2
Exercice 53 Taux de variation et incertitudes * * corrigé p.62

Un taux de variation encadré donne lincertitude d’'une grandeur calculée a partir d’'une mesure.
Ici0<ac<b.

1. a) Pour x # y dans [a, b], montrer que le taux de variation de x ~ x3 vaut x> + xy + y2, compris
strictement entre 3a? et 3b ; en déduire |x° - y?| < 3b%|x - y|. b) Laréte d’un cube mesure
5,0 cm a 0,1 cm prés. Montrer que son volume V vérifie |V - 125] < 7,803 cm?

2. a) Encadrer de méme le taux de variation de x ; sur [a, b]. b) Une résistance vaut R =20 Q
a 0,5 Q prés : majorer 'écart entre sa conductance G = % et 0,05 S.

3. a) Encadrer le taux de variation de x ~ /x sur [a, b]. b) La période d’un pendule de longueur

L (m) vaut environ T(L) = 2y/L (s); on mesure L =1 m & 0,01 m prés. Montrer que |7 - 2| < %
Exercice 54 La profondeur d’un puits * * % corrigé p. 63

Une pierre lachée dans un puits de profondeur h (m) tombe pendant/h/5 s, puis le son remonte

a 320 m/s: on entend le « plouf » au bout de t(h) = \/7+ 355 secondes (h >0).

1. Montrer que t est strictement croissante ; en déduire qu’une durée correspond a au plus une
profondeur.

2. On pose X =/h/5. Montrer que t(h) = X + ’é—z Résoudre t(h) = 9 et t(h) = 4,25, dresser le tableau
de variations de t (valeurs en 0, 80, 320) et résoudre t(h) < 9.

2
3. Sans tenir compte du son, on estimerait h, = 5t?. Montrer que h, = h(1 + i) >h(h>0);

calculer h, et l'erreur relative 2" pourt 9 s. Quand cette erreur est-elle au plus 21 % ?
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€ Fonctions usuelles et composées

Forme canonique, forme réduite, translations ; pour g - f, d'abord le domaine.

Exercice 55 Deux paraboles de méme forme * corrigé p.63
Soit f(x) = x?>+4x-5 et g(x)=x%>-2x+1.

1. Ecrire f(x) et g(x) sous forme canonique ; en déduire le sommet et 'axe de chaque parabole,
le sens de variation de chaque fonction et les solutions de f(x) = 0.

2. Veérifier que g(x) = f(x-3)+9; en déeduire que €, est limage de C; par une translation (de quel
vecteur ?). Tracer C; et €, dans un meéme repeére.

3. Montrerque C;etC ontun seul pointcommun A; résoudre f(x) = g(x) etinterpréter. Résoudre
f(x) < 7 et contrdler sur la figure.

Exercice 56 Une hyperbole, pas a pas » corrigé p. 64
: - 8-2x

Soit f(x) = =i

1. Déterminer D; et montrer que f(x)=-2+ % En déduire le centre Q de Cy, ses deux droites «

asymptotes » et la translation qui transforme la courbe de x % enCy. Vérifier que f(2 - x) +
f(x) = 4.
2. Etudier, avec le taux de variation, le sens de variation de f sur chaque intervalle de Dy.

3. Calculer f(x) pour x € {-5,-2,-1,0,2, 3, 4,7} et tracer Cs. Résoudre f(x) = 1 et f(x) < -2 ; selon
m, combien f(x) = m a-t-elle de solutions ?

Exercice 57 Le son et la température *x corrigé p. 64
Dans l'air a 8 °C, la vitesse du son vaut environ c¢(8) = 20v/0 + 273 (en m/s).

1. Pour quels 6 la formule a-t-elle un sens ? Montrer que la courbe de c est l'image de celle de
x + 20,/ par une translation, et que c est croissante (quantité conjuguée). Calculer c(-17),
c(16), c(51), dresser le tableau de ¢ sur [-40, 60] et tracer sa courbe.

2. Résoudre c(B) = 330, puis c(6) = 350.

3. Un randonneur entend 'écho de son cri sur une falaise 3 s aprés l'avoir poussé. Exprimer sa
distance D(6) a la falaise ; la calculer a 16 °C et a -17 °C. Quelle erreur commet-on par -17 °C
en prenant 340 m/s ?

4. Soit t(0) la durée mise par le son pour parcourir 680 m. Montrer que t(6) = \/% (6 > -273),

étudier son sens de variation (composée) et résoudre t(0) < 2.

Exercice 58 La fonction cube et ses translatées *x corrigé p.6S

1. Trouver a tel que la courbe de f : x — ax> passe par A(2,-1). Montrer que f est impaire et
strictement décroissante (taux de variation) ; calculer f(£1), f(¢2), f(z4), puis résoudre f(x) = 8
et f(x) < 2.

2. Soit g(x) = % Montrer que g(x) = f(x-1)-2; en déduire la translation qui transforme
Cpen Cy, le centre de symétrie Q de ¢, et les variations de g. Tracer CretCy; résoudre
g(x) = -3,9(x) = -1, g(x) = -3.
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_ Ix=13

3. Pour aller plus loin. Soit h(x) = |g(x) + 2|. Montrer que h(x) et que la droite x = 1 est
axe de symétrie de €, ; donner les variations de h et résoudre h(x) < 1.

Exercice 59 Cube, puis homographique * * * corrigé p.6S

Soit u(x) = X3, v(t) =2 et f=v-u.

1. Ecrire v(t) sous forme réduite et donner ses variations sur ]-o, 1[ et sur ]1, +ool.

2. Déterminer D; et f(x). Etudier les variations de f sur chaque intervalle de D; ; dresser son
tableau (valeurs en -2, -1, 0, 2).

3. Montrer que f(-x) f(x) = 1 pour x & {-1,1}. A laide de f(x)+1 = )(23)‘_31 et f(x) - 1= =2, montrer
que-1<f(x)<1 < x<0,etf(x)s-1 & 0=<sx<1.

4. Résoudre f(x) = 2, puis f(x) < 2. Montrer que f(x) = m a au plus une solution si m # 1, aucune
sim = 1. Tracer Cs.

Exercice 60 Composer deux homographiques * * x corrigé p. 66
Soit f(x) = &% et g(x) = 2=,

1. Ecrire f(x) et g(x) sous forme réduite ; préciser les centres de symétrie et les sens de variation.
Tracer C’f et 6’9.

2. Montrer que f(x) # -1 pour tout x € D, puis déterminer le domaine de g - f et montrer que
(g - f)(x) =2 +1. Décrire la courbe de g - f.

3. Déterminer de méme le domaine et l'expression de f - g. A-t-on f-g = g- f ? Résoudre
(g F)x) = (f - g)(x).

4. Cas général. Si F(x) =B+ ﬁ et G(x)=a+ Xk—y (RR" # 0), montrer que (F - G)(x) = B+ %(x -Y) pour
x # Y. Lien avec les centres de CpetCy?

@ Défis de concours

Parité, variations, extremums et lecture graphique : médecine, ENSA, ENSAM, CPGE.

Exercice 61 Lanneau résistif (concours ENSAM) * % % % corrigé p. 67

Un fil homogene fermé en cercle a une résistance de 12 Q. Branché en deux points A et M, ses

deux arcs (résistances x et 12-x, 0 < x < 12) sont en dérivation : 'anneau équivaut a R(x) = @

1. Ecrire R(x) sous forme canonique ; montrer que R(12 - x) = R(x) et interpréter. Dresser le
tableau de variations de R : ou placer M pour que R soit maximale ?

E
r+R(x)"

72 .
48-(x-6)2 !

2. Avec un générateur (E =6V, r = 1 Q), l'intensité vaut I(x) =
variations et extremums de I sur [0,12] ?

Montrer que I(x) =

3. Soit J(t) = I(6 + t) pour t € [-6,6]. Montrer que J est paire et retrouver ainsi les variations de I.

4, Ou placer M pour avoir I =2 A?1<2A?Selon m, combien I(x) = m a-t-elle de solutions dans
[0,12] ? Quelle est la plus grande tension U = E - rl aux bornes de 'anneau ?
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Exercice 62 Aller-retour et vent (médecine, ENSA) * % * % corrigé p.67

1. Une voiture fait l'aller a 30 km/h et le retour a v km/h sur un méme trajet. a) Montrer que
sa vitesse moyenne vaut V(v) = 2% = 60 - 1233, b) Etudier les variations de V et montrer
que V(v) < 60 : peut-on obtenir 60 km/h de moyenne ? Résoudre V(v) = 40. c) Montrer que

V(v) < 22 ; cas d'égalité ?

2. Un avion vole a 300 km/h par rapport a l'air et fait l'aller-retour entre deux villes distantes de

600 km, avec un vent w dans l'axe (|w| < 300, w > 0 s'il pousse a l'aller). a) Montrer que la
. _ 600 600 _ 360000 P
durée du vol est t(w) = 227~ + S2= = 522 (heures). b) Montrer que t est paire, étudier

ses variations sur ]-300,300[ et dresser son tableau. c) Montrer que le vent rallonge toujours
l'aller-retour; résoudre t(w) = 4,5. d)Selon m, combien t(w) = m a-t-elle de solutions ? Montrer
que t n’est pas majorée.

Exercice 63 Une fonction impaire et ses points fixes (CPGE) * % % % corrigé p. 63
Soit f(x) = £33,

(1 +x) -(1 x)

1. Montrer que f est définie et impaire sur R, que f(x) = o107

et que f(3) = ﬁ pour x # 0.

2. Montrer que f(x) - (XX21)1 et f(x)+1 = (3’(;7131 Résoudre f(x) =2 1, f(x) < -1, [f(x)] < 1; en

déduire le maximum et le minimum de f sur [-1,1].

3. Montrer que T(x,y) = WI\M avec N = 3x%y? + x2 +y?> - 8xy + 3 = 3(xy - 1)? + (x - y)>. En
déduire que f est strictement croissante sur R et dresser son tableau.

4. Résoudre f(x) = x, étudier la position de Cretdel:y=x eten déduire que f(x) est stricte-
ment entre x et 1 pour x >0, x # 1. Tracer C’f et A.

5. Calculer f(2) et f(%), résoudre f(x) < “ ; combien f(x) = m a-t-elle au plus de solutions ?

o |

Exercice 64 Cinétique enzymatique (concours de médecine) * * % x corrigé p.68

La vitesse d’une réaction enzymatique dépend de la concentration S > 0 du substrat (mmol/L)
selon la loi de Michaelis-Menten v(S) = V—S (V>0,K>0).

1. Ici V =10, K = 2. a) Ecrire v(S) = 10 - 2, étudier les variations de v sur [0, +oo[ et montrer que
v(S) < 10: 10 est-il un maximum ? bs Calculer v(2) et résoudre v(S) = 8.

2. Avecun inhibiteur, la vitesse devient w(S) = m a) Comparerv etw. b)Montrer que "((?) 1+S‘+*2

(S > 0), décroissant et compris entre 1 et 3 ; mterpreter. c) Résoudre w(S) = 8 ; tracer v et w.

_ A oad e D 1 _ 1 o A _1
3. Lineweaver-Burk. Montrer que —= V(S =5tz xget e 2 5 (S >0):s - (1/ ) est affine.

Que représente 'ordonnée a l'origine commune ?

4. Une autre enzyme suit la méme loi, avec v(1) = 4 et v(4) = 8. Déterminer V et K.

Exercice 65 QCM de concours de médecine * % * % corrigé p. 69

Une seule réponse exacte par question ; la justifier.

1. Soit f(x) = V2502 (A) D; =[-5,5] (B) f estimpaire (C) f est paire et f(3) = -4 (D) f(0) = 2.

[x|-4

2. Le minimum de x = x?> - 6x + 11 sur[4,6]vaut: (A)2 (B)3 (C)11 (D) il n'existe pas.
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3. f est paire et strictement décroissante sur R* : (A) f(-3) > f(2) (B) f(-3) < f(2) (C) f(-3) = f(2)
(D) on ne sait pas.

4. L'équation |x?-4x| =4a: (A)2 (B)3 (C)4 (D)6 solutions réelles.

5. h(x) = m : (A) h croit sur [-3, +oo[ (B) h a pour maximum 1, en -3 (C) h est paire (D) h > 11—0

Exercice 66 QCM de concours ENSA - ENSAM % % % * corrigé p. 69
Méme consigne.

2
1. Sur]-1,0], x (3 - ﬁ) est: (A) croissante (B) décroissante (C) constante (D) non monotone.

2. f impaire décroit sur R*, f(2) = -1: (A) f(-2) = -1 (B) f croit sur R~ (C) f(-5) =1 (D) f(0) = 1.
3. Nombre de points communs aux courbesy =y/x+10 ety = %(x +10): (A)0 (B)1 (C)2 (D) 3.
4. Si f estimpaire et g paire (sur R), g- f est: (A) paire (B) impaire (C) ni 'une ni l'autre (D) nulle.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

On écrit chaque condition d’existence, on la résout, puis on conclut. a) Fonction polynéme :
. b) ILfaut x> -x-12 20, et x> - x-12 =(x—4)(x+3):‘Df = IR\{—3,4}‘. €)10-4x20 <

Xx<2: D = ]—oo,%]. d)A=16-28 = -12 < 0: le dénominateur ne s'annule jamais (d’ailleurs

2

X2 -bx+7 =(x-2)?+323): . e) Une racine au dénominateur doit &tre non nulle: x-1> 0,

D; = 11,+oo[l f)3x2-5x-220:A = 49, racines —% et 2 ; le trindbme (a = 3 > 0) est positif a

'extérieur des racines : D= ]—oo,—%] U[2,+[ g |x+1]=3 < x+1=%3 <& x€{-472}:

’Df = R\{—4,2}‘. h) Il faut x + 4 2 0 et x2 # 1 :‘Df = [—4,—1[U]—‘|,‘|[U]1,+oo[‘.

® Corrigé de l'exercice 2

1.

a) f(0)=1, f(-1)=1+4+1=6, f(V2)=2-4/2+1 =, f(2+43) = (\/5)2-3 = [0] (avec
la forme de b).

b) (x-2)2-3=x?-4x+4-3=f(x). f(X)=1 < (x-2)’=4 < x-2=12:antécédents de
1:[0et4] f(x)=-3 < (x-2)?=0:unseulantécédent,[2]. f(x)=-4 < (x-2)>=-1:
impossible (un carré est positif) : -4 n'aaucun antécédent. ¢) f(-1)=6:A€C;; f(3)=-2#-1:
B ¢ Gf.

Deux fonctions sont égales si elles ont le méme domaine et les mémes images. a) Dy = R* #

D, =R: (elles coincident sur R*, car @ =x+2six#0). b) D; =D, = R\{-1} et

+ L % =f(x):[f=gl OD;=D, =R, mais Vx2 = |x| : f(-1) = 1 # -1 = g(-1), donc[f # g|

(égales sur [0, +oo[ seulement).

® Corrigé de l'exercice 3

1.

LeCture:f(_1)=_11f(0)=1rf(1)=01f(2)=_11f(3)=1' X -1 0 2 3

Antécédentsde 1: 0et3;de-1:-1et2;de0: environ

-0,7;1;2,7. L L
: 1 . : f(x) P

La droitey = 5 coupe C; entrois points: 3 solutions. f(x) = -1 -1

2 : aucune (C’f est sous la droite y = 1). f(x) 2 0 la ou s
est au-dessus de l'axe des abscisses : x € [a,1] U [B, 3],
a=-0,7,B=2,7.

Tableau ci-dessus : maximum [1], atteint en 0 et en 3 ; minimum [-1], atteint en -1 et en 2.
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4 f(x)=0 < x-1=00ux?-2x-2=0;A=12,x = 228 Antécédents de 0: |1-v3, 1, 1+V3]

(=-0,73;1;2,73),d'0l |[f(x) 20 < xe[1-V/3,1]u[1+3,3].

® Corrigé de l'exercice 4

1.

2.

Méthode : (i) D, symétrique ; (ii) comparer f(-x) a f(x) et a -f(x). a) Dy = R, f(-x) = f(x):
paire. b) D = R, f(-x) = -x* + 4x> = -f(x) : impaire. ) D, = R*, f(-x) = £ = -f(x) :

impaire. d)4-x?>20 < x €[-2,2], f(-x) = f(x): paire. e) f(1)=2, f(-1)=6: f(-1) # f(1) et
f(=1) # -f(1): ni paire niimpaire. f) D, = R\{3}: -3 € D, mais 3 ¢ D;: domaine non symeétrique,

ni paire ni impaire. g) D;=Ret|-x| = |x]: paire. h)Df = R, f(-x) = -xV/x2 + 1 = -f(x) : impaire.
f(-2) = f(2) = [5]; g(-1) = -g(1) = [4]; g(0) = g(-0) = -g(0) donne g(0) = O}. €, est symétrique par

rapport a 'axe des ordonnées, C, par rapport a l'origine O.

® Corrigé de l'exercice 5

1.

2o

D= [-4,5]| Les fleches indiquent une stricte monotonie : f est strictement décroissante sur

[-4,-1] et sur [2, 5], strictement croissante sur [-1, 2].

-3 < -2 dans [-4,-1], ou f décroit : [f(-3) > f(-2)|; 0 < 1 dans [-1,2], ou f croit: |f(0) < f(1)|;
3<4dans[2,5]:|f(3) > f(4) -3 et 0 ne sont pas dans un méme intervalle de monotonie : on
sait seulement que -2 < f(-3) < 3 et -2 < f(0) < 4 ; les deux ordres sont possibles : on ne peut
pas comparer.

Sur[-4,-1]: -2 < f(x)<3;sur[-1,2]: -2 < f(x) < 4;sur[2,5]: 1< f(x) < 4. Sur D;: maximum

|4 = f(2)], minimum [-2 = f(-1)]. Sur [2,5], f décroit: si 2 < x < 5, alors f(5) < f(x) s f(2), soit
1 < f(X) € 4[; maximum 4, minimum 1.

f(x) <4 <5: f(x) =5 n’aaucune solution. Sur [2,5], f(x) 21> 0: pas de solution de f(x) =0;
sur [-4,-1] et sur [-1, 2], f est strictement monotone, donc prend au plus une fois la valeur 0
sur chacun : au plus deux solutions.

® Corrigé de l'exercice 6

1.

a) f(x)=(x+3)>-9+7=|(x+3)?-2|: sommet S(-3,-2),axe X =-3;a=1>0: minimum -2 en
-3. b) g(x) = -2[(x + 1) - 1]+ 1 =|-2(x + 1)* + 3|: S(-1,3), axe x = -1; a < 0 : maximum 3 en -1.

c)h(x)=3[(x—%)2—%]+1 = 3(x—%)2+% :S(%,%),axex=

. . . ‘]
; minimum 2, donc h(x)z+>0

1
4

N |—=

pour tout réel x.

=00 +00

1
2

3
Ol >N~ 7 X ho| S,
£() S a0 | 7T
g(x) - g(y) = -2(x® - y?) - 4(x - y) = (x - y)[ - 2(x + y) - 4] : [T(x,y) = -2(x + y + 2)]. Si x # y sont
dans ]-o,-1],alors x+y < -2 et T > 0 : g est strictement croissante ; s'ils sont dans [-1, +oo],
alors x+y >-2etT <0: g eststrictement décroissante.

X | -0 -3 +oo X | -0 -1 +o0 X

=

® Corrigé de l'exercice 7

1.
2.

Vxel, f(xX)sM; aeletVxel, f(xX)2f(a); VmeR, Ixel, f(x)<m.
a)Pour0 < x<3:-1<x-1<2donc0 < (x-1) < 4et|-3<f(x)<1]: f est bornée, de
maximum 1 = f(1) et de minimum -3 = f(3).

Maths Olympiad Q
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. 1 . - o q ,
b) Pour x 2 1: 0 < 1 <1,donc|0 < g(x) < 1]: bornée, minimum 0 = g(1). Le majorant 1 n’est pas

attemt( ¢0)et|lnyapasdemaX|mum pourtoutx021,x1 Xl d'oli g(x, + 1) > g(x,).
0

c) Vx+3 2 0, donc h(x) < 2 = h(-3) : maximum 2. Non minorée : pour tout réel m, x =
(Im| +3)? -3 2-3 donne h(x) =2-(|m| +3)=-1-|m| < m. Donc pas de minimum.

d) Pour-1< x<2: |x| <2,donc|0 < R(x) < 4|: bornée, minimum 0 = R(0). Pas de maximum : si
X, € [-1,2[, le réel x, = "2 est dans 1| x,], 2L ¢ [-1,2[ et k(x,) > R(x,).

® Corrigé de U'exercice 8

1. Lecture : C; et €, se coupent en (-1,2) et en (2,-1) ; entre ces points, Cy est sous €,
f(x)<g(x) &= xe[-1,2]]

2. f(x)-g(x) = 2x2 -2x-4 = 2 (x? - x - 2) = 2(x + 1)(x - 2), négatif entre les racines -1 et 2, positif a
I'extérieur : on retrouve f(x) < g(x) & x € [-1,2], l'égalité ayant lieu en -1 (f(-1) = g(-1) = 2)
eten2(f(2)=g(2)=-1).

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

. 2(-x)? .
1. x*+1>0: , symétrique, et f(-x) = (_E()fL = f(x) : f est paire.
2.a)2x*20etx*+1>0: f(x)20. (x* - 1)2 = x*-2x%+1: c'est l'identité. Donc 2x% < x* + 1 et, en

divisant par x* +1>0:[0< f(x) <1 b) f(0) = 0 et f(¢1) = 1 : minimum [0] (en O seulement) ;

maximum 1], en -1 eten 1 (f(x) =1 < (x*- 1)2 = 0).

3. a) Le numérateur de f(x) - f(y) est 2[x*(y*+1) -
yz(x‘*+1)]etx2y4—x4y2)+xz—y2 =(x2—y2)(‘| _Xzyz); 1 1
on divise par x -y. b) Si x # y sont dans [0,1] : £(x) N
x+y>0et0<xy<1doncT > 0: f strictement / 0 \
croissante. Dans [1,+o[ : xy > 1, T < 0 : stricte-
ment décroissante. Parité (sens contraires sur des
intervalles symétriques) : f décroit sur [-1,0], croit
sur ]-oo, -1].

b f(x)2 2 & 107 24x" +4 & 24 -5 +2<0 & (2-1)(x*-2)<0 <

2(=)§S|X|S\/§:S [\/_ ‘/_] [ ]

N =
IN
b
IN

® Corrigé de l'exercice 10

1. x2+323>0:m;f(—3)=%=—%,f(—1)=0 fm=2=21
2. a) Le numérateur de f(x)- f(y) est (x+ 1) (y? +3) - (y+ 1) (x* + 3) = xy(y - x) + 3(x - y) + (y* - x?)
(x-y)B-xy-x-y)et3-x-y-xy=hb-(T+x+y+xy)=hb-(x+1)(y+1):douT(x,y).

b) T alesignede4-P,ouP=(x+1)y+1),x#y.Sur
]-F0,-3]: x+1 < -2, y+1 < -2, pas tous deux égaux a
-2:P>4,T<0: f décroissante. Sur[-3,1]: |[x+1]| £ 2,
ly+1] <2,donc P < |x+1||y+1] < 4, 'égalité imposant ) \ 1 - \
x+1=y+1=22(exclu): P <4, T>0: croissante. Sur
[1,+co[ : P > 4 : décroissante (toutes strictement).

Maths Olympiad e
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3. f(x)alesignede x+1: f <0sur]-oo,-1[, f(-1) = 0, f > 0 sur ]-1, +oo[. Minimum : sur ]-oo, 1],
f(x) = f(-3) (tableau) et sur [1,+oo[, f(x) > 0 > —%. Maximum : sur ]-oo,-1], f(x) < 0 et sur

[-1,+0o[, f(x) < f(1). Donc maximum m et minimum —% = f(-3)|. Enfin f(x) = % =
bx+b4=x>+3 & x*-4x-1 =0:m.

B Corrigé de l'exercice 11

1. Df=[R\{2}et2+x%2=%=f(x).Centre:six¢2, y e, A
alors 4-x #2 et f(4-x)+f(x) = 245 +2+ L = 4= 2x2: 2
0(2,2) est centre de symétrie de Cs. g
S N O IR W W R S (Y ’
2. T(x,y) = pary (X_2 y_z) SCE TR Si x, y sont du | b
méme coté de 2, T < 0: f strictement décroissante sur )
]-o0, 2[ et sur ]2, +oo[ (pas sur Ds: f(1)=1<f(3)= 3).
_5 _3 _ 3\ _ 5\ _ a -1 1 3 4 5
3 F1) =5 £ = 3, 71) =1, £(2) = 0, £(8) = 4, £3) =3, \
f(4) =2, f(5) = % ; figure ci-contre.

X -0 2 +00

0| S

4. a) Lecture : Cy et A se coupent en (1,1) et (3,3). Calcul: pour x # 2, f(x) = x & 2x-3 =
xX?2-2x & x’-4x+3=0 < [xe{1,3} b) f(x)-x= 2"‘3)(‘_"22+2X = '(X';_)(ZX'P’) ; un tableau de

signes donne f(x) < x < % 20 < [xe[1,2[U][3,+oo[|(la oU C; est sous A).

5. f(x)=m < - =m-2.Sim=2: aucune solution ;sim # 2 : une seule, x = 2 + > (toute

droite horizontale autre que y = 2 coupe Cy une fois).

® Corrigé de l'exercice 12

6 +2-6 6 A > }
11D, =R\{-2}, 1- = = XxT = u(x) et T,(x,y) = 55 > 0 pour X, y du méme coté de -2: u

est strictement croissante sur chaque intervalle. Signe : u(x) < 0 sur ]-2, 4[, u(4) = 0, u(x) > 0
sur ]-oo, -2[ U ]4, +ool.

2
2. a) D; = R\ {-2}, |f(x) = (%) . b) Régle : méme sens = X |- -2 4+
croissante, sens contraires = décroissante. Sur ]-oo, -2,
u croit a valeurs positives, ol v croit : f croissante. Sur f(x) / ~ 0 7

]-2,4], u croit a valeurs dans ]-c0,0], ou v décroit : f
décroissante. Sur [4,+o[, u 2 0: f croissante. Comme
f 20=f(4): minimum [0] en 4.
_ 1 _ 21 6 _ 1 6 _ 3 _ _ o _ H
c)f(x)-z & u(x)=t; & Z=-o0ou—>=3> > x=100ux=2:5={210} Puis
%s%s%;alorsx+2>0et4sx+2s12: S =[2,10]

f)si & -1sux)si <
3.]g(x) = u(x?) = X b 1-—% |p -Rr g(-x) = g(x) : paire. Sur [0, +oo[, X = x? croit, a
X2 +2 X2 +2! g ? ? ’ 1

valeurs dans [0, +oo[ C ]-2, +oo[ ol U croit : g croissante ; par parité, g décroissante sur ]-o, 0].

Dex?+222:0< % < 3, donc|-2 < g(x) < 1| (minimum -2 = g(0)). f(0) = & # g(0) = -2 (et
D, # Dg) :[f # g] Cest-a-direv-uzu-v.

Maths Olympiad @



Chapitre 2 Généralités sur les fonctions

® Corrigé de l'exercice 13

1. a) Df =[-2,+co[| En multipliant par la quantité con-
. - _ - X-y o~
juguée, Vx+2 - Jy+2 i’ d'ou T(x,y)

0 : f strictement croissante. b) f(x)

]
VX +2: translation de vecteur -27 (vers la gauche de 2).
) f(x) = ximpose x 2 0, puis x+2 = x> & (x-2)(x+1) =
0:[x=2](-1rejeté). f(x)2x:vraisi-2<sx<0;six20,
deux nombres positifs: < x+22x?> & -1<x<2:

[S=[-2,2]l f(x)<s3 < x+259:[S=[-2,7]]

1" Bac Sciences Expérimentales

2
2. a) g(-x) = -g(x) : impaire. T(x,y) = . Metx2+xy+y2 =(x+¥) +%y2 >0sixzy:

2(x-y) 2

g strictement croissante sur R. b) g(x) < 32 < x5
2

strictement croissant). g(x) 2 x < x(x*-2)20 <
signes).

2
<64 = 4 =

(le cube est

x €| -2, 0Ju [\/5, +oo[ | (tableau de

3. Figure : Cy coupe A en (2,2) et est au-dessus de A sur [-2,2]; €, coupe Aen (—\/5, —\/5), O et

(2.42).

® Corrigé de l'exercice 14

T f(X) = (x-12-1-15=[(x-12-16] = (x - 1 - &)(x -
1+4) =|(x - 5)(x + 3)|. f décroitsur [-4,1], croit sur[1,5]

(tableau).

2. Lecture (droites horizontales y = m, figure) : m < -16:
O;m=-16:1;-16<m<0:2;0<m=<9:1;, m>9:0.
Contrdle: pourm 2 -16, f(x)=m < x=1+/m+16,
avec1-ym+162-4 < m<9et1+/m+16<5 <
m < 0.

3. f(X)=x-5 e x*-3x-10=0 < (x-5)(x+2)=0:
points|(-2,-7) et (5,0)] f(x) s x-5 <= (x-5)(x+2)<

0 < [xe[-2,5]|(¢; sous D).

X | -4 1 5

9
fo| >~ 0
-16

Maths Olympiad
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® Corrigé de l'exercice 15

1. Figure ci-contre : on lit les points communs (-4, 1) et e |V
(2,-2); en(2,-2), les courbes semblent se toucher sans
se traverser. 2

2. f(x) - g(x) = £ -3+ & = XZOT6 o (x _ 9P(x + 4) =
(x? - 4x + &) (x + 4) = x> - 12x + 16. 4\ -2 2 [«

3. Pourx#O:f(x)=g(x) = (x-2%(x+4)=0 = 2
x € {-4,2}]: points (-4, 1) et (2,-2). f(x)-g(x) a le signe
de XX;" sauf en2ouilest nul: C; est au-dessus de C,
sur]-oo, -4[ U]0, 2[ U ]2, +oo[ et au-dessous sur ]-4, 0[. En
2, la différence s'annule sans changer de signe (facteur
(x - 2)?) : les courbes se touchent sans se traverser.

® Corrigé de U'exercice 16

a) Vrai (contraposée) : si a # b, par exemple a < b, alors f(a) < f(b), donc f(a) # f(b). b) Vrai: soit
X <y.Si0<x: cestlhypothése. Siy <0: 0 < -y < -x, donc f(-y) < f(-x), soit -f(y) < -f(x) et
f(x) < f(y). Six<0<y: f(0)=0(f impaire) et f(x) = -f(-x) < -f(0) = 0 < f(y). c)Vrai:six<y,
f(x) < f(y) et g(x) > g(y), donc -g(x) < -g(y) ; en additionnant, (f - g)(x) < (f - g)(y). d) Faux:
f(x) = —1 est croissante sur chaque intervalle, mais f(-1) =1 > f(1) = -1. e) Faux: f(x) = X21—+1 >0,
mais m = x% + 1 n'est pas majorée. f) Faux: f = g : x = -x sont décroissantes et g - f(x) = x est
croissante. g) Faux: f(x) = -xsi x < 0, f(x) = -x - 1 si x 2 0, est strictement décroissante (f > 0
sur ]-oo, 0[, f < -1 sur [0, +oo[) et ne s'annule jamais.

€& Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1. (-1)2=1,22=4: A B € . Coefficient directeur % =1et
1=-1+2:(AB) : y=x+2.Pour-1<x<2:(x+2)-x%=
(x+1)(2-x)>0:M est sous (AB).

2. AB = 37+ 32 = 3,/2 et d(M, (AB)) = X *2| = e gonc

V2
S(x) = 2ABxd = 3(x + 1)(2 - ).
3x+ 12 -x) = X2+ x+2 = % - (X-%)z, d’ou
S(x) = % - %(x - %)2 < Q, avec égalité si et seulement si
x = 1 : aire maximale . pour MO(% %)
4. La parallele a (AB) par M, a pour équation y = x - . ; ses

2
points communs avec P : x° :X'Z = (X—E) :O:l

seul point M,. Le milieu de [AB] est (%, g) : méme abscisse
1

E.
Remarque. Archiméde a démontré que l'aire comprise entre (AB) et P vaut les % de celle du
27

triangle AM,B: 2 x 2] = %(résultat admis).
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® Corrigé de l'exercice 18

1.

Pourx2—1:g(x)z%>0etg(x)2—f(x)2:1+x+"—:-(1+x):%20. Comme g(x) + f(x) > 0:

g(x) - f(x) = % >0, nul seulement pour x = 0: [f(x) < g(x)|.
2

2 4 4 3
2 - X\ _ X\ X2, Xt X2 _x2_x X X°(x-8) .o
h(x)-(1+2) 2(1+2)8+64_1+X+4 T~ g tor = 1+x+——.Sur[0,8]:sih(x)<0,

alors h(x) < 0 < f(x); si h(x) 2 0, alors h(x)?- f(x)? = % < 0 et deux réels positifs sont rangés
comme leurs carrés : h(x) < f(x). Sur[-1,0[: h(x) 21- 2 -2 =3 >0et h(x)’ - f(x)* >0 (x* <0,

x-8<0): h(x) > f(x). Enfin g(x) - h(x) = % Positions : les trois courbes passent par (0, 1) ; sur
[-1,0], €f est sous C,, elle-méme sous C"’g ;sur]o, 8], ¢, estsous (:’f, elle-méme sous €g.
Avec x = 0,02 : h(x) < /1,02 < g(x), soit |1,00995 < /1,02 < 1,01| (amplitude £ = 5 x 10°3). Puis
ER =/1002 + 102 = 100,/1,01 et, avec x = 0,01 : [100,49875 < ER < 100,5| (en métres).

® Corrigé de l'exercice 19

2
.f(x)=(x—%) +%:sommet$(%,%);f(x)2%>0:j’est G —

au-dessus de l'axe des abscisses.

Me PnD, < (y=x*-x+lety=mx) < (y=mxetx’-
x+1 = mx), d'oti l'équivalence. A = (m+1)?-4 = (m-1)(m+3): 3
deux pointssim < -3 oum > 1;unpointsim=1(x=1:
(1,))oum=-3(x=-1:(-1,3));aucunsi -3 <m < 1. Avec

deux points, les abscisses ont pour produit 1 > 0 (méme 2 | -1 b1 2 3x
signe) et pour somme m + 1 : positives si m > 1, négatives -
sim < -3.

f(x)-x = (x-1)% 2 0: P est au-dessus de D, et ne la
rencontre qu’en (1,1) : D, touche  sans la traverser ; de
méme f(x)+3x = (x+1)?: D_, touche 2 en (-1,3). D, coupe

‘P aux abscisses % > 0.

® Corrigé de U'exercice 20

1.

Sur [-2,1], f décroit: 1 = f(1) < f(x) < f(-2) = 4 ; sur [1,4], f croit: 1 < f(x) < 9. Donc
1< f(x)<9]. t » y/t croit sur [1,9]: g a les mémes variations que f et[1<g(x)<3] t » %
décroit sur[1,9]: h a les variations contraires (croissante sur [-2, 1], décroissante sur [1, 4]) et

s Sh(x) <1}

a) x* € [-2,4] & x* < 4: D, =[-2,2]) symétrique, et k(-x) = f((-x)?) = k(x) : paire. b)
Sur [0,1], x = x? croit, a valeurs dans [0,1] c [-2,1] oU f décroit : k décroissante. Sur [1, 2],
x? € [1,4] ou f croit : k croissante. Par parité : croissante sur [-1, 0], décroissante sur [-2,-1].
k(2) = f(4) = 9, k(1) = (1) = 1, R(0) = £(0) (avec 1 < f(0) < 4). c) 5 < ; sont dans [0, 1], ol f
decrot (1) = 1(2) 1 () = (2)

1-x € [-2,4] . X ~ 1-x décroit. Sur[-3,0], 1-x € [1,4] ou f croit: ¢
décroissante ; sur[0,3], 1-x € [-2, 1] ou f décroit: £ croissante. £(-3) = f(4) =9, 2(0) = f(1) = 1,
£(3) = f(-2) = 4.

X [-2 -1 0 1 2 X -3 0 3

9 9
k)| >~ fO 7 0| S b
1 1

1
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® Corrigé de l'exercice 21

1.

f10x) = 22 =1 (x # -1): 7, est la droite y = 1 privée du - y
point (-1,1). f,(x) = ‘;“11 -1(x # 1) : #_, est la droite /

y=-1 privée de (1, —1) 0,

a) m+ 1Ml _ mxem’sl-m? = f,(x) : hyperbole de centre i I

X+m X+m

)| (droites asymptotes x = -m, y = m) dont les )

coordonnees vérifient y = -x. b) T(x,y) = m, avec T,
(x + m)(y + m) > 0 sur chaque intervalle : si [m| > 1, f_
est strictement croissante sur ]-oo,-m[ et sur ]-m, +oo[ ; Si
|m| < 1, strictement décroissante.

fm() =T =1etf (-1)= =0 =-1:A B e H,. Récipro-
quement SI (x,y) est sur toutes les 7 : y(x +m)=mx +1,
soit m(y - x) + xy - 1 = 0 pour une infinité de m ; doncy = x
etxy =1:(1,7)ou(-1,-1). f(2) =0 < 2m+1 =

0 & |m=-1 :f—1/2(x) = Figure : 7, (y = %) et A,

(y=3--2)

2-X
2x-1"

N

X+3

® Corrigé de U'exercice 22

1.

a)t — t ettt +4 sont strictement croissantes sur [-4, +oo[ : leur somme h aussi. Sia < b,
h(a) < h(b) ; si a > b, h(a) > h(b) : donc h(a) = h(b) < a=beth(a)<h(b) & a<b. b)On
reconnait h (xz) = h(3x + &) (car 3x + 4 + 4 = 3x + 8) ; 'équation est définie pour 3x + 8 > 0, soit
X2 —% (x? > -4 est toujours vrai). Elle équivauta x> =3x+4 <= (x-4)(x+1)=0:

(deux réels > -2). L'inéquation équivaut & x* < 3x + 4 : [S = -1, 4[|

- x3-y? = (x-y)(x*+ xy + y?) avec x? + xy + y* > 0 si x # y (exercice 13) : le cube est strictement

croissant,donca®>=b> < a=beta’<b’® < asb. (x-10°=(2x)} &= x-1=22x <=

.(x2—2)3sx3 = x?-2<x & (x-2)(x+1)<0 < [xe[-1,2]]

® Corrigé de U'exercice 23

1.

fo (x) = fo(x+a): €, est 'image de C, par la translation de vecteur -al. f (x) = x exige x 2 0
(une racine carrée est positive) ; on éléve alors au carré deux nombres positifs: < x+a = x?
(et x + a = x% = 0 assure U'existence de la racine).

A=1+4a. Sia< -- pas de racine : [0] solution. Si y A
a

—% : racine double S 0: [1] solution. Sia > —% :

deux racines de somme 1 et de produit -a ; pour —% <
a < 0, produit> 0 etsomme > 0: les deux sont positives,
solutions ; pour a > 0, produit < 0 : une seule est

positive, [1] solution. Ainsia=2: x> -x-2=0,[x=2] ? ‘1ﬂ 11213«
(—1rejeté);a=0:xe{o,‘l};a:—%:x:

Quand a augmente, la courbe glisse vers la gauche: € _,

ne rencontre pasA, €_, , latouche en (%, %), ¢, la coupe
enOet(1,1),C, en(2,2) seulement.

- -1 - -
€apoura-—1,a-—z,a-o,a-2.

N|[—=
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€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. (C):ilfaut x + 320 et x? # 4, soit [-3,-2[U]-2,2[ U2, +oo[ ; la réponse (B) oublie -2.

2. (C): f(1) = f(-1) = 2 ne suffit pas : f(2) = 26 et f(-2) = -22, donc f(-2) # f(2) et f(-2) # -f(2).
(D) ne vaut que pour la fonction nulle.

3. (D): % = % =-1+ % : centre (-1,-1).

4. (A): x —» 1-2x et f sont décroissantes: si x <y, alors 1-2x > 1-2y, puis f(1-2x) < f(1-2y):
g est croissante.

5. (B):|x-1]+|x+3] =|1-x|+|x+3]| 2|(1-x)+(x+3)| =4 (inégalité triangulaire), avec égalité
en 0 (et sur tout [-3, 1]).

® Corrigé de l'exercice 25

1. f.(x)=x*+3+2m(1-x): f_(1) = 4 pour tout m ; toutes
les 7, passent par |A(1, 4)| (seul point commun : f,(X)
ne dépend pas de m si et seulement si x = 1).

2.a) f,(x)=(x-mP?-m?+2m+3:|S, (m,-m?+2m+3);
ses coordonnées X = m, Y = -m? + 2m + 3 vérifient Y = P
-X*+2X+3:S_€Tl. b)Le minimum de f_ est B(m) =
-m?+2m+3 =4 -(m-1)? < 4, maximal pour [m =1]:
S,=(1,4)=A g

3. Au-dessusdey =2 < B(m)>2 < m?’-2m-1<
0 < me]ll- V2,1 + \/5[ Deux racines strictement
positives: A’ =m? -2m -3 = (m-3)(m + 1) > 0, somme

2m > 0 et produit 2m +3 > 0: [m > 3|.
b Pyt y=(x+1)2 Pyt y=(x-172+4, Py 1 y=(x-3)":
figure (sommets sur T, toutes par A).

® Corrigé de l'exercice 26

1. Grillage : 3x +y = 120, donc y = 120 - 3x, 0 < x < 40, et A(x) = x(120 - 3x) = -3x? + 120x =
-3(x - 20)% + 1200] < 1200. Aire maximale [1200 m?}, pour x = 20 m et y = 60 m.

2. R(x) = 300(20 - x)(10 + x) = 300 (200 + 10x - x?) = |300[225 - (x - 5)*]| < 67 500. Recette maxi-
male [67 500 DH| pour x = 5 : prix [150 DH| (450 abonnés). Puis R(x) 2 60000 < (x -5)% <

25 < 0<x<10: prix compris entre [100 et 200 DH|.

® Corrigé de l'exercice 27

_ 240:5x2 _ 5(%+48) _ x2.u8 _48 _ . : . =192 _g.
1 oh(x) = S50 = W) = ) h(0) = T = 6: canette vide, G est son centre ; h(12) = == =6:

canette pleine, systéme homogéne, G a mi-hauteur.
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Xeh 32, _ (c+h)+64-8(x+4) _ x?+48 1 - )
2 e Tt T oi " 2oy puis T(x,y) = 5 + i y=x
32 1 1 _1_
2 (- L) =t Surl0 4l (x 2 ) (xeb)y+4) <
8x8 = 64, T < 0: h décroissante ; sur [4,12]: (x+4)(y+4)>
64, T > 0 : croissante.
2

h(x)-4 = Xz*‘z’fx'ﬁi‘)'32 = (z’zxi'z) > 0: position la plus basse de
G: [4 cm) pour [x = 4 cm].

x [0 4 12 N 8 e

6 6
h(x) | ™ . 7

h(X)=x & x?>+48=2x>+8x < x?>+8x-48=0 < (x+12)(x-4)=0 < x=4(x20).
Et h(x)-x = % h(x) > x si x < 4 (G au-dessus de la surface), h(x) < x si x > 4 (G dans le
liquide).

h(x)s5 < x>+48<10x+40 < x’>-10x+8<0 < xe[5—ﬁ,5+\/ﬁ],environ
[0,88 ; 9,12] c [0, 12].

® Corrigé de l'exercice 28

1.

)= x e R-x-2-0 e RKeCLY. F = (22 -2 = -wredet

(x?-x-2)(x*+x-1) = x* - 4x>-x+2 = F(x)-x. Donc F(x) = x <> x*-x-2=0ou

X2+x-1=0: {1 2, '“f '1'5}.

2

aetbsontlesracinesdex’?+x-1:a’=1-aeta+b=-1.Doncf(a)=1-a-2=-1-a=bet,
de méme, f(b)=-1-b=a: f échange a et b (solutions de F(x) = x qui ne sont pas des points
fixes de f).

Sur [O, ﬁ], f croit, a valeurs dans [-2,0] ou f décroit: F y
décroissante. Sur [\/5, +oo[, f croit, a valeurs dans [0, +oo[

ou f croit : F croissante. F est paire (f 'est) : croissante

sur [—\/5, O], décroissante sur ]—oo, —\/f] F(0) = f(-2) = 2,

F(£/2) = £(0) = -2, F(:2) = f(2) = 2. Six € [-2,2] : X € A T 2x
[0, 4], f(x) € [-2,2], puis F(x) = f(f(x)) € [-2,2].

La courbe de F coupe y = x en quatre points, d’abscisses

= ‘/_ -1,62; -1 '1;‘/3 ~ 0,62 ; 2 : les solutions de la -2
questlon 1.

X | -o0 _\/5 0 \/5 +00
2
| N 7~
-2 -2

® Corrigé de l'exercice 29

1.

(B) : f(x) = (x - 2)> + 3 décroit de f(0) = 7 a f(2) = 3 sur [0, 2], puis croit jusqu’a f(3) = 4 : les
valeurs forment [3, 7].

2. (C): un seul point commun < A=m?-16=0 <= m = 4 : deux réels.
3. (B): f(x*-2) s -f(x) = f(-x) (f impaire) < x*-2 < -x (f strictement croissante) <

(x+2)(x-1)<0 & xe[-2,1].
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4. (C):enremplacant x par -x: 2f(-x)+ f(x) = 3x% - x. Deux fois la relation donnée moins celle-ci:
3f(x) = 3x? + 3x, donc f(x) = x*> + x (qui convient) et f(1) = 2.

5. (D): x> - (3x-2) = (x - 1)%(x + 2) Sannule en 1 et en -2 seulement : deux points, (1,1) (ou la
droite touche la courbe) et (-2, -8).

® Corrigé de l'exercice 30
1. Dy = Ret|-x|=|x|: f(-x) = f(x), f est paire. Comme X2 = |x]%: f(x) = |x|?-4|x| +4-1 =

(|x|—2)2—1.f(x)=0 = |x|-2=#1 < |x| €{1,3}:]S={-3,-1,1,3}}

2. Pourx 20, f(x)=x?>-4x+3etT(x,y)=x+y-4 Sixzysontdans[0,2]: x+y <4, T<0: f
décroissante ; dans [2,+oo[ : T > 0 : croissante. Parité : croissante sur [-2, 0], décroissante sur
]-o0,-2]. Extremums : f(x) = -1, minimum en 2 ; f(0) = 3 est un maximum relatif (pour

x| <&, (Ix] - 2)2 < 4, donc f(x) < 3), pas absolu : f(5) = 8.

X |- -2 0 2+ y ,
&
3
o] N T T
_1 _1 3 —— @ mmmm e ——— P - ——mmm e —————— @ - -
3. Graphiquement, on compte les points \ /\ /
communs de C’f et de la droite y = m. Par 1 ek G S d--L R R S .
le calcul: f(x)=m = (|x|—2)2:m+’|. - \ - ; / ;
Sim < -1: aucune solution. Sim = -1: gl \. ________________ ./ _______ *
|x] =2.Sim>-1:|x|=2+ym+1(deux )

solutions opposées) ou |x| =2 -vm +1,
qui donne deux solutions si m < 3, une
seule (x = 0) sim =3, aucune sim > 3.

Nombre de solutions: [0 (m <-1); 2(m =-1); 4(-1<m<3); 3(m=3); 2 (m > 3)|

4, Posons X = f(x): d'aprés 1, f(X) =0 < X €{-3,-1,1,3}). D'aprés 3: f(x) = -3 n'a aucune
solution (-3 < -1); f(x) =-1ena2(x=%2); f(x)=1ena& (x| =2%2); f(x) =3 ena3
(x € {0, 4}). Ces ensembles sont disjoints (f(x) y prend des valeurs différentes): 0+2 +4+3 =

[9 solutions] (points marqués sur la figure, droitesy = -1,y =1,y = 3)
S={_41 _2_\/51 _2r _2+\/§r Or 2_\/51 21 2+\/§r 4}-

€@ Corrigés : domaines et lectures

® Corrigé de l'exercice 31
On écrit les conditions d’existence, puis on les résout.

1. a)llfaut3x2+x-2#20: A=1+24 =25, racines%=—‘l et%=§. Dy, =R\{—1,3}. b) Il

faut2x+720etx¢0,soitx2—% etx#0: D, =[—%,0[U]0,+00[.

c) x> +2x - 15 = (x + 5)(x - 3) est positif ou nul a Uextérieur des racines -5 et 3 :
Df3 = ]_001 _5] U [31 +°°[ -

d)A=1-16 = -15 < 0: x*> + x + 4 ne s'annule jamais (il est toujours strictement positif) :
ka =R| e)llfautx-120etx>-4#0,s0itx=>1,x#2etxz-2;lavaleur -2 est déja
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exclue parx > 1: Df5 =[1,2[U]2, +oo[ |

f)Ix|-120 & |x|21 < (xs-Touxz1): Dy =1]-00,-1]U[1, +oo[ | g)Ilfaut3-x20

etx+220,s0it-2<x<3: Df7=[—2,3].

h) Le radicande est au dénominateur : il faut x? - 4x + 4 > 0. Or x?> - 4x + 4 = (x - 2)> (A = 0),
strictement positif saufen 2 : ng =R\ {2}

2. -3 appartient a Df1, sz (2(-3)+7 =1 2 0), Dfu D],(5 et ng, mais pas a Df3, Dfs’ D],7 :

fur for Fur for fo| SONt définies en -3, f(4) = V/16+8-15 = [3], f.(-5) = /5-1 = |2},
fg(_3) = % = @

® Corrigé de l'exercice 32

1. |Dp =[-5,4]; f(-5)=-2, f(-3) =2, f(0) =-1, f(3) = 2, f(4) = 1. On trace la droite y = b et on lit

les abscisses des points communs : antécédents de 2 : de1:[-4, -2, 2, 4]; de -2:

; 3 n’a aucun antécédent (Gf ne dépasse pas l'ordonnée 2).

2. C’f coupe l'axe des abscissesen a =~ -4,4, B~ -1,b ety ~1,4:

X -5 a B
0

Y 4
f(x) - 0 + 0

+

3. f(x) 2 1: points de Cy sur ou au-dessus de la droitey = 1: ]S = [-4,-2]U[2, 4] \ f(x)<0:
points strictement sous l'axe des abscisses : ‘S = [-5,a[ V1B, VI ‘
Nombre de points communs de €, et de la droitey =m: m =3:[0]; m=2:[2]; m= % :
(deux par « bosse »); m=0: ; m=-1:|2|(vers-4,7 eten0); m= —% e (vers -4,9).

4. Sur [-2,2] : % -1=0 e x2=2 < x = 1/2, deux valeurs de [-2,2]. Sur [-5,-2] :
(x+3)2=2 & x=-3+2;seul -3 -2 = -441 est dans [-5,-2] (-3 ++/2 ~ -1,59 est rejeté).

Sur [2, 4], Cy reste au-dessus de y = 1. Donc |a =-3 - V2, B= -2, y = V2, en accord avec les
lectures.

® Corrigé de l'exercice 33

On compare d’abord les domaines, puis les images.

a)x*-2x+4=(x-1)°+3>0:D;=R=D,. Et (x+2) (X2 - 2x + 4) = x> - 2x? + hx+2x? - 4x +8 = X> + 8,
donc f(x) = x+2 = g(x) pour toutréel x: |f=g|

b) f: il faut x # -2 et % > 0 ; ce quotient est positif hors de -2, 1[ (signe de (x - 1)(x + 2)), d’ou
D, = ]-0,-2[U[1,+00[. g:ilfautx-120etx+2>0,dou D, = [1, +oo[. Ainsi f(-3) = E =2 alors
que g(-3) n'existe pas: . Pourx=>1,x-120etx+2>0, donc\/g = ‘/‘/g : elles coincident
sur [[1, vcof |

c) D; =D, = R. Sans valeur absolue : si x < -1, f(x) =(3-x)-(x+1) =2-2x;si-1<x <3,

F(X) = (3-x)+(x+1) = 4;ix 23, f(X) = (x-3)+(x+1) = 2x-2. Comme f(0) = 4 # g(0) = -2: |f # g |
Egalité: toujourssur[3,+oo[;sur[-1,3],4 = 2x-2 <= x =3;sur]-o0,-1],2-2x = 2x-2 < x =1,
rejeté. Elles coincident exactement sur .
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d)R, :ilfautx #0et >+ 2 #0,s0itx#-6:D, =R\ {-60} R,:D,=R\{-6). CommeO0 e D,
1

mais 0 & D, : |R, #R,|. Pourx € D;: 1+2 = X8 donc R (x) = & = R,(x): elles coincident

sur | R\ {-6,0}|, en particulier pour toutes les valeurs physiques x > 0 (et R,(0) = 0 : un fil sans
2 e 18 . 6X _ _ _
résistance court-circuite l'autre). R,(3) = * = [20]; Ze=h & bx=4x+24 < [x=120|

® Corrigé de l'exercice 34

1. x°-4=0 & x=%2: |D; =R\ {-2,2}|et 51
D, = R\ {-2}. Les racines de x?-x-2sont2et-1: :
X2 -x=-2=(x-2)(x+1). Pour x € D, x -2 # 0 et C; | o |
: A exclu
(x=-2)(x+1) x+1 R R S
f(x) = = 2=g(X). — W S ——
(x-2)(x+2) x+ -6 -5 -4-32/1 | 12 3 4
Ma|52€Dg et2$Df: . C’f estlacourbe€g E j

privée du point A (2, %), carg(2) = 2.

2. f(0)=1,f(-1)=0,f(-3)= 2 =2, f(-4) = 2 = 2.
PourxeD;: f(x)=2 & x+1=2x+4 & x=-3:

antécédent [-3].

f(X)=2 & 4x+4=3x+6 < x=2,exclu:

% n'a pas d’antécédent | (ordonnée du point absent).

f(x)=1 < x+1=x+2:impossible,
‘ 1 n'a pas d’antécédent ‘

3.9(xX)=kR &= x+1=R(x+2) < (1-R)x=2R-1.Sik#1,unique solution x,, = 21'%;, difféerente
de -2 (sinon 2k - 1 = -2 + 2k, soit -1 = -2). Pour f, il fauten plus x, #2: x, =2 < 2k-1-=

2-2k &< k= % Conclusion : [tout réel kR ¢ {1, %} a exactement un antécédent par f |; 1 et

% n’en ont aucun.

Signe. Sur D, f(x) a le signe de %, donc de (x + 1)(x + 2) : ‘f(x) <0 & xe€ ]—2,—1[‘; et

f(x) 20 sur]-o,-2[, sur [-1,2[ et sur ]2, +oo].

® Corrigé de l'exercice 35

1. Lectures. f(x) =0 < x € {-2,4}; A(-4,-8) et B(2, 4). Cy est au-dessus de A entre A et B :
f(x)-g(x) >0 sur]-4,2[.

X -00 -4 -2 0 2 4 +00
Fx) - -0+ + s+ o0 -
9(x) - - -0 s+ s
f(x)g(x) + + 0 - 0 + + 0 -
f0-g)| - 0 + + o+ 0 - -

2. h : f(x)20: D, = [-2,4] h,: f(x)g(x)20: Dy, = ]-00,-2] U [0, 4] | (le produit est positif

quand les deux facteurs ont le méme signe, y compris a gauche de -2). h;: g(x)20et f(x)#0:
Dh3 =[0,4[Ul4,+oo[ | h, : f(X)-g(x) > O (strictement, car au dénominateur) : Dh4 =1-4,2[ |
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3. f(x) = -3 (x* -2x-8) = | -3(x + 2)(x - 4) |: zéros -2 et 4, f positive entre eux (coefficient de x*

négatif) v. f(x)-g(x) = —Xz—z—x+4 = -2 (x* +2x-8) = | -3(x + 4)(x - 2) |: nulle en -4 et 2, positive

entre eux ; et f(-4) = -8 = g(-4), f(2) = 4 = g(2) . Les lectures sont confirmées.

® Corrigé de l'exercice 36

1. Le contour mesure 2(3+2)=10: D, =[0,10]| ity .

_ _ e = _ 21 f
f(O)—O(IZVl—A),f(3)—AB =9, f(5)=AC*=9+4=13, SR O I 748 N S B
f(8) = AD? = 4, f(10) = 0. 5

2. Avec A(0,0), B(3,0), C(3,2), D(0,2) : 61
4, _____________________
sur [0,3], M(x,0) : | f(x) = x*|; ) |
sur[3,5], BM = x -3, M(3,x - 3) : | f(x) = 9 + (x - 3)2|; I R S S A O
sur[5,8],CM=x -5 M(8-x,2): | f(x) = (8-x)?+4|: b 2 ¢
3
// 2
sur [8,10], DM = x - 8, M(0,10 - x) : | f(x) = (10 - x)|. e
A B B

3. On résout sur chaque intervalle, et on ne garde que les solutions qui lui appartiennent.
f(x)=4:sur[0,3,x>=4 < x=2;sur[3,5], f(x)>9:rien;sur[58],(8-x)>=0 < x=8;
sur[8,10],10-x20et(10-x)?> =4 < x=8. \Antécédents ded4 : 2 et8\.

f(x) = 10: sur[0,3], x = /10 = 3,16 > 3 : rejeté ; sur[3,5], (x -3)2 =1 < x =4 (x =2
rejeté) ; sur[5,8], (8-x)2 =6 < x =8-4/6=5,55(8+/6 rejeté); sur[8,10], f(x) < & : rien.
Antécédents de 10 : 4 et 8-/6|.

4, AM=3 < f(x)=9: x =3 (sur[0,3] comme sur [3,5]); sur[5,8],(8-x)2 =5 < x=8-45;
sur[8,10],(10-x)?> =9 < x =7, rejeté. ‘Deux positions ‘: M = B, et le point de [CD] tel que

DM = /5.

AM < 2 < f(x) < 4: x < 2sur[0,3]; jamais sur [3,5]; x = 8 seulement sur [5,8] ;
(10-x)?<4 < x=28sur[8,10]. ’xe[O,Z]u[8,10]\.

5. Sur chaque intervalle, f < 13 (car (x - 3)? < 4 sur [3,5] et (8 - x)? < 9 sur [5,8]), et f(5) = 13 :
AM :\/ﬁ,pourx:S,soitM:C.

max

€ Corrigés : parité et symétries

® Corrigé de l'exercice 37

1. On veérifie d’abord la symétrie du domaine, puis on compare f(-x) a f(x).

a) x*+2>0: D = R, symétrique, et f,(-x) = (E29PE0), i), fi(x): |f, pairel b)D=Ret

T (-x)4+2 X442

(-x)® - (-x) = - ()3 = X), (-x)2 +3 = x? + 3: f,(-X) = -f,(x) : |f, impaire|

Q)16-x220 < -bsxsbetx#0:D=[-40[U]l0,4] symétrique ; f,(-x) = L2 = _f (x):
f5 impaire |
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dD=R;f,(2)=0etf,(-2)=16: f,(-2) # f,(2) (pas paire) et f,(-2) # -f,(2) (pas impaire) :
\ ni paire ni impaire \ (Sa courbe est une parabole symétrique par rapport a la droite x = 2, pas
par rapport a l'axe des ordonnées.)

e)D=R\{1}: -1 € D mais 1 ¢ D ; le domaine n’est pas symétrique : \ni paire ni impaire \
f) fg(x) = x> -6x + 9+ x2 + 6x + 9 = 2x? + 18 (les doubles produits s’éliminent), définie sur R :
fs paire | (Directement : f (-x) = (-x = 3)? + (-x + 3)* = (x + 3)? + (x - 3)% = f,(x).)

2. Si f est impaire et 0 € D;: f(0) = f(-0) = -f(0), donc 2f(0) =0 et|f(0)=0/ Icih(0)=1=#0:
‘h n'est pas impaire‘ De plus h(1) = 1 et h(-1) = 0: h(-1) # h(1) h n’est pas paire non plus.

Enfin R(x) = X ” 1= x2 -, définie sur R, et R(-x) = i = -R(x):

® Corrigé de l'exercice 38

1. a) Lecture : f(1) = -2, f(2) = -2, f(3) = 2. Comme f est impaire : f(-1) = -f(1) =| 2], f(-2
f(-3) =[-2]et, f étant définie en 0, £(0) =[0].
b) On compléte par la symétrie de centre O : chaque point (x, y) de la courbe donne le point
(-x,-y) (figure de gauche).
c)f(x)=2:sur[0,3],x =3;sur[-3,0], f(x) =2 < f(-x)=-2 < -xe€{1,2}). |S={-2,-1,3}|
De méme: ‘f(x) =-2 & Xx€ {—3,1,2}‘.

d) Les solutions de f(x) = 0 sont -a, 0, a (avec a = 2,6) :
X -3 -a 0 a 3
f(x) - 0 + 0 - 0 +

2. g paire : on compléte par la symétrie d’axe (Oy) (figure de droite) ; g(-1) = g(1) = -2,
9(-2) = -2, 9(-3) = 2. |g(X)=2 < xe{-3,3}; |g(X)=-2 = xe{-2,-1,1,2}};

\g(x)=0 = xe{—a,O,a}\.

N U LA / —

g paire /
-f 2 1 2 [ 3% 3\ 2 -1 1 2 [ 3%
f impaire  _p | e - N

3. D; = [-3,3] est symétrique et F(-x) = "@T”X = -F(x) : F est impaire. Pour x € [-3,0]: f(x) =
-f(-x) = =F(-x) = F(x); donc f = F sur[-3, 3] : la complétion impaire est la courbe de x — "Z'P’J

(x+N)(x+2)(x-3) = (x2+3x+2)(x-3)=x>-7x-6 /,donc f(x) =2 < x>-7x-6=0 <

x €{-2,-1,3}}, comme lu. Enfin f(x)=0 < x(x2—7)=0: a=v7%265|
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B Corrigé de l'exercice 39

1. a) f(0) = 2 =[2]; f(-2)= f(2) =[0]; f(-5) = £5) = 2 <[ 1]

b) Si x < 0, alors -x > 0 et f(x) = f(-x) = ij = §+$ . Pour x 20, |x| = x; pourx<0, |x]| =-x:
x| -2

dans les deux cas, f(x)=I | .
[ x| + 1

X2 -1 5 2x-4=x+1 & x=5;parparité, |[f(x)=1 < xe{-5,5}|

> 0 -
c)Pourx_O.X+1 > >

Pour x >20: ﬁ =-2 & X-2=-2x-2 & x=0;parparitg, |f(x)=-2 <= x=0‘: une
seule solution, car 0 est son propre symétrique (les autres solutions iraient par paires £x).

d)‘I—ﬁ:"l‘;—lf’:f(x)/. Comme |x|+121:0«< leﬂ < 3,donc|-2 < f(x)<1|(-2 est le

minimum, atteint en 0 ; 1 est un majorant non atteint). Enfin |[x| +1 > 0, donc f(x) 2 0 <
|x] 22: \S = ]-o0,-2] U [2, +0o[ \ Courbe ci-dessous (a gauche), symétrique par rapport a (Oy),
avec une pointe en (0,-2).

2. a) g est impaire et définieen 0: ; g(-7) = -g(7) = -/16 = ; g(-16) = -g(16) = .

La formule donnerait \/5 =3 #0: elle n'est pas valable en 0 (O est un point isolé de C’g).

b) Pour x <0, -x > 0: g(x) = -g(-x) =| V9 - x|

c)Six>0,g(x)=vx+9>3;six<0,g(x)
x+9=25 [x=16| g(x)=-4:x<0et9-x
nul : ]aucunesolution\.

-/9-x<-3;etg(0)=0. g(x)=5: x>0et

16, . g(x)=2:2n'estni>3,ni<-3,ni

® Corrigé de l'exercice 40

1. D=Ret f(-x) = (-x)* + 2(-x)? - 8 = f(x) : |f paire]|
() +4)(x*-2) = x* -2x* + 4x® -8 = f(x) . C; est
symeétrique par rapport a l'axe des ordonnées : on
étudie f sur [0, +co[, puis on compléte par symeétrie.

2. Pourx20:x2+4>0etx2-220 < x2+2;donc
f(x) < 0sur [0,\/5[ et f(x) >0 sur ]\/5,+oo[ (nul en
J2). Par symétrie: | f(x) <0 < xe]—ﬁ,ﬁ[,
f(x)>0 < |x|>+/2.

3.f(x) =7 & x*+2x>-15=0;avecX = x> 20: X>+2X-15=(X+5)(X-3) =0, et
seul X = 3 convient : S={—\/§,\/§}. fix) = -8 & x*+2x2 =0 < x*(x*+2) =

0 < [x=0]: une seule solution, car 0 est son propre symétrique (des solutions non nulles
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iraient par paires #x). Enfin f(x) + 8 = x?(x? +2) 2 0, avec égalité si et seulement si x = 0:
‘f(x) > -8, minimum -8en0 ‘

4oPourx 2 0: f(x) s 7 < (x*+5)(x*-3)<0 < x*<3 < 0¢<xs3;par
parité, [f(x)s7 < xe[—\/g,\/g]. f(x)- 16 = x* + 2x? - 24 = (x* + 6)(x* - &) ; pour x 2 0,
f(x)>16 < xe]-oo,—2[u]2,+oo[‘.

f(x)>16 < x?>>4 < x>2;par parité,

® Corrigé de l'exercice 41

1. Ilfautx+2#0etx-2#0: |D, = R\ {-2,2}} symétrique. Et V(-x) = |—x1+2| + |—x1—2| = |x12| + |x12| =

V(x): . Interprétation : les charges sont placées symeétriquement par rapport a O ;
deux points symétriques de l'axe ont le méme potentiel.

: : _ Y _ @0xe2) |4 : :
2.S5i0sx<2:|x+2] =x+2et]|x-2| =2-x,donc V(x) = e | a2l Six>2:
_1 1 (e2)se2) | 2X
V(X)_x+2+x—2_ X2-4 " x2_4

3. Sur[0,2[: 0<4-x%<4 donc V(x) = %21,avec
égalité si et seulementsi x =0 ; par p
‘V( x) 2 1 sur ]-2,2[, égalité en 0‘.

V(x) = % : impossible sur ]-2,2[ (ot V 2 1) ; pour
X>2:
2x  _ 2

2 _ _ -
SL5 S X -3x-4=0 & (x-4)(x+1)=0,

et seul 4 convient; par parité, |S = {-4,4}| Lt L L L L1133 11X
V(x) = 2 : sur[0,2],

b-x=0 = ¥:2 & x=§;pourx>2,
3x?-5x-12=0,A =169, x = 3 (lautre racine, -3,

est rejetée). Par parité, |S = { g, 13} A

4. D,, =D, estsymétrique et W(-x) = |X12| - |X12| = -W(x): - Sur[0,2[: W(x) = 5---L =
2 4 . .
70 |2 0(nulen 0);sur ]2, oo : W(x) = -5 - 5 =| ——|> 0. Par imparité, W(x) < 0 pour

x<0: ’ W(x)20 < xe€[0,2[u]2,+oo[ ‘ (W(x) est positif du coté de la charge placée en 2).

B Corrigé de l'exercice 42

1. Dy = R\ {—9}. Si f est paire ou impaire, D, est symeétrique par rapport a 0. Par l'absurde, si
X, = —9 #0:-x, # Xy, donc -x, € D, alors que son opposé x,, n'est pas dans D;: contradiction.

Donc -= =0, 50|t ,etad - bc =-bc #0donne .

2. Avecd 0: f(x) = "X;b =942 pourx¢0 et f(-x)=4-2 b f impaire < pour tout x # 0,
9—ﬂ=—9—£<=>——04=>a-0 fpalre<=>pourtoutx¢0——=3<=)b=0
C CcX (o cX C cX cX

(prendre x = 1), ce qui contredit b # 0 : f n’est jamais paire.

Conclusion : les homographiques impaires sont exactement les fonctions | x — g (R20)|(kR =

%), celles du tronc commun ;

aucune n'est paire ‘
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5 _ A(x=2)+5 _ 4x-3 _
3. a)4+E— 2 -X_z—h(X)/.

b) Pourt # 0: R(t) = h(2 +t) -4 = 2;
Pour x # 2, posonst = x -2 : h(x) = 4+ R(t) et h(4 -x) = h(2-1t) = 4 + R(-t) = 4 - R(t),
d’ou ’h(l; -x)+h(x)=8 ‘ Les points M(x, h(x)) et M'(4 - x, h(4 - x)) ont pour milieu Q(2,4) :
Q est centre de symétrie de €, |

AJh(x)=5 < 2 =1 < [x=7] Alors
h(4-7)=8-h(7)=3: x =-3 est solution de h(x) = 3,
et c'est la seule, car

h(x)=3 < h(4-x)=5 & 4-x=17.

’h(x) =3 &< x=-3 ‘: les points M(7,5) et M'(-3, 3)
sont symétriques par rapport a Q (figure ci-contre).

© Corrigés : majorants, extremums

® Corrigé de l'exercice 43

1. a)t?-2t=(t-1)?-1,donc f(x) = (t-1)>-1avect=sinx.
b)-1<t<s1=-2<t-1<0= 0<(t-1)° <4 (on éléve au carré des nombres négatifs :

0<|t-1] <2). Donc|-1 < f(x) <3 |pourtout réel x : f est bornée.

c) f(ﬂ) =1-2=-1et f(—g) =1+2=3: les bornes sont atteintes, donc |max f =3 en - g et

2

minf=-1en 7|

2. -1 s cosx < 1,donc 2 < 3-cosx < &, puis % < 3_C1OSX < % (l'inverse de nombres stricte-
ment positifs change le sens), d'oi |2<g(x)s1| g(0) = 2 = Tetg(m = 2 = 1.
maxg=1en0, ming-= % enm| Un minorant m vérifie m < g(x) pour tout x, donc

ms<g(m)=1: -2, -1, 0, |sont des minorants, mais pas 1 (car g(m) = 7 < 1).

3.a)(x-2)2+9=x2-4x+4+9=x2-4x+13 /. Cenombreest>9>0: ,eth(x)z\/§:3,

avec égalité si et seulement six =2: [minh=3en 2|

b) « h est majorée » : IM € R, Vx € R, h(x) < M. Négation : ’VM €R, IxeR, h(x)>M ‘

c) h(IM|+2) = /IM]|2 +9 = M2 + 9 > /M2 = [M| > M. Pour tout réel M, le réel x = |M|+2 convient:
la négation est vraie, | h n’est pas majorée ‘ (elle est minorée par 3, mais pas bornée).
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® Corrigé de l'exercice 44

- f(x) = 2(x? - 3x)+1 =2[(X—§)2—2]+1 = 2(x—§)2—% . Un carréestpositif:f(X)E‘%=f(§):

2

inf=-°L 3
mIR!nf- S en i

3

2
Sixe[2,4]: % < x -2 < 2, donc (nombres positifs) ; < (x— %) < 2 puis 1 - L <fix)s 2= 1,

soit -3 < f(x) < 9. Comme f(2)=-3 et f(4)=9: r[rznn f=-3en2, ?;%(f =9 en 4|(le sommet

n'est pas dans [2, 4]).

g(x) = -3(x*-2x)+1 = -3[(x-1)2-1]+1 = |-3(x-1)* + 4| < 4 = g(1): maxg =4en 1l Si

x€[-1,2]: -2<x-1<1,donc0 < (x-1)°< 4, puis -12 < -3(x-1)? < 0 et -8 < g(x) < 4. Comme

g(-1)=-8etg(1) =4 (avec 1 €[-1,2]): {n1a>§g Len, [rqu]g:—Sen—1.

2 2
p(x) = (x - 5) -5.7- (x = %) 22 2. Donc p(x) 2 2 > 0, et (inverses de nombres strictement
1 <4 =2 1_4 E)
positifs) —) 3, avec égalité pour x =3 maxp =3enz,

® Corrigé de l'exercice 45

1.

Les trois triangles sont rectangles : ADM en A, MBN en
B, NCD en C.

_ (G=x)x |
AADM AMBN - 2 z
Ayep = "“‘2 2 - [2(4- x) | .
On retire ces trois aires a celle du carreé : 5 1

- x? 2 2 _ 1 1 1 1
A(X) = 16-2x-X =X _g.ox - 8-2x+"7 = "2& | 1 2 3 4 X
. x - 2)?

Et x2 - 4x+16 = (x - 2)* + 12, d'o0 | A(x) = ( > ) +6|.

A(x) 2 6, avec égalité si et seulement si x =2 € [0, 4] :

aire minimale 6,

quand M et N sont les milieux de

[AB] et [BC].

.Si0sx<s4:-2<x-2<2,donc(x-2)°<4et 4(x)<2+6 =8, avec égalité si et seulement

si(x-2)? =4, s0itx =0oux =4 \Le maximum 8 est atteint en 0 et en 4\: pourx=0,M=A
et N = B (triangle DAB) ; pour x = 4, M = B et N = C (triangle DBC) ; dans les deux cas, c’'est la
moitié du carré.

A(X) = 7 & (x-2)% =2 & x = 242, deux valeurs de [0,4] (car V2 < 2):
(

={2—\/5,2+\/§}. AX)s B e (x-22<1 < [x-2]<1:[S=[1,3]]

2
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® Corrigé de U'exercice 46

1.

x> +2 22> 0: le dénominateur ne s'annule jamais, [D;=R| f(-1)= 3 = -1, f(0) = -1

f- 20
£(3)-0 f@=3-3.

Conjecture : f admet un maximum %, atteint en 2, et un minimum -1, atteint en -1.

C2x=14x242 _ X242x+1 _ (x+1)? 1 O X242-22x-1) _ XP-bx+h _ (x=2)?
flx)+1= 22 - xts2 - oz U2 f(x) = 2(x2+2) T 2(x2+2) © 2(x242)°
Ces deux quotients sont positifs (carré sur nombre strictement positif) : f(x) > -1, avec égalité

si et seulement si x = -1, et f(x) < %, avec égalité si et seulement si x = 2. La conjecture est

démontrée: iminf=-1en -1, maxf = % en 2| et f est bornée (|f(x)| < 1).

f)=-3 & 22x-1)=-(+2) & X+ix=0 < . f) =1 =
32x-1)=x2+2 & x?>-6x+5=0 < m Les droites y = - et y = T coupent bien
ycarf(x)s 2 <1 f(x)=5 & (x-2*=0:
\ une seule solution, x = 2 \ (la droite y = % touche C; enson point le plus haut).

Cy en ces points. f(x)=1: \aucune solution

B Corrigé de U'exercice 47

Ilfaut 4-x20: | D, =]-c0, 4]\ f(4)=4,
f(3)=3+2=5, f(0)=0+2x2=4,
f(-5)=-5+2x3=1.
Avect=\4-x20etx=4-1t2:
f(x)=4-t?+2t=5-(t>-2t+1)=|5-(t-1)?| Donc
f(x) <5, avec égalité si et seulementsit =1,
c'est-a-dire 4 -x=1: ‘maxf =5en 3‘.

Non minorée : soitM € R, t = |[M]| + 4 et
x=4-t*€ D;. Alors (t - 1?2 = (IM]| +3)? 29 + 6|M|,
donc f(x) < -4 - 6|M]| < -|M] < M. Aucun réel ne
minore f : ‘f n'est pas minorée ‘

A chaque t > 0 correspond un seul x = 4 - t? de D, et réciproquement : on résout ent > 0.
f(x)=4 < (t-12%=1 < te{0,2} & xe{40}: |S={0,4}. f(X)24 < (t-1)7<
1 < 0<st<2 & 0<4-x<4:|S=[0,4]|

f(x) =m < (t-1%=5-m. Sim > 5: aucune solution. Sim = 5: t = 1, une
solution (x = 3). Si4 <m < 5:t=1%+5-m, deux valeurs positives (car /5-m < 1) :
deux solutions. Sim < 4: 5-m > 1, seult = 1++5-m est positif : une solution.
0, 1, 2, 1 solutions pourm>5, m=5, 4<m<5, m<4‘.
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® Corrigé de l'exercice 48

1.

Six<-2:|x-1=1-xet|x+2] =-x-2, d’oﬂfa(x)=‘(a-1)x+1+20‘. Si-2<x<1:
fo¥)=(1-x)-a(x+2) =|-(1 +a)x +1-2a| Sixz1:f,(x)=(x-1)-a(x+2)=|(1-a)x-1-2al.
fo(-2)=3et|f,(1)=-3a|

fix)=3six<-2;f(x)=-2x-1si-2<sx<1,et
-2<x<1=-3<-2x-1<3;f,(x)=-3six21.
Donc (-3 < f,(x) < 3|: f, est bornée, de maximum 3

N[=

|

(atteint en tout x < -2) et de minimum -3 (atteint en
tout x 2 1).
f(X)=x+5<3six<-2;f(x)=-3x-3<3si % |
-2<x<1; fy(x)=-x-5<-6six21. Donc
f,€3=f,(-2): |maxf,=3en -2 PourMe R et
X=[M[+121:f(x)=-|M|-6<M:

f, nest pas minorée |

Pentes des trois morceaux: a-1,-(1+a)<0et1-a.
Sia=1:surl-co,-2] (pente a-1 20, croissante) et sur [-2, 1] (décroissante), f, < f,(-2) = 3;
sur [1,+oo[ (pente 1-a<0), f, < f(1)=-3a<3: maxf,=3(en -2). Sia<1:pourMeRet

xX=1+ % 21, f(x)= M| +3-3a>M: f, n'est pas majorée.
Sias1:f,23sur]-o,-2](pente < 0), f, 2 f (1) = -3a sur [-2,1] et sur [1,+oo[ (pente 2 0) :
%, f (x) = -IM| -3a < M: f, n’est pas minorée.
Bilan: | f, majorée < a21; f, minorée < a<1; f bornée <= a=1|

minf,=-3a(en1). Sia>1:pourx =1+

© Corrigés : sens de variation

® Corrigé de U'exercice 49

1.

Maths Olympiad

FX)-£(y) = (x* - y?)-8(x-y) = (x-y)(x+y-8), donc‘ T(x,y)=x+y-8 ‘ Si x # y sontdans ]-o, 4],
ils ne valent pas tous deux 4, donc x +y < 8 et T(x,y) < 0 : f est strictement décroissante ; sur
[4,+0co], de méme x +y > 8, T > 0: f est strictement croissante. Ainsi f(x) > f(4) pour tout réel
x:‘minf:f(4)=—6‘.

Pour x # y dans [%,+oo[, V2x -1+/2y -1 > 0 et la quantité conjuguée donne \/2x - 1-,2y -1 =
(2x-1)-(2y-1) 2
g(5) = 3. Les deux membres étant positifs, g(x) =3 < 2x-1:=9 < ; par stricte

d'ol T (x,y) = > 0: g est strictement croissante ; g() = 0, g(1) = 1,

croissance, g(x)<3=9g(5) < |x€ %,5- j

N |-

-0 4 +00
0| P BRG] I Ee
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3. 2/3 =112 < /12,25 = 3,5 < 4 et f décroit strictement sur ]-o0, 4] : | f(2/3) > f(3,5)|. V2 < 1,5,

donc & < 4 +4/2 < 5,5, et f croit strictement sur [4,+oo[ : | f(4 ++/2) < f(5,5)| (-4 < -3,75 ).

1,72=2,89 <3,donc 1 <1,7 < /3 et|g(1,7) < g(V3) |

® Corrigé de l'exercice 50

1.

3

(-x)2+1

x2+1 < y?+1,donc == > =2, soit-—— < -—2-: les deux fonctions sont strictement croissantes
x%+1 y2+1 x%+1 y2+1

sur [0, +oo[, leur somme f aussi. Une fonction paire a des sens de variation contraires sur deux
intervalles symétriques : f décroit strictement sur ]-co,0]. f(0) = -3, f(1) = -3, f( ¢ V2) =1
(tableau ci-dessous).

D, = Rest symétrique et f(-x) = (-x)? - = f(x): f est paire. Si0O< x<y: x?<y? puis 0 <

Le tableau donne f(x) = f(0): ‘ min f = f(0) = -3 ‘ Sur [0, +oo, f est strictement croissante, donc

ne prend la valeur 1 = f(ﬁ) qu’en /2 ; par parité, sur J-o, 0], seulement en -/2: f(x) =1 <

x = +/2|. Deméme, pourx 2 0, f(x) < 1 <> x <+/2,etparparité|f(x) <1 < x e ]-V2,V/2[|

D, = R* est symétrique et g(-x) = -x> + - = -g(x) : g estimpaire. Sur ]0, +oo[, x > x* et x > -~
croissent strictement, donc g aussi ; une fonction impaire a le méme sens de variation sur deux
intervalles symétriques : g croit strictement sur ]-co, 0. Mais -1 < 2 et g(-1)=0>g(3) = -2 :
g n'est pas croissante sur R* (croissante sur chaque intervalle, pas sur leur réunion). Enfin
g(1)=0:g<0surlo,1[, g >0 sur]1,+o[, et par imparité g(-1) =0, g < 0 sur ]-o0,-1[, g > 0 sur
]-1,0[: [g(x) 20 <> x &[-1,0[U[1, +oo[ |

X -00 _\/5 -1 0 1 \/5 +00 X |-o0 -1 0 1 +o0
1 9 =" 7 7
f(x) e U g(x) 0 0
3 7 s

® Corrigé de l'exercice 51

V+ W

Pour v  w positifs : d(v) - d(w) = (v-w) + 2 = (v-w) (1 + £2), donc| T(v,w) = 1+ =

16 16
d est strictement croissante sur [0, +co[ ; d(0) = 0, d(20) = 45, d(40) = 140.

>0:

.d(v) =60 < v2+16v-960=0: A = 4096 = 642, racines 24 et -40, seule 24 est positive.

Comme d croit, d(v) < 60 <= v < 24: au plus 24 m/s, soit| 86,4 km/h| De méme d, croit et

d,(v) =60 < v?+10v-600=0,A=2500,v=20:auplus|72 km/h|sur route mouillée.

d(2v) - 2d(v) = 2522 = L 5 g et 4d(v) - d(2v) = 4v-2v = 2v > 0: [2d(v) < d(2v) < 4d(v) :
doubler sa vitesse fait plus que doubler la distance d’arrét.

dy(v)-d(v) = % - % = % 2 0: la courbe de d, est au-dessus de celle de d. 2v 2d(v) <

v(16-v) 20 < [0=<v<16](57,6 km/h), et2v 2d,(v) & v(10-v)20 <
(36 km/h) : au-dela, la droite y = 2v passe sous la courbe et deux secondes ne suffisent plus
face a un obstacle immobile.
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R — A
—>
140 2

20

10 16 24 v

® Corrigé de l'exercice 52

1. xeD; < x*#1: D; = R\ {-1,1}, symétrique, et f(-x) = f(x) : f est paire ; X242 _ (=143 _

x2-1 x2-1

3
R
. x2-1

2. f(X)-f(y)=3 ()(21—_1 - yz%) = (xi(f)(;f)n = (32("1‘)’();’2“’1’;, d’ou la formule. Sur[0,1[: x+y >0 et x> -1,
y? - 1 sont négatifs, leur produit est positif: T < 0, f est strictement décroissante. Sur ]1, +oo[ :
x+y>0et(x?-1)(y>-1)>0:T <0, strictement décroissante. Par parité, f croit strictement
sur ]-1,0] et sur ]-c0, -1[ ; f(0) = -2.

X |-o0 -1 0 1 +00

sl — | o | T
L N

3.Si|x| <1:-1<x%>-1<0 et linverse décroit sur ]-oo, 0, donc )(21—_1 < -1 et‘f(x) <1-3=-2

(égalité en 0 : maximum de f sur ]-1,1[). Si x| > 1: )(23—1 >0, donc | f(x)> 1]

4 Pourx €D;: f(x)=m & xX*+2=m(x’-1) & (M-1)x* =m+2;sim=1,cest0=3:
aucune solution;sim # 1, cest x? = ﬂ—*? (lavaleur x? = 1 donneraitm+2 = m-1: elle est exclue

d’elle-méme). Le signe de z—f donne : deux solutions t\/m—ﬁ sim<-2oum>1,une(x=0)si

m = -2, aucune si -2 < m < 1, comme le montre le tableau. f(x)=4 < x*=2 < .

Enfin f(x) 2 4 impose |x| > 1; sur 11, +oo[, f décroit strictement et f(1/2) = 4, donc 1 < x £1/2;

par parité: |S = [ -v/2,-1[ u ]1,v2]|.

® Corrigé de l'exercice 53

1. @) x*-y3 = (x-y) (x* + xy + y?). Pour x # y dans [q, b], x?, xy, y? sont dans [a?, b?] sans étre tous

égaux a a® (sinon x = y = a) ni tous & b? : |3a2 < x? + xy + y? < 3b2 |, donc |x* - y*| < 3b%|x - yI.
b)Aveca=4,9,b=51,y=5:|V-125] = [x*-53| £3x512x0,1 =(7,803 cm?|(écarts réels :

5,13-125 = 7,651 et 125 - 4,93 = 7,351). L'aréte est connue a 2 % prés, le volume a environ 6 %
pres.

1 _1 et g2 2.1 1 gon
2. a)Letauxdexv—>Xvaut 5 cta <xy<b®: az<T(x,y)< bz,dou|

_ _ . _ 05 _ _2 -3
a=19,5ety=20:|G-0,05] < 2% = 2= ~|13x107 3|
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3. a) Le taux de x » /x vaut ——, et 2Ja < /x +./y < 2V/b: <T(x,y) < . b) T(L)-T(1) =
Vx+Jy W 2/b 2\/a
) 6 e [ L i | 0,01
2(JZ 1), etaveca=099: |1-2|s2x 5=k < — ~0,0101 s |

Remarque. Si [T(x,y)| < M pour tous x # y de I, alors |f(x) - f(y)| < M|x - y| : 'écart sur le
résultat vaut au plus M fois l'écart sur la mesure.

® Corrigé de l'exercice 54

1. h o g croit strictement, a valeurs dans [0, +co[ ou la racine croit strictement: h — /h/5

est strictement croissante ; h — % aussi, donc leur somme t est strictement croissante.

Par l'absurde : deux profondeurs h < h’" de méme durée donneraient t(h) < t(h") ; une durée
correspond donc a au plus une profondeur.

h 2
X2+64X-576=0: A = 6400, X = @ = 8 (l'autre racine 9 ——

( —7
est négative), h = 5x 64 = (320 m|. t(h) = 4,25 < t(h) 0 425
X2+ 64X -272=0: =722 X =4, h =80 m] Parstricte

croissance, t(h) <9 = t(320) < |0<h <320|

ho=52=5(x+ 2V =5x2(1+ £V = n(1+ %) |> hsix>0. Pourt=9s: h. =405 li
3. hy =5t = (+E) =5 (+a)- teg) |2 siX>0. ourt=9s:h, = m au lieu

.85 ho-h X \? X
de 320 m, erreur relative 320 ° 26,6 % |. Enfin === 0,21 & (1 + a) <121 < 1+a <1,1

(nombres positifs) < X<6,4 < |h<2048m|

€ Corrigés : usuelles et composées

® Corrigé de l'exercice 55

1 f(x)=(x+2)2-4-5=|(x+2)*>-9|: sommet 5(-2,-9),
axe x = -2 ; commea = 1> 0, f décroit sur ]-oo, -2]
et croit sur [-2, +oo[ (minimum -9). g(x) = |(x - 1)?|:
sommet S’(1,0), axe x = 1; g décroit sur ]-co, 1], croit
sur[1,+o]. f(X)=0 <= (x+2)>=9 < x+2=
5 S [xetsl

2. f(x-3)+9=(x-1)?-9+9 = g(x) /. Le point M(x, f(x)) a
pour image par la translation de vecteur (3, 9) le point
(x+3,f(x)+9) = (x+3,9(x+3)) € €, et tout point de €,
s'obtient ainsi : ¢, est limage de C; parla translation
de vecteur {i(3,9), qui envoie S sur S'.

3. f(x) - g(x) = (x* + 4x - 5) - (x> -2x + 1) = 6(x - 1), nul seulement pour x = 1: un seul point
commun [A(1,0) ], sommet de €, et zéro de f. ’f(x) >2g(x) & x21|: adroite de A, C; est
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au-dessus de Cyr a gauche au-dessous. f(x)<s7 & (x+2)><16 < -4<x+2<4

: partie de ¢, sous la droite y = 7 (figure).

® Corrigé de l'exercice 56

1. |Dy=R\{1}| et -2 + £ = % = &2/, Centre
Q(1,-2), droites « asymptotes » x = 1 ety = -2. Le
point (X, %) a pour image par la translation de vecteur
(1,-2) le point (X + 1,2 -2) = (x, f(x)), ol x = X + 1. Enfin
f(2-x) = -2- L, d'ol f(2-x)+ f(x) = -4 le symétrique
par rapport a Q d'un point de Cy estsur Cy.

2. fO0-f) = 3555 = (X6§y(yx>1),donc T0GY) = Gy < ©

si x, y sont dans le méme intervalle (x-1, y-1 de méme
signe) : f est strictement décroissante sur ]-oo, 1] et sur
11, +oo[ (pas sur Ds: f(0)=-8<4= f(2)).

f(—5) = _31 f(_z) = _41 f(_1) = _51 f(O) = _81 f(z) = 41 f(3) = 11 f(4) = 01 f(7) = -1 (pOints rOUgeS,
symétriques deux a deux par rapporta Q). f(x)21 < % >3:impossiblesix<1;six>1,

- . ~ . . _ i
cela équivauta 6 2 3(x - 1), soit x < 3:|S =11,3] | (segment vert). f(x)<-2 < =<0 &
L Sim#-2:f(x)=m < x=1+—: uneseule solution ; sim = -2: aucune

® Corrigé de l'exercice 57

2o

Maths Olympiad

. La racine exige |6 2 -273]. Le point (X,20\/)_() a pour

image par la translation de vecteur (-273,0) le point
(X - 273,20VX) = (6, c()), avec 8 = X - 273. Poure 20 :

_ __20(6-6")
C(e) ( ) \V0+273 \/9 +273 dOﬂC T(e 6 ) \/9+27 +\/6 +273
0 : c est strictement croissante. c(- = 20,/256

6 6‘0

, c(16) = 201/289 = 340, ¢(51) _20\/32 _ P

(m/s); c(-40) = 20y/233 = 305, ¢(60) = 20y/333 = 365.
6 -40 -17 16 51 60
> 20,/333
c(6) 490 — 340 =
20233 ~

On éléve au carré des nombres positifs : ¢(0) 2 330 <= 0+273 > 16,5% = 272,25

6 >-0,75 °C|(point vert) ; c(8) = 350 <= 0+273=17,5? =306,25 <= |0 =33,25°C|

Le son parcourt 2D en 3 s : 2D = 3¢(8), d’ou | D(B) = 30v/6 + 273 |; D(16) = [510 m}, D(-17) =
1480 m|. Par -17 °C, prendre 340 m/s donne 510 m au lieu de 480 m : 30 m d’erreur (6,25 %).

_ 680  _ _ 34 P N 680
. t(B) = ofos T c croit strlctemen.t et prend‘ses .valeurs dans ]0, +co[, oU S .
décroit strictement : la composeée t est strictement décroissante. Comme t(16) = 2 : t(6) <

2 = [0216°C|

64
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® Corrigé de U'exercice 58

1. f2)=8a=-1 < |a= —% . Dy = R est symétrique Cg i
3 .. X3-y3 Gy
et f(-x) = 5 = -f(x) : f estimpaire. T(x,y) = ~a0y) © )
ST pour X # y, car x2+xy+y? (x + —)2 2y250: — \ —
f est strictement décroissante sur R. f(z1) = +§, f(22) = 0 S Ot ot o
%1, f(+l+) = 8. Donc f(x) =8 = f(-4) < et
fx) < 2 =f(-3) = ;

3 {I53_ 2+ _1\_ . .
2. f(x-1)-2= —% -2= w = g(x) v : ¢, est limage de Cy par la translation de

vecteur i(1,-2), qui envoie le centre O de ¢ (f impaire) sur, centre de €, (controle :
g(2-x)+g(x) = f(1-x)+ f(x-1)-4 = -4); g est strictement décroissante comme f. g(x) =
3 e fx-1)=-1=f2) < [x=3[;g)=-1 = flx-1)=1=f(-2) = [x=-1];
gx)2-3=g(3) = [x=3]

3.9(x)+2 = f(x-1) = <“ , donc h(x) =

Ix-1]°
8
1) 1)

et h(2 - x) = 12 - h(x) : la droite x = 1

est axe de symétrie de €,. Sur [1,+oo[, h(x) = croit strictement ; par symétrie, h décroit
strictement sur J-o, 1] ; minimum h(1) = 0. h(x) <1 & [x-1°<8 = [x-1]22 =

el

® Corrigé de l'exercice 59

=2 2
1. v(t) = =1+ T ; son taux = 1)( =

décroissante sur ]-oo, 1[ et sur ]1, +oo].

est < 0 sur chaque intervalle : v est strictement

2. xeD, &= x> #1 < x # 1 (le cube est strictement croissant et 13 = 1) : Df =R\ {1}}

X+1

fn = 51

f=v-u est strictement décroissante ; sur ]1, +oo[, u(x) > 1 et de méme f décroit strictement.

£(-2)= 2, f(-1) = 0, f(0) = -1, (2) = £

. Sur ]-o0, 1[, u croit strictement et u(x) < 1, intervalle ou v décroit strictement :

X |- -2 -1 0 1 2 +00
f(x) >0 7 T
=1 -~

_x3+ 3_
3. f(-x) = 255 = I3 = g5 pour X # #1 1 [f(-x) f(x) = 1] v

Disjonction des cas, avec f(x)+ 1 = S et f(x)-1-= % : ’
six <0, x3<0etx3-1 <0,donc -1 < f(x) < 1;

05x<1,x320>x3—’|:f(x)s—1;six>1:f(x)>1.
Les trois cas couvrent Df et leurs conclusions s’excluent :

‘—‘I<f(x)<‘| = x<0,|f(xX)s-1 & Osx<1‘.

bdodoodooos

Maths Olympiad @



Chapitre 2 Généralités sur les fonctions 1" Bac Sciences Expérimentales

hFX) =2 = 7(3+1)=9(x*-1) < x*=8 < [x=2] Surl-eo,1[, f(x) <1< 2;

sur 11, +oo[, f décroit strictement et f(2) = % D f(x) < % & x€J-00,1[U[2,+[]. Sim # 1:

mj, qui a au plus une solution (cube strictement croissant) ; sim = 1:

x3+1=x3-1, impossible : la droite y = 1 ne rencontre pas C

fix)=m < x>=

® Corrigé de l'exercice 60

1. f(x) = % = [-1+ xl—+2 : centre Q(2,-1), f strictement décroissante sur ]-oo, 2[ et sur

12, +oo[ (kR = 4 > 0). g(x) = % =2+ Xf 2k centre O (-1,2), g strictement décroissante sur

]-o0, -1[ et sur ]-1, +oo[ (figure de gauche).

2. f(x) = -1 & % =0:impossible. Doncx € D, < (x#2etf(x)#-1) < x=#2:

g-f

D,;=R\{2} etg(f(x))-2+f(x)+1 =2+ 5 =541 : la droite y =

3. g(x) # 2 pour tout x # -1: |D; = R\({-1} et fg(x) = -1+ g(;*)_z “1+2(x+ 1) = [2x+1]:

la droite y = 2x + 1 privée de (-1,-1). Donc ((f-g)1)=3=# % = (g - f)(1)). Pour

xe&{-1,2}: §+1 =2x+1 & (pointcommun(O,‘I)).

N Ix

+1 privée du point (2, 2).

_ K . R R, .
4. G(x)-a =5 # 0 pour x # y, donc F(G(x)) existe et vaut B+ Froc = B+ k'(X v)|: une fonction
affine sur R \ {y}. La droite horizontale y = a de C; est la droite verticale x = a de ¢, : ici

l'ordonnée de chaque centre est 'abscisse de 'autre, donc les deux composées sont affines,
de pentes 2 =2 (f-g)et 2=1(g-f).
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€© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

X-6)° X |0 6 12
.R(x):%: (x-6)*-36] = 3-(12) R(12 - x) =
; . Y R

(1212")’( = R(x): la droite x = 6 est axe de symétrie (échanger 0 0 7N 0

les deux arcs ne change rien). R croit sur [0, 6], décroit sur

[6,12] : |R. ., = R(6) =3 Q}, quand M est diamétralement I(x) ~ . 7

opposeé a A. :

r+R(x) = 2 (1" 57 doil I(x) = ﬁ Composée :

= ( - R avec @(s ) = E strictement décroissante sur
[0, +oo[ : | décroit sur [0, 6] (ou R croit) et croit sur [6,12].
‘I = 1(6) = =I(0)=I(12)=6A‘.

min

Imax

J(t) = 8 t2 est définie sur [-6, 6] (symétrique) et J(-t) = J(t) : ] est paire. Sur [0, 6], t* croit, 48 - t?
décroit en restant > 12 > 0, son inverse croit : J croit sur [0, 6], donc décroit sur [-6,0] ; avec
X = 6 +t,0on retrouve les variations de | v.

I(X) =2 < (x-6)2 =12 < |x=622/3|(= 2,54 et 9,46). Avec le tableau (I(6) < 2) :
1£2 < xe[6—2\/§ 6+2\/§]. Comme | > 0, il suffit de prendrem > 0: I(x) = m <

(x-6) =48-22 avec 0 < (x-6)? <36sur[0,12]: il faut% < m < 6. Lecture graphique (la
droite y = m et la courbe en « U » de ) : aucune solution sim < 1,5 ou m > 6, une (x = 6) si
m = 1,5, deux (6 /48 - 72/m) si 1,5 < m < 6. Enfin U = 6-1 est maximale quand | est minimale :
Upax =49 V)enx=6.

® Corrigé de l'exercice 62

1.

a) Pour une distance £ : durée totale i é = Y(MO) pour 2¢ parcourus, d'oti V = 23 =
60(v+30)-1800 _ gy _ 1800 ) 1800 g paif (denomlnateur croissant positif), donc V est stricte-

v+30 v+30° v+30
ment croissante, et 723 > 0 donne V(v) < 60 : impossible d'obtenir 60 km/h, méme en

revenant trés vite (majorant non atteint). V(v) = 40 < v+30=90 < |[v=60km/h|

+ 30+v)2-120 30)? 30 +V
C) % - V(V) = : 22/\/)+30) - (2‘Ev+3z)) 20: V( ) -

, égalité si et seulement si v = 30.

600(300-w)+600(300+w) _
(300+w)(300-w)

Sosdoh. b) ]-300,300] est symétrique et t(-w) = t(w) : t est paire. Sur [0,300[, w* croit,

90 000-w? décroit en restant> 0, et s %Osﬂ décroit sur ]0, +oo[ : t est strictement croissante ;
par parité, strictement décroissante sur ]-300, 0] (tableau ci-dessous).

a) Par rapport au sol, 'avion va a 300+w a l'aller et 300-w au retour: t(w) =

c) Donc t(w) = t(0) = 4 h, avec égalité seulement si w = W =300 0 300
0 : le vent, favorable ou non, rallonge toujours laller-

retour. t(w) = 45 < 90000-w? = 80000 < t(w) \ /

lw =100 km/h]. .
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d)t>0,donconprendm>0:tw)=m < w?=90000 - 36(::(’0 nombre < 90 000, négatif
sim < & nul si m = 4, positif si m > 4 : aucune solution si m < 4, une (w = 0) si m = &,
deux opposées si m > 4 (la droite y = m et la courbe en « U »). t non majorée : pour M > 4,
W= \/90 000 - 18829 € ]0,300] vérifie t(w) = 2M > M ; et pour M < 4, t(100) = 4,5 > M : aucun
réel ne majore t.

® Corrigé de l'exercice 63

1.

3x2+1>0: D; = R, symétrique, et f(-x) = -f(x) : f estimpaire. (1 + x)3-(1-x)% = 6x+2x3
et (1+ x)3 +(1-x)% = 2+6x2: leur quotient est f(x) v. Pour x # 0 (alors f(x) = Xe+3) 40y

3x2+1
1,3

1\ _ X3 x _ 1+3x= _ 1
f(;) - Xiz+1 - x(3+x2) T fx)”

x-1)>3 x+1)3 _ o
f(x)-1= X3'§§§:3X‘1 = (3x2 +)1 et f(x)+1 = —(:%x; +)1 . Un cube a le signe du nombre éleve
aucube:‘f(x)21 4=>x2‘|,f() -1 &= x<-14 [ |f(x)] <1 <=>—1<X<1‘;sur[—‘|,‘|],

maximum f(1) = 1, minimum f(-1) =

Numérateur de f(x)- f(y) : (x> +3x)(3y? + 1) - (v +3y)3x? + 1) = 3x2y*(x - y) + (x* - ¥*) - Oxy(x -
y)+3(x-y) = (x-y)N, avec N = 3x2y? + x2 + xy +y? - 9xy + 3 : d’ot T(x, ¥). Et 3(xy -1)? +(x-y)? =
3x%y?-6xy+3+x2-2xy+y*>=N v.Pourx #y,(x-y)>>0,doncN>0,T >0: f est strictement
croissante sur R (tableau ci-contre).

fix) = x < 2x(1-x}) =0 < |xe{-1,0,1}} et y
A
f

fx) - x = 2L ¢ estau-dessus de AsurJ-eo,-1[ o}l

et 10, 1[, au-dessous sur] 1,0[ et ]1,+o00[. Si0 < x < 1:
x < f(x) (position) et f(x) < 1 (question 2) ; si x > 1:

1< f(x) < X : f(x) est strictement entre x et 1. P T A A
5. f(z) et f( ) _ 14 3 ﬁ /. Par Stricte crOissance : .............. -" ..................................

f(x) < E = f2) & , et f(x) = m a au plus une :

solution. X |- -1 0 1 +o

1 /7
—
® Corrigé de l'exercice 64
a) 10 - 5+z = ;?i v, 52702 décroit (S + 2 croit en restant

0), donc v est strictement croissante ; SZTOZ > 0 donne
v(S) < 10, et v(S) = 10 n'a pas de solution : 10 est un
majorant non atteint, v n'a pas de maximum (la vitesse
maximale V n’est jamais atteinte). b) v(2) =5 = % : K est

20 .

la concentration de demi-saturation. v(S) 28 < 5 c

2 e [528]
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2. a) v(S)-w(S) = 105(— - i) = —% __>0:[w < v](égalité seulement en 0). b) UG 5 q

S+2  S+6 (5+2)(S+6) ~ w(S) ~ S+2

% décroit, et 0 < g <2pourS>0:|1< W < 3|: linhibiteur ralentit la réaction (jusqu’a trois

fois), mais son effet s'estompe quand le substrat abonde. ¢) w(S)=10- % >8 —
trois fois plus de substrat (figure).

1 S+2 1 1 1 1 S+6 1 3 1 1 1 1
e m— = =— = =— & = X = —_— = = — =X = = - =i
3 v(S) ~ 10 ~ 10 5 S w(s) ~ 10 ~ 10 5 h MBS 8 S v(1/s) ~ T

(une droite au lieu d’'une hyperbole). Lordonnee a l'origine commune - =
change pas la vitesse maximale (inhibition « compétitive ») ; seule la pent

: fonction affine

+ 3
5

_\

% : Uinhibiteur ne
U change.

= 4o l.l=l K 1_1 _=§ K K_1
4, Engeneral (5)_v Sy + et8 V+4V Par soustraction, hxv,doncv 6et

1 ‘l_ _ _ P 48_
o121 X [Vo12, k=2 (controle: 2 =4, 2 =5 1),

® Corrigé de l'exercice 65

K «
v

1. (C). Ds = [-5,-4[U]-4,4[ U]4, 5] (|x] < 5 et | x| # 4) est symétrique et f(-x) = f(x) : f est paire,
et f(3) = i1 = -4. (A) faux (x4 exclus), (B) faux, (D) : £(0) = -%.

2. (B). x? - 6x + 11 = (x - 3)2 + 2 croit sur [3, +oo[D [4,6] : minimum 16 - 24 + 11 = 3, atteint en 4.
Piége (A) : 2 est atteint en 3 ¢ [4, 6].

3. (B). Par parité f(-3) = f(3), et 2 < 3 dans R* ou f décroit strictement : f(3) < f(2).

4 B). X2 -bx=h & x=2+2/2;x%-b4x=-4 < (x-2)2=0 <> x=2: trois solutions (la
droite y = 4 passe par le sommet (2, 4) de la « bosse » de la courbe de |x2 - 4x|).

5.(B). x2+6x+10 = (x +3)2+1 2 1,donc 0 < h(x) < 1 = h(-3). (A) : le dénominateur croit sur

[-3, +eo], hy décroit; (C): h(1) = = # T = h(-1); (D) : h(1) < L.

® Corrigeé de l'exercice 66

1. (D). Cest g - f, avec f(x) = 3 - % croissante sur ]-1,0] et nulle en —%, et g(x) = x* décroissante
sur R, croissante sur R* : sur ]—1, -%], f(x)<0etg-f décroit; sur [—%, 0], f(x)=0etg-f croit.
Exemple: (g f)(-3)=1>0=(g-f)(-1) <1 =(g- 1)O).

2. (C). Impaire et décroissante sur R*, f décroit sur R™; comme -5 < -2: f(-5) = f(-2) = -f(2) = 1.
(A): f(-2) = 1;(B) faux; (D) : f impaire définie en 0 donne f(0) =

3. (C).Avec X =/x+1020: X = X2—2 < X €{0,2},soit x =-10 ou x = -6 : deux points, (-10,0) et
(_612)'

4. (R). D; = R est symétrique et g(f(-x)) = g( - f(x)) = g(f(x)) : g - f est paire.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme : 1 point par réponse juste et justifiée,

points bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | -+ Calcul algébrigue Bloc 2 - équations et signes Bloc 3 « Fonctions de référence

©A=(x—7)(x+1);

B = x(x - 2).
A=(x-3) -4 (a®-b?);
B = x(x? - 4x + 4).

® (a) = ; (b)k=3.
)-(x-1)
(x=1)(x+1) '

R -6Xx+2+R
_2+3x_1_ 3Xx1 , d'ou
2+R=5.

© (a)-2(x-2)>+5; (b) car
~2(x-2)? < 0.
-2[(x - 2)? - 4] - 3; égalité
pour x = 2.

@(a) (a- b)a+b+2);

(b) 6 (a+1)(b+1
(a-b)a+b)+2(a-b);

a(b+1)-b(a+1)
~@o) les termes ab

s'éliminent.

(&

@ (a)s={-2; 3};
(b) (x +2)(2x - 3).
A=1+48 =49, X=—'|t7;

axe2x-2).

@ (a)s=[-54];
(b)S = [R\{——} Racines
-5 et 4 : signe de -a entre
elles; (3x+1)? ne
s'annule qu'en -1.

@ s-=11,5l 23 _p=3X30;
tableau de S|gnes (ne pas
multiplier par x - 1, de
signe inconnu).

(a)s =1-2,2[; (b) S = {1).
-4 <3X+2<4,
-6<3x<2; xaégale
distance de 4 et de -2.

J

(.

1" Bac Sciences Expérimentales

% point si une seule des deux parties est juste. Reporte tes

@) f(x) = -3x+4;
_ _ =g
(b)s = ]—00 2[ a= ﬁr
3+b=7;
diviser par —5 < 0 change
le sens.

@a=-1;
(b) S = ]-00, -3] U [3, +0o.
360 =-12;

—gx 34=>x9

(@)a=-6; (b)(2,-3) et
(3,-2). a=-4x1,5; -2 =
X-5 & x*-5x+6=0,
X=20uUXx-=23.

@ @)2, 4 et 1;
(b)1-1,2[u]4,5]. La
courbe coupe la droite
y=2enx=-1,x=2et
X =4,

——x> -3

J

Town orientation

les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ol commencer, quels exercices faire en priorité.

0as5

bases a revoir

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1a 3 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 23 ; puis
exercice 31, p. 29 et exercice 32, p. 29. Refais le test dans une semaine.

6a9

bon départ

10a12

cap concours

Commence par le cours complet (sections 1a 12), puis les piéges de la section 13.
En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes B et C (parité,
extremums), exercices 37 a 42, p. 31 et 43 a 48, p. 32.

Commence par le cours (sections 1a 12 en lecture rapide), puis les sections 13 et
14. En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les thémes D et E (variations,
composées), exercices 49 a 54, p. 34 et 55 a 60, p. 36 ; puis le niveau 4, exercices 24
a 30, p. 27, et le théme F, 61a 66, p. 37.

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Calcul algébrigue Bloc 2 - Eguations et signes Bloc 3 « Fonctions de référence

Relis : les sections 5, 6 et 10
du cours.

Fais : exercice 6, p. 24,
exercice 33, p. 30, exercice 44,
p. 33 et exercice 49, p. 34.

(&

(.

Relis :
cours.
Fais : exercice 1, p. 23,
exercice 8, p. 24, exercice 34,
p. 30 et exercice 55, p. 36.

les sections 1, 4 et 8 du

Relis : les sections 2, 9 et 10
du cours.

Fais : exercice 2, p. 23,
exercice 3, p. 23, exercice 15,
p. 25 et exercice 56, p. 36.
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bil le chapi
Mown bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Domaines et lectures graphiques 314336 /6
Théme B - Parité 37a42 /6
Théme C - Majorants, minorants, extremums 43 a 48 /6
Théme D - Sens de variation 49 a 54 /6
Théme E - Fonctions usuelles et composées 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Le barycentre

Maths Olympiad

Maths Olympiad



	Test d'entrée : par où commencer ?
	Fonction et domaine de définition
	Égalité, courbe représentative
	Fonctions paires et impaires
	Majorée, minorée, bornée
	Les extremums
	Le sens de variation
	Variations et parité
	Comparer, résoudre graphiquement
	La fonction x -> ax2+bx+c
	La fonction homographique
	Les fonctions racine et cube
	Composée de deux fonctions
	Les pièges classiques
	Les astuces des concours
	L'essentiel du chapitre en une page
	Niveau 1 · Bases
	Niveau 2 · Bac
	Niveau 3 · Approfondissement
	Niveau 4 · Concours
	Domaines et lectures graphiques
	Parité
	Majorants, minorants, extremums
	Sens de variation
	Fonctions usuelles et composées
	Défis de concours
	Corrigés du niveau 1
	Corrigés du niveau 2
	Corrigés du niveau 3
	Corrigés du niveau 4
	Corrigés : domaines et lectures
	Corrigés : parité et symétries
	Corrigés : majorants, extremums
	Corrigés : sens de variation
	Corrigés : usuelles et composées
	Corrigés : défis de concours
	Corrigé du test d'entrée

