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Comment utiliser ce livret

Les &4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases *
les automatismes indispensables.

Niveau 2 - Bac * %
le niveau des devoirs surveillés.

Niveau 3 - Approfondissement * % %
pour viser la mention Tres bien.

Niveau 4 - Concours * % % %

|

écoles d’ingénieurs).

la partie D.

problemes de concours (classes préparatoires,

Les encadrés du cours

M Définition : a savoir par ceeur.

M Propriété / Théoréme : les outils.
I Méthode : la démarche pas a pas.

M Exemple : un calcul entiérement rédige.

M Piége : U'erreur classique a éviter.

Astuce de concours Yr: le petit plus qui fait

gagner du temps.

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique par
ol commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés: la partie B
est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par
theme (Domaine, égalité, opérations, Parité, symétries, périodicité, Majorants et extremums, Sens de
variation, Fonctions usuelles et courbes, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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La carte du chapitre

f+a
kf, 1

Tableau

Homo- Y ax?+bx+
gra- ¢, ax®
phique

Jx+a,
Ix al, !\
Fonctions Atteint
‘ usuelles ou non
Transfor- ‘
mations | Max, min

Variations

Généralites sur Bornes et
les fonctions extremums

Domaine If| <M
U

Fonction Majoree,

) et courbe minorée
Egalité

N Symétries ¥ pariode
Lire la " T
courbe Position

relative c
Paire,

. Centre
impaire

Q(a, b)
Axe x = a

A la fin du chapitre, je sais...

O trouver un domaine, comparer deux fonc- [ trouver un extremum sans dérivée ;
tions; S ..
o o ) O étudier les variations par le taux T(x, y) ;
O lire images, antecédents et solutions ;
. . [0 dresser et lire un tableau de variations;
O resoudre graphiquement, comparer deux
courbes; O étudier f +g, kf etv-u;
O étudier la parité (domaine symétrique) ;
P y q O étudier ax? + bx + ¢, ax, "X*Z :
O prouver un axe x = a, un centre Q(a, b) ; ex
O utiliser une fonction périodique ; O utiliser y/x +a, [x - a| et E(x);
0 majorer, minorer, borner une fonction ; O tracer f(x - a) + b, -f(x), | f(x)|, f(Ix]).
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Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant le cours, fais le point : blocs 1 et 2, les bases du tronc commun utiles au chapitre ; bloc
3, tes acquis des chapitres 1a 3. Aucune question ne demande le cours. Corrigé et orientation :

page 69.

Bloc | - Calcul algébrigue

—

@ Identités remarquables Factoriser
A=(x+1)?-(2x-3)> et B=8x3-1.

@ Forme canonique Ecrire 2x2 +8x + 6 sous
la forme a(x - a)? + B, puis en déduire ses
racines.

©) Tableau de signes Etudier le signe de
P(x) = (x* - 4)(3 - x), puis résoudre P(x) 2 0.

@) second degré Résoudre dans R :
(@)3x?+2x-120; (b) -x* +3x-5<0.

—

Bloc 2 - Fownctions du tronc commun

| (

@ La fonction carré (a) Résoudre x2 > 5.
(b) On sait que -1 < x < 3. Encadrer x2.

La fonction inverse (a) Si -4 < x < -2,
encadrer 1/x.
(b) Résoudre 1/x <3 (pour x # 0).

@ Affine et valeur absolue Soit f(x) = |2x+5].
(a) Ecrire f(x) sans valeur absolue, pour

x < -2, puis pour x > -2.

(b) Résoudre dans R f(x) = 3.

Lire un graphique La
courbe de f est la ligne
brisée ci-contre.

(a) Lire f(-1), f(0) et f(4). _
(b) Quels réels ont pour
image 2 ?

\ M
V

3-2-101 2 3 4

|
N = O =2 N W

\

J/

Bloc 3 - Logigue et applications (chapitres | a 3)

==

Quantificateurs P :

«YXER,VyeR, (xsy=x*<sy’)n
(a) Ecrire la négation de P. (b) P est-elle
vraie ?

Intervalles Ecrire a l'aide d'intervalles
l'ensemble des réels x tels que:
(@ xz-2et xz3; (b)x=2-1et xz2.

Image directe f: R - R, x = 2x*>-3 et
A={-1,0,1,2}.
(a) Déterminer f(A). (b) f est-elle injective ?

@ Composition U : R - R, x = 2x+3 et
V:R-> R, x> x°.

(a) Calculer (v - u)(x) et (u - v)(x). (b) A-t-on
Veu=u-v?

-

Temps écoulé ?
Pose le crayon, compte tes points bloc par
bloc et corrige-toi page 69.

"

|

Bloc 1 . Bloc 2 . Bloc 3
_— |4 _ |4

_ Mon score
_ 112
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

0 Fonction et domaine

Au tronc commun, tu as étudié x —» ax +b, x » ax?, x - % Ce chapitre donne le vocabulaire
commun a toutes les fonctions (domaine, courbe, symétries, bornes, extremums, variations) et
des méthodes sans calcul savant : inégalités, factorisations, taux d’accroissement.

[0

possible.
l'expression contient... on écrit...
A(x)
m B(X) 0
VA(X) A(x)2 0
A(x)

B(x) >0 (strict!)

F(x)+g(x), f(x)g(x)

xeDang

polyndme, |A(x), E(A(x))

rien de plus

B Deéfinition : fonction numérique, domaine de définition

Une fonction numérique d’une variable réelle f associe a chaque réel x au plus un réel, noté
f(x): limage de x ; si y = f(x), x est un antécédent de y. Le domaine de définition de f est
D = {x € R; f(x) existe}. Alors f: D, — R, x = f(x) est une application (chapitre 3). Si
f est donnée par une formule, Df est 'ensemble des x pour lesquels le calcul de f(x) est

l Méthode : Comment déterminer D,

1. Repérer chaque opération « arisque »
(dénominateur, racine carrée). 2. Ecrire
une condition par opération. 3. Reé-
soudre chacune (tableau de signes, dis-
criminant), puis prendre lintersection :
toutes les conditions a la fois. 4. Con-
clure par « D; =..»avec des intervalles.

Exemple : sept domaines

2x -1
X2+x-12

BAOE

Df3 = ]—00, _1] U [41 +°°['

-f4(x)=\/4—|x—1|: [x-1] <4 << -3<x<5: Df4=[—3,5]. fs(x) =
(x+1)2+22250:

Maths Olympiad

Df5 = R.

:x2+x—12=(x+4)(x—3)¢0,donch1=R\{—4,3}. fo(x) =9 -3x:
9-3x20 &< x<3: Df2=]—oo,3].

. f3(x) = x2-3x-4:

(x + 1)(x - 4) 2 0 (trindme positif a I'extérieur de ses racines) :

1
x2+2x+3 "
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X+5
* fe(x) = PR x2-5etxz2: Df6=[—5,2[u]2,+oo[ X5 -5 ? :
(ﬁgure). X#2 ‘ C:
3-x 3 i 5 59
. = |2—Z . - 3:-x . i a
f,(x) = a5 X#-2et= 20; le quotient

on garde ce qui vérifie toutes les

s'annule en 3, est interdit en -2, et a le signe de o
conditions

(3 - x)(x +2), positif entre -2 et 3 : Df7 =1-2,3].

Définition : égalité de deux fonctions

[ f:g =3 Df=Dg et VXEDf, f(X)=g(X)'

o f(x) = Vax2-4x+1etg(x) = |2x-1] : D, =D, = R et V&x2 - 4x+1 = \/(2x—1)2 = [2x-1]:
Xax _ X(x2+1)
X241~ X241

X3+X

oo estégaleax - x.

f=g. De méme = x pour tout réel x (car x> +120): x -

s u(x) = 11? et v(x) = x: u(x) = x pour tout x # 0, maisD, = R* # D, = R: u # v. Elles ont

seulement la méme restriction a R* : simplifier une formule peut changer le domaine.

Remarque. Un peu d’histoire. Le mot latin functio apparait chez Leibniz (1692) pour des
grandeurs attachées a un point d’une courbe (abscisse, ordonnée...). Jean Bernoulli (1718)
appelle fonction d’'une variable « une quantité composée de cette variable et de constantes ».
Euler écrit pour la premiére fois f(x) en 1734, et son Introductio (1748) fait de la fonction l'objet
central de l'analyse.

€ Courbe et lectures graphigues

Définition : courbe représentative dans un repére (0, 7,7)

Cp = {M(x, f(x)); x € Df} ; son équation esty = f(x): |M(a,b) € C; &= (a € D; et b= f(a)) .
Une droite verticale x = a coupe Crenau plus un point (exactement unsia € Df).

§

on cherche... on lit sur la figure...

limage f(a) l'ordonnée du point de Cs d'abscisse a

les solutions de f(x) = k; leur nombre les abscisses des points communs a C;et a la droite y = k ; leur nombre
les solutions de f(x) 2 k les abscisses des points de C; surou au-dessus de la droite y = k

les solutions de f(x) = g(x) ; de f(x) < g(x) | les abscisses des points communs ; des points de C; surou sous €,
D;; f(Df) (ensemble des images) la projection de C sur 'axe des abscisses ; sur I'axe des ordonnées

Exemple : lire la courbe d’une fonction F définie sur [-3, 5] (figure (a) et (b))

Lectures. D, = [-3,5]; F(-1) =2, F(1) =0, F(3) = -2; F([-3,5]) = [-2,2]. Figure (a): la
droite y = 1 coupe €, en trois points, donc F(x) = 1 a trois solutions (environ -2,1;0,3; 4,8);
F(x) =2 enadeux, -1et5; F(x)=-2,5aucune. F(x)20 < x €[a,1]u[b,5], aveca = -2,5
et b =~ 4,5. Nombre de solutions de F(x) = m (on fait « glisser » la droite y = m) :

Maths Olympiad e
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m m<-2 m=-2 -2<m<?2 m=2 m>2
solutions 0 2 (-3et3) 3 2 (-1et5) 0
Inéquation (b). F(x) < % pour les abscisses des points de €, surou sous D: S ={-3}u[1,5].
Controle par le calcul. Ici F(x) = 223911 ot F(x) Xl = 03NS ¢ g gyr [-3, 5] exacte-

8 8
ment pour x = -3 ou 1 < x < 5. La lecture donne des valeurs approchées ; le calcul donne

a=1-2/3etb=1+2/3.

B Méthode : position relative de deux courbes

On étudie le signe de la différence d(x) = f(x)-g(x) sur DenD,: sid(x) >0, C; est au-dessus
de (G si d(x) < 0, au-dessous ; si d(x) = 0, elles se coupent. Exemple: f(x) = x> -5 et
A: y=4x:d(x)=x>-4x-5=(x+1)(x-5); C; est au-dessus de A sur ]-c0, -1[U]5, +od],
au-dessous sur ]-1, 5[ ; points communs (-1, -4) et (5, 20).

© Parité, symétries, périodicité

D c R est symétrique par rapporta 0 lorsque Vx € D, -x € D : c'est le cas de R, [-2,2], R\ {-3, 3},
pas de [-1,2] nide R\ {1}.

Définition : fonction paire, fonction impaire

f est paire lorsque D, est symetrique par rapport a 0 et Vx € Dy, f(-x) = f(x); impaire
lorsque D est symetrique et Vx € Dy, f(-x) = -f(x).

Interprétation graphique

Dans un repére orthogonal : f paire < s symeétrique par rapport a l'axe des ordonnées;
f impaire < Cs symeétrique par rapporta 0. Si f estimpaireet0 € D, alors £(0) = 0 (car
£(0) = -£(0)).

Démonstration. Les symétriques de M(x,y) par rapport a (Oy) et a O sont M'(-x,y) et M"(-x, -y).
Si f est paire,y = f(x) & y=f(-x),doncM e C; & M €C,;sif estimpaire,y = f(x) <
-y = f(-x), donc M € C; &= M €l 0

En pratique : on étudie f sur D n [0, +oof, puis on compléte la courbe par symétrie.

Maths Olympiad o
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B Méthode : Comment étudier la parité

1. Domaine : D, est-il symétrique ? Sinon, on exhibe a € D;telque-a & D: f n'est ni paire
ni impaire. 2. Calcul: pour x € Dg, on calcule f(-x) et on le compare a f(x) et a -f(x). 3.
Réfuter : pour montrer que f n'est pas paire (resp. impaire), un réel a tel que f(-a) # f(a)
(resp. f(-a) # -f(a)) suffit.

Exemple : cinq fonctions

2 _
s f(x) = % : Dy =R\ {-3, 3} est symétrique et f(-x)

« g(x)=V1+x-y1-x: D, = [-1,1](x 2 -Tet x < 1) est symétrique et g(-x) = /1 - Xx-/1 + x =

-g(x) : impaire.

N

_ 2(=x)*-1

= T f(x): f est paire.

2
« h(x) = X . qe D, mais 1 & D, : ni paire ni impaire.  R(x) = x? + 2x: R(1) = 3,

R(-1) = -1: R(-1) # R(1) et R(-1) # -R(1) : ni Uune ni lautre.

+ Le fil rouge du cours : y(x) = 2.7 SUr R: w(-x)= )(‘2"—"1 = -@(x): y est impaire (figure
+ +
ci-dessous).
y
_____________ M
-1 1 /2 3X
y =x*1-2|x|

paire : symétrie par rapport a (Oy)

g impaire : symétrie par rapporta O (et -2 < y < 2, section 4)
B Axe et centre de symétrie

1. (Repére orthogonal) La droite x = a est un axe de symétrie de Cp & VxeDy, (Za -XE€
D; et f(2a - x) = f(x)).

2. Le point O(a, b) est un centre de symétriede ¢, < Vx € D, (2a-x € Dy et f(2a-x)+f(x) =
2b).

A

Déemonstration. Le symétrique de M(x, y) par rapport a la droite x = a est M'(2a-x, y); par rapport
a0, cest M”(2a- x, 2b-y) (Q est le milieu de [MM"]) ; on conclut comme pour la parité. O
Autre écriture (avec x = a+h): f(a-h) = f(a+ h) pour l'axe, f(a-h)+ f(a+h)=2b pour le centre;
autrement dit, h — f(a + h) est paire, ou h = f(a+ h) - b est impaire : on « déplace 'origine » en
(a,0) ou en Q.

Méthode : Comment montrer qu’une droite x = a est axe de symétrie

1. Domaine : montrer que x € D, = 2a-x €D (les valeurs interdites vont par paires de
milieu a). 2. Calcul: pour x € Dy, calculer f(2a - x), développer, retrouver f(x). 3. Conclure.
Pour deviner a : milieu de deux valeurs interdites, ou de deux réels de méme image. Pour
un centre : méme démarche avec f(2a - x) + f(x) = 2b.

Maths Olympiad o
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Exemple : un axe, puis un centre

Axe. f(x) = szf;% : X2 -4x+3 = (x-1)(x-3), D; =R\ {1,3}; on devine l'axe x = 2,
milieu de 1 et 3. Domaine : si x € Dy, alors4-x #3(carx #1)et4-x = 1 (car x # 3).
Calcul : (4 - x)?> - 4(4 - x) = 16 - 8x + x> - 16 + 4x = x? - 4x : le numérateur ne change pas, ni
le dénominateur (numérateur +3) ; donc f(4 - x) = f(x), et la droite x = 2 est axe de symétrie
(f(0) = f(4) =0, f(2)=4).

Centre. g(x) = 2)(2%13)(, D, =R\ {1}; comme 2x2-3x = (x-1)2x-1)-1, g(x)=2x-1- )(17
Sixz1,alors2-xz1et g(2—x)+g(x)=(3—2x+i)+(2x—1 —)(1—1)=2=2x1 : 0(1,1) est

x-1 -
centre de symétrie de Cq (g(0)=0etg(2)=2;9(-1) = -% et g(3) = %),

LR LRI X =2 centre de symétrie Q(1, 1)

Définition : fonction périodique

Soit T > 0. f est périodique de période T lorsque, pour tout x € Di: x+TeD;, x-TeD;
et f(x+T) = f(x).

Propriété. Alors Vn € 7, Vx € Ds, f(x+nT) = f(x): C;
est invariante par la translation de vecteur T7; il suffit de
la tracer sur un intervalle de longueur T.

Démonstration. Pour n € N, par récurrence: f(x+(n+1)T) =
F((x+nT)+T) = f(x+nT) = £(x); puis f(x-nT) = f((x-nT)+ >
nT) = f(x), car x - nT € Df. 0 y = x - E(x) : « dents de scie »

Exemple : la partie fractionnaire

Rappel : E(x) est lunique entier n tel que n < x < n + 1 (section 10). Soit f(x) = x - E(x) sur
R: 0< f(x)<1etf(x)=xsur[0,1. CommeE(x)+1<x+1<E(x)+2,onaE(x+1)=E(x)+1,
donc f(x + 1) = f(x) : f est périodique de période 1 (et de période 2, 3...), et aucun T € 10, 1[
n'est une période, car f(0+T) = T # f(0). De méme, x ~ (-1)¥%) (1 sur [2k,2k + 1[, -1 sur
[2k + 1,2k + 2[) est de période 2 ; et cos, sin sont de période 2m (tronc commun).

Maths Olympiad o



Chapitre 4 Généralités sur les fonctions 1" Bac Sciences Mathématiques

@ Fonctions majorées et bornées

Définition : fonction majorée, minorée, bornée sur une partie | de D;

f est majorée sur I lorsque IM € R, Vx €1, f(x) <M (M est un majorant) ; minorée lorsque
dm € R, Vx € I, f(x) 2 m; bornée lorsqu’elle est majorée et minorée. Graphiquement,
au-dessus de I, Cy est sous la droite y = M, au-dessus de y = m, ou dans la bande comprise
entre elles.

N

(=

f estbornéesur! < 3K =20, Vxel, |f(x)| K.

Démonstration. (<) |f(x)| < K s'écrit -K < f(x) < K. (=) Sim < f(x) < M sur I, posons K =
max(|m|, [M[): f(x)sM < |[M| <K et f(x)2m=-|m]| = -K. O
Négation : f n'est pas majorée sur | < VM € R, 3x € I, f(x) > M. Attention a l'ordre : M est
choisi avant x ; « Vx € I, M, f(x) <M » est vraie pour toute fonction (M = f(x)).

B Méthode : Comment majorer, minorer, encadrer

1. Partir de « x € I » et construire 'encadrement étape par étape (une fonction croissante
conserve l'ordre, une fonction décroissante linverse). 2. Outils : un carré est 2 0 (forme
canonique); |a+b| < |a| +|b] ; pour un quotient de nombres positifs, majorer le numérateur
et minorer le dénominateur. 3. Pour « non majorée » : « Soit M € R », puis construire un x
(qui dépend de M) tel que f(x) > M.

Exemple : trois situations

1. Lefil rouge est borné. Pour tout réel x: |w(x)| <2 < 4|x| s2(x*+1) < 2(|x|-1)* 2

0 (car x% = |x|?), ce qui est vrai : -2 < @(x) < 2 sur R (bande de la figure de la section 3).

X2+8 9 2
- surf0,3]:si0<x<3,alors8 < x“+8< 17 et

L

2. Un encadrement grossier. f(x) = "

1<x+1<4,donc % < f(x) < 11—7 : 2< f(x) <17, et f est bornée sur [0, 3]. Ces bornes ne sont
pas les meilleures : en section 5, on obtient 4 < f(x) < 8, et 4, 8 sont atteints.
2

3. Une fonction non majoreée. g(x) = XXT'l sur [0, +oo[. Soit M € R. Pour x =1, x+1 < 2x, donc

g(x) 2 ’2‘—)2( = % ; leréel x = 2|M| + 2 = 1 verifie donc g(x) = [M| +1 > M: g n’est pas majorée
(elle est minorée par 0).

Opeérations. Si |f| <K et |g| <K' surl,alors |[f+g| <sK+K' et |fg| < KK’ : somme et produit
de fonctions bornées sont bornés.

e Les extremums

Définition : maximum, minimum, extremum (I c Ds,a € )]

f admet un maximum sur I en a lorsque Vx € I, f(x) < f(a); le réel f(a) est le maximum de
f sur I. Minimum : Vx € I, f(x) 2 f(a). Un extremum est un maximum ou un minimum.

f admet un maximum relatif (ou local) en a lorsqu'il existe un intervalle ouvert J contenant
a, inclus dans D, tel que Vx € J, f(x) < f(a). De méme pour un minimum relatif.
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Un maximum est un majorant atteint : M est le maximum de f sur| < (Vx el, f(x) < M) et
(Ela €l, f(a) = M). La valeur est unique, mais elle peut étre atteinte en plusieurs points (F, section
2 : maximum 2 atteint en -1 et en 5).

9 Méthode : Comment trouver un extremum sans dérivee

1. Conjecturer (tableau de valeurs, courbe, symétrie) une valeur m et un point a. 2. Dé-
montrer l'inégalité : Vx € I, f(x) - m > 0 (factoriser, faire apparaitre un carré, utiliser une
inégalité connue). 3. Démontrer qu’elle est atteinte : a € | et f(a) = m (cas d'égalité). 4.
Conclure : « f admet sur / un minimum égal a m, atteint en a ». Sans l'étape 3, m n’est qu’un
minorant.

Exemple : par la forme canonique : g(x) = x* - 6x? + 4

Minimum. g(x) = (x? - 3)2 -5 > -5 pour tout réel x, avec
égalité si et seulement si x> = 3: g admet sur R un
minimum égal a -5, atteint en -/3 et en /3.

Maximum relatif. g(x) - g(0) = x* - 6x> = x*(x*>-6) < 0
dés que x? < 6: sur l'intervalle ouvert J = 1-V6,/6[, qui
contient 0, on a g(x) < g(0) = 4 : maximum relatif 4 en
0. Ce n’est pas un maximum sur R: g(3) = 31 > 4.

B Deux inégalités a connaitre

1. Pourtoutréel x > 0: |x+ % > 2| avec égalité si et seulement si x = 1 (pour x < 0:

1
X+;S—2).

2
2. Pour tous réels a, b: |(a+b)? 2 4ab| soitab < (%b) , avec égalité si et seulement si

a = b : deux réels de somme fixée ont un produit maximal lorsqu'ils sont égaux.

N

B . 2_9ys _1)2 . . .
Démonstrations. 1. x + % -2 = % = % > 0six >0, nul si et seulementsi x = 1. 2.

(a+b)? - 4ab = (a-b)* 2 0. 0

Exemple : les deux inégalités en action

2
1. f(x) = );:18 sur [0, +oo[ (section 4). Posonst=x+121:x>+8=(t-1)?+8=1t2-2t+9,
donc

f=t-2+2=3(2+3)-223x2-2-4,

avec égalité si et seulement si % =1,so0itt =3, x =2: minimum 4 atteint en 2 sur [0, +oo|.
Sur[0,3],te[1,4] et f(x)-8 = t+%—10 = w < 0: le maximum de f sur [0, 3] est 8 = f(0).
Ainsi 4 < f(x) < 8 sur [0, 3], bien mieux que 2 < f(x) < 17.

2. h(x) = xJ4 - x2 sur [-2,2]. Avec a = x? et b = 4 - x* (de somme &) : h(x)? = x* (4 - x?) <

2
(%) = 4, donc [h(x)| < 2, avec égalité si et seulement si x? = 4 - x2, soit x = +/2. Comme

h(\/f) =2eth(- \/f) = -2 : maximum 2 en 2, minimum -2 en -/2.
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X2 +3
x2+1

Exemple : atteint ou non ? Rk(x) =

Comme x> +12 1,0na0 < 2 <2,donc 1 < k(x) < 3. Maximum : R(0) = 3, atteint en 0.
Pas de minimum : 1 est un minorant, mais R(x) = 1 est impossible. Mieux : aucun réel m > 1

n’est un minorant: sim >3, R(0)<m;si1<ms3,leréel x = ,/ﬁ vérifie x2 + 1 > %, donc

% < m -1, soit R(x) < m. Ainsi 1 est le plus grand des minorants, et il n’est pas atteint : k

n'a pas de minimum.

e Le sens de variation

Définition : sens de variation sur un intervalle / inclus dans Df

f est croissante sur | lorsque Y(x,y) € I?, (x <y = f(x)s< f(y)) ; strictement croissante si
X <y = f(x) < f(y). f estdécroissante sur | lorsque Y(x,y) € I, (x <y = f(x) 2 f(y));
strictement décroissante si x <y = f(x) > f(y). f est monotone si elle est croissante ou
décroissante ; constante si V(x, y) € 12, f(x) = f(y).

Définition : taux d’accroissement

fx) - f(y)
x-y
droite (MN), ou M(x, f(x)) et N(y, f(y)).

Pour x # y dans D, : T(x,y) = T(x,y) = T(y, x) est le coefficient directeur de la

Théoréme (taux d’accroissement et monotonie, | intervalle inclus dans Df)

f est croissante sur | < T(x,y) 2 0 pour tous x # y de | ; strictement croissante <
T(x,y) > 0; décroissante < T(x,y)<0; strictement décroissante < T(x,y)<0.

Démonstration (cas strict croissant). (=) Soit x # y dans | ; comme T(x,y) = T(y, x), on peut
supposer x <y ; alors f(x) < f(y) : numérateur et denomlnateur sont négatifs, et T(x,y) > 0. (&)
Si x <y, alors f(x) - f(y) = T(x,y)(x - y) < 0. Les autres cas sont identiques. O

& Méthode : Comment étudier les variations avec le taux d’accroissement

1. « Soit x et y deux réels distincts de I. » 2. Calculer f(x) - f(y) et le factoriser par x - y
(identités remarquables, méme dénominateur, quantité conjuguée pour les racines). 3.
Simplifier T(x,y). 4. Trouver son signe en utilisant que x et y sont dans I. 5. Conclure et
dresser le tableau de variations.

Lx
X2 +1

Exemple : les variations du fil rouge y(x) =

Gx(y?+ 1) -4y (1) Ayl -],
G2+ N2+1) 2Ty

du signe de 1 - xy.

Soit x # y: wx) - wy)

B 4(1 - xy)
oY) = G2 |

« Sur[1,+[: x,y 21 et 'un des deux est > 1, donc xy > 1 et T(x,y) < 0: w est strictement
décroissante.
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« Sur[-1,1]: |xy| <1, et |xy| =1 imposerait |x| = |y| =1, donc y = -x et xy = -1: toujours
xy <1, T(x,y) > 0: strictement croissante.

+ Sur]-o0,-1]: -x 2 1 et -y 2 1, donc xy = (-x)(-y) > 1 : strictement décroissante (ou par
imparité, ci-dessous).

Lecture : @ admet sur R un maximum 2,
atteint en 1, et un minimum -2, atteint en

-0o -1 1 +00
2
W(x) \ / \ -1 (on retrouve la section 4). Sur [2,3], @
-2 décroit: 2 = w(3) s w(x) < w(2) = .
Monotonie, parité, extremums

5
1. Si f est paire, ses variations sur I et sur -/ = {-x ; x € I} sont contraires ; si f est impaire,
elles sont les mémes. 2. Si f est croissante sur [a, b], alors f(a) < f(x) < f(b) pour tout
x € [a,b]; si f croit sur [a, c] et décroit sur [c, b], f(c) est le maximum de f sur [a, b].

X

Démonstration de 1 (f impaire, croissante sur ). Si u < v dans -/, alors -v < -u dans I, donc

f(-v) = f(-u), soit -f(v) < -f(u) : f(u) < f(v). O]

Stricte monotonie et équations (lien avec le chapitre 3)

Si f est strictement croissante sur I : pour tousa, bdel, ([a<b < f(a)< f(b)| et a =
b < f(a) = f(b). En particulier f est injective sur I, et l'equation f(x) = k a au plus une
solution dans I.

Démonstration. = est la définition ; < par contraposée : si a = b, alors f(a) = f(b). O

Exemple : résoudre sans élever au carré:/x +5+x = 7,puis\/x + 5+ x <7

Sur | = [-5, +oo[, (p(x) = ¥ X + 5+Xx est strictement croissante (somme de deux fonctions stricte-
ment croissantes, section7) et p(4) =3 +4 =7.Donc P(x)=7 < @(X)=@4) < x=4:

; etp(x)<7 &= Px)<p() = x<b4: .

€ Opérations et composition

B Définition : opérations sur les fonctions

Pour x e D,nD etk € R: (f+g)(x) = f(x)+g(x), (RFI(x)=Rf(x), (fg)x) = f(x)g(x);
(1)(x) =[x pourxeD,nD, tel que g(x) # 0.

g ~ g(x)

B Théoréme (opérations et sens de variation sur un intervalle /)

1. f et g croissantes sur | = f + g croissante sur [ (strictement si 'une l'est) ; de méme pour
« décroissantes ». 2. Si k > 0, Rf a le sens de variation de f ; si k < 0, le sens contraire. 3.
Si f est monotone sur | et garde un signe constant strict sur /, alors % a le sens de variation

contraire de celui de f. 4. f et g croissantes et positives sur | = fg croissante sur I.

11 f)-f(x)

A

Démonstrations. Soit x < y dansI. 1. On additionne f(x) < f(y) et g(x) < g(y). 3. 700" F0) = FOOre)
avec f()f(y) > 0. 4 f(y)a(y) - fF()g(x) = fy)g(y) - 9(x)) + gX)(f(y) - f(x)) 2 0, car les quatre
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facteurs sont positifs. O
Sans hypothése de signe, on ne peut rien dire de fg (section 13) ; mais si f croit et g décroit,
f-g=f+(-g)croit.

Définition : composée

(v - u)(x) = v(u(x)) : on applique d'abord u, puisv. |D,, ={x€D,; u(x)€D,}|

Théoréme (sens de variation d’'une composée)

Soit u monotone sur | et v monotone sur J, avec u(x) € J pour tout x € I. Si u et v ont le
méme sens de variation, v - u est croissante sur [ ; si elles ont des sens contraires, v - u est
décroissante sur | (régle des signes : croissante = +, décroissante = -).

Démonstration (u croissante, v décroissante). Si x < y dans I, alors u(x) < u(y), deux réels de J, ot
v décroit : v(u(x)) = v(u(y)). O

9 Méthode : Comment étudierv - u

1. Décomposer: f = v - u (suivre le calcul « de Uintérieur vers l'extérieur »). 2. Domaine :
x € D, etu(x) € D,. 3. Découper D; en intervalles | ou u est monotone. 4. Sur chaque I,
trouver un intervalle J qui contient les u(x) et sur lequel v est monotone. 5. Appliquer la
régle des signes.

1
X2+

Exemple: f(x) = Vx2 - 4x+5, g(x) =

-0 2 +00
f =veuavecu(x) = x2-4x+5 = (x-2)>+1 2 1 etv(t) =
Jt: D;=R. u décroit sur ]-o, 2], croit sur [2, +oo[ f(x) \ /
(section 8), et prend ses valeurs dans J = [1, +oo[, ol 1
v croit: f a les variations de u ; minimum f(2) = 1.
g=v-uavecu(x)=x>+121etv(t) = 1, décrois- X
sante sur J = ]0,+oo[ : g a les variations contraires

-00 0 +00
1
de celles de u ; maximum g(0) = 1, et 0 < g(x) < 1. g(x) / \

X) = ﬁ, D, ={x20; x#2}=[0,4[U]4,+oo[. u(x)=+/x-2
est strictement croissante ; sur [0, 4[, u(x) € [-2,0[, et sur ]4,+oo[, u(x) > 0;t % décroit
sur ]-oo,0[ et sur ]J0,+oo[ : h est décroissante sur [0,4[ et sur ]4,+oo[, mais pas sur D, :
h(0) = - < h(9) = 1.

Attention au domaine de v : h(

© Second degré et fonction cube

Théoréme (forme canonique, sommet, axe, variations)

Soit f(x) = ax? +bx +caveca # 0, et A = b% - 4ac. Pour tout réel x : | f(x) = a(x - a)® + B | avec

b A
a=_zrﬁ=f(a)=_z'
Sia > 0: f est strictement décroissante sur ]-oo, a], strictement croissante sur [a, +oo[, de
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minimum B en a. Sia < 0: linverse, maximum B en a. C; est une parabole de sommet

S(a,B) et d'axe x = a : l'image de la courbe y = ax? par la translation de vecteur af + BJ
(section 11).

2 2
Démonstration. ax? + bx + ¢ = a[(x i %) - % +C = a(x+ %) - bz;—;'ac. Ensuite f(x) - f(y) =
a(x2 - y2) + b(x - y), donc \ T(x,y)=a(x+y)+b=a(x+y-2a) \ (car b = -2aa) : si x # y sont dans
[a, +oo[, alors x+y > 2a et T a le signe de a; dans ]-oo, a], x+y < 2a. Enfin f(2a-x) = a(a-x)>+B = f(x):

la droite x = a est axe de symétrie. O
a>0 a<0
X -00 o +00 X -0 o +00
B
0 | L | T N
B

Exemple : f(x) = -2x% + 4x + 6

= 3y = VetB = f(1) =8: fx) = -2x-1)+
8. Comme a = -2 < 0, f est strictement croissante sur
]-o0, 1], strictement décroissante sur [1, +oo[, et admet
sur R un maximum égal a 8, atteint en 1. Racines: (x -
1) =4 < x=-10ux-=3,d0o0 f(x)=-2(x + 1)(x - 3) 1
et f(x)20 < x e[-1,3]. Tracé: sommet 5(1, 8), axe
x =1, points (-1, 0), (3, 0), (0, 6) et son symétrique (2, 6).

B La fonction x — ax? (a = 0) y=x y =x3

Elle est définie sur R et impaire (courbe symétrique par
rapport a 0). Son taux est T(x,y) = a(x? +xy + y?), et

2
pour X # y, x2+xy+y2=(x+%) +%y2>0. Donc : si 1 X

a > 0, elle est strictement croissante sur R ; si a < 0,
strictement décroissante.

Pourquoi > 0 ? La somme de deux carrés est nulle seulementsiy = 0 et x = —% = 0, c'est-a-dire
x =y, cas exclu. Conséquence: pourtousréelsu,v, u<v < w<vietu*=v} < u=v
(sans condition de signe, contrairement aux carrés): x> = -8 <= x=-2;x><27 < x<3.
Positions (figure) : x> - x> = x’(x - 1) et x> - x = x(x - 1) ; sur ]J0,1[, x3 < x*> < x; sur ]1,+oo[,
X < x% < x5

© Les fonctions homographigues

Définition : fonction homographique

f(x) = CU(J'bavecc:tOetad—bc:O; D =IR\[—9}. (Sic=0, f estaffine;siad-bc=0,f
cx+d f c
est constante sur D : ‘z’ﬁﬁ =2)
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B Théoréme (forme réduite et étude)
R

1. Pour tout x € Df: f(x)=B+ "

avec a=-9, g=9, p=550 4,

2. Le point Q(a, B) est centre de symétrie de Cs. 3. Si k > 0, f est strictement décroissante
sur J-oo, af et sur Ja, +oo ; si kR < 0, strictement croissante sur chacun d’eux.

4. C; est une hyperbole, image de y = 5 par la translation de vecteur a7 + B]. Les droites
X = a ety = B guident le tracé : la courbe ne les coupe jamais (a ¢ D, et f(x) 2 B), e

[f(x)-B]| = 'k' estpetltlorsquexestlomdea(parexemple< desquelx a|>10|k|)

c(ax+b)-a(cx+d) _ bc-ad
c(cx+d) - Cz(x+i)'
_k L k(y-x) _ ko A Ref
2B+~ + =2B. 3. f(x)-f(y) = a3’ donc T(x,y) = oy S x ety sont du méme coté

de a, (x - a)(y a)>0etT alesigne de -k. O

Méthode : Comment étudier une homographique

1. D;. 2. Forme réduite (division : ax + b = &(cx + d) +...). 3. Centre 0, signe de k, tableau
(double barre en a). 4. Tracé : les deux droites, Q, quelques points et leurs symétriques par
rapport a Q, deux branches.

Démonstration. 1. f(x)- 2 = 2.Sixza,alors2a-xz aet f(2a - x) + f(x) =
©

2x + 1

x-1

D, = R\ {1}, et2x+1 = 2(x - 1) + 3, donc f(x) =
2+2: a=1,B=2k=3>0. feststrictement
décroissante sur ]-oo, 1] et sur ]1, +oo[ ; centre Q(1, 2).
Points symétriques par rapporta Q: (0,-1) et (2,5);
(-2,1) et (4,3);(-3,0) et (2,4).

Exemple: f(x) =

X -0 1 +00

| |

Attention : f n’est pas décroissante sur D;:0<2et
pourtant f( )=-1<f(2) =5. Aveck < 0: g(x) =
ﬁ =3- ﬁ est strictement croissante sur ]-oo, -1]
et sur] 1, +oo[, de centre Q(-1, 3).

@ Racine, valeur absolue, E(x)

B Les fonctions x — /x +aetx — |x -a| (aréel)

1. x » /x +a est définie sur [-a, +oo[, strictement croissante, de minimum 0 en -a, non
majorée. Sa courbe est une demi-parabole: y = \/x+a < (y >0etx =y?- a) ; C'est
I'image de la courbe de x ~ \/x par la translation de vecteur -af.

2. |x-al=x-asix=2a, a-xsix<a: cestladistance de x a a. La fonction x = |x - a|
décroit sur ]-co, al, croit sur [a, +oo[, a pour minimum 0 en a et pour axe de symeétrie x = a;
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sa courbe est formée de deux demi-droites issues de (a, 0), de coefficients directeurs -1 et
1.

p . _ .. . 2N, _ Jx+a-Jy+a _ 1
Démonstration de 1. Pour x # y dans [-a, +oo[ (quantité conjuguée): T(x,y) = T~ e >
0. Non majorée: siM 20, le réel x =M? + 1 -a donne /x +a=vyM2+1>M. O

Exemple. f(x)=2|x-1|-x: f(x)=x-2six21, f(x)=2-3xsix<1;fdécroit sur ]-co, 1], croit
sur [1,+oo[, de minimum f(1) = -1. f(x)=2: x-2=2(avecx 21)ou2-3x=2(avecx < 1):
S ={0, 4} (figure (b)).

Définition : partie entiére

Pour tout réel x, il existe un unique entier n tel que n < x < n+1: c'est la partie entiére E(x),
le plus grand entier inférieur ou égal a x.

E(3,7) = 3, E(-3,7) = -4, E(-5) = -5, E(\/10) = 3, E(-1) = 4. Unicité : si n et m conviennent, alors
-1<n-m<1,doncn=m.

B Propriétésde E(x € R, n € 7)

TEX)sx<EMX)+1 et x-1<E(X)<sx; E(x)=x & x€Z 2.|E(x+n)=E(X)+n|
3. E est croissante sur R, mais pas strictement : E(x) = n sur [n,n + 1[ (courbe en escalier :
point plein a gauche de chaque marche, point vide a droite). 4. E(-x) = -E(x) si x € Z,
E(-x) = -E(x) - 1 sinon.

Démonstrations. 2. E(x) +n est un entier et E(x)+n < x+n<E(X)+n+1. 3.Six <y, l'entier E(x)
vérifie E(x) < x < y, donc E(x) < E(y) (plus grand entier < y). 4. Six ¢ Z, E(x) < x < E(x) + 1, donc
-E(x) - 1 < -x < -E(x). O

y
o0
/ o
-2 -1 13 2 3X
(11_1)
—o0
(a) demi-paraboles (b) valeurs absolues (c) y = E(x), Uescalier

Méthode : ‘E(A)=n = nsA<n+1‘(neZ). E2x-1)=3 & 3<2x-1<4 < 25x<§:
s=[23] E(x*)=3 < 3:x2<4 <= V3<|x|<2: 5=1-2,-/3]u[V3,2].

Q Transformer une courbe

Théoréme (translation)

Soit a, b deux réels et g(x) = f(x - a) + b (définie lorsque x-a € Df). La courbe €, est limage
de C; parla translation de vecteur i = ar + bj.

Démonstration. M(x,y) € C; <= y=f(x) & y+b= f((x+a)-a)+b < M'(x+a,y+b)e oy
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et MM’ = ii.

-

A

Symeétries et valeurs absolues (repére orthogonal)

y = -f(x): symétrique de C par rapport a l'axe des abscisses ; y = f(-x): par rapport a l'axe
des ordonnées; y = -f(-x) : par rapporta O.

y = |f(x)] : ongarde les parties de Cs situées au-dessus de 'axe des abscisses et on remplace
les autres par leurs symétriques par rapport a cet axe. y = f(|x|) : fonction paire ; on garde
la partie de Cs d’'abscisses x > 0 et on la compléte par symétrie par rapport a l'axe des
ordonnées.

1" Bac Sciences Mathématiques

O

Justification. Comme pour la translation, M(x,y) » M'(x,-y), M'(-x,y), M’ (-x,-y) ; |f(X)| = f(x) si
f(x) 2 0 et -f(x) sinon; f(Ix]) = f(x) si x 20, et f(| - x|) = f(Ix]).

-

Méthode : Comment tracery = f(x-a)+b

1. Reconnaitre une fonction de référence f et écrire g(x) = f(x - a) + b (forme canonique,
forme réduite). 2. Lire le vecteur i(a, b) ; attention aux signes : f(x + 3) donne a = -3,
décalage vers la gauche. 3. Translater les points clés (origine, sommet, centre, extrémités).
4. Tracer, puis appliquer s'il le faut | - | ou une symeétrie.

Exemple : une racine translatée, puis une parabole et ses valeurs absolues

1. g(x) = Vx+4& -2 = r(x - (-4)) + (-2) avec r(x) = /x : translation de vecteur i(-4,-2). Les
points (0,0), (1,1), (4,2), (9,3) de €, deviennent (-4,-2), (-3,-1),(0,0), (5, 1) ; D, = [-4,+oo[ et
g(x)20 < x20. Pour h =|g], on retourne l'arc situé sur [-4,0] : h(-4) = 2, h décroit sur
[-4, 0] et croit sur [0, +oo (figure (a)).

2. f(x) = x*-6x+5=(x-3)2-4=(x-1)(x-5): la parabole y = x? translatée de i(3,-4). |f]:
l'arc situé sous l'axe, sur 11, 5[, est retourné ; il forme une « bosse » de sommet (3, &) (figure
(b)). f(Ix|) = x*>-6|x| +5: paire, de z&ros #1 et +5, de minimum -4 atteint en -3 et en 3, et
f(o]) = 5 (figure (c)).

o] y VX \y (3,4) 5 g
[ ]
[¢]
\23"1:)’/
(2) d(-4, -2), puis |g| (b) y = [F0)] (©) y = £(IxI)

© Pour aller plus loin

1. Une équation fonctionnelle. Soit f : R —» R telle que f(x +y) = f(x) + f(y) pour tous réels x, y.
Posons a = f(1).

Maths Olympiad

x =y =0donne f(0) = 2f(0), donc f(0) =0; y = -x donne f(-x) = -f(x) : f est impaire.

Par récurrence, f(nx) = nf(x) pour tout n € N (car f((n+1)x) = f(nx) + f(x)), puis pour n € Z par

imparité.

Pourr=§(peZ,qe N*): qf(%):f(qx§)=f(p)=pa, donc‘f(r)=arpourtoutre@‘.
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Réciproquement, x = ax convient. Sur R, il faut une hypothése de plus (par exemple f monotone:
probléme de niveau 4).

2. Des fonctions qui commutent. Cherchons les fonctions affines g(x) = mx+p telles que f-g = g-f,
avec f(x) =2x+1: f(g(x)) =2mx +2p +1 et g(f(x)) = 2mx + m + p ; elles sont égales pour tout x
< p=m-1: g(x)=m(x+1)-1, droites passant par (-1,-1). Pourquoi ? -1 est l'unique point
fixe de f (f(c) =c < c=-1), et f(g(-1)) = g(f(-1)) = g(-1) : g(-1) est un point fixe de f, donc
g(-1)=-1.

Point fixe d’une fonction croissante

Soit f croissante sur I, avec f(x) € | pour tout x € I. Pour x € I : | f(f(x)) =x < f(x)=x|

Démonstration. < est immeédiat. = par l'absurde : si f(x) > x, alors (f croissante) f(f(x)) = f(x) >
x, contradiction ; de méme si f(x) < x. O

Application : résoudre 6 +/6 +x = x. f(t) = /6 +t est croissante sur | = [-6,+co[ et & valeurs
dans [0, +oo[ C [ ; 'équation s'écrit f(f(x)) = x, donc équivaut a f(x) = x, sOit V6 + X = x < (x >
Oetx’-x-6= 0) = x=3: . Faux pour une fonction décroissante : f(x) = -x vérifie
f(f(x)) = x pour tout x, mais f(x) = x seulement en 0.

3. Comparer sans calculatrice. % < %, car x = 2 = 1- L est strictement croissante

sur [0, +oo[. /2027 - /2026 < /2026 - /2025, car g(x) = x + 1 \/_—

décroissante sur [0, +oo[ (inverse d'une fonction positive strictement cr0|ssante) donc g(2026) <
g(2025).

est strictement

© Les piéges classigues

X Faux v Vrai

« f(x) == (X 2) se simplifie en x?, donc f D;=R\ {2} n’est pas symétrique (-2 € Dy,
est paire » 2¢ Df) : Nni paire ni impaire

« f(-1) = f(1), donc f est paire » il faut f(-x) = f(x) pour tout x : x> + x? - x vaut
1en+1, mais-2en-2et10en2

« une fonction impaire vérifie f(0) = 0 » seulementsi0 € D;:x % est impaire

« f et g croissantes, donc fg croissante » | faux sans hypothese de signe : sur[0,2], x - 2
et x croissent, mais x(x -2) vaut 0 en 0 et -1

en
« f croissante, donc % décroissante » il faut un signe constant : x » x croit sur R*,
a1 1
mais — < - 2
« 1 est un minorant de f, donc son un minimum est un minorant atteint : ﬁzj > 1
minimum » pour tout x, sans minimum

« f majorée:Vx el, M e R, f(x) <M » M e R, Vx €1, f(x) <M : le majorant ne
dépend pas de x

« le minimum de (x - 1)2 + 2 sur [3,5] est | le sommet n’est pas dans [3, 5] : la fonction y
2» croit, son minimum est f(3) =

« f décroit sur ]-co, 1[ et sur ]1, +oo[, donc | 21: 0 <2 et pourtant f(0) = -1 < f(2) =
sur R\ {1} »

Maths Olympiad @
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«T(x,y) 20, donc f(x) 2 f(y) » f(x) - f(y) et x - y ont le méme signe :
f(x) 2 f(y) seulementsi x >y

Vel=z=U-Vv u(x) = x =3, v(x) = /x : V/x - 3 (sur [3, +oo[) n’est
pas /x - 3 (sur [0, +oo[)

E(-x) = -E(X) E(-1,5) = -2 mais -E(1,5) = -1 : E(-x) = -E(x) - 1
sixeZ

«y=f(x-2):ondécale Cs de 2 vers la vers la droite : translation de vecteur 27
gauche »

«y=|f(x)| ety = f(|x]), C'est pareil » pour f(x)=x-1:|x-1]et|x|-1valent1et
-Ten0

« f paire et croissante sur [0, +oo[, donc elle est décroissante sur ]-oo0, 0] (comme
croissante sur R » X - x2)

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : la forme canonigue, aprés un changement de variable

P(x) = x(x + 1)(x + 2)(x + 3) : on groupe les facteurs « extrémes » et « du milieu » : x(x + 3) =
x2+3x =tet(x+1)(x+2)=t+2. Alors P(x) = t(t +2) = (t + 1)> - 1 2 -1, avec égalité si et
seulement si t = -1, cC'est-a-dire x> +3x+1=0: X = %‘E Minimum -1, atteint en deux

points (symétriques par rapport a —% : P(-3-x) = P(x)). On vérifie que t = -1 est bien atteint:

2
3 9 9
= + =Z D=
t (X 2) P

Y Astuce de concours : factoriser le taux d'accroissement

NN

Taux usuels: x2 —» x+y; x> - X2+ xy +y?; % - —Xiy; JXx = —=—; et le taux d’une
somme est la somme des taux. Exemple: f(x) = x> + % sur]0,+oo[: T(x,y)=Xx%>+xy+y?-

3
E.
Pour x # y dans [1, +oo[, l'un dépasse 1: x? + xy + y* > 3 et X3—y <3,doncT >0;dans]0,1], les

inégalités s'inversent et T < 0. Ainsi f décroit sur ]0, 1], croit sur [1,+oo[ : | x> + % > 4| pour

tout x > 0, égalité en 1.

Y Astuce de concours : déplacer l'origine pour voir une symétrie

f(x) = x3+6x%+15x+10. Posons x = -2+t: f(-2+t) = t3+3t-4, donct » f(-2+t)+4 = t3+3test
impaire : (-2, -4) est centre de symétrie de s (section 3), et f est strictement croissante
(t3 + 3t l'est). En général, pour ax® + bx? + cx + d, le changement x = t - % fait disparaitre le

b

terme en t? : le centre a pour abscisse 35"
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¥ Astuce de concours : une racine carrée, c'est une distance

Soit g(x) = VX2 -6x+ 13 - Vx2-2x +2. Dans un repére or-
thonormé, avec M(x, 0), A(1,1) et B(3,2): q(x) = /(x - 3)? + 4~
J(x=1)2+1=MB - MA. Inégalité triangulaire : MB < MA + AB,
donc g(x) < AB = /5, avec égalité si et seulement si A € [MB] :
M est le point M (-1,0) ou la droite (AB), d’équation y = %,
coupe l'axe des abscisses. g(-1) = /20 - /5 = /5 : maximum
\/gen -1. Pour une somme MA + MB, on remplace B par son
symeétrique par rapport a l'axe : c'est le défi de la couverture
(niveau 4).

¥ Astuce de concours : paire et croissante sur [0, +oo[ : comparer les valeurs absolues

Si h est paire et strictement croissante sur [0, +oo[, alors h(u) < h(v) < h(Ju]) < h(]v])
lul < |v|]. Exemple: résoudre (x - 1)* + (x - 1) < (2x + 1)* + (2x + 1)%. Avec h(t) = t* + t? :
Ix-1] s |2x+1] &= (x-12 s 2x+1)? & 3x2+6x 20 < x(x+2)20:
\S = ]~00,-2] U [0, +oo[ ‘, sans développer une seule puissance quatriéme.

¥ Astuce de concours : compter les maillons décroissants

f(x) = & -x: D ={x20; Jx < 4} = [0,16]. Chaine: x +~ /x (croissante), t ~ 4 -t
(décroissante), s + /s (croissante) : un maillon décroissant, donc f est décroissante sur
[0,16], de maximum f(0) = 2 et de minimum f(16) = 0. Un nombre impair de maillons
décroissants donne une composée décroissante, un nombre pair une composée croissante.

¥ Astuce de concours : une équation fonctionnelle : substituer, puis vérifier

Trouver f : R - R telle que 3f(x) - f(2 - x) = 4x pour tout réel x. Analyse : en remplacant
x par2-x, 3f(2-x)-f(x) = 8-4x. On multiplie la premiére égalité par 3 et on ajoute :
8f(x) = 12x +8-4x, soit f(x) = x+1. Synthése: 3(x+1)-(3-x) = 4x: f(x)=x+1 estunique
solution. (La substitution marche car x = 2 - x est une involution : l'appliquer deux fois
redonne x.)

Maths Olympiad Q
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

Domaine et égalité

%:B#O; \/Z:AZO; %:B>O; somme,
produit : D;nD,.

f=9g & D, =D, et Vx €Dy, f(x) = g(x).
Courbe et lectures

M(a, b) € C; & aeD et b = f(a).

f(x) = k : abscisses des points de crn (y=R);
leur nombre = nombre de solutions.
f(x)<g(x): Cysous €y ; position relative : signe
de f(x) - g(x).

Symétries (Df symétrique d’abord !)

Paire : f(-x) = f(x) (axe des ordonnées) ;
impaire : f(-x) = -f(x) (origine) ; impaire et
OeDf=>f(O)=0.

Axex=a:2a-x¢€D; et f(2a - x) = f(x).

Centre Q(a,b) : 2a-x € D; et f(2a- x) + f(x) = 2b.

PériodeT>O:XtTeDf,f(x+T)=f(x);
f(x+nT)=f(x),n€Z. x-E(x): période 1.
Bornes et extremums
Majorée: aM, ¥x €1, f(x)sM;
VM, Ix €1, f(x) > M.

Bornée < 3IK =20, Vx e, |f(x)] < K.
Maximum en a: Vx € I, f(x) < f(a) (majorant
atteint) ; relatif : sur un intervalle ouvert J = a.
Sans dérivée : conjecturer, prouver f(x)-m 20,
montrer que m est atteint.
x+%22(x>0,égalitéen1); (a+b)?24ab;
forme canonique.

non majorée :

Sens de variation

o= 10100

strictement croissante; T <0 < strictement
décroissante.

Strictement croissante: a<b < f(a)< f(b);
injective, f(x) = k a au plus une solution.
f,g croissantes = f + g croissante; k< 0: Rf

change de sens; f de signe constant: % change

de sens; f,g croissantes positives = fg
croissante.

Dv,u_ ={xeD,; ux)e QV}; méme sens = v - u
croissante, sens contraires = décroissante.

:T>0surl & f

Fonctions usuelles

ax?+bx+c=a(x-ay +B, a=-2, B=-=;
sommet S(a,B),axe x =a; T =a(x+y)+b.

ax® : impaire, T = a(x? + xy + y?) ; strictement
croissante sia > 0.

2ot =B+l a=-g, p=2;centre 0(a,p);

R > 0: décroissante sur chaque intervalle.
JXx+a:[-a,+oo, croissante; |x - al : décroit
puis croit, axe x = a.

E(X)sx<E(X)+1; E(x+n)=E(x)+n;

EA)=n < n<A<n+1.

Transformations

y = f(x-a)+b: translation de vecteur ai + bJ ;
-f(x): symétrie d'axe (Ox); f(-x): d'axe (Oy);
[f(x)] : on retourne ce qui est sous (0x); f(]x]):
on garde x = 0 et on symétrise.

A retenir pour les concours
f croissante, f(I) c I: f(f(x))=x < f(x)=x.
fix+y)=f(x)+ f(y) = f(r) = f(1)r sur Q.

Cubique : centre d'abscisse —% ; J(x-a)2+b2:

une distance.

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad

Maths Olympiad



Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations du cours : D, domaine de définition de f ; C; sa courbe dans un repére orthonormeé ; T(x,y) =

%}C(y) (x # y) taux d’accroissement de f ; E(x) partie entiére de x (I'entier k tel que k < x < k+1). Ni dérivée,

ni limite.
@ Niveau | - Bases

Exercice 1 Domaines de définition * corrigé p. 39

1. Déterminer le domaine de définition o de chaque fonction :

a) f(x) = -2x+7; b) f(x) = 522 ) f(x) = V6 -2x; d) f(x) = 22 e) f(x) =

x2-7x+10 ' x3-16x '

0 F() = = 9 F0) =5 ) F0) = 155 ) F00 = g5 1) £ =YX+ /X, 2. Donner une
fonction de domaine [-2, 3[.

Exercice 2 Images, antécédents, points de la courbe * corrigé p. 39

1. Soit f(x) = 2% a) D, ? £(0), f(-1), f2), f(2), £(v2) ? b) Antécédents de 0? de-2? ¢)

Montrer que tout réel k a exactement deux antécédents. d) Les points A(3,0), B (—3, —%), C(5,3)
sont-ils sur Cp?

2. Soit g(x) = E(x) + |x] (x € R). Calculer g(2,3), g(-1,5), g(-3) ; déterminer 'ensemble des antécé-
dents de 0.

Exercice 3 Egalité de deux fonctions * corrigé p. 39

Les fonctions f et g sont-elles égales ? Sinon, donner un intervalle ou elles coincident.

a) f(x) = szjf et g(x) = x2 -4 ; b) F(x) = [(x - 1)(x +2) et g(x) = /x - 1 x/x + 2;

) f(3) = T-6x+9 et g) = 1x =315 ) £ = 7k - 7k et glo) = s @) 0 = (V) et
g(x) = x.
Exercice 4 Parité G

1. Etudier la parité de chaque fonction (commencer par le domaine) :
)f(X) 3x*-x2+5; b) f(x) = X;Z, C)f(X) =xV9-x2; d) f(x) = x3+1; €) f(x) = |2x+3]+|2x-3];
)=Vx+2+2-x; 8) f(x) = L+ - h) f(X) = 5 i) f(x) = E(x).

2. f est paire, g est impaire, toutes deux définies sur R : parité de fg,9%, f-9,9-f,g-g?

Maths Olympiad @
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Exercice 5 Lecture graphique * corrigé p. 40
La courbe Cs ci-contre est la ligne brisée qui joint les points Y,
(-4,3),(-2,-1),(1,2), (3,2) et (5,-2). e, ,
1. Donner D, f(-3), (0), f(2), f(4) et les antécédents de 1, 2, / \

-2, 4 (écrire f(x) sur chaque segment). /

B . . . -4 -3\2 /1 T 2 3 5x

2. Selon lereel kR, donner le nombre de solutions de 'équation 1 \

f(x) = k. -
3. Résoudre f(x) = 1, puis f(x) < 0. 4. Tableau de variations

de f ; extremums de f sur D, puis sur [-3,3]; un minimum

relatif.
Exercice 6 Sens de variation * corrigé p. 40

1. A partir des fonctions de référence, donner le sens de variation de : a) fi(x)=7-3xsurR; b)
f(0) = 2= 2 sur 10, +0o[ ; €) f(x) = -2(x+3)? + 1 sur [-3,400[ ; d) £,(x) = /X =2 +1 sur [2, +oo[ ;
e) fs(x) = —"2—3 surR; f) f(x) = |x - 4| sur R. Comparer f, (2 +\/§) et f,(3,7).

2. Soit p(x) = 2x? - 8x + 1. Calculer et factoriser son taux d’accroissement T(x, y) ; en déduire les
variations de p sur ]-co, 2] et sur [2, +oo[, son tableau de variations, son minimum.

Exercice 7 Majorée, minorée, bornée » corrigé p. 4l

1. Ecrire avec des quantificateurs « f est majorée sur | », « f est bornée sur | » et « f n’est pas
minorée sur | ».

2. Chaque fonction est-elle majorée, minorée, bornée sur l'intervalle indiqué ? Admet-elle un
maximum, un minimum ?
a) f(x) = 5+4x-x? sur R (écrire f(x) = 9-(x-2)?); b) g(x) = 2 sur [0, +oo[ (écrire g(x) = 2--%);

_X+3
¢) h(x)=vx+1-2sur[0,8]; d)k(x) = = sur 1, +oo[.

Exercice 8 Opérations et position relative * corrigé p. 4l

1. Soit f(x) =v/x +2etg(x) = % Déterminer les domaines de définition de f + g, fg, 5 et %.

2. Soit u(x) = x2 - 2x et v(x) = x + 4. Signe de u(x) - v(x) ? En déduire la position relative de c,et
¢, et leurs points communs.

Q Niveau 2 < Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : parabole et hyperbole * % corrigé p. 4l
Soit les fonctions f et g définies par f(x) = -x* + 6x - 5 et g(x) = Z=2.

1. a) Forme canonique de f(x) ; montrer que la droite x = 3 est un axe de symétrie de Cs. b)
Variations de f par le taux d’accroissement ; tableau de variations. c) Résoudre f(x) = 0.

2. a) D, ? Montrer que g(x)=2- ij surD,. b) Montrer que Q(4,2) est un centre de symétrie de
6’9. c) Variations de g sur chaque intervalle de Dg.

3. a) Vérifier que f(x)-g(x) = % (x # 4). b) Points d’intersection et position relative de

C"‘f et Gg ? ¢) Tracer €f et C"‘g dans un méme repére.

Maths Olympiad e
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Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : taux d’accroissement et extremums * x corrigé p.42

1. Soit f(x) = % Déterminer D; et des réels g, b, c tels que f(x) =ax+b + ﬁ sur D;. Montrer
que le taux d’accroissement de f est T(x,y) = 1 - m

2. Variations de f sur ]-o0,-1], [-1,1[, ]1,3] et [3, +oo[ ; tableau de variations.

3. Minimum de f sur]1, +oco[ ? maximum sur ]-oo, 1[ ? f est-elle majorée, minorée sur D;? 4 Mon-
trer que Q(1,2) est un centre de symétrie de Cy.

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : composition * x corrigé p.42

1. Soit u(x) = x> - 8x + 15 et f(x) = /u(x). a) D, ? b) Variations de u, puis de f = v - u, ol v(t) = /t.
c) Montrer que la droite x = 4 est un axe de symétrie de Cy. Minimum de f ?

2. Soit g(x) = X - &/x sur [0, +oo[. a) Ecrire g = w - 5, avec s(x) = \/x et w un polyndme du second
degré. b) En déduire les variations de g sur [0, 4] et sur [4, +oo[, et son minimum. c) Résoudre
g(x)=0etg(x)<0.

3. Soit h(x) = x-4\1/§+5‘ Justifier que D, = [0, +oo[ ; variations de h ? Montrer que 0 < h < 1.

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : courbes et résolution graphique * » corrigé p. 43

Soit f(x) = 2v/x + 1 et, pour tout réel m, D, la droite d’équation y = x + m.

1. Déterminer D, et le sens de variation de f. Tracer Cs (placer ses points d’abscisses -1, 0, 3 et
8), puis les droites D _,, D, et D,

2. Résoudre graphiquement, puis par le calcul: a) f(x)=x-2; b) f(x) 2 x-2.

3. Selon le réel m, lire le nombre de points communs a C’f eta D, ;le confirmer par le calcul en

posantt=x+ 1.

Exercice 13 Axes et centres de symétrie * corrigé p.43

1. Montrer que C admet la droite indiquée pour axe de symétrie : a) f(x) = x* - 4x3 + 4x% + 1,
x=1; b) fgx) = m, x=5; ¢) f(x) =x(4 - x), x =2; montrer de plus que cette courbe
est un demi-cercle.

2. Montrer que C; admet le point indiqué pour centre de symétrie : a) f(x) = x> - 3x% +5x - 1,
Q(1,2); b) f(x) = 555, Q(-1,0),

x2+2x-8"

Exercice 14 Fonctions périodiques * % corrigé p. 43

1. Soit f(x) = (x - E(x))(1 - x + E(x)). a) Montrer que f est périodique de période 1. b) Exprimer
f(x) pour x € [0,1[ ; montrer que 0 < f(x) < % pour tout réel x et préciser ot le maximum est
atteint. c) Montrer que f est paire. d) Tracer C; sur[-2,2].

2. On suppose D]r = R et que €f admet deux axes de symétrie x = a et x = b (a < b). Montrer que
f est périodique de période 2(b - a). Exemple ?

Exercice 15 Retrouver une parabole et une hyperbole * corrigé p. 44

1. Déterminer la fonction p : x = ax? + bx + c dont la courbe P a pour sommet S(1,-2) et passe
par A(3, 6).

2. Déterminer R pour que la courbe H de h : x » 2+ % passe par O. Centre de symétrie et
droites remarquables de # ? Ecrire h(x) = % Tableaux de variations de p et de h.
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- 2x(x-1)(x-3) .

3. Montrer que p(x) - h(x) - ;

P et . Tracer P et .

en déduire les points communs et la position relative de

Exercice 16 Vrai ou faux? * corrigé p. 44

Démontrer, ou réfuter par un contre-exemple (f et g sont définies sur R, sauf mention contraire).
a) Si f est impaire, alors f(0) = 0. b) Une fonction paire n’est jamais injective. c) Si f est stricte-
ment croissante sur [0, 1] et sur [1, 2], elle U'est sur [0,2]. d) Si f, définie sur [0, 2], est strictement
croissante sur [0, 1[ et sur [1,2], elle l'est sur [0,2]. e) Toute fonction majorée sur R admet un
maximum. f) Une fonction croissante et périodique est constante. g) Si |f| est paire, alors f est
paire. h)Si f et g sont décroissantes, alors g - f est croissante.

O© Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Equations avec la partie entiére * x » corrigé p.4S

1. Résoudre dans R: a) E(x)> -3E(x)+2<0; b) E("zﬁ) =x-1; ¢)x? = 2E(x).

2. Soit n € N*. Montrer que E(M) = E(x) pour tout réel x (encadrer E(nx) a l'aide de k = E(x)).

n

Exercice 18 Extremums sans dérivée * % x corrigé p.4S

1. Soit f(x) = ﬁ*i*] a) Justifier que Ds = R. b) Montrer que % < f(x) < 3 pour tout réel x ; en
déduire le maximum et le minimum de f. c¢) En discutant 'équation f(x) = y, montrer que
fR) = [3,3]

2. Soit g(x) = v/x - 1+/5 - x. a) Déterminer D, et montrer que ¢, admet la droite d’équation x = 3
pour axe de symétrie. b) Exprimer g(x)? a laide de (x - 3)2 ; en déduire que 2 < g(x) < 22,
puis les extremums de g.

Exercice 19 Une fonction cubique et une translation * * x corrigé p.4S
Soit f(x) = x> - 6x2 et g(t) = t> - 12t, définies sur R.

1. Verifier que f(x) = g(x-2)-16; en déduire que Cpest limage de C, parune translation et que
Q(2,-16) est un centre de symétrie de Cs.

2. a) Montrer que le taux d'accroissement de g est T(x,y) = x*> + xy + y> - 12. b) Montrer que g
est strictement croissante sur [2, +oo[ et strictement décroissante sur [-2,2] ; en déduire ses
variations sur ]-oo, -2].

3. Endéduire le tableau de variations de f et ses extremums relatifs. 4. Factoriser f(x) et f(x)+32;
en déduire que -32 < f(x) < 0 sur [-2, 6], puis le maximum et le minimum de f sur[-2,6].

Exercice 20 Sommes de valeurs absolues * » corrigé p. 46

1. Soit f(x) = |x+2]| +2|x-1]| +|x-4]|. a) Ecrire f(x) sans valeur absolue sur chacun des intervalles
]-o0,-2], [-2,1], [1,4] et [4, +o[. b) Dresser le tableau de variations de f ; minimum ? ¢)
Montrer que la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie de Cs. d) Résoudre f(x) = 10,
puis f(x) < 10.

2. Soit S(x) = [x-1] +|x-2| +-+|x-9]|. a) Soit a < b. Montrer que |x -a| + |x - b| > b - a, avec
égalité si et seulement si x € [a, b]. b) En regroupant les termes deux par deux, déterminer le
minimum de S et le réel ou il est atteint.
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Exercice 21 Transformer une courbe * x * corrigé p. 46
Soit ((x) = 2=, et A la courbe de la fonction inverse x %
1. Montrer que (p(x) = 1-—; obtenir C, a partir de A par une symétrie et une translation. Tracer

€, puis les courbes dex - (p(-x), x B |o(x)| et x > o(|x]).
2. Résoudre graphiquement, puis par le calcul, 'inéquation |cp(x)| <1.
3. Selon le réel m, donner le nombre de solutions de I'équation (p(lxl) = m (justifier par le calcul).

Exercice 22 Monotonie et équations * * x corrigé p. 47

1. Soit f(x) = Vx-1++x+4& sur [1,+c0[. Montrer que f est strictement croissante ; résoudre
f(x) =5 et f(x)<5.

2. Soit g(x) = x3 + 2x. Montrer que g est strictement croissante sur R. Résoudre g(x) = 12, puis le
systéme x3 + 2x = y3 + 2y et x? + xy + y? = 12, d’inconnue (x, y) € R?.

Exercice 23 Equations fonctionnelles * * » corrigé p. 47

Trouver toutes les fonctions f vérifiant la relation (analyse : changer x en une expression bien
choisie ; synthése).

1. f : R > R et, pour tout réel x, f(x) + 2f(1 - x) = x>. Montrer ensuite que C; est une parabole
dont on donnera l'axe.
2. f: R* = R et, pour tout réel x # 0, 2f(x) + f(%) = 3x.

Q Niveau 9 « Concours

Exercice 24 Lidentité de Hermite * % x % corrigé p.47
Soit n € N* et, pour x € R, H(x) = E(x) + E(x+ %)+ E(x+ %)+---+ E(x+ %)— E(nx).

1. Montrer que H(x + 1) = H(x) pour tout réel x : H est périodique de périod

el
n
2. Calculer H(x) pour x € [0 [ En déduire l'identité de Hermite : ¥} ! E( %) = E(nx) pour tout
réel x.
0 kR 3
3. Cas n = 2. Soit m € N. Montrer que E(’g,jf1 ) = E(%) (z,m)(k e N); calculer ;% E(zozz,i:2 )

4. Cas n = 3. Résoudre E(x)+E(x+%)+E(x+§)=2x+1.

Exercice 25 Equation de Cauchy et monotonie * % * corrigé p. 47
Soit f : R — R telle que f(x +y) = f(x) + f(y) pour tous réels x, y, et a = f(1). On admet (cours)
que f(r)=arsir e Q.

1. Soitu < v deuxréels, q = E( )+1 etr= E(q;’)”

. Montrer que r est un rationneltelque u <r < v.

2. On suppose f croissante. Montrer que a = 0, puis, par l'absurde et avec 1., que f(x) = ax pour
tout réel x.

3. On suppose seulement f bornée sur [0,1]. Montrer que g : x — f(x) - ax vérifie la méme
relation que f, est nulle sur @, de période 1 et bornée sur R, puis (avec g(nx), n € N) que g = 0.

Exercice 26 Léquation f-f = -Id *x*x*x% corrigé p. 43

1. Soit f : R — R telle que f(f(x)) = -x pour tout réel x. Calculer f(f(f(x))) de deux fagons ; en
déduire que f est impaire, puis que f(0) =
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2. Montrer que f est bijective et que 0 est le seul réel x tel que f(x) = x ou f(x) = -x.

3. Montrer que f n’est pas monotone sur R.

4, Verifier que la fonction f définie par f(0) = 0, f(x) = x + 1 sur 12n,2n + 1], f(x) = 1 - x sur
12n +1,2n + 2] (n € N) et f(x) = -f(-x) si x < 0 convient. Tracer C; sur [-4, 4].

Exercice 27 Périodes incommensurables * x % % corrigé p. 43
Soit f : R > R admettant 1 et \/2 pour périodes (on rappelle que 2 ¢ Q).

1. Montrer que tout réel T = m + ny/2 > 0 (m, n € Z) est une période de f.

2. Soit N € N*. En placant les réels k\/f— E(kﬁ) (0 < k < N) dans les intervalles [IN'%[' montrer
que f a une période T € ]O, %[

3. On suppose de plus que f est croissante sur [0,1]. Soit 0 < x < y < 1. A l'aide d’une période
T < X, montrer que f(y) < f(x) ; en déduire que f est constante.

4. Montrer que l'indicatrice de G = {m + /2 |/ m,n € Z} (1 sur G, 0 ailleurs) admet 1 et J2 pour
périodes sans étre constante. Que conclure ?

Exercice 28 Extremum d’un produit sous contrainte * % x % corrigé p. 48

2
1. a) Montrer que ab < ("2;") pour tous réels a, b. b) En déduire que abcd < (

réels positifsa, b, ¢, d. c)Soita,b,c>0ets = “*Tb*c Avec d = s dans b), montrer que abc < s*
(égalité si et seulementsia=b = ¢).

2. La boite. Dans un carré de carton de coté 6, on découpe aux quatre coins un carré de coté
x € ]0, 3[, puis on replie les bords pour former une boite sans couvercle. Exprimer son volume
V(x);aveca = 4x etb=c=6-2x, montrer que V(x) < 16. Volume maximal ?

3. Déterminer le minimum de g(x) = x* + 22 sur J0, +oo (écrire 1& = &, &),

4
W) pour tous

Exercice 29 Des fonctions qui conservent les distances * % x % corrigé p. 49

1. Soit f : R - R telle que |f(x)- f(y)| = |x - y| pour tous réels x, y, et g(x) = f(x) - f(0). a) Que
vaut [T(x,y)| 2 b) Montrer que |g(x)| = | x|, puis, en élevant au carré |g(x)-g(y)| = |x-y|, que
g(x)g(y) = xy. c) En déduire que f(x) = ex + ¢, avec € € {-1,1} et c € R, et conclure. Quelle est
fsi,deplus, f(1)=3 et f(2)=27?

2. Soit f : R —» R telle que f(x+y) < f(x)+ f(y) et f(x) < x pour tous réels x, y. Calculer f(0), puis
montrer que f(x) = x pour tout réel x (utiliser f(x + (—x))).

Exercice 30 Le défi de la couverture * % x % corrigé p. 49

Soit f(x) =vx2 + 1+ \/(x -3)2 + 4 (x € R). On cherche le minimum de f, sans dérivée.

1. Par la géometrie. Dans un repére orthonormé, soit A(0, 1), B(3,-2) et M(x,0). a) Montrer que
f(x) = MA + MB. b) Avec l'inégalité triangulaire, montrer que f(x) = 3v/2 pour tout réel x. c) O
la droite (AB) coupe-t-elle l'axe des abscisses ? Conclure.

2. Par l'algébre : l'inégalité de Minkowski. Soit a, b, ¢, d € R. a) Vérifier que (a® + b?)(c? + d?) -
(ac + bd)? = (ad - bc)?. b) En déduire que ac + bd < Va2 + b2\/c2 + d2, puis, en élevant au carré,
que Va2 + b2 +1/c2 + d2 2 \(a + c)2 + (b + d)? (égalité si et seulement si ad = bc et ac + bd 2 0).
c) Retrouver le minimum de f et le réel ou il est atteint.

3. Plus généralement, soit p, g > 0 et ¢ € R : déterminer le minimum de x —» /x2+p2 +

V(X -¢)2 + g2 et le réel ol il est atteint.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

@ Domaine, égalité, opérations

Pour un domaine, on écrit toutes les conditions (dénominateur non nul, radicande positif) avant
de les résoudre. Deux fonctions sont égales si elles ont le méme domaine et les mémes images.

Exercice 31 Domaines de définition * corrigé p. S0

Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes (intervalle ou réunion
d’intervalles).

X+3 _ X _
RN o e D100 = a3 9 f,00= 22
3 &) o) = ——
b) ]‘z(x)=\/10—5x—x+,I x-x+2 h) fg(x) = VX3 - 4x
B VX + 3 X 1
) £, =X+ 2x 78 LEC— ) 550 = 3
Exercice 32 Egales ou pas? * corrigé p. S0

Dans chaque cas, déterminer les domaines de f et de g, puis dire si f = g. Sinon, donner le plus
grand ensemble sur lequel f et g sont définies et prennent les mémes valeurs.

a) f(X)=ﬁ et Q(X)=%; d) f(x)=Vx+2yx-1 et g(x)=1+yx-1;

b) f(x) = |XX2|+11 et g(x)=|x]-1; e) f(x)=Vx-2/x-1 et g(x)=Vx-1-1;
c) f(x)=+/x2(x-1) et g(x)=xJyx-1; f) £(x) = (Ix| +x)2 et g(x) = 2x(|x| + x).
Exercice 33 Somme, produit, quotient * corrigé p. S|

On pose u(x) =3 -x et v(x) = x> - 1.
1. Déterminer D, puis les domaines des fonctions u + v, uv, %, f etw =
JE:}+1

2-X

A
u-1°
V3-x+1

2. Montrer que w(x) = o

égales ?

pour tout x € D,. Les fonctionsw ett : x — sont-elles

3. Etudier le signe de (uv)(x) et résoudre l'inéquation (uv)(x) < 0.

4. Montrer que u(x) < "2—" pour tout x € D, et préciser le cas d’égalité. Interpréter avec la courbe
¢, et la droite A d’équation y = &%,
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Exercice 34 Position relative de deux courbes * corrigé p. S|

Soit f(x) = x> - 2x% (x € R), de courbe €, et D la droite d’équation y = x - 2.

fl
1. Factoriser f(x) - (x - 2) et dresser son tableau de signes.

2. En déduire la position relative de C; et de D, et les coordonnées de leurs points communs.
Résoudre f(x) < x - 2.

3. Pour tout réel m, on note D, la droite d’équation y = m(x - 2).
a) Vérifier que A(2,0) appartient a Cy et a toutes les droites D, , puis factoriser f(x) - m(x - 2).
b) Selon les valeurs de m, déterminer le nombre de points communs a C’f etaD, . Queretrouve-

t-onpourm=17?

Exercice 35 Domaines et parameétres * * x corrigé p. S|

1. Pour quels réels m la fonction f_ : x VX2 - 2mx + 3m - 2 est-elle définie sur R ? Donner le
domaine de f;.

2. Soitg, (x) = ﬁ Déterminer, selon le réel m, le domaine de g,.. Pour quels m est-il égal

a R ? Montrer que g_, est égale a une fonction trées simple.
3. Déterminer les réels a et b tels que le domaine de x — vax2 + bx + 6 soit exactement [-1, 3].

4. Déterminer le domaine de la fonction x — /1 - E(x2).

Exercice 36 Equations fonctionnelles * » * corrigé p. 52
On raisonne par analyse-synthése (forme d’une solution éventuelle, puis vérification).
1. Montrer qu’aucune fonction f : R — R ne veérifie f(x) + f(1 - x) = x pour tout réel x.
2. Déterminer les fonctions f : R - R telles que f(x +y) - f(x - y) = 4xy pour tous réels x et y.
3. Soit E = R\ {-1,0} et ¢o(x) = -~ pour x € E.

a) Montrer que (x) € E pour tout x € E, calculer ¢(¢p(x)) et montrer que (p((p((p(x))) =

b) Déterminer les fonctions h : E — R telles que h(x) + h(@(x)) = 2x pour tout x € E.

€ Parité, symétries, périodicité

On vérifie d’abord le domaine (-x € Df, ouz2a-x € Df). La droite x = a est un axe de Gf Si
f(2a - x) = f(x); le point Q(a, b) est un centre de Cs si f(2a - x) + f(x) = 2b.

Exercice 37 Paire, impaire, ou ni Uune ni lautre * corrigé p. S3

1. Etudier la parité des fonctions suivantes (commencer par le domaine) :
a)f1(x)=\/x2+x+’|-\/x2—x+1 b) f,(x) = 2I|' c) f3(x) = =
f(x) = VX2 - Ix].

2. Soient g, b, c des réels et f(x) = “x*—b’“c A quelle condition f est-elle paire ? impaire ?

d) £,(x) = x|x| +1; e)

XIXI’
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Exercice 38 Axe ou centre de symétrie * corrigé p. 53

1. Soit g(x) = (x + 1)(3 - x) + |x - 1|. Montrer que la droite x = 1 est un axe de symétrie de €y La
droite x = 0 en est-elle un ?

x-1
) E=Ih
un ? Ecrire m(x) sans valeur absolue sur ]-co, 1[ et sur ]1, +ool.

2. Soit m(x) = x+

Montrer que Q(1, 1) est un centre de symétrie de €, . L'origine O en est-elle

3. Soit kR(x) = Ixizl + |X14|. Déterminer D, et montrer que €, admet un axe de symétrie.

Exercice 39 Une symétrie pour résoudre * % corrigé p. 54

1. Soit f(x) = (x - 1)* + (x - 3)*. a) Montrer que la droite x = 2 est un axe de C;etque f(2+1t) =
2t +12t% + 2.
b) En déduire le minimum de f, puis résoudre f(x) = 82 et f(x) < 82.

2. Soit h(x) = (X_11)2 +ﬁ. Montrer que €, admet l'axe x = 2, exprimer h(2+t) et résoudre h(x) = .

3. Soit R(x) = (x - 1)|x - 1| +(x - 3)|x - 3|. a) Montrer que Q(2, 0) est un centre de symétrie de C,.

b) Ecrire k(2 + t) sans valeur absolue pour 0 <t < 1, puis pour t 2 1. En déduire que k(x) < 0
pour x < 2.

c) Résoudre R(x) = 8, puis, sans nouveau calcul, R(x) = -8.

Exercice 40 Fonctions périodiques * % corrigé p.S4
1. Soit g(x) = E(x) + E(-x). Calculer g(x) selon que x est entier ou non. Montrer que g est paire,
que tout entier k 2 1 est une période de g, et que ce sont les seules périodes.
2. Soit f : R — R périodique de période 2, telle que f(x) =1 - x2 pour x € [-1,1[.
a) Calculer f(%), f(-%) et £(2027). Exprimer f(x) pour x € [1, 3[.

b) Vérifier la formule en x = 1, puis montrer que f est paire et que chaque droite x = k (k € Z)
est un axe de Cs.

c) Résoudre l'équation f(x) = 3 sur [-3,3].

3. Montrer que p : x » xf(x) n'est pas périodique (une fonction périodique de période T et
bornée sur [0, T] est bornée sur R).

Exercice 41 Symétrie et bijection réciproque * * % corrigé p.SS

Soit f : D = J une bijection (D, J parties de R), de réciproque ™' : J - D.

1. On suppose que Q(a, b) est un centre de symétrie de C’f. Montrer que, siy € J,alors 2b-y € J,
et que Q'(b, a) est un centre de symétrie de la courbe de f~'. Cas ol f est impaire ?

2. On suppose que D contient au moins deux réels. Montrer que Cs n‘admet aucun axe de
symétrie x = a.

3. Soit @(x) = ;- - 1 pour x €]0,4[. a) Montrer que Q(2,0) est un centre de symétrie de G

b) Montrer que p(x) =y <= yx?+(2-4y)x -4 =0. Pour y > 0, montrer que cette équation a
une seule solution dans ]0, 4.

c) A l'aide de a), montrer que @ est une bijection de ]0,4[ sur R ; expliciter ¢~ et vérifier le
résultat de la question 1.
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Exercice 42 Symétries des polynomes * x * corrigé p.SS
1. Soit Q(t) = ¢, t* + c,t* + ¢, t? + ¢t + ¢,. Montrer que Q est paire si et seulementsic; = ¢, = 0
(utiliser t = 1 et t = 2), et impaire si et seulementsic, = ¢, = ¢, = 0.

2. Soit P(x) = x* + px® + gx* + rx + s. En étudiant t — P(a + t), montrer que C, admet un axe de
symétrie si et seulement si p> - 4pq + 8r = 0, l'axe étant alors x = —%, et que ¢, n'a jamais de
centre de symétrie.

3. Soit P(x) = x* +4x>-2x?-12x. Trouver l'axe de €, calculer P(-1+t), puis en déduire les racines
et le signe de P.

4. Pour quel réel c la courbe de x = x* + 2x> + cx? - 4x + 1 admet-elle un axe de symétrie ?

@ Majorants et extremums

Pour prouver que M est le maximum de f sur I, on montre que M-f(x) > 0 sur I (carré, factorisation,
forme canonique), puis on trouve a € I tel que f(a) = M ; sinon, M n’est qu'un majorant.

Exercice 43 Majorée, minorée, bornée ? » corrigé p. 56

1. Soit f(x) = );34_31)( Montrer que |f(x)| < 3 pour tout réel x (distinguer |x| < 1 et |x]| = 1).

2. Soit g(x) = x| x| - 2x. Montrer que g est bornée sur [-1, 3], et déterminer son maximum et son
minimum sur [-1, 3].

3. Soit R(x) = \/}—% sur ]0, +oo[. Ecrire avec des quantificateurs « k n’est pas majorée » et « k n'est
pas minorée », puis démontrer ces deux propriéteés.

4. Soient f et g majorées sur I. Montrer que f + g est majorée sur /; a laidede f =g : x = -x?
sur R, montrer que fg ne l'est pas forcément ; montrer que fg l'est si, de plus, f 20 et g = 0.

Exercice 44 Extremums et forme canonique * corrigé p.S7
1. Soit f(x) = 2x? - 12x + 7. Ecrire f(x) sous forme canonique ; en déduire le minimum de f sur R,
puis le maximum et le minimum de f sur [4, 6].

2. Soit g(x) = -x? + 5x - 4. Déterminer le maximum de g sur R, puis le maximum et le minimum
de g sur [0, 2].
3. Soit q(x) = x? + 4x + |x + 2|. En posant t = |x + 2|, déterminer le minimum de q. Pourquoi la
2
forme canonique (t + %) - Z ne le donne-t-elle pas ?

4. Trouver la plus petite valeur de x? + y? lorsque x + 2y = 5, et le couple (x,y) qui la réalise.
Interpréter dans un repére orthonorme.

Exercice 45 Atteint ou non? %% corrigé p.S7

1. Soit f(x) = x? - 4|x - 1|. a) Ecrire f(x) sous forme canonique sans valeur absolue sur [1, +oo],
puis sur ]-oo, 1].

b) Montrer que f admet un minimum absolu sur R, un minimum relatif en 2, un maximum
relatif en 1, et qu’elle n’est pas majorée.

c) Déterminer le maximum et le minimum de f sur [-3, 3], et ou ils sont atteints.
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2. Soit g(x) = EX sur [1,+oo[. a) Montrer que g < 1 et déterminer les réels ot g vaut 1.
b) Montrer que g(x) > 5 pour tout x > 1 (distinguer 1< x <2 et x > 2).

c) Montrer qu’aucun réel m > % ne minore g. La fonction g admet-elle un minimum ?

Exercice 46 Racines carrées * x corrigé p. S8

1. Soient f(x) = Vx2 + & -/x2+ 1 et s(x) = Vx2 + & +/x2 + 1, pour x € R.
a) Montrer que s admet un minimum, que l'on précisera, et que s n’est pas majorée.

b) Montrer que f(x) = —) En déduire que 0 < f(x) < 1, et que f admet un maximum.

c) Soit € > 0. Montrer que f(%) < &. La fonction f admet-elle un minimum ?

2
2. Soit h(x) = xy/1 - x sur [0,1]. a) Vérifier que x* - x* + - = (x - 2) (x + %)

b) En déduire le maximum et le minimum de h sur [0, 1] (on pourra étudier h(x)?).

Exercice 47 Factoriser pour conclure * * corrigé p. S8
1. Vérifier que x* - 4x + 3 = (x - 1)? (x? + 2x + 3). En déduire le minimum de u : x » x* - &4x sur R,
puis celui de w : x = x* + 4x.

2. Soit n =2 2 un entier. Montrer que, pour tout x > 0,

X"=1-n(x-1)=(x-D[(x" = 1) 4+ (2= 1)+ (x-1)],
puis que x"-nx 2 1-n, avec égalité seulement pour x = 1. Quel est le minimum de x — x°-5x
sur [0, +oo[ ?
3. Un rectangle a pour sommets (-x, 0), (x, 0), (x, & - x?) et (-x, & - x?), avec 0 < x < 2 (il est inscrit

/3 GV, , 6B
sous la parabole y = 4-x2). Exprimer son aire A(x), vérifier que 222 -A(x) = 2 (x - 23—3) (x 4 “3—3),
et en déduire l'aire maximale.

Exercice 48 Moindres carrés * * x corrigé p. S8

1. Soit f(x) = (x - 1)? + (x - 2)> + (x - 6)?. Ecrire f(x) sous forme canonique et déterminer son
minimum. Comparer le réel ou il est atteint a la moyenne de 1, 2 et 6.
+. n - .
2. Soient a,,...,a, des réels, m = - 4™ leur moyenne et F(x) = ¥ (x - ak)z. En écrivant x - a, =
k=1
n
(x-m)+(m-a,), montrer que F(x) = n(x-m)*+ ¥ (a, - m)?, et en déduire le minimum de F sur
k=1
R.

3. Dans un repére orthonormé, on donne A(1, 2), B(3,-1) et C(5, 4). Trouver le point M de l'axe des
abscisses pour lequel MA? + MB? + MC? est minimal, et ce minimum.

4. Soit a > 0. Déterminer, selon a, le minimum et le maximum de la fonction f de la question 1
sur [0, a].
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@ Sens de variation

Le signe du taux d’accroissement T(x,y) = [RF0) (& y dans I) donne le sens de variation de f

x-y
sur | ; pour une somme, un produit ou une composée, on applique les regles du cours en vérifiant

leurs hypotheéses.

Exercice 49 Le taux d’accroissement pas a pas * corrigé p.S9
Soit f(x)=x?>+6x+4 (x€R) et g(x)=2x+vx-1 (x21).

1. Montrer que le taux d’accroissement de f vaut x + y + 6. Etudier son signe lorsque x et y sont
dans ]-oo, -3], puis dans [-3, +oo[ ; en déduire le tableau de variations et le minimum de f.

2. Montrer que le taux d’accroissement de g vaut 2 + et en déduire le sens de variation

]
de g.

3. Sans calculer les images, comparer f(-/3) et f(-v/2), puis g(rr) et g(v/10) (on admet 1 < 3,15).
Montrer que f(-6-x) = f(x) et en déduire la comparaison de f(-7) et f(0) ; pourquoi ne peut-on
pas comparer directement -7 et 0 ?

Exercice 50 Opérations et sens de variation * corrigé p.S9

Sur | = [-2,+0oo[, on pose f(x) = Vx +2 et g(x) = x? + 4x + 3.

1. Montrer que f et g sont strictement croissantes sur | (écrire g(x) = (x + 2)? - 1). En déduire le
sens de variationsur /des=f+g,k=2-3getr= 117, et dresser le tableau de variations de
s eny plagant s(-2), s(-1) et s(2).

2. Soit p = f x g. Calculer p(-2), p( - %) et p(-1) : p est-elle monotone sur | ? Montrer que p est

strictement croissante sur [-1, +oo[. Quelle hypothése de la régle « produit de deux fonctions
croissantes » manque sur [ ?

Exercice 51 Composer dans les deux sens * % corrigé p. 60
Soit v(t) = t* - 6t et i(x) = 1.

1. Ecrire v(t) sous forme canonique, donner le sens de variation de v sur ]-oo, 3] et sur [3, +oo[, et
le signe de v(t).

2. Soitg =v-i, g(x) = X1—2 - g (x # 0). Etudier les variations de g sur ]-oo, 0], ]0,%] et [%,+oo[,

dresser son tableau, donner son minimum sur ]0, +oo[ et résoudre g(x) = -8.

3. Soith = i-v. Déterminer D, et montrer que h(6-x) = h(x). Etudier les variations de h sur chacun
des intervalles ]-o0, 0[, 10, 3], [3, 6], 16, +o[ et dresser son tableau. Montrer que h(x) < —% pour

tout x € ]0, 6[, résoudre h(x) = —%, et comparer g et h.

Exercice 52 Monotonie, équations et inéquations * x corrigé p. 60

1. Soit h(t) = % (t #-2). a) Montrer que h(t) = 1- %, que h est strictement croissante sur ]-oo, -2[
et sur]-2,+oo[, et que h(t) < 1sit>-2,h(t)>1sit<-2.
x2-1 _3x-1

) x2—1<2x—1
X2+2 3x+2

X2+2 " 2x+2°

b) En reconnaissant h (x?), h(3x) et h(2x), résoudre , puis
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2. Soitd(t) =+/9 - t-t(t < 9). Montrer que d est strictement décroissante, puis résoudre /9 - x2 -

x2=9-2x-2x et V9-x2-x2>9-2x-2x.

Exercice 53 Une somme croissante, une autre pas * * x corrigé p. 61

Soit f(x) = x + et g(x)=x+ (x € R).

X2 +1 X2 +1
X+y

1. Montrer que le taux d'accroissement de f vaut T(x,y)=1- —————.
q f *,y) 2021

2. Montrer que t* - [t| + 7 2 0 pour tout réel t, puis que (x? + 1)(y? + 1) > |x +y|. En déduire que f

est strictement croissante sur R, bien que x X21—+1 ne soit pas monotone.

3. Résoudre f(x) = 1, f(x) > 1 et f(2x - 1) < f (x?). Montrer que x < f(x) < x + 1 et préciser le cas
d’égalité.
4. Calculer g(0), g(%) et g(1) : g est-elle monotone sur R ? Montrer que g est strictement crois-

sante sur ]-oo, 0] et sur [1, +oo[ (pour x, y = 1, comparer (x + 1) (y? + 1), 4xy et 2(x+y)). Résoudre
g(x)=2etg(x)22.

Exercice 54 Monotone ou pas? * * % corrigé p. 6l

Dans cet exercice, m est un parameétre réel.

1. Soit f, (x) = x> -2mx + 1 sur | = [1,3]. Montrer que f,, est croissante sur I si et seulement si
m < 1, décroissante sur [ si et seulement sim > 3 ; pour 1 < m < 3, dresser son tableau de
variations sur I.

2. Soit g, (x) = [2x - 1| + mx (x € R). a) Ecrire g, (x) sans valeur absolue. b) Montrer que g,,
est croissante sur R si et seulement si m = 2, décroissante si et seulement si m < -2. c¢) Pour
-2 <m < 2, calculer le minimum de g,.. d) Pour quels m la fonction g, est-elle injective ?

3. Soit R (x) = E(x) + mx. Montrer que R, est croissante sur R si et seulementsim 20, et qu’elle

n'est décroissante pour aucune valeur de m (comparer k(1) et k_(1-1), avect = #ml)'

@ Fonctions usuelles et courbes

Forme canonique pour une parabole, forme réduite pour une hyperbole, translations et symétries
pour le reste : on raméne chaque courbe a une courbe de référence. Les repéres sont orthonor-
mes.

Exercice 55 Deux paraboles * corrigé p. 62
Soit f(x) = x? - 4x+2 et g(x) = -x?+2x+ 2.

1. Ecrire f(x) et g(x) sous forme canonique ; en déduire le sommet et l'axe de chaque courbe, le
sens de variation de chaque fonction, puis résoudre f(x) = 0 et g(x) = 0. Tracer CretC, dans
un méme repere.

2. Déterminer les points communs a CretCy, puis résoudre f(x) < g(x) et interpréter graphique-
ment.

3. Verifier que g(3 - x) = 1 - f(x) pour tout reel x ; en déduire que €, est la symétrique de s
par rapport au point I(%, %) Vérifier que I est le milieu des deux sommets et des deux points
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communs.

Exercice 56 Une hyperbole a points entiers * corrigé p.62

X+5
xX+1

Soit f(x) =
1. Déterminer D, montrer que f(x)=1+ ﬁ, et etudier a l'aide du taux d’accroissement le sens
de variation de f sur chacun des deux intervalles de D;.

2. Montrer que Q(-1,1) est centre de symétrie de Cy. Par quelle translation Cy se déduit-elle de
la courbe de x - % ?

3. Déterminer les points de Cr dont les deux coordonnées sont entiéres. Tracer Cy et ses deux
droites remarquables, puis résoudre f(x) = 3 par le calcul et contrdler sur la figure.

Exercice 57 Racine contre valeur absolue *x corrigé p.63

Soit f(x) =/x +3 et g(x) = |x - 3].

1. Préciser D;. Montrer que C; se déduit de la courbe de x +~ /x par une translation, et que
M(x,y) € C; < (v 20etx=y?-3). Tracer C; et ¢, dans un méme repére.

2. Résoudre f(x) = g(x), puis f(x) > g(x).

3. Soith = f-g. Montrer que h est strictement croissante sur [-3, 3], puis (taux d’accroissement de
X /X + 3-x) strictement décroissante sur[3, +oo[. En déduire le maximum de h et l'interpréter
sur la figure.

Exercice 58 Partie entiére : équations et segments * x corrigé p.63

1. Résoudre dans R : a) E(y/x) =2 et E(1)=3; b)E(x)x E(-x) = -6 (distinguer x € Z et x ¢ ).

2. Soit f(x) = xE(x). a) Ecrire f(x) sans partie entiére sur [-2,-1[, [-1,0[, [0, 1[, [1, 2[, [2, 3], et
tracer €'y sur [-2,3[ en soignant les extrémités des segments. b) Montrer que f(x) = 0 pour
tout réel x. c) Montrer que 'équation f(x) = 3 a une seule solution réelle (poser n = E(x) et
discuter selon lU'entier n).

Exercice 59 Valeurs absolues emboitées * x * corrigé p.63
Soit f(x) = |||x| -2| -1| (x € R).

1. Tracer successivement les courbes de u,(x) = |x| -2, u, = |u,|, u; = u, -1 et f = |us], en
précisant a chaque étape la transformation utilisée.

2. Montrer que f est paire, écrire f(x) sans valeur absolue sur [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, +oo[, et donner
les variations de f sur R.

3. Déterminer par le calcul, selon le réel m, le nombre de solutions de f(x) = m (exprimer les
valeurs possibles de |x|) et contréler sur la figure. Résoudre f(x) < %
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Exercice 60 Les axes cachés d’'une hyperbole * * corrigé p. 64

Soit f(x) = X

X+
M,(y - 3, x +3), et que celle d'axe A, : y = -x + 1 envoie M sur M,(1 -y, 1-x).

. On admet que la symétrie orthogonale d’axe A, : y = x + 3 envoie M(x, y) sur

1. Ecrire f(x) = 2 - % ; préciser le centre Q de C la translation qui transforme la courbe de
X —% en Gy, et le sens de variation de f.

2. Montrer que M(x,y) € C; & (x+1)(y - 2) = -3. En déduire que le produit des distances d’un
point de Cy aux droites x = -1 et y = 2 est constant.

3. Vérifier que Q € A, n A,, puis montrer que A, et A, sont des axes de symétrie de Cs.

4. Montrer que € ne rencontre pas A, et coupe A, en deux points S et S’ (les sommets) ; calculer
SS'. Tracer C’f, A, A, etlesdroites x = -1,y = 2.

@ Défis de concours

Chaque probléme mélange plusieurs notions du chapitre (inégalités, symétries, taux, composées,
partie entiére) : il faut des idées et des calculs bien menés.

Exercice 61 Le trindme le plus plat * x % x corrigé p.6S
Pour b, c réels, P(x) = x? + bx + c vérifie (H) si |P(x)] < % pour tout x € [-1,1].

1. Montrer que P(1)+P(-1)-2P(0) = 2 ; en déduire que l'un au moins des nombres |P(-1)|, |P(0)],
|P(1)] est 2 1.

2. Montrer que Py(x) = x? - % vérifie (H), et que c’est le seul trindme de la forme x? + bx + ¢ qui la
veérifie.

3. Soit Q(x) = ax? + bx + c tel que |Q(x)| < 1 pour tout x € [-1,1]. a) Exprimer a, b, ¢ a laide de
Q(-1), Q(0), Q(1), et en déduire |b| < 1, |c| < 1, |a] £ 2. b) Montrer que |a| + |b] + |c| < 3 (se
rameneraa >0, b >0 en remplacant au besoin Q(x) par -Q(x) ou Q(-x), puis discuter selon le
signe de c). Cas d’égalité ?

Exercice 62 Un graphe sur deux droites * % x % corrigé p.6S

On cherche les fonctions f : R - Rtelles que (E): Vx € R, (f(x) - 1)(f(x) - x) = 0, et l'on note
J={xeR: f(x)=1}

1. Montrer que f vérifie (E) si et seulement si f(x) € {1, x} pour tout x ; montrer que 1 € J et
interpréter (E) graphiquement. Donner une solution qui n’est pas monotone.

2. On suppose que f vérifie (E). a) Si f est croissante, montrer que tout réel compris entre un
élément de J et 1 appartient aJ. b) En déduire que f est croissante si et seulement si J est un
intervalle contenant 1. c) Quelles sont les solutions strictement croissantes ?

3. Montrer, par l'absurde, que la seule solution décroissante est la fonction constante égale a 1.

4. Déterminer les solutions paires, les solutions impaires, et les solutions périodiques.
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Exercice 63 Une droite et un demi-cercle * * %% corrigé p. 66

Soit f(x) = x + 25 - x2.

1. Déterminer D et vérifier que (x +2y)* +(2x-y)? = 5(x* + y?). En déduire que ~J/5 < f(x) < 5 sur
Dy, et préciser les cas d’'égalité.

2. a) Comparer 2t et /5-t2 selonquet < Tout 21 (t e Df). b) Pour x # y dans Ds, {x,y} #

{-\/5,/5}, montrer que T(x,y) =1 - \/5_2(2’(—+\7;_2 ; en déduire le tableau de variations de f.
-X4+ -y

3. Montrer que f(x) =m < (x <smet5x>-2mx+m?-20 = 0), et en déduire, selon m, le nombre
de solutions de f(x) = m. Interpréter a l'aide du demi-cercleI: x> +y? =5,y 2 0, et de la droite
D, :x+2y=m.

Exercice 64 Deux fonctions de méme monotonie * * % corrigé p.67

1. Soit f, g deéfinies sur un intervalle I, de taux d’accroissement T;, T, Montrer que (f(x) -
F)gx) - g(v) = (x - ¥y To(x,y) T,(x,y) pour x # y ; en déduire le signe de ce produit si
f et g ont le méme sens de variation, puis des sens contraires.

2. Soit x,, x,, X; €1, f; = f(x;), g; = g(x;). Vérifier que
3 (f1g1 i fzgz W f3g3)_(f1 s fz v f3)(g1 W gz i 93) = (f1 _fz)(g1 _gz)+(f1 _f3)(g1 _93)+(f2_f3)(gz_g3)r

et en déduire l'inégalité de Tchebychev : si f et g ont le méme sens de variation, (f, + f, +
f3)(g, + 9, +95) < 3(f,9, + f,9, + f395) (et linégalité contraire sinon).

3. a) Montrer que (a+b+c)(a? + b? + ¢?) < 3(a® + b + c®) poura, b, ¢ 2 0, etque(a+b+c)( + % + %) >

9 pour a, b, ¢ > 0, avec égalité si et seulementsia=b =c.

1
a

b)Sia,b,c>0eta+b+c=1 montrer que ﬁ + % + 1—fc > % (cas d’égalité ?). En déduire le
minimum de S = - + -2 + < sur ]0, +oo[3.
b+c c+a a+b

Exercice 65 Une symétrie qui calcule des sommes * x % % corrigé p.67
2
. X
Soit f(x) = ————.

1. Montrer que f est définie sur R et que f(x) + f(1 - x) = 1; interpréter graphiquement.

2. Montrer que 0 < f < 1 et preéciser les extremums de f ; montrer que f(x) < % &= X< %
3. Pour x # 0, montrer que f(x) = w(u(x)) avec u(x) = I - 1 et w(t) = - ; en déduire, a l'aide des

variations de w (vues en cours), le tableau de variations de f. e
4. Pour n € N*, calculer S, = f(0) + f(%) + f(%) PR f(%) + £(1), puis S, -
Exercice 66 Equations avec parties entiéres * % x x corrigé p.68
1. Montrer que, pour tous réels a et b: E(a) + E(b) < E(a + b) < E(a) + E(b) + 1.

2. Résoudre E(%) + E(X) = x - 2 (montrer que x est entier et écrire x =6q +1,q €Z,0<r<5).

3. Soit g(x) = x - E(%) - E(%) - E(%). a) Montrer que g est 6-périodique. b) A l'aide de 1, montrer
que g(x) = x - E(x) 2 0, puis que g(x) =0 < x € 6Z. c) Calculer g(x) sur [0,2[, [2, 3], [3, &,

[4,6[ ; en déduire g(R), et montrer que g est majorée par 3 mais n'a pas de maximum.

Maths Olympiad @



Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1. On écrit les conditions d’existence : denominateur non nul, quantité sous la racine positive.
a) Fonction polyndme : . b) x> -7x+10 = (x - 2)(x - 5) : D;=R\{2,5} c)6-2x2
0 & xs3:|D;=]-00,3]| d) x3 - 16x = x(x - 4)(x + &) : ’Df=R\{—4,0,4}‘. e)x+120et

Jx+122 < x=23:[D =[—’I,3[U]3,+oo[‘. f)x>-9>0 < |X|>3:’Df=]—oo,—3[u]3,+oo[‘.
g) Il faut x # -2 et & 1);”) > 0; letableau de signes (troisfacteurs)donne’Df =]-2,-1]u ['I,+oo[‘.
)|X|¢4.’Df-R\{ 4,4}‘. )E(X)=0 < Osx<1:’Df=]—oo,0[u[1,+oo[‘. )x20et-x20:

0,0

2. Parexemplef(x)=%:ilfautx+220et3—x>0,soit—25x<3.

® Corrigé de l'exercice 2

1. a)[D . fO) =0, f(-1) =12 =2 f@)= 522, f(3)=20=3 7(V2)= 222 -
(E=12)2a) 3f)(f+1)

b) Pourx:: 1: f(x ) 0 < x(x-3)=0:antécédentsde0:[0et3] f(x)=-2 < x*-3x=

-2x+2 < (x-2)(x+1)=0:antécédents de -2 :[-1 et 2].

c) On résout f(x) = k. Pour x # 1: f(x) = R < x?>-(3+R)x+k = 0. Discriminant :

(3+R)?> -4k =(R+1)?>+8>0: deux solutions distinctes, et aucune ne vaut 1 (en 1, le trindme

vaut -2). Donc k a exactement deux antécédents.

d)f(3)=0:AeC;; f(-3)=2=-2:BeC;; f(5)=,'=223:CeC,.
2.9(2,3)=2+23=4,3; g(-1,5) = —2 +1,5=-0,5; g(-3) = -3 +3 = 0. Disjonction des cas. Si

x20:E(x)20et|x] =x20,doncg(x)=0 < EX)=0etx=0 < x=0.Six<0:

g(x)=E(X)-x=0 < x=E(X) & x e Z Antécédentsde0:[{0,-1,-2,-3,..} =Zn]-oo,0]]

(une infinité).

® Corrigé de l'exercice 3

Deux fonctions sont égales lorsqu’elles ont le méme domaine et les mémes images.

a) X2+ 4 ; 0,doncD; =R =D, et x*-16 = (x? - 4)(x? + 4): (ici, simplifier ne change pas le
domaine).
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b) D, ={x/ (x=1)(x+2) 2 0} = ]-00,-2]U[1, +0oo[ et Dy=[1,+c0[: f2g (f(-3) = 2, g(-3) n’existe pas).
Sur [1,+oo[, ab = Javb (a, b2 0): f = g.
c)D; =D, = Ret,/(x-3)2 =|x-3:[f=g] d)x?+3x+2=(x+1)(x+2): D;=D,=R\{-2,-1}et
(x+2)- ( +1)

()§(+1 :+2) g(X)

)Df = [0, +oo[z R : f # g ; elles coincident sur [0, +ool.
® Corrigé de U'exercice 4

1. On veérifie que D, est symétrique, puis on compare f(-x)a f(x) eta -f(x). a)D =R, f(-x) = f(x):

paire. b) D, = R\{-2,2}, f(-x) = '234 = -f(x): impaire. ¢) D = [-3,3], f(-X) = -xv9 - X2 = -f(x)

impaire. d) f(1) = 2 et f(-1) = 0: f(-1) # f(1) et f(- 1) # -f(1) : ni paire ni impaire. e)
Df = R, f(-x) = | -2x + 3| + | - 2x - 3] = |2x - 3| + |2x + 3| = f(x): paire. f) D, = [-2,2],
f(-x) = V2 -x+\2+x = f(x): paire. g)D; =R\ {-1,1}, f(-x) = 5 + -] =—L——-—f(x)

-x+1 X+1 X- 1

impaire. h) D ;= R\ {-1,0} nest pas symetrlque (1e Df, -1 ¢ Df): ni paire ni impaire. i)
E('E) =-1, E( ) 0 : ni paire ni impaire.
2. Pour tout réel x : (fg)(-x) = f(x)( - g(x)) = ~(fg)(x) : fg impaire; g?(-x) = ( - (x)) g%(x) :
(-

paire; f(g(-x)) = f( - g(x)) = f(g(x)) : f - g paire; g(f(-x)) = g(f(x)): g - f paire; g(g(-x)) =
g( - Q(X)) = -g(g(x)) : g - g impaire.

® Corrigé de l'exercice 5

1. Chaque segment est porteé par une droite : f(x) = -2x-5
sur [-4,-2], f(x) = x + 1 sur [-2,1], f(x) = 2 sur [1,3],
f(X):8—2XSUF[3,5]. sz[_415];f(_3)=11f(0)=11 f(X) N ,2»2\
f(2) =2, f(4) = 0. Antécédents:de1:|-3,0, Z|;de2:
—% et tous les réels de [1,3]; de -2 : |5/ seulement ; de
4 :aucun (f < 3).

2. On compte les points d’intersection de Cy avec la droite horizontaley = k: k< -2:0;
-2<hk<-1:1; I?=-’I:2(—2et%); -1<RkR<2:3; R=2:uneinfinitée; 2<k<3:1; kR>3:0.

3. Sur chaque segment: -2x-521 < x<-3;x+121 & x20;8-2x21 < xs%:
f(x)21 < xe [—4,—3]U[0,%]. De méme [f(x) <0 < xe]—%,—1[u]4,5].

4, Tableau ci-dessus (f est constante sur [1,3]). Sur D, : maximum 3] atteint en -4, minimum

atteint en 5. Sur [-3,3]: maximum 2 (atteint en tout point de [1,3]), minimum -1 (en -2).
f(-2) = -1 est un minimum relatif : f(x) > -1 pour x € [-3, 1], mais pas sur tout D.

® Corrigé de l'exercice 6

1. a) f, est affine de coefficient -3 < 0 : strictement décroissante. b) x - % est strictement
décroissante sur ]0, +oo[, donc x -% et f, sont strictement croissantes. ¢) Si-3 < x < X/,
alors 0 < x +3 < x" + 3, d'ol (x + 3)? < (x" + 3)? et f,(x) > f,(x) : décroissante. d) x — x -2 et
t — 4/t sont croissantes : f, strictement croissante. e) x » x> est strictement croissante, le
coefficient —% est négatif : f. strictement décroissante. f) f (x)=4-Xxsix<4, x-4six24:
décroissante sur ]-co, 4], croissante sur [4, +oo[. Enfin 1,7% = 2,89 < 3, donc 2 + V3> 3,7et,f,

étant strictement croissante, |f, (2 + \/5) > f,(3,7)|
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a 2(x2-y?)-8(x-

2. On factorise p(x) - p(y). T(x,y) = (yx—)y(y) =[2(x+y - 4)| X |-o 2 +00
Si x # y sont dans ]-,2], alors x +y < &4 (car x + y < 4,
avec égalité seulementsi x = y = 2): T(x,y) < 0, p est -7
strictement décroissante sur ]-o,2]. Si x # y sont dans
[2,+00[, alors x +y > 4 : p est strictement croissante sur

[2, +oo[. Minimum : [p(2) = -7|.

® Corrigé de l'exercice 7

1. f majoréesurl:IMeR, Vx €, f(x)<M; fbornéesurl:IMeR, Vx €, |f(x)] <M; f non
minorée surl: Ym € R, 3x €1, f(x) < m.

2.a) f(x)=9-(x-2)?<9=f(2): f est majorée et admet un maximum, [9], en 2. Elle n’est pas
minorée : pour tout m, x = 2 +/[m| + 10 donne f(x) = -1 - |m| < m ; donc ni minimum, ni
bornée.

b)2--% = 2 ;pourx 2 0, x+3 2 3,donc 0 < - < 2 et[0 < g(x) < 2| g est bornée, de minimum

. Le majorant 2 n'est pas atteint, et g n'a pas de maximum: g est strictement croissante
(x = --% Uest), donc g(x, + 1) > g(x,) pour tout x, > 0.

) Pour0<x<8:1<+x+1<3, dol -1 < h(x) < 1]: bornée, minimum -1 = h(0), maximum
1 = h(8).

d) R(x) > 0 : minorée par 0. Non majorée : pour tout M, k(1 + |M3|+1) = |[M| +1 > M. Pas de
minimum : k est strictement décroissante, donc R(x, + 1) < R(x,) pour tout x; > 1.

® Corrigé de U'exercice 8

1. D; = [-2,+00[, D, = R\ {3}. D,
g(x) =0 < x=0:[-2,0[u]0,3[ul3,+x[. Pour %, onexclut f(x) =0 < x=-2:
’]—2,3[U]3, +oo[‘.

2. u(x)-v(x) = x>-3x-4 = (x+1)(x-4). La position relative se lit sur le signe de la différence : e, est
au-dessus de € sur]-oo, -1[ U ]4, +oo[, au-dessous sur]-1, 4] ; points communs: ](—1,3) et (4, 8)\.

= ng = Df n Dg = ][-2,3[u]3,+oo[\. Pour 5, on exclut aussi

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. a) f(x) = -(x*-6x) -5 = -[(x-3)*-9] -5 = |-(x-3)* + 4| Pour tout réel x, 6 - x € R et
f(6-x)=-(3-x)?+4=f(x): ladroite x = 3 est un axe de symétrie de Cs.
b) T(x,y) = W =-(x+y-6).Six#ysontdans]-o,3], x+y<6etT>0: f strictement
croissante ; sur[3, +oo[, x+y > 6 et T < 0 : strictement décroissante. Maximum f(3) = 4 (tableau
ci-contre).

Af(x)20 & (x-3)%<4 < |x-3]<2 < [x€[1,5]
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a)et2—— 2x- 8 2 _ = g(x). b) Deux conditions. X —oo 3 nGa

Si x # 4, alors 8 - x¢4,etg(8—x)+g( J=2- 2 2= 2=

X-4 4
4 = 2x2: Q(42) est un centre de symétrie de C . ) f(x) / S
T(x,y) = (X14 y14) = (x—4)2(y—4)' strictement positif si x, y

o A e e e 6 g est strictement croissante sur

]-o0, 4[ et sur 4, +oo[ (pas sur D, :g(3)=4>g(5) = 0).

a) (-x2 + 6x - 5)(x - 4) - (2x - 10) = -x> + 10x% - 31x + y
30 = —(x - 2)(x - 3)(x -5). b)f-gsannule en 2, 3,

5: points communs |(2,3), (3,4), (5,0)| Tableau de signes

de % C; est au-dessus de € sur ]2,3[u]4,5], * -
au-dessous sur]—oo 2[u]3,4[U]5, +ool. c) Figure ci-contre 51 gx
(droites remarquables x = 4 et y = 2 en pointillés). / /5\

(64

7

® Corrigé de l'exercice 10

X-

m x*+3 = (x-1)(x + 1) + 4, donc |f(x) = x+ 1+ 2|(a = b = 1, c = 4). Puis T(x,y) =

(x-y)(x-1)(y-1) ~ (x-1)(y-1)"

1] & i L_L)ﬂ Ay 4

On compare P = (x - 1)(y - 1) a 4, pour x # y
dans un méme intervalle : T(x,y) = P—;‘*. Sur .
]-o0,-1]: x-1<-2ety-1<-2,non tous deux -

égaux a -2,donc P > 4, T > 0 : croissante. Sur Jx) / \ \ /
[-1,1[: x-1,y-1 € [-2,0[,donc 0 < P < 4,
T < 0: décroissante. Sur]1,3]: 0 < P < 4:
décroissante. Sur [3,+oo[ : P > 4 : croissante
(toutes strictement). f(-1) = -2, f(3) = 6.

Sur ]1, +oo[, f décroit sur ]1,3] puis croit sur [3, +oo[ : f(x) = f(3), minimum [6] en 3. Sur ]-o0, 1[ :
maximum [-2] en -1. Pour x > 1, f(x) > x + 1 : f n’est pas majorée (f(|M| +2) > M) ; pour x < 1,
f(x) < x +1: pas minorée (f(-|m| - 2) < m).

Pourx#1,2-x#1;f(2-x)=3- x—— donc f(2-x)+ f(x)=4=2x2:0Q(1,2) est un centre
de symétrie de Cy.

® Corrigé de l'exercice 11

1.

a)ux) = (x-3)x-520 < ’x € D; = ]-0,3] U [5, +oo[‘. b) u(x) = (x - 4)* - 1 : u décroit
sur ]-oo, 4], croit sur [4, +oo[. Régle de la composée : méme sens = croissante, sens contraires
= décroissante. Sur ]-oo,3], u est décroissante a valeurs dans [0, +oo[, ol v est croissante :
f est décroissante ; sur [5,+oo[, u et v croissantes : f croissante. c¢) u(8 - x) = u(x), donc
X€D,=>8-xeD, et f(8-x)=f(x):axex=4. f20etf(3)=f(5)=0: minimum [0}, en 3 et
en 5.

a) g(x) = (\/})2 - 4/x = w(s(x)) avec |w(t) = t - 4t = (t - 2)> - 4. b) s est croissante ; w décroit
sur ]-oo, 2] et croit sur [2, +oo[. Pour x € [0, 4], s(x) € [0,2] : g est décroissante sur [0, 4] ; pour
X 2 4, 5(x) 2 2 : g est croissante sur [4, +oo[. Tableau : g(0) = 0 \ g(4) = -4 ~; minimum en
4. €)g(x)=x(Vx-4):g(x)=0 < x€l[{0,16};9(x)s0 < fx<4 < [xe][0,16]]
X-bfx+5=g(x)+521>0: D, = [0,+oo[. h est la composée de g + 5 (décroissante sur
[0, 4], croissante sur [4, +oo[, & valeurs dans [1, +oo[) et de t 1? (décroissante sur ]0, +oo[) : h
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est croissante sur [0, 4] et décroissante sur [4, +co[. Comme g(x) +5 = 1: |0 < h(x) < 1 = h(4)|

® Corrigé de U'exercice 12

1. . Composée de fonctions croissantes : , D, D, ,
X —» x+1ett — /t sont strictement croissantes,
donc f aussi. f(-1) =0, f(0) = 2, f(3) = 4, f(8) =6; e,
y=f(x) (yzOetx=y—:—’I): C; est une demi-
parabole (figure). Les droites D _ sont paralléles (co-
efficient directeur 1). %

2. a) Lecture : un seul point commun, (8,6). Calcul : A1 3 8 x

f(x)=x-2impose x-220;alors f(x) =x-2 <
4x+1)=(x-2) < x>-8x=0 < xe€{0,8}; /
seul 8 > 2 convient (0 est une solution parasite :
f(0)=2=#-2):[S={8}]
b) Lecture : C; est au-dessus de 2 _, pour -1 < x < 8.
Calcul: si-1<sx<2,x-2<0¢< f(x): vrai;six>2,
les deux membres sont positifs et f(x) 2 x -2 <
Lix+1) 2 (x-2)P < x(x-8 <0 < xz<8.
5=1-1,8])

3. Lecture: D, n'aqu’un point commun avec C le point (0, 2); au-dessus(m > 2),aucun; pour1 <

m < 2, deux (D, passe par (-1,0) et (3,4)) ; pour m < 1, un seul. Calcul: x - t=+/x + 1 est une
bijection de [-1, +oo[ sur [0, +oo[, de réciproquet - t>-1, et f(x) = x+m < 2t=t’-1+m <
(t-1)?> =2-m. Sim > 2: aucunesolution;sim=2:t=1;sim<2:t=1+/2-m,o01+/2-m >0
et1-y2-m20 < m=z1. [0pointsim>2; 1sim=2;2si1sm<2; 1sim<1]

® Corrigé de U'exercice 13

1. Axe x = a: pour tout x € D, 2a - x € D, et f(2a - x) = f(x). a) f(x) = (x2 —2x)2 +1 et
(2-x)2-2(2-x) = x?-2x: f(2-x) = f(x)surR: axe x = 1. b) x?>-10x+21 = (x-3)(x-7): D; = R\{3,7},
stable par x ~ 10-x (qui échange 3 et7);(10-x)?-10(10-x)+21 = x2-10x+21: f(10-x) = f(x):
axex=5. ¢)x(4-x)20 <> x€[0,4],stable par x — 4 - x, et f(4-x) =/(4 - x)x = f(x): axe
x=2.Deplusy=f(x) & (y20ety’=4x-x’) < (y20et(x-2y+y>=4): C,estle
demi-cercle supérieur de centre (2,0) et de rayon 2.

2. Centre Q(a, b): pour tout x € D;y2a-x € D, et f(2a-x)+f(x)=2b. a) f(x) = (x-1)3+2(x-1)+2;
avec x = T+t: f(1+t)+f(1-t) = (£ + 2t + 2)+(-t3 - 2t + 2) = 4 = 2x2: Q(1, 2) est centre de symétrie.
b) X2 +2x-8 = (x+4)(x-2): D; = R\{-4,2}, stable par x - -2-x;(-2-x)?+2(-2-x)-8 = x2+2x-8,
donc f(-2 - x) = ==X = —f(x) et f(-2 - x) + f(x) =0 = 2 x 0 : centre Q(-1,0).

X242X-8

® Corrigé de l'exercice 14
1. a) Pour tout réel x, E(x + 1) = E(x) + 1, donc (x + 1) - E(x + 1) = x - E(x) et |f(x + 1) = f(x)|: f est
périodique de période 1. b) Sur [0, 1[, E(x) = 0 et |f(x) = x(1 - x)|. Pour x réel, t = x-E(x) € [0, 1]

et f(x)=t(1-t)= 7 -

2
(t—%) ,doncOsf(x)s%,avecf(X)=% = t=% = x=n+%,neZ.
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c)Six € Z, f(-x) = 0 = f(x). Sinon, R < x < R+ 1 y

(kR = E(x)) donne -k -1 < -x < -k, donc E(-x) = -k - 1 :

et -x-E(-x) =1-t: f(-x) = (1-t)t = f(x). f est paire.

d) Courbe ci-contre : des arcs de parabole identiques,

translatés de 1 en 1. > 1 ol 1 7x

2. On compose les deux symétries. Pour tout x : f(2a - x) = f(x) et f(2b - x) = f(x). Alors
f(x+2(b-a)) = f(2b - (2a-x)) = f(2a - x) = f(x), avec 2(b-a) > 0: f est périodique de période
2(b-a)| Exemple: la fonction de 1. est paire (axe x = 0) et f(1 - x) = f(-x) = f(x) (axe x = %) :

on retrouve la période 2 (% - 0) = 1.

® Corrigé de l'exercice 15

1. Forme canonique imposée par le sommet : p(x) = y
ax - 1> -2. p(B8) = 4a-2 = 6 donnea = 2: 7
\p(x)=2(x—‘l)2—2=2x2—4x\. P
2. h(0) =2-% =0:[k=4] et h(x) = 22 - |2 (q = 2, i

B =0, 6 =-2). Centre Q(2,2), droites remarquables x = 2
ety=2. p:a=2>0,décroissante sur ]-o, 1], croissante
sur [1, +oo[, minimum -2. h: T(x,y) = (x—2_)?y—2) < 0 pour
X, y du méme coté de 2 : h décroissante sur ]-co, 2[ et sur

]2, +oo[ (tableaux ci-dessous).
—2)2_
3. p(x) - h(x) = 2x(x - 2) - 2% = 20D 2003 piing
communs : \O(O, 0), (1,-2), (3,6). Tableau de signes :
P est au-dessus de F sur ]-o0,0[U]1,2[U]3,+[, au-
dessous sur ]0, 1[u ]2, 3.

X -00 1 +00 X -00 2 +00

P | hG | S| N

® Corrigé de l'exercice 16

a)Vrai: 0 € D; et f(-0) = -f(0), donc 2£(0) = 0. b) Vrai : f(-1) = f(1) avec -1 # 1. ¢) Vrai :
soit 0 < x <y < 2;sixetysontdans un méme intervalle, c’est 'hypothése ; sinon x < 1 <y et
f(x) < f(1) < f(y). d)Faux: f(x) = x sur[0,1[ et f(x) = x-1sur[1,2]: f(0,5)=0,5>0 = f(1). e)
Faux: f(x) = x - E(x) est majorée par 1, mais si f(x,) = t, < 1 était un maximum, f(%) = t°2+1 > t,.
f) Vrai : soit T une période, x <y etn = E(%)M :x<y<x+nT,dou f(x) < f(y) < f(x+nT) = f(x):
f(x) = f(y). g) Faux: f(x) = x: |f]| est paire, f ne 'est pas. h) Vrai: si x <y, alors f(x) = f(y), puis

g(f(x)) = g(f(v))-
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€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de U'exercice 17

1.a)Onposen =E(x): n?-3n+2=(n-1)(n-2)<0 < 1<n<2;n étant entier, E(x) €

1,2} & [xe[1,3[}
b) x-1 = E(-) estun entiern: x = n+1 et 'équation devient E(”z—") =n & n
2<ns4. Doncn e({3,4}:[S = {4 5}|(contrdle : E(%) =3, E(4) = 4).

c) Si x < 0, 2E(x) < -2 < 0 < x2 : pas de solution. Si x = 0, posons n = E(x) € N : x = /2n, et il
fautnsV2n<n+1.0rn<y2n < n?<2n < n €{0,1,2}, etv/2n < n + 1 est toujours vrai
(2n<n?+2n+1). |S= {0,\/5,2}.

S”T”’<n+’| =

2. On encadre E(nx). Avec R = E(x): R< x < k+1,donc nk < nx < nk+n. Lentier nk est inférieur a

nx,donc a E(nx) (le plus grand entier inférieur a nx), et E(nx) < nx < nk+n: nk < E(nx) < n(R+1).

En divisantparn>0: k< @ < R+ 1, c'est-a-dire E(@) = k = E(x)|.

® Corrigé de l'exercice 18

2
1. a)x%-x+1= (x - %) +% >0: . b) Le dénominateur étant positif, on chasse les fractions.
f)s3 & X+x+13x°-3x+3 & 0s2(x-1)7vrai; f(x) 23 < 3x’+3x+32
x2-x+1 & 2(x+1)>20,vrai. Comme f(1) =3 et f(-1) = % : maximum 3| en 1, minimum
en-1. o) f(x)=y & (1-y)x*>+(1+y)x+(1-y)=0.Siy=1:x =0 convient. Siy # 1: équation
du second degré de discriminant (1 + y)? - 4(1 - y)? = (3y - 1)(3 - y), positif si et seulement si

<y <3.Doncyaunantécédent < ye[%,3]; f(R)=[%,3]_
2.a)x-120et5-x20: Dg=[1,5],stableparxv—> 6-x,etg(6-x)=15-x+Jx-1=g(x): axe
X =3. b)g(x)’ = 4+2(x-1)(5-x) = &+ 2/4-(x-3)2 Pour x € [1,5], 0 < (x-3)° < 4,

donc 4 < g(x)? < 8 et, g étant positive, |2 < g(x) < 2y2| Maximum 2/2 = g(3) ; minimum
2=9(1) = g(5).

® Corrigé de U'exercice 19

1. g(x-2)-16 = x> -6x>+12x-8-12x +24 - 16 = x> - 6x*> = f(x). Lecture géométrique :
M(x,y) € C; & y+16= g(x-2) < M(x-2,y+16) € Cy: Cpest limage de ¢, par la
translation de vecteur ii(2,-16). g est impaire : O est centre de symétrie de ¢, doncson image

lest pour ;.

2. a) T(x,y) = %&2(“’) = x2+xy+y?-12. b)Six # ysont dans [2,+oo[ : X%, xy, y* sont 2 &
et ne valent pas tous 4, donc T > 0 : g strictement croissante. Si x # y sont dans [-2,2] :
x2+xy +y? < x%+|x||y| +y? < 12, l'égalité exigeant |x| = |y| = 2 et xy 2 0, C'est-a-dire x = y :
donc T < 0, g strictement décroissante. Enfin, si x <y < -2, alors -x > -y > 2, g(-x) > g(-y), soit
g(x) < g(y) : g croissante sur ]-oo, -2] (imparité).
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3. X » Xx -2 est croissante : f a les variations de g,
décalées de 2 : croissante sur ]-oo, 0], décroissante 5
sur [0, 4], croissante sur [4,+oo[. Maximum relatif £(x) / N 7
f(0) = 0, minimum relatif f(4) = -32. -32

4. |f(x) = x2(x - 6)] et [f(x)+32 = (x - 4)2(x +2)| Sur

[-2,6]: x-6<0etx+220,donc|-32< f(x)<0l;

maximum 0 (en 0 et 6), minimum -32 (en -2 et 4).

M Corrigeé de l'exercice 20

1. a) On enléve les valeurs absolues intervalle par inter- % | =es . 9 & e
valle : f(x) = -4x + 4 sur ]-o0,-2]; -2x + 8 sur [-2,1] ;
2X + 4 sur [1,4] ; 4x - &4 sur [4,+oo[ (les expressions se f(x) = 12 12 -
raccordent : 12, 6, 12). e

b) Pentes -4, -2, puis 2, 4 : f décroit sur ]-oo, 1], croit
sur [1,+oo[ ; minimum [f(1) = 6]
AfR-x)=|b4-x|+2|1-x]+|-2-x]|=|x-4|+2|x-1]+|x+2| = f(x)surR:axe x =1. d)
“4X+4 = 10donnex=—% ¢ ]-00,-2];-2x+8 =10donne x=-1 v ;2x+4=10donne x=3 v ;
4x -4 =10donne I ¢ [4,+co : (symétriques par rapport a 1). Par stricte monotonie
de part et d’autre de 1, [f(x) < 10 < x €[-1,3]|

2. a) Inégalité triangulaire : |[x-a|+|x-b| = |x-a|+|b-x| = [(x-a)+(b-x)| = b-a, avec égalité
si et seulement si x - a et b - x sont de méme signe, donc tous deux positifs (a < x < b). b)
S(x) = (I1x=11+1x=91)+(Ix-2]+|x-8])+(Ix-3+|x=7)+(|x-4|+|x-6])+|x-5] = 8+6+4+2+0 = 20,
avec égalité si et seulement si x € [1,9]n[2,8]n[3,7]n[4,6] et x = 5: minimum [20], atteint en
[5] seulement.

® Corrigé de l'exercice 21

1. 1')%2 = ﬁ = (p(x) sur R\{2}. Deux transformations: la courbedeu : x » -% est la symétrique
de 7 par rapport a l'axe des abscisses (y = -f(x)) ; puis @(x) = u(x -2)+1: ¢, est limage de
cette courbe par la translation de vecteur (2, 1). C'est une hyperbole de centre (2, 1), de droites

remarquables x = 2 ety = 1. La courbe de x ~ ¢(-x) est la symétrique de € par rapport a
l'axe des ordonnées. Pour |(p|, on garde les points d’ordonnée positive et on replie les autres
(p(x) <0 < 2 < x < 3) par symétrie par rapport a 'axe des abscisses. Pour (p(|x|) (paire,
définie sur R \ {-2,2}), on garde la partie d’abscisse x > 0 de Copr complétée par symétrie par
rapport a 'axe des ordonnées.

10 y y o(Ix1)
’l - U A
53 X

S .~ - \ / x

\\l 2/ X
o(-x) | C)w

2. €, estsous la droite y = 1 pour x 2 % (zone verte). Par le calcul : |(p(x)| <1 & -1<1 —X+2 <
1 1.le_[5
1‘=’05E52‘=’X_225'5' 2,+00[.
. - R = = A i
3.Pourx 20, x#2: p(x) =m —=1-m < (m¢1etx-xm-2+1_m). Si
me<1:x, >2 Sim>1:x =2---<2etx 20 & m-121 < m:
m-1 m 2

2 (avec x = im=2). ite, u ution x_ > ux soluti X .
‘;’(aec m = 0sim 3) Par parite, chaque solution x, > 0 donne deux solutions £x
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Zsolut|0n55|m<1oum>— 0$|1<m<— 15|m-5.

M Corrigé de l'exercice 22

1. X » x-1etx » yx+4 sont strictement croissantes sur [1,+oo[, donc leur somme f aussi.
On devine une solution, la stricte monotonie donne lunicité: f(5) = 2+3 = 5, et f est injective:
f(x)=5 < x=5| Deplus f(x)< f(5) & x<5:[f(x)<5 < x€[1,5[|

2. x & x> et x » 2x sont strictement croissantes : g aussi, donc injective. g(2) = 8 +4 = 12:

gx)=12 < x=2\. Systéme : g(x) = g(y) < x =y, puis3x? = 12 < x = £2:

S= {(21 2)1 (_27 _2)}‘

® Corrigé de U'exercice 23

1. Analyse. Soit f une solution. En remplacant x par 1-x: f(1-x)+2f(x) = (1-x)%. Avec la relation
de départ, 2x(cette égalité)-(relation de départ) donne 3f(x) = 2(1 - x)? - x> = x? - 4x + 2, donc

2_

f(x) = £=2%2. synthése. f(1 - x) = "2*2—"'1 et f(x)+2f(1 - x) = ﬁ = x2 /. Unique solution :

f(x) = % Comme f(x) = & 2) 2 C; est la parabole de sommet (2 ——) et d'axe [x = 2].

2. Analyse. En remplacant x par ; : 2f(%) +f(x) = ;. Deux fois la relation de départ, moins celle-
ci: 3f(x) = 6x - 2, donc f(x) = 2x - 1. Synthése. 2(2x - %) + (% - x) = 3x /. Unique solution :
f(x)=2x- % .

€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. On décale les indices. H(x + 1) = 10 E (x+ &2) - E(nx + 1) = 577 E(x + L) + E(x + 1) - E(nx) - 1.
Or E(x + 1) = E(x) + 1 : on retrouve H(x).

2. S|O<x<; 0<nx<1et0<x+§<%+7-1 donc tous les termes sont nuls : H(x) = 0. Pour

x réel, soitp = E(nx):y =x- [0 [ et la périodicité (appliquée |p| fois, dans un sens ou

dans l'autre) donne H(x) = H(y) =0: 303 E(x + —) E(nx)|.

3. Avech=2ety= -2

T S E(y)+E(y+ ) E(2y), ety+— = ’;’,ﬁ ,2y = 2 : Cest la relation demandée.

La somme est télescopique : 3’ [E(ZOZG) (22??216)] E(2026) - E(§822)=2026-

4, Avec n = 3, 'équation s'écrit E(3x) = 2x+1. Doncq =2x+1€ Z, x = %, et E(?) =q & q=<
33<q+1 e 3:q<5 qef3,4):/5={1,2],

® Corrigé de l'exercice 25

1. g estun entiertel que g > v1—u >0,doncqv-qu > 1. Avec E(qu) < qu < E(qu)+1: qu < E(qu)+1 <
qu+1<qv;endivisantparqg>0:[u<r<V]etr, quotient de deux entiers, est rationnel.

2. f(0) = f(0+0) = 2f(0), donc f(0) = 0 et a = f(1) = f(0) = 0. Par 'absurde, soit x tel que f(x) # ax.
Si f(x) > ax : avec 1., on prend r € Q dans ]x,x + 1[ si a = 0, dans |x, f(ax) sia>0:r>xet
f(r) = ar < f(x), ce qui contredit la croissance. Si f(x) < ax : de meme avecr € ]x - 1,x[ ou

X - . .
re ]%),x[ : r<x et f(r) > f(x). Donc pour tout réel x (et ces fonctions conviennent

pour a = 0).
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3. g(x+y) = f(x)+f(y)-ax-ay = g(x)+g(y); pourr € @, g(r) = ar-ar = 0; g(x+1) = g(x)+g(1) = g(x):
période 1. Si |f| < Msur [0, 1], alors |g| <K = M+ |a]| sur [0, 1], puis sur R, car g(x) = g(x - (x))
avec x - E(x) € [0,1[. Par récurrence, g(nx) = ng(x) pour n € N. Par 'absurde, si g( 0) 0,

Uentier n = E(lg(li )I) +1 vérifie [g(nxy)| = nlg(xy)| > K : contradiction. Donc g = 0 et |f(x) =
0

® Corrigé de l'exercice 26

1. En appliquant f a f(f(x)) = FIFF)) = f(=x) 5 y ye
crlvant la relatlon au point f f(f(f(x )) = -f(x). Donc <
: f estimpaire (D; = R), et f(0) = -f(0) donne /
00 - NS AN
2. f(x) = f(y) = f(f(x)) = f(f(y)) = x =y : injective ; tout y /)
s'écrity = f(f(-y)) : surjective. Si f(x) = x, alors -x = f(f(x)) = N
f(x) = x, donc x = 0; si f(x) = -x, alors -x = f(-x) = -f(x) = X, 7
donc x = 0.

3. Si f était croissante, ou décroissante, f - f serait croissante
(exercice 16 h) ; or0 < 1 et (f-f)0) = 0> -1 = (f-f)(1):
contradiction. f n’est pas monotone.

4. Tout x > 0 est dans un seul intervalle ]2n,2n + 1] ou ]12n + 1,2n + 2] : f est bien définie, et
impaire. Si x € 12n,2n +1]: f(x) = x+1 € 12n +1,2n + 2], donc f(f(x)) =1-(x+1)=-x.Si
x €12n+1,2n+2]: f(x) = 1-x <0, donc f(f(x)) = -f(x-1) = -x, car x-1 € ]2n,2n+1]. Six < 0:
F(F() = f( - f(-x)) = -f(f(-x)) = ~(~(-x)) = -x. Avec f(0) = 0 : f convient (courbe ci-dessus,

extrémités exclues en blanc).

B Corrigé de l'exercice 27

1. f(x-1)= f((x-1)+1) = f(x): 1et-1«conservent » f, donc (récurrence) tout entier m ; de
méme ny2, n € Z. Ainsi f(x + m + ny/2) = f(x) pour tout x : T = m + ny/2 > 0 est une période.

2. Principe des tiroirs : les N + 1 réels a, = RV2 - E (k\/—) € [0 1[ sont dans N intervalles ; deux
d’entre eux, a, et a, (k > ), sont dans le méme: |a,-a,| < +. Ora,-a, = (k-[}/2- (E( E(RV2)-E lﬁ))
est de la forme m + nﬁ avecn=~RkR-1#0,doncnon nul \/_65 Q). Ainsi T = la,-a,| € ]0, N[ est
une période (par 1.).

3. Soit0 < x <y <1et(2,avec % < X) une période T € 10, x[. Avec p = E(%)M DYy -X<prT<
y-x+T <y doncz=y-pteloxetf(y) = f(z) £ f(x) (f croissante sur [0,1]). Comme
f(x) < f(y): f(x) = f(y). f est constante sur ]0, 1], et f(0) = f(1) : constante sur [0, 1], donc sur
R (période 1).

4. Si x € G,alors x +1 etxtﬁsontdansG;doncxe G & x+1€G < x+2¢€ G, et1;
admet 1 et /2 pour périodes. 15(0) = 1, mais % ¢ G (si % =m+ny2,alors n =0 car+/2 & Q, puis
m = % €7):1; (%) = 0. Conclusion : dans 3., 'hypothése de monotonie est indispensable.

® Corrigé de l'exercice 28

c+d
2

2 2
1. a) (%) -ab = (“'f) > 0, avec égalité si et seulement sia = b. b) Avec A = %b et B =

272 4
(positifs): 0 < ab < A2 et 0 < cd < B, donc abcd < (AB)? < [(%) ] = (%) (on a appliqué

a) a A, B, puis élevé au carré des nombres positifs). c) Avecd = s: % = 357*5 = s, donc

abcs < s* Sis>0:[abcss3;sis=0,alorsa=b=c=0. Egalité : sia = b = c, abc = s3.
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Réciproquement, si abc = s3 avec s > 0, la chaine n'a que des égalités: A = B = s, ab = A2
(a=b=s)etcs=B%(c=s).

2. La base est un carré de coté 6 - 2x et la hauteur vaut x : ]V(x) = Xx(6 - 2x)2\. Avec a = 4x,
b =c=6-2x(positifs),a+b +c=12,doncs = & et 4V(x) = abc < 64 : |V(x) < 16|, avec égalité si
et seulement si 4x = 6 - 2x, soit x = 1. Volume maximal [16], pour x = 1.

3. Aveca=x%b=c= % :abc =6hets = @. Donc s3 > 64, puis s > 4 (t — t> est strictement

. . - .o, - . . 2 _ § . _ . . _
croissante) : g(x) = 12, ach egalite si et seulement si x° = ~» SOit x = 2. Minimum |12 = g(2)|
(Controle: g(x)-12 = (XZ)X& >0.)

® Corrigé de l'exercice 29

1.a) Pour x # y : [IT(x,y) =1 b) g(x) - g(y) = f(x) - f(y), donc |g(x) - g(y)| = |x - y| ; avec
y =0(g(0) = 0): |g(x)] = |x]. En élevant au carré : g(x)? - 2g(x)g(y) + g(y)* = x> - 2xy + y?;
comme g(x)? = x% et g(y)?® = y? : |g(x)g(y) = xy|. c) Soite =g(1): || = 1, donc € € {-1,1} et
€2 =1. Avecy = 1: £9g(x) = x, donc g(x) = €x et f(x) = €x + ¢, ol ¢ = f(0). Réciproquement,
|£(x - y)| = |x - y| : les solutions sont les fonctions[x » x+cetx » -x+c|(c € R). Si f(1) =3
et f(2)=2:e=f(2)-f(1)=-1etc=4:|f(x)=4-x|

2. £(0) < 0, et £(0) = f(0 + 0) < 2f(0) donne f(0) = 0: |f(0) = 0| Pour tout réel x : 0 = f(x +(-x)) <
f(x)+f(-x), et f(-x) < -x, donc f(x) = -f(-x) = x. Avec f(x) < x: [f(x) = x| (et l'identité convient).

® Corrigé de l'exercice 30

1.a) MA = /(x-02+(0-12 = x2+1 et MB = y
Jx=32+(0+2)2 =/(x-3)2 + 4: f(x) = MA+MB. b) Iné-
galité triangulaire : AB < AM + MB, et AB = /32 +32=3,/2: As

f(x)23v2]. ¢) Egalité si et seulement si M € [AB]. La \M

droite (AB), de coefficient directeur -1, a pour équation I X

y = 1 - x: elle coupe l'axe des abscisses en I(1,0),
point de [AB] (A et B sont de part et d’autre de l'axe).

Donc minf=, atteint seulement en [x = 1](controle : B
£(1) =2 +/8 = 3/2).
2. a) (a® + b?)(c? + d?) - (ac + bd)*> = a®d? + b>c* - 2abcd = (ad - bc)®.  b) Donc (ac + bd)? <
(a® + b2)(c + d?), puis ac + bd < |ac + bd| < Va2 + b2\/c2 + d2. Les deux membres de l'inégalité
de Minkowski étant positifs, elle équivaut a son carré, a? + b? + c2 + d2 + 2J/a2 + b2/c2 + d? >
(a+c)?+(b+d)? cest-a-dire a /a2 + b2y/c2 + d2 2 ac + bd : vrai. Egalité < a2 + b2/c2+d2 =
ac+bd < (ac+bd 2 0 et (ad - bc)* = 0). c) Avec (a,b) = (x,1) et (¢c,d) = (3 - x,2):
f(x) 2+/32 + 32 = 3/2, avec égalité si et seulement si 2x =3 - x et X(3-x) +2 2 0, soit x = 1. On
retrouve [min f = 3/2 = (1)L
3. Méme méthode, avec A(0, p), B(c,-q) et M(x,0): MA+MB > AB =,/c2 + (p + q)?, avec égalité si et
seulement si M € [AB]. Le point de [AB] d’ordonnée nulle est A + s AB avec p - s(p + ) = 0, soit

S = ﬁ € 10, 1[ : son abscisse est sc. Minimum |,/c2 + (p + g)2|, atteint en |x = % (avecp =1,

g =2,c=3,0nretrouve 3\/5 en1).
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€@ Corrigés : domaine et opérations

® Corrigé de l'exercice 31

On écrit les conditions d’existence, puis on les résout.

a) 2x2-7x+3=0:A=49-24=25racines 22 =l et 22 =3, |p =R\{%,3}.

b) 10-5x20 < x<2,etxz-1: Df2=]—oo,-1[u]-1,2].

C) X2+2x+8=-(x-4)(x+2)20 <= (x-4)(x+2)<0 < -2<x<4: Dy =[-2,4]}

d) |12x-1]=3 < 2x-1=30u2x-1=-3 < x=20ux=-1: Df4=[R\{—1,2}.

e) Ilfaut x 2 -2 et x # /x+2. Orx =y/x+2 < (x20et(x-2)(x+1)=0) < x=2(-1est
rejeté : -1-/1=-220). Dy, =[-2,2[U]2, +oo[ |

f) Il faut -3 < x < 5 ety/5-x # 4, soit x # -11 : condition automatique, car sur [-3,5], V5 - x <
/8 < 4. Le dénominateur ne s'annule jamais : Djr6 =[-3,5]|

g) 9-x220 & -3sxs<3,etx(x-2)2z0 < x¢{0,2}: Df7=[-3,0[u]0,2[u]2,3].

h) x3 - 4x = x(x - 2)(x + 2) ; tableau de signes (racines -2, 0, 2) : signe -, +, -, + de gauche a droite.
Dfs =[-2,0]U[2, +oo[ |

i) X-E(X)=0 < E(X)=x < x€Z: Df9=R\Z.

® Corrigé de U'exercice 32

On compare d’abord les domaines, puis les images.
a) Dy =D, =R"Six>0: f(x)=1 =g(x);six<0:f(x)=§=—1 =ZX=g(x). |f=g|
b) Ix|+1>0,donc D, =R =D, etx*-1=|x|>-1= (x| - 1)(Ix| + 1) donne f(x) = || - 1. .

) X*(x-1)20 > (x=00uxz1): D ={0}U[1,+0[# D, = [1,+cd], . Pour x 2 1:
f(x) = |x]Vx -1 =g(x): elles coincident sur .

d) Pourx 2 1: x+2/x-1=(x-1)+2J/x-1+1 = (\/mm)z. Donc D, = [1, +oo[= D et f(x) =
VT4 1) - ot0 [F]

e) De méme x - 2ﬁ-(J_1— )Z:Df-D = [1, +oo[ et f(x) |ﬁ—1| Mais f(1) = 1 #

g(1)=-1: . Et f(x) = g(x) <= -121 < x22: elles coincident exactement sur
[2, +oo[ |

f) D; =D, = R et, comme Ix]? = x2 : (x| +x)2 =2x% + 2x|x| = 2x(x + |x]). |[f=g|
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® Corrigé de l'exercice 33

1. D, =1-%,3],D,=R. D, =D, =1-,3]; D, =]-00,-1[U]-1,1[U]1,3] (zéros de v retirés) ;
D,y =1-%0,3[ (zéro de u retiré); u(x)=1 < x=2,donc|D, =1-o,2[U]2,3]|

2. Pour x € D, on multiplie par la quantité conjuguée u(x)+ 121 (non nulle) :

u(x)+1 _\/3—X+1_\/3—X+1
(W) -1)ue)+1)  B-x-1" 2-x

w(x) =

Le domainedetest{x<3; x#2}=D,, et w(x) = t(x) sur ce domaine: |w=t|

3. u(x) 2 0, nul seulementen 3;v(x) = (x-1)(x+1)<0 < x €[-1,1]. Donc (uv)(x) > 0 sur
J-e0,-1[u]1,3[ et (uv)(x) < 0 <= (u(x) =0 ou v(x)<0): ’S =[-1,1]u {3}‘(ne pas oublier 3).

2

-2/3-x+1 (\/3-X-1)
B 2

si 3 -x =1, soit x = 2. Interprétation : C, est au-dessous de A, avec un seul point commun

AR, 1)

4, Pour x <3: % -u(x) = >0, avec égalité si et seulement

® Corrigé de l'exercice 34

1. f(x) = x2(x - 2), donc f(x) - (x - 2) = (x - 2)(x* = 1) = (x - 2)(x - 1)(x + 1) |

X -00 -1 1 2 +00

X+ 1 - 0 + + +

X -1 = - 0 + +

X-2 = = - 0 +
f(x)-(x-2) - 0 + 0 - 0 +

2. C; est au-dessous de D sur ]-oo,-1[ et sur ]1,2[, au-dessus sur ] - 1, 1[ et sur ]2, +oo[ ; points
communs : ’(—1,—3), (1,-1), (2,0) ‘ Etf(x)sx-2 < ]x € ]-o0,-1]U[1, 2] ‘

3.3)f(2)=0=m(2-2):AeC;nD,,. Puis f(x) - m(x - 2) = x3(x - 2) - m(x - 2) =| (x - 2) (x* - m) |.

b) Les abscisses des points communs sont 2 et les solutions de x?> = m. Sim < 0: un seul point,
A. Sim=0:x=0,deuxpoints(Aet0). Sim>0: x = +/m,avec-/m#2etym=2 < m=4;
pour m = 4, deux points (A et (-2, -16)), sinon trois.

’1 pointsim < 0; 2 points sim € {0,4}; 3 pointssim E]O,4[U]4,+oo[‘. Pourm =1,D, = D:
on retrouve les abscisses 2, 1, -1

® Corrigé de l'exercice 35

. Il faut x2 - 2mx + 3m - 2 2 0 pour tout réel x. Le coefficient de x? est positif : c'est le cas
Si et seulement si A" < 0 (sinon le trindme est strictement négatif entre ses racines). A’ =
-2)

m2-3m+2=(m-1)(m-2)<0 < [me[1,2]]

Pourm=3: x%-6x+7 20 hors des racines 3+ /2 : Df3 =]—oo,3—\/§]u[3+\/§,+oo[.
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2. On retire les zéros de d, (x) = mx?-2x+m. Sim=0:dy(x) = -2x,D=R*. Sim=#0: A" =1-m?;
sim| > 1, pas deracine, D = R;sim=1,d,(x) = (x-1)%, D =R\ {1};sim = -1,d_,(x) = -(x+ 1)?,

D=R\{-1};si0<|m|<1,D= R\{“/ m? ’I+\/’I—m2-}-

m m

= 1 - _ X+1 _ 1 ~ .
Donc ng =R < . Pour x # -1: g_,(x) = e = e avec le méme domaine
R\{-1}:|g_, =(XI—> -L).

X+1

3. Analyse. Sia = 0, le domaine est R ou une demi-droite ; si a > 0, le trinome est positif pour | x|
grand : le domaine n’est pas borné. Donc a < 0, et le trinome est positif exactement entre ses
racines, qui sont -1 et 3: ax? + bx + 6 = a(x + 1)(x - 3) = ax? - 2ax - 3a, d’'oti -3a =6 et b = -2a.

Synthése. -2x? + hx +6 = -2(x + 1)(x-3)20 <> x€[-1,3] /. |a=-2, b=4]|

4. Il faut E(x?) < 1. C'est un entier, donc E(x?) <1 < E(x?)<2 < x?’<2(carE(y)z2 <

y22). |D=1-/2,V2[|

® Corrigé de l'exercice 36

1. Par 'absurde, si f existe : x = 0 donne f(0) + f(1) =0 et x = 1 donne f(1)+ f(0) =1, d’ou 0 = 1.
]Aucune fonction ne convient \ (le membre de gauche est inchangé si l'on remplace x par 1-x,
pas celui de droite).

2. Analyse. Avecy = x: f(2x)- f(0) = 4x° ; pourt € Ret x =  : f(t) = t* + ¢, oli ¢ = f(0). Synthése.

(x+y)?-(x-y)® =4xy v. Solutions: |x = x*>+c, ce R|.

3.a)PourxeE: p(x)20,etp(x)=-1 < x+1=1 < x=0,exclu: ¢(x) € E. Puis

olo0))= = 5= e(e(ew)= 5 = T = x
x+1 X+1 X %

b) Analyse. Soit h une solution, x € E, x, = (x) et x, = ®(x,) (dans E, avec ¢(x,) = x). L'équation
en x, x,, X, donne:

(1) h(x) + h(x,) = 2x, (2) h(x,) + h(x,) = 2x,, (3) h(x,) + h(x) = 2x,,.

1

=x-1- prt

Avec (1)-(2) +(3): 2h(x) = 2X - 2X; + 2X,, d'00 h(x) = x+ L - XL = x-1+ L -1
Synthése. Si h(x) = x - p(x) + p(p(x)), alors h(p(x)) = P(x) - P(p(x)) + x, et la somme vaut 2x v

1
x(x+1)|

Unique solution : | h(x) = x-1-
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€ Corrigés : parité et symétries

® Corrigé de l'exercice 37

1.

2
a) X2z x+1 =(x1%) +%>0:Df1 =R, et f,(-x)=Vx2-x+1-Vx2+x+1=-f(x): | f, impaire|.

b) x> - x| = IxI(1x] - 1) =0 & x &{-1,0,1}: D; =R\{-1,0,1} est symétrique et, comme
| - x| = |x], f,(-x) = -f,(x) : | f, impaire |

A)x-|x|=0 < x20: Df3 =]-00,0[; -1 € Df3 mais 1 ¢ Df3 : | f3 ni paire ni impaire | (bien
que f5(x) = 5 sur Df3).

d) Df4 =R, f,(1)=2etf,(-1)=0:f,(-1) 2 f,(1) et f,(-1) 2 -f,(1) : | f, ni paire ni impaire |
e) Ix|(Ix]-1)20 < (x=0o0u|x|21): Dy =1]-c0,-1] u{0}u[1, +oo[ est symétrique (0 est un
point isolé) et f.(-x) = fo(x) : | f paire|

D; = R et f(-x) = @ -bxec, f paire < Vx, 2bx =0 < b =0 (prendrex =1). f

X241
impaire < Vx,ax’+c=0 & a=c=0(x =0, puis x = 1). ’fpaire < b=0;
’fimpaire = a=c=0,soitf(x)=X’2’f1.

® Corrigé de l'exercice 38

1.

Dg =R,donc2-xe€e Dg pour tout x, et
g(2-x) =B -x)(x+1)+[1-x]=g(x)
x=1 estunaxedeé’g.

g(-1)=0+2=2etg(1)=4+0=4:gn’est pas paire,
x = 0 n'est pas un axe.

D,=R\{1}etx#1 < 2-x#1. Pourx=1:

y
- - c
mR2-x)=2-x+ 12X 5y X 1, 2
[1-x] [x - 1] )/
doncm(2-x)+m(x)=2=2x1: ?/‘
Q(1,1) est un centre de @, | 1 2 3X
Onenestpasun:-1e€D_,mais1¢&D, . Sans /

valeur absolue :

’m(x)=x+1 six>1, m(x)=x-1six<1]|: deux
demi-droites paralléles, symétriques par rapport a
Q.

D, = R\ {-4,2}; on essaie x = -1, milieu de -4 et 2.
Ona-2-x=2 &< x=-4et
-2-X=-4 & x=2:xeDk = —2—xeDk.

Puis k(-2 - x) = |—41—XI + |21x| = R(x).

x=-1estunaxedeC,|
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® Corrigé de l'exercice 39

1. a) D =Ret f(4-x) = (3-x)*+(1-x)* = f(x) (puissances paires): |x = 2 estun axe| Pourt € R,
les termes de degré impair de (t+1)* = t*+4t3 +6t2 £ 4t+1 s'éliminent: f(2+t) = (t+1)*+(t-1)* =
2t* + 12t% + 2.

b) f(2 +t) > 2, avec égalité si et seulementsit=0: ’ min f = 2, atteint en 2 ‘ f(2+t)=82 =
th+6t2-40=0 < (2+10)(t?-4)=0 < t=4#2:|S={0,4}|(symétriques par rapport a
2). Deméme f(2+1t)<82 < t?<k4 < |x-2|<2:|S=[0,4]|

. D, = R\ {1,3} est symétrique par rapport a 2 et h(4 - x) = h(x) : axe x = 2. Pourt # #1:

_ 1 1 2t+1) _ 2 . _ 10 _ 2
h(2 +1t) = = e Avecu =t 20,u¢1.h-? < 18(u+1)=10(u-1) <

50°-19u-4=0 < (U-4)(5u+1)=0 < u=4 dolut=+2:|S={0,4}|
. a) D, = Ret, comme (-a)| - a| = -alal : k(& -x) =(3-x)[3-x|+(1-x)|1-x| =-k(x), soit
R(4-x)+R(x)=0: ’0(2,0) est un centre ‘

b)R2+t)=(t+1)|t+1]+(t-1)|t-1].Si0st<1: @,

R +t)=(t+ 1) - (1-t) =[4t];sit>1: L ‘
k(2+t)=(t+1)2+(t—”l)? =. DOI’]FI?ZOSUI’ S i
[2, +oo[ et, par la symétrie de centre Q,si x <2 : — —
k(X) = ~R(4 - X) < 0. ) S
C)Six<2,R(x)<0;si2<sx<3,R(X)=4t<b;six>3: y

2124+2=8 < t=1/3. |R(x)=8 < x=2+3|.
Puis k(x) = -8 <= R(4-Xx)=8 < 4-x=2+3:
x = 2 -+/3 | (point symétrique par rapport a Q).

® Corrigé de l'exercice 40

1.Sixe Z:E(-x)=-xetg(x)=0.Sixe¢ Zetn=EXx): -n-1<-x<-n,donc E(-x) = -n-1

etg(x) = -1. |g(x)=0sixeZ g(x)=-1sinon|. g(-x) = E(-x) + E(x) = g(x) : g est paire. Si
kReN:x+keZ < xe€7Z doncg(x+R)=g(x). Reciproquement, si T > 0 est une période,
g(T)=g(0)=0,doncTeZ: ] les périodes de g sont les entiers k > 1 ‘

V3 22

. a) On retranche un multiple de 2 : f(%) = f(—%) =15 f(—%) = f(-%) = g =5 |

f(2027) = f(-1) =@. Sixe[1,3[[x-2€[-1,1[et f(x)=f(x-2)=|V-x2+4x-3|
b) f(1) = f(-1) =0 =v1-12: laformule vaut sur[-1,1]. Soitx e Retn € Ztelquey = x-2n €

[-1,1]; alors -x + 2n = -y € [-1,1], donc f(-x) = \/1-y2 = f(x): f est paire. Pour k € Z :
f(2R - x) = f(-x) = f(x) (2k est un multiple de la période) : ’chaque droite x = k est un axe|.

c)Sur[-1,1]:
\/1_)(2:%(:))(2:%(:) =+ Les

X
solutions sur R sont les té +2R (R € Z);sur

[-3,3], k €{-1,0,1}:
o6 fe- 8o ]

2! 2
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3. Lemme. Si p est de période T et |p| < K sur [0, T]: tout réel s’écrit x = y + nT, avec n = E(%) et
y €[0,T[, donc |p(x)| = [p(y)] < K.
Par 'absurde, si p est de période T >0:sur[0,T],0< f <1,donc|p| <T,etparlelemme|p|<T
sur R. Or p(2n) = 2nf(0) = 2n > T dés que n > % Contradiction : ‘p n’est pas périodique ‘

B Corrigeé de U'exercice 41

1. Hypothése : pour tout x € D, 2a- x € D et f(2a - x) = 2b - f(x). Soity € J et x = f~'(y). Alors
2b-y =f(2a-x),avec2a-x € D:donc2b-y e et f'(2b-y)=2a-x =2a-f'(y). Ainsi
f'(2b-y)+ f'(y) = 2a pour tout y € J: |Q'(b, a) est un centre de Cral Aveca=b=0:sif

est impaire, ™' Uest aussi.

2. Par l'absurde, si x = a était un axe : pour tout x € D, f(2a-x) = f(x), donc 2a-x = x (injectivité),
soit x = a; alors D = {a} : contradiction. \Aucun axe vertical\(une bijection n’est jamais paire,
sauf sur {0}).

3.a)x€]0,4] < 4-xe]0,4[ et @(4-x) = -1 =-p(x): |Q(2,0)estun centre de C, |

b) Pour x €10, 4, p(x) = XZ(Z:;, donc

P(X) =y & 2x-b=yx(b-x) & yx*+(2-4y)x-4 = 0.
Soit y > 0 : le discriminant réduit vaut
(1-2y)? +4y = 4y?> + 1 > 0 et le produit des racines

2y-1+/by2+1
y

convenir,etxy<4 &= (J4y2+1<2y+1 & L4y?+1<

-3 < 0; seule la racine positive X, = peut

(2y +1)?> < y>0 v. Doncy a exactement un
antécédent X,

c)Siy=0:2x-4=0,seul antécédent 2. Siy <0: par
a), p(x)=y < @(4-x)=-y,et-y>0aunseul

antécédent X,:ya lunique antécédent 4 - Xy

‘lp est une bijection de 10, 4] sur R ‘
_2y-1nJhy241 2y-T+/by2+1
y

-y

2y - 1+/4y2 +1
y

, la méme formule. Donc

Poury <0: @7 (y)=4-x_, =4

o (y) = (y#0), @'(0)=2]

Vérification : @ '(y) + 7' (-y) = ‘;—y =4 =2x2pouryz0(et2¢p(0) = 4): Q'(0,2), symétrique
de Q par rapport a la droite y = x, est bien un centre de €y

® Corrigeé de l'exercice 42

1. Q(t) - Q(-t) = 2(cst3 + ¢4t). Sicy = ¢, = 0, Q est paire. Si Q est paire: t = 1ett = 2 donnent
c;+¢, =0et8c,+2c, =0,d006c,=0:|c; =c, =0| Deméme, Q(t)+Q(-t) = 2(c,t* + c,t? + ¢,):
t=0donnec,=0,puist=1ett=2donnentc, +c,=0=16c, +4c,,douc, =c,=0.

2. Avecx =a+t,2a-x=a-t: ladroite x =aestunaxe < Vt, P(a-t)=P(a+t) < t+ P(a+t)
est paire. Or

P(a+t)=t*+(4a+p)t3 + (6Cl2 +3pa+ q)t2 + (403 +3pa® +2qa+ r)t + P(a).
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Par 1, elle est paire <= 4a+p =0 et 4a’+3pa”+2qa+r = 0. La premiére donne a = -2, et

3p’ _pg
16 2

3_ +
+r=%=0. C,aunaxe <> p>-4pq+8r=0Laxe

. 3
la seconde devient —ﬁ’—6 o

étant alors x = —%.

De méme Q(a,b) est un centre < t ~ P(a+t)-b estimpaire, ce qui est impossible : son
coefficient de t* vaut 1 # 0. Jamais de centre.

pf—4pq+8r=64+432-96=§)/:axe.En =g
développant (t-1)* +4(t-1)°-2(t-1)"-12(t-1): C,
P(-1+t)=t*-8t2+7 = (t2-1)(t*- 7).

/7

Les racines correspondentat = +1,t
xef-2,0,-1:7}| Et
P(X)<0 < 1st2<7 < 1<|x+1]|s7:

=

P(x)<0 < xe[—‘l —\/7,—2]u[0,—1 +\/7]

P(x) > 0 ailleurs (courbe en W, P(-1) = 7).

4. p=2,q=cr=-4:8-8c-32=0 < [c=-3];laxeestx = -1 (contrdle: P(—% + t) = -3+ 3,
paire en t).

© Corrigés : majorants, extremums

® Corrigé de l'exercice 43

\"

1. x*+1 2 1, donc D; = R. Si|x] <1: |3 +2x| < [x|® + 2|x| < 3 (inégalité triangulaire) et
x*+1 21, donc [f(x)] < 3. Si x| 21: |x| < |x|? donc |x®+2x| < 3|x|? et x* +1 > x*:

()] < 322 2 3 <3 ainsi[[f(x)] < 3]: f est bornée.

x4 x|

v

2. Sur[0,3]: g(x)=(x-1)?-1et-1sx-1<2,donc0s<(x-1)%<4et-1<g(x)<3. Sur[-1,0[:
g(x)=-x>-2x=1-(x+1)>et0<x+1<1,donc0<g(x)s 1. Donc-1sgs3sur[-1,3], avec
g(1)=-1etg(3)=3: ]ming=—1 ent, maxg=3en3‘.

3. « R non majorée » : YM € R, Ix >0, R(x) >M; « R non minorée » : Ym € R, Ix >0, R(x) < m.

Pour M € R et x = (|M| +2)?: R(x) = |M|+2-m2 |M|+2—%>M. PourmeRetx=me

10,1[:y/x<1et = =|m|+2,donck(x)<1-|m|-2<m. ’k n’est ni majorée ni minorée‘.

4, Sif<Metgs<sM, alorsf+g<M+M. Avec f = g : x » -x? (majorées par 0) : (fg)(x) = x*, et
x=|M|+121donne x*2x>M: fg n'est pas majorée. Si0< f<Met0<gs<M,onmultiplie
des inégalités entre réels positifs: 0 < fg < MM'.
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B Corrigé de l'exercice 44

\%

1. f(x) = 2[(x-3)2-9] + 7 = [2(x-3)*- 11}, donc f(x) 2 -11 = f(3) : minf=-11en3\ Sur

[4,6]: 1 < x-3 < 3,donc1 s (x-3) <9et-9
]min=—9en4, max=7en6‘.

IN

f(x) < 7, avec f(4) = -9, f(6) = 7 :

2
2. g(x):—(x—%) +%sg(§): mﬂgxg:%eng. Sur[0,2] (le sommetn'y est pas): -2 < x-2 < -

N U
N |

1
Er

2
donc%s(x—%) < Bet-4<g(x) <2 avec g(0) = -4,g(2) = 2: ’min=-l+en0, max=2en2|

3.g(x) = (x+2) +|x+2|-4=t>+t-4 avect=|x+2| 20. Ort? +t > 0 pour t > 0, avec égalité
seulement sit = 0: g(x) > -4, avec égalité si et seulement si x = -2. ’minq =-4en -2| la

forme canonique montre seulement que - est un minorant : cette valeur demanderait t = -1

4 2!
impossible cart > 0.

4, Six+2y =5:x?+y? = (5-2y)?>+y? = 5y2-20y+25 = 5(y-2)>+5 2 5, avec égalité si et seulement
siy=2(etx=1). ’Minimum 5, pour (x,y) = (1,2) ‘ Interprétation : x? + y?> = OM? pour M(x, y)
sur la droite x + 2y = 5; le point de cette droite le plus proche de O est H(1,2), et la distance
de 0 a la droite est /5.

® Corrigé de l'exercice 45

1.a)Six21:f(x)=x?-bx+4={(x-2)? Six<1:f(x)=x%+bx-4=|(x+2)*-8]|(les deux
donnent f(1) = 1).

b) Minimum absolu. Si x 21, f(x)20;six <1, f(x)>-8; et f(-2)=-8: mﬂ{nf: -8en -2|

Minimum relatif en 2. Sur 11,3[, f(x) = (x - 2)? 2 0 = f(2) ; il n’est pas absolu (f(-2) < 0).
Maximum relatif en 1. Sur ]0,1],2 < x+2 < 3,donc f(x)<9-8=1;sur[1,2[, |x-2]| <1, donc
f(x) < 1. Ainsi f < f(1) =1 sur ]0, 2[.

Non majorée. Pour M € R, x = [M| + 3 donne f(x) = (|JM| + 1)? 2 [M| + 1 > M.

c)Sur[-3,1]: -1 < x+2<3,donc f(x) <9-8=1;sur[1,3]: |x-2]| <1,donc f(x) <1;et

f(1)=f(3)=1, f(-2) = -8 avec -2 € [-3, 3]. {n3a§§f:1en1et3; [m3i£|]f:—8en -2

2. a)E(x)sxetx>0,doncg(x)<s1;etg(x)=1 < E(X)=x < x€Z. , atteint en

tout entiern = 1.

b)Si1sx<2:g(x)=1>2 Six22:E(x)>x-12%(carx-12% & x22),doncg(x)> 3.

c)Soitm>21.Sim>1:g(1)=1<m. sil<ms1:1sl<z,etx:l(l+2)vériﬁel<x<2,
2 2 m 2\m m
donc g(x) = % <m. Aucun m > % ne minore g : % est le plus grand minorant. Un minimum g(a)

serait un minorant strictement supérieur a % : ’g n'a pas de minimum ‘
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® Corrigé de U'exercice 46

1. a) Pour tout x, VX2 + 4 > 2 et /x2 + 1 2 1 (égalités pour x = 0 seulement), donc s(x) = 3 = 5(0) :
\mins =3en0 \ Et s(IM]) > [M| = M pour tout réel M : s n’est pas majorée.
- o (+4)-(+1) 3
b) On multiplie par la quantité conjuguée s(x) > 0: f(x) = = Comme

s(x) s(x)’

s(x)23:0<f(x)s1 = f(0), \maxf=1en0\.

c) Pour x = 2 : s(x) > 2/x2 = 8, donc f(x) < 5 < €. Aucun € > 0 ne minore f : 0 est le plus grand
minorant, non atteint (f > ). ‘f n'a pas de minimum ‘

2 4 4( 1)_ 3,1,2 4,2 4 4 4 _ 4
. - =X+ = + =)= + = - = - =X+ =X+ —= - + = V.,
2 a)(x 3X 9)X 3) X XXX+ oX+ x3 - x? >

2
b) Sur [0,1]: h(x) 2 0 et =t - h(x)? = & - x* + x* = (x—%) (x+%) > 0. Donc h(x)* < 5, puis

; h=20eth(0)=h(1)=0:

h(x) < 3\/_ = 2‘/_ , avec égalité pour x =

\mlnh=0en0et1\.

wIN
3
o
3
=
1
®
=
WIN

® Corrigé de U'exercice 47

1 (x®-2x+1)(x*+2x+3) = x* + 2x3 + 3x2 - 2x3 - 4x? - 6x + x* + 2x + 3 = x* - 4x + 3 /. Comme
x?+2x+3=(x+1)2+2>0: u(x)+3 20, avec égalité si et seulement si x = 1. \minu=—3 en1\.
Puis w(x) = u(-x) = -3, avec égalité si et seulementsi-x=1: ]minw:—3 en —1\.

2. Comme x"-1 = (x=1)(x"" +-+x+1)(ntermes): x"-1-n(x-1) = (x=1)[(X"" + -+ x+1)-n],
et le crochet vaut (X" = 1) + -+ (x = 1)+ (1-1).
Pourx20etk21,x"-1alesignedex-1(x21=xF21;0<x<1= x*f<1): chaque
produit (x - 1)(x" - 1) est positif, la somme aussi, d’ou (x"-nx21-n|Sixz1, letermek =1

vaut (x - 1)2 > 0 : 'égalité n'a lieu qu’en 1. n=5: [Bnin[ (x*-5x)=-4en1|

3. A(x) = 2x(&4 - x?) = 8x - 2x® (base 2x, hauteur 4 - x?). Avec ¢ = 23 . 22k 30 88 o

(x-c)?(x+2c) = x3-3c?x+2c3 = x> - bx + %. Donc

32\/— 3243
9

-A(x) = 2x3 - 8x + =2(x-c)’(x+2c)20 (0<x<2),

323 23

nul seulement pourx=c: (A__ = = pour X = — (rectangle de cotés % et %).

® Corrigé de l'exercice 48

1. f(x)=3x2-18x+41=|3(x-3)2+14|: ‘minf= 14 en 3|, et 3 = 12:% est la moyenne.

n n
2. (x-a,)* = (x-m)?+2(x-m)(m-a,)+(m-a,)*. Onsommedek = 1an,et 3 (m-a,) =nm-3 a, =0:
k=1 k=1

n
F(x)=n(x-m)?>+2(x-m xO+ZG -m)2.
k=1
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Ainsi F(x) 2 3¥(a,, - m)?, avec égalité si et seulementsix=m: |[minF = Z(ak - m)?|, atteint en

la moyenne m.

Pour M(x, 0): MA2 +MB? +MC? = (x-1)?+(x-3)?+(x-5)?+(4+1+16). D’aprés 2 (moyenne m = 3):
(x-1)2+(x-3)?+(x-5)? = 3(x-3)?+8, donc la somme vaut 3(x-3)2+29. ’Minimum 29, pour M(3,0) ‘

Sur[0,a]: -3 <x-3<a-3. Minimum. SiazB:]min=‘I4 en3\. Sia<3:x-3<a-3<0,donc
(x-3)22(a-3)%:|min=3(a-3)>+14enal

Maximum. Sia < 6: |x - 3| < 3, donc f(x) < 41 = f(0): [max =41en 0| (et en 6 sia = 6). Si
a>6:|x-3|<sa-3,doncf(x)<f(a):|max=3(a-3)+14enal

© Corrigés : sens de variation

® Corrigé de l'exercice 49

1.

Pour x # ¥ : f(x)- f(y) = (xX*-y?) +6(x - y) = (X - y)(x + y + 6), donc’T(x,y):x+y+6. Sur
]-o0,-3]: x < -3,y < -3, non tous deux égaux a -3, donc x+y <-6etT < 0: f est strictement
décroissante. Sur[-3,+o0[: x+y > -6, T > 0: f est strictement croissante. D’apreés le tableau,

f(x) = f(-3) pour tout x : le minimum de f est| f(-3) = -5|.
Pour x # y dans [1,+oo[, Vx-1+,/y -1 > 0 et la quantité conjuguée donne yx-1-,/y-1 =

1 . : - -
J_ \/_ douT (x y)=2+ —— = = > 0: g est strictement croissante sur [1, +co[, avec g(1) = 2.
X -0 -3 +00 X 1 +00
0| T i _— o) | -

On a+2 < /3 < 3, donc -3 < -/3 < -2 ; or f croit strictement sur [-3,+oo[, d’ol
f(—\/§)<f(—\/§). De méme m? < 3,152 = 9,9225 < 10, donc 1 < m < /10, et g est

strictement croissante : | g(rr) < g(v/10) |

f(-6-Xx)=(x+6)-6(x+6)+4=x?+6x+4=f(x): ladroite x = -3 est axe de symétrie de C;-

Donc f(-7) = f(1), et comme 0 < 1 dans [-3,+oo[ : | f(0) < f(-7)|(4 < 11 /). On ne pouvait pas

comparer directement -7 et 0 : ils ne sont pas dans un méme intervalle ou f est monotone
(-7 <-3<0).

® Corrigé de l'exercice 50

1.

Pour x # y dans | : (x y) = JxT+JT >0 et Tg(x,y) = X | -2 1 2 +o
x+y+4>0: f et g sont strictement croissantes. Donc 17 —
s = f + g est strictement croissante ; si x < y, 2 - 3g(x) > s(x) 1

2-39g(y): kest strictement décroissante ; et 1 < 1 + -

1. .
f(x) < 1+ f(y) donne —~ f(x) > 1y ¢ I est strictement

décroissante. Enfin s(-2) = -1 s( 1=1,s(2)=17.
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2. p(-2)=0x(-1)=0,p(-1) = 1x0=0etp(-3)=2(2-6+3)=|-22 | Ainsi -2 < -2 < -1 avec

p(-2) > p( - %) < p(-1) : p n'est pas monotone sur I, bien que f et g soient croissantes. Sur
[-1,+00[, f21>0etg20;pour-1<x<y:p(y)-p(x)=fy)NaWy) - g(x)) + gx)(f(y) - f(x)) > 0:
p est strictement croissante sur [-1, +o[. La régle exige des fonctions positives, or g < 0 sur
1-2,-1[.

® Corrigé de l'exercice 51
1. v(t) = (t-3)?-9: v est strictement décroissante sur ]-oo, 3], strictement croissante sur [3, +oo],
de minimum v(3) = -9 ; et v(t) = t(t - 6) est < 0 sur ]0, 6[, > 0 sur ]-o0,0[ U ]6, +oo].

2. i eststrictement décroissante sur ]-co, O et sur ]0, +oo[. Régle des composées : sur ]-oo, 0, i(x) <
0 < 3 et v décroit : décroissante - décroissante, g est strictement croissante ; sur ]0, %], i(x)=3

etv croit: g est strictement décroissante ; sur [%, +oo[, 0 < i(x) < 3: g est strictement croissante.

Minimum sur ]0, +oo[ : g(l)=—9. g(x) = -8 <= (%-2)(%—4) =0 XE{%,%} (pour

x <0, g(x)>0).

3. xeD, < v(x)#0:|D,=R\{0,6}} h(x) = 5'—. Si x € D,, alors 6 - x € D, et v(6 - x) =
(6 - x)(-x) = v(x) : h(6 - x) = h(x) (axe x = 3). Sur]-o0,0[ : v décroit et v(x) > 0, ou i décroit: h
croit. Sur ]0, 3] : v décroit, v(x) € [-9,0[, ou i décroit : h croit. Sur [3,6[ : v croit, v(x) € [-9,0[ :

h décroit. Sur 16, +oo[ : v croit, v(x) > 0 : h décroit.

' X [-o0 0 3 6 +00

) IS T | TN N

Sur]o,6[: -9 < v(x) < 0ett > 1 décroit sur ]-co, 0[, donc #X) < & 1| h(x) < -5 | (maximum de h sur

10,6[, atteinten 3). h(x) = -3 < x*-6x+8=0 < |x€{2,4}| Enfing(1)=-5% -1 = h(1):

veizi-v| lordre de composition compte.

X |-oco 0

® Corrigé de l'exercice 52

1.a)1- =2 = 223 = pt), et T, (x,y) = > 0 lorsque x, y sont dans le méme intervalle : h

3

t+2 t+2 m
est strictement croissante sur ]-o, -2[ et sur ]-2,+oo[. Si t > -2, % >0eth(t)<1;sit<-2,
h(t) > 1.
b) Le premier membre est h(x?), avec x* > -2 ; le second est h(3x) (x # —%). Si3x>-2:x%et
3x sont dans ]-2, +oo[, ol h est injective : x* = 3x, soit x € {0, 3}, qui conviennent. Si 3x < -2 :
h(3x) > 1> h(x?): pas de solution. |S ={0,3}|
Inéquation (x # -1) : c'est h(xz) < h(2x). Si x > -1: 2x > -2, et la stricte croissance donne
x2<2x & 0<x<2.Six<-1:h(2x)>1> h(xz) : toujours vrai. ]S = ]—oo,—1[u[0,2]‘: on ne
compare les antécédents que dans un méme intervalle de monotonie.

2. t » 9 -t décroit et la racine croit, donc t ~ /9 -t décroit ; t ~ -t décroit strictement : leur
somme d est strictement décroissante sur ]-oo, 9]. Les deux équations ont un sens pour x < 9
et 2x < 9, soit x € [-3,3], et s'écrivent d (x?) = d(2x) et d (x?) > d(2x). Donc d (x?) = d(2x) <=

x2=2x: ; et, d étant décroissante, d (x?) > d(2x) < x? <2x: .
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® Corrigé de l'exercice 53

1. 0= F) = (x- )+ Yok - - ) [ 1 - it | ot ta formute.

2
2. t2—|t|+%=(|t|—%) > 0. Doncx2+y2+%2|x|+|y|2|x+y|,puis
(C+1)(2+1) =X +x7+y2+1 2 X +y?+1 > ey’ + 2 2 x4yl

— X
(x2+1)(y2+1)
fonction croissante et d’une fonction non monotone peut étre croissante.)

Ainsi < 1etT(x,y) > 0: f est strictement croissante sur R. (La somme d'une

3. f(0)=1,donc f(x) =1 < x=0etf(x)>1 & x>0:

’5={0}‘et’5=]0,+oo[‘_ fx-1)<f(x}) & 2x-1<x* < —— O/i°°
(x-1)2>0:[S=R\ {1} Comme0<-<1:[x<fl)sx+1], [fX)| 1

avec f(x)=x+1 < x=0.

4. 9(0)=2,9(3)=3+2=%,9(1)=2:0< 1 < 1avecg(0) < g(3) > g(1): g n'est pas monotone. Son
2(x+y)
(x2+1)(y2+1)
y2+122y>0(car(x-1)? 2 0), donc (x* + 1) (y? + 1) = 4xy, avec égalité seulementsix =y = 1;
et xy 2 x, xy = y donnent 4xy = 2(x +y). Ainsi (x> + 1)(y? + 1) > 2(x + y) et le taux est > 0 : g est

strictement croissante sur ]-oo, 0] et sur [1, +oo[.

Enfin g(x) -2 = X3;§’+‘j”‘ = XE(XZ'+11)2 1 g(x)=2 <= |xe{0,1}| et g(x)22 < [x20]

® Corrigé de l'exercice 54

taux vaut 1 - . Sur]-,0]: x+y < 0, donc le taux est > 0. Sur[1,+oo[: x>+1 22x >0 et

1. T(x,y)=x+y-2m.Sim<1:pourx #ydans[1,3], x+y>22>2m, T >0: croissante. Sim > 1:
avec y, = min(m,3) € 11,3], T(1,y,) = 1 +y, - 2m < 0, donc f,_ (1) > f, (y,) : pas croissante. D'ou
croissante < m < 1. Deméme,sim 23,x+y<6<2metT <0;sim<3,avecx, = max(m,1),
T(X,,3) = X, +3-2m > 0 : décroissante <> m 2 3. Pour 1<m <3, f_(x) = (x - m)*+1-m?
décroit sur [1, m] et croit sur [m, 3] :

X 1 m 3
2-2m 10-6m
1-m?
2.a)|g,()=(m+2)x-1six22, g (x)=(m-2)x+1sixs7,

b) Sim 2 2: les pentes m -2 et m + 2 sont positives : g, croit sur chaque demi-droite, et pour
X< 1<y g,(x)<9,(3) €9, : croissante sur R. Sim <2:g,(0)=1>2 =g, (1): pas
croissante. De méme, sim < -2, g, est décroissante ; sim > -2, gm(%) = % <m+1=g,(1): pas

décroissante.

c) Pour -2 <m<2: g, décroit sur ]—oo, %] et croit sur [%,wo[ tming,, =g,.(3) =

]
2

d) Si [m| > 2, g, est strictement monotone, donc injective. Si m = #2, g est constante sur
une demi-droite ; si -2 < m < 2, x, = = > 1 vérifie g, (x;) = 1 = g, (0) : non injective,

g,, injective < |m|>2|
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Sim 2 0: Eetx = mx sont croissantes, R aussi; sim < 0 k. (0) =0 > % = km(%). Donc

croissante < m = 0. Jamais décroissante : avect = +|—m € ]0,1], 1 -t € [0,1], donc
k. (1-t)=m(1-t)etk (1)-k _(1-t)=1+mt>1- 1'+'|"n'1|—1+|m| >0:1-t<letk (1-t)<k (1),

pour tout m (le saut de E en 1 'emporte).

€@ Corrigés : fonctions usuelles

B Corrigé de l'exercice 55

. f(x) = [(x-2)>-2|: sommet 5(2,-2), axe X = 2 ; a

1> 0: f décroit sur ]-,2], croit sur [2,+oo[. g(x)
-[(x=1)2-1]+2 = |~(x-1)? + 3|: sommet S'(1,3), axe
Xx=1;a=-1<0: g croit sur]-oo, 1], décroit sur [1, +oo[.

f0=0 e (x-2=2 < |x=2£2];g(x) =

0 = |[x=1% \/5 Courbes ci-contre.

f(x) - g(x) = 2x% - 6x = 2x(x - 3) : points communs
’A(O,Z) et B(3,-1)|. Ce trindome est négatif entre ses

racines : | f(x) < g(x) & x €0, 3] ‘ : sur [0, 3], Cy est
au-dessous de C’Q ; ailleurs, au-dessus.

g(3-x)=-(3-x)?+2(3-x)+2 = -x?+4x-1=1-f(x) . Le symétrique de M(x, f(x)) par rapport
alestM(3-x1-f(x)=(3-x93-x)eC, ettout point (x',g(x')) de €, est le symétrique
du point de € d'abscisse 3-x": €  estla symétrique de C; par rapport al. Le milieu de S et
S’ est (%, %) = I, de méme que celui de A et B (la symétrie échange A et B).

® Corrigé de l'exercice 56

1.

2. Six¢ -1,alors -2-x # -Tet f(-2-x)+f(x) = 1- 2 +1+

3. Pour x entier, x # -1, le réel f(x) est entier si et seule-

_ _ b _ X+5 _ _4y-x) _
Df =R\ {-1}|et 1+ = 222 Puis f(x) - f(y) = EIEL donc T(x,y) = T 1)y D

dans le méme mtervalle (x +1 ety+1de méme signe) : f est strictement décroissante sur
]-o0, -1[ et sur ]-1, +oo[ (pas sur D;: f(-2)=-3<5= £(0)).

< 0si x, y sont

— = 2:0(-1,1) est centre de symétrie. Le point (X 2)
a pour image par la translation de vecteur i(-1,1) le
point (X - 1,2 + 1) = (x, f(x)) avec x = X - 1.

ment si x + 1 divise 4, c'est-a-dire x + 1 € {#1,+2, +4}.
Six points, deux a deux symétriques par rapport a Q :
’ (_Sv 0)1 (_3v -1 )r (_2v _3)1 (0, 5)7 (1 ’ 3)r (37 2) ‘ (en rOUge)o

f(x)23 < ﬁ > 2: impossible si x < -1 (membre de gauche négatif); si x > -1, cela équivaut

ak422(x+1),s0itx<1:|S=1]-1,1]|(segment vert) : la branche de droite est au-dessus de la
droite y = 3 jusqu’au point (1, 3).
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® Corrigé de l'exercice 57

1. |D; =[-3,+eo[ | Le point (X,v/X) a pour image par la y

translation de vecteur (-3,0) le point (X - 3,VX) AN i
(x, M) : C; est la courbe de la racine décalée de 3
vers la gauche. Et M(x,y) € C; (x 2 -3ety =
Vx+3) < (y20ety? = x+3): une demi-parabole
de sommet (-3, 0). Cgestun«V» de sommet (3, 0). -3 1 3 6 X

2. Pour x -3 les deux membres sont positifs : f(x) = g(x) < x+3 = (x-3) < (x-

>
1)(x - 6) = , points (1,2) et (6,3) ; et (le carré conserve l'ordre sur les positifs)
f(x)>g(x) = (x—‘I)(x—6)<0 = [xe,6[]

3. Sur[-3,3], h(x) = /x + 3 + x - 3 est somme de deux fonctions strictement croissantes : stricte-
ment croissante. Sur [3, +oo[, h(x) = \/x + 3-x+3 a pour taux \/x_3+\/ﬁ_1 <0(caryx +3+Jy+32

2./6 > 1): strictement décroissante. Donc| maxh = h(3) = V6 |: lécart vertical entre les courbes

est le plus grand en x = 3, entre la pointe du « V » et le point (3,\/6) de C; (fleche).

® Corrigé de l'exercice 58

1. a)E({x)=2 & 2</x<3 < (racine croissante). E(%) =3 < 3¢ % < 4, ce

qui impose x > 0, puis (inverse décroissant sur 0, +oo[) | x € ]1 ;] :

b) Si x € Z : E(x)E(-x) = -x* = -6 est impossible (6 n’est pas un carré). Si x ¢ Z, avec N = E(x) :
N<x<N+1,donc-N-1<-x<-NetE(-x) =-N-1. Léquation devient N(N +1) = 6 <
(N -2)(N+3)=0: E(x) = 2 ou E(x) = -3, x non entier: |S =1]-3,-2[u]2,3[|

2. a) Sur [R, kR + 1, f(x) = kx : -2x, -X, 0, X, 2x sur les cinq ¥ .
intervalles. Chaque segment va de (k, kz) (inclus, disque /
plein) & (k + 1, k(k + 1)) (exclu, cercle vide) : figure.
b)Six=0: E(x)>x-12-1,donc E(x) 2 0 et f(x) 2 0. Si
x<0: E(x) < x <0, produit de deux néegatifs. Donc .

c) Soit x solution et n = E(x): nx = 3, donc n # 0, x-—etn<—<n+1 Sinz1:n’><3<n’+n
impose n = 1, puis 3 < 2 : impossible. Sin < -1 (l’ordre change en multipliant par n): n? 2 3
etn(n+1)<3,doncn<-2 etn=-2convient (2 < 3) alors que n(n + 1) =2 6 pour n < -3. Seule

possibilité: x = -3, et -3 x(-2)=3 v :|S = {—%} :

® Corrige de l'exercice 59

1. €u1 : le «V» dey = | x| translaté de vecteur (0, -2). C’uz : on garde la partie de €u1 au-dessus

de l'axe des abscisses et I'on remplace la partie au-dessous (| x| < 2) par sa symétrique par
rapport a cet axe. €u3 : translation de vecteur (0, -1). Cp: méme opération qu’'a la deuxiéme

étape. On obtient une ligne brisée en « double W » :
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2. Dy = R est symeétrique et | - x| = |x| : f est paire. Pour x > 0, f(x) ||x 2| -1| sur [0, 2],
[x-2|=2-xetf(x)=|1-x]|;sur[2,+oo[, f(x)=|x-3]|. D'ou

‘f(x)=1—xsur[0,1], x-1sur[1,2], 3-xsur[2,3], x—3$ur[3,+oo[‘.

f décroit sur [0, 1] et sur [2, 3], croit sur [1,2] et sur [3, +oo[, et par parité décroit sur ]-oo,-3] et
[-2,-1], croit sur [-3,-2] et [-1,0] : minimum 0 en #1, +3 ; maximums relatifs 1 en 0 et 2.

3. Sim < 0: aucune solution. Sim 2 0: f(x) =m < ||x|-2| €{1+m, 1-m} etpourcz0,
|Ix|-2|=c < x| =2+cou|x|=2-c(sics2)
em=0:|x| €{1,3}, 4solutions. «0<m<1:|x|€{1-m,1+m,3-m,3+m}, quatre valeurs
distinctes et positives : 8 solutions (figure). «m = 1: |x| € {0,2,4}, soit x € {0,+2,+4}: 5
solutions. em>1:1-m<0et2-(1+m)<0:seul|x|=3+m convient, 2 solutions.

3<lixi-2| <3 = Ixle[3.3]v[33]: (=[5 -3]v[-3.5]v[3.3]v 5.3}

® Corrigé de l'exercice 60

1. f(x) = X”) 2 -|2- ﬁ sur R\ {-1} : centre|Q(-1,2)|,

et le pomt (X,-2) a pour image par la translation de

vecteur (-1,2) le point (X - 1,2 - 2) = (x, f(x)). Le taux
3

(x+1)(y+1)

croissante sur |-co, -1[ et sur ]-1, +oo|.

f<l o

est > 0 sur chaque intervalle : f est strictement

2. SiMGGf,alorsx:t-’I ety-2-—— d'ol (x+1)(y-2) = :
-3. Réciproquement, si (x + 1)(y - 2) =-3,alors x # -1 et \/Ef
y=2- Xf1 = f(x). Les distances de M aux droites x = -1 -4 2

ety =2sont|x+1|et|y-2|: leur produitvaut, pour
tout point de Cs.

3. -1+3=2et~(-1)+1=2:Q € A, nA,. Si (x+1)(y-2) = -3: pour M,(y-3,x+3), (y-3+1)(x+3-2) =
(y-2)(x+1)=-3; pour My(1-y,1-x),(1-y+1)(1-x-2)=(2-y)(-1-x) = -3. Donc M, M, € Cp:
A, et A, sont des axes de symétrie de Cy.

4. Surf, y-2=x+1,et(x+1)? = -3 estimpossible : Crnby = @. Surh,, y-2=-(x+1),
et (x+1)2 =3 donne x = -1£+/3: S(—‘I+\/§,2—\/§),S’(—1—\/§,Z+\/§),symétriquespar

rapport a Q, et S§' = \/(2\/5)2 + (2\/5)2 = |26 Figure ci-dessus : hyperbole est symétrique
par rapport a Q et a ses deux axes A,, A,, qui sont les bissectrices des droites x = -1 ety = 2.
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€© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1.

P(1)=1+b+c,P(-1)=1-b+c, P(0)=c,dou|P(1) + P(-1) - 2P(0) = 2 ‘ Par l'absurde, si |P(-1)],

|P(0)], |P(1)] étaient tous < %, l'inégalité triangulaire donnerait 2 < |P(1)| + |P(-1)] + 2| P(0)] <
% + % +1 = 2: contradiction. Aucun trindme unitaire ne reste donc strictement entre —% et %

sur [-1, 1].

Pour x € [-1,1],0 < x* < 1, donc -3 < Py(x) < 5 : P, vérifie (H). Unicité. Si P vérifie (H): P(1) < 3,
P(-1) s 1, -P(0) < 3, donc P(1) + P(-1) - 2P(0) < 2 ; comme cette somme vaut 2, ce sont des
égalités : P(x1) = 1, P(0) = -2, d'olic = -J et b = w =0:|P =P, le trindme unitaire le
plus « plat » sur [-1,1].

a)Q(x1)=atb+cetQO)=c: |c=Q(0), b=AAD =D _0o0), doii |b] < 121 =1,
[cl <1, ]lal<1+1=2.

b) -Q(x) a pour coefficients (-a, -b, -c), Q(-x) a pour coefficients (a,-b, c) ; tous deux vérifient
'hypothése et ont la méme somme |a| + |b| + |c|. On peut donc supposer a 2 0 (quitte a
remplacer Q par -Q), puis b 2 0 (quitte a remplacer Q(x) par Q(-x)). Sic 20: |a| + |b] + |c]| =
Q1)< 1.Sic<0: |al+[bl+|c|=a+b-c=0Q(1)-2Q(0) < 1+2=3.Donc||a| + b +|c| <3
avec égalité pour Q(x) = 2x* - 1=2P,(x) (-1s2x* - 1< 1sur[-1,1],et2+0+ 1= 3).

»

® Corrigé de l'exercice 62

1.

Un produit est nul si et seulement si l'un des facteurs l'est: (E) < Vx, f(x)e{1,x}. Enx =1,
{1,x} = {1}, donc f(1) = 1: 1 € J. Graphiquement, C est contenue dans la réunion des droites
y = 1ety = x. La fonction égale a x partout sauf f(2) = 1 convient et n’est pas monotone :

f(2)=2>f(2)= 1< f(3)=3.

a) Soit x € J et y strictemententre x et 1. Six <y < 1: f(y) = f(x) = 1; si Uon avait f(y) = y,
alorsy = 1: exclu;donc f(y)=1.Si1<y<x: f(y) < f(x)=1,et f(y) = y donneraity < 1:
exclu; doncy €.

b) (=) Soit x < x’ dansj ety € [x,x'] : y est entre x et 1, ou entre 1 et x’ (selon la position de
1), donc y € J d’'aprés a) : J est un intervalle contenant 1. (<) SiJ est un intervalle contenant
1, tout réel hors de J est soit « a gauche » de J (donc < 1, et f(x) = x < 1), soit « a droite » (donc
> 1, et f(x) = x >1). Soitu < w: siu, wsontdu méme coté de J, f(u) =u <w = f(w); siu
est a gauche et w € J ou a droite, f(u) <1 < f(w); siu € J, alors w € J ou w est a droite, et
f(u) =1 < f(w). Donc f est croissante. Exemples: J = {1} (f = Idg),J = R (f = 1),J = [0, 2].

c) Une solution strictement croissante est injective, donc J (ou f vaut 1) a un seul élément :
J={1}et f =1dg, qui convient: | f = Id |

Soit f décroissante et, par l'absurde, y # 1 tel que f(y) = y. Siy > 1, posons x = %y e],yl:
f(x) 2 f(y) =y, alors que f(x) € {1,x} et 1 < x < y: contradiction. Siy <1, x = % € ly, 1[ vérifie
f(x) <y, alors que 1 > x > y : contradiction. Donc f(y) = 1 pour tout y : , qui est bien
décroissante (au sens large).

Paires : pour x # 0, f(x) = f(-x) € {1,x} n{1,-x} = {1}, et f(0) € {0, 1} : deux solutions, la
constante 1 et la fonction égale a 1 sauf en 0 ou elle vaut 0. Impaires : si f(x) = 1 avec x # 1,
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alors f(-x) = -1 € {1,-x} impose x = 1: absurde ; donc f(x) = x pour tout x : seule solution
Idg. Périodiques (période T > 0): si f(x) = x avec x # 1, alors f(x +T) = f(x) = x & {1,x+T}:
absurde ; donc seule solution la constante 1.

® Corrigé de l'exercice 63

1.|D; = [—\/g,\/g] et (x +2y)” + (2x - y)? = x* + hxy + by? + bhx® - bxy + y* = 5(x° + y?). Pour x € Dy,

posons ¥y =v5-x220: x?+y? =5, f(x) = x + 2y et f(x)? = 25 - (2x - y)? < 25, donc | f(x) < 5| Si
f(x) =5, alors y = 2x, donc x 2 0 et 5x2 = 5: x = 1 ; réciproquement f(1) = 5. Et f(x) = x = -/5,
avec égalité si et seulement si x = -/5 : max 5 en 1, min —/5 en -/5.

2. a)Sit<0:2t<0<+/5-1t2(sans égalité possible). Sit>0:2t<V/5-12 < 4t?°<5-1 <
t< 1. Donc 2t < /5 - t2 sur [—\/g, 1] et 2t > /5 - t2 sur [1,\/§], avec egalité seulement en 1.

b) Soit s = /5 - x2 + \/5 -y2 > 0 (nul seulement pour {x,y} = {#/5}). Par la quantité conjuguée,
V5 - x2 —\/S—y2 = yzs;xz, d’ou

oot VT2 ()
T s T s '

Pour x # y dans [—\/g, 1], les deux parenthéses sont = 0, 'une au moins>0: T > 0. Sur [1,\/§],

de méme T < 0. Donc f croit strictement sur [—\/g,’l] et décroit strictement sur [1,\/§] :

X | /5 1 J5

700 _ﬁ/S\Jg

3. 2J5-x2 = m- x exige m-x > 0; on éléve au carré deux nombres positifs : f(x) = m <
’x <met5x*-2mx+m?-20=0 ‘ (la condition x € D, est alors automatique). Discriminant
réduit: 4(25-m?). «|m| >5: aucune solution. «m = #5: racine double T ;1< 5 convient,
-1>-5non. «|m| <5: racines x, = @, etx,sm < %/25-m2 <2m. Pour x_:
vrai sim 2 0;sim < 0, cela équivaut a 25 - m? 2 4m?, soit m = —/5. Pour x, : il faut m 2 0 et
25 - m? < 4m?2, soit m = /5. Bilan :

0 solutionsim<-J/5o0um>5; 1si —\/gsm<\/§oum=5; 2siV5sm<5|

Quand x décrit D, M(x,\/5 -x2) décritT, et f(x) = m <= M € D_ : on compte les points

communs arl etD . Pourm =5, seul A(1,2) : la distance de O a D vaut % = /5 (le rayon)

et D L (OA). Pour m = V5, D, passe par l'extrémité (\/E,O) de T et la recoupe : c'est la que
commencent les deux solutions.
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® Corrigé de l'exercice 64

1 f(x) - f(y) = (x - y)Te(x, y) et g(x) - g(y) = (x - ¥)T,(x,y) : le produit vaut (x - y)? T, T, Sifet
g ont le méme sens de variation, T, etT ont le méme signe (au sens large) : produit > 0 ; de
sens contraires : produit < 0 (il est nulsi x = y).

2. A gauche : 23,19 - iy f,.gj. A droite, (f; - fj)(g,. - gj) = fig; + fjgj - f,.gj - fjgi : chaque

f;g; apparait dans deux produits et chaque f,-gj (i # j) une fois avec le signe - : méme ré-

sultat v. Si f et g ont le méme sens de variation, les trois produits sont > 0 (question 1) :

(f, + f, + f309, + 9, + 95) < 3(f,9, + f,9, + f395) |; sinon, l'inégalité est renversée.

3.a)t —» tett — t% croissent sur [0, +oo[ : avec X, =@, X, = b, x; = ¢, on obtient la premiére
n 1 décrot 5 Tadad L1 LA LA
inégalité. t — t croitett T decroit sur ]0, +oo : (a+b+c)(a ot C) > 3((1 5 +b ,+C C) =

1)_ _(a-b)?

b/~ ab

@. Ily a égalité si et seulement si les trois produits (a - b) (% - , ... sont nuls, c’est-

a-direa=b=rc.
b)a,b,ce]0,1,ett > t, t ﬁ croissent sur 10, 1[ (1 - t décroit en restant > 0). Tchebychev
aveca+b+c=1,puisa)appliquéai1-a,1-b,1-c(de somme?2):

a b c 1(1 1 1) 17 9 |3
+ + > — + + > —x ===
1-a 1-b 1-c 3\1-a 1-b 1-c 3 2 |2

L'égalité impose l'égalité dans a), donca=b=c = %, qui donne bien 3 x % = % Poura, b, c>0
quelconques,avecs=a+b+ceta’ = %, b = 2, c = % (de somme 1) : ﬁ = %, etc. Donc S 2 %,

avec égalité si et seulementsia=b=c:|minS = % (inégalité de Nesbitt).

® Corrigé de l'exercice 65

2
1L x2+(1-x)2=2 (x - %) + % >0:/D;=R| Le dénominateur ne change pas quand on remplace

x par 1-x, d'ou f(x)+ f(1-x) = ﬁ:ggi =[1]: c’est f(2a-x)+ f(x) = 2baveca=b = 510(3,3)
est centre de symétrie de Cs
2. f20,et1-f(x)= Xz(j(}x_)i)z >0; f(0) = 0, f(1) = 1 : minimum 0 (en 0), maximum 1 (en 1). Et
1

f)<3 & x¥*<(1-x & 0<1-2x & |x<3|,

3. En divisant par x? : f(x) = —— = —'— = w(u(x)). Or w croit strictement sur ]-oo,0] et

(B (i)
décroit strictement sur [0, +oo[, et u décroit strictement sur ]-oo, 0[ et sur ]0, +oo[. Sur ]-o0, 0[ :
u(x) < -1, w croissante : f décroit. Sur ]0,1] : u(x) = 0, w décroissante : f croit. Sur [1,+oo[ :
-1<u(x)<0: f décroit. Comme f(0) = 0 < f(x) pour x # 0, on adjoint 0 :

4. Les termes f(£) et f(=£) = £(1 - £) ont pour somme 1: en écrivant S dans les deux ordres et

en ajoutant,2S, =n+1:|S, = % et|S, 6 = % .
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® Corrigé de U'exercice 66

1. E(a) + E(b) est un entier < a+b, et E(a + b) est le plus grand d’entre eux: E(a) + E(b) < E(a + b). Et
E(a+b) < a+b < E(a)+E(b)+2: lentier E(a+b) est < E(a)+ E(b)+2, donc | E(a + b) < E(a) + E(b) + 1|

2. Si x est solution, x - 2 est entier, donc x € Z ; écrivons x = 6q +r. Comme E(y + n) = E(y) +n :
E(3) =39+ E(Z), E(¥) = 29 + E(%), et l'équation équivaut a g = E(£) + E(£) +2-r:

r 0 1 2 3 4 5

E()+E(Z)J 0 0o 1 2 3 3 ]5:{5,7,8,9,10,12}\
q 2 11 1 1 0

x=6g+r |12 7 8 9 10 5

3. a) E(52) = E(%) + 3, E(%®) = E(%) + 2, E(X2) = E(X) + 1, d’0ti g(x + 6) = g(x).
b) Par 1, deux fois : E(%)+E(%)+E(%) < E(
X est un entier 6q +r, et g(x) = r - E(%)

+2)+E(%) < E(x), donc’g X) 2 X - E(x) >0‘S|g(x
(g),pour1srsS,E(2)+E(3)<3<r doncr-O
Réciproquement g(6q) = 6g - 3q - 29 - q-O.’g(x)=O = xe6Z‘.

E(Z
2

c) g(x) = x sur[0,2[, x - 1 sur [2,3[, x - 2 sur [3,4[, x - 3 sur [4,6[ : images [0, 2[, [1,2[, [1,2],
[1,3[, donc, par périodicité, | g(R) = [0, 3[ | Ainsi g < 3 : g est majorée par 3 ; mais [0, 3[ n’a pas

de plus grand élément (si y < 3, y+3

€ ly,3[) : g n'a pas de maximum.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme : 1 point par réponse juste et justifiée, % point si une seule des deux parties est juste. Reporte tes
points bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | -+ Calcul algébrigue Bloc 2 - Fonctions de référence Bloc 3 - Logigue et applications

@ A=(4-x)(3x-2); © (@) x<-/50ux>4/5; © (@) 3IxeR,IyeR, xsy
B = (2x - 1)(4x? + 2x + 1). (b)0<x2<9. (a) x| >/5. et x> > y2. (b)Non. x = -2,
a’-b*(a=x+1, (b) x = 0 est permis : pas y=1:-2<1mais4>1.
b=2x-3);a®-b%(a=2x, «1<x . @ (a)]-o0,-2[U]-2, 3]
b=1). (a)_%sis_%;(b)x<0 U]3, +oo[;

@ 2(x +2)? - 2; racines -3 et ou x > 1. Linverse (b) [-1,2[ V]2, +eo[. Retirer
1. 2[(x +2)? - 4] +6; e M (e un point coupe
(x +2)? =1 donne signe) ; si x <0, % <0<3. Uintervalle.

X+2 =21, @ @) f(A) ={-3;-1; 5};

@ (a) -2x - 5, puis 2x +5;
(b)S={-4;-1). 2x+5ale
signe dex+§; 2X +5 = #3.

(b) non. f(-1)=f(1) = -1

alors que -1 = 1.

©® S=1-,-2]U[2,3]. x+2,
X-2,3-x:Pest+, -+ -

sur les intervalles @ (a) (2x +3)2 et 2x% + 3;

délimités par -2, 2, 3. (a)-2,0et3; (b)-3,1et (b)non. EN0:9#3;
©® (3) S =1-o0,-1]uU [%,+oo[; 3. Sur[2,4], f(x)=x-1: 'ordre compte.

(b) S = R. (a) Racines -1 et f3)=2.

%:signedea=3é

lextérieur.

(b)A=-11<0: signe de
a = -1 partout.

- J/ \ J \ J

Ton or ie”tation les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ou commencer, quels exercices faire en prioritée.

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1 et 2 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 23 ; puis
exercice 31, p. 29 et exercice 55, p. 35. Refais le test dans une semaine.

0as

bases a revoir

Commence par le cours complet (sections 1a 11), puis les piéges de la section 13.
En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes B et D, exercices 37
a 42, p. 30 et 49 & 54, p. 34.

6a9
bon départ

Commence par le cours (sections 1a 11 en lecture rapide), puis les sections 12 a 14.
10a12 En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les thémes C et E, exercices 43 a
ORIV 48, p. 32 et 55 @ 60, p. 35; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 27, et le théme F, 61

a 66, p. 37.

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Calcul algébrigue Bloc 2 - Fonctions de référence Bloc 3 - Logigue et applications

Relis : les sections 1,5 et 8 du Relis : les sections 2, 8 et 10 Relis : les sections 4, 6 et 7 du
cours. du cours. cours.
Fais : exercice 1, p. 23, Fais : exercice 5, p. 24, Fais : exercice 16, p. 26,
exercice 34, p. 30, exercice 44, exercice 6, p. 24, exercice 56, exercice 43, p. 32, exercice 51,
p. 32 et exercice 49, p. 34. p. 36 et exercice 57, p. 36. p. 34 et exercice 52, p. 34.
. J |\ J (N J
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. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Domaine, égalite, opérations 312336 / 6
Théme B - Parite, symétries, périodicité 37342 /6
Théme C - Majorants et extremums 43 a3 48 /6
Théme D - Sens de variation 49 a 54 / 6
Théme E - Fonctions usuelles et courbes 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Le barycentre dans le plan
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