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les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.
Niveau 2 - Bac * I Méthode : la démarche pas a pas.
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|

problemes de concours (classes préparatoires,
écoles d’ingénieurs).

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique par
ol commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés: la partie B
est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par
theme (Nombre dérivé et tangente, Calculer des dérivées, Dérivabilité et demi-tangentes, Variations
et extremums, Inégalités et optimisation, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans
la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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La carte du chapitre
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?

utiliser l'approximation affine ;

calculer f'(a) par la limite du taux;

écrire 'équation d’une tangente ;

étudier la dérivabilité a droite, a gauche ;

calculer f” et f(™ (récurrence) ;

dresser un tableau de variations ;

trouver les extremums (local, sur [a, b]) ;

démontrer une inégalité par une fonction ;

. . . . résoudre un probléme d’optimisation ;
interpréter : point anguleux, demi-tangente ;

O Oo0o0gooad

trouver les tangentes paralléles ou issues d’'un

démontrer les dérivées usuelles ; point ;

dériver uv, £, u", Ju, f(ax + b);

|
]
|
g
|
g
|

O

reconnaitre un nombre dérivé dans une limite.
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Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant le cours, fais le point : les limites du chapitre 10, les droites du tronc commun, les fonctions
du chapitre 4. Aucune question ne demande le cours. Corrigé et orientation : page 68.

Bloc | - Limites (chapitre 10) — J&4
@) Formes indéterminées Calculer @) Le conjugué Calculer (a) lim l;
(a)“mx3-3x2+x-3, (b) lim 3x? - 5x x=6 [x+3-3

x=3 x2-9 ! x—+e0 1 -6X2 (b) lim (x - Vx2 - 10x).

X—>+00
. s . P N 2 _ 4

@ Limites trigonométriques Calculer @ A droite, 4 gauche g(x) = | x |'
@) lim sin2x | (b) lim 1-cosx o X X+2

X0 X2 - 3x " X0 2X2 + X3 (a) Limites de gen -2* eten-2"? (b)En-27?
Bloc 2 - Droites et pentes (repére orthonormé) |4
@ Deux points A(-2;5), B(2;-1). Point et pente A passe par A(-2;3), de
(a) Coefficient directeur et équation réduite pente % (a) Equation y = m(x - x,) + y,, puis
de (AB) ? (b) C(4;-4) est-il sur (AB) ? réduite ? (b) Point de A d’abscisse -1,8 ?
@ Paralléle, perpendiculaire Lire des pentes Ci-contre: d 5’
D:3x-2y+5=0cet A, : y=(R-1)x+2 et d’. (a) Lire leurs pentes, 3
(k € R). (a) Coefficient directeur de D ? puis leurs équations. :
(b) Pour quel réel k a-t-onA, | D? A, LD? (b)d L d"? Calculer leur point o %,

commun.

| (
~
&

Bloc 3 - Fonctions et variations (chapitre 4)

Taux d’accroissement f(x) = x> + 3x. Lire un tableau (x|-4 -1 2 5]
(a) Montrer que son taux entre a # b vaut (a) Extremums de f ? ; 3\ /4
a’? +ab + b? + 3. (b) Variations de f sur R ? (b) Comparer f(-3) et > \1

f(-2), f(3)et f(4).

signe d’un trindme Etudier, selon x € R, le @ Variations par étapes f(x)=vx2 +6x +13.
signe de (@) -3x2+5x+2 : (b) 3x2-12x+12. (a) Ecrire x2+6x+13 = (x - (;()2 +B: f est
définie sur R. (b) Variations et minimum ?

-
(.

Temp s écoulé ? . Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Mon score
Pose le crayon, compte tes points bloc par |4 W 4 v |4 = | 12
bloc et corrige-toi page 68. — — —
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

0 Nowmbre dérivé

Une voiture parcourt 150 km en 2 h : sa vitesse moyenne est 75 km/h, mais son compteur affiche
a chaque instant une vitesse instantanée. Le nombre dérivé fait passer du « moyen » a l'« instan-
tané » : on calcule un taux de variation sur un petit intervalle [a, a + h], puis on fait tendre h vers
0 (limites du chapitre 10).

9 Définition : taux de variation

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I eta e l. Pourh # 0telquea+h €1, le

fla+h)-£(a)
h ]

taux de variation (ou taux d’accroissement) de f entre a et a + h est | t(h) =

C'est le coefficient directeur de la sécante (AM), ol A(q, f(a)) et M(a + h, f(a + h)) sont deux
points de Cs.

4 Définition : nombre dérivée
f est dérivable en a lorsque T(h) admet une limite finie £ quand h tend vers 0 ; ce réel est le
nombre dérivé de f en g, noté f'(a):

f’(a)=£i%W=imw (on a posé x =a+h).

Si cette limite est infinie, ou n’existe pas, f n'est pas dérivable en a (section 3).

Méthode : Comment calculer f'(a) par la définition

1. Calculer f(a). 2. Calculer f(a+h)-f(a) et le factoriser par h : développer, réduire au méme
dénominateur, multiplier par la quantité conjuguée, utiliser une formule de trigonométrie.
3. Simplifier T(h) par h (permis, car h # 0). 4. Calculer la limite quand h — 0: si elle est
finie, c'est f'(a).

Exemple : cinqg nombres dérivés calculés par la limite

+ p(x)=3x-x*ena=1: p(1)=2etp(1+h)-p(1)=3+3h-(1+2h+h?)-2=h-h?, donc

T(h)=1—hm’l: .
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« g(x)=+/5x-1ena=2: g(2) = 3;avec la quantité conjuguée,

T(h)_\/9+5h—3_ (9+5h)-9 5 5 7(2)-2
h h(\/9+5h+3) J9+5h+3 ho0 3+3 6
X+3 . _ c_5+h _ _5+h-5-5h _ -4h
k(x)-xz1ena-2.k(2)-5etk(2+h) 5_1+h 5= o =T donc
T(h)=1+hm—4: R'(2) = -4|.
« sin et cos en 0 (limites du chapitre 10) : smh;smo = S'zh - 1 et C05h+050 =

_hx‘l_;%haoxgzo: sin(0)=1]| et |cos'(0)=0|

Remarque. Un peu d’histoire. Vers 1636, Fermat trouve tangentes et extremums en comparant
f(a) et f(a + h) pour h « évanouissant ». Newton (1665-1671) parle de fluxions (des vitesses),
notées x ; Leibniz publie en 1684 sa Nova methodus, avec les « différentielles » dx et dy :
d’ou la notation % (quotient de deux accroissements « infiniment petits »), toujours utilisée
en physique. Lagrange (1797) introduit le mot « dérivée » et la notation f'(x) ; Cauchy (1823)
fonde enfin le nombre dérivé sur la notion de limite.

© Tangente et approximation
§ oéinion angenecnunpoin

Si f est dérivable en q, la tangente a Crau point

A(a, f(a)) est la droite qui passe par A et a pour
coefficient directeur f'(a):

(T) = |y=F(a)x-a)+f(a)l

C'est la position limite des sécantes (AM) quand
M glisse sur CrversA: leurs pentes T(h) tendent
vers f'(a).

Justification. Une droite non verticale passant par A et
de coefficient directeur m a pour équation y - f(a) =
m(x-a);icim = f'(a). Figure: p(x) = 3x-x2,A(1,2); les
sécantes vers M(3,0), M(2,2), M(2, 2) ont pour pentes
1-h=-1,0, % ; a gauche, vers M(0,0), la pente est
2 ; toutes tendent vers p’(1) = 1, pente de la tangente
(T}) ty=x+1.

Méthode : Comment écrire 'équation d’une tangente

1. Calculer f(a). 2. Calculer f'(a) (par la définition, ou par les formules des sections 4 et
5). 3. Ecrire y = f'(a)(x - a) + f(a), puis réduire sous la forme y = mx + p. 4. Controler : les
coordonnées de A vérifient I'équation. Si f'(a) = 0, la tangente est horizontale : y = f(a).

Maths Olympiad e
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Exemple : les tangentes des fonctions de la section 1

A L . - [ 5 4
(T1)a6’p.y-1x(x—‘|)+2,50|t. A@Qenz.y-g(x—2)+3,50|tm
(controle: £ +2=3 ). AC, en2:y=-4(x-2)+5,s0it|y = -4x+13|. Ala courbe de sin

enO:y=x;acelle de cos au point (0,1) : y = 1 (tangente horizontale).

Approximation affine

f est dérivable en a, de nombre dérive ¢, si et seulement si, pour h voisin de 0, f(a + h) =
f(a) +£h + he(h) avec fl,m?) g(h) = 0. Ainsi, pour h proche de 0: ‘f(a +h) = f(a)+h f'(a) ‘:

prés de A, on remplace la courbe par sa tangente.

Démonstration. (=) On pose &(h) = T(h) - f'(a) pour h # 0 (et £(0) = 0) : &(h) — 0 et f(a+ h) =
f(a)+ hT(h) = f(a) + hf'(a) + he(h). (<) Pour h # 0, T(h) = 2 + £(h) — L. O

valeur approximation | erreur
Exemples numeériques (avec les nombres dérivés p(1,1) = 2,09 2+01=21 102

de la section 1). Lerreur hg(h) est négligeable /93 = g(2,06) | 3+0,06 x5 =305|4x10"
devant h : pour p, elle vaut exactement p(1 + h) - PENE 2 IER A0 0;3 295  4210%
(2 + h) = -h%. En physique, on écrit Ay = f'(a) Ax. )= T || 9= O S A6 |6

sin 0,05 0,05 2x107

© Dérivabilité a droite et a gauche

B Définition : nombres dérivés a droite et a gauche

Soit f définie sur un intervalle [a,a + r[ (r > 0). f est dérivable a droite en a lorsque
i J(@+h)-f(a)
im ——————=

h—0* h

dérivable a gauche en a lorsque la limite quand h —» 0~ est un réel, noté fg’l(a).

est un réel, noté f/(a). De méme, si f est définie sur ]la - r,a], f est

A

9 Théoréeme

Si f est définie sur un intervalle ouvert contenant a: f est dérivable ena < f est
dérivable a droite et a gauche en g, avec| f;(a) = fé(a) ; alors f'(a) = fy(a) = fé(a).

A

Justification. Au chapitre 10 : une fonction admet une limite en 0 si et seulement si elle admet en
0 une limite a droite et une limite a gauche, égales ; on l'applique a h ~ T(h).

B Interprétation graphique

1. Si fy(a) existe, C; adAmet?u point A(a, f(a)) une demi-tangente a droite: y = f;(a)(x - a) +
f(a), avec x > a; de méme a gauche, avec x < a.
2. Sify(a) et fé(a) existent et sont différents, A est un point anguleux : deux demi-tangentes

de directions différentes ; f n'est pas dérivable en a.
5. g f@+h)-f(a)

a droite (ou a gauche) en q, et €f admet en A une demi-tangente verticale, dirigée vers le
haut ou vers le bas selon le signe de f(x) - f(a).

tend vers +oo ou -0 quand h — 0* (ou h — 07), f n'est pas dérivable

Maths Olympiad o
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Méthode : Comment étudier la dérivabilité en un point

1. Repérer le point délicat : borne du domaine, zéro sous une racine carrée ou dans une
valeur absolue, point de raccord de deux formules. Ailleurs, les théorémes des sections 4
et 5 suffisent. 2. Calculer f(a) (avec la bonne formule!), puis le taux M, séparéement
pour h > 0 et h < 0 si les formules différent (|h| = h ou -h). 3. Calculer les limites a droite
et a gauche (conjugué, factorisation). 4. Conclure : limites finies égales = dérivable, tan-
gente ; finies difféerentes = point anguleux, deux demi-tangentes ; infinie = demi-tangente
verticale. 5. Interpréter sur la courbe.

Exemple : valeur absolue, racine carrée, fonctions par morceaux

1+h)-u(1 h . .
« u(x)=|x-1]en1. W=lh—lvaut1mh>0et—‘l sih<0: ut'j(‘l)=1¢ué(1)=—1.

u n'est pas dérivable en 1; le point (1, 0) est un point anguleux, de demi-tangentes y = x-1
(x>1)ety=1-x(x<1)(cesontici les deux morceaux de la courbe).

* r(x) = y/x en 0 (définie sur [0,+o[). Pour h > 0 : ,
\/F_ 1 ’ 2R 2
—— = — —— +00: r n'est pas derivable a _
h \/E h—0* demi-tangente A
droite en 0 ; demi-tangente verticale en O, dirigée verticale

vers le haut (figure (b)). En revanche s(x) = xy/x

ol . 1
donne % =vh - 0: s,(0) = 0, demi-tangente horizontale
horizontale. (b) en O : {/x et xy/x

« Par morceaux : v(x) = x>+ 1six <1, v(x) = 2y/x
six > 1; v(1) = 2 (premiére formule). A gauche

1+h)2+1-2 S
(h<®:£l—%;———=2+hﬁ2.AdmNeM>0h

W1+h-2  2h 2

= = — 1. Donc
h h(\/‘l+h+‘|) Vv1+h+1

vé(1) =2 # v,(1) = 1: point anguleux A(1,2), demi-

tangentesy = 2x (x < 1) ety = x + 1 (x = 1) (figure

(). T TNEY
« Unraccord dérivable: w(x) = x?>si x < 1, w(x) = 2x-1 (a) point anguleux en A(1, 2)
2
six>1: M=2+h—>2etw=2;west

dérivable en 1, w'(1) = 2 : la demi-droite prolonge la
parabole le long de sa tangente, sans angle.

Q Dérivées des fonctions usuelles

& Définition : fonction dérivée

f est dérivable sur un intervalle ouvert | lorsqu’elle est dérivable en tout point de I ; sur
[a, b] : dérivable sur ]a, b[, a droite en a et a gauche en b. La fonction dérivée de f est alors

f' : x > f'(x) (notation de Leibniz : 2

d—ﬁ). Le domaine de dérivabilité peut &tre plus petit
que Dj : J est définie sur [0, +oo[, dérivable sur ]0, +ool.

Maths Olympiad e
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f(x) f'(x) dérivable sur
k (constante) 0 R
X 1 R
x" (n e N*) nx" R
1 y - J-c0,0[, 10, +co]
. n
F (n eN ) W ]_0010[1 ]07 +°°[
1
Vx — 10, +oo[
2,/x
sin x cos X R
COS X -sinx R
2y _ _n g
tan x 1 +tan X_cos2x ] 2+kn,2+kn[

Démonstrations (pour x fixé et h # 0 voisin de 0, on calcule le taux t(h) =

+ Constante et identité : 7(h) =

E%=0; 1(h)=

(x+h) X

1" Bac Sciences Mathématiques

Une seule formule pour les puissances :
(Xn)’ = nxh-1
n<0): - =x"apour dérivée -nx""
(démontré en section 5).

Lecture du tableau. (x7)' =7x%; (%) = —% .
' (8)=1+1 -

J au point d’abscisse & :
y=1(x-4)+2=%+1. Tangente a la courbe
desinenm:y=cosm(x-m)+sinm, soit

y = -x +m. Tangente a la courbe detanen O:
y = X.

pour tout n € Z (avec x # 0 si

2. Tangente a la courbe de

f(x+h) f(X))

=1.

« x"(n 2 2). PourtousréelsA, B: B"-A" = (B -A)(B”‘1 +B"2A + -+ BA"2 + A" (on développe:

tout se simplifie deux a deux). Avec B

=x+hetA=x: 1(h)

=(x+h)"" +(x+h)"2x 4 e X"

n termes qui tendent chacun vers x"', donc t(h) = nx"".

. %(x:O). T(h)=%(1 —1)=

- /x (x> 0).

T(h) =

sinh

x-(x+h) _ -1 1
x+h  x hx(x+h) ~ x(x+h) x2°
T(h) = \/xT h-yx _ (y)%)ﬁ);_) - JxT+J‘ (en 0 : section 3).
« sin et cos. Avec les formules d’addition et les limites S'zh 1, % — 0 (chapitre 10) :
sin(x + h) - sin x cosh-1 sinh
= +COSX —— — COS X,
h h h
cos(x + h) - cos x cosh-1 . _sinh
= X ———— -sinX —— — -sinx.
h h h
- tan (sur un intervalle odi cos # 0). tan(x + h) - tan x = SnXxhlcosxcosbeh)sing ___sinh_ — gqnc
cos(x+h) cos x cos(x+h) cos x
1 1 _ cos?x+sin®x _
o oo cos2 (car cos(x + h) - cos x, chapitre 10), et — = S XOn X .
O

1 +tan? x.

© Ovérations sur les dérivées

B Théoréme (opérations)

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, et k € R. Alors, sur [ :

‘(ku)’ =ku'|,

‘(uv)’ =u'v+uv'|;

Maths Olympiad

« pourneN*:

« siv nes’annule pas sur | :

et

(1)' v
% v2

(

u'v-uv'
v2

H)' -
v

(u™ =nu

’

n-1

u

(vrai aussi pour n € Z, n < 0, si u ne s'annule pas sur /) ;
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«siu>0surl: (\/U)

-

2/u
« si f est dérivable sur un intervalle J et a # 0, la fonction x = f(ax + b) est dérivable en
tout x tel que ax + b € J, et |(f(ax+b)) =af'(ax+b)|: (sin(ax +b)) = acos(ax + b),

(cos(ax + b))’ = -asin(ax + b).

A

Démonstrations. Lemme : si v est dérivable en x, alors v(x + h) — v(x) quand h - 0, car v(x + h) =

v(x) + h x M - v(x) + 0 x v'(x). Notons 7, (h) = M - u’(x), et de méme 7, (h) - v'(x).

* Somme, ku : le taux de u +v est T, + T, celui de ku est RT,,.
u(x + h)v(x + h) - u(x)v(x)

* Produit: P =T, (h)v(x + h) + u(x) T, (h) = u (x)v(X) + u(x)v'(x) (lemme).
. P DU R ) I A ) Tyt B g gy 0
Inverse : P (v(x h) v(x)) = -71,(h) o V) VO Quotient: © = u x -, donc

I
(g) _u _uv _u'v-uv
v oov2 ZE

« Puissance : récurrence surn > 1. Pourn = 1: u" = 1xu =xu® Si (") = nuu"", alors
! ! 1, n- . ’ ! 1 m-1
(u™?) = (u"xu) =nu'u™ xu+u"xu' = (n+1)u'u". Pourn=-m(meN): (uim) =—’"“uz'“’m -
-mu'u™ " =nu'u"". Avec u(x) = x : (x")" = nx""" pour tout n € Z.

S e \/u(x +h) - \/u(x) . (h)x 1 . u'(x)
\/u(x+ h)+\/u(x) 2\/u(x)

(lemme et limite de \/—, chapitre

h
10).

X +ah) - f(X
* f(ax +b): avec X = ax+betk =ah(k #0,etk - 0 quand h - 0): f(X + ah) f()=

h
X +R)-f(X
ax w N af’(X)' OJ
Conséquences : un polynome est dérivable sur R ; une fonction rationnelle est dérivable sur

chaque intervalle de son domaine ; cos, sin et leurs sommes, produits, quotients aussi.

B Méthode : Comment calculer une dérivée sans se tromper

1. Domaine de dérivabilité : dénominateurs non nuls, u > 0 sous une racine (la ot u = 0,
revenir au taux, section 3). 2. Reconnaitre la forme principale: somme ? produit ? quotient ?

puissance u" ? racine \/u ? f(ax + b) ? (Une constante en facteur se garde : (%) = ”?', inutile

d'utiliser le quotient.) 3. Appliquer la formule en écrivant u, u’, v, v’ a part. 4. Simplifier et
factoriser : le signe de f’ servira (section 7) ; ne jamais développer (x +2)? au dénominateur.

Exemple : dix dérivées, entierement simplifiées

* f1(x) = 3x* - 5x3 + 2x - 7 (sur R) : * fo(x) = V3x2+ 4 (Ju,u > 0 sur R):

fi(x)=12x3 - 15x% + 2. Fi(x) = bx ___3x
2V3x2+4  \3x2+4

« f,(x) = (x - 2)y/x (produit, sur ]0, +co[) : * f,(x) = 3sin (2x - %) 3

x-2=2x+x—2 =3x—2

fz(X)=\/?+2\/} 2k -

f7(x) =3 x2cos (2x - %) = 6 COS (2x - %)
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;f23(x) =[)Z'X+_2‘I (quotient, sur ]-co,-2[ et sur = fo(x) = m =(2x+1)3 (x 2 —%):
-2, +00 , _ 6
b(x+2)-(bx-1)x1 9 fs(X)=‘3"2(2X+1)4=‘m-

f3(x) = :

(x+2) " (x+2y
* fu(x)= m (inverse, sur R car * folx) = sin’ x (.UZ, u= .sin) :
X2+ 2x+h=(x+1)2+3>0): fo(x) = 2 cos xsin x = sin 2x.
f;(x):— 2X+2 .

(X2 +2x + 4)

« fs(x) = (2 - 5x)* (u*, u’ = -5): * fio(X) =tanx - x::
fa(x) = 4 x (-5) x (2 - 5x)* = -20(2 - 5x)°. fio(x)=1+tan?x -1 =tan?x.

Q Dérivées successives

& Définition : dérivées successives

"

Si f’ est elle-méme dérivable sur I, sa dérivée est la dérivée seconde f” = (f')’ ; puis f"” =
('Y, et par récurrence f" = (f" DY, avec f@ = f, f = £/, f@ = f*. On dit alors que f
est n fois dérivable sur I. En physique, si x(t) est une position, x'(t) est la vitesse et x"(t)
l'accélération (section 11).

§

{ Forines

Pourpe N*et1<k<p: (xp)(k) =p(p-1)-(p-k+1)xPk, donc (xp)(p) = p! et (x”)(k) =0
si R > p. Ainsi, si P est un polynome de degré p et de coefficient dominant a,: p) = pta,
(constante) et P*) = 0 pour k > p.

Exemple. P(x) = 2x°> - x3 + 4x : P'(x) = 10x* - 3x% + 4, P"(x) = 40x> - 6x, P"(x) = 120x% - 6,
P™)(x) = 240x, P®)(x)=240=5!x2, et P! =0 pourn 2 6.

B Quatre formules a connaitre (pour n € N)

sin™(x) = sin (x + ng), cos(x) = cos (x + ng),

Xn+1

(flax + b))(n) =a" f"(ax+b)  (sif est n fois dérivable).

Déemonstration pour sin. Récurrence : c'est vrai pour n = 0 ; si sin(”)(x) = sin(x+ n%), alors
sin("”)(x) = COS (x + ng) = sin (x + n— + —) car cost = sm(t+ —) Méme preuve pour cos (-sint =
cos (t + %)); les dérivées de sin tournent en boucle: sin - cos - -sin —» - cos — sin. La derniére
formule s’obtient par récurrence avec la regle (f(ax + b))' = af’(ax + b).

Rédaction modele pour % (recurrence en trois étapes). Soit f(x) = % et P(n) : « pour tout x # 0,
f(n (x) = c1)nt

xn+1

01 .
Initialisation : f(o)(x) == ('1)()1 % . 2(0) est vraie.

Hérédité : supposons P(n) vraie pour un entier n. Alors fiM(x) = (-1)"n! x ™" et, avec (x™)" =
n+1 ] g
mx™ (mez): f™D(x)=(=1)"ntx (- (n+1))x D = L py 4 1) est vraie.

xN+2
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Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vraie. O

Exemple : utiliser les formules

(cos3x)” = 3n cos(3x+n§) : ( avec cos?x = 1r€os2x .

(2x+ 1)1 2

1\ (-1)" 2" n!
2x+1) -

(cosz)(n) (x)=2""cos (2x + ng) pour n > 1 (controle: n = 1 donne cos(2x + g) = -sin2x =

-2sinXxcosx v).

Q Dérivée et sens de variation

B Théoréme (admis)

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

1. Si f' 20surl, f est croissante sur l; si f' <0surl, f est décroissante sur[; si f’ =0 sur
I, f est constante sur .

2. Si f' > 0 sur [, sauf en des points isolés ol f’ s'annule, f est strictement croissante sur | ;
de méme, f' < 0 (sauf en des points isolés) donne f strictement décroissante.

Réciproque (démontrée)

Si f est dérivable et croissante sur I, alors f'(x) = 0 pour tout x € [ ; si f est décroissante,
f'=<0.

Démonstration. Soit x € I. Pour h # 0 (avec x + h € 1), f(x + h) - f(x) est du signe de h (ou nul),
donc t(h) = 0 ; par passage a la limite (chapitre 10), f'(x) = limt(h) = 0. O
Attention: « strictement croissante » ne donne pas f' > 0: x + x> est strictement croissante sur R
et pourtant f'(0) = 0 (3x? > 0 saufau pointisolé 0). Et'hypothése « intervalle » est indispensable :
f(x) = % verifie f'(x) = —X1—2 < 0 sur R*, mais f(-1) =-1< f(1) = 1; f est décroissante sur ]-oo, 0[ et
sur ]0, +oo[, pas sur R*.

S Méthode : Comment dresser le tableau de variations

1. Domaine de définition et de dérivabilité, découpé en intervalles. 2. Calculer f'(x) et le
factoriser. 3. Etudier le signe de f'(x) (tableau de signes : facteurs affines, trindmes, carrés,
dénominateurs positifs). 4. Dresser le tableau : ligne x (bornes, valeurs interdites avec
une double barre, zéros de f’) ; ligne f'(x) (signes et zéros) ; ligne f (fleches, valeurs aux
extremums, limites aux bornes du chapitre 10). 5. Lire : extremums, encadrements, signe
de f.

Exemple: le fil rouge du cours : ¢(x) = x(2x - 3)? = 4x3 - 12x? + 9x sur R

® est un polyndme, dérivable sur R: @'(x) = 12x? - 24x +9 = 3(4x? - 8x + 3). Le trindme
a pour discriminant 64 - 48 = 16 et pour racines %2, soit 1 et 2: |¢’(x) = 3(2x - 1)(2x - 3)
positif a U'extérieur des racines. (p(%) = % x(-2)2=2, ¢ (%) =0, et ¢ a les limites de 4x3 en

+o00,
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| —o I : o Lecture :  admet un maximum local 2 en %

0’ (x) . 0 - o0 = et un minimum local 0 en % (racine double:

5 - la courbe est tangente a l'axe des abscisses,

section 12). Comme (2x -3)? 2 0, ®(x) a le

v / \ / signe de x. Nous retrouverons ¢ aux sec-
~° v tions 8, 11 et 12.

y)
(x)=X +3X+6

Exemple : une valeur interdite : g o7 sur R\ {-1}
, (2x+3)(x+1)- (x> +3x+6)  y2,05_3 . | (x +3)(x-1) .
g'(x) = (x+1)2 = 1 soit g(x)=W,du signe de
(x+3)x-1). g(-3) = -3, g(1) = 70 = 5. Limites: en *oo, celles de L = x (terme de plus
haut degré) ; en -1, le numerateur tendvers4>0etx+1 — 0%
X |® -3 -1 1+ Lecture : maximum local -3 en -3, min-
g + 0 - - 0 + imum local 5 en 1 : le maximum local
) +00 +00 est plus petit que le minimum local !
g /’ \ \ / « Local » signifie « au voisinage ». Sur
-00 -00 5 ]_1r+°°[1 g(X) 25 y sur ]_00; _1[7 g(X) < -3.

h'(x) = 1+tan?x-2 =tan? x - 1 = (tan x - 1)(tan x + 1). Comme tan est strictement croissante
sur ] g [ettan(+—)= t1: tanx+1>0 < x> -% et tanx-1>0 < x> %
( %) =I-1, h(%) =1- g ;en %_, tan x — +oo, donc h(x) — +oo ; h est impaire.

A B 4 2 Lecture : maximum local ¥ - 1= 0,57 en

h' -
0 i n01 b - 'Z' minimum local 1 - 5 en Z‘ Sur [O,%],
= +00
; 2 . o h décroit depuis h(0) = 0 :
/ . pour0sx s Z.
-00 -

° Les extremums

B Définition : extremum local, extremum sur un intervalle

f admet un maximum local (ou relatif) en a lorsqu'il existe un intervalle ouvert J contenant
a, inclus dans D, tel que Vx €J, f(x) < f(a); minimum local: f(x) > f(a) surJ. f admet sur
un intervalle I un maximum en a € I lorsque Vx € I, f(x) < f(a) (de méme pour le minimum).
Un extremum est un maximum ou un minimum.
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Théoréme (condition nécessaire)

Si f est dérivable en a et admet un extremum local en a, alors |f'(a) = 0|: la tangente en
A(a, f(a)) est horizontale.

Démonstration (maximum local ; pour un minimum, on applique le résultata -f). SurJ = Ja-r, a+r],
ona f(a+h)-f(a)<0pour|h|<r.Si0O<h<r 1(h)<0,donc f'(a) = hlino1+r(h) <0;si-r<h<0,

T(h) 20, donc f'(a) = hli_)ng_ T(h) = 0. Ainsi f'(a) = 0. O

Trois mises en garde : 1. La réciproque est fausse : x - x> vérifie f'(0) = 0, mais x> < 0 pour x < 0
et x3 > 0 pour x > 0: pas d’extremum en 0. 2. Un extremum peut se trouver en un point ol f
n'est pas dérivable : [x| a un minimum en 0. 3. Le théoréme exige un intervalle ouvert autour de
a:surf0,1], x » x aun minimum en 0 et un maximum en 1, avec f' =1 # 0.

Théoréme (condition suffisante)

Soit f dérivable sur un intervalle ouvert I et a € I. Si f' s"annule en a en changeant de signe,
f admet un extremum local en a: un maximum si f' passe de + a -, un minimum si f' passe
de-a+.

Démonstration. Si f' 20 sur]a-r,al et f' <0sur[a,a+r[, alors f croit sur ]Ja - r,a] et décroit sur
[a,a +r[ (section 7): f(x) < f(a)sur]a-r,a+r]. O

B Méthode : Comment trouver le maximum et le minimum de f sur un segment [a, b]

1. Les candidats: les points de ]a, b[ ou f’ s'annule, les points ou f n’est pas dérivable, et les
bornes a et b. 2. Calculer f en chacun d’eux. 3. La plus grande valeur est le maximum, la
plus petite le minimum (on peut aussi lire le tableau de variations). 4. Conclure en donnant
la valeur et le ou les points ou elle est atteinte.

Exemple : le fil rouge ¢ sur [0, 2], puis une fonction sur un intervalle ouvert

x(2x -3)? sur[0,2]: 0, 7, 3¢ ¢

2,2, avec (p(0)=0,(p( ) ( )=O, ®(2) = 2. , | maxlocal
Maximum 2, atteint en > 1 et en 2 ; minimum 0,
atteinten 0 et en % : 0<@(x)<2surf0,2](la
bande verte). Sur [0, 3], le maximum devient =
((3) = 27, atteint en une borne. Sur R, ¢ n'a ni f
maximum ni minimum (limites o), seulement des
extremums locaux.

1. Candidats pour ¢(x)
1

in loc

-

Niw ¢
Oy A
>

tangentes horizontales en % eten %

1 , 2 2(*-1)  2(x-1)(x*+x+1)
2. q(x)=2x+;sur]0,+oo[: q(x)=2—X—3= 3 = e

x-1(car x> +x+1>0etx3>0). gdécroit sur ]0, 1], croit sur [1,+co[ : minimum g(1) = 3 :

, du signe de

2X + % > 3 |pour tout x > 0, avec égalité si et seulement si x = 1. Pas de maximum: g - +o

en 0* et en +oo.
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© Démontrer une inégalité

B Méthode : Comment démontrer une inégalité par I'étude d’une fonction

Pour montrer que u(x) < v(x) pour tout x d’un intervalle I : 1. Poser la fonction difference
d(x) = v(x) - u(x). 2. Etudier ses variations sur I (dériver, factoriser, signe). 3. En déduire
le minimum m de d sur I (souvent d(a) = 0 en une borne a, ou en un point ou d’ s'annule).
4. Conclure : d(x) > m = 0, donc u(x) < v(x) ; préciser le cas d’égalité. Rédaction type: « d
est croissante sur [0, +oo[, donc pour tout x > 0, d(x) = d(0) = 0. » Si le signe de d’' n’est pas
clair, on étudie d” (section 14).

Exemple : un polynéme : pour tout x > -1, 3x> +2 2 5x°

d(x) = 3x° -5x3 + 2, d’(x) = 15x* - 15x% = 15x?(x - 1)(x + 1). Sur [-1, +oo[, x>(x + 1) 2 0, donc
d’'(x) a le signe de x - 1 (et s'annule en -1, 0, 1) : d est décroissante sur [-1, 1], croissante
sur [1, +oo[, de minimum d(1) = 3-5+2 = 0. Donc d(x) 2 0: pour x 2 -1,
avec égalité seulement en 1 (d est strictement monotone sur chaque morceau). Contréle :
d(x) = (x - 1)2(3x3 + 6x? + 4x + 2). Remarques : d'(0) = 0 sans extremum en 0 (d’ ne change
pas de signe) ; et 'hypothése x > -1 compte : d(-2) = -54 < 0.

Exemple : une racine : pour tout x > 0, 2,/x + % >3

d(x) = 2y/x + % - 3 sur ]0, +oo[ : d’(x)=ﬁ—;—2=x‘;1,carﬁ X‘/_ Comme X ~ xy/x est

strictement croissante et vaut 1 en 1, d’(x) a le signede x-1:d decr0|t sur 10, 1], croit sur

[1,+co[, de minimum d(1)=2+1-3=0: [2y/x + % > 3|, egalité si et seulement si x = 1.

Exemple : avec cos : pour tout x € [0, ], X cOS X < sin X

d(x) =sinx-xcosx: d'(x)=cosx-cosx+xsinx=xsinx>0sur[0,m](et>0sur]o,m[):d
est strictement croissante et d(0) = 0, donc \ XCOS X < sinx \ sur [0, ], avec égalité seulement
en 0. Conséquences : sur ]0 ﬂ[ en divisant par cosx > 0, on retrouve tan x > x (chapitre

10) ; et (S';‘(X = w <0: x> % est décroissante sur ]0, ). Lintervalle compte : sur
[m,2m],d" <0et d(2rr) -2 < 0.

@ Optimisation

B Méthode : Comment résoudre un probléme d’optimisation

1. La variable : choisir une inconnue x (une longueur, une abscisse) et préciser l'intervalle
ou elle varie (longueurs positives, figure possible). 2. La fonction : exprimer la grandeur
a optimiser (aire, volume, distance, coiit) en fonction de x. 3. Etudier ses variations sur
lintervalle. 4. Conclure : valeur optimale, valeur de x correspondante, et répondre a la
question posée (dimensions, position du point). Pour une distance m: étudier D(x), qui
a les mémes variations (cart — ﬁ est croissante).
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Exemple : la boite de volume maximal (figure (a))

Dans une plaque de 16 cm sur 10 cm, on découpe aux quatre coins des carrés de coté x,
puis on reléve les bords : on obtient une boite sans couvercle. Variable: x € 10, 5[ (il faut
10-2x > 0). Volume: V(x) = x(16-2x)(10-2x) = 4x3-52x2+160x. V'(x) = 12x*>-104x+160 =
4(3x2 - 26x + 40) = 4(x - 2)(3x - 20) ; sur 10, 5[, 3x - 20 < 0, donc V'(x) a le signe de 2 - x :
V croit sur ]0, 2], décroit sur [2,5[. Conclusion : le volume est maximal pour x = 2 cm :
Viax = V(2) =2 x 12 x 6 = 144 cm? | (boite de 12 x 6 x 2).

Exemple : distance minimale d’un point a une courbe (figure (b))

Soit A(0,3) et la parabole ? : y = "2—2 (repére orthonormé). Pour M(x,"z—z) eP: AM? =

2
X%+ (% - 3) = % -2x2+9=D(x). D'(x) = x3-4x = x(x-2)(x +2) : D décroit sur ]-oo, -2], croit
sur [-2, 0], décroit sur [0, 2], croit sur [2, +oo[ ; D(22) = 4-8+9 =5 et D(0) = 9. Conclusion: AM
est minimale, égale a |/5|, pour M,(2,2) et My(-2,2) ; le sommet O n'est pas le point le plus

proche (A0 = 3 > /5: maximum local de D en 0). Géométrie: la tangente en M, a pour pente
2, de vecteur directeur i(1,2), et AM, (2,-1): AIT/I1 -l =2-2=0:(AM,) est perpendiculaire a
la tangente.

Exemple : l'aire maximale d’un trapéze inscrit dans un demi-cercle (figure (c))

Demi-cercle de centre O, de rayon 2, de diametre [BA] avec A(2,0), B(-2,0) ; M(x, A —x2)
et N(—x, Vi - x2), x € [0,2]. Le trapéze ABNM a pour bases 4 et 2x, pour hauteur V4 - x2 :

A(X) = %\/4 - x2 = (x + 214 - x2. Sur [0, 2[ :

= _2_ 2_ _2 _1 2
A(X) = X2 4 (x+2)x —2X_ S AZXT X2 (x-N)(x+ )'

24 - x2 i Vi - x2 Vi - x2

du signe de 1 - x : A croit sur [0, 1], décroit sur [1,2]. Maximum .4(1) = 3y/3 = 5,20 (contre
A(0) = 4). Alors MN =2 = OA et AM = /1 +3 = 2: le trapéze optimal est un demi-hexagone
régulier (trois triangles équilatéraux).

10| fond: (16 - 2x) x (10 - 2x)
|

I l
P },,
X! I

16
(@) V(x) = x(16 - 2x)(10 - 2x) (b) AM minimale (c) demi-hexagone
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@ Applications de la tangente

B Méthode : Tangentes paralléles a une droite, tangentes passant par un point

Parallélea (D) : y =mx+p: (T,) || (D) < |f'(a) = m|; onrésout cette équation d’inconnue
a. Perpendiculaire a (D) (repére orthonormé, m # 0): f'(a) x m = -1. Passant par B(a, B) :
l'inconnue est l'abscisse a du point de contact: B € (T)) < ‘B = f'(a)(a - a) + f(a)
chaque solution a donne une tangente.

.
?

Exemple : deux tangentes paralléles a Cpr deux tangentes a 'hyperbole issues d’un point

1. Tangentes a C, parallélesa (D) : y =9x+4: @'(a) =9 < 12a°-24a+9 =
9 & 12a@-2)=0 < ae{0,2] @0)=0etp2)=2: [(T):y=9x| et

(T,) : y=9(x-2)+2=9x-16|(figure (a)). (Tangentes horizontales: ¢’(a) =0 < a e

)
gentes a 'hyperbole 7 : y = < passant par B(1,-3): ena#0,(T,) : y = -5(x-a)+1 =

X 2 __1 .2 2 1 = _ -0 - -1
= Be(T,) & -3= St & 3a°+2a-1=0 < (3a-1)(a+1)=0: a=;ou

a=-1: (contact en (%,3)) et (contact en (-1,-1)) (figure (b)). En

général, B(a,B) € (T,) <= Pa’-2a+a=0:siap > 1,aucune tangente ne passe par B.

Position d’'une courbe polynomiale par rapport a une tangente

Si P est un polynome, d(x) = P(x) - [P’(a)(x -a)+ P(a)] se factorise par (x - a)? (section 12) :
d(x) = (x-a)?>Q(x). La courbe est au-dessus de (T,) la ou Q(x) > 0, au-dessous la ou Q(x) < 0.

Exemple. @(x) - 9x = 4x3 - 12x? = | 4x?(x - 3) |:
¢, est au-dessous de (T,) sur ]-oo, 3[ (contact
en 0), au-dessus sur ]3, +oo[, et la recoupe en
(3,27).

O(X)-(9x-16) = 4x3-12x%+16 = | 4(x - 2)’(x + 1) |:
¢, est au-dessous de (T,) sur ]-oo, -1[,
au-dessus sur ]-1, +oo[ (sauf au point de contact
(2,2)); elle la recoupe en (-1,-25).

Vitesse instantanée. Si un mobile a pour
position z(t) a l'instant t, sa vitesse moyenne
entre t, et t, + h est le taux w, sa vitesse (b) issues de B(1, -3)
instantanée est v(t,) = Z'(t,) et son accélération

a(ty) = v'(ty) = 2°(t,).

Exemple : une balle lancée vers le haut : z(t) = -5t? + 20t (en m, pour t € [0, 4] en s)

v(t) = Z'(t) = -10t + 20 : la vitesse de lancement est v(0) = 20 m/s, et v(1) = 10 m/s (alors
que la vitesse moyenne sur [0, 1] est w =15 m/s). v(t) >0 sur[0,2[ (la balle monte) et
v(t) < 0 sur ]2,4]: hauteur maximale z(2) = 20 m. Retour au solent = 4 avec v(4) = -20 m/s;
l'accélération z”(t) = -10 m/s? est constante (la pesanteur).
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© Pour aller plus loin

1. La dérivée d’'une composée.

Théoréme (admis)

Si u est dérivable sur un intervalle I, v dérivable sur un intervalle J, et u(x) € J pour tout x € I,
alors v - u est dérivable sur I et ‘(v cu) =u x (v -u) ‘, clest-a-dire (v(u(x))) = u’(x)v'(u(x)).

On retrouve la section 5: v(t) = y/t donne (\/u) = u’ x 21% ;v(t) = t" donne (u") = u’ xnu"". Et l'on
, (tanu)’ = u’(1+tan?u). Exemples: (cosy/x) =

obtient ’(cos u) =-u’sinu

(sinu) =u’cosu

”

_sm\/;sur]o,wo[; (sin(x®+1)) =3x%cos(x* +1); (m) _ 26MSEBR | SIS
2//x 2V1+sin®x  2y/1+sin’x

2. Ladérivée n-iéme de x x1fa' La régle (f(x+b))(n) = f™(x+b) appliquée a 1 (section 6) donne

1 1 1 1

X2-5x+6 (x-2)(x-3) " X-3 x-2 ey

(x # a). Application : r(x) =

1 \™  (-1)"n!
(x—a) C (x-a)m
réduit pour vérifier), donc

(n) _(_ n 1 _ 1 (n) _ 1 _ 1

r (X) - ( 1) n! (X - 3)n+1 (X - 2)n+1 ] et r (0) - n!(2n+1 3n+1 ’

Contrdle : r'(x) = —ﬁ, d'odi r'(0) = & = 7 - 3 v : décomposer évite de dériver n fois un
Xc=-oX+

quotient.

3. Polynomes et racines doubles. On dit que a est une racine double (au moins) du polynéme P
lorsque (x - a)? divise P : P(x) = (x - a)?Q(x), avec Q polyndme.

Théoréme

a est racine double de P < ‘P(a) =0etP'(a)=0 ‘ La courbe de P est alors tangente a
l'axe des abscisses en (a, 0).

Démonstration. (=) P'(x) = 2(x - a)Q(x) + (x - a)’>Q’(x), donc P(a) = P'(a) = 0. (&) P(a) = 0,
donc P(x) = (x - a)R(x) avec R polynéme (tronc commun) ; alors P'(x) = R(x) + (x - a)R’(x), d’ou
R(a) = P'(a) = 0, donc R(x) = (x - a)Q(x) et P(x) = (x - a)?Q(x). O
Exemples. (p(%) = @ (%) = 0: C'est le facteur (2x - 3)>. Trouvons a, b pour que 1 soit racine
double de P(x) = x“ +ax? +bx+2: P(1)=3+a+b=0etP'(1)=4+2a+b=0,doi|a=-1, b=-2]
et P(x) = x* - x2-2x+2 = (x - 1)*(x?+2x+2) 2 Osur R (car x> + 2x +2 = (x + 1)2 + 1 > 0).
Tangentes : pour un polynome P, la fonction d(x) = P(x) - [P’(a)(x -a)+ P(a)] vérifie d(a) = 0
et d'(a) = P'(a) - P'(a) = 0 : a est racine double de d, ce qui justifie la section 11. (De méme :
P(a) = P'(a)=P"(a) =0 < (x - a) divise P.)
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© Les piéges classigues

X Faux

v Vrai

«(uv) =u'v' »

(uv) =u'v+uv' :(xxx) =2x,etnon1x1

«(5) =Ly, «(l) =1y
Vv v "4 Vv

u\ _ u'v-uv’ v (aY_o_2 a1
(v) R et(v) R (xz) - x3’pas 2x

« (Sin 3X)I = COS3X », « (\/5_) = 2\/15 »

ne pas oublier le facteur a de f(ax + b) :

-
3cos3x; T

S I ’ m
« ) = Iy
(sm 3) cos 3

sin % est une constante : sa dérivée est 0

« Tangente : y = f'(a) x + f(a) »

y = f'(a)(x - a) + f(a) : sans le « -a », la droite
ne passe pas par A

« f dérivable a droite et a gauche en g,
donc dérivable en a »

il faut de plus f;(a) = fola): [x-1]en1 (point
anguleux)

«(Ju) = Z”—ﬁ partout ol /u existe »

seulement ou u > 0; ailleurs, revenir au taux :
Vx2 = |x| n'est pas dérivable en 0, Vx* = x?
l'est

«/x est dérivable sur [0, +oo[ »

sur ]0, +oo[ seulement : demi-tangente
verticale en O

« f'(a) =0, donc f a un extremum en a »

il faut que f' change de signeena: x3en 0

« f aun extremum en a, donc f'(a) =0 »

seulement si f est dérivable en a et si a n'est
pas une borne: [x| en 0; x sur [0, 1]

« f est positive, donc croissante » ou
« f" est croissante, donc f aussi »

seul le signe de f' compte : % est positive et
décroissante sur ]0, +oo[ ; (x?) = 2x croit, mais
x? décroit sur ]-oo, 0]

« f' <0 sur R*, donc f est décroissante
sur R* »

le théoréme exige un intervalle : (%) < 0, mais

f(-1) < f(1)

« Le maximum sur [a, b] est atteint la ou
ff=0»

il peut étre atteint en une borne : sur [0, 3], @
a pour maximum @(3) =27,et p'(3)=45%0

« Un maximum local est plus grand qu’un
minimum local »

2 . Arn
rexs qu‘e : maximum local -3, minimum local 5

(section 7)

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : reconnaitre un nombre dérivé dans une limite

Si f est dérivable en g, )l(m;% = f'(a) : une forme % devient un calcul de dérivée.

2026 _ _ cosx -cos I
lim X T 2026 (dérivée de x2°%6 en 1) ; lim AEEET 2 (i —3 -
x->1 X-1 x—>% 33X - 3x—>g X—g

3 3 3 " x-0 X

Maths Olympiad
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¥ Astuce de concours : factoriser la dérivée, ne jamais tout développer

F(x) = (x=1)3(x+2)?: f'(x) = 3(x=1)%(x+2)? +2(x - 1)3(x+2) = (x- 1)*(x+2)[3(x +2) +2(x - 1)] =
(x - 1)%(x + 2)(5x + 4) | Le signe se lit aussitdt : f croit sur ]-oo, -2], décroit sur [—2, —%], croit

sur [—§,+oo[ ; (1) = 0 sans extremum (facteur au carré). Développer donnait un polynéme
de degré 4 impossible a étudier.

Y Astuce de concours : étudier la dérivée de la dérivée

Montrons que (1 +XxW/1+x <1+ x+ 3x pour x 2 0. Avecd(x) =1+ x+ x -(1+xW1+x
et ((1 + X)W1 +x) =y1+x+ X 1”‘ 3\/1 +x: d'(x) = 5 Z - 5\/1 + X, de signe peu clair. On

dérive encore : d"(x) = % 4\/ﬁ > 0 sur [0, +oo[. Donc d’ croitet d’(0) = 0:d" = 0; donc

d croit et d(0) = 0: d 2 0 . Avec e(x) = (1+x)W1+x-1-3x, e'(x) = %(\/1 +x—1) >0:
1,15 < 1,14/1,1 £ 1,15375.

Y Astuce de concours : changer de fonction : étudier f2, - AMZ...

)f)
Jx

f(x) = 2.3 U [0,+00[ : f 2 0, donc f et F = f? ont les mémes variations (t ~ t? croit
+

X . _ (x*+3)-4x*  3(1-x?)

sur [0, +oo[), et F(x) = ——— se dérive sans racine : F'(x) = — = =
(x2+3) (x2 +3) (x2+3)
: VX1 -
Maximum de F en 1: F(1) = =&, donc | —— < — | pour tout x > 0, égalité en 1.
16 X2 +3 [|_

¥ Astuce de concours i la tangente comme majorant ou minorant

X+a X+a _ \/_\/_)
o etV g = o

pour x 2 0. Aveca=9:\/—05%z3,167;avec

Pour a > 0, latangente a la courbe de/ enaesty = < 0: lacourbe

x+a
2[

as= % : \/5 < % ~ 1,417. De méme, une tangente a @w « qui ne recoupe pas » la courbe sur
un intervalle donne une inégalité gratuite (section 11).

est sous toutes ses tangentes :

Y Astuce de concours : la stricte monotonie prouve l'unicité
x°+2x3+3x =6: f(x)=x>+2x>+3x apour dérivée 5x* + 6x> +3 > 0: f est strictement

croissante sur R, donc I'équation a au plus une solution ; or f(1) = 6: . Et f(x) <
6 = f(x)<f(1) & x<1.
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Y Astuce de concours : dériver une identité

n+1_ A s .
Pourx#1:1+X+X2++x"= XX_11 (chapitre 8). On dérive les deux membres :

nx™ —(n+1)x" +1
(x-1)

1+2x+3x2+-+nx"" =

n
Enx=2: Zk’zk'1 =(n-1)2"+1| (controle pourn=3:1+4+12=17=2x8+1 /), sans
k=1

récurrence.

Y Astuce de concours : maximiser xP(1 - x)? sur [0,1]

Pourp,q € N* et f(x) = xP(1-x)9: f'(x) = pxP1(1-x)7-qxP(1-x)37" = xP"1(1-x)3"(p-(p+q)x)
(on met en facteur les plus petites puissances). Sur ]0,1[, f'(x) a le signe de p - (p + q)x :

i _ P : A3 1(§)3_2_7 L
maximum en x = <. Exemple : | x(1-x)° < AV IR sur [0,1]. Autrement dit, si

a+b=1(a,b>0), le produit a’b? est maximal lorsque % = g

Y Astuce de concours : 'approximation affine pour estimer une erreur relative

Siy = f(x) et si x varie d’'une petite quantité Ax, alors Ay = f'(x)Ax. Pour f(x) = x": A7y =
”Xl# =n AX—X : l'erreur relative est multipliée par n. Une erreur de 1% sur le rayon d’une
boule donne environ 3% d’erreur sur son volume V = %nr3 (exact: 1,013 = 1,030301). Pour

Jx, elle est divisée par 2 : /1,02 = 1,01 (exact : 1,00995...).
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

Nombre dérivé et tangente

Taux: 1(h) = —f(a ’ hh) ~f(a)

fla+h)-£(a)
h

(pente de la sécante).

f(x) - f(a)

X-a

= lim (limite

f(a)=lim lim
finie).

(Ty) = y=f(a)x-a)+f(a); f'(a)=0: tangente
horizontale.

fa+h)=f(a)+hf'(a); presde0:
(1+h)"=1+nh, \/1+h:1+§, 1+h:1_h,

sinh = h, tanh = h.

A droite, a gauche

fia) = hll_)n& T(h), fg(a) = hll_)rro1_ T(h); dérivable
= fy(a)=f,(a)(réels).

f4(a) # f,(a) : point anguleux (|x-alena);

T — *oo : demi-tangente verticale (,/x en 0).
Dérivées usuelles

(kY =0; (") =nx""(ne2); (1) =-%;
(Vx) = 55 (x>0);

sin’ = cos; cos’ =-sin; tan’ =1 +tan? = —.
cos

Opérations

(u+v) =u"+v'; (Ru) =ku"; (uv) =u'v+uv';

(l)l - _v. (ﬂ)' _ ulv-uv’
v vz ! \vy v2

(Vu) = zuﬁ (u>0); (f(ax+ b))' =af'(ax +b);

(sin(ax + b)) = acos(ax + b),

(cos(ax + b))’ = -asin(ax + b).

Composée (admise): (v-u) =u’ x(v' -u);
(cosu) =-u"sinu.

; (UM =nuu™;

Dérivées successives
sin™(x) = sin (x + ng), cos!™(x) = cos (x + ng) ;

G (n)
(%) = s (flax+b) " = a"f(ax + b);
degP=p: PP =pla, PP =0sik>p.

Variations (sur un intervalle!)

f'20 = f croissante; f' <0 = décroissante;
f’ =0 = constante.

f' > 0 sauf en des points isolés = strictement
croissante.

Tableau : domaine, f’ factorisée, signe, fléches,
limites (double barre si valeur interdite).
Extremums

Extremum local en a intérieur, f dérivable en a
= f'(a) = 0 (réciproque fausse : x3).

f’ s'annule en changeant de signe : + /-
maximum, - /+ minimum.

Sur [a, b] : comparer f aux zéros de f', aux points
non dérivables et aux bornes.

Inégalités et optimisation

u<vsurl: étudierd =v-u, montrer mind 20;
si besoin, étudier d” pour avoir le signe de d’.
Optimiser : variable et intervalle, fonction,
variations, réponse ; distance : étudier AM?,
Tangentes

(T) I (y =mx+p) < f'(a)=m;
(T) L(y=mx+p) < fla)ym=-1.

(T,) passe par B(a, B) <= B = f'(a)(a-a)+f(a)
(inconnue: a).

Position : signe de f(x) - [f'(a)(x - a) + f(a)] ;
polyndme : (x - a)? en facteur.

Racine double: (x-a)?> | P < P(a)=P'(a)=0.
Vitesse v = Z', accélérationa = v’ = z".

A retenir pour les concours

lim £019) - £(q) ;

x-a X
Factoriser f’, ne pas développer; f strictement
monotone : au plus une solution.

Jx s % (sous ses tangentes) ; étudier f2 ou

s x"-1
Im===n.
)l(—>1 x-1

1
7

. . n+1_ _
Dériver ¥_, x* = % donne ¥ kx®1.

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations : f(a), fé(a) nombres dérivés a droite, a gauche ; (T,) : y = f'(a)(x - a)+ f(a). Outils: « f" 2 0 sur
un intervalle = f croissante » (admis) et f’(a) = 0 en un extremum.

@ Niveau | - Bases

Exercice 1 Nombre dérivé par la définition * corrigé p. 39

w quand h — 0, calculer le nombre dérivé au point

Par la limite du taux de variation
indiqué: a) f(x)=x*+3xena=-2; b)g(x) = % en2; c) k(x) = /3x - 2 en 2 (quantité conjuguée);
d)m(x)=x3-2xen1;

e) sin en  (formule sin(a + h) = sinacosh + cosasin h et limites du chapitre 10) ; f) u(x) = X1—2 en

1, sous la forme lim ut)-u1),
x-1 X

Exercice 2 Tangentes et approximation affine x corrigé p. 39

1. Avec l'exercice 1, écrire une équation de la tangente a la courbe de chacune des six fonctions
au point indiqué. Lesquelles sont paralléles ? 2. Avec l'approximation affine f(a + h) = f(a) +
h f'(a), donner une valeur approchée de /4,06, de —2— et de sin (g + 0,02) ; comparer avec la

) 1,996
calculatrice.

Exercice 3 Dérivées des fonctions usuelles » corrigé p. 39
Ou chaque fonction est-elle dérivable ? Calculer sa dérivée (factoriser si possible): a) 2x> - 4x3 +
X-7; b)%—’;jﬁ‘z—z—x; c)%—X%; d)x1—5; e) 4/x -3x; f) 2sinx -3 cosx;

g) 5tan x + x? sur ]—g, g[ i h) X% -6x +n2.

Exercice 4 Opérations sur les dérivées * corrigé p.40
Calculer la dérivée (en précisant ou la fonction est dérivable): a) (x?+1)(3x-2); b) % ; ) ﬁ ;

d) (x2 —2x)3; e)Vx2+2x+5; f) x%/x;

0 q g o x2-
g) cos(2x + g) ; h)sinxcosx; i) xsinx+cosx; j) ﬁ
Exercice 5 Dérivées successives, vitesse et accélération * corrigé p. 40

1. Soit f(x) = x® - 4x3 + x. Calculer f', f”, ..., f©, puis £ pour n = 7. 2. Un point mobile sur un
axe a pour abscisse x(t) = 3 cos 2t + 4sin 2t (en cm, t en s). a) Vitesse v(t) = x’(t), accélération
a(t) = v'(t), vitesse initiale ? b) Montrer que a = -4x, puis, par récurrence, que x@" = (-4)" x
(n eN).
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Exercice 6 Sens de variation * corrigé p. 40

Sens de variation et tableau de variations de : a) f(x) = 2x3 +3x2 - 12x sur R; b) g(x) = ;‘; ; C)

h(x) = x? - 4/x sur [0, +oo[, puis en déduire que x? + 3 2 4,/x pour tout x 2 0; d) R(x) = 3x - sin 2x
sur R.

Exercice 7 Extremums * corrigé p. 40

1. Soit g(x) = x>-5x*+5x3. Montrer que g'(x) = 5x%(x-1)(x-3) ; tableau de variations, extremums
locaux. Pourquoi g n'a-t-elle pas d’extremum en 0, bien que g'(0)=0?

2. Trouver a, b reels tels que f(x) = ‘”;—zb (x # 0) ait en 2 un extremum local égal a 1. Est-ce un
maximum ? Montrer que f < 1 sur R*.

Exercice 8 Dérivable a droite, a gauche * corrigé p. 4!
Dérivabilité a droite et a gauche au point indiqué ; interprétation graphique (demi-tangentes): a)
f(x)=|x-3](x+1)en3; b)g(x)=v/10 - 2x en 5 (a gauche); c) h(x) = x?> + x si x < 0 et h(x) = sin x
six>0,en0.

Q Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : dérivabilité et demi-tangentes * x corrigé p. 4!

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x? - 2x six < 2 et f(x) =vV/x2 - 4 si x > 2.

1. Etudier la dérivabilité de f a gauche, puis a droite en 2. f est-elle dérivable en 2 ? Interpréter
graphiquement.

2. Calculer f'(x) sur ]-oo, 2[ et sur ]2, +oo[ ; tableau de variations de f (limites en too comprises).

3. Equation de la tangente (T) a Crau point d’'abscisse -1 ? Résoudre f(x) = 3. 4. Tracer C (T)
et les demi-tangentes en A(2, 0).

Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : dérivées, variations, extremums * % corrigé p. 4l

1. Calculer les dérivées : a) u(x) = 3x + 1)*(x - 2); b) v(x) = Vx4 +1; ¢) w(x) = sin’(3x); d)

z(x) = % (x > 0).

2. Soit f(x) = x* - 2x3 - 2x%. a) Montrer que f'(x) = 2x(2x + 1)(x - 2) ; tableau de variations de f.
b) Extremums locaux ? Vérifier que f(x) + 8 = (x - 2)?(x? + 2x + 2) ; minimum de f sur R? ¢)
Tangente a Csau point d'abscisse 1 ?

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : tangentes a une courbe * x corrigé p. 42

Soit f(x) =x +1 pour x > -1, et € sa courbe.

1. f est-elle dérivable a droite en -1 ? Calculer f'(x) pour x > -1. 2. Tangente T, a € au point
d’'abscisse 0 ? 3. Tangente a € paralléleaD : x-6y+1=07?

4, Soita > -1ett=+a+1. Montrer que la tangente au point d’abscisse a passe par P(2,2) si et
seulement si t? - 4t + 3 = 0 ; en déduire les tangentes a € passant par P.

5. Soit P(a, B), a > -1. Montrer que par P passent deux tangentes a € si B > f(a), une seule si

B = f(a), aucune si B < f(a).
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Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : une inégalité, une optimisation *x corrigé p.42

1. Soit ¢(x) = x> - 6x% + 32. Variations de ¢ sur [0, 6] ; en déduire que ¢ 2 0 sur [0, 6]. Factoriser
P(x).

2. Dans un cone de révolution de hauteur 9 cm et de rayon de base 6 cm, on inscrit un cylindre
de méme axe, de rayon r € 10, 6[, posé sur la base du cone. a) Montrer (Thalés) que sa hauteur
esth=9- %r et que son volume est V(r) = 37" r’(6 - r). b) Avec 1., montrer que V(r) < 481 ;
dimensions du cylindre de volume maximal ? Quelle fraction du c6ne occupe-t-il ? ¢) Le
cylindre d’aire latérale maximale est-il le méme ?

Exercice 13 Une fonction trigonométrique * corrigé p. 42

Soit f(x) = sin x + cos x + sin x cos x pour x € R.

1. Montrer que f’'(x) = (cos x-sin x)(1+sin x+cos x). 2.Signe de f’'(x) sur [0, 2] (écrire cos x-sin x =
V2 cos (x + %) et sinx + cos x = /2 sin (x + %)) ; tableau de variations sur [0,2m]. Maximum et
minimum de f sur R ?

3. Retrouver ces extremums en exprimant f(x) en fonction de t = sinx + cos x € [—\/5, \/5]

Exercice 14 Lire la courbe de la dérivée »* corrigé p. 43
La courbe ci-contre est celle de la dérivée f' d'une fonction %

f dérivable sur [-2, 4] : c’est la parabole d’équation y = x? - e

2x - 3.

1. Signe de f'(x); sens de variation de f ; extremums locaux

de f sur]-2,4]. S = T2 4 x
2. Coefficient directeur de la tangente a Cy aux points \

d’abscisses 0 et 1. En quels points la tangente est-elle -

horizontale ? paralléle a la droite y = -3x ? Quel est le

plus petit coefficient directeur d’'une tangente a Cp?

3. Oy passe par A(0, 2). Laquelle des fonctions f,(x) = "3—3—x2—

3x+2, f,(%) = 25 - 2x% - 6x +2, f5(x) = £ - x2 - 3x + 5 peut

étre f ? Est-ce la seule possible ?

-4

Exercice 15 Tangentes a un demi-cercle * % corrigé p. 43

Soit f(x) = V25 - x2 pour x € [-5,5]; sa courbe C est le demi-cercle de centre O et de rayon 5 situé

dans le demi-plan y > 0.

1. Dérivabilité de f a gauche en 5 et a droite en -5 ; interprétation. Calculer f'(x) pour -5 < x < 5.

2. Soit M(a, b) € € avec -5 < a < 5. Montrer que la tangente en M a pour équation ax + by = 25,
puis (produit scalaire) qu’elle est perpendiculaire a (OM).

3. Tangentes a € passant par P (0, %) ? Tangente a € paralléle a la droite y = x ?

Exercice 16 Vrai ou faux ? * % corrigé p.43

Démontrer, ou réfuter par un contre-exemple (f et g sont définies sur R, a € R).

a) Si f est dérivable en q, alors |f| est dérivable en a. b) Si f + g est dérivable en q, alors f et g
sont dérivables en a. ¢) Si f est dérivable en a et g ne l'est pas, alors f + g n’est pas dérivable
en a. d)Sini f ni g ne sont dérivables en q, alors fg n'est pas dérivable en a. e) Si f et g sont

dérivables sur R, f < g et f(a) = g(a), alors f'(a) = g'(a). f)Si AI%W existe, alors f est
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dérivable en a. g)Si f est dérivable sur R, f(0) = 0 et f'(x) < 1 pour tout x = 0, alors f(x) < x pour
tout x 2 0. h) Toute fonction polyndme de degré 3 admet un maximum local et un minimum local.

O© Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 La bitangente * * corrigé p. 44

Soit f(x) = x* - 2x% + x et C; sa courbe.

1. Tangentesa Craux points d’'abscisses -1 et 1? Que remarque-t-on ? 2.Verifier que f(x)-(x-1) =
(x?- 1)2 ; position de €, par rapportaA :y=x-17?

3. Onadmet(cours) que la droite y = mx+p est tangente a C au point d'abscisse a si et seulement

si a estracine au moins double de x — f(x)-(mx+p). Montrer que A est la seule droite tangente
a Cy en deux points distincts. 4. En quels points de C; la tangente est-elle parallelea A?

Exercice 18 Tangentes communes a deux paraboles * * * corrigé p. 44

Soit les paraboles P, :y=x*et?, :y=-x?+2x-5.

1. Montrer que 7, et 7, n'ont aucun point commun. 2. Tangentes a P, au point d’abscisse g, a
P, au point d’abscisse b ?

3. Déterminer les droites tangentes a la fois a P, et a 7,, et leurs points de contact.

4. Montrer que ces deux droites se coupent en O(%, —2) et que la symétrie de centre Q échange
P,et?,.
1 2

Exercice 19 Les dérivées successives de \/x * x x corrigé p. 44

Soit f(x) = /x pour x > 0.

1. Calculerf ", f” sous la forme c£ 2. Montrer par récurrence que f("(x) = ‘/_ (n>1),avec
a, = 5 eta,, = (5 - n)an.

3. En déduire que a, = (-1)" %,7(2"’3) pour n > 2, puis la valeur de f®)(1). 4. Soit g(x) =
J1+2x (x > -2). Exprimer g((0) & laide de a,, ; calculer g*)(0).

Exercice 20 Fixer une variable * x % corrigé p.4S

1. Soit n 2 2 entier, b > 0 et @(x) = M - ("*b) (x > 0). Variations de ¢ ? En déduire que

(%) < 420 *b pour a, b = 0 (égalité ?), puis que a” +b" > 2sia+b =2, et (a+b)" < 2" (a" + b").
2. Soit F(x,y) =x3+y3-3xy (x,y 20). a) Ay > 0 fixé, &étudier x = F(x,y) ; montrer que F(x,y) 2
-2y.Jy. b)Avec G(y) = y? - 2y.[y, montrer que F(x,y) 2 -1, avec égalité seulement en (1,1).

c) F est-elle minorée sur R? ?

Exercice 21 Une inégalité trigonométrique * * corrigé p.4S

Soit | = [O, %[ On rappelle que tan x = x pour tout x € | (cours : x cos x < sin x).

1. Vérifier que sinx + 21X — 2 tan x = smx( —Co%) pour x € I. 2. Soit ((x) = sin x tan x - x2 sur

I. Montrer que @ (x) 2 2(tan x - x) ; en déduire que sin xtan x = x> pour tout x € I.

SInX

2
3. En déduire que (S'"X) > COS X pour X € ]O, g[, puis, avec x = ¢, que 2 < 61/3.
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Exercice 22 La propriété optique de la parabole * » » corrigé p.4S

Soit la parabole 2 :y = x?, le point F(O 1) et la droite A : y = -7. Pour a € R, soit M(q,a’) €

etH (a ——) son projeté orthogonal sur A.

1. Montrer que MF = MH. 2. La tangente T, en M coupe (Oy) en K : montrer que FK = FM.
3. Montrer que T, est la médiatrice de [FH].

4. En déduire que T, est une bissectrice de l'angle FMH, puis qu’un rayon lumineux vertical de-

scendant qui frappe le miroir 7 en M est réfléchi vers F. Pourquoi les antennes « paraboliques »
et les fours solaires ont-ils cette forme ?

Exercice 23 Deux optimisations en physique * * » corrigé p. 46

1. La lampe. Une lampe est a la hauteur h (en m) au-dessus du centre d'une table ronde de rayon
1 m. L'éclairement au bord de la table est E = £ (¢ : distance de la lampe au bord ; 6 : angle

d?
i _ ___kh A
des rayons avec la table ; k > 0). a) Montrer que E(h) = R b) A quelle hauteur le bord

est-il le mieux éclairé ?

2. Le transfert de puissance. Un générateur (E = 12V, résistance interne r = 2 Q) alimente une
résistance R>0: [ = i+ et la puissance recue par R est P = RI?. Etudier P(R) ; pour quel R la
puissance est-elle maximale ? Généraliser a E, r quelconques.

Q Niveau § - Concours

Exercice 24 Racines multiples d’'un polyndme * % x % corrigé p. 46

On admet (cours) que P(x) = (x - a)>Q(x), avec Q polyndéme, si et seulement si P(a) = P’(a) = 0.

1. Montrer que P(x) = (x - a)>Q(x), avec Q polyndme, si et seulement si P(a) = P’'(a) = P"(a) = 0
2. Trouver a, b, c réels tels que (x - 2)° divise x* + ax? + bx + ¢ ; factoriser.

3. a) Soit P un polyndome positif sur R tel que P(a) = 0 : montrer que P’(a) = 0. b) Trouver a, b
réels tels que x* - 2x> + ax + b soit positif sur R et nul en 2.

4. Soitn 2 1etQ,(x)=x>""-(2n+1)x"" +(2n + 1)x" - 1. Montrer que (x - 1)* divise Q,, mais que
(x - 1)* ne le divise pas (calculer Q'(1)).

Exercice 25 Leibniz et Fibonacci * % * % corrigé p. 46

Soit u et v deux fonctions dérivables autant de fois que nécessaire sur un intervalle I.

1. Montrer que (uv)” =u”v+2u'v’ +uv”. 2.Siv est un polynome de degré au plus 2, montrer par
récurrence que, pourn 22 : (uv)™ =vu™ +nyv'yN « ”(" Dy y(n-2),

3. Soit f(x) = x%sin x. Calculer £™(0) (on rappelle que sin® )(x) = sin (x + k—")) s valeurs de £(2020)(0)
et de f<2°27>(0)

4. Soit g(x) = 1*‘/_

> surl = ] -, + [ ol (@ = a) En dérivant n fois l'égalité (1 - x - x?) g(x) = 1,

montrer que g(”)(O) =ng""(0) + n(n - )g(” 2)(0) pour n 2 2. b) On pose u, - 920 (O) . Montrer

queu, =u_, +u_,: reconnaitre la suite de Fibonacci. Calculer g('%(0).

Exercice 26 Le triangle d’aire minimale * % % corrigé p. 47

Soit P(2, 1) (repére orthonormé). Une droite D passant par P coupe les demi-axes [0x) et [Oy) en
A(a,0) et B(0, b) (a, b > 0).
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2. Etudier S ; en

1. Montrer que a > 2, b = ﬁ et que l'aire du triangle OAB est S(a) = 2(2_2).
déduire la droite D, d’aire minimale. Vérifier que P est le milieu de [AB].

3. Soit # la courbe de x % (x > 0). Montrer que D, est tangente & # en P, et que la tangente
aH enM (m, %) découpe avec les axes un triangle d'aire 4 dont 'hypoténuse a pour milieu M.
4, Généraliser : pour P(p,q) (p,q > 0), l'aire minimale vaut 2pqg.

Exercice 27 Cones et sphére * x x % corrigé p. 47

1. Cone inscrit. Un cone de révolution de hauteur H a son sommet et le cercle de sa base sur
une sphére de rayon R. Montrer que le rayon r de sa base vérifie r> = H(2R - H), puis que son
volume maximal est 32MR- 32"R , soit == du volume de la boule.

2. Cone circonscrit. Un cone de hauteur H et de rayon de base r contient une boule de rayon 1
tangente a sa base et a sa surface latérale. a) Dans une coupe axiale, exprimer de deux facons
le sinus du demi-angle au sommet ; en déduire que r? = % (H > 2). b) Montrer que le volume
du cone est minimal pour H = 4 et vaut alors le double de celui de la boule.

Exercice 28 Courbes orthogonales * % x % corrigé p.47
Deux courbes sont orthogonales en un point commun si leurs tangentes en ce point sont perpen-
diculaires.

1. Soit ¢ > 0, k € R, % la courbe de x + = et %}, celle de x = Vx2 -k (x > 0). Montrer qu’en
tout point commun, J¢_ et ¢, sont orthogonales.

2. Paraboles homofocales. Pour a # 0, 7, est la courbe de f,(x) = 2\/a(x + a) (moitié supérieure
de la parabole y? = 4a(x+a)). Soita > 0 > b. a) Montrer que P, et P, ontun seul point commun

M, d’abscisse -(a + b), avec yM -4ab. b) Montrer que f, = ?—a en deduwe que P, et P, sont
orthogonales en M.
Exercice 29 Le réseau le plus court * x % x corrigé p. 43

On veut relier quatre villes A(0, 0), B(1,0), C(1, 1), D(0, 1) (unité : 100 km) par un réseau de routes
le plus court possible.
1. Longueur du réseau formé des deux diagonales ? de trois cotés ? 2. Pour 0 < x < %, soit
P(x, %), 0(1 - X, 1) et le réseau [AP] u [DP] u [PQ] u[QB] U [QC]: montrer que sa longueur est
L(X) = 4yfx2 + 1 ;*1-2x
3. Montrer que le minimum de L vaut 1 + \/5, atteint en x = % ; comparer avec 1. 4. Montrer que
les trois routes issues de P forment alors deux a deux des angles de 120°.

Exercice 30 Le défi de la couverture * %% * corrigé p. 48
Pour x 2 0: ¢p,(X) = x-sinXx, @,(x)=cosx-1+=% 2, P5(X) =sinx - x+ %, cp4(x)— 1 ——+’2‘—:—cosx.

1. Montrer que @, est croissante sur [0, +oo[ ; en déduire que sinx < x pour x 2 0. 2. Avec @,
2
montrer que 1 - X7 < cos x pour x 2 0.

3
. 3. _ X ;
3. De méme, montrer que X - % < sinx:ainsi |x- = <sinx<x| pourx 2 0. 4. Montrer que

2 4
cosx<1—"7+"—pourx>0

5. Par parité, en déduire que 1-* < cosx < 1- +— et | sin x| < | x| pour tout réel x. 6. Encadrer
sin(0,1) et cos(0,2) ; valeur approchee de cos(O 2) a 107 prés ?
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

€ Nowmbre dérivé et tangente

On simplifie le taux Ha:h)-1@) (factoriser par h, conjuguer, limites trigonométriques) avant de faire

tendre h vers 0. Tangente : y = f'(a)(x - a) + f(a) ; approximation affine: f(a + h) = f(a) + hf'(a).
Exercice 31 Nombre dérivé par la définition * corrigé p. 49

Montrer par la définition que f est dérivable en a, calculer f'(a) et donner une équation de la
tangente (T,) a Csau point d’abscisse a; pour a) et b), étudier la position de C par rapport a(T,).

a) f(x)=2x>-5x+1,a=3; ¢ f(x)=xfz,a=1; d) f(x)=v/10-3x, a=3;

b) f(x)=x3-5x, a=-1; e) f(x)=cos2x, a= 7.
Exercice 32 Approximations affines * corrigé p. 49
1. Soit f(x) = x3. Ecrire lapproximation affine de f(2 + h), montrer que U'erreur vaut exactement

f(2 + h) - (8 + 12h) = h%(6 + h), et en déduire une valeur approchée, puis la valeur exacte, de
(2,01)3.

h

2. Soit g(x) = % Montrer que, pour tout h 20,0 < g(4 + h) - (% ok

approchée de 4%, avec une majoration de l'erreur.

2 2 o
) < % En déduire une valeur

3. Sans calculatrice (m = 3,1416, \/§ =~ 1,7321, 1" = = rad), donner une valeur approchée de

180
° ° ° 1 oy 1 ~
sin31°, de tan 46" et de 0o7p (utiliser x — -z pres de 1).
Exercice 33 Des limites qui sont des nombres dérivés * corrigé p. S0

1. En reconnaissant un nombre dérivé, calculer (n € N* et le réel a sont fixés) :

6 _ _./ \/ -
a) lim X b4 b) lim M C) lim X+—83 d) li SIn3n_X
x=2 X-2 x-I x-ZI x=1 x2-1 x=>I X-=
3 3 3 3
2 ese n— i - i
e) limX+X + e+ X n f) limXS|na asin x

x—=1 xX-1 x—=a X-a
f(a+3h)-f(a-h)
h

2. Soit f dérivable en a. Montrer que Igmg)

va+3h-v4-h
P .

= 4f’(a) (faire apparaitre deux taux

de variation), puis calculer ,l]IrT(l)
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Exercice 34 Ou la tangente coupe-t-elle l'axe des abscisses ? * x corrigé p. S0

Soitn € 7\ {0, 1} et f(x) = x" (pour x # 0 si n <0). Soit a # 0, M(a,a") et H(a, 0).

1. Montrer que (T,) coupe (Ox) au point d'abscisse (1 - %)a, et (Oy) au point d’ordonnée (1-n)a".

2. En déduire une construction a la régle de la tangente en M poury = x%,y = X3,y = X1—2 ; tracer la
tangente a y = x? en M(2, 4).

3. Pour quels n ce point de (Ox) est-il strictement entre O et H ?

4. Reprendre la question 1 avec g(x) = \/x et a > 0 ; que constate-t-on ? Tracer la tangente a e,
9 3
en M (23)

Exercice 35 Tangentes perpendiculaires a une parabole * » x corrigé p. S|
Dans un repére orthonorme, 2 est la parabole y = %, F le point (0,1) et A la droite y = -1. Pour
t € R, (T,) est la tangente a 7 en M, (t, %)

1. Montrer que (T,) a pour équation y = %x - %

2. Soit A(a, B). Montrer que A € (T,) < t? - 2at + 4B = 0 ; en déduire, selon la position de A par
rapport a 2, le nombre de tangentes a 2 passant par A.

t+s ts)
2'%4)

3. Soient t # s. Montrer que (T,) L (T,) <= ts=-4, et que(T,)et(T,)se coupenten (— =
4. En déduire 'ensemble des points par lesquels passent deux tangentes a 7 perpendiculaires.

5. Montrer que, si (T,) L (T,), la droite (M,M,) passe par F. Illustrer avecA(%,—1).

Exercice 36 Tangentes qui recoupent la courbe * % » corrigé p. S|
Soit f(x) = x> - 3x? + 2x, a € R et M, le point de ¢ d'abscisse a (repére orthonorme).
1. Ecrire une équation de la tangente (T,) et montrer que f(x)—[f’(a)(x—a)+f(a)] = (x-a)’(x-3+2a).

2. En déduire que, sia # 1,(T,) recoupe C;enunseul autre point N, d’abscisse 3 - 2q, et étudier
la position de C; par rapport a (T,). Que se passe-t-il poura=17?

3. Soita, =2 eta,,, =3-2a, (latangente en Mak recoupe € en M%1 ). Montrer que a, =1 *(-2).

4. Soit a # 1. Montrer que f'(3-2a)+1 = 4[f’(a) + 1]. Les tangentes en M et en N, peuvent-elles
étre paralléles ? perpendiculaires ?

@ Calculer des dérivées

On reconnait la forme (somme, uv, %, u", Ju, x » f(ax + b)) et 'ensemble ou les formules

s'appliquent (u > 0 pour /u) ; puis on factorise f'(x) : c’est cette forme qui donne son signe.

Exercice 37 Deériver sans se tromper * corrigé p. S2

Pour chaque fonction, donner un ensemble (intervalle ou réunion d’intervalles) ou elle est dériv-
able, puis calculer f'(x) sous forme simplifiée.
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a) f,00=3x*-2+%-7  d) f(0)=55-12 8) f,() =3x2-2x+1
b) £,(x) = (2x - 1)(x +3) ) 500 - % fT) fg(X)=Sin(3X—%)
i) fo(x) = cos® x - sinx
c) f5(x)= sz;—):1_1 f) fo(x)=(3x-2)° ) fio(x) =tanx + I tan®x
Exercice 38 Dériver puis factoriser corrigé p. 2

Préciser 'ensemble de dérivabilité, calculer f'(x), I'écrire sous forme factorisée, puis résoudre

f'(x)=0.

a) f(x)=(x+1)"(x-3)° c) f(x) = (x+3}1-x &) f(x)= ———
(x2+x+1)
__xX _(3-x\? __sinx
SR TR D 10+ (335) 0 10 - cosx
Exercice 39 Dérivées successives * x corrigé p.S3

On utilise les formules du cours cos™(x) = cos (x + ng), sin(”)(x) = sin (x + n%) et (u(ax + b))(n) =

a"u(ax + b).

1. Soit f(x) = cos* x +sin* x. a) En développant (cos2 X +sin? x)z, montrer que f(x) = % +
b) En déduire f(x) pour n = 1, puis f(2°27)(%), et montrer que f* = 256f - 192.

2. Soit g(x) = sin3x cos x. a) Montrer que g(x) = % (sin 4x +sin 2x).

b) Exprimer g (x) pour tout n € N, puis calculer g*)(x) et g©®)(0).

Exercice 40 Simplifier avant ou aprés avoir dérivé * x corrigé p. 53

Xx+1

()

x-1

VXx2+1

2. Soit S(x) = cos? x + cos? (x + 2?") + C0S? (x + "3—")

a) Montrer que la dérivée de x ~ cos?(x +c) est x — -sin(2x + 2c) (c réel fixé).

1. Montrer que la dériveede f : x —» estf i x—

b) Montrer que sin 8 +sin (6 + 21) + sin (6 + %) = 0 pour tout réel 8. c) En déduire que S = 2.
3 3 2

1

~ 1+cosx

b) En déduire que g = h sur I (une fonction de dérivée nulle sur un intervalle y est constante).

sur l.

3. Sur =10, m, soit g(x) = ==X et h(x) = tan £. a) Montrer que g’(x) = h'(x)

Exercice 41 Les dérivées successives de la fonction tangente * * * corrigé p.S4

Soitl=]—g,§[;on noten'=1x2x--xnet0!=1.

1. Montrer que (tank) = ktan®" (1 +tan?) (k 2 1), puis que, si P est un polyndme, la dérivée de
X = P(tan x) est x — (1 +tan?x) P'(tan x).

2. Soit Py(X) = X et P,_,(X) = (1 +X2)P;(X). Montrer que tan(”(x) = P, (tan x) pour tout n € N et
tout x € I. Calculer P, P,, P5, P,.

3. Montrer que P, est de degré n +1, de coefficient dominant n!, a coefficients entiers positifs, et
que P (-X) = (-1)"'P_(X).
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4. En déduire : a) tan("(0) = 0 pour n pair, et tan™(0) pourn =1, 3, 5; b) tan” (%), c)tan™ > 0
m
sur [0,3[.

Exercice 42 Polyndmes et dérivées successives * x x corrigé p.S4

1. Soit Q(t) = ¢, + ¢t + -+ ¢, t". Montrer que Q®)(0) = kic, pour 0 < k < n.
2. Soient P un polynome de degré n et a € R. En appliquant 1 a Q(t) = P(a + t), montrer que
- , (a) + P
P(x) = P(a) + P'(a)(x - a) + 5~ (x - a)? + +—=(x-a)".

3. Ecrire P(x) = x* - 3x3 + 2x - 5 selon les puissances de x - 2.

n!
RI(n-k)"

4. Avec P(x) = (1 +x)" et a = 0, montrer que (1+x)" = 3 x®, et calculer T

k'(n “R)!

5. En déduire qu’un polyndme de degré au plus n est déterminé par P(a), P'(a), ..., P™(a). Trouver
le polynome P de degré 3 tel que P(1) =2, P'(1)=-1,P"(1) =4 et P"(1) = 12.

€@ Dérivabilité et demi-tangentes

En un point délicat a (raccord, zéro sous une racine ou dans une valeur absolue), on étudie sé-
parément les limites a droite et a gauche du taux f(x) f(“) : finies et égales, f est dérivable ; finies
et differentes, point anguleux ; infinie, demi- tangente vertlcale

Exercice 43 Dérivable, a droite, a gauche ? * corrigé p.SS

Etudier la dérivabilité en a (a droite, a gauche) et interpréter : tangente, demi-tangentes, point
anguleux.

a) fi(x)=|x*-3x|, a=3; c) f3(x)=(x+1)W2-xsurl-,2], a=2;

d) f,(x)=1sin2x|, a=0;
b) f,(x)=(x+ |x|)2, a=0; e) fi(x)=v1+x(x20), j:—ﬁ (x<0),a=0.
Exercice 44 Raccorder deux morceaux * corrigé p.SS

Soient a,b € R et f définie sur R par f(x)=ax?+bxsixs<1, f(x)=2% *3 six>1.

1. Calculer f(1) et montrer que f est dérivable a gauche en 1, avec fg(1) =2a+b.

2. a) Montrer que, sia+b # 2, f n’est pas dérivable a droite en 1. b) Si a+b = 2, calculer f;(1).
3. Pour quels a, b la fonction f est-elle dérivable en 1 ? Donner alors la tangente en ce point.

4. Sia=b =1, montrer que Cpaun point anguleux A ; demi-tangentes et tracé prés de A.

Exercice 45 Le maximum de deux fonctions * x corrigé p. 56
Sur [0, +oo[, on pose f(x) = max (y/x, x?) et g(x) = min (/x, x?).
1. Etudier le signe de /x - X et écrire f(x) et g(x) sans max ni min.

2. Etudier la dérivabilité de f et g en 0 (a droite) et en 1; nature de O et de A(1, 1) ; demi-tangentes
enA.
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3. Montrer que C’f et 6’9 sont symétriques par rapporta A : y = x. Que remarque-t-onen A ?

4. Cas genéral. Si u, v sont dérivables en a, avec u(a) = v(a) et u’(a) < v’(a), montrer que v -u a
le signe de x - a prés de a, puis que max(u,v) a en a un point anguleux (pentes u’(a) a gauche,
v'(a) a droite).

Exercice 46 Des escaliers adoucis * corrigé p. 56
1. Soit f(x) = E(x) + (x - E(x))2 (E : partie entiére) et n € Z. a) Exprimer f(x) sur [n,n + 1[ et sur
[n-1,n[; calculer f(n).
b) Montrer que f(n) =0 et fs’](n) = 2. Interpréter graphiquement.

2. Soit @(t) = at® + Bt? + yt (a, B,y réels), avec (1) = 1, et g(x) = E(x) + ®(x - E(x)).

a) Montrer que g(n) = n, g,(n) = ¢’(0) et g;(n) = '(1) (n € Z). b) Trouver @ pour que g soit
dérivable en tout entier, a tangente horizontale.

c) Montrer qu’alors g est dérivable sur R, exprimer g’(x) avec t = x - E(x), et montrer que g est
croissante.

Exercice 47 Arrondir le coin de |x| *** corrigé p.S7
1. Arc de cercle. On remplace le coin de y = |x| parunarc: f(x)=2-v2-x2si|x]| <1, f(x) = |x|
si |x]| = 1.
a) Montrer que, pour | x| < 1, le point (x, f(x)) est sur le cercle de centre Q(0, 2) et de rayon /2.
b) Montrer que f est dérivable en 1 et en -1 ; interpréter avec les droites y = x.

c) Montrer que f > | x|, que f(x) - |x| est maximal en 0, et que f’ n’est pas dérivable en 1.

2. Arc de parabole. Trouver a, B pour que g (ax? + B sur ]-1,1[, | x| ailleurs) soit dérivable ; g(0) ?
g’ est-elle dérivableen 1?

3. Arc deux fois dérivable. Trouver P(x) = Ax* + Bx?> + C avec P(1) = P'(1) =1 et P“(1)=0; h = P sur
]_171[1 h = |X| ailleurs.

a) Montrer que h est dérivable sur R, et que h’ est dérivable en 1 et en -1.
b) Vérifier que P(x) - x = —%(x - 1)3(x + 3); en déduire h > | x|, et comparer £(0), g(0), h(0).

Exercice 48 Dérivable n fois, maispasn +1 *x* corrigé p. 57
Pour n € N, on pose f,(x) = x"|x| (ainsi fo(x) = [x]); Rl =1x2x - xk.

1. Montrer que, pourn 2 1, f, est dérivable sur R et f; = (n+1)f, , (traiter x > 0, x < 0, puis x = 0).
2. En déduire que f, est n fois dérivable sur R, avec fr(]”)(x) = (n + 1)!| x|, mais pas n + 1 fois en 0.

3. Soit P(x) = @, x™ + -+ adxd (a,, # 0). Montrer que P(x)|x| est m fois dérivable sur R, pas m + 1
fois en 0.

4. a) Calculer Q" (x) pour Q(x) = (x3 - 2x2) | x| ; combien de fois Q est-elle dérivable en 0 ?

b) Montrer que s : x = | x| sin x est dérivable en 0 ; est-elle deux fois dérivable en 0 ?
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@ Variations et extremums

Dériver, factoriser f'(x), étudier son signe, dresser le tableau (limites aux bornes ouvertes, valeurs
aux extremums). Si f'(a) = 0, il 'y a extremum local que si f' change de signe en a.

Exercice 49 Trois tableaux de variations * corrigé p. S8
Pour chaque fonction : dérivée, signe de la dérivée, tableau de variations, extremumes.

1. f(x) = x* - 8x? + 7 sur R. Quel est le minimum de f, et en quels points est-il atteint ?

2. g(x) = ’;2%37 sur ]3, +oo[. En déduire que x? + 7 > 14(x - 3) pour x > 3, et le controler a l'aide d’un
carré.

3. h(x) = x?\/5 - x sur ]-o, 5] (dérivable sur ]-oo, 5[). Maximum de h sur [-2,5] ? Limite en 5~ du
taux de variation de h en 5 ? Interpréter.

Exercice 50 Deux fonctions trigonométriques * corrigé p. $9

1. Soit f(x) = x +sin 2x sur [0, m]. Montrer que f'(x) = 1+ 2 cos 2x, résoudre f'(x) = 0 dans [0, ] et
dresser le tableau de variations de f. En déduire que 0 < x + sin 2x < i sur [0, iT].

2. Soit g(x) = 3sinx - sin® x (x € R). Montrer que g'(x) = 3 cos? x, dresser le tableau de variations
de g sur [0, 2m] et en déduire que |3 sin x - sin® x| < 2 sur R. Retrouver g(x) < 2 en factorisant
2 -3s+5s3 (s =sinx).

Exercice 51 Retrouver une fonction ** corrigé p. 59

1. Soit f(x) = x> + ax? + bx + c (q, b, ¢ réels), qui admet un maximum local égal a 8 en -2 et un
extremum local en % a) Montrer que a = 2, b = -4, ¢ = 0. b) Réciproquement, vérifier que
f convient ; nature et valeur de U'extremum en % ? ¢) Vérifier que f(x) -8 = (x + 2)*(x - 2) et

3
ou ils sont atteints.

2
fx)+22 = (x - Z) (x + ?) : en déduire le maximum et le minimum de f sur [—%,2] et les points

2. Déterminer a et b pour que g(x) = asin x+b cos x admette en % un maximum égal a 2 (condition
nécessaire, puis réciproque), puis dresser le tableau de variations de g sur [0, 2m].

Exercice 52 Un paramétre dans une fraction *x corrigé p. 60

Pour m réel, on pose f, (x) = 55 (x € R).

1. Calculer f; (x); montrer que f, s'annule en deux réels x, < 0 < x, tels que x, x, = -1, et dresser
le tableau de variations de f, (limites en oo comprises).

2. Montrer que f, (x,) = 2171 et f(x,) = 2172 En déduire que ”"Tm“ < f(x) s ol “;"21 pour tout

réel x, et que le produit du maximum et du minimum de f_ ne dépend pas de m.

3. Déterminer m pour que le maximum de f,_ soit égal a 1. Pour cette valeur, écrire 1 - f,_(x) et
f,(x)-minf_ alaide de carrés, et retrouver ainsi l'encadrement de la question 2.
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Exercice 53 Un sinus sous une racine * * * corrigé p. 60
. sin x
I X) = —=——— (x € R).

Soit f( ) V5-4 cos x ( )

1. Justifier que f est définie sur R, impaire et 2m-périodique, et qu'il suffit de 'étudier sur [0, ).

2. Montrer que f'(x) = ((522"; le)(%‘foz)x

3. Dresser le tableau de variations de f sur [0, ] ; en déduire que |f]| < % sur R (égalité ?).
Al o 1 2 _ (2cosx-1)?
4. Controle : montrer que o f(x)* = e

5. Soit OB = 2, A sur le cercle de centre O et de rayon 1, et x = AOB € 10, [. Montrer que
AB = \/5 - 4cos x et (aire de OAB) que sinABO = f(x). Quand ABO est-il maximal ? Que dire
alors de (AB) ?

Exercice 54 Un ou trois extremums selon m * x corrigé p. 6l
2
Pour m réel, on pose f_(x) = 2=ZZ (x € R).
. _ m_‘] . - . . .
1. Montrer que f,_ est paire et que f,_ (x) = VX2 +1+ Vrrk en deduire les limites de f, en too.
_ x(x2+2-m)

2. Montrer ' (x) = )
ontrer que f,(x) = ¢

3. On suppose m < 2. Dresser le tableau de variations de f, et donner son minimum.

4. On suppose m > 2. Tableau de variations de f,. : trois extremums locaux, minimum 2y/m - 1.

5. a) Montrer que —X22+51 2 4 pour tout réel x (cas d’'égalité ?). b) Déterminer les réels m tels que
Vx2+
f(x) 2 2 pour tout réel x.

€ [négalités et optimisation
Prouver f = g : montrer que min(f - g) = 0. Optimiser : une variable, son intervalle, une fonction.

Exercice 55 Trois inégalités, trois fonctions * corrigé p.62

Démontrer chaque inégalité en étudiant une fonction, et préciser le cas d’égalité.

1. Pour tout x > -1: ’;2:11 222 -

2. Pour tout x €10,1[ :

2.
1yt 59
X 1-x

3. Pourtoutx = 0: sinx+cos x < 1+x (traiter d’abord [0, g], puis écrire sin x+cos x = \/fcos (x - %))

Exercice 56 Le mobile qui fait demi-tour * corrigé p. 62

Un mobile se déplace sur un axe ; sa position (en m) a Uinstant t (en s) est x(t) = t> - 9t? + 24t,
t € [0, 5]. Sa vitesse instantanée est v(t) = x'(t), son accélération a(t) = v'(t).

1. Calculer et factoriser v(t). Quand le mobile avance-t-il, recule-t-il, s'arréte-t-il ?

2. Dresser le tableau de variations de x sur [0,5]. Quelle est la position la plus éloignée de
l'origine ? Quelle distance totale le mobile parcourt-ilentret=0ett=57?

3. Calculer a(t) et étudier les variations de v. A quel instant le mobile recule-t-il le plus vite ?
Quelle est la plus grande valeur de |v(t)| ?
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Exercice 57 La vitesse la plus économique * x corrigé p.63

Une camionnette parcourt 400 km a vitesse constante v (en km/h), 0 < v < 130. Les frais fixes
~ 3

(chauffeur, assurance) coltent 128 DH par heure, le carburant - DH par heure.

1. Montrer que le codit d'un kilométre, en DH, est C(v) = % + 8330.

2. Etudier les variations de C sur ]0, 130]. Vitesse la plus économique ? Coiit et durée du trajet ?
3. Sur une route limitée a 60 km/h, quelle vitesse choisir ? Quel est alors le colt du trajet ?

4. A 100 km/h : quel gain de temps et quel surcolt par rapport a la question 2 ?

Exercice 58 Lentonnoir de volume maximal * % corrigé p.63

Dans un disque de carton de rayon 10 cm, on découpe un secteur que 'on enroule en un entonnoir
conique de génératrice 10 cm, de hauteur h et de rayon de base r (0 < h < 10).

1. Montrer que r? = 100 - h?, puis que le volume est V(h) = §(1 00 - h?)h.

N

. Etudier V sur ]0, 10[ ; hauteur, rayon et volume (en cm?3) de 'entonnoir le plus grand ?

w

. L'arc du secteur a pour longueur le périmétre de la base : angle du secteur (au degré prés) ?
2/3

9

~

. En posant h =10sinx, x € ]0, g[, déduire de 2 que sin x cos® x s 22 sur R (égalité ?).
Exercice 59 La poutre taillée dans un tronc * * corrigé p.63

Dans un tronc cylindrique de diamétre 30 cm, on taille une poutre de

section rectangulaire, de largeur ? et de hauteur h (en cm), le rectangle
étant inscrit dans le cercle de diamétre 30 (figure). La résistance de la h 30
poutre a la flexion est proportionnelle a R = 2h?, et sa rigidité a K = ¢h>.

1. Montrer que #? + h?> = 900 et R = l’(900 = {’2) (0 < ? < 30). Dimensions .

de la poutre la plus résistante ? Rapport % ?

2. Montrer que K = £(900 - £2)/900 - £2 et K'(?) = (900 - 4£%)/900 - £2. Dimensions de la poutre
la plus rigide ? Rapport & ?

3. Quelle part du disque ces deux poutres utilisent-elles ? Comparer avec la plus grosse poutre.

4. Sur un diamétre [AC], on place M tel que AM = 10 ; la perpendiculaire a (AC) en M coupe le
cercle en B. Montrer que AB et BC sont les dimensions de la poutre la plus résistante.

Exercice 60 Le pli d’'une bande de papier * * % corrigé p. 64

Une bande de papier de largeur 12 cm, trés longue, est posée dans un repére orthonormé (unité :
le cm) : bord inférieur [0B], 0(0, 0), B(12, 0), bords latéraux sur les droites x = 0 et x = 12. On rabat
le coin B sur le bord gauche, en B'(0,t) avect > 0 : le pli est le segment [PQ], avec P sur [OB] et
Q(12,y) sur le bord droit. On pose x = PB.

1. Le pliage est la symétrie d’axe (PQ) : justifier que PB’ = PB et QB’ = QB. 0
2. Montrer que t? = 24(x - 6), que 6 < x < 12 etquey=%. .

3. Montrer que PQ? = ;‘—3 B’t 7 |
4. Etudier ¢(x) = XX—_36 sur16,12]; pli le plus court: x, PQ, t,y ? 0 p , B
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@ Défis de concours

Se ramener a une variable, étudier une fonction, raisonner par condition nécessaire.

Exercice 61 Une inégalité olympique * % * % corrigé p.64

Soita,b,c;Otelsquea+b+c=3,etE=ab+bc+ca—§abc. On veut prouver que 0 < E <

wIN

1. On suppose ¢ = min(a, b, c). Montrer que c < 1 et que E = ab (1 - %) +¢(3 - ¢); en déduire que
E >0, et préciser quand E = 0.

2 2
2. Montrer que ab < %, puis que E < ¢(c), ou ©(c) = % (1 - %) +c(3-0).

8

%, étudier ¢ sur [0, 1] et conclure. Cas d’egalite ?

3. Montrer que ¢(c) = 2 + % _

4. En déduire quesix,y,z20etx+y+z=1,alors 0 < xy +yz+2x - 2xyz < £ (OIM 1984).

Exercice 62 Le maximum de a?b + b%c + c?a *x*** corrigé p.6S
Soita, b,c>0telsquea+b+c=3,etE(qb,c)=a’b+b’c+c’a.

1. Veérifier que E(a, b, c) = E(b,c,a) = E(c,a,b) ; en deduire qu’'on peut supposer (a-b)(b-c)=0.
2. Montrer que b(a + c)? - (E(a, b, ¢) + abc) = c(a - b)(b - ¢), puis que E(a, b, ¢) < b(3 - b)?.

3. Etudier w(b) = b(3 - b)? sur [0, 3] et conclure que E < 4.

4. Déterminer les cas d’égalité. Que vaut £(1,1,1) ? Commenter.

5

. En déduire quesix,y,z20etx+y+z=1,alors X’y + y?z + 2°x < %

Exercice 63 Linégalité des moyennes * x % % corrigé p.6S

Q. +-+a n
( il ”) . avec
n

Pour n € N*, (P,) est la propriété : « pour tous réels a,,...,a, >0, a,a,--a
egalité si et seulementsia, = - =a, ».

N

n

+1
1. Soitn € N*, A > 0 et ((x) = (”A—*")n -A"x (x > 0). Montrer que @'(x) = (”A—*X)n - A", puis que

n+1 n+1
(x) = 0, avec égalité si et seulement si x = A.

2. Démontrer (P_) pour tout n € N* par récurrence (poser A =

a1 +...+an
n )

n
3. a) Montrer que n! < (”2;1) pourn 2. b)Six,y,z>0etx+y+z=12,appliquer(Pg)ax,2,,%,%,%

pour trouver le maximum de xy?z3. c) Trouver de méme le maximum de x2(1 - x)3 sur [0, 1],
puis le retrouver par une étude de fonction.
Exercice 64 Un polynome qui a une racine réelle * x % corrigé p.66

Pour a, b réels, P(x) = x* + ax® + bx? + 2ax + 4. On cherche la plus petite valeur de a® + b? lorsque
P a au moins une racine réelle.

1. Montrer que P(0) # 0 et que, pour x # 0, P(x) = x*(t* +at + b - 4) avec t = x + 2,
2. Etudier u(x) = x+§ sur R* et en déduire que |t| = 2v/2 ; montrer que tout réel t tel que |t| = 212
s'écrit x + 2,

3. Montrer que (at + b)* < (a + b?)(t? + 1) pour tous réels g, b, t.
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4. Si P aune racine réelle x, et t, = X, + Xi, montrer que a® + b > h (t2) avec h(u) = (“u 4 Etudier
0
h sur [8, +oo[ et conclure que a? + b? > %
5. Montrer que 6 est atteint : trouver a et b, et vérifier que /2 ou -/2 est racine de P.
Exercice 65 Des inégalités qui imposent la dérivée * x x x corrigé p.66

1. Soit ¢ définie sur [a, b[, dérivable a droite en a, telle que p(x) = @(a) pour tout x € [a,bl.
Montrer que @, (a) > 0. Rappeler le résultat du cours lorsque a est intérieur a un intervalle
ouvert ou ¢ est dérivable.

2. a) Déterminer les réels k tels que 117)( 2 1+ kx pour tout x > -1. b) Existe-t-il un réel k tel que

ksin x < tan x pour tout x € ]—%, %[ ? ¢) Déterminer les réels k tels que sin x < kRx pour tout
x 2 0.

3. On cherche les réels a tels que cos x = 1 - ax? pour tout réel x. a) Pourquoi la méthode de 2

ne donne-t-elle rien ici ? b) A 'aide de la limite de = —=2X en 0, montrer qu'il faut a > 2 )
Montrer que tout a = 5 convient (étudier cos x - 1 + ax? sur [0, +oo).
Exercice 66 La meilleure droite pour approcher \/x * * x % corrigé p.67

D:y =mx+p approche \/x a € prés si |ﬁ— (mx + p)| < € pour tout x € [0,1]; on cherche le plus
petit €.

1. Soit 0(0, 0) et U(1, 1), extrémités de l'arc I de la courbe y = /x (0 < x < 1). Trouver le point de
I ou la tangente est paralléele a (OU), et I'équation de cette tangente.

2. Etudier d(x) = /x - x sur[0,1]; en déduire que x < /x s x + % sur [0, 1] et interpréter.

3. Montrer que D, : y = Xx + % convient avec € = % (écart atteint en trois points, signes alternés).

4. Pour une droite D quelconque, soit e(x) = /x - (mx + p). Vérifier que 3e(0) - 4e(%) +e(1) =-1
en déduire que si D approche /x a € prés, alors € >

E
5. Montrer que D, est la seule droite qui approche Jxalprés.

© |-
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

Méthode : on simplifie le taux par h, puis on fait tendre h vers 0.
a) f(-2+h) - f(-2) = (h - 2)* +3(h-2) + 2 = h? - h, donc [EZAIED = 9 — 9 [f(-2) = -],

b) SR - (55 -4) - sty < — 21 0@

k(2+h)-k(2) _ J4+3h-2 _ _(4+3h)-4 _ 3 3. |p(9) =3
) h h h(\/4+3h+2) J4+3h2 e k(2)-4.
d)m(1+h)-m(1)=1+3h+3h>+h>-2-2h+1=h+3h?>+h3:taux1+3h+h? — 1: [m'(1) = 1|

sin( 5 +h)-sin B ; : _ .
e)—( h) =§-—C°Shh1+%-%. Or M q et 8l = _p. 1€03h , 0« 2 = 0 (chapitre 10) :
1T —l
s (8)-1)

u(x)-u(1) _ 1-x2  _ 1+ ; -

f) Pourxz1(x#0): = XZ(;‘_1)-—X—ZX—> =2:|u'(1)=-2,

® Corrigé de l'exercice 2

1 (T,) 1y = F(a)x-a)+ fa). @) f(-2) = -2: y = ~(x+2)-2, [y = X 4]; b)g(2) = 4:[y= 2x+8;

ORR2)=2:y=2(x-2)+2, |[y=2x+2|; dm(1) = -1:[y=x-2]; e)ly=1 (x—g) @ 0
f) u(1) = 1: [y =-2x+3]. Deux droites sont paralléles si et seulement si elles ont le méme
coefficient directeur : seules les tangentes b) et f) (pente -2) le sont.

2. 4,06 = k(2,02) = k(2) + 0,02 x 2 = [2,015] (calculatrice : 2,01494..) ; 3= = g(2 - 0,004) »

+(-0,004)(-2) = (4,00802...) ; sin(g + 0,02) = @ + 0,02 x % ~ [0,8760] (0,87585....).
Lerreur est petite devant h.

® Corrigé de l'exercice 3

a) Polyndme, dérivable sur R : [10x* = 12x2 + 1] b)SurR: x3-x2+x-1=|(x - 1)(x2 + 1). c) Sur
R* (x' et x2): -3 + & = |23 d)SurR*: (x‘5)' = -5x® =|-=| e) Définie sur [0, +oo[, dérivable
X

x3 x3 X6
sur ]0, +oo[ (\/’ n’est pas dérivable en 0) : % -3| f)SurR:[2cosx+3sinx|. g)|5(1+tan®x)+2x|.
h) Sur 10, +oo[ (2 est une constante) : |2x - % I
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® Corrigé de U'exercice 4

a)(uv) =u'v+uv' : 2x(3x-2)+3(x?+1) = surR. b)Sur R\ {-3}; 2x3-2x1) _f_7

(x+3)2 (x+3)2 [

c)(l)’ =—“:—;,x2+4>0: -—2_IsurR. d)(u®) =3u2u’:3(x2—2x)2(2x—2)= 6(x—1)(x2—2x)2. e)

v (x2+4)”
2 _ 2 T [ x= . X xJ/x _
X2 +2x+5=(x+1)>+4 >0, et (Ju) =37 | Sur R. f)Sur]0,+oo[.2x\/}+2ﬁ-2x\/}+ = =
2x/x|  g) (cos(ax + b)) = -asin(ax + b): —25in(2x+%). h) cos x cos x - sinxsinx =

x(x2+2)-2x(x?-4) [
(x2+2)" (x22)"

2 0 0 o\ 0 0 Q 2
(controle: sin x cos x = %sm 2x). i)sin x+x cos x-sin x =[x cos X]. j)SurR:

® Corrigé de l'exercice 5

1. f(x) = 6x°-12x% + 1, f"(x) = 30x* - 24x, fC)(x)=120x3 - 24, f™¥(x) = 360x2, fO)(x) = 720x,
, et f(" = 0 pour n > 7 (dérivée d’une constante).

2. a)|v(t) = -6sin 2t + 8 cos 2t], [a(t) = -12 cos 2t - 16sin 2t), v(0) = [8 cm/s| b) a(t) = -4(3 cos 2t +
4sin 2t) = -4x(t). Récurrence. Initialisation : x(© = x = (-4)°x. Hérédité : si x?" = (-4)"x, alors
X@n+2) = (x@MY" = (~4)"x" = (~4)"(-4)x = (-4)"'x. Conclusion : | x® = (-4)"x| pour tout n € N.

”

® Corrigé de U'exercice 6

Méthode : dérivée, signe de la dérivée sur chaque intervalle, puis théoréme du cours.

a) f'(x) = 6x2+6x-12 = 6(x+2)(x-1): f croit sur ]-oo, -2], décroit sur[-2, 1], croit sur[1, +oo[ ; f(-2) =
20, f(1) = -7. b)SurR\{3}: g'(x) = (X'(i)_;(;‘z”) = (x:§)2 < 0: g est strictement décroissante sur ]-oo, 3[
et sur ]3, +oo[ (pas sur leur réunion : g(2) = -3 < g(4) = 5). ¢) Pour x >0, h'(x) = 2x - % - 2(XJ‘/§_1),
du signe de xy/x - 1: < 0 sur ]0,1[, > 0 sur ]1, +oo[ (x - xy/x est strictement croissante). Donc

h(x) = h(1) = -3, soit pour x > 0 (égalité en 1). d)R'(x)=3-2cos2x23-2=1>0:

k est strictement croissante sur R.

X -0 -2 1 +00 X -00 3 +00 X 0 1 +00
f'(x) H0 -0 g'(x) - - h'(x) -~ 0«
20 +00 1 +00 0 +00
f SN T g N N h o~ 7
-0 =7/ -00 1 -3

® Corrigé de l'exercice 7

1. g'(x) = 5x* - 20x> + 15x2 = 5x? (x? - 4x + 3) =
5x3(x - 1)(x - 3). 5x2 2 0: g’ a le signe de
(x - 1)(x - 3), sauf en 0 ou il s'annule sans
changer de signe. Maximum local [g(1) = 1},
minimum local [g(3) =-27| En 0, g' > 0 de -0 -27
part et d’autre : g est strictement croissante
sur ]-oo0,1], donc g(x) < g(0) < g(y) pour
x<0<yc<1:pasdextremum en 0 (tangente
horizontale qui traverse la courbe).

+00

2. Condition nécessaire. f'(x) = X% - w = %'Zb 2 est intérieur a ]0, +oo[ : il faut f'(2) = 0 et

f(2) =1, s0it -2a-2b = 0 et 222 = 1, d'oti [a = 4, b = -4]. Vérification. f(x) = @, "(x) = % :

f'>0sur]0,2[, f' < 0sur]2,+oco[: maximum local. Enfin, pour x # 0, 1-f(x) = % - &2’ 50,

2 2 =
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ERETLY

® Corrigé de U'exercice 8

On étudie les limites du taux £

X) f(a) quand x —» a* et x - a".

a) f(3) = 0. Pour x >3 : L =x+1 > 4ipourx<3: M= (xe 1) > - f(3) =42 £(3) = -4
f n'est pas dérivable en 3 ; A(3, 0) est un point anguleux, de demi-tangentes y = 4x - 12 (x > 3) et
y=-4x+12(x<3).

b) g(5) = 0. Pour x < 5: S X L2, g n'est pas dérivable a gauche en 5 ;

5 -(5-x) J5-x

demi-tangente verticale en B(5,0), dirigée vers le haut (g > 0).
c) h(0) = 0. Pour x < 0: ™ = x+1 » 1; pour x > 0: M = Sx 9 pr(0) = hy(0) = 1: h est
dérivable en 0, h’'(0) = 1 tangente y = x (pas de point anguleux).

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1.

f(2) = 0. Agauche : L2 - XA, 5 [£7(2) = 2] y
R . I a (T
A droite : )’(‘_2 (X\/z_(’; 2 JE +00 : f n'est pas
dérivable a droite, donc pas dérivable en 2. En A(2,0) : @
demi-tangente a gauche y = 2x - 4 (x < 2) et demi-
tangente a droite verticale (vers le haut). 4 1T /A3 4x
Sur]-o0,2[: f'(x) = 2x-2; sur ]2, +oo[ (x? -4 > 0): f'(x) =
2X  _ X - ~ _ ~ -
Tt T > 0. f déecroit sur J-co, 1], croit sur [1, 2] et X o 1 2 400

sur [2,+oo[, donc sur [1, +oo[. Limites: x?> - 2x — +oo en f'(x) -0+

-00, X2 - 4 — +oo en +co. Minimum |f(1) = -1|. +00 +00

f(-1)=3,f(-1) = -4:(T) :[y=-4x-1 f(x)=3:six<2,x*-2x-3=(x+1)(x-3)=0
et seul -1 < 2 convient;six >2, x>-4=9, x = J1352. |s= {—1,Jﬁ}. 4. Figure ci-dessus
(demi-tangentes en rouge).

® Corrigé de l'exercice 10

1.

a) u'(x) = 123x + 1)3(x - 2) + (3x + 1)* = (3x + 1)*(12x - 24 + 3x + 1) = |(3x + 1)3(15x - 23)| b)

B _ 4)(3 - 2X3 - 2 - . I = 5 ’ = . -
V(X)_—zm Tan! c) w = s* avec s(x) = sin3x, s'(x) = 3cos3x: w'(x) = 2sin3x x 3 cos 3x

i = _3 l,=_1.' = 1,3 _|x3
3sin6x] d) z(x) = /x ﬁet(ﬁ) 2X\/}.z(x) AT

a) f'(x) = 4x3-6x2-4x = 2x (2x* - 3x - 2) = 2x(2x+1)(x-2) (racines du trindme : 2 et -1) ; tableau

ci-dessous (f — +oo en +oo : terme x*). b) Minimum localf(—%) = t+2-2 = -2 maximum local

£(0) = 0, minimum local f(2) = -8. Développement : (x? - 4x + 4)(x? + 2x + 2) = x* - 2x* - 2x% + 8
v.Comme x?> +2x+2=(x+1)2+1>0, f(x)+820: le minimum de f sur R est|-8 = f(2)| ¢)
£(1) = -3, £/(1) = -6: [y = 6%+ 3}

Maths Olympiad Q
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2 +00

5 0
f'(x) -0 + 0 - 0 +
0

B Corrigé de l'exercice 11

FO-F(=1) _ Vx+1 1 a1+ .
I S Tt quand x — -1": non
dérivable a droite en -1 (demi-tangente verticale).
1 () =
Pour x > -1: f'(x) N

2. f(0)=1,f(0)=2:T, :.

sy = 2 1.1 _1 .
3.D.y-6apourpente6.2m-6<=> a+1 =
3 & a=8;f(8)=3:T; :y=28+3, |y=%,3]

1

_+2_1. o _ X-a _X+1+t2 _
4 Aveca=t"-1:T7, 6 1y= S .PeT, & 4t=

3+t2 = t?-4t+3=0 < te{1,3} < ae{0,8}:

les tangentes passant par P sont .

5. Commeen4,PeT, < t?-2Bt+(a+1) =0,dinconnuet =+a+1>0;achaquet >0
correspond une seule tangente (pente %). Produit des racines: a+1 > 0; somme : 28 ;
discriminant réduit: B2 - (a + 1). Si B > f(a) = Va + 1 : deux racines distinctes, de produit et
de somme positifs, donc positives : deux tangentes. Si 8 = f(a) : une racine doublet=8>0:
une tangente (celle en P, qui est sur €). Si B < f(a): soit B2 < a + 1 (pas de racine), soit
B < -Ja+1 <0 (racines de somme négative et de produit positif, donc négatives) : aucune.

® Corrigé de l'exercice 12

1. @'(x) = 3x? - 12x = 3x(x - 4) < 0 sur [0,4], 2 0 sur [4,6] : < 0 4 6
(p décroit sur [0, 4], croit sur [4,6], donc @(x) = @(4) = 64 - o 0 - 0 -
96 + 32 = 0. (&) = @'(4) = 0: 4 est racine double, et
- ) - 32 32
\cp(x) = (X -4)(x+ 2)\ (développer pour vérifier). ) ~.
0

2. a) Dans une coupe par un plan contenant l'axe : au niveau du disque supérieur du cylindre
(hauteur h), le cone a pour rayon r ; par Thalés dans le triangle (sommet, centre de la base,
bord de la base) : L = %, d'ol|h=9-3r|et V(r) = mr’h = nmr* - 2(6 - r) = &r’(6-r). b)
r2(6-r) = 6r2-r3 =32 -(r) < 32: |V(r) < 48m]|, avec égalité si et seulement si r = 4. Le
cylindre de volume maximal a pour rayon et pour hauteur[3 cm]; le cone a pour volume
%ﬂxGZ x9 = 108m : fraction -2 = . c) Aire latérale : A(r) = 2mrh = 3m (6r - r?), A'(r) = 3m(6-2r) :

I
6

108 ~
maximum pour r = 3 (h = 4,5, A = 27m) : ce n'est pas le méme cylindre.

® Corrigé de l'exercice 13

1. f'(x) = cos x - sin x+c0os? x -sin” x = (cos X - sin X) +(cos x - sin x)(cos x +sin x) = (cos x - sin x)(1+
sin x + €os X).

2. Sur[0,2rr]:\/5cos(x+%)>0 = xe[O,%[u]%’,Zn]; 1+\/§sin(x+%)<0 = sin(x+%)<
2

m 5m 7m
-—— + - E — —
> — X 4 ]

47 4
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n 5 3
x |0 % m W £ 2m
£'(x) + 0 - £ 0 - 0 o+
l+\/§
— 1
f 1 \_1/3—\/5\_1/»1

f est 2m-périodique : sur R, maximum %+\/§ (en 7 + 2km) et minimum [-1] (en m + 2km et
37" + 2RM).
3. t? =1+2sinxcosx, donc f(x)=t+ 1 = g -1,avect e [—\/5,\/5] Minimum -1 pour t = -1,
(\/_”) -1 =_3+§\/5_1 =142

maximum pour t = \/_

® Corrigé de l'exercice 14

1. f'(x)=(x+1)(x-3): f" >0sur[-2,-1[et]3,4],f <0 < = P 4
sur 1-1,3[. f croit sur [-2,-1], décroit sur [-1, 3], ) S - 0 .
croit sur [3,4] : maximum local en -1, minimum f'ix -
local en 3 (ch ts desi de f'). 3
ocal en 3 (changements de signe de f') f . . L _13_4

2. f'(0) = -3, f'(1) = -4. Tangente horizontale < f'(x)=0 < x €{-1,3}. Paralléle a y = -3x
x?-2x-3=-3 & x(x-2)=0 < x€{0,2}. Comme f'(x) = (x - 1)? - 4 2 -4, le plus petit
coefficient directeur est [-4](en x = 1, sommet de la parabole).

3. fi(x) = x?-2x-3=f'(x)et f,(0) =2 v ; f5 = 2f" # f (f5(0) = -6) ; f3 = f" mais f5(0) = 5 # 2.
Seule f, convient. C'est la seule : (f - f,)' = 0 sur lintervalle [-2, 4], donc f - f, est constante
(croissante et décroissante), nulleen 0: (valeurs du tableau ci-dessus).

® Corrigé de l'exercice 15

£ _ _y5ex fO0 _ J5-x

1. Pour-5<x<5: s m—> -co en 5° etxs-m—>+oo
en -5*: non dérivable ; demi-tangentes verticales en (5, 0) et
_ ' - -2X - __X
Uk 1) 2/25-x2  /25- x2'

2.b=+y25-a2 >0, f'(a) = - y-——(x a)+b < by =
-ax + @’ + b? = . Un vecteur directeur est
ii(b,-a) et ii-OM = ba-ab = 0: la tangente est perpendiculaire
au rayon (OM).

3.PeT & 2b=25 < b=4 < a=:3:[3x+hy=25

t[-3x+4y = 25| Pente -2 =1 < a = -b, puis 2b* = 25
5‘/_ ,a=- %: y = x+5/2|.

® Corrigé de U'exercice 16

a) Faux: f(x) = x est dérivable en 0, |f] = | x| ne l'est pas. b) Faux: f = |x|,g=-|x|,f+g=0. c)
Vrai, par 'absurde : si f + g était dérivable ena, g = (f +g) - f le serait. d)Faux: f =g =|x| en0,
et fg = x? est dérivable. e)Vrai: h=g-f >0eth(a)=0: hadmet un minimum en a (intérieur
a R) et est dérivable, donc h’(a) = 0, soit f'(a) = g’(a) (les courbes sont tangentes). f) Faux : avec
f(x) = |x| et a = 0, le quotient vaut % = 0, qui tend vers 0, mais f n'est pas dérivable en 0
(la réciproque est vraie : si f est dérivable, la limite vaut f'(a)). g) Vrai: w(x) = x - f(x) vérifie

Maths Olympiad @
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W =1-f 20sur[0,+oo[: y croit, y(x) = w(0) = 0. h) Faux: x> + x a pour dérivée 3x2+1>0:
strictement croissante, sans extremum.

€& Corrigés du niveau 3

B Corrigé de l'exercice 17

1L f(X)=4x3-4x+1.f(1)=0,f'(N=1:y=x-1. f(-1) = -2,
f'(-1)=1:y=(x+1)-2=x-1. Cest la méme droite A,
tangente en deux points : une bitangente.

2. f(x)-(x-1)=x*-2x2+1=(x?- ‘I)2 2 0: C; est au-dessus
de A, qu’elle touche seulement en (-1,-2) et (1, 0).

3. Analyse. Si y = mx + p est tangente en a et b (a # b), g(x)
f(x)-mx-p=x*-2x%+(1-m)x - p s'écrit (x - a)>Q(x),
de degré 2 et de coefficient dominant 1. g(b) = 0 et g'(b)
2(b-a)a(b)+(b-a)*Q’(b) = 0 donnent Q(b) = Q'(b) = 0, d’o
Q= (x-bPetg=[x*-(a+b)x+ ab]z. Coefficient de x° :

-2(a+b)=0;dex?: (a+b)*>+2ab=-2. Doncb=-a,a®>=1:
{a, b} = {-1,1}, et la droite est A. Unicité .

4 f'(X)=1 & 4x(x*-1)=0 < x e€{-1,0,1}: en #1, la tangente est A; en 0, f(0) = 0 :

tangente[y = x].

QO

o

® Corrigé de l'exercice 18

1. x% = -x?+2x-5 < 2x?-2x+5=0,dediscriminant4-40<0: y
aucun point commun. P4
2. P,ena:y=2a(x-a)+a’=2ax-a’. P,enb: pente2-2b, \

y=(2-2b)(x-b)-b?+2b-5=(2-2b)x+b?-5.

3. Deux droites sont égales si et seulement si elles ont méme
pente et méme ordonnée a lorigine : 2a = 2-2b et -a® = b>-5.
Avecb=1-a:-a’>=a’-2a-4,s0ita’-a-2=0:a=2ou
a=-1. a=2,b=-1:|y=4x-4|, contacts (2,4) et (-1,-8);
a=-1,b=2:|y=-2x-1} contacts (-1, 1) et (2, -5).

hobx-h=-2x-1 &> X=1,y=-2: o(%,-z). La symétrie de
centre Q est s(x,y) = (1 - x,-4 - y). Si y = x?, le point image
(X,Y) vérifie Y = -4 - (1-X)? = X2 +2X -5: s(P,) Cc P,, et
de méme s(?,) c P, (s-s = Id). Les points de contact se
correspondent : s(2,4) = (-1,-8), s(-1,1) = (2, -5).

>

® Corrigé de U'exercice 19

LFO)= =1 fr sl =1 00 = 2 = 28X (on berit L = X),

2. Récurrence. Initialisation : n = 1 ci-dessus. Hérédité : si f(" = ang, alors, par la régle du
quotient, f™V(x) = a, (2\/%)(” - )':;/f) = an(% - n) X‘,ﬁ, car J}1xn = ¥%. Conclusion : f" = ang
pour tout n = 1.

_1 -1 (1 _1 -1 2kR-1\ _ -1 1x3xx(2n-3) | . £(5 _ _ 1x3x5x7 _[105
3.0, = 3T (3 - k) = 3T (-25) = [0 22522 £00(1) = g = 2227 =)

Maths Olympiad @
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4. g(x) = f(2x+1): g'(x) = 2f'(2x+1), et par récurrence g("(x) = 2" fM(2x+ 1), d’oti |g("(0) = 2"a,
a, = -12, donc g)(0) = 16 x (——6) =15

® Corrigé de l'exercice 20

1. Onfixe b et on étudie une fonction de la seule variable x. ¢'(x) = [x” T-m? ], avecm = X;b >
0. Comme t - t" est strictement croissante sur [0, +oo[, ¢’(x) a le signe de x - m = ’%b 0

décroit sur [0, b], croit sur [b, +oo, et o(x) = @(b) = b"-b" = 0. Avec x = a: (“;—b)n < @ , égalité

si et seulement si a = b (stricte monotonie de part et d'autrede b). Sia+b=2:1¢< %, soit
[@"+ b7 2 2]; et (a+ b =27 (22)" <27 (a” + b").

2. a) Y(x) = F(x,y) = x> -3yx +y3, @'(x) = 3(x*-y) = 3( ﬁ)(x +\/)7) : @ décroit sur [0, /y],
croit ensuite : F(x,y) 2 @(\y) = y/¥ - 3yy +y® = b) (v/y) = 2/y, donc G'(y) =
3y? -3,y = 3\/—(y\/_ 1) (v > 0) : G décroit sur [0,1], cr0|t sur [1,+oo[, G(y) = G(1) = -1. Si

y =0, F(x,0) = x> 2 0. Donc |F(x,y) > -1|, avec égalité si et seulementsiy =Tetx=,/y=1. c)
F(x,0) = x3 - -0 quand x — -0 : non minorée sur R.

® Corrigé de l'exercice 21

1. sinx(1— 2_ 4 12) sinx+ 30X _2tanx /.
COs X Ccos cos?

2. (sinxtanx) = cosxtanx+smx(1+tan X) = sinx + ﬂ donc, avec 1, @'(x) = 2tanx +
2
sinx(1 - CO%) -2x 2 2(tanx - x) 2 0 (sinx = O sur I). ¢ est croissante sur | et ¢(0) = 0 :
lsin xtan x > x| sur I.
m.osin’x o 2 25 0. |(sinx)? _n. (12 _ 9 .3
3. Pour0 < x < 58 > x°,etcosx>0,x>0: ( " ) > cos x|. Avec x = 6.(n/6) == 2 >,

d’oli % < % = 6V/3] (= 10,39 ; m? = 9,87).
B Corrigé de U'exercice 22

1. MF? =a2+(az—%)2 S =(az+%)2,doncMF=

2 " 76
a? + % = MH. (F est le foyer, A la directrice.) P

2. T, 1y =2a(x-a)+a® = 2ax-a; K (0,-a )etFK = z+a’ = FM.

3. Le milieu I( ) de [FH] est sur T, (2a - 4 - a* = 0), et

FH (a,—%) est orthogonal au vecteur dlrecteur u(1,2a) de
T,(a-a=0): T, est la médiatrice de [FH].

4. Lasymétrie d’axe T, fixe M et échange F et H: elle échange
les droites (MF) et (MH), donc T, est une bissectrice de
FMH. Un rayon vertical arrive le long de (HM) ; la loi de o
la réflexion (rayon réfléchi symétrique du rayon incident
par rapport a la tangente) le renvoie le long de (MF) : il
passe par F. Tous les rayons paralléles a 'axe convergent
au foyer : ony place le récepteur (antenne) ou la marmite
(four solaire) ; inversement, une lampe en F donne un fais-
ceau paralléle (phares).

Maths Olympiad @
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® Corrigé de U'exercice 23

1. a) d = V1+h2 (Pythagore) et sin@ = g: £ = % = x| o @ +00
kh _ 2 . w'(h) =
W' b) Avec w(h) = (1 +h )\/’I +h2 : w'(h) = E'(x) + \/0 -
) , 203
T+ h2 + L_3h\/1+h2 donc E'(h) = k sz = E _ 9k\
2\ [1+h2 0 :
k(1-2h )21 " du signe de 1 - 2h%.  Maximum pour
w(h) R 0 2 D
_ B . _R2/2 _ 23 ;
h-—~07‘|m.EmaX- =5 o & P'(x) * 0 -
(R+2) -2R(R+2) _ 144(2-R) . _ 18
2. P(R) = (R 2)2' P'(R) = 144 (R +2)4 = TReop - MAX P O\
imum [P(2) = 18 W| pour [R=2 Q| En général, P'(R) = 0 0

E2(r-R) |
(Rery® -~
charge au générateur).

maximum i—i pour R = r (« adaptation » de la

€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. (2)SiP=(x-a)’Q: P’ =3(x-a)’Q+(x-a)’Q’ et P" = 6(x-a)Q+6(x-a)’Q’ +(x-a)*Q” s'annulent
ena. («)SiP(a) = P'(a) = 0, le cours donne P = (x-a)?Q, ; alors P” = 2Q, +4(x-a)Q, +(x-a)’Q;,
et P”(a) = 2Q,(a) = 0: a est racine de Q,, donc Q, = (x - a)Q, etm

2. Avec P(x) = x*+ax?+bx+c: P"(2)=48+2a=0,P'(2)=32+4a+b=0,P(2) =16 +4a+2b+c=0:
la =-24, b =64, c=-48|, et x* - 24x? + 64x - 48 = (développer).

3. a)P >0 =P(a): Padmet un minimum en q, intérieur a R, et est dérivable: P'(a) = 0 (a est racine
double). b)Ilfaut P(2)=2a+b=0etP'(2)=32-24+a=0:a=-8, b=16. Réciproquement,
X*-2x3-8x+16=(x-2)* (x> +2x+4) et x2+2x+4 =(x+1)2+3>0: P20 /. [a=-8, b=16]

4. Avec (xF)" = R(R - 1)(k - 2)x*3 (nulsik s 2) et N =2n+1:Q,(1)=1-N+N-1=0, Q)(1) =
N-N(n+1)+Nn=0, Q:(1)=N[2n-n(n+1)+n(n-1)]=0et

Q(1)=Nn[2(2n - 1) - (n+1)(n - 1) +(n - 1)(n - 2)] = Nn(n + 1) = [n(n + 1)(2n + 1) # 0.
Par 1., (x - 1)3 divise Q, ; si (x - 1)* le divisait, on aurait de méme Q,(1) = 0: 1 est racine
exactement triple.

® Corrigé de l'exercice 25

1. (uv) =u'v+uv', puis(uv)’ = (U'v+u'v)+(u'v +uv’)=u"v+2u'v +uv”.
2. Récurrence (v = 0). Initialisation : n = 2, c'est 1. Herédité : en dérivant la formule au rang n,
W)™ = v u® vy D py y@D gy u® s KDy 0D <y 4 (n 4 1)y )y EDLy 000,

n(n-1) 1) n(n+1)
2 2

3.v=x3u =sin: v(0) = v'(0) = 0, v* = 2, donc f™(0) = n(n - 1)sin®2(0) = [n(n - 1) sin L=2"
(n 2 2; f(0) = f(0) = 0). sin(1012m) = 0 : |f2%2%%(0) = 0| ; sin 22251 - sm(—+1012rr) =1:
1£2927)(0) = 2027 x 2026 = 4106 702},

4.a)1-x-x%>> 0surl (racines - et%). Avecv = 1-x-x% Vv =-1-2x,v" = -2 et2.:
vg™ +n(-1-2x)g""" - n(n-1)g"? =0;en0: g™M0) =ngm"0)+n(n-1)g"20). b)En

carn+ — . Conclusion : vraie pour tout nz22.

(n-2)r 2)n
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. .
divisantparn!: u, =u, _, +u

n n-2?

avec u, = g(0) = Tetu, =g'(0) = 1(g'(x) =

1+2x )
(1 —x—x2)2 ’

u,=F,.,:1,1,23,5,8,13,21,34,55,89 (Fibonacci). g'9(0) = 10! x 89 = [322 963200}

® Corrigé de l'exercice 26

1.

3.

(AB) :§+%=1passeparP:
a>2etb=-". Ajire:S=2%-=
a-2 2

; _ 2a-2(a-2)-2a®> _ a(a-4) P -
S'(a) = a2 " aap o décroit sur ]2, 4], croit sur

[4, +0o[ ; minimum |S(4) = 4}, pour a = 4, b = 2: D,

. Le milieu de [AB] est (2,1) =P .

2=1:PeJl;penteen2: -2 =-2:tangentey = -7 (x -
2)+1=-%+2:cestDy. EnM:y=-2(x-m)+ 2 =-2 ., 2

1 1 _ a-
+E=1,d0nCE=T>0,
2
2(a-2)"

2
a
a

qui coupe les axes en (2m, 0) et (0, %) raire 1.2m - X =[4]
milieu (m, 1) =M.
m
qa’ "(a) = qa(a-2p) .

2(a-p)’ T 2a-p)? -
mumena=2p (b =2q),S,,;, =|2pq|; D, est la tangente en

N min
Pay=*£l

mini-

Méme calcul : b = %, S(a) =

B Corrigé de U'exercice 27

1.

Coupe axiale : le centre I de la sphére est sur 'axe, a la distance
|H - R| du centre de la base ; un point du cercle de base est a la
distance R de | (Pythagore) : r?> = R? - (H - R)? = [H(2R - H)], avec
0 < H < 2R. Puis V(H) = ngH = gHZ(zR - H), V'(H) = SH(4R - 3H) :

-~ o o 2 B
V croit sur ]0, %], décroit sur [‘;—R,ZR[. v =5 188 2Rk

3 9 3 81
et 281 . [5)

a) Soit S le sommet, a le demi-angle au sommet, I le centre de la
boule (S = H-1) et T le point de contact avec une génératrice
(IT =1, (IT) L (ST)). Dans le triangle SIT : sina = H1—1 ; dans le
triangle formeé par le sommet, le centre et le bord de la base :

1" Bac Sciences Mathématiques

Donc

a +00
S'(x) - +
+00 +00
S . A 7

sina = ——. Dol r’(H-1)? = r? + H, r’H(H - 2) = H? et|r? = L

Vr2eH?’ ) H-2
2 -2)- = o o
(H>2). b)V(H) = -5, V'(H) = 2HH-2) H- _m HEA) . minimum

m

377 (H22?2 T3 (H22
pour H =4 (r =+/2): Vz%-?:i—":,ledoubleduvolume
de la boule.

® Corrigé de l'exercice 28

:

1. Soit M(x,, ¥,) commun (x,, ¥, > 0): Xyy, = cety, = VX - k. Pente de H.: -X% = -2 : pente de
0 0

I, X2° = ;—0 Produit : [-1]: tangentes perpendiculaires.
Xo—k 0

2. a) f, est définie pour x 2 -q, f, pour x < -b. f (x) = f,(x) < a(x+a)=b(x+b) < (a-b)x =
-(a-b)a+b) < x =-(a+b), quivérifie -a < x < -b; alors y? = &a(-b) = >0. b)

= 2. f' = 20 = a =
fa(X) 2vax +a?: fa(X) Waxed (_a(x+a) fa(0)

Maths Olympiad
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40b 40b

produit =5~ =[-1]: P, etP, sontorthogonales. Remarque: OM? = x?+4a(x+a) = (x+2a)?:
M

OM est la dlstance de M a la droite x = -2a ; toutes ces paraboles ont pour foyer O.

® Corrigé de l'exercice 29

Deux diagonales : 22 = 2,83 ; trois cOtés : 3 (soit 283 km et
300 km).

AP = DP = QB = QC = ,/x2+% (Pythagore) et PQ = 1 - 2x :
L(X) = 4yfx2 + 1 ;*1-2x

_/2,,
L'(x) = ""1—2=2(2X i ) Pour x > 0: 2x > X2+% = A @ %
Vg Vs L'(x) - 0 «
e X>L=£ L décroit puis croit: minimum 3 22
( ) NE ‘*f Lig-[1413]=273<2/2<3 1443

(on gagne prés de 10 km sur les dlagonales)
PA( - ) PD( £ 1) PQ dirigé par (1,0), et PA = PD = = :

' 2 Nl
o 316 .
COSAPD = % —5 et cosAPQ = COS DPQ = S —5 : trois
angles de [120°].

® Corrigé de l'exercice 30
Méthode : une cascade d’études de fonctions ; chaque dérivée est la fonction précédente.

1.

pi(x)=1-cosx20 (nul seulement en des points isolés 2km) : ¢, est croissante sur [0, +oo[,

donc @, (x) 2 ,(0) = 0: [sin x < x| pour x 2 0.

P5(x) = -sinx +x = (p1(x)20: ®, croit, p,(x) 2 ¢,(0)=0: |1 —"2—2 < COS X|.

, 2 3 ;
p3(x) = cosx -1 +X7=(p2(x)20: P5(x) 2 p5(0)=0: X-%SSIHX.

4

cp;(x)=—x+§+sinx=cp3(x)20:(p4(x)2(p4(0)=0: cosxs1—"7+%.

5. Les trois membres de I'encadrement de cos x sont des fonctions paires : I'encadrement, vrai

pour -x > 0, l'est pour x < 0. De méme, sin x + x a pour dérivée cosx +1 = 0: sinx > -x pour
x 20;donc |sinx| < x = |x| pour x =0, puis pour tout réel par imparité de sin.

Avec x = 0,1: 0,1 - % < sin(0,1) < 0,1, soit <sin(0,1) < 0,1 Avec x = 0,2: 1-
0,02 = 0,98 et %271 = 0,0000667 : [0,98 < c0s(0,2) < 0,9800667|. L'encadrement est d’amplitude
6,7x 107 < 10" & : €0s(0,2) = a 107 preés (calculatrice : 0,980067).
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€@ Corrigés : nombre dérivé, tangente

® Corrigé de l'exercice 31
On simplifie le taux t(h) = M (h # 0), puis on fait tendre h vers 0.

a) f(3)=4,f(3+h)=2(9+6h+h2)—5(3+h)+‘| =4+7h+2h?:1(h)=7+2h - 7. |f'(3)=7],

(T3) 1y =7(x-3)+4soit|y=7x-17| Et f(x)-(7x-17) =2(x - 3)220: Cy est au-dessus de

(T;) (contact en (3, 4)).
b) f(-1) = 4, f(-1+h) = (-1+3h-3h?+h3)+5-5h = 4-2h-3h? + h*: 1(h) = -2 -3h + h* > -2.
Fr(=1)==-2| [(T;) 1y =-2x+2] Et f(x)-(-2x+2) = x>-3x-2 = (x+1)}(x-2): C; est au-dessous

de (T_,) sur ]-oo, 2], au-dessus sur [2, +oo[ ; la tangente recoupe Cren (2,-2).

I’ 1
) f() =1, f+h)-f(1) = 35 -1 =55 T(h) = -5k > -3 [f()=-3} (T) 1y =-3(x-1)+1,
soit|y = —Sx+ 2
y="3%X" 3]
_ .2 . p 1y. _J13h-1 . (1-3h)-1 -3 3 iy 3
d) f(3) = 1. Quantité conjuguée (h < 3).T(h)- AT )~ T - -2. |f'3)= >
, 311
(T5) Py =-Sxt ot
e) f(%)=COS%=OetCOS(%+2h)=—Sin2h:T(h)=—2x5i;—ﬁh—) 2(car5'”“ - 1). f’(%)=—2,
m
y-—2x+§.

® Corrigé de U'exercice 32

1. f'(2)=3%x22=12,f(2)=8:(2+h)>=8+12h. Or (2 + h)> = 8+ 12h + 6h? + h> : erreur vaut
exactement h(6 + h). Avec h = 0,01: (2,01)° ~ 8,12}, erreur 0,0001 x 6,01 = 0,000 601, d'oli

(2,01)3 =8,120601|.

I R 11, h _ 16-4(bsh)sh(4+h) _  p2 .
2. g'(4) = 16 o 1 16 Au méme denomlnateur e TR = T qui,

pour h 2 0, est positif et au plus égal 3 a i (car 4+hz24). Avech=0,02: — =~0,25-0,00125 =
0,248 75, par défaut, a 00004 = 6,25 x ‘IO pres.

3. sm( +h) % ‘/_h h = ﬁ° sin31° ~5+"‘/_~ 05151 (calculatrlce 051504) tan( )

1+1=2: tan46 =1+ 26 =] 1,0349(1,0355). u(x)= =, u'(1)=-2: (w Y.
1 ~
o7z ~ 106 (1,0628).
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® Corrigé de l'exercice 33

Si @ est dérivable en g,

tp(X) wla) _,
-a

1" Bac Sciences Mathématiques

— (p'(a) quand x — a: on fait apparaitre un tel quotient.

— 6 - 3 2 3 7 _ 5 _ E _ . . .
1. a) @(x) = x%, ©(2) = 64 : la limite vaut @'(2) = 6 x2° = [192] b)tan¥ - V3 : la limite vaut

tan' 2 =1+3= 4]

) VXx+8-3 \/X+8—\/1+8 % 1
x2-1 Xx-1 x+1

1

|4

S
N|—=

g X

2

12

= (nombre dérivé en 1 de x — /x + 8).

d) ©(x) = sin 3x, (p(g) =sinm =0, @'(x) =3 cos3x: la limite vaut 3cosm = .

€) P(x) = X + X2 + -

+x", (1) =n

:lalimitevaut @' (1) =1+2+--+n

n(n+1)
5 |

f) p(x) = xsina - asinx (a fixé), p(a) = 0, ¢'(x) =sina-acosx : la limite vaut\sina -acosal

2. Pour h 2 0:

f(a+3h)-f(a-h) _
h

S G fla+3h)-f(a) . fla+(- h) -f(a)

.Quandh - 0,3h - 0et-h - 0: la

3h
somme tend vers 3f'(a) + f'(a) = . Avec f( ) =Jxeta=4(f(4)-= Z): la limite vaut

1_
4 x Z = .
® Corrigé de l'exercice 34

1.(T,)

ty=na™

(x-a)+a"

. ¥=0 & x-a=-7(on

divise par na""' # 0) :

. x=0:

-(1-)s

(1-n)a"

y=-na"+a" =

2. On joint M au point de (Ox) d’abscisse (1 - 1) a: %

(milieu de [OH]) pour y =

x?, % poury = x3, 2 pour

y = —. Pour M(2, 4) : la tangente passe par (1,0), c'est

(en haut).

1 ; 1_4. }
3. Ilfaut0<1--<1,s0it0<-<1: [n>2](pourns<-1,le

point est au-dela de H).
4.(T) 1y= \/_ X*"

(Oy) en (0 ﬁ) (questlon 1avecn = %): elle passe par le

"2

symétrique de H par rapporta 0. En M (%,

par (—%,O) (en bas).

Maths Olympiad
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® Corrigé de l'exercice 35

F=E, @=L (1) iy =tx-ne S = 2x- T

1" Bac Sciences Mathématiques

2Ae(T) < B-= %a - % & |t?-2at+4B =0| Deux valeurs distinctes de t donnent deux

tangentes distinctes (pentes % différentes); A" = a2 - 4B :siB < % (A au-dessous de P), deux

tangentes ; si A € P, une; si A est au-dessus, aucune.

5 5. t.s_ _ AV
. Repére orthonormé: (T,) L (T,) <= ix2=-1 < [ts=-4] Pourt#s: ix-L=2x-2
ts g o (toS)(trs) =B puisy = W) 2 _ts . o t+s ts
X =) = Xx= 2, puisy == 4-4.p0|ntcommun(2,4).
. Double inclusion. Si deux tangentes perpendiculaires (T,), y
(T,) passent par A, A est leur point commun, d’ordonnée
tf =-1:A e A. Réciproquement, si A(a,-1), 'équation »
t? - 2at - 4 = 0 (discriminant 4a? + 16 > 0) a deux racines de
produit -4 : deux tangentes perpendiculaires passent par A. N

| 'ensemble est la droite A|.

s2-t2 _ s+t
4(s-t) 4

2 s+t t i .
== STt = 'ZS =1sits=-4:|(MM,) passe par F| Avec

A(%y"l):t2—3t—4=(t—4)(t+’|);(T4) Dy =2X-4,
(T4) :y=-%-1,cordey=2x+1.

. (M,M,) a pour pente et pour ordonnée a l'origine

B Corrigé de l'exercice 36

. flla)=3a?-6a+2: [(T,) :y=(3a?-6a+2)x-2a>+3a>
(on développe f'(a)(x - a) + f(a), avec f(a) = a® - 3a® + 2a).
La différence d(x) = f(x) - [f'(a)(x - a) + f(a)] est de degré
3, de coefficient dominant 1, avec d(a) = 0 et
d'(a)=f'(a)- f'(a) = 0: a est racine double,

d(x) = (x - a)’(x - r); le coefficient de x> donne
-2a-r=-3: |d(x)=(x-a)’(x-3+2a)|

. Les points communs ont pour abscisses a et 3 - 2q,
distinctes si et seulement sia # 1: (T,) recoupe C; au seul

point N d’abscisse . d(x)alesignedex-3+2a:
C’f est au-dessous de (T,) pour x < 3 - 2a, au-dessus pour
x>3-2a.Sia=1,d(x)=(x-1)3: latangente y = -x + 1
traverse C; en (1,0) sans la recouper.

. Récurrence. ay=2=1+ (-2)2; si a,=1+ (-2)%, alors
Oy =3-2-2(-2) =1+ (-2)"". |@, =1+(-2)"|(2,-1,5,
-7, ..., jamais 1).

(T,) recoupe CrenN,=M_ ;en
orange, la tangente en N, (pente
11).

. f'(x)+1=3x?-6x+3 =3(x-1)?,donc f'(a)+1 =3(a-1)> et f'(3-2a)+1 = 3(2-2a)? = 12(a-1)*:

f'(3-2a)+1=4[f'(a)+1]| Avecs = 3(a-1)> > 0, les pentes sont s - 1 et 4s - 1. Paralléles :

4s-1=5s-1 < s =0, exclu: jamais. Perpendiculaires (repére orthonormé): (s-1)(4s-1) =

Maths Olympiad
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-1 < 4s?-5s5+2 =0, de discriminant 25 - 32 < 0 : jamais.

€© Corrigés : calcul des dérivées

® Corrigé de l'exercice 37

a) Polyndme, sur R: |f:(x)=12x%-6x2 + % . b) Produit, sur R: f(x) = 2(x? +3)+(2x - 1)2x =

(6x” - 2x+ 6]

+ 2,1)- 2 v ~ 2
c) Quotient (x2+1>0),sur R: fi(x)= (2x+1)(x*+1) 2)2<(X x1) _| =x2+ 4x;1 .
(X2+1) (X2 + ’l)

2x2 -3

* ’ __3 .2 _ 1 . £ _ 2Jx
d) SurR*: fi(x)=-=+5 = pranll e) Sur ]0, +oo[ (en 0, le taux Y +00): fi(x) = e3P
3-x
2\/x(x +3)2
f) (u) =5u'u®, u=3x-2,surR:|fi(x)=15(3x-2)*|. ) 3x?-2x+1>0 (discriminant -8), sur
3x-1

R: fi(x)= X

2_ - i
2v3x%-2x+1 /3X2 “2x + 1

h) SurR: fé(x)=3cos(3x—%). i)SurR:f;(x)=2cosx(—sinx)—cosx=’—cosx(25inx+‘|)‘.

j) Sur chaque ]—% +km, T+ kn[ : f1o(x) = (1 +tan? x) + tan? x (1 + tan? x) = | (1 + tan? x)2 |

® Corrigé de l'exercice 38

a) Sur R: f'(x) = 4(x + 1)3(x - 3)% + 3(x + 1)*(x - 3)% = (x + 1)}(x - 3)[4(x - 3) + 3(x + 1)] =

(x + 1)°(x - 3%(7x - 9) |; zéros -1, 2, 3.
Y _2x(x=1)%-2x2(x=1) _ 2x[(x-1)-x] _ -2X R
b) Sur R\ {1}: f'(x) = i = ey ; Zéro 0.

_ . fr A1y x+#3 _ 2(1-x)~(x+3) _ _3x+1 a1
C) SUI’] 00,1[.f(X)— 1-x zm' 2ix = > ,_1_X ; Zero 3

2
C3ex o apen _ <02)-GX) 5 e o2 Lo 153 =X)|
d) Sur R\ {-2}, u(x) = = u'(x) = e " o - f =3u'u?, |f'(x)= X2 ; Zéro 3.
, 2(2x +1 P
e) x2+x+1>0,surR: (u?) =-2u'vu>3, [f(x)= —(—+)3 ; zéro -1,
(x2+x+1) 2
. prpoy _ cosx(2+cosx)ssin?x | 2€OSX+T | o, _ 1 _
f) 2+cosx21,surR: f'(x) = GrcosxP = 2+ cosx)? ;f'(x)=0 & cosx=-7 & x=

12?” +2km (kR € 7).
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® Corrigé de l'exercice 39

2
1.a)1 = (coszx+sin2 x) = f(x) + 2 cos? xsin® x, donc f(x) = 1 - %sin2 2x = 1- %(1 - COS4Xx) :

23,1
f(x)-4+4cosl+x.

b) Pour n = 1, la constante disparait et (cos &x)(" = 4" cos(4x + ng) :

fM(x) = 4" cos (4x + ng)

nl: f(2°27)(%) = 42026 cos(g + @) = 42026 c05(1014m) = . f®(x) = 43 cos(4x + 2m) =
64 COS bx = 256(f(x) - %) . | £ = 256f - 192,

2. a)sinpcosq = %[sin(p +q)+sin(p-q),p=3x,q=x: |g(x)= %(sin 4x +sin2x) |

b) (sin(ax))(n) = a"sin (ax + n%), donc | g™M(x) = 22" sin (4x + ng) +2" 1 sin (2x + ng) . Pour

n=4:|g"“(x) = 128sin 4x + 8sin 2x|; pour n = 5, sin 2 = 1: g®)(0) = 2° + 2* =528 |

® Corrigé de l'exercice 40

xzan- XD 2 2
= X - - /x2 Z - _X_ . f _ uv-uv' X2l (x+1)-(x-x) -
1 u(x) = x -1, v(x) x2+1, v'(x) T f'(x) = == (N
X+1
(x2+1)Vx2+1
2. @) u(x) = cos(x +c), u'(x) = -sin(x + ) : (u?) = 2u’u = -2 sin(x + c) cos(x + ¢) = | - sin(2x + 2¢) |
b)sin(9+2?) ——S|n9+‘/_c056 sm(@ ‘*3") smG \/_cose lasomme vaut sin 8-sin 6+0 =
0v.

c) S'(x) = [sm 2x+5|n(2x+ )+5|n(2x+ )] et sm(2x+ & ) = sin(2x+ 2?”) par b) (6 = 2x),

S' = 0 sur l'intervalle R, donc S est constante : S(x) = S(0) = 1+ 7 + 1 =

i)

4
. Lo _ sinzx—(1—cosx)cosx _ 1-c0S X _ 1 X ol .
3.a)Surl,sinx z0etcosx #1: g'(x) = — = mcosxtcosn) = Tosxt 2 S ]0,5[.
’ _1 1 _ 1
h'(x) = (1 +tan’ ) 2cos? % T+cosx”
b) (g - h) = 0 sur lintervalle I : g - h est constante, égale a g(g) - h(g) =1-1=0:
1-cos x X
=tan = |sur I.
sin x 2
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® Corrigé de l'exercice 41

1.

tan’ = 1+tan? et (uf) = ku'uk" : |(tank) = ktan®" (1 + tan?)|. Si P(X) = ¥ a, X", alors P(tan x) =

¥ a,tan® x a pour dérivée ¥ ka, tan® x (1 + tan? x) = (1 + tan? x) P'(tan x).

Récurrence. tan = Py(tan); si tan™ = P (tan), alors par 1, tan*" = (1 + tan?) P/ (tan) = P, , (tan).
P, = 1+X% P, = (1+X2)2X = 2X +2X3, Py = (1+X?)(2+6X?) = 2+ 8X2 +6X*, P, =
(1+X2) (16X + 24X3) = 16X + 40X> + 24X°>.

Récurrence. Vrai pour Py = X. Si P, = n!X"" + (termes de degré < n) a coefficients entiers
positifs, alors P, = (n + 1)!X" + - aussi, et P, , = (1+X?)P; est de degré n + 2, de coefficient
dominant (n + 1)}, a coefficients entiers positifs. Parité : si P (-X) = (-1)™'P_(X), en dérivant,
=P (-X) = (-1)™"P! (X), donc P, ,(-X) = (1 + X?) P (-X) = (-1)"*2P,,  (X).

. a) n pair: P_(-X) = -P_(X), donc P_(0) = 0 et tan(™(0) = 0. Puis tan'(0) = P,(0) = |1}, tan"’(0) =

P5(0) =[2] et Py = (1 +X2)(16 + 120X? + 120X*) donne tan®*}(0) =16 |
b) tan% = 1: tan” (% =P;(1)=2+8+6= . c) Sur [0, g[, tanx 2 0 et P, est a coefficients
positifs : | tan(™(x) 2

® Corrigé de l'exercice 42

1. (tf)(k) =j(j-1)(j-k+1)0*sij 2k et0sij<k Ent=0,seul letermej = kreste:| Q®(0) = kic, .

En développant les (a +tY, Q(t) = P(a +t) est un polyndme de degré n ent: Q(t) = chtk. Par la
régle (u(t +a)) = u'(t+a) appliquée k fois, Q¥)(t) = P®(a +1t); par 1, c, = PUZI(G)
P(x) = Q(x - a).

P(2) = -9; P'(x) = 4x3 -9x% +2, P'(2) = -2 ; P"(x) = 12x? - 18x, P"(2) = 12 ; P"(X) = 24x - 18,
P"(2)=30; P“ =24

. On conclut avec

x*-3x3+2x-5=-9-2(x-2)+6(x-2)%+5(x-2)3+(x-2)"|

P®) _

Par récurrence, P®)(x) = n(n-1)--(n-k+1)(1+x)"*, donc — k'(n ik

: d’ou la formule ; avec

n

x=1: Zfel(n T2

k=0

Pour un polyndme de degré p < n, laformule de 2 (au rang p) donne P a partir de P(a), ..., P)(a),
et P®)(a) = 0 pour p < k < n: deux polyndmes de degré < n ayant les mémes P®(a) (0 < k < n)
sont égaux. Ici P(x) = 2= (x = 1) + 3(x - 12 + Z(x = 1)° = 2 - (x - 1) + 2(x - 1) + 2(x - 1)?, soit

P(x) = 2x> - 4x? + x + 3 |(contrdle: P(1)=2,P'(1)=6-8+1=-1).
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© Corrigés : demi-tangentes

B Corrigé de l'exercice 43

On étudie le taux T(x) = w a droite et a gauche de a.

a) x2-3x = x(x-3), f1(3)=0; présde3, x >0, donc7(x) = x %, de limite 3 a droite, -3 a gauche:

f4(3) =3, f,(3) = -3|: point anguleux (3,0), demi-tangentes y = 3x - 9 (x>3)ety =-3x+9

(x <3).

b) f,(x) = 4x*six 20,0six < 0: 7(x) = 4x — 0 a droite, T(x) = 0 a gauche : |f,(0)=0|: f, est
dérivable en 0 (bien que définie par deux formules), de tangente y = 0.

c) f5(2) = 0; pour x < 2, T(x) = (Xigz)\/j)j‘ - _%

demi-tangente verticale en (2,0), dirigée vers le haut (f; > 0 sur ]-1, 2[).

— -oo: f; n'est pas dérivable a gauche en 2 ;

_ . n _ . sin2x . _m _ _o . sin2x 9.
d)f4(0)-0,pour0<x<2,T(X)-2 T > 25 pour =% < x < 0,T(x) = -2 = > -2

f4(0) =2, f,(0)=-2|: point anguleux O, demi-tangentes y = 2x (x > 0), y = -2x (x < 0).

e) fs(0) = 1; & droite, 70 = Y20 = L - 13 gauche, 70 = (£%-1) = 2 - 1

f:(0) = % : dérivable, de tangente y = 1 +§ (méme valeur et méme pente des deux morceaux).
a) c)

b) g
d e) y
X X
3 X 2 y X
® Corrigeé de U'exercice 44
1. f(1)=a+b. Pourx<1: y
a(x?-1)+b(x-1) ;
T(X)=T=a(x+’l)+b—>20+b:fg(1)=2a+b. \ Ce

2. @) Pour x> 1,7(x) = - (’f—*f -(a+ b)): la parenthése ‘

tendvers2-(a+b)z0etx-1—- 0%, doncT(x) > co: f :
n’est pas dérivable a droite en 1 (la courbe « saute » de -

1 2 3
a+ba?). I N
243 (x-1Y? o Enbleu:a=b=1;en pointillés:
b) 222 -2 ===, doncT(x) = 2= - 0:|fy(1) =0} (a,b) = (-2, 4).

3. Dérivableen1 < a+b=2et2a+b=0 <

; tangente horizontale .
4. a+b=2,f(1)=0# fé(1) = 3 : point anguleux A(1, 2),
demi-tangentes’y =3x-1(x< 1)‘et‘y =2(x2 1)‘.
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® Corrigé de l'exercice 45

1. Ix-x*=/x(1-x/x)etx/x <1 < x<1:sur[0,1], y € a
(%) = /X, g(x) = x2|; sur [1, +eo[, | f(x) = x, g(x) =+/x |
C
L g
2. En0: g = ﬁ — +00: C; a une demi-tangente verticale en 7 4
0; ’;—2 =x = 0: g,(0) = 0, demi-tangente horizontale. X

En 1: a gauche, f coincide avec x — ,/x, a droite avec

; 1 4 ,\
X x2: fg(‘l)=§, fi(1)=2|; de méme

g;(1) =2, g,(1) = % . A est un point anguleux des deux
courbes ; demi-tangentes portées par y = % ety=2x-1
(pour Cr:la premiére a gauche, la seconde a droite ;

linverse pour C’g).

3. Soit M(x,y) € Cy et M'(y, x) son symétrique par rapport aA. Six < 1:y =+/x < 1etg(y) =
2

yZ = x;six21:y=x 21etg(y)=\/V=x:M’e6’9;demémedansl'autresens.

Cy et €, sont symeétriques par rapporta A|[; en A, les demi-tangentes s’échangent: y = 2x - 1

et x = 2y - 1 (pentes inverses 2 et %).
4, Yxputd — wosvia) | ux)-u(a)
X-a X-a X-a
n > 0 tel que ce quotient soit > g >0pour0c<|x-al <n:v-ualesigne de x - a. Donc
max(u,v) = v sur [a,a + n[ et = u sur ]Ja - n,a] : ses taux a droite et a gauche tendent vers
v'(a) # u’(a) : point anguleux (ici u(x) = /x, v(x) = X%, a = 1).

- £=v'(a)-u’'(a) > 0: par définition de la limite (écart 2), il existe

® Corrigé de U'exercice 46

1. a)Sur[nn+1[:|f(x)=n+(x-n)?|;sur[n-1,n[:

fx)=n-1+(x-n+1)2;/f(n)=n]

b) A droite : T(x) = % =x-n — 0. Agauche:
_ (x=n+1)?1

T(X)=———=x-n+2-2.|f,(n)=0, f;(n)=2 :

X-n

chaque (n, n) est un point anguleux (demi-tangente
horizontale a droite, de pente 2 a gauche).
2. a)g(n)=n+@(0)=n. Adroite (t=x-n - 0%):
T= M — ('(0). A gauche, g(x) =n -1+ @(s) avec
S=x-n+1->1et7= —"’(53:‘1”(1) - ©'(1).
b) p'(t) = 3at? + 2Bt +y;onveut (1) =1, (0)='(1)=0:y=0,a+B=1,3a+2B=0:0a=-2,
B =3, |pt)=3t2-2t3]
c) SurIn,n +1[, g(x) = n + @(x - n) est dérivable, de dérivée @'(t) = 6t(1-t) (t = x - n = x - E(x)),

formule qui donne aussi g’'(n) = 0: g est dérivable sur R, ’g’(x) =6t(1-t)20 ‘(0 <t<1):gest
croissante, en « marches adoucies ».
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B Corrigé de U'exercice 47

1. a) Pour |x| < 1,siy = f(x),alors 2 -y =v2 -x2, dol x> +(y - 2)? = 2: (x,f(x)) est sur le cercle
e(a, \/5) (arc inférieur).

b) Les deux formules donnent f(1) = 1. Sur ]-1, 1], f coincide avec r(x) = 2 - 2 - x2, dérivable,
r'(x) = Jz)jT (1) = (1) = 15 sur [1,+00f, f(x) = x: f3(1) = 1. |f'(1)=1]et, par parité,

f'(-1) = -1|: les droites y = tx sont tangentes au cercle en (x1, 1) (perpendiculaires aux rayons,
de directions (£1,-1)).
c) Pour |x| < 1:2-|x| >0et(2-|x|)?-(2-x%) =2(lx|-1)* 20, donc2-|x]| 2 V2-x2:

f(x) = | x| | (égalité pour |x| = 1). Sur[0,1], d(x) = 2 - x -2 - X2 a pour dérivée \/2X_2 -1<0
-X

(x2 <2 - x2): d décroit, l'écart est maximalen 0: | f(0)=2-v2| f' =r" sur]-1,1[, de dérivée
2 égalea2en 1, et f' =1surll, +oof: le taux de f' en 1 tend vers 2 a gauche, 0 a

(2-x2)V2-x2 !
droite : f' n'est pas dérivable en 1.

2. Il faut a + B = 1 (sinon le taux a gauche en 1 est infini) et 2a = 1 (méme pente) : |a =B = % I
g(0) = % . g'(x) =xsur]-1,1[, g’ = 1sur]1,+oo[ : le taux de g’ en 1 tend vers 1 a gauche, 0 a

droite : g’ n’est pas dérivable en 1.

_-x"+6x2+3
j 8

1= h}(1): h est dérivable en 1 (en -1 par parité). h’ = P’ sur]-1,1[ et h’ = 1 sur ]1,+oco[ : le
taux de h’ en 1 tend vers P”(1) = 0 a gauche et vers 0 a droite : h’ est dérivable en 1 (et en -1,
h’ étant impaire).

b) (x - 1)3(x + 3) = x* - 6x% + 8x - 3, donc —%(x— 13(x+3)=P(x)-x v ;sur[0,1], (x-1)3<0:

3.A+B+C=1,4A+2B=1,12A+2B=0: |P(x)

. a)h(1)=P(1) = 1,h£’](1)= P'(1) =

P(x) = x; par parité, h > |x|. | f(0)=2-/2 > g(0) = % > h(0) = % : plus le raccord est doux, plus

il serre le coin.

— f:arcde cercle
— g : parabole
— h: quartique
----- le coiny = |x|

® Corrigeé de l'exercice 48

1. Pour x > 0, f(x) = x™, fr(x) = (n+ 1)x" = (n + 1)x"'|x| ; pour x < 0, f, (x) = -x""", f(x) =
“(n+)x" = (n+ )x" x| ;en 0, 2 = x1 Vx| 5 0= (n+1)f,_(0)(n21). [f =(n+1)f |

X n

2. Récurrence surj < n: f, estj fois dérivable et f,({) = %fn_j ; Si C'est vrai pourj < n, fn_j est

dérivable (n-j = 1) et fU*1 = ﬁ(n $1-)f g = %fﬂ Pourj =n:|fi(x) = (n+ 1) x|},
dont le taux en 0 tend vers +(n + 1)! a droite et a gauche : f, n’est pas n + 1 fois dérivable en 0.
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3. P(X)Ix| = 39 a,f.(x): chaque f, (R 2 m) est m fois dérivable, et (Ple)(m)

(r+1)! , o .
2 kom akm]‘k_m. Par l'absurde : si cette fonction était dérivable en 0, comme la somme

(o kR -m 2 1) lest, a,(m + 1)!|x| le serait aussi : faux, car a, # 0. P|x| est dérivable

=a,(m+1) x|+

’mfois, pasm+1‘en 0.

4.a)Q=fy-2f,(Mm=2):Q =4f,-6f, |Q"(x)=12x|x| - 12|x]| = 12(x - 1)|x| ‘: Q est deux fois
dérivable en 0, pas trois (taux de Q" : -12 a droite, 12 a gauche).

b) % = |x|5i% — 0:[s'(0)=0] Pour x > 0, s'(x) = sinx + xcosx ; pour x < 0, s'(x) =

-sin x - x cos x. Le taux % tend vers 1+ 1 = 2 a droite et vers -2 a gauche : s n'est pas deux
fois dérivable en 0 (comme x| x| : prés de 0, sin x « ressemble » a x).

© Corrigés : variations et extremums

® Corrigé de l'exercice 49

1. f'(x) = 4x>-16x = ’ 4x(x -2)(x +2) ‘: produit de trois facteurs affines, d’ou les signes du tableau
(a). En oo, f(x) = x‘*(1 = dd l) — +00; f(+2) = 16 -32 + 7 = -9 et f(0) = 7 (maximum local).

x2 x4

D'apreés le tableau, f(x) = -9 sur ]-o0,0] et sur [0, +oo[ : m[Rgnf = -9 atteint en -2 et en 2

seulement (controle : f(x)+9 = (x2 - 4)2).

, _2X(x=3)-(x%+7)  x2_6x-7 _ (x-7)(x+1)
2. g'(x) = x=32 7 (32 | (x-3)2

; sur 13,+00[, x + 1 > 0, donc g'(x) a le signe de

x - 7 (tableau (b)). En 3%, le numérateur tend vers 16 > 0 et x -3 — 0*: g — +00; en +oo,
g(x) = % — +o00, Ainsi ’ming =g(7) = 14‘: ’;2—*37 > 14, et, en multipliant par x - 3 > 0,

x?+7 214(x-3). Controle: x> +7 -14(x-3)=(x-7)>20 v.

- . h' = — X2 ax(5-x)-x* _ 5x(4 - x)
3. Sur ]-o0,5[ : h'(x) = 2xy/5 - x e - M - | T
(c)); h(0) = h(5) = 0, h(4) = 16, h — +o0 en -co. Sur [-2,5], le maximum est le plus grand des

nombres h(-2) = 4\/7 ~ 10,6 et h(4) = 16: {n2a5>§h = 16|, atteint en 4. Enfin, en 57, h(x)?:i;(S) =

, du signe de x(4 - x) (tableau

% = _% — -o0 : h n’est pas dérivable a gauche en 5 (double barre dans la ligne de h’) et
¢y admet au point (5,0) une demi-tangente verticale.

(@] x |- -2 0 2 +o| (b)| x |3 7 +o| ()| x |- 0 4 5

f)[ -0+ o0 -0+ g - 0 + )| -0+ 0 - |
+00 7 +00 +00 +00 +00 16

FIN S N/ s || NS N SN

-9 -9 14 0 0
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® Corrigé de l'exercice 50

1. (sin2x)’ = 2 cos 2x, donc f'(x) = 1+2 cos 2x. Pour x € [0, ], 2x € [0, 2n], et cos 2x = -1 = cos 2?"

2
X = g oux = 2?" . Sur le cercle trigonométrique, cos2x > —% pour

donne2x=2?"ou2x=‘;—":

3 3
Sur [0, ], le minimum est le plus petit des nombres f(0) = 0 et f(z?") > 0, le maximum le plus

2Xx € [0,2?"[ U ]‘;—",217], d’ou le tableau (a), avec f(g) =0, é ~ 1,91 et f(%") =2 @ = 1,23.

grand des nombres f(%) et f(m)=m: \0 Sx+sin2xsm \

2. (sin3 x)’ = 3sin” x cos x (formule de u3), donc g’(x) = 3 cos x-3 sin’ x cos x = 3 cosx(‘l - sin’ x) =
, du signe de cos x (tableau (b)), avec g(g) =3-1=2et g(%") = -2. Comme g est

2m-périodique, elle prend sur R les mémes valeurs que sur [0,2m] : |3 sinx—sin3x| 2|

Controle: 2-3s+s3=(s-1)%(s+2)>0cars+23>1,avec égalité si et seulement si sinx = 1.

@| x |0 3 7 W[ x [o I I o
FoOl  + 0 - 0+ g + 0 - o -
E+£ m 2

3 2
o/ w_ 3 \2/’
3 2 -

® Corrigé de U'exercice 51

1. a) Condition nécessaire. f est dérivable sur R et admet un extremum local aux points intérieurs

-2et2:doncf'(-2)= Oetf’(%) = 0,avec f'(x) = 3x’+2ax+b: 12-4a+b =0 et 2+2+b = 0. Par
différence, 22 - 129 = 0, donc a = 2, puis b = 4a-12 = -4 enfin f(-2) = -8 +4a-2b+c=8+c=8
donnec=0: |f(x)=x3+2x%-4x|

b) Réciproque. f'(x) = 3x?>+4x-4 = (x+2)(3x-2) (tableau (a)): f' change de signeen -2 (de +a-),

d’'oli un maximum local f(-2) = 8 v, et en 2 (de - a +) : minimum local f(%) =Z+5-8-_200

2
c) En développant, (x +2)%(x-2) = x>+ 2x? - 4x -8 et (x— %) (x+ %) =3 +2x% - 4x+ 22 /. Sur

[—?,2],x—2s0etx+?aO,doncf(x)—SsOetf(x)+%20: ,atteinten -2 eten

inf = -4 i 2 _10
2,et Iminf = > , atteint en 3 et en 3"
2. Condition nécessaire: g’ (g) = %— bT‘E =0etg (%) = ‘Bﬁ +§ = 2; la premiére donne a = b\/3, puis

laseconde 2b=2: |a=+/3, b =1/ Réciproque: g(x) = +/3 sin x+cos x = Zsin(x + %) S g(%):

c’est bien un maximum. Enfin g’(x) = /3 cos x - sin x = 2 cos (x + %) s'annule sur [0, 2rr] en g et
A avec g(0) = g(2m) =1 etg (%) = 2sin 3 = -2 (tableau (b)).
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@ x |-» -2 S e ()| x [0 5 o om
f(x) i - 0 ¢ g'(x) *+ 0 - 0 +
+00 2
f /! g |1 . 1
_oo/ \ _40 —
27 -2
® Corrigé de l'exercice 52
241)- + 2 - RS
1. fl(x) = (1) ZX(; m _ | X +2mx -1 . Le trinome
m (X2+'I) (X2 + 1)2 X -0 X, X, +00
x? +2mx - 1 a pour discriminant réduit m?> +1 > 0: frn(X) -0 + 0 -
deux racines x; = -m-ym?2 + 1 etx2=—m+\/m2+1, M\
de produit g = -1 < 0, donc de signes contraires : fo | O . / 0
X; < 0 < x,. Il est négatif entre ses racines, d'ou le

signe de f;. En #co, f, (x) = 1 - 111m/i); 50

2
. . 2,
2. Si x; est une racine, x,-2 +2mx; = 1, donc 2x,(x; + m) = x,-2 + (x,2 + 2mx,.) = x,-2 +1:x,+m= XﬁT et

f.(x;) = 1| Avecla quantité conjuguée ((Ym2 +1-m)(Vm2+1+m)=1):

1 =m+\/m2+1
2(\/m2+1—m) 2 '

D'aprés le tableau, p < f, < 0sur]-oo,x,], u s f,, s Msur[x,x,]et0< f < Msur[x,,+oo[:
l'encadrement est vrai sur R ; M est le maximum et p le minimum de f,_. Enfin

-1 m-vm2 +1
H= fn(x,) = - T
2(m+ m2+‘l)

M = fm(xz) =

(1)

My=—o0—0——=-— uel que soit m.
H 4 4 q q

3M=1 & ym?+1=2-m < (ms2etm’+1=4-4m+m’) & |m=2 Alorsx, = 7,
4x+3 (2X—1)2 (X+2)2 0.

X;=-2,p=-1etf (x)= ey Rl fn(X) = o &0 G fu(X)+ 7 = W(2e1) >

® Corrigeé de l'exercice 53

1. 5-4cosx=5-4=1>0: f est définie sur R. Comme sin(-x) = -sin x et cos(-x) = cos x, f est
impaire ; elle est 2m-périodique. Connaissant f sur [0, ], on l'obtient sur [-m, 0] par imparité,
donc sur [-m, ], puis sur R par périodicité.

2. Avecu =5-4cosx, u’ = 4sinx et (/u) = L= = 250X,

2fu  Ju
o 2sin x
COS Xy/U - Sin x - == .
F(x) = Ji _ ucosx-2sin’x
u ufu '

et ucosx-2sin’ x = 5cos X-4 cos2 x-2+2 cos? X = -2 €0s% x+5c0os x-2 = (2 cos x-1)(2-cos ) :
_(2cosx - 1)(2 - cosx)

f(x) =
ufu
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3. Sur[0,m],2-cosx > 0etufu>0: f(x)a le signe

n

de 2cos x - 1, positif si et seulement si x < 3- Avec x | o z -
f(0)=f(n)-0etf() B2 - 1:0<f<lsur FWl -+ 0 -
[0,m], donc -= < f < 0 sur [-m, 0] et, par périodicité, >

0 0

? ! 2
[f(x)] < % sur R, avec égalite si et seulement si x =

:g (mod 2m).

-c2 _ 5-bc-behc? _ (2c-1)?

g

:
4 5-4c  4(5-4c)  4(5-hc)

4. Avecc=cosx: ;- f(x)’ = 20 v : on retrouve f? < 7, avec égalité

si et seulement si cos x =

N =

5. Formule d’Al-Kashi : AB?

OA2 + OB2-20A-0Bcosx = 5 - 4cos x. 'aire de OAB vaut %OA-

OBsin x = sin x, et aussi %BA -BOsinABO = ABsinABO : d’oli |sin ABO = w = f(x)|. Comme

OA < OB, 'angle ABO (opposé a [0A]) est plus petit que OAB, donc aigu ; sin étant croissante sur
m

[0, g],ABO est maximal quand f(x) lest : pour | x = 3 avec ABO = . AlorsOAB=m-2-2-1:

(AB) L (OA), la droite (AB) est tangente au cercle en A.

® Corrigé de l'exercice 54

1. R est symétrique par rapport a 0 et f, (-x) = f, (x) : f,, est paire. Puis x? +m = (x? + 1)+ (m - 1)

donne la décomposition ; en +oo, /x2 + 1 — +c0 et \/”1_11
N

- 0,donc|f, — +oo|

o2 __X 1Y _ x(x2+1)-(m-1)x _ x(x2+2-m)

2 () = et () "t 40U fal¥) = ST T e

3.Sim <2, x*+2-m 2 x* > 0pour x # 0: f(x)a le signe de x (tableau de gauche) et
minf_=f (0)=
4. Sim >2,x?+2-m = (x-r)(x+r)avecr =+/m -2 > 0, et x(x-r)(x+r) a les signes -, +, -, + (tableau de

droite) : trois extremums locaux, le maximum local f, (0) = m et les minimums f,_(+r) = % =

2
2/m - 1. Avec les limites infinies : |min f,_ =2ym -1 (etm—2\/m—1=(\/m—‘l—1) >0 V).

ms2 ms>2
X -0 0 +00 X -0 _/m-2 0 m-2 to
fr(X) -0 + fr(X) -0 + 0 - 0 +
+00 +00
A N fin \ / N /
m 2Vm 2ym -1
2
5.a)m =5 > 2: le minimum vaut 2\/4 = 4, atteint en +/3 : Los 2 4|, avec egalité si et
VX2 +1
2
seulement si x = +,/3 (contréle : avec w = Vx2 + 1, w + % -4 = (WWZ) 2 0).

b) Le minimum de f_ vautmsim s 2 et2ym-1sim > 2. Or«f = 2sur R »équivaut a
«minf_>2»:pourm s 2, celaimposem =2;pourm>2,m-1>1donne2ym-1>2:
toujoursvrai. |f, 22surR < mz=2|
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<

€ Corrigés : inégalités et optimum

® Corrigé de l'exercice 55

1.

2X(x+1)-(x2+1) 32,051
(x+1)2 (ka2

racines -1 + \/5, et seule /2 - 1 est dans lintervalle ; il est négatif entre ses racines. Donc @
est strictement décroissante sur ]-1,v/2 - 1] et strictement croissante sur [/2 - 1, +oo[ : son
minimum est

x2+1
x+1

Soit @(x) = sur ]-1,+o0[ : ©'(x) = Le trindme x? + 2x - 1 a pour

\/5_1 =(3—2\/§)+‘| =4_2\/§=2\/__2.

e(v2-1) 2
V2 V2
2
Ainsi );:11 > 2J/2-2|pour x > -1, avec égalité si et seulement si x = /2 - 1 (contréle : la
2

. (X— 2+1)

différence vaut T)'
. _1, 4 —_— _ 1 4 4x?-(1-x)2 _ (3x=1)(x+1) . _
Soit w(x) = © * T sur 10,1[ : @'(x) = 2 R S R0 0oy , du signe de 3x - 1.
a 2 1 ~ 1 . 88 1\ _ - 1 4
y decroit sur ]O'E]' crolt sur [5,1[ : son minimum est ll-’(g) =3+6=0. X + Tox 29| avec
2

égalité si et seulement si x = % (controle: w(x)-9 = %).

Sur [0, g], soitd(x) = 1+x-sinx-cosx: d’'(x) = (1-cosx)+sinx >0 pour x € ]0, g] (1-cosx=0
etsinx > 0). d est strictement croissante et d(0) = 0: d(x) > 0 pour 0 < x < 7. Pour x >

sin X +Ccos X = 2cos(x— %) sv2<1 +g < 1+x. Donc ]sinx+cosx <1 +x\pourtoutx 20, avec
égalité seulement en 0.

® Corrigé de l'exercice 56

1.

Le mobile avance (v > 0) sur [0,2[ et sur ]4,5], : o c
recule (v < 0) sur ]2, 4[, et s'arréte aux instantst = 2
v(t) + 0 - 0 +
ett=4.
20 20
. Avec x(2) = 20, x(4) = 16, x(5) = 20 (tableau): 0 < X / ~N 7
x(t) < 20, la position la plus éloignée est a 20 m 5 16

v(t) = 3t> - 18t + 24 = 3(t? - 6t + 8) = | 3(t - 2)(t - 4) |

de l'origine (t = 2 et t = 5). Distance parcourue : 20
(aller) + 4 (recul de 20 4 16) + 4 (de 16 2 20): [28 m .
a(t) = 6t - 18 = 6(t - 3) : v décroit sur [0, 3] et croit sur [3, 5], avec v(0) = 24, v(3) = -3, v(5) = 9.
Le mobile recule le plus vite a l'instant (vitesse -3 m/s, minimum de v). Comme -3 <
v(t) € 24, |max |v| =24 m/s ‘, au départ.
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® Corrigé de l'exercice 57

b 1  col v\, 1128, v2
1. Un kilometre est parcouru en . heure ; il coute donc (128 + 8000) x o= ==+ DH.

/ 2 5000 T a000v2 - 400012 du signe de v - 80 Ela fonction cube es.t strictement
croissante). C decroit sur ]0,80] (avec C — +oo en 0*) et croit sur [80,130] : la vitesse la plus

économique est |80 km/h |, avec C(80) = 1,6 + 0,8 = 2,4 DH/km : le trajet colite 400 x 2,4 =

960 DH | et dure % =5 h.

3. Sur]0,60] c 10, 80], C est décroissante: il faut rouler a 60 km/h, la vitesse maximale autorisée;

S 1033,33 DH |.

7 3_ 3_an3
2. C(V) - 128 + v _ v>-512000 v>-80

32,9 _31 : - 31 _
C(60) = sty = et le trajet colite 400 x i

4. C(100) = 1,28 + 1,25 = 2,53 : le trajet colite 1012 DH et dure 4 h. Il gagne 1 h pour 52 DH de
plus.
® Corrigé de l'exercice 58

1. La génératrice est le rayon du disque : le triangle formé par la hauteur, un rayon de la base
et une génératrice est rectangle, donc r?> + h> = 10%. Le volume d’un céne étant %nrzh g

V(h) = g(1oo-h2)h.

2. V(h) = £(100h - h%), donc V'(h) = £(100 - 3h?), positif si et seulement si h < % = % = hy =

5,77 : V croit sur ]0, h,] et décroit sur [h, 10[. Le maximum est

m 200 10y3 20003 3 100 10v6
V(h0)=§x : x 3 - > = 403 cm?|, ro=,/100—T=Tz8,16cm.
’ ’ . . o A - < 2T[r0 217\/6
3. L'arc du secteur d’angle a (en radians) mesure 10a ; il doit étre égal a 2mry s A = S

5,13 rad, soit (on retire un secteur d’environ 66°).

4. Pour x € ]O,g[, h = 10sinx € ]0,10[ et 100 - h? = 100cos®x : V(h) = %sinxcoszx <
%, d’ol sin xcos? x < % Si sinx < 0 ou cosx = 0, le premier membre est < 0 ; si
X € ]g,rr[, on applique le résultat a - x (méme sinus, méme cos?) ; la 2m-périodicité conclut :

23
9

sin x cos? x < pour tout réel x, avec égalité si et seulement si sin x = @ (h = hO).

® Corrigé de l'exercice 59

1. Un rectangle inscrit dans un cercle a pour diagonale un diamétre : par Pythagore, 2 + h? =
30% =900, donc R = ¢h? = £(900 - £2) = 900¢ - £°. Puis R'(f) = 900 - 3¢2, positif si et seulement
si ? < 1043 : R croit sur ]0,10\/§] et décroit sur [10J§,30[. La poutre la plus résistante a

pour dimensions |f = 10v/3 = 17,3 cm, h =900 - 300 = 10v/6 = 24,5 cm |, et % =2 (R =

6000+/3).
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2. Avec u = 900 - £ : h® = u\/Ju et K = Lu/u. Comme (u/u) = v’ u+u% = 2ufu = -30/u :

K'(8) = uyu - 3¢2/u = Ju(u - 3¢2) = (900 - 4£2)/900 - 2, positif si et seulement si ¢ < 15. La
poutre la plus rigide: |£=15cm, h =675 = 15\/3 = 26 cm, % =3

3. Le disque a pour aire 225m = 706,9 cm?. Poutre la plus résistante : fh = 300/2 = 424,3 cm?, soit
‘*3% ~[60%; la plus rigide : 225,/3 = 389,7 cm?, soit é ~|55%| La section maximale vérifie

th < % = 450 (égalité pour le carré de c6té 15/2): 2 =[64%|. La poutre la plus résistante
n'est donc pas la plus grosse !

E N[N

4. B est sur le cercle de diametre [AC] : le triangle ABC est rectangle en B, et M est le pied de
sa hauteur issue de B. Dans les triangles rectangles ABC et AMB, cos BAC = % = %, d’ou
AB? = AM - AC =300 et AB = 103 = £ ; de méme BC? = CM - CA = 20 x 30 = 600 et BC = 10,/6 = h
v.

® Corrigé de l'exercice 60

1. Une symétrie conserve les distances ; elle envoie B sur B’ et laisse fixes P et Q, points de 'axe :
PB’ = PB et QB’ = QB ('axe (PQ) est la médiatrice de [BB']).

2. P(12 - x,0) et B'(0,t) : PB2 = PB? s'écrit (12 - x)? + t> = x?, d’ol |t? = 24X - 144 = 24(x - 6) |
Commet>0,x>6;commeP e[0B],12-x20:6<xs12. PuisQB?2=QB?: 12?2 +(y-1)? = y?,

SOt 144 + t2 = 2ty, et y = 144e2bx-144 12x .

2t t
3. Le triangle PBQ est rectangle en B: PQ? = x2 + y? = x2 + J4bx _ 2 148 X
. Le triangle est rectangle en B : = X2 ay? = x2S = X ( i il
’ _ 3x%(x-6)-x3 _ 2x%(x-9) . .
4, ' (x) = 6 = TR du signe de x - 9 :
@ décroit sur ]6,9] et croit sur [9,12], avec ¢ — X |6 12
+o0 en 6%, @(9) = 2 = 243 et p(12) = 288. ¢’ (x) -0 ¢+
Le pli le plus court est obtenu pour : *o 288
©®
PQ=1243=93~156cm| avect = /72 = 62 = \243/
_ 108 _ -
85cmety =2 9v2 = 12,7 cm.

€© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de U'exercice 61

1. Comme c est le plus petit,3csa+b+c=3:c<1.Aveca+b=3-c: E=ab+c(a+b)—§abc=
2C ve teis

ab(1 —?)+c(3-c).0r1 - a%>0,ab20etc(3-c)20:. L'égalité exige c(3-¢) = 0,

soit ¢ = 0, et ab = 0 : deux des nombres sont nuls, le troisiéme vaut 3 (triplets (3,0, 0) et

permutations).

2. (a-b)? > 0 donne 4ab < (a+b)? = (3-¢)?; comme 1 —23—‘ >0, on obtient E < (3':)2 ( - %)+c(3—c) =
p(c).
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A (B0 (4 _ 2\ _ 9'12C+5C2_§C3 P _9.c¢2 ¢ c_c% _ c(1-0)
En développant, T(1 ?) =————,doup(c)=5+5-%. Puis ¢’ (c) = -5 = T 20
sur [0, 1] : @ est croissante et @(c) < ®(1) = % +1-2=2.Donc |0<E< % (contrdle : £ - (c) =

2 + - o, - . .
(9Lel) Légalité E = £ exigec=1eta=b,soitfa=b=c=1]

Aveca:3x,b:3y,c:3z:a+b+c:3etE:9(xy+yz+zx)—§x27xyz:9(xy+yz+zx—2xyz),

d’ou Osxy+yz+zx—2xyzs%.

B Corrigé de l'exercice 62

1.

3.

E(b,c,a) = b’c + c?a + a’b = E(a, b, ¢), et de méme pour E(c,a, b). Parmi q, b, ¢, 'un est compris
entre les deux autres : si c'est b, rien a faire ; si c’est ¢, on remplace (a, b, ¢) par (b, c,a), ou
c est en deuxiéme position, sans changer E ; si c'est a, par (c,a,b). On peut donc supposer
(a-b)b-¢c)=0

b(a+c)* = a®b+2abc+bc?, donc b(a+c)? - (E + abc) = abc+bc? - b?c-c2a = c(ab + bc - b? - ca) =
c(a-b)(b-c)|. Commec=0et(a-b)(b-c)>0:E+abcsb(a+c)’ =b(3-b)? etabc >0 donne
E < b(3 - b)°.

w'(b) = (3-b)?>-2b(3-b)=3(3-b)(1-b): w croit sur [0, 1], décroit sur [1,3], et (1) = 4. Donc
(contrdle : 4 - w(b) = (4 - b)(b-1)? = 0).

Dans la disposition de 1, I'égalité exige b = 1, abc = 0 et c(a-b)(b-c) = 0,aveca+c=2.Sic =0,
alorsa=2:E(2,1,00=4v.Sia=0,alorsc=2etc(a-b)(b-c)=2#0: exclu. Les cas d’égalité
sont donc ’(2, 1,0), (1,0,2), (0,2,1) ‘ Or E(1,1,1) = 3 < 4 : pour une expression cyclique (non
symétrique), le maximum n’est pas forcément atteint au point ou les variables sont égales.

5. Aveca=3x,b=3y,c=3z: E=27(x2y +y?z+2°x) s 4, d’ou | X’y +y?z+2%x < % :
B Corrigé de l'exercice 63
7 n
1. Avec u(x) = 22, u'(x) = et (u™") = (n+ u'u" = u": @'(x) = (”:‘%1") - A". Comme u(x) > 0

etquet t” est strlctement croissante sur [0,+o[ : @'(x) >0 < u(x)>A < x> A.
Donc ¢ décroit strictement sur ]0, A], croit strictement sur [A, +oo[, et son minimum est @(A) =

AT AT -0 | (x) 2 0, avec égalité si et seulement si x = A.

Reécurrence. Initialisation : pour n = 1, a, < a,, avec égalité. Hérédité : supposons (P,) et soit
a,,..,a,,,>0A= Tm” > 0. Par (P ), a,--a, < A", donc, en multipliant par a,_, > 0 puis en
appliquant 1Tavecx =a,,,

n+1 n+1
@ a < A"g nA+a,,, (Gt Onag
1 nn+1‘ n+1\ n+1 n+1 .
L'égalité exige les deux égalités : a, = -+ = a, (= A)eta,,, = A; la réciproque est claire.

Conclusion : (P,) est vraie pour tout n € N*.

n
a) (P,) appliquée a 1,2,...,n, non tous égauxsin >2: n!< (“2;"*”) = (n ; L ) i
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2 3
b) Ces six nombres ont pour somme x +y + z = 12, donc pour moyenne 2 : x(%) (5) < 25, soit

3
xy?z> < 64 x 4 x 27 = 6912, avec égalité si et seulement six = 2 = £ =2: |maxxy’z’ = 6912,

3
atteint en (2, 4, 6).

c) Pour x € 10, 1[, on applique (Pg) aux cing nombres %, X, 12X, 12X X de somme 1 : ’f (12’7()3 <
108

L 3125

produit est nul). Contrdle : w(x) = x?(1-x)> a pour dérivée 2x(1-x)3-3x%(1-x)? = x(1-x)?(2-5x)

wcr0|tsur[0 ] decrmtsur[2 1] etw( ) 2‘*5-12775 =% v

AN

donc |x2(1-x)3 avec égalité si et seulement si % = =X, soit x = 2 (en O et 1, le

® Corrigé de l'exercice 64

1. P(0) = 4 # 0. Pourx¢o,t2=x2+4+xi2,doncx2(t2+at+b—4)=x‘*+‘;i22+ax3+2ax+bx2=P(x)
v,

2 U()=1-%= X)Z(—zz : sur 10, +oo[, u décroit sur 10,v/2] et croit sur [v/2, +oo[, donc u(x) > u(v2) =

212 ; u étant impaire, u(x) < -2v/2 pour x < 0: ||t| =2v/2| Réciproquement, x + % =t &

x?-tx+2=0(x#0), de discriminant t> -8 > 0 si [t| > 221l y a une racine réeelle, non nulle
(produit des racines 2).

3. (@ + b?)(t? + 1) - (at + b)* = @® - 2abt + b?t? = (a - bt)? 2 0.
4. Comme X, # 0, P(x,) = 0 donne t2 + at, + b -4 = 0, soitat, +b = 4 - tJ. Par3: (t(z)—l+)2 <

2 . 12\ (42 ros 2 2 2 2 gy - 2(u-8)(us)-(u-4)> _ (u-4)(u-+6)
(a® + b?)(t2 + 1), 0’0t a® + b? > h (t2), avec t2 > 8 par 2. Or h'(u) = T = >0
16

? g

sur [8,+oo[ : hy est croissante et h(u) = h(8) = % Donc |a®+b? >

5. L'égalité exige t] = 8 et a = bt, (égalité dans 3);avec aty + b = -4, b(tj+1) = -4: b=-2 eta =
S '8‘/_ pour t, = £21/2. Alors a?+b? = 12816 = 18 . poyr g = —M P(v2) = 4—2—§—32+4 0

9 81
16
5 |

v (et —\/5 est racine pour a = %). La plus petite valeur de a? + b? est

® Corrigé de l'exercice 65

2 0; a la limite en a* (chapitre

1. Pour x € 1a,b[, 9(x) - ®(a) > 0 et x - a > 0, donc L4

10), | @,(a) > 0|. Si a est intérieur & un intervalle ouvert ot ¢ est dérivable et si ¢ y admet un

minimum en a, alors ¢’(a) = 0 (cours : @;(a) >0 et py(a) < 0).

2. a) Condition nécessaire : si ((x) = i -1-kx 20 =(0)sur l’intervalle ouvert ]-1, +oo[, alors ¢
a un minimum en 0, donc ¢’(0) = —1 -k =0:k=-1. Réciproque : — —(1 X) = 1X— 0v.Un

seul reel : .

b) De méme, w(x) = tanx - ksinx = 0 = w(0) imposerait w'(0) = 1 -k = 0, donc k = 1. Mais

sin x (1-cos x)

tan x-sinx = >—_——== < 0 pour x € ] ’2’,0[ (par exemple tan (—%) =-1< —@): laucun réel k|;

la condition nécessaire n'est pas suffisante.

c) Si sin x < kx pour x 2 0, la fonction @(x) = kx - sin x vérifie @ = ©(0) = 0 sur [0, +oo[, donc, par
1,9,0)=k-120. Réciproquement, sik>1etx=0:Rx2x2sinx(x-sinxa pour dérivée
1-cosx20etsannuleen0). [R>1]
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3. a) p(x) = cosx - 1+ ax® vérifie p(0) = 0 et ¢'(0) = -sin0 + 0 = 0 pour tout a : la condition

©’'(0) = 0 ne donne aucune information.

b) Si l'inégalité est vraie, alors 1‘)‘(% < a pour tout x # 0 ; or cette quantité tend vers % en0
(chapitre 10), donc ; < a.

c)Siaz % etx20: ¢'(x) =-sinx+2ax = x-sinx = 0, donc ¢ est croissante sur [0, +oo[ et

©(x) = p(0) = 0; p étant paire, c'est vrai sur R. |cosx = 1-ax? pourtoutx < a3z % .

® Corrigé de l'exercice 66

1.

(OU) a pour coefficient directeur 1. La tangente en x € y
]0,1] a pour pente - ; =1 < x=1: point oy .

g
2/x " 2fx

11 AV L W R B | roe /.
M(Ayz)ytangentey—(x 4)'l' 2'SO|t y_X+ L 1 g ) d

4 & ’

Ld'(x)= 2=-1= =2 sur]0,1]: d croit sur[O,%], décroit e

T 2/x 2/x
sur [1,1], avec d(0) = d(1) = 0 et d(}) = 1. Donc 0 < w/

(NIE
~

1 ; .
d(x) < % DX SYXSX* l'arc I' est compris entre la .

corde (OU) et la tangente en M, paralléles et distantes <
de % verticalement (figure).

ey(x) =x-x-1=d(x)- 7 € [—%,%] : Dy, @ mi-chemin
entre la corde et la tangente, approche /x a % pres, avec
e,(0) = -3, €, (%) = 2reg(1) = -1

e(0) = -p, e(%) = 2-2-p,e(1)=1-m-p,d'ol 3e(0)—4e(%)+e(1) = -3p-2+m+4p+1-m-p =[-1]

Si |e| s € sur [0, 1], Uinégalité triangulaire donne 1 s 3e +4e +€ = 8¢ : |€ = — |. Aucune droite ne

fait mieux que D,,.

= 1, donc toutes ces inégal-
ités sont des égalités : e(0) = -7 et e(1) = -3, soit p = L puis 1-m - = -3, m = 1. Ainsi

D=D, : y=x+ % : la meilleure droite est unique, et l'écart y est atteint trois fois avec des

signes alternés.

Maths Olympiad @



Chapitre 11+ La dérivation

Corrigé du test d'entrée

Baréme : 1 point par réponse juste et justifiée, % point si une seule des deux parties est juste. Reporte tes
points bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | - Limites (chapitre 10) Bloc 2 - Droites et pentes Bloc 3 - Fonctions et variations

© ) =3 (5=
xj—3x2+x-3 =2(x—3)(x2+1),
% — 10°. % (plus haut

- 6 !
degré).

@ (a) 6; (b) 5. Conjugué:
VX+3+3 > 6;

0x  _ 10

x+/x2-10x 1+h_§
2. 1
@ (a -3 (b) e

2xMxL'
1—c05)%X ‘IX_3 ,
@ fx
@ (a) 4 et -4; (b) pas de
limite. -2<x<2:
g(x)=2-x; x<-2:
g(x)=x-2.

— 5.

x

N =
N | =

(&

© (@-2; y=-3x+2;
(b) oui. ﬁ, 5=3+p;
-2 xb+2= -4,

(a)y = %(X+2)+3= %X+4;
(b) (-1,8;3,1).
%x(—1,8)+4 = —0'9+4.

@ (@) 2; (b)k=2; k
k-1=2; (k-1)x

© @ad:], y=1x+1;d":
-2, y=-2x+5; (b) oui;
et
2x+1=-2x+5 & x=2.

1
3
= 1.

NIw |
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(b) f strictement
croissante. f(a)- f(b) =
(a-b)a*+ab+b%+3);
02 + ab2+ b2 =]

(a+2) +2b2>0.

(a) max 4, min-2;
(b) £(-3) > f(-2),
f(3)> f(4). En2eten-1;
f décroit strictement sur
[-4;-1] et sur [2;5].

(a)>05ur]—%;2[, <0 hors
de[—%;z]; (b) = 0, nul en
2. A=49; 3(x-2)%.

@ @) (x+3)2+4324;
(b) décroissante sur
]-o0; -3], croissante sur
[-3;+oo[; min2en-3.
t - \/t croit: f varie
comme x2 + 6x + 13.

VAN

J

Town orientation

les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ol commencer, quels exercices faire en priorité.

oas

bases a revoir

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1a 4 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 23 ; puis
exercice 31, p. 29 et exercice 37, p. 30. Refais le test dans une semaine.

6a9

bon départ

Commence par le cours complet (sections 1a 11), puis les piéges de la section 13.
En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes C et D, exercices 43
a 48, p.32 et 49 a 54, p. 34.

10a12
cap concours
a 66, p. 37.

Commence par le cours (sections 1a 11 en lecture rapide), puis les sections 12 a 14.
En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les thémes A et E, exercices 33 a
36, p. 29 et 57.a 60, p. 36 ; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 27, et le théme F, 61

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Limites (chapitre 10) Bloc 2 - Droites et pentes Bloc 3 - Fonctions et variations

Relis : les sections 1,3 et 4 du
cours.

Fais : exercice 1, p. 23,
exercice 8, p. 24, exercice 31,
p. 29 et exercice 43, p. 32.

\

\

Relis : les sections 2 et 11 du
cours.

Fais : exercice 2, p. 23,
exercice 11, p. 24, exercice 32,
p. 29 et exercice 34, p. 30.

Relis : les sections 7 et 8 du
cours.

Fais : exercice 6, p. 24,
exercice 7, p. 24, exercice 49,
p. 34 et exercice 50, p. 34.

J/
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. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24430 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Nombre dérive et tangente 31a36 /6
Théme B - Calculer des dérivées 37a42 /6
Théme C - Dérivabilité et demi-tangentes 43 a 48 /6
Théme D - Variations et extremums 49 a 54 /6
Théme E - Inégalités et optimisation 55a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Etude des fonctions
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