1" BAC SCIENCES MATHEMATIQUES

Chapitre 10

Maths Olympiad

Limites d'une

fonction

Du niveau de base au niveau concours

. . 4
. ) limxsin-=0
A connaitre par cee ur - g
. sj
lim SINX _ lim 1-cosx 1
x>0 X x>0 x2 T3
lim tanx -
X-0 X

y y = x|

Déf de concours
1 - COS X COS 2X COS3X _ 2

lim
x—0 x2

Les gendarmes : coincée entre -|x| et |x|, la courbe file vers 0

* % % % Niveau 4 - Concours

* % % Niveau 3 - Approfondissement

% % Niveau 2 - Bac

* Niveau 1- Bases

y=-|x|

(Méthodes et piéges)

Cours complet

(66 exercices corrigés)

Test d’entrée




Chapitre 10 Limites d'une fonction

Somwmaire

Test d’entrée : par oi commencer ?

1 Limite finie en un point

2 Limite infinie en un point

3 Limites a droite et a gauche

4 Limites a Uinfini

5 Opérations sur les limites

6 Polynomes, fractions rationnelles
7 Lever une indétermination

8 Limites trigonométriques

9 Limites et ordre

10 Composer et changer de variable
11 Pour aller plus loin

12 Les piéges classiques

13 Les astuces des concours

14 L'essentiel du chapitre en une page
15 Niveau 1- Bases

16 Niveau 2 - Bac

17 Niveau 3 - Approfondissement

O 0 N O U1 >

10
12
13
15
15
16
17
18
21
22
23
25

1" Bac Sciences Mathématiques

18 Niveau 4 - Concours

19 Limites en un point

20 Limites a linfini

21 Formes indéterminées

22 Limites trigonomeétriques

23 Comparaison et gendarmes

24 Défis de concours

25 Corrigés du niveau 1

26 Corrigés du niveau 2

27 Corrigés du niveau 3

28 Corrigés du niveau 4

29 Corrigés : limites en un point

30 Corrigés : limites a Uinfini

31 Corrigés : formes indéterminées
32 Corrigés : trigonométrie

33 Corrigés : comparaison, gendarmes
34 Corrigés : défis de concours

Corrigé du test d’entrée

26
28
30
32
33
34
36
39
4
44
46
49
52
55
58
62
65
69

Comwment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases *
les automatismes indispensables.

Niveau 2 - Bac * %
le niveau des devoirs surveillés.

pour viser la mention Tres bien.

écoles d'ingénieurs).

Niveau 3 - Approfondissement * % %

Niveau 4 - Concours * % % %
problemes de concours (classes préparatoires,

Les encadrés du cours

M Définition : a savoir par ceeur.
M Propriété / Théoréme : les outils.
M méthode : la démarche pas a pas.
M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
M pPiege : l'erreur classique a éviter.
Astuce de concours Yr: le petit plus qui fait
gagner du temps.

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique par
ol commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie
B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30) ; la partie C est une banque de 36 exercices classés
par théme (Limites en un point, Limites a linfini, Formes indéterminées, Limites trigonométriques,
Comparaison et gendarmes, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.
Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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écrire et utiliser la définition avec e et a ;
démontrer une limite infinie avec Aet o ;
calculer des limites a droite et a gauche ;

étudier un raccord (fonction par morceaux, E) ; )
sin x

démontrer ==

connaitre les limites usuelles en 0 et en to ;

trouver une asymptote verticale ou horizon-
tale;

faire apparaitre

O
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signes ;

O o o oo o O
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Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant le cours, fais le point : bloc 1, les calculs utiles au chapitre ; blocs 2 et 3, tes acquis des
chapitres 4 et 7. Aucune question ne demande le cours. Corrigé et orientation : page 69.

—

Bloc | - Calcul algébrigue

puis x“-81 (le plus possible dans R).

@ Identités remarquables Factoriser x> - 27,

@ Racine évidente P(X) = X3 - 4x? + X + 2.
(a) Calculer P(1). (b) Trouver b et c tels que
P(x) = (x - 1)(x? + bx + c).

®) conjugué (a) Ecrire ﬁ sans racine au
dénominateur. (b) Pour x = 0, écrire
1

Vax+1-2/x sous laforme 05"

@ Signe d’un trindme (a) Signe de
T(x)=-2x?+5x -2 selon x ?
(b) Montrer que x?+4x+7 >0 surR.

Bloc 2 - Fonctions (chapitre 4)

I (

©) pomaines Donner l'ensemble de

définition de f(x) = 2=, puis celui de
g(x) = 2.

X

Lire une parabole
Ci-contre: Chr de sommet

5(1,2). (a) Lire £(0), puis
résoudre f(x) > 0. (b) Trouver
a: f(x)=a(x-1)%+2.

@ Encadrer (a) Montrer que 0< - <3

X242

pour tout réel x ; % est-il atteint ?
(b)Si 1< x<4, encadrer 2,/x - %

Partie entiére (a) Calculer E(-2,4) et
E(V60).

(b) Résoudre dans R: E(3x-1) = 2.

Bloc 3 - Trigonométrie (chapitre 7)

—

Valeurs remarquables (a) Calculer cos 5?",
s 31 m
sin 2L et tan( - E)‘

(b) Résoudre dans ]-m, ] : sinx = —g.

Duplication (a) a €0, g] etsina= % :
calculer cosa, sin 2a et cos 2a.
(b) Résoudre dans [0, 1] : sin2x = sin X.

1-cos2a=2sin’a (a) Ecrire 1-cosx a
laide de sin 2.

(b) Simplifier %2 pour x € |0, I].

@) Angles associés (a) Ecrire cos (I +h) et

sin(%’T +h) avec sinh ou cos h.

1

(b) Encadrer sinxcosx, puis —————.
2+sin X COS X

Temps écoulé ?
Pose le crayon, compte tes points bloc par
bloc et corrige-toi page 69.

"

Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Mon score
+ + =
BREANEA

J
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

© Limite finie en un point

Jusqu'ici, on calculait des images f(a). Ce chapitre étudie le comportement de f(x) lorsque x
s’approche de a (méme si f n’est pas définie en a) ou lorsque x devient trés grand. C'est la porte
d’entrée de l'analyse : les chapitres suivants reposent entiérement sur lui.

Exemple : approche numérique et graphique

: 2x2-x-1 .. .
Soit f(x) = = déefinie sur R\{1}. On ne peut pas

calculer f(1), mais on peut calculer f(x) pour x proche
de 1:

x 0,9]0,99/0,999] 1 |1,001|1,01]1,1
f(x)]2,8]2,982,998] x |3,002]3,02]3,2

Les valeurs s'approchent de 3. En effet 2x?> - x -1 =
(x - 1)(2x + 1), donc f(x) = 2x+ 1 pour x # 1: Cy est la
droite y = 2x+1 privée du point (1, 3), le « trou » marqué
d’un petit cercle blanc.

Aussi prés qu'on veut. |f(x)-3]| = [2x-2| = 2|x-1]:
pour avoir |f(x) - 3| < 1073, il suffit que 0 < |x - 1| <
5-107*; pour un écart £ > 0 quelconque, il suffit que
0<|[x-1]< % On dit que f(x) tend vers 3 quand x tend
vers 1.

si0<|x-1]| <a,le pointde C; reste
dans la bande jaune

B Définition : limite finie en un point

Soita € R, ? € R et f une fonction définie sur un intervalle ouvert pointé Ja-r,a[ula,a + r[
(r > 0; f n'est pas forcément définie en a). On dit que f admet pour limite ? en a, ou que
f(x) tend vers £ quand x tend vers a, et on écrit lin; f(x) = ¢, lorsque

X—

Ve>0,3a>0, VxeD O<|x-a|l<a = |f(x)-?|<e.

fr

Lecture. 0 < |[x-a| <asignifiexela-a,a+a[ et x #a; |f(x)-2| <€ signifie f(x) e 0-¢,0+¢[.
Quelle que soit la largeur 2¢ de la bande horizontale, il existe une bande verticale autour de a ou
la courbe reste dans la bande horizontale. Le réel a dépend de ¢ (ci-dessus a = %) : lordre « Ve,
Ja » est essentiel (chapitre 1).

Maths Olympiad o



Chapitre 10+ Limites d'une fonction 1" Bac Sciences Mathématiques

Méthode : Comment démontrer )l(lnz f(x)=faveceeta

1. Brouillon: transformer | f(x)-£| et le majorer par une expression en |x-a|, du type K|x-a|
(si besoin pour |x - al < 1). 2. Choisir a en fonction de ¢ (par exemple a = min(1,§ ). 3.
Rédiger : « Soit € > 0. Posons a = - > 0. Pour x € D; tel que 0 < |[x-a| < a,ona
|f(x)-2| <~ <& » 4 Conclure par une phrase. (Exemples plus difficiles : section 11.)

,
Si f admet une limite en a, cette limite est unique ; on la note )l(l_r)r)] f(x). Deplus: )l(l_rHJ f(x) =
! = )l(l_r)r;(f(x)—{’)=0 = fl)l_r)rg)f(a+h)={’.

A

Démonstration (par l'absurde). Supposons que f tende vers ? et vers ¥, avec ? # £'. Posons € =
'P'ZJ >0:ilexistea, eta,telsque0 < [x-al <a, = |f(x)-?[ <cet0<|x-a| <a, = [f(x)-¥] <&.
Leréelx =a+ % min(a,, a,, r) vérifie les deux, d'ou [0-¢'| < [0~ f(X)| + |f(x)- €| <2e=|0-0]:

contradiction. Les équivalences se lisent sur la définition (avec x = a + h). O
Limites usuelles en 0 (n € N*, c € R)
limx" =0 lim|x| =0 limy/x =0 limc=c lim x = a.
x—0 x—0 x—0 X—a X—a

Démonstrations. Soit € > 0. |x|: on prend a = € (de méme |x - a| < € pour limx = a). x": si

X—a
|x] < 1,alors |x"| = |x|" < |x| ; avec a = min(1,¢€), 0 < |x]| <a = |x"| < |x]| <& /x(icixe D;
impose x > 0, c'est une limite « a droite », section 3): aveca = €%, 0 < x <& = [x <«&. O
A venir : pour un polyndme P, on verra (section 6) que lim P(x) = P(a) : on « remplace x par a ».
X—a

Pour une fonction quelconque, c’est faux (section 3) : la limite ne dépend pas de la valeur en a.

Remarque. Un peu d’histoire. Newton (Principia, 1687) raisonne sur les « derniéres raisons »
de quantités qui s'évanouissent, Leibniz sur des infiniment petits. D’Alembert (Encyclopédie,
1765) propose de fonder le calcul sur la notion de limite. Cauchy (Cours d’analyse, 1821) en
fait la base de l'analyse : une variable a pour limite un nombre fixe lorsque ses valeurs s'en
approchent indéfiniment. Enfin Weierstrass (Berlin, vers 1860) donne la définition actuelle,
avec ¢ et 6 (notre a), sans aucune idée de « mouvement ».

© Limite infinie en un point

Pour x = 0,1;0,01; 0,001, -5 vaut 100; 10*; 10°: - dépasse n'importe quel réel A, pourvu que
x soit assez proche de 0.

B Définition : limite infinie en un point (f définie sur Ja-r,a[u]a,a + r[)

)l(inlf(x)=+oo < VA>0, 3a>0, Vx €Dy, O<|x-a]<a= f(x)>A.
linzf(x):—oo < VA>0 3a>0Yxe€D, 0<|x-a|l<a= f(x)<-A (Ainsi
X—

lim f = -00 = lim(-f) = +c0)

Maths Olympiad o



Chapitre 10+ Limites d'une fonction 1" Bac Sciences Mathématiques

Limites usuelles (n € N* pair)

1

lim — =+ lim — = +o0 lim — = +o0 lim — = +oo0.

x—0 X2 x—0 X" x=0 | x| x—>0*\/}
Démonstrations. SoitA>0. 5 >A < x?><1 & |x|<-=: a=-=convient. Sin=2pet

x A VA VA
n_ (y2\P 2 95 4o mamf 1) 1 1 .

0 < |x| <1, alors x" = (x?) < x%,donc — 2 5 a-mln(1,ﬁ). S >A & Ix| <3 Pourx>0:
1 1. .1
ﬁ>A<=>x</§.a-/§. U

Définition : asymptote verticale

Si lin’(l] f(x) = +o00 ou -oo (ou seulement a droite, ou a gauche de a : section 3), la droite
X—>

d’équation est une asymptote verticale a C; : la courbe « longe » cette droite en
montant (ou en descendant) indéfiniment.

Exemple : deux preuves par la définition

1. f(x) = ﬁ sur R\ {-1}. SoitA > 0:
f)>A & (12 <2 e [x+1] < [2

Aveca=\/§: O0<|x+1| <a= f(x)>A. Donc

lim1 f(x) = +oo | : la droite x = -1 est asymp-
X—>-

tote verticale. Par exemple f(x) > 10° dés que ) 2
0<|x+1]</3-107 = 0,0017. si0<ix|<a
L 1.
2. g(x) = - x-2] g(x)<-A &= |x-2|< a7 (b) deux asymptotes
. . rtical
lm; g(x) = -c0 |, asymptote verticale x = 2. vertieates
X—

© Limites a droite et a gauche

B Deéfinition : limite a droite, limite a gauche

Soit f définie sur ]a,a + . XlirLL f(x) =2 (on écrit aussi )l(l_r)rgl f(x)) < Ve>0,3a>0, Vxe
X>a
Dy a<x<a+a= [f(x)-?| <&
A gauche (f définie sur Ja-r,a[), on remplacea < x < a+apara-a < x<a: Xlirzl_ f(x) = )l(l_rg f(x).
X<a
Pour une limite oo, on remplace |f(x) - £| < € par f(x) > A (ou f(x) < -A).

A

B Limites usuelles en 0 (n € N*)

. 1 o1 . q q . 1 . 1 . .
lim — =+c0 et lim — = -o00; sinestimpair, lim — =+ et lim — = -c0; sin est pair,
x—0* X x—=0- X x—0* XN x—0- XN

+oo des deux cotés.

N

Démonstration. Pour x > 0 : % SA &= X< %
> L 0

= |X|

Maths Olympiad o
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B Théoréme (existence de la limite)

1. Soit f définiesur Ja-r,a[ula,a +r[ et £ un réel, +co ou -oo. Alors

)l(l_r](]] fxX)=¢ < XlLrg_ f(x) = Xli_)rg+ f(x) =2

2. Si de plus f est définie en a (fonction définie par morceaux), on exige aussi l'inégalité
pour x = a (on écrit |x - a| < a) : elle donne |f(a) - 2| < € pour tout € > 0, donc ? = f(a). Ainsi
f admet une limite ena < XlirLl f(x) = lirg f(x) = f(a).

—a- x—=a*

A

Démonstration de 1. (=) Le méme a convient a droite et a gauche. (<) Si a, convient a gauche
et a, a droite, a = min(a,, a,) convient pour 0 < |x - a| < a. a

Conséquence : % n'a pas de limite en 0 (-0 # +00), mais la droite x = 0 est asymptote verticale a
'hyperbole.

B Méthode : Comment étudier une limite en un point de raccord

1. Limite a droite : on utilise 'expression valable pour x > a (on enléve les valeurs absolues
avec le signe de x - a). 2. Limite a gauche : celle valable pour x < a. 3. Comparer, et si f est

définie en a, comparer aussi avec f(a). 4. Conclure : « f admet (ou n"admet pas) de limite
en a».

Exemple : une valeur absolue, puis un raccord avec paramétre

2 _
1. f(x) = )|(X-§)|( sur R\ {2}, et x> - 2x = x(x - 2). Si
X>2,|x-2]=x-2etf(x)=x: lirr21f(x)=2. Si
X—2*
X<2,|x-2]=2-xetf(x)=-x: lirgf(x):—Z.
X—=2"

Comme -2 # 2, f n’a pas de limite en 2 (figure (a)).

2.g(x)=mx+1six<1, g(x)=yx+3six>1(m

réel). A gauche: lin11 g(x)=m+1=g(1). Adroite:
xX-=>1"

2 (b) raccord en 1

2

g admetune limiteen1 < m+1=2 < [m=1|

Pour m = -1, la courbe « saute » de 0 a 2 (figure (b)).

B La partie entiére aux points entiers (n € 7)

Sur[n-1,n[, E(x) = n-1; sur[n,n+1[, E(x) = n. Donc Xlirn E(x)=n-1|et| lim E(x)=n =E(n)|:
—-n- X—-n*

|\/X +3- 2| = % < il donchLn11+g(X) = 2. Ainsi (a) deux limites

E n'a pas de limite en un entier (la courbe en escalier « saute » de 1). En un réela ¢ Z, E est
constante présde a: lirr(lz E(x) = E(a).
X—

Deux exemples. h(x) = (x - 2)E(x) en 2 : sur [1,2[, h(x) = x - 2 ; sur [2, 3], h(x) = 2(x - 2) ; les deux
limites latérales valent 0 = h(2) : lirr; h(x) = 0|(le facteur x - 2 « écrase » le saut). R(x) = x - E(x)
X—

en2: limR(x)=lim(x-1)=1 et lim k(x)= lim(x-2)=0: pasde limite.
X—=2" X—=2" X—=2* X—2*

Maths Olympiad o



Chapitre 10+ Limites d'une fonction 1" Bac Sciences Mathématiques

O limites a V'infini

B Définition : limites en +oo (f définie sur un intervalle ]c, +ool)

lim f(x)=f < Ve>0,3B>0,VxeD,, x>B= |f(x)-?| <ce.

X—+00 f'
lim f(x)=+0 < VA>0,3B>0, Vxe€ D;, x>B= f(x)>A (pour -oo: f(x) < -A).
X—>+00

En -oo (f définie sur J-oo, c[), on remplace « x > B » par « x < -B ». La limite, si elle existe,
est encore unique.

A

B Limites usuelles en +oo (n € N*)

. . +00 N pair .

lim X" = +co0 lim x”=[ T lim fx =400
X — +00 X— - -00 N impair X=+00

. 1 . 1 . 1

lim — = lim —=0 lim — =0
x—+00 XN x—-c0 XN x—+oo [y

A

Démonstrations. Six 2 1, alors x" 2 x: avec B = max(1,A), Xx>B = x" 2 x>A. Jx>A < x>A%:

B = A%. Si|x| 21, alors sl:avecB=max(‘I,l), x| >B=|L|<e. L<eg & x>-=L. En
[x| € Jx £2

-co : X" = (-1)"(-x)" avec -x — +oo. O

A
xn xn

Définition : asymptote horizontale

Si Xl_l)l]‘lm f(x) = £ (réel), la droite est asymptote horizontale a C; en +co (de méme en

-o0). La position de C; par rapport a elle est donnée par le signe de f(x) - 2.

X2 +5

sur R
X2 +1

Exemple: f(x) =

2 . 241)+
On écrit f(x) = %=1+ﬁ. Pour x # 0 :

. S 3 i .4
0<f(x)—1-x2+1 <5.S0ite>0: S <€ &=

2 . - 2 -
Ix] > = ;avecB = =, |x| >B = |f(x)-1] < -
€. Donc | lim f(x)= lim f(x)=1]: la droite 1 2 3 4 5 6%
X—>+00 X—-00 (a) fonctions usuelles en +co

y = 1 est asymptote horizontale en +o et en
-0, et € est au-dessus (f(x) -1 > 0). Pour
€=0,01: dés que |x]| > 20, f(x) est a moins de
0,01 de 1.

Une fonction sans limite en +oo : sin prend les
valeurs 1 et -1 au-dela de tout réel B (en g +
2Rm et —% +2Rm) ; elle n’a pas de limite (méme
preuve qu’en section 11).

I
————— -
I
1

-B B X
(b) asymptote y = 1, bande de largeur 2¢

Maths Olympiad o
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© Ovérations sur les limites

Les résultats sont écrits en a; ils restent vrais en a*, en a”, en +oo et en -oo.

Théoréme (limites finies)

Silimf=2fetlimg =¥ (réels), alors lim(f +g) =2+¢, lim(kf)=RE (kR € R), lim(fg) = ¥’ et,
si?' #0, lim£=£,.

g ¢
Démonstration (somme et produit, en a). Soit € > 0. Il existe a,, a, telsque 0 < [x-a| < a, =
If(x)-2| < % et0<|x-a| <a, = |g(x)-?] < % ;pour0 < |x-a| < min(a,,a,): |f(x)+g(x)—({’+{”)| <
|f(x)-8]+1g(x)-¥'| < &. Produit: f(x)g(x)-28" = f(x)(g(x)-2)+&(f(x)-2); prés de a, |f(x)| < 8] +1
(définition avec € = 1), donc |fg - 22| < (|12] + 1)|g - 2’| + [&||f - 2|, rendu < € en rendant |g - ¥'| et

|f - 2| assez petits. Le quotient est admis. O
Tableaux. £, ¥ sont réels et « co » désigne +oo ou -o0 : on applique la régle des signes.
Somme . Quotient
e 0 ? | +o0 ] —co | +oo lim f ? 2 |2#200Uuo0|0| 0 |
. , limg [ #0|| 0*oul |¢ |0 |o
limg f° | +oo |+00 | -00 | -00
imL | 2
im(f +g) | 2+2 | too | +00 | -00 | F.L. m E F 0 o oo | Fl | Fl
SR Les 4 formes indéterminées
limf £ |££0|0| O 00 0
o0 - 00 0 x c© — -
limg | oo |oo| o0 ©o 0
- : on ne conclut pas : on trans-
lim(fg) | & | o |oo|FlL forme l'écriture (section 7).

Exemple : pourquoi « indéterminée » ? tout est possible

w-coen+o: (X+1)-x > 1, x2-x=x(x-1) = +00, x-x> = -00, (X +sinx)-x =sinx n'a
X X 1

pas de limite. %en 0*: sl =X 0, Xiz = - +oo. la forme ne suffit pas : il faut
regarder qui va le plus vite.

B Méthode: le signe d’un « 0 » au dénominateur

Si le numérateur tend vers 2 # 0 et le dénominateur vers 0, on étudie le signe du dénomi-
X+2 X+2
= , et
x2-4x+3  (x-1)(x-3)
x+2 — 3 en 1. Le trinome est positif a 'extérieur de [1,3] et négatif entre 1 et3: en 1* il
tend vers 07, en 17 vers 0*. Donc lir? f(x) = -0 et lir? f(x) = +0 ; de méme (x + 2 — 5)
X—->1* X—-1"

nateur de chaque coté (tableau de signes). Exemple: f(x) =

lin31 f(x) = +o0, lin31 f(x) = -c0 : deux asymptotes verticales, x = 1 et x = 3.
x—3* X—3"

Sans indétermination, on conclut directement :

« lim (x2 +\/}) = +00 (forme +oo + o) ; lim (1 —\/}) = +00 (forme +c0 - 0);
X—+00 X—0* \ X
8oL
- lim (2-1)(* +1) = -e0 (forme 2x (-0);  lim_ o X 20 (forme ).
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@ Polynomes, fractions rationnelles

rm

quotients.)

A

B Théoréme (en +x et en -o)

Pour tout polynome P : )l(lrr}] P(x) = P(a). Pour une fraction rationnelle F = g avec Q(a) #0:

lim F(x) = F(a). (On combine lim x = a, les constantes, les sommes, les produits et les
X—=a X—>a

1. Un polyndme a la limite de son terme de plus haut degré : sia, # 0,

lim (aan e O X+ ao)

X—>*oo

lim a_ x".

X—>tco N

P4 ..
_axP+
Ul b xa v v,
X—>*00 qX +e+ Dy

+a, ) a xP
:XliTooW (ap ¢0, bq ¢0).

A

2. Une fraction rationnelle a la limite du quotient de ses termes de plus haut degreé :

Démonstration. Pour x # 0 et n > 1, on met le terme dominant en facteur :

P(x)=a, x"u(x) avec u(x)=1+

an-1

. J
a X

Chaque % tend vers 0 en oo, donc limu = 1. Comme a_x" tend vers +co ou -0 et u - 1 >0, le

PO _ %X
alx) ~ bgx

produit a la méme limite que a,x" (tableau du produit)

2x2 +x -1

Exemple : une étude compléte : F(x) =

X2-x-2

Domaine et forme simple. x2 - x -2 = (x + 1)(x - 2),
donc D; = R\ {-1,2}; 2x?+x-1=(x+1)(2x - 1),
donc F(x) = 220 pour x € D,.

=3

En -1 (forme %): lim F(x) =
x—-1 -

X-2

1: un trou en
(-1,1), pas d’asymptote.
En2:2x-1->3etx-2 - 0*:
lim F(x)
X—2

. 2 o
En too: limF = 2% - 2: asymptote horizontale
y=2; F(x)-2=-%: ¢, estau-dessus pour x > 2,
au-dessous pour x < 2.

lim F(x) = +oo,
X—2*

-co : asymptote verticale x = 2.

Maths Olympiad

. De méme

u(x)

v(x)

avec% - 1.0

trou en (-1,1), asymptotes x =2 ety =2

degrés lim & Exemples. lim (-2x*+5x2-7) = lim -2x* = +o0 ;
X—>-0 X—>-00
p<q . B6X2-Xx+4 6 .o x3+2 x3
a |-|m—=—=—3; lim = —_— =
p=q -2 x>0 3 -2x2 -2 x—-00 5X - X2 x—-00 —x2
= lim (-x) = +00; lim 2X*7 2.9
p>q limite de b—po_q . o0 X—-00 ! X—+00 X3 + 1 X—+00 X2 ’
q
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B Attention, piége ! (le terme dominant ne sert qu’en too)

En un point a, on « remplace ». Si l'on trouve %, alors a est racine du numérateur et du
dénominateur : on factorise les deux par x - a (identités remarquables, division euclidienne
ou tableau de Horner), on simplifie, puis on remplace. Exemple: en -1, x3+1 = (x +

3 2
5 2 _ x>+1 .o XT-x+1 3
1)(x2 - x+ 1) et x2 +3x + 2 = (x + 1)(x + 2), donc lim e = lim = S =[3]

° Lever une indétermination

4 Méthode : Comment lever une forme indéterminée

1. Identifier la forme en « remplagant » mentalement (on n’écrit jamais « % =... »). 2. Choisir
Uoutil selon ce qu’on voit (tableau). 3. Transformer ['expression (factoriser, simplifier, mul-
tiplier par le conjugué...) jusqu’a ce que les tableaux de la section 5 s'appliquent sans forme
indéterminée. 4. Conclure par une phrase.

Je vois... Jutilise...

un polynéme ou une fraction rationnelle en too | le terme de plus haut degré (section 6)

% en a avec des polynomes factoriser par x - a et simplifier (outil 1)

une différence avec une racine carrée la quantité conjuguée (outil 2)

des puissances ou y/x2 + ... en too le terme dominant en facteur, Vx2 = [x] (outil
3)

oo - o entre deux fractions en a la mise au méme dénominateur (outil 4)

sin, cos, tan les limites trigonométriques (section 8)

A

Outil 1: factoriser et simplifier. En 2 forme D 4x%-9 = (2x-3)(2x+3) et 2x2-x-3 = (2x-3)(x+ 1),
donc

lim;=lim 912
3 5[
2

Outil 2 : la quantité conjuguée.

Méthode : Comment utiliser le conjugué

1. Repérer la différence génante /A - B (ou /A - \/E). 2. Multiplier en haut et en bas par le

_p2
conjugué\/Z+B: \/Z—B=A 5 (et A - \/_-
VA+B
3. Simplifier par x - a, ou mettre le terme dominant en facteur. 4. Vérifier que le conjugué
ne tend pas vers 0, puis conclure.

: la racine disparait du numérateur.

Exemple : trois formes: =, 0 x co, et 0 x co en -

0 V3x+3-3 (3x+3)-9 3(x-2)

1. En 2, forme = : = =

0 X2 -4 (x2-4)(\/3x+3+3) (X—2)(X+2)(/3x+3+3)
3 donc la limite vaut = 4 = =
(X+2)(\/3X+3+3) 8
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x((x +3) - (x- 1)) lfx
2. En +oo, forme cox0: /x (Vx +3-yx-1) = =
( ) X +3+/x-1 \/}(h_‘_%_'_ h_%) X—>+00
4
-2
3. En -0, forme (-c0)x 0 : comme (\/x2 +9 +x)(\/x2 +9 —x) 9, VxZ+9+x= —2— pour

VX2 +9-x

X<0,Vx2+9= |x|\/1 + 3= -x\/1 + 2, donc

X(\/X2+9+X -2.

—X,,'I+——X +% 2
X

Outil 3: le terme dominant en facteur. x-3,/x = /x(\/x - 3): (+o0)x(+e0), donc lim (x - 3y/x) = +oo.

y J B |
2X —\/x +1 . .
VX = ‘/;1 - 2 . En -oo, attention au signe : pour x < -2, Vx2 +2x = |x|,/1+ 2 =
3X+\/; 3+ﬁ x—+00 | 3 X

x2+2x \/1+_ '\/1+% 1

-x,/1+ 2, donc = =1
+ 3x -1 x(3—%) 3_1 x—-c0 | 3

Outil 4 : le méme dénominateur. En -3, —3—9—2 est de la forme co-co. Comme 9-x2 = (3-x)(3+X):

1.6 _ (3-x-6  -x+3) -1 1
x+3 9-x2 (3-x)3+x) (3-X)(x+3) 3-x x>3| 6]

© Limites trigonométrigues

Les angles sont mesurés en radians. Voici les limites de référence et la méthode pour s’en servir;
leur démonstration (plus bas) repose sur une comparaison d’aires dans le cercle trigonométrique.

B Théoréme (les limites trigonométriques de référence)

. sinx . tanx . 1-cosx 1 . 1-cosx
lim——=1 lim =1 lim ——— = = lim ———— =0.
x>0 X x—=0 X x—=0 X2 2 x—0 X

De plus, pour toutréela: limsinx =sina, limcosx = cosa, et limtanx =tanasicosa # 0.
X—a X—a

X—=a
B Avec un coefficient (a =z 0, b # 0)
. sin(ax . tan(ax . 1-cos(ax 2
lim (ax) =q, lim (@) =9, llmA=a—.
x—0 X . X_fo bx b x—-0 X2 2
sin(ax sin(ax) . R
En effet i ) =a- a(x ), ol X = ax — 0 (de méme pour les deux autres).
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sz

Méthode : Comment faire apparaltre

1. Repérer 'argument X du sinus (ou de la tangente) et vérifier que X — 0; avec 1 - cosX,
viser X2. 2. Multiplier et diviser par X (ou par X?): le méme X en haut et en bas. 3. Regrouper
ce qui reste (les puissances de x se simplifient, les constantes sortent). 4. Conclure avec les
limites de référence et les opérations. Si x — a # 0, on pose d’abord X = x - a (section 10).

B Lemme (comparaison des aires)

Pourtoutxe]o,g[: 'sinx < x <tanx|.

2 T
Pour tout réelt: |sint| < |t|] et 0<1-cost< %

A

Demonstration. Soit A(1,0), M(cos x,sin x) et T(1,tan x),
point ou la droite (OM) coupe la tangente au cercle en A. Le tan x
triangle OAM est contenu dans le secteur angulaire OAM,
lui méme contenu dans le triangle OAT. Leurs aires sont
= sm X, 2 (l’alre d’un secteur est proportionnelle a son an- X

sin x

gle m pour 2m) et - tanx d’ou sinx < x < tan x. Ensuite, 0 H A

si0<t<?, Ismtl<t sitzZ2>1,|sint] s1<t;lecas  aire 0AM < aire du secteur < aire OAT

t<0s'en dedU|t par |mpar|te. Enfin 1 - cost = Zsinzé <

2
2(3) = £. s
Démonstration du théoreme. 1. Pour 0 < x < g, on divise sinx < x < tanx parsinx >0: 1<
X <
sinx . cosx X
Avec le lemme: 0 < 1- M < 1-cosx < X— Soite >0eta = min(E \/25): si0 < |x| < q,

, donc cos x < %

< 1; c’est encore vrai pour —g < x < 0 (les trois membres sont pairs).

alors |smx 1 | x2 X tanx _ sinx 1

< <& 2 |1-cosx|<—donnel|mcosx-1 puis == =T'm"1”- 3.

2
_ 2sin® % sin & . - -
1cosx _ 2 - l( X?) — 2x1%(avecX = 5 - 0, section 10), et 10X = x. 68X — 0x 2. 4. Par

x2 x2 2 x2

X+a

les formules de transformation (chapitre 7) : | sinx-sina| = 2 |cos

|sm"°|<2 xal - |x-q|

et de méme | cosx - cosal =2 |sin xa |sm | |x - al ; pour tan, on fait le quotlent. O
Exemple : quatre limites en 0, puis une en 1
sin7x _ 7 sin7x 7 sinx tan3x _ sinx tan3x
. = — . —_ ; = o . 3 1 1 3 = 3 ;
2x 2 TIx |2 X2 x  3x oo
1-cos4x 1-cosax X 1
—_= = 16-—— - =x16x1=[8]
xsinx (4x)? sinx 2 0
1-Jeosx ~ 1-cosx _ 1-cosx

« Conjugueé et cosinus : prés de 0, cosx > 0 et

x2 ) x2(1+Jcosx) X2

1 1 1 1| e :
- 5. =| —| (limite de \/u, section 10).
1+Jcosx 2 T+1 o

« En 1 (forme %): lim

2

OnposeX=x-1—-0: 1-x>=1-(1+X)?=-X(2+X) et

x—1 s|n( )
sin(mx) = sin(m + mX) = - sin(nX) (angles associés, chapitre 7), donc
1-x2 _X(@2+X) 2+X mX 2

2
; = — = ; =x1=|=|
sin(rrx)  sin(mX) T sin(mX) x-0 m g m
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0 Limites et ordre

« Au voisinage de a » signifie : sur un intervalle ouvert pointé la-r,a[u]a,a + r[ (sur]a,a + r[ en
a*, sur ]B, +oo[ en +oo, etc.).

B Théorémes de comparaison (en g, en a* ou en oo)

1. Minoration : si f > g au voisinage de a et limg = +co, alors lim f = +co. 2. Majoration : si
f<getlimg=-oo,alorslimf = -co.
3. Gendarmes: si u < f < v au voisinage de a et limu = limv = £ (réel), alors|lim f = 2|,
4, Ecart: si |f(x) - ?| < g(x) au voisinage de a et limg = 0, alors lim f = £. En particulier, une
fonction bornée fois une fonction qui tend vers 0 tend vers 0.

5. Passage a la limite : si f < g au voisinage de g, limf =L et limg = ¥, alors £ < ¥ (méme si
f < g : linégalité devient large).

Démonstrations (en +oo ; en a, on remplace « x > B » par « 0 < |x - a| < a »). Linégalité est
vraie pour x > B,. 1. Soit A > 0: il existe B, tel que x > B, = g(x) > A; pour x > max(B,, B,),
f(x) 2 g(x)>A. 3.Soite>0:ilexiste B,, B, telsque x>B, = u(x)>f-cetx>B, = v(x)<l+¢;
pour x > max(B,,B,,B,): £-&<u(x)s f(x)sv(x)<l+e 4 Cest3avecu=f-getv==~0+g;si
|[h| <Metg — 0,alors |hg| < M|g|. 5. Par l'absurde: si > ¥, avece = *"Z—P', on aurait pour x assez

grand g(x) < +e=0-¢€ < f(x). O
Exemple : avec cos, sin et la partie entiére
- Minoration. Pour x > 0, \/xcosx = -/x, donc 2x + \/xcosx = 2x - /x = /x(2\/x - 1), qui

tend vers +co : | lim (2x + \/)_<cosx) = +00 |,

X—+00

- Ecart. Pour x >0: |xsmx < X X 1,quitend vers0: | lim 220X -]
X2 +1 x2+1 x2 X x>+ X2 + 1
- Partie entiére. x - 1 < E(x) < x, donc pour x > 0: o) o EC) < 2% . Les deux
! 2x + 1 2x + 1 2x + 1
. . x+E(x
bornes tendent vers 1 (section 6) : | lim (x) =1
x>+ 2X + ]

Exemple : une courbe qui coupe son asymptote une infinité de fois

f(x) = 2+ Sl sur ]0, +oo[. Comme

Isin2x] < 1: [f(x)-2] < —=, et

Jx
lim L =0: | lim f(x)=2];ladroite
X—+00 X X—+00

y = 2 est asymptote horizontale. La

courbe est coincée entre les « gen-

-2-21 = 1
darmes» y =2 = ety=2+ =, et elle
coupe son asymptote en chaque x = ';—"

(k € N*), ot sin2x = 0.
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Q@ Cowmposer et changer de variable

Théoréme (limite de \/u)

Soit u une fonction positive au voisinage de a (a réel, a* ou zo0). Silimu = £ > 0, alors
limu =V2|; silimu = +co, alors lim /u = +oo.

Démonstration (ena). Si?>0: |,/u(x) - \/f| = LU=t o 1uCIN onqy < £ en prenant |u(x)-?] < eV/2.

Juow/e TR
Si?=0:u(x)<e & u(x)<e Siu—+0:\[u(x)>A < u(x)>A2 O

En particulier )l(ln’;\/; =/a pour tout a > 0 (et /x = 0 en 0*).

Théoréme (limite de x — f(ax + b), avec a # 0)

Soit x, € R et X, = ax, +b. Si leme f(X) =2 (2 réel ou ), alors leTO flax +b) =121

& alors X = ax + b vérifie

Démonstration (£ réel). Soit € >0 et a’ associé a f en X;. Si0 < |x- x| < F

0<|X-X,l=lallx-x,|<a’,donc|f(ax+b)-f|<e: a= % convient. O
B Changements de variable simples
X =x-a: )l(irr;f(x) = }irr(l)f(mx) (etx » a* < X - 0"). X=-x: Xlirp f(x) = Xlim f(-X).
_ l . o T l o T l o T l
X=ye lim f00 = fim A)fim, f0 = fim S(3) - Jim £00 = tim, 5(5)
Il suffit de traduire les définitions : par exemple, pour x>0, x>B < 0< % < %.

B Méthode : Comment changer de variable

1. Choisir X : ce qui doit tendre vers 0 (souvent X = x-aou X = %), ou l'expression « in-
térieure ». 2. Trouver la limite de X. 3. Ecrire toute 'expression en fonction de X (exprimer
x en fonction de X). 4. Calculer la limite en X. 5. Conclure par une phrase sur la limite
demandée.

Exemple : quatre changements de variable

3 3
. lim4/% 20 : pour x # -3, i 2 = x?>-3x+9 - 2720, donc la limite vaut /27 = 33
3V X+ X+3
X—-
(limite de \/u).
. Xlim xtan % :avec X = % - 0, xtan% = tar)I(BX - .
l sin3x | _oon ; i o d sin3x _ sin3X
. Xl_)rré x-T ravecX = x-T - 0, sin3x = sin(m+3X) = - sin 3X, donc T X -|-3]
. sin(2x+1 i .
. l|m1 4(x—+;) savec X =2x+1 - 0, c'est % - (théoréme sur f(ax + b)).
X—-3
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€@ Pour aller plus loin

1. Démontrer une limite avec ¢ et a (ou avec B).

. limz(x2+3x) = -2. Brouillon : [x*+3x+2| = |x+2||x+1]|;si|x+2] <1, alors -3 < x < -1,
X—-
donc |x+1] < 2. Rédaction : soite >0eta = min(1,§);si 0<|x+2| <a,alors |x?+3x-(-2)| <
2|x+2|<2x§=£.

5x +2 5X+2_5|_ 13 13

« lim =5. Pourx>0: = <—;avecB=E,x>B=>|
X—+00 X +3 X+3 X+3 X €

5x +2 |
-5|<e¢.
X+3 )

2. Une fonction sans limite : sin % en 0. Supposons lirrg)sin % = . Pour € = 1, il existe a > 0 tel que
X—
e~ 19 o _ 1 _ 1
O<|x|<a= |sm * —{’| < 1. Or, pour un entier k assez grand, x,, = Toom ety, = T sont dans

10, af, avec sin-- = 1 et sinyi =-1: 2=]1-(-1)] s |1-2+|2+1] <1+1, contradiction. Mais
kR R

|xsm %| < |x|, donc (écart) llrrg)xsm 3 0|: le facteur x « ecrase » les oscillations. Les voisines
X—

(en +oo, On pose X = % - 0%):

sin! xsin?! xsin & sinx
X X X

en 0 | pasde limite | 0 (écart |x|) | 0 (écart |x]|) 1

en+oo | 0(sinX > 0) | 1 (&%) | 0 (x££ | 0 (écart 1)

3. La partie entiére, par encadrement. On part de x - 1 < E(x) < x.

. Pourx>0:1—%<@s1;pourx<0(ondiviseparx<
y
. E(x y=1-x
0: lordre change), 1 < Ex) <‘I—%. Donc | lim % =11
X—>*00
1 s 1 1 1 y=1
« Avec - a la placede x: - -1 < E(—) < -, donc 1 -
X X X X
X<XE(%)S1SiX>O,et1 SXE(%)<’I—XSiX<O.
Gendarmes a droite et a gauche: ling)xE(%)fl . Sur 1 1 X
X— 2
]"1.1'%]' E(%) = n: la courbe est faite de segments y = nx y = xE(%)

coincésentrey=1-xety=1.
4. Le conjugué « généralisé » : a° - b> = (a - b)(a® + ab + b?).
* En 1, forme 2 : aveca = yxeth =1, xJ/x-1=a>-b> = (Jx-1)(x+y/x+1) et x> -1 =

oxfx-=1 L x+x+1 3 3
(\/}-1)(\/7+1)(x+1),donc)l(|_)m1 T _LT}(\/}”)(X”)_ZQ— 7l

« En +oo, une différence de deux « cubes » de racines : aveca = /x+1etb =/x, a-b =

2 2 Jx2
donca3-p3 =2 +ab+b” _ 2x+1+Vx +x'
a+b ,/X+’I+\/;

1 1
X+ IWx+1-x/x 2x+1+x2+x 2%+ 2+0+1 _[3

\/} - ,X2+X+X - ’1+l+1 X—>+00 1+1 |2
X

1
a+b’
et
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© Les piéges classigues

X Faux

v Vrai

«oo-00=0»

c'est une forme indéterminée : en +oo,
(x+1)-x - 1mais x?> -x - +c

« % = 00 », sans se soucier du signe

il faut le signe du dénominateur : )(17 — +00
en1" et-ccen1”

«liml=z+0»
x—0 X

% n'a pas de limite en 0 : +c0 A droite, - a
gauche

« lirr; E(x)=E(2)=2» a gauche 1, a droite 2 : pas de limite. Toujours
X— - . ~, - .
étudier les deux cotes d'un point de raccord
« lim SnX =9y la limite 1 esten 0 ; en +oo, |5'”X| < % donne 0

X—+00 X

2 - o
«en 1, XD vaut 3 = 1 », ou « je barre

5 est indéterminée : on factorise d’abord par

les x » x -1 (1 estracine) —(X'l)_(;‘*G) =X+6 > 7
X2 =X» \/ﬁ=|X|:@=%\/1+%—>—1en—oo
«eno,X *2’( a la limite de % = x,donc 0 » | le terme de plus haut degré ne sert qu’en oo :

3 2
x2+2x - X+2 2en0
X2=X x-1

« l|m SiNéX _ 1y le méme X en haut et en bas :
x—0 sin6x=6‘5|n6x -6
X 6X
« ling”% =2 c'est 158X qui tend vers ; <%5X 0
X—

« f<g,donclimf<limg»

seulement <: -x? < x? pour x # 0, et les deux
tendentvers 0 en 0

« cos x tend vers 1 (ou vers 0) en +co »

cos n’'a pas de limite en +oo : on I'encadre,
-T<cosx<1

« une courbe ne coupe jamais son
asymptote »

2 4 Sin2x sin 2x

N
(section 9)

coupe y = 2 une infinité de fois

«Vx2+7-xen-oo: forme indéterminée,
j'utilise le conjugué »

il n'y a pas d’'indétermination :
(+00) - (-0) = +o0

« f +g aune limite, donc f et g en ont
une »

sinl+ (— sin 1) =0 en 0, alors que sin < n'a pas
X . X X
de limite

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : le terme dominant sous la racive :

En +oo (forme oo - ), le conjugué donne Vx2+ax+b-x =

lim

X—+00

donc

(\/x2+ax+b—x)=

N[ 9D

Maths Olympiad

vVx2+ax+b-x -2

2

a+2
X

ax+b

= 1
Vx2+ax+b+x [1+2+£+1
x x2

A retenir : Vx2+6x-1-x — 3, et plus généralement

O
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VX2 +ax + b-(x+c) - 2-C. En-co,0nposet = -x — +00: Yx2+ax +b+x =\t2 -at+b-t - -,

sans aucun risque d’erreur de signe sur |x|.

Y Astuce de concours : le conjugué d'une somme de deux racines

lim L FX*V1-x-2. posons S = /1 +x+y/1-x;alors 52 =2+2y1-x2, et

x—0 X2
S_2=52—4=2(‘”‘X2‘1)= 22 done -2, 2 _[1
S+2 S+2 (’1_X2+1)(5+2) X2 x>0 2x4 4

On a « conjugué deux fois » : d’abord la somme S (avec S + 2), puis V1 - x2 - 1.

¥ Astuce de concours : faire apparaitre sinX qvee X = x2, ou aprés une formule du
chapitre 7
sin (3x2 sin(3x2 2

( )= ( ) X —>1x3x2=@(x=3x2—>0). Avec cos3x =
1-cosx 3x2 1-cosx

CoS(2x + X) = 4cos3 X - 3COSX : €OS3X - oS x = 3cos3x - 3cosx = -3¢osx sin’ x, donc

3 8 2

COS3X - C0S° X sin x

CORIX-COT X - 3cosx(2X) - [3]
X

¥ Astuce de concours : encadrer avec la partie entiére : Rx - 1 < E(kx) < kx

E(kx)

< R, donc | lim E(Rx) =

X—+00 X

Pourk>0etx>0: k—% < k|: « E(kx) se comporte comme

E0E)
x2

E(¥)
X

— 1; on combine avec — 1 (section 11) :

kx ». De méme, x* - 1 < E(x?) < x> donne

ECC) _EC) % Lt [Ten e

X E(x) ST E(x)

Y Astuce de concours : ramener en 0 : décaler, puis changer d'échelle

.1+ cos(mx) , 5

lqu W :avec X = x -1, cos(mx) = cos(m + mX) = - cos(mX), donc I'expression vaut
X— -

1 - cos(mX 2 . . . .
% - "7 (formule avec un coefficient, a = ). Réflexe : en un point a # 0, toujours

poser X = x - a et utiliser les formules d’angles associés.

Y Astuce de concours : la parité donne une limite latérale gratuitement

Si f est paire, lirg f(x) = lirg f(x) et lim f(x) = lim f(x); si f est impaire, ces limites
x—-0" x—-0* X—>-00 X—>+00
sont opposeées (poser X = -x). C'est pourquoi, en section 8, on a pu ne traiter que x > 0
3 1+2
Za X est impaire, et en +oo, g(x) = e
x6+5 1+2
X

(S% est paire). Exemple: g(x) =

Maths Olympiad @
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lim g(x) =[-1], sans calcul (et sans erreur de signe sur /x6 = |x|3).
X—-00

¥ Astuce de concours ¢ diviser par le terme dominant, méme avec des sin et des E

+M

x2+3xsinx+E(x)_1+3% 2 . |3sinx
X

2x2 -/ i 2—)(17

deux termes tendent vers 0 (écart), donc la limite vaut . Les fonctions bornées (sin, cos)

En +co,

3 Ex) o x _ 1.
s;et,pourx21,OsX—st—2-;.ces

et E(x) (qui « se comporte comme » x) ne génent pas : on les encadre.

Y Astuce de concours : entrer un facteur sous la racine, avec son signe

. . -5 (x - 5)? X-5
Siu>0,u=+vu?2;siu<0,u=-/u2. En5": X = = . En
” \/— ) \/— ,/X2_25 (x = 5)(x +5) X+5_)@

Vx2 - 25 (x - 5)(x +5) X-5 x5 . -10 :
— =" esp X+5—>,carm—>?_+oo.0ubl|erle

signe donne +oo : faux !

-5,x+5<0:

Y Astuce de concours : le calcul numérigue conjecture, il ne démontre pas

Pour x = 1078, une calculatrice (ou un ordinateur) affiche cos x = 1, donc 1'?(# = 0, alors

que la limite vaut % ! Le vrai écart 1-cosx = "2—2 = 5-107" est perdu dans les arrondis. La

2 X
1-cosx _ 2Sin°3

forme — = o donne, elle, 0,5. Morale : un tableau de valeurs aide a deviner, seule

une démonstration (opérations, conjugué, encadrement, %) prouve.
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@ L'essentiel du chapitre en une page

Définitions (f définie prés de a)
linlf(x)={’: Ve >0, 30 >0, Vx €D, 0< |x-al <
X—

a=|f(x)-2 <e.

)l(irr)]f(x) =+00: VA>0, 3a>0, - = f(x)>A.
lim 700 =

Ve>0,3B>0, x>B = |f(x)-¥| <e.

La limite est unique ;
)l(i_r)rzjf={’ = lef=lLrpf=P (et?=f(a)sif est
définie en a).

Limites usuelles (n N*)
En0:x", |x|,/x = 0;
en 0*;

]

1 5400 £ = +o0
x2'II "X
;—>+ooen0+ -0 en 0.

En +00: X", \/x = +00; %,%—)0. En -co:

x" — +o0 (n pair), -oo (n impair).
EenneZ:n-1agauche, n a droite (pas de
limite).

Asymptotes

limf = too0 en a (ou a*): verticale x = a.
limf =?en toco: horizontale y = £ ; position :
signe de f(x) -

Opérations

Sommes, produits, quotients : tableaux + régle
220

des signes ; ot (signe du dénominateur!).
Formes indéterminées: oo - co, 0 x 00, =, %

Polynomes, fractions rationnelles
Ena: lim P(x) = Pla); £ - M si Q(a) 2 0.
En too : terme de plus haut degre ; = :quotient

des termes dominants (0 si p < g,

sip>q).

"S|p g, to

Lever une F.l.
9 en a: factoriser par x - a, simplifier.

2
Conjugueé: \/_ B—A B
ViB'

- b® = (a-b)(a® +ab + b?).

Terme dominant en facteur; Vx2 = |x| (= -x en
-00); méme dénominateur.

Trigonomeétrie (radians)
m

O<x<3:sinx<x<tanx; [ sinx]| < |x];

2
0<1-cosxc< X?
. sinx _,. tanx . 1-cosx 1
lim = lim =1, lm———=-=—,
x-0 X x—0 X x—0 X2 2
. 1-cosx
lim——==0.
x—0
. B 5 ~
sin(ax) - aq, tan(ax) S a 1-cos(ax) a’ (le méme

bx b’ x2

X
Xenhautetenbas); enaz0:X=x-a.

Limites et ordre

fzgetg—o+c0=>f > +0; fsgetg » -0 =
f - -oo.

Gendarmes: us<fsv, u,v-o>4¥0=f >4
|f-2|<getg—> 0= f - ; (bornée)x(tend
vers 0)— 0.

f<g=limf<limg (inégalité large).

Composer, changer de variable

uz20,u—-020=Ju-e;

u—>+oo=>\/a—>+oo

lim fX)=¢= l|m f(ax + b) = 1.

X—ax,+b

X=x-a; X= (X—)+00 &= X > 0%); X=-x.

1
X
Partie entiére

-1<E(x)<
0.

;@—Mentoo;xE(l)—ﬂen
X X

A retenir pour les concours

\/x2+ax+b X = 2en+oo; xsin1—>0en0

sin 1 sans limite ; parité: une llmlte latérale
suffit.

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations du cours: x — a* (x > a), x = a” (x < a) ; Fl. forme indéterminée ; E(x) partie entiére ; en 0 :

sinx tan x 1-cos x 1
raindl i g g #

@ Niveau | « Bases

Exercice 1 Lire des limites sur un graphique * corrigé p. 39

Ci-contre, la courbe C’f estformée de trois morceaux ‘
et ses asymptotes sont en pointillés. Les petits cer- :
cles blancs sont des points exclus de Cr;le point :

plein (2,1) est sur Cy. 3/0 C;
1. Lire D, f(O)etf(2. ~  —— 1 L
2. Lire les limites de f en -o0, en -3, en -1 a gauche 3 = =0 2 A — 6 x

et a droite, en 2 a gauche et a droite, et en +co,
3. fadmet-elle une limiteen-3?en-1?2en07? en
2 ? Justifier.
4. Donner les équations des asymptotes de Cs.

Exercice 2 Limites usuelles et opérations * corrigé p. 39

1. Calculer, a l'aide des limites usuelles et des opérations (il n'y a aucune forme indéterminée) :
a) lim (—+x ) b) lim (—+x ) ))l(i_r)T(])(‘l —Xz—z); d) lim %; e) lirno(S—x3—\/§);

Xx—0* xX—0"

0 n (c<3): 9 im0+ 3)(2-2):

X—>-00 X—>-00

1+
n X2+ X. ) l|m

im —2—
) eap ¢ ), 1im. 75
2. Aussi pres qu’on veut. Trouver A > 0 tel que 0 < x_2 < 107 pour tout x > A, puis a > 0 tel que
|x*| < 107 dés que 0 < |x| < a.

Exercice 3 Limites a droite et a gauche, asymptotes verticales * corrigé p. 39

Limites a gauche et a droite aux points indiqués (signe du dénominateur) ; asymptotes verticales
des courbes ?

g)f(x)=%en-1 : b) g(x) = (ﬁ *; en2; c)h(x) = 2£ x6 en3eten-2; d)Rk(x) =
Exercice 4 Polynomes et fractions rationnelles a Uinfini * corrigé p.40

1. Calculer: a) Xlirp (2x°-7x3 + x - 4); b) lim (-x*+3x3+100x%); c) lim 6x0-x+1

X —> +00 X — +00 2x3+5x2 !

d) lim £ . @) (im 2. f) |im & 2P

X—-00 1'X2 X—- 00X2 +1 ! X—+00 X3+1
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2. Soit f(x) = M Asymptote horizontale de 6’ ? Position de € f par rapport a cette droite ; la
courbe cou pe t—elle son asymptote ?

Exercice 5 Laforme % : factoriser par x -a * corrigé p. 40
Calculer: a) l|m %, b) lqu szxzﬂ ))l(l_)n} e 2; d) Xanj1 );2—],

) lim 2Xx2 235 1) lim x2X24 et lim ¢ 4; -,

Exercice 6 Reconnaitre une forme indéterminée * corrigé p. 40

Forme indéterminée ou non (laquelle ?) ? Calculer ensuite chaque limite.
a) Xl_i)rpoo(x2 - 5xy/x); b) Xll_)rg(% - )(1—2), c) lim x(‘l + —) d) lim &,

X—>+o0 X+1 !

2+1

=, g) lirq % (quantité conjuguée).
x—1 X-

X—+00 X x—0- X
Exercice 7 Fonctions définies par morceaux * corrigé p. 40
1. Soit f définie sur R par f(x) =2x+1six<1, f(1)=1, f(x)= x2 +2 si x> 1. Calculer lin11 f(x)

x—=1-

et lin11 f(x). f admet-elle une limite en 1 ? Quelle valeur faudrait-il donner a f(1) pour qu’elle
X=>1*

en ait une ?
2. Limites a gauche et a droite de g(x) =

R(x) = E(X) enOeten .

'X 2' en 2 et en -2 (écrire g(x) sans valeur absolue) ; de

Exercice 8 Premiéres limites trigonométriques * corrigé p. 4l
Calculer, en faisant apparaitre les limites de référence : a) lim S22X . p) [im 803X . ¢) (jm 1=cos2x .
x—0 35X x—0 Sin2x x->0 X

sinx sin2x ., sin 5x+sin x

d))El_r)nt x S e) llmm f) llm —2X
()

@O Niveau 2 - Bac
Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : rationnelles et irrationnelles * * corrigé p. 4l

1. Soit f(x) = % a) Déterminer Ds et factoriser le numérateur. b) Calculer lim2 f(x), linz1 f(x),
B X—- X—=2"
lirg f(x), Xlim f(x)et Xlim f(x). c) Asymptote(s) verticale(s) de C; ? Ladroite x = -2 en est-elle
X—2* —-00 —+00

une?
2. Soit g(x) = “5’“ =, DetermlnerD , puis l|m g(x) et lim g(x).

X—>+00

3. Soit h(x) = \/x2+7x VX2 +3. Déterminer D, puis lim h(x)et lim h(x);interpréter graphique-

X—+00 X—-00
ment.
4. Soit R(x) = = ‘/_ 2. Déterminer D,, puis l|m R(x) (poser t = /x) et Xlim R(x).
Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : limites trigonométriques * corrigé p. 4l

2

1. Calculer: a) l|m sindx . ) [jm 16982X . () [jm XSINSX . ) [jy I-cosxesinx
0 tan6x X—0 sin®3x X—0 X-tan 2x X—0 X

- S|n2x 2 - - _ _ .
2. Soit {‘(x). Ficosx’ D; ? Montrer que f(x) = /2 cos x sur 10, [ et f(x) 2cos x sur ]-m,0[ ;
en déduire les limites de f en 0* et en 07, et tracer Cg sur 1-m, o[

Maths Olympiad @



Chapitre 10 Limites d'une fonction 1" Bac Sciences Mathématiques

3. En posant X = x - a, calculer: a) llm S'"X ; b) llm(n 2x)tan x.

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : un paramétre pour une limite * corrigé p. 42
Soit m un réel et f la fonction définie sur R\ {2} par f(x) = % six<2 et f(x)= Sm(;;—i)) s

X > 2.

1. Calculerxlim f(x) et lirrzl f(x).
—-00 X—2"

2. Calculer lir121 f(x) en fonction de m (distinguer m = 0), puis Xlim f(x) (encadrer).
X—>2* —+00

3. Déterminer m pour que f admette une limite en 2. On pose alors f(2) = 1: la nouvelle fonction
a-t-elle une limite en 2 ? Quelle valeur de f(2) conviendrait ? 4. Asymptotes de Cr?

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : asymptotes et gendarmes * x corrigé p. 42

A. Soit f(x) = “X *1 Limites de f en 17, 1%, -o0 et +o0 ; asymptotes de C;. B.Soitg(x) =1+ 2*'2”"
(x #0).
1. Montrer que 1 + % <g(x)s1+= pour tout x > 0; en déduire lim g(x) et ling g(x).
x—>0*

X—+00

2. Encadrer de méme g(x) pour x < 0 ; en déduire Xllm g(x) et llrg g(x).
—-00 xX—0"

3. Donner les asymptotes de ¢, et la position de ¢, par rapport a son asymptote horizontale.
4. Tracer Cg et les courbes des deux fonctions de I'encadrement.

Exercice 13 Revenir a la définition: g, a et A * % corrigé p. 43

1. Traduire avec des quantificateurs : )l(l_r)l‘(ll f(x)=2; Xle+ f(x) = +o0; lir_n00 f(x)=2; Xl_i)r+nuo f(x) =-

2. Démontrer a 'aide des définitions : a) Jlim (3x+ 4) = -2; b) lim L =+00; ) Xl_i)rpoo(1 + X%) = 1.

3. Onsuppose )l(Lng] f(x) = £. Montrer que)l(i_)rr; |f(x)| = |€] (utiliser ||u]-|v]| < lu-v|). La réciproque
est-elle vraie ?

Exercice 14 Trouver les paramétres * % corrigé p. 43
1. Déterminer les réels a et b tels que l|m % = 5, puis ceux (b > 0) tels que lirr(l) —V"X;b‘z =1
X—

2. Soit f(x) = % Déterminer a et b pour que €, admette la droite y = 3 pour asymptote et
que f ait une limite finie en 2 ; calculer cette limite et préciser les asymptotes verticales.

Exercice 15 Changer de variable * % corrigé p. 43
Calculer, en posant X = 1,X =x-a,X=xX= % ouX =x2-4selon le cas:
2
a) lim x (1 - cos 2 ) b) lim_ \/_tan—, c) l|m ‘/55'"“ :d) lim M;
X—+00 4 Xx—2 X2
.- cosJ_ 9x2 x2-9
e) X“_[BL f) l—l)rpoo x2 g) (x- 3)2
Exercice 16 Comparer, encadrer * x corrigé p. 44

Calculer (minorer, majorer ou encadrer): a) lim Xsinx.
X—+00 \/_

apres avoir montre que

: b) llm (x3+xzsinx);

) ll 2x+sin3x ., d) l|m 3x+smx
X — +00 X+C0S 2X ! X — +00

(x>-2);

3x#sinx 3|

X+2 x+2
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e) lim Ksiny f) lim Ve

x—0 Sm X—+00 y/X+1

) Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Racines carrées : conjuguer, découper * * x corrigé p. 44
Calculer: a) Xlirp (\/16x2 +X+3+ 4x) . b) Xlim (\/x +2./x - \/x - \/}) .

c) lim x(\/x2+1 —\/x2—1); d) lim (\/9x2+6x—\/4x2—x—x) (écrire x = 3x - 2x).

X—+00

Exercice 18 Les formules de trigonométrie au service des limites * * » corrigé p. 44
Calculer, a l'aide des formules du chapitre7: a) lim % (écrire le numérateur 2 cos (x + g));
Xz

6
b) lim sin3x—3sinx . lim lzcos2x 1-cos2x . C| ll 1-tan x
) x—0 x3 ) x—0 V1+x2- ) " (1+tan x)(4x-m)*
Exercice 19 Paramétres et formes indéterminées * * x corrigé p. 44
1. Déterminer les réels a et b pour que "*b“’sx+“’s2x ait une limite finie en 0 (écrire le numérateur
comme un polynéme en ¢ = cos x) ; calculer alors cette limite.

2. Déterminer les réels a et b tels que “”}, —\/1*“;‘21"”‘ = -%.
X—

Exercice 20 Partie entiére : cotés et encadrements * x corrigé p.4S

1. Soit d(x) = |x - E(x + 1)| (distance de x a U'entier le plus proche). a) Montrer que d(x) = |x - n|
sin- 1 SX<h+= (n € Z) ; tracer €, sur [-2,2]. b) Montrer que d a une limite en tout entier n

eten tOUt réeln+ - (ou X E(x + = ) n'en a pas). c) En déduire lln?)xd( ) et Xllm @.
1
2. Calculer (encadrer E(l)) a) l|m S|n(3x)E( )(a droite et a gauche); b) lim E(ﬁ).
X x—=0* E(ﬁ)
Exercice 21 Vraiou faux? *x* corrigé p.4S

Démontrer, ou réfuter par un contre-exemple (f, g définies sur R, sauf mention contraire). a) Si
lim f(x) = +o0, alors f n’est pas majorée sur [0, +oo[. b) La réciproque de a). ¢)Si f+g et f ont

X—+00

des limites finies en a, alors g aussi. d)Si lim @ =1,alors lim (f(x) x)=0. e)Si lin"(l)f(xz)=
X—

X—>+00

alors lirrg) f(x)=12 f)Si Xlim f(x) = +o0, alors f est cr0|ssante sur un intervalle [A, +oo[. @) Si f est
X— —+00

définie sur ]0, +oo[ et lirBI f(x) = ¢, alors Xlim f(%) =f. h)Si )l(in;f(x) = ¢ > 0, alors f(x) > 0 pour
X—0* —+00 -
X # a assez proche de a.

Exercice 22 Avec ¢ et a : démontrer et réfuter » x x corrigé p.4S

1. Démontrer avec € et a : a) lim (x? + x) = 6 (pour |x - 2| < 1, majorer |x +3]|); b) lim = = 1.
X—2 x—bx 2

2. On suppose )l(mzl f(x) = 0 et g bornée au voisinage de a (|g(x)| < M, M > 0). Montrer que
. _ . . . . 2 _ . L
lim f(x)g(x) = 0. Application : lim (x? - x)sin L.

3. Soit g(x) = %sin % (x > 0). Montrer que tout intervalle ]0, a[ contient des réels u, w, z tels que
g(u) > %, g(w)=0etg(z)< —% ; en déduire que g n'a ni limite finie, ni limite infinie en 0*.
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Exercice 23 Une famille de fonctions rationnelles * * x corrigé p. 46

x2+ax+2

Pour tout réel a, on pose f,(x) = 5., etonnoteC, la courbe de f,.

1. Déterminer le domaine de f, et montrer que toutes les courbes ¢, ont la méme asymptote
horizontale.

2. Selon q, étudier les limites de f, a gauche et a droite en 1 et en -2. Pour quels a la courbe €,
n'a-t-elle qu’'une asymptote verticale ?
3. Pour quels a la courbe €, coupe-t-elle son asymptote horizontale ? 4. Tracer C_,

@ Niveau 4 - Concours

Exercice 24 Racines n-iémes et conjugué généralisé * % x % corrigé p. 46

Soit n > 2 un entier. On admet que, pour tout réel s > 0, il existe un unique réel u = 0 tel que

u" = s, noté {/s.

1. a) Vérifier que u"-v" = (u-v) (u"" + u"2v + -+ uv"? + v""). b) En déduire que |w-1] < |w" - 1|
pour tout w = 0, puis que, si ¢(x) 2 0 et Xl_i)rpoo p(x) =1, alors Xl_i)r+nno Jo(x) = 1.

2. Soit P(x) = x" + ax™" + Q(x), ol a € R et Q est un polyndme de degré au plus n - 2. Montrer
que lim (” P(x) —x) =1

X—>+00

3. Applications: a) Xllrpm(\”/(x+ 1)(X +2) (X + n) - x) b) lim (\/x3 +5x2+1- x3-x2 +x).

Exercice 25 Partie entiére et sommes * *x x % corrigé p. 47
On rappelleque 1+2 +-+N = N(’\;” et12+2%2+..+N? = w (N € N*).

1. Pour0< x <1,o0nposeN = E(%) Montrer que 1 - x < xN < 1. En déduire ling X2 (1+2+-+N)
X—0*
et lim x3 (12 +2% 4t NZ).

X—0*

a) Montrer que 0 < (x) < 3 ; en déduire lim %. b) Calculer

X—>+00

2. Pour x = 1, soit ((x) =

¢ (n?), montrer que ¢ (n? + n) 2 % (n € N*), et en déduire que ¢ n’a pas de limite en +co.

Exercice 26 Deux fois plus prés de 0 * x x % corrigé p.47
Soit f : R — R telle que l|m f(x)=0et l|m f(zx) 10 = 1, on veut montrer que lim £ =

x—0

1. Vérifier que f(x) = x + x* convient. Pourquoi f(x) = x + 1, qui vérifie la seconde hypothése, ne
contredit-il pas le résultat ?

2. Soite €]0,1[ et a > 0 tel que |f(2t) - f(t)-t| < €|t] si0 < |t] < a. Pour 0 < |x| < a et n € N¥,
montrer que |f(x) f(—)-x(1 - —)| < €| x| (somme télescopique).
< g|x]| et l < € ; en déduire
|f(x) - x| < 3€|x| et conclure. 4. Si ling) f(zx) 19~ p (et llm f(x) =0), montrer que llm f(x) = f.
X—

3. Soit 0 < |x| < a. Montrer qu'il existe n € N* tel que |f( X)

Exercice 27 Une fonction définie par une équation * * x x corrigé p. 47

Pour tout réel x = 0, on admet que l'équation y> + xy = 1 a une solution y > 0, notée f(x) (on ne la
calcule pas).

Maths Olympiad @



Chapitre 10 Limites d'une fonction 1" Bac Sciences Mathématiques

1. Montrer que cette solution est unique, que f(0) = 1, f(%) = %, 0<f(x)<1,f(x)s< % si x>0, et
que f est strictement décroissante sur [0, +co].
2. Caleuler lim f(x), lim xf(x)et lim x* (- 7).

3. Calculer ling f(x) et lirg @ (factoriser 1 - f(x)3).
x—0* X—0*

Exercice 28 Rationnels et irrationnels * * % x corrigé p. 48

On admet que tout intervalle Ju,v[ (u < v) contient au moins un rationnel et au moins un irra-

tionnel. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x(x-1)six € Q et f(x) = 0si x ¢ Q.

1. Montrer que |f(x)| < [x(x - 1)| ; en déduire que f a une limite en 0 et en 1.

2. Soita ¢ {0,1} et c = |a(a-1)|]. On suppose que )l(l_@(ll f(x)=12. Avec € = %, montrer que |¢] < % (ir-
rationnels proches de a), puis aboutir a une contradiction (rationnels proches de a). Conclure.

3. P et Q etant deux polynomes, soit g = P sur @ et g = Q ailleurs. Montrer que g a une limite en
a si et seulement si P(a) = Q(a). Exemple : x> sur @, x ailleurs.

Exercice 29 Comportement en +co * % % corrigé p. 43

1. Soit f : R -» R de période T > 0 telle que Xlim f(x) = £ € R. Montrer que f est constante, égale

a £. En déduire que cos x, x - E(x) et sin x + % n‘ont pas de limite en +co.
2. Soit f définie sur [0, +oo[, bornée sur tout intervalle[a, a+1], telle que lim (f(x+1)-f(x)) =L € R.

a)Soite>0etA=0telque [f(t+1)-f(t)-2| <& pourt=A. Pourx 2A+1,soitn =E(x - A)et
y = x - n: montrer que |f(x) - f(y) - n?| < ne. b) En déduire que Xlim @ =f. c) Application :

— +00
B I 1 1
IM =T+ <z ++—).
Xl—)+ooX( 2 E(X))

Exercice 30 Le défi de la couverture * % * corrigé p. 43

1-cos x cos 2x

1. a) Vérifier que 1-ab = (1-a)+a(1 - b) pour tous réels a, b. b) En déduire lim = , puis

x—0
“ m 1-C0S X COS 2X €COS 3X .

x—0 x2
2. Soit a,, ..., a, des reels et P _(x) = cos(a,x)--cos(a,x). Montrer par récurrence sur n 2 1 que

1-P,(x) _ @j+-+a2

e ST
3. En déduire lirr(1) 1‘C°sxc°i22""'c°5”x = ”(””1)(22””), puis le plus petit entier n pour lequel cette limite
X—

dépasse 100.

4. Calculer lin‘(l) 1-c0s X €0s 3x cos 5x--- cos(2n-1)x
X—

1-C0S X COS 2X-++ COS NX
x2 :

1-cos x

et lim
x—0
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

© Limites en un point

On remplace x par a; « g » (R # 0) donne une limite infinie, de signe lu sur un tableau de signes.
f a une limite en a si et seulement si ses limites latérales sont égales (et égales a f(a) si f est
définie en a).

Exercice 31 Remplacer, puis lire le signe * corrigé p. 49
A Lo 2dx-1 X2+ ]2x-1

1. Calculer: a) lim M; b) lim Jx 0 c) lim #
Xx=2  X+2 x—=4 X -1 x—-1 x-1

2. Calculer les limites a droite et a gauche : d) de % en3; e)de ;‘2*_54 en-2eten2; f)de

=
x4

x2

3. En déduire les asymptotes verticales des courbes des fonctions d) a g).

X+1
(x-1)?

en1; g)de en 0 (3 droite seulement).

Exercice 32 A droite, a gauche corrigé p. 49

1. Soit u(x) = X;—|2X| (x # 0). Simplifier u(x) pour x > 0, puis pour x < 0. Calculer les limites de u a
droite et a gauche en 0. La courbe de u a-t-elle une asymptote verticale ?

33 + hx2
2. Soit v(x) = VX2 + Ax2

" . Déterminer D, et montrer que v(x) = |§—|\/x + 4. Calculer les limites de v
a droite et a gauche en 0 et a droite en -4. v a-t-elle une limite en 0 ?

3. Soit g(x) = E(x)(x - E(x)) pour x € R.
a) Exprimer g(x) sans partie entiére sur [1,2[, sur [2, 3[, puis sur [n,n + 1[, ot n € Z.

b) Calculer les limites de g a droite et a gauche en 2, puis en 0.

c) Soit n € Z. Montrer que g admet une limite en n si et seulementsi n = 1, et préciser lirq g(x).
X—

Exercice 33 Une fonction, deux écritures * % corrigé p. S0
2
. X°-4x+3
Soit f(x) = ——— et €, sa courbe.

1. Déterminer D;. Montrer que f(x) = 1- 1 six >3, et que f(x)= -1+ six<3etxz0.
2. Calculer les limites de f a droite et a gauche en 3. f a-t-elle une limite en 3 ?

3. Calculer les limites de f a droite et a gauche en 0, puis en co. Interpréter graphiquement.
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4. Soit k € Retg(x) = f(x)+R |§:§| (x € Df). Déterminer R pour que g ait une limite en 3 ; la
préeciser.

Exercice 34 Racines et limites infinies * % corrigé p. S0

1. Soit f(x) = —X1

2-JXx+6
a droite et a gauche en -2.

. Déterminer D, puis calculer la limite de f a droite en -6, et ses limites

2. Soitg(x) = — X Déterminer D,, montrer que g est impaire, calculer ses limites latérales
X2+7-4
en 3 et en déduire celles en -3. Asymptotes verticales ?

V10 -x -

a S -
pour x < 10, x # 1. Etudier, selon q, la limite de h_en 1:
(x-1)2 a

montrer qu’elle existe (infinie) pour a # 3, mais que h, n’a pas de limite en 1.

3. Soit a un reel et h (x) =

Exercice 35 Discuter selon un paramétre * x * corrigé p. S|
. X+m
Pour tout reel m, on pose f (x) = ————— et l'on note €, sa courbe.
pose f,,(x) = 2= — .

1. Montrer que x> +3x? - 4 = (x + 2)*(x - 1) et en déduire le domaine de f, .

2. Etudier, selon m, la limite de f,en-2 (limites latérales si nécessaire), puis ses limites latérales
en 1.

3. En déduire, selon m, le nombre d’asymptotes verticales de ¢, . Pour quel m la courbe €,

est-elle celle de x — (ij)z privée d’'un point ? Lequel ?

4. Calculer les limites de f, en oo,

Exercice 36 Composer avec les cOtés * * corrigé p. S|
1. Calculer les limites a droite et a gauche en 0, puis dire si la fonction a une limite en 0 :

a)x » E(1-x%) b) x ~ E(x* - x) ) x = E(1+x3) d) x ~ E(x) E(-x).

2. Soit f définie sur R*, de limite 2 a droite en 0 et -3 a gauche en 0. Calculer les limites a droite
et a gauche : a) de f(1-x)en 1;b)de f(x?>-4)en2eten-2;c)de f((x + 1)%) en -1; d) de
f(x3 - x) en 0. Lesquelles de ces fonctions ont une limite au point considére ?

3. Soit g(x) = E(x) E(%) (x > 0). Calculer g(x) selon que x <1, x = 1 ou x > 1. Montrer que g a des
limites latérales égales en 1, mais pas de limite en 1.
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e K 8 ,. K
© Limites a linfini

En oo, un polyndome se comporte comme son terme de plus haut degré, une fraction rationnelle
comme le quotient de ces termes. Sous une racine, on met la plus grande puissance de x en
facteur: vVx2 = |x| = -x en -oo !

Exercice 37 Le terme qui lemporte » corrigé p. $2

1. Calculer les limites en +o et en - des fonctions suivantes.

_ 2 ok (w2 3 _5-2x+6x? x4 -1
a) fi(x)=1-x>+6x* b)f,(x)=(x*+1)(3-x) C)f3(X)-W d)fl,(x)-m
O F s 2t 0= S0 g gy el
s X2+ ] 6V TG 5 810 = T3
2. Quelles courbes ont une asymptote horizontale ? Donner son équation.
Exercice 38 Asymptotes d’une fraction rationnelle * corrigé p.S2
. X2 +2x
Soit = ——— et (. sa courbe.
1t f(x) x2-2x-3 f .

1. Déterminer D; et calculer les limites de f en +o et en -co.

2. Alaide d'un tableau de signes, calculer les limites de f a droite et a gauche en -1 et en 3. En
déduire les asymptotes de Cs.

(x+1)(x-3)
horizontale. En quel point la coupe-t-elle ?

3. Montrer que f(x)-1 , puis étudier la position de C par rapport a son asymptote

Exercice 39 Racines carrées a linfini % x corrigé p.S3

1. Calculer lim yxr 't “4X_3.
X—+00 m

X+2
x3 -1
a) Montrer que D, =1-00,-2]u]1, +oo[.

2. Soit g(x) = x

et C"’g sa courbe.

b) Calculer les limites de g en +oo, en -oo et a droite en 1. En déduire les asymptotes de Cy

3. Montrer que x - Vx2 +1 < 0 pour tout réel x, et que x -vVx2 + 1 tend vers 0 en +oo. En déduire

. x+1
la limite de ‘/—— en +oo.
X-Vx2+1
Exercice 40 Deux asymptotes horizontales * % corrigé p. 53
Vax2 +5+ax

Pour tout réel a, on pose f,(x) = pour x # -1, et l'on note €, sa courbe.

X+ 1

1. Calculer, selon g, les limites de f, en oo ; montrer que €, a deux asymptotes horizontales
distinctes.

2. Déterminer a pour que l'axe des abscisses soit asymptote a €, en +co ; méme question en -co.
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3. Montrer que la droite x = -1 est asymptote verticale a €, si et seulement si a # 3.

5(1-x
4. On prend a = 3. Montrer que f;(x) = # pour x <0, x # -1, et en déduire lim f,(x).
Vax2 +5-3x x=-1
Exercice 41 Construire une fonction * % x corrigé p. 54

On cherche une fonction f, définie sur R \ {-1, 1}, qui vérifie les conditions :

(€;) lim fx)=2; () limf(x)=+oo; (C5) lim f(x)=+coet lim f(x)=-oco; (C,)f(0)=0.

X—>100 x—=1 X—-1-

N(x)

1. Soit N un polynome tel que N(1) # 0 et N(-1) # 0. Expliquer pourquoi x +~ m ne

vérifie ni (C,) ni (C;).

2. On pose D(x) = (x - 1)?(x + 1) et f(x) = NG avec N(x) = 2x3 + px?> + gqx + r (p, q, r réels).

D(x)’

a) Montrer que (C,) est vraie quels que soient p, g et r.

b) Montrer que (C,), (), (C,) équivalenta r = 0, N(1) > 0, N(-1) < O ; vérifier quep = q = 0
convient.

3. On impose de plus (C5) : f(2) = 2 et (Cg): lim x(f(x) - 2) = -2. Montrer qu’une seule fonction
de la question 2 vérifie les conditions (C,) a (C;), et la déterminer.

Exercice 42 Puissances et entier n * % x corrigé p.SS
Dans tout l'exercice, n est un entier naturel, n > 2.

1. Montrer que, pour tousréelsaetb: a" -b" =(a-b) (a”'1 +a"2b+-+ab" 2+ b”'1).

1)" -
2. En déduire que l|m OH)(# = n, puis calculer l|m ((x+1)”—x”).
(x+1)"-(x-1)"

3. Calculer Xlirpoo =27 (-2

4. Montrer que, pour x > 0,

n(n-1)
2

. En déduire que cette expres-

Xn-2

(x +1)" - x" - nx""’ §x+1 xk
P
kX

sion tend vers en +oo, et vérifier ce résultat pour n = 3.
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@ Formes indéterminées

Une forme indéterminée (oo - oo, 0 x o, f: %) n'est pas un résultat : on transforme U'écriture (fac-
toriser par x - a et simplifier, expression conjuguée, terme dominant en facteur, méme dénomi-
nateur).

Exercice 43 Factoriser par x -a * corrigé p.SS

Calculer les limites suivantes, aprés avoir reconnu la forme indéterminée.

2— —

X3+ 2x2+ X +2 .23 -x2 -1
AN A c) lim =<~~~
x-4 Xx2-16

b) xl|—>n:12 X2 -4 x=1 X2 -3X+2

2 2 -2
d) lim 2o fim 2 (- 1) ) im 2N x|
x—-2 9x2 - 4 Xx=0 X \X + 2 x—>-1 X +1

Exercice 44 La quantité conjuguée * corrigé p. S6

Calculer les limites suivantes a 'aide d’une expression conjuguée.

x-6 X-6 x>1 [3x+1-2 x—0 X
d) lim YX=1-2 e) lim YX*1-x+1
X—5 2x-1-3 Xx—3 X-3
Exercice 45 Formes indéterminées a linfini * x corrigé p. S6

Pour chaque limite, préciser la forme indéterminée, puis la lever.

2 2 ,/ 2 -
a) lim (X—— X ) b) lim x? 1—,/1—l c) lim L e
x—+c0 \ X - 1 x+1 X—>+00 X2 x—-co [

d) Llim Xyx-3x+1 e) lim (x—2\/_—\/x2+‘|) f) lim (\/x3+1—x)

X—+00 2X\/}+ X X—>+00 X—+00
Exercice 46 Choisir le paramétre * x corrigé p.S7
. 3 . . . P(x) e
1. Soit P(x) = x° + ax + b. Déterminer a et b pour que l|m2 (x+2)2 soit finie ; la calculer.
X—- +

xX2-(m+1)x+m

x2-4x+3
a) Montrer que f, a une limite finie en 1 pour tout m. b) Pour quels m a-t-elle une limite finie
en37?

2. Pour tout réel m, on pose f, (x) =

x2+1

X4+ 1+ ale

3. Calculer, selon le réel g, la limite en +co de g, (x) =
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Exercice 47 Découper, regrouper, conjuguer * x x corrigé p.S7

Calculer (a) : découper en trois quotients ; d) : limites a droite et a gauche, puis conclure).

m\/x+3+\/x+8+\/x+15—9 b) lim\/X+ -V2X-2+x-3

a) )l<—>1 X-1 x—3 x2-9
. [1 1 . X2+ x3 - x|
c) lim([=- d) lim ————
x>0\X [T+ x X—0 X2
Exercice 48 Systémes de paramétres * * x corrigé p.S8
. . . 1 -1 . W1 -1
1. Déterminer a et b (b # 0) tels que lim J1+ax-V1+bx =1 et lim Y21 _3
x—0 X x—0 /1 +bx -1
2. Déterminer les réels a et b tels que l|m ( a 2 ) = —1.
X-1 Xx2+b4x-5 3

3. Déterminer les réelsa >0 et b > 0 tels que l|m " =3 et lim X(Ji:g—1)=4.

+ b X—> +00

© Limites trigonométrigues

Tout se raméne aux limites de référence en 0 (22X — 1, 180X — 1, 15X

de variable (X = ax, X =x-a, X = %, X = u(x)) et les formules du chapitre 7.

2) par un changement

Exercice 49 Trop ou pas assez de x * corrigé p. 58

.- 2 + - 2 S|n3x tan 2x sin 4x 1-cos x
1. Limites en 0 (séparer 0" et 0™ si besoin): a) 222X b) 20X T (en0%) ¢) = d) e) T

f) 12& Quelles courbes ont pour asymptote la droite x=07?
2. Soit n € N*. Déterminer, selon n, lim 195X |jm $0X @t [jmp SinX
x—0* X x—0* X x—0- X
Exercice 50 Serameneren(0 * corrigé p. 59
o sin 4x 1+sin x . tanx—\/§
1. Avec X = x - a, calculer: a) lim 203 b) llm —(2x — c) ,El_,nl =
3

2. Avec X = ﬁ ou X = -, calculer Xllm x(1 - cos T) puis les limites de h(x) = Vx2 + x sin% en +oo

et en -oo (attention : /X2 = |x|). Interpréter graphiquement.
Exercice 51 Les formules de transformation * % corrigé p. 59

sin(x+x2)-sin x
o

ot lim cos(x+x2)-cos x

1. Avec les formules de sinp - sin g et cos p - cos g, calculer lirr(1) ! =
X— X—

sin(a+x)+sin(a-x)-2sina
2
X

?

2. Soit a réel. Montrer que sin(a + x) + sin(a - x) = 2sinacos x ; calculer lirrg)
X—=

cos(a+x)+cos(a-x)-2 cosa

uis lim
P x—0 x2
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3 o o o =
a) Montrer que tan 2x - 2tanx = f_ttaa% et en déduire lln’(l) taanX#

b) Calculer lim fanx-sinx (factoriser par tan x), puis lim an2x-2tanx,
x3 X0 tanx-sinx

Exercice 52 Vraie ou fausse asymptote ? * % corrigé p. 60
. 1+ COS X
Soit f(x) = ————.
) xsin x

1. Déterminer D, montrer que f est paire et que f(x) = Xt;n % pour tout x € D,
2

2. Calculer la limite de f en 0, sa limite en i et )Em} f(();)

3. Calculer les limites de f a droite et a gauche en 2m. Pour k € Z, la droite x = Rm est-elle
asymptote a C; (k pair, k impair) ?

4. Calculer f(2kn + %) pour k € N* et montrer que f n'a pas de limite en +oo, ni finie, ni infinie.

Exercice 53 Des fonctions composées * * corrigé p.60
1. En posant X = u(x) (ot u(x) = 0 et u(x) # 0 pour x # a voisin de a), calculer : a) lingw
el
_ - i 1+ . i 2
x—0 X x—0 X x—1 sin(rx)

2. Soitm 2 1 et e, (x) = —W Justifier que ¢ est définie sur R \ {r}, puis déterminer, selon

m, la limite de ¢, en .
Exercice 54 Itérer le sinus et le cosinus * * x corrigé p. 6l
On pose s, =sin, s, , =sin-s ,c, =cosetc, . =cos-c pourne N

1. a) Montrer par récurrence que 0 < |sn(x)| < 1 pour tout n € N* et tout x tel que 0 < |x]| < m.

b) Montrer par récurrence que lim 20 _ 1, puis calculer lim M
x—0 X x—0 X
+  cos(cosx)-cos1 _ sin1
2. a) Montrer que )l(|_r)r(1) ——— =
b) Soit £, = c,(0) (donc £, = 1,¢ . = cos? ). Montrer par récurrence que, pour 0 < |x| < %,

( )

|—

c,(x) et £ sont dans [0, 1] et distincts, puis que -+—>-=
etL,,,=-L,sinf . CalculerL, etL,.

1 a une limite finie L, enO0,avecl,

© Comparaison et gendarmes

On encadre f, on majore | f(x)-2| par une fonction de limite nulle, ou 'on compare f a une fonction
de limite infinie. Outils: | sinu| < |u|, sinu < u <tanu sur ]O, %[, X-1<E(X)<X.

Exercice 55 Comparer pour conclure * corrigé p.62

Calculer, en citant le théoréme utilisé (comparaison ou gendarmes): a) lim % L (encadrer pour

X—>+00 X+Sin

x>1); b) Xllm (x(2+sinx)-x?); c) Xllrp Sisinx . () llm Jx(3+2cosx). La fonctlon du a) est-elle

x2+1
paire ? Préciser les asymptotes horizontales obtenues en a) et c).
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Exercice 56 Partie entiére : encadrer et composer * corrigé p.62

E(5x)

1. Calculer lim —=2 et lim E(SX
X—+00 £X+

X—)O()2

(attention au signe de 2x + 1).

sin x tanx m

2. Justifier que 0 < < 1Tpour0 < |x|] <met que == > 1 pour0 < |x]| < - En déduire

lim E(Sizx) lim E(ta“) puis lim E(xsm ) Que retenlr?

x—0 x—0 X—>+00

3. Calculer lim xE(iz) lim xE( ) et lim \/—E( )

xX—0* Xx—0- x—0*

Exercice 57 Démontrer avec € et a * % corrigé p. 63

1. Montrer avec la définition que lim (x + 2x) = -3 (factoriser x3 + 2x + 3 par x + 1 et majorer

x—-1

l'autre facteur pour |x + 1] < 1).

x+2

2. Méme question pour llm o

= 2 (on pourra imposer |x - 2] < 3).

3. a) Soit f telle que )l(ln; f(x) =2 € R. Montrer qu’il existe a >0 et M > 0 tels que |f(x)| <M pour

O0<|x-a| <a(prendree=1).

COS X

b) En déduire que x — n'a pas de limite finie en 0. A-t-elle une limite infinieen 0 ?

Exercice 58 Coincée entre deux courbes * * corrigé p.63
Soit g(x) = =222 pour x # 0.

1. a) A laide de sinu < u < tanu (0 <u< E) et de 1-cosx = 2sin? , montrer que %coszg <

g(x) < 3 pour0<|x| <m.

b) En déduire linz)g(x). Représenter sur [-m, ] la fonction g et ses deux « gendarmes ».
X—

2. Montrer que |g(x)— %| < %2 pour 0 < |x| <mettrouvera >0telqueO< x| <a = |g(x)—

1072,

l|<
2

Exercice 59 oo - o : encadrer la difféerence * * x corrigé p.63

1. Montrer que 0 < X -sinx < tanx - sinx = tan x (1 - cos x) pour 0 < x < 7. En déduire l|m x=sinx
(parité), puis lim (Smx - %)

2. Montrer de méme que )l(l_r;r?)(x ﬁ) =0

3. Avec X = - - x, calculer Xle (tanx - 2—) Interpréter graphiquement.

2

2

4. Montrer que 0 < -—— -5 < % pour 0 < |x| < m (encadrer sin % comme dans l'exercice 58), puis

en déduire lim 1 (L—Z).
x—0 X \1-cosx
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Exercice 60 Limite ou pas de limite ? * % corrigé p.64

1. Soit f(x) = 5=—. Montrer avec la définition que llm f(x) = +oo (pour A > 0 donng, exhiber B).

Quelle est la limite de f en -0 ?

2. Soit g(x) = x(1 +sinx). a) Montrer que 0 < g(x) < 2x pour x > 0 ; représenter g et ses deux
« gendarmes » sur [0, 61].

b) Calculer g (2krr t —) (k € N*) et montrer par l'absurde que g n'a pas de limite en +oo, ni finie,
ni infinie. Pourquoi 'encadrement du a) ne permet-il pas de conclure ?

3. Montrer que h(x) = x?(1 +sin x) + x tend vers +oo en +oo, alors que x>(1 +sin x) n'a pas de limite
(comme au 2).

4. Soit R(x) = x(x - E(x)). Calculer k(n) et k(n + %) (n € N), montrer que k n’a pas de limite en +co

R(x)

et calculer lim —-.
X

X—>+00

@ Défis de concours

Chaque probléme combine plusieurs outils du chapitre et des chapitres précédents ; aucune
dérivée n’est nécessaire.

Exercice 61 Points entiers dans un disque * x * % corrigé p.6S

Pour x > 0, N(x) est le nombre de couples (a,b) € (N *)2 tels que a®> + b? < x; Q ={uv) :uz2

0, v 20, u®+v? < r’} est un quart de disque d'aire ™. On admet les propriétés intuitives des
aires (inclusion, réunion de carrés d’intérieurs d|$JO|nts)

1. Calculer N(25). A chaque couple (a, b) compté par N(x), on associe le carré Cop=la-1,a]x[b-
< X
o

1,b]. Montrer que C,, C 9z eten déduire que N(x) <

2. Soitx22,p=+/x- V2, (u,v) € 9, a-= E(u) + 1 et b = E(v) + 1. Montrer que (u,Vv) € C,p €t que
2
a? + b? < x (vérifier d'abord que u + v < /2u2 + v2). En déduire que %(\/}—ﬁ) < N(x).

3. En déduire l|m N(

4
X), puis montrer que |N(x) - x et calculer Xlim g (N(x) - %)

< L

V2

4. Soit M(x) le nombre de couples (a,b) € Z? tels que a? + b? < x. Montrer que M(x) = 4N(x) +
4E (\/x) + 1; calculer M(25) et lim M),

X—>+00 X

Exercice 62 Une somme de racines * x % % corrigé p.6S
E(X) 1 1 1
Pour x > 1, on LI R I ,
our x 21, on pose S(x) = Y -1 \/_ et 5
1. <VrR+1-VRr< pour tout entier k > 1, puis que, pour tout entiern > 1:

2\/n+1—2<zk:1ﬁ52\/— 1.

2. Montrer que -2 < S(x) - 2{/x < -1 pour tout réel x > 1.

. o o o X) & 0 _
s en déduire lin S, tim 2, im 2 et tim ({577 -5}

4. Montrer que le plus petit entier n tel que 3 _, ﬁ > 100 est compris entre 2551 et 2601.
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Exercice 63 Une fonction qui hésite * * % corrigé p. 66

mE(x)

Pour x 2 1, on pose g(x) = xsin == ett = x - E(x), de sorte que 0 s t < 1.

1. Montrer que g(x) = x sin I%. Calculer g(n) et g (n + %) pour n € N*.

o o 5 3
2. a) Montrer que ucosu <ssinus<u,puisO<su-sinus<s %, pour0su<Z.
2 2

b) En déduire que 0 < mt - g(x) < % pour x > 2, puis que 0 < g(x) < m et que Xl_i)rpm(g(x) -
m(x - E(x))) = 0.

3. Montrer par l'absurde que g n’a pas de limite en +oo (entiers et demi-entiers).

. . mE(x?)
4. En revanche, montrer que lim xsin — 0.
X— +00
Exercice 64 Lafonction de Thomae * % x % corrigé p. 66
Pour un rationnel r = % écrit sous forme irréductible (p € Z, g € N*), on pose T(r) = % ;etT(x)=0

si x est irrationnel. Ainsi T(0) = T(1) = 1 et T(2) = 7.

1. Calculer T( - 12), 7(0,15), T(1 + V/2) ; montrer que T(x + 1) = T(-x) = T(x) pour tout réel x.

2. Soitae R,ee€]0,1[ et N = E(%) Montrer que les rationnels de [a - 1,a + 1] de dénominateur
(irréductible) g < N forment un ensemble fini F, de cardinal au plus ZQ’=1(2q +1).

3. a) Montrer qu'il existe a € ]0,1] tel qu'aucun élément de F autre que a n'appartienne a Ja -
a,a+al.
b) En déduire que 0 < T(x) < € pour 0 < |x - a| < a, puis que lerQ+ T(x) = XlLrg_ T(x) = 0 pour tout
réel a.
c) En quels réels a la fonction T admet-elle une limite ?

T(x)

4. Montrer que T et x —» —= n’ont pas de limite en +co et en 0 respectivement.

Exercice 65 Le triangle qui s'aplatit * % x % corrigé p.67

Dans un repére orthonormeé d’origine O, soit A(1,0) et M(cos x,sin x) avec 0 < x < ; Q et R sont le
centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle OAM, et H son orthocentre.

—_—

. Montrer que Q(%,%tan %) etR= 1.
2

2. On rappelle (chapitre 6) que QH = QO + QA + QM. En déduire H (cosx, cos xtan %) : vérifier que
AH - OM = 0.

3. Quand x tend vers 0. Déterminer les limites de R et des coordonnées de Q et de H, puis montrer
que lim 24 - 1,

X0 AM ~ 2

4. Quand x tend vers m. Montrer que y, — +o ety, — -co (ordonnées de Q et H) ; calculer
lim (- x)R et lim (7 -Xx)y,.
X—=>1 X—>m

5. Montrer que QH = R|2cosx - 1| ; en déduire lim % et le réel x tel que H = Q (interpréter).

X=>1
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Exercice 66 Une équation de duplication * x % corrigé p.67
On cherche les f : R - R vérifiant (E) : f(2x) = 2f(x) cos x (x € R), et telles que lirrtl)@ =ceR.
X—
1. Verifier que x — csin x convient pour tout réel c, et que toute f vérifiant (E) s'annule en 0.
2. Si f verifie (E), montrer que f(x) = 2”f(2in)cos % cos f -+ COS 2% (n € N*, récurrence).
3. Soit f une solution et g(x) = f(x) - csin x. a) Montrer que g vérifie (E) et que ling) @ = 0.
X—

b) Soit x # 0 et € > 0. Justifier U'existence de a > 0 tel que |g(t)| < €|t] si0 < |t| < a, et d’'un
entier n tel que 'zin' <a (2" 2n+1). En déduire |g(x)| < |x|, puis g(x) = 0. Conclure.

o . im L8 -
4. Déterminer f vérifiant (E) et lim °52 =

5. Par la méme méthode, déterminer les f telles que f(2x) = 4f(x)cos? x pour tout réel x et

lirr(l) % = 1. La fonction x —» 1 - cos x convient-elle ?
X— -
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1.

1.

On lit les abscisses des points de la courbe. Il n’y a pas de point d’abscisse -3 (cercle blanc)
ni d’abscisse -1 (asymptote) : ’Df =R\ {—3,—1}‘. £(0) = 1]et[f(2) = 1|(point plein).

Xlim f(x) =[1]; lim3 f(x) = [2] (des deux cotés, la courbe file vers le trou) ; lim1 f(x) = [*0],
—>-0 X—- X—=-1"
lim_f(x)=E]; lim £(x) =3} lim £(x) =[1); lim f(x) =T}

Critére : limite a gauche = limite a droite (= f(a) si f est définie en a). En -3 : oui, la limite vaut
% (f n’est pas définie en -3, cela n"'empéche pas la limite). En -1 : non (+co # -o0). En 0 : oui, la
limite vaut f(0) = 1 (aucun saut). En 2 : non, car 3 # 1.

Asymptote verticale ; asymptotes horizontales en -oo et en +oco (les deux

limites a Uinfini peuvent étre différentes).

Corrige de l'exercice 2

a)%—>+ooetx2—>0:. b)%—>—oo:. C)X%—>+oo:. d)x-1--1etyx - 0":
«6—1»,. e) -x3 - -o0 et -\/x = -0 : @] f)X4—>+ooet%—>0:. g)4+x1—3—>4et
%—2—>—2:produit. h)1+yx > Tetx?+x - 0" (x >0): ¥ i)AvecX = x-2 — 0,
X2 > 0" :[F®). j)V/x+1 > 0" : [Fod].

Pourx>0: 5 <10° < x*>10° < x>10%:[A=1000]convient. [x*| <107 < |x|*<

(10‘2)3 = |x| <1072: convient. C'est l'idée de la définition : f(x) est aussi prés
qu’on veut de sa limite dés que x est assez grand (ou assez proche de a).

Corrigeé de l'exercice 3

Le numérateur a une limite non nulle, le dénominateur tend vers 0 : on étudie le signe du dénom-
inateur.

a)3x-1- -4, etx+1 -0 six<-1,0"six>-1: lim1 f(x) = [+9], lirq f(x) = [=0]. Asymptote
X—>-1" X—>-1*

X

=-1.

b) x> +1 = 5et(x-2)> - 0* des deux cotés : lim2 g(x) = [+o0]. Asymptote x = 2.
X—

c) x> - x -6 = (x - 3)(x + 2) est positif hors de [-2,3], négatif dans 1-2,3[. En 3,2x-5 — 1:

Li
X—

L
X—

m h(x) = [=o0], lirg h(x) = [+®]. En -2,2x-5 —» -9: lim2 h(x) = (dénominateur — 0%),
- X—3* X—>-2"
in; h(x) = [+oo]. Asymptotes x = 3 et x = -2.
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X 1 T |1 = . N
d) D, = R\ {0,2} et R(x) = 03 = 53 SUrDy. EnO: )l(l_r)T(l) R(x) = = (méme limite des deux cotés) :

pas d’asymptote en 0, la courbe a un trou en (0, —%) En2: lin; R(x) = [-0], lirrzl R(x) = [+0]: seule
X—2 X—2*

asymptote verticale, x = 2.

® Corrigé de U'exercice 4

1. En too, un polynome se comporte comme son terme de plus haut degre, une fraction rationnelle
comme le quotient de ces termes. a) 2x°> - -0 : [F®]. b) -x* » -c0: =] ¢) & =3:[3] d)

2x33
1
X—2:—X—>+oo [+o0]. e)‘”‘:%—>0:@. f)(1—2x)3:x3(% ) donc(1X32X1) :(1"—)—>(2)3

-8].
2 . . .. .
2. ZXLZ =2: lim f(x) = 2, ladroite est asymptote en -co et en +oo. Position : signe de f(x)-2.

f(x)-2 = 2"2+3’X’2‘+22 = 222, du signe de 3x - 2: ¢; est au-dessous de l'asymptote sur ]—oo,% )

au-dessus sur ]%, +oo[. Elle la coupe au point (2,2) : une courbe peut couper son asymptote.

® Corrigé de l'exercice 5

Numérateur et dénominateur s'annulent en a : on les factorise par x - a, on simplifie, puis on
remplace.

a) (X;Xﬁ’;)z) =2 —g = g b) 1 est racine du numérateur, et x> + x?> - 5x + 3 = (x - 1)%(x + 3)
- 20X+

(division) ; x? -2x +1 = (x - 1)* : le quotient vaut x + 3 — [4]. ¢ (X()z()_(:)(xf;)l*) = Xz;f;‘*‘* - [12]. d)

4 _ 2 3 _ (x=1CA) 2 | 4 (=3)(x+1) _

Xt -1 -(X—1)(X+1)(X +1)etx +1 -(X+1)( X+1) ol d = - —5. e)m =

= f) (Xj)(z’;gz =X2.x+2 > 4etx-2 - 07: [z en 27, [xe0] en 2* (une forme  peut

donner une limite infinie).

® Corrigé de U'exercice 6
a) Fl. « 00 - 00 » 1 x2 - 5xy/X = xz(‘l—%) — [#0]. b) Fl. « 00 - 00 » : ﬂ avec x -1 — -1et

L
x2 - 0*: [Fool. C)F.l.«Oxoo»:X+%—>. d)F.I.«ﬁ»:%zLa@ EL « £ »:
o) + 1+ oo
X

— .. 2 .
1+ Xl - [1}. f) Pas de forme indéterminée : — = (2 4 %) x )(1—2, produit de -oo par +oo : [-]. g) Fl.

2

«? ‘/_1— VT ! —>
07 ()~ V1 2]

® Corrigé de l'exercice 7

1. l|n11 f(x)=2+1=3et lirr11 f(x) = 1+2 = 3. f eétant définie en 1, elle y a une limite si et seulement
X=>1" x—=1*

si les deux limites latérales sont égales a f(1). Or f(1) =1 # 3 : f n'a pas de limite en 1. Avec
f(1) = 3}, elle aurait la limite 3.

- 1
2. Pour x > 21 g(x) = ;- ;‘)&2) = L ;pour x < 2,x # -2: g(x) = ==. Donc lim g(x) = |- et
lirg g(x) = —% (pas de limite en 2) ; lim2 g(x) = [+o0] et lim2 g(x) = [=o0l.
X—2" X—-2" X—-2*
On remplace E(x) par sa valeur prés du point. Sur ]0,1[, E(x) = 0, donc k(x) = 0 : lmg R(x) =
X—0*
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lim k(x = [0]. Sur [-1,0[, k(x) = -1 : lim k(x) = [}, Sur[1, 2], R(x)=1: lim R(x) =[1]. k n'a de
x=0" x—1*
l|m|te ni en 0, ni en 1.

® Corrigé de U'exercice 8

On fait apparaitre 3" 5'”X , 2% ou =X avec X = ax - 0.

sin5x 5 sin5x 5 tan 3x 3  tan3x 2X 3 1-cos2x cos 2X 1-cos 2x 1
== = (=] = = . . — - | =] =]  —_— X — = 5
) 3x 3 5x ) sin 2x 3x sin 2x C) 4 (2x)2 4 2

) X5 = 2. 2 - [2] e)w=2.siﬂ.m.L_>2x1x1x2=_ f)sin5x+sinx=

(=5
N

tan 5 tan 5 1-cos x X 2x 1-cos x 2X
5 sin5x ., 1 sinx 5.1
S ="t - 5 =+ = =|3|
2 5x 2 X 2 2

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

TLa)x’-420 X¢i2:’Df=|R\{—2,2}‘. x>+ x% - 2x = x(x* + x - 2) = [x(x - 1)(x + 2)|, donc

_ X(x-1)
f(x) = 5 SurDy.

b) lim f(x) = £23) -%. En2: x(x-1) - 2>0etx-2— 0%: lim f(x) = =8} lim f(x) = (ool
X—>= B X—=2" X—2*

En oo : ﬁ—z = x, donc Xlir_n f(x) = et Xlim f(x) = [+l

c) Une seule asymptote verticale : [x = 2|. La droite x = -2 n’en est pas une : la limite en -2 est

finie, C’f a seulement un trou en (—2 —%)

_ or 2 . 2 . _ (5x+1)-16 _ 5
2.5x+120etx#3: D [ 3[ U ]3, +oo[|. Quantité conjuguée : g(x) = bt - Toion’
5 5

Donc lirr% g(x) =3 et Xlim g(x) = 0 (le dénominateur tend vers +oo) : s et0|.
X— — +00

3.x2+3>0etx?+7x=x(x+7)20 < xs—7oux20:]Dh=]-oo 7]u[o,+oo[\. Fl. « 0 -00»;

o i 7o 7
conjugué : h(x) = ‘/_7"—3 Pour x > 0, Vx2 = x : h(x) = — || Pour x < 0,
X2+7x+/x2+3 \/1,,_,,\/: 2

3
VX2 = |X| = =x: h(X) = ———2__ 7| peux asymptotes horizontales: y = Z en +oo, y = -
\/1+_Z+ /1+i 2 2 2
en -co.
4. D, = [0,4[ U4, +oo[\. Avect=/x:x-x-2=t2-t-2=(t-2)(t+1)etx-4=(t-2)(t+2),donc

\/_+1 !
R(x) = 4 en 4. En +oo : R(X) = - [1].
® Corrigé de l'exercice 10
sinkx _ 4 sinhx  6x 2 1-cos2X _ 4 1-C0S2x 3x \2 4 1 _|2 ..
) tan6x ~ 6 4x tanéx 3f ) sin23x 9 (2x2 (sin3x) T 927 9 c) On divise par

1+sin 5x

. 1+5 _ - L= 1 _
X:—@w 15 =[-6]. d) On sépare : %+(M) - 141 _.
X

X
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2. 1-cos2x = 2sin’ x s'annule si et seulement si sinx = 0 :

‘Df =R\{krm [ ke Z}‘. Comme /1 - cos2x = /2 | sin x| et 0\ ’ e V2

Sin2x = 2sSin XCoS X :
sin x - X
2 COS X x .
) = V2 cos xx T \Q
. . -2
Sur 10, m[,sinx >0: f(x)=\/§cosx ;sur]-m,0[,sinx<0:
f(x) =-v2cosx. Comme cosx — 1: lirg f(x) = et
x—0*

lirBI f(x) = : pas de limite en 0 (deux arcs, un saut en
xX—0"
0).

3.a)X=x-m:sinx =-sinX et x2-n? = X(X +2m), donc = S0 =—SIXLX-X+121T - —21—". b)X=x-13:

m-2x=-2X ettanx = - COSX , donc (m-2x)tanx = 2 cos X - nX—>.

B Corrigé de l'exercice 11

N

= [floddL
X

1. Pour x < 0, Vx2+12 = |x||[1+ 12 = -x[1+ 12, donc f(x) = _Xj - [-1] en -c0. En 27, FlL.
0 4 . rmnitiai A - _ x%12-16 _ x#2 4 _ |1
€ s EaruEz e ibg) = (-2)(Vx2+12+4) V21244 ~ 8 ‘
+ . i X i X
2. AvecX=x-2-0 :5|m¢0,f(x)=%=m-% )(174 Z,sim=0,f(x)=0-0=1
Donc lirr21 f(x) =. En +co: |f(x)] € 5— — 0, donc Xllm f(x) =[0].
X2 — +00
3. f n'est pas définie en 2 : elle y a une l|m|te = 7= % = (limite %). Si l'on pose
f(2) = 1, la limite devrait valoir f(2) ; or les limites latérales valent % # 1: pas de limite. La
valeur |f(2) =% conviendrait.

4. Asymptotes horizontales en -oo et en +co0 ; aucune asymptote verticale (limites
finies en 2, et f est définie ailleurs).

® Corrigé de l'exercice 12
A.D; = R\ {1}. En1:vx2+1 > J2>0etx-1- 0%: lim f(x) = =) lim f(x) = Fo). En 2oo:
X—1- xX—1*

X

‘,1+i
f(x) = . 1_lx2 , d’oli Xlim f(x) =[1]et Xlirp f(x) = [-1]. Asymptotes: x =1,y = 1 (en +c), y = -1

(en -o0).

B.
1. -1 <sinx <1,donc1<2+sinx < 3;ondivise par

x > 0 eton ajoute1:1+%sg(x)s1+%. Gen-

darmes : les deux bornes tendent vers 1 en +oo,
donc Xlim g(x) =[1]. Comparaison: g(x) > 1 + % -

+00 en 0%, donc lirg g(x) = [+o0].
x—0*

2. Pour x < 0, diviser par x renverse les inégalités :
1+2<g(x)<1+1. Do lim g(x) =[1](gendarmes)
X—-00

et,comme g(x) < 1+1 — -coen 07, lin& g(x) =[],
x—0"
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3. Asymptotes : et (en o). g(x)-1 = 2*‘?‘(”" est du signe de x (2 +sinx 2 1) : ¢, est
au-dessus de y = 1 pour x > 0, au-dessous pour x < 0, et ne la coupe jamais. 4. Figure ci-
dessus: Cq ondule entre les deux hyperboles (en pointillés), touchant y = 1 +% quand sinx =1

ety=1+1quandsinx=-1.

® Corrigé de l'exercice 13

1.)l(irr;f(x)={’:V£>0, EIa>0,VxeDf,0<|x-a|<a=>|f(x)-{’|<£. limf(x)=
VA > 0, EIa>0,VxeDf,a<x<a+a=>f(x)>A. lim f(x)=12:Ve>0, EIBGIR Vx € D;, X <
X—-00
B= |f(x)-2|<e. Xlim f(x)=-c0:VA>0, 3B € R, VxeDf,x>B:>f(x)<—A.

3

2. a)Soite>0. |(3x +4)-(-2)] =3|x +2]|; avec a=§,0<|x+2|<adonne|3x+4+2|<3a=£.
b) Soit A > 0 et a=% :sil<x<1+a,alors0<x-1< - donc— > A. ¢)Soite > 0.

2
|1+X2—2—1|:X—<e = x? >— avecB:—,,E,X<Bdonnex2>82:%,donc|1+X2—2—1|<e.

3. Soit € > 0 et a associé a € pour f : si 0 < |x-a| < a, alors ||f(x)| - [8]] < [f(x)- 8] < &
Li”; |f(x)| = |2] . Réciproque fausse : f(x) = 'Xl (x # 0) vérifie |[f(x)] =1 = 1, mais f n’a pas de

limite en 0 (-1 a gauche, 1 a droite). (Elle est vraie si £ = 0.)

® Corrigé de l'exercice 14

1. Le dénominateur tend vers 0 : pour une limite finie, le numérateur doit tendre vers 0 (sinon la
limite estinfinie). Donc 4+2a+b =0,b = -4-2aetx?+ax+b = (x* - 4)+a(x-2) = (x-2)(x+2+q):

le quotientvaut x +2+a - 4+a. Ainsi4+a=5:(a=1, b=-6|

2 N e e ch - Jax+4-2 _ ax _ a
De méme, Vax + b — /b (limite de Ju) doitvaloir 2 : b = 4. Alors x T i) " Tewin -
2174 5=4)

2. Xlir+n f(x) = a (termes de plus haut degré) : y = 3 est asymptote < a = 3. Limite finieen 2:

il faut 12 +2b - 4 = 0, soit b = -4 ; alors 3x* - 4x - 4 = (x - 2)(3x + 2) et f(x) = 22 - 8 =[] en

2 (a=3,b=-4). En-2:3x+2 > -4etx+2 — 07: limites +o0 en -2 et -c0 en -2* ; seule

asymptote verticale : [x = -2|.

® Corrigé de l'exercice 15
On choisit X pour retrouver une limite connue en 0.

_1 + .42 _ 2\ _ 1-cos2X _ 1-cos 2X _ 1 +, 2 _ tan2X
a)X_X—>0.x(‘I cosx)-—x2 =4 . o -2 b _—,X—>0.\/xtan—r_—x —>E.

_ _n m _ \/ sinx-1 _ 1 (sinX 1-cosX 1 _ !
)X = x \/25|n( +X) = CosX +sinX, donc ¥*2= = 4(_x X == ) .1 0) =

2 .
d)X=x*-4 50: SIn)((_24)=S')(LX-(X+2)—>1x4=_ e)X:ﬁ—>0+;1‘§85X

(x=3)(x+3) _ x+3
(x-32  ~ x-3

2—X

u(x) = 9XX2—A — 920, donc /u(x) = [3]. g) Pour x > 3, u(x) =

Ju(x) - [}

- +o0 (« 2 o ») donc

Maths Olympiad @
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® Corrigé de U'exercice 16

a) sinx = -1, donc X*;;‘X > % = fx - ﬁ — +00 : par comparaison, [+]. b) x?sinx < x?, donc

x3 +x?sinx < x’(x+1) - -coen-o0: [=0. €)Pourx >1:2x-1<2x+sin3x s 2x+1 et

0<x-1¢<x+cos2x < x + 1, donc ZX"11 < % < 2;‘—11 : les deux bornes tendent vers 2 :

gendarmes, [2] d) =X -3 - SlEEs e et|sinx-6| <|sinx|+6<7: l’inégalité est prouvée pour
.. . x2sin 1

X > -2, et é - 0: la limite vaut. e) Présde 0 (x # 0,sinx # 0): —= = X xsm— avec

= 5 1et xsin%|s|x| - 0:1[0] f)Pourx21:0<x—1<E(x)sx,donc,/ﬁ<

Sin x

les deux bornes tendent vers \ﬁ =1:[1]

\/x+1 - XT !

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigeé de l'exercice 17

a) Fl. « 00 - 00 » en -0 ; CONjUgUeé : \/W%AX Attention, x < 0 : \/16x2+x+3——x,/‘|6+—+—2,

143 1
X+3 X = |—=

fotme) febge L8
(c:2/R)-(-%)

_ 3YX 53
N N e '

donc 'expression vaut

b) Conjugué : c) x(\/x2 +1-x2- ’I) = 2

Jeasxe1

2
_— >
1/1+X1—2+J1—Xl2
d) On découpe en deux formes connues, avec x = 3x - 2x : l'expression vaut (\/ 9x2 + 6X - 3x) -

2 _ 2 - 6 - -1
(\/4x 2x) Or V9x2 + 6x - 3x = meﬁx T - TetVax2-x-2x = —_— -
1 T . 1 _ 5
-5t limite 1+ - -.

® Corrigé de l'exercice 18

a) cosx - /3sinx = 2(cos§cosx—sin§sinx) = 2co ( g) Avec X = x - %: 2cos(X+g) =
-2sinX et 6x - m = 6X, donc le quotient vaut —1 TX - -%. b) sin3x = 3sin x - 4sin> x, donc
5"”3):%“”‘ = —4(5'”) - [=4] ¢)1-cos2x=2sin*xet\V1+x2-1= ﬁ’ donc le quotient vaut
2(5i%)2 (m+ 1) - 2x1x2 =[4]. d) LE:; = 1t+tan %tf:nxx ta n(— —x) avecX = x—%, le quotient
vaut ta';(xx) e —%.

® Corrige de l'exercice 19

1. Soit N(x) = a+bcosx +cos2x — a+b + 1. Condition nécessaire: sia+b+1 z 0, % — +00;

donca=-1-b.Avecc=cosxetcos2x=2c>-1:N=2c?+bc-b-2=(c-1)(2c+2+b), et
N() _cosx-1 2cosx+2+b .  cosx-1 1
x4 x2 x2 ' x2 2°

Sib# -4,2cosx+2+b — 4+b # 0 et le second facteur tend vers too : limite infinie. Si

b = -4, il vaut -2 - 168X 5 1. Donc et la limite vaut -2)(- I (en effet

3-4COSX+COS2X = 2(‘I - cos x)?).
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2. Conjugué : /1 +ax - (1+bx) = (1+axl))((x1)+bx)2 (a—2tl)))()§(—)b2x2' avec D(x) = y1+ax+1+bx - 2. Le
a-2b

D( ) ( = - b2) Sia # 2b, iltend vers too en 0* : impossible. Sia = 2b, il tend vers

2et-£=-1 — b=+1:[(qb)=(21) ou(-2-1)}

quoUentvaut

® Corrigé de l'exercice 20

1. a)Sin—%sx<n+%,alorsnsx+%<n+‘|,doncE(x+%)=n
et |d(x) = |x - n||(figure : des « dents de scie »). b)Enn: ! v -
présden, d(x) = |x-n| - 0 = d(n) des deux cotés: limite 0. /\N/\/\’
Enn+%:égauche, d(x) = x-n - l-é\droite(n+% <x< n+%), R S B

dix)=|x-(n+1)|=n+1-x - = etd(n+—)=%:limite.

Pourtant E(x + ) vaut n a gauche den+ - et n + 1 a droite : la valeur absolue « recolle » les

1 x| . dx) . 1
morceaux. c)D’aprésa),|0 < d(x) < 1 Donc|xd( )| o )l(l_rgxd( ) @,etOsTsﬂ
pourx>0:xlim @=@.

2. OnencadreE(l): L = E(l)s 1 a)Sio<x<Z sin3x>0; sn3x sm3x<sm(3x)E( )< S
X X X X 3 X X

Si -2 < x < 0, sin3x < 0 et les inégalités se renversent : % < sm(3x)E(;) - sin 3x.
Dans les deux cas, les bornes tendent vers 3 - 0 = 3 : limite [3] a droite et a gauche. b) Pour

0<x<%,E(21—X)21et21—X-1<E(21—X)521—X,donc

sin 3x
X

1-1 E(Y) 1 2

2-2x= = : gendarmes : limite [2].
T ° (L)<i_1 1-2x' 8
2X 2X 2X

® Corrigé de l'exercice 21

a) Vrai : soit M € R; avec A = [M] + 1, il existe B tel que f(x) > [M| +1 > M pour x > B: M n’est
pas un majorant. b) Faux: f(x) = x sin x n’est pas majorée (f(Zkrr + %) = 2Rm + %), mais f(km) = 0
pour tout Rk : elle ne tend pas vers +oo0. c)Vrai: g =(f+g)-f est la différence de deux fonctions
ayant des limites finies. d) Faux: f(x) = x +/x : @ =1+ ﬁ — 1, mais f(x) - x = \/[x = +c0. e)
Faux: f(x)=1six 20, f(x) =0six<0: f(x?) =1 - 1, mais f n'a pas de limite en 0. f) Faux :
f(x) = x+2sinx 2 x-2 — +o0, mais avec u = g+2krr<v= u+m: f(v)=u+m-2<u+2=f(u)
(car m < 4), et ce pour tout k. g) Vrai (changement de variable X = %) :soite >0eta>0tel que
0<X<a= |f(X)-2] <e;pourx> %,X= % €10,a[. h)Vrai: avec ¢ = % > 0, il existe a > 0 tel que
0<|x-a|] <adonne |f(x)-2] < %,d’oﬂ f(x)>§>0.

® Corrigé de U'exercice 22

1. a) X2+ x-6 = (x-2)(x+3). Si [x-2| <1, alors 1 < x < 3 et |x+3]| < 6. Soite >0 et |a = min(1,%) :

: 2 £ _ A 1| o-x L lax] :
Si0<|x-2| <aqalors [x>+x-6] <6|x-2| <6-%=¢ b)|ﬁ 2|- b = Si

|x - 4] < 1, alors x >3, /x >1et2/x(2+/x)>6: letout est < ng“'. Avec [a = min(1, 6¢)),

0< |x-4| <adonne 1

1

2

2. Soite> 0. Il existe B >0 tel que |g(x)] <M pour0<|x-a|<fB,eta >0telque |f(x)] < ﬁ pour
0<|x-a| <a’. Aveca = min(B,a’): |f(x)g(x)| < M|f(x)| < . Application: x> -x — O en 1 et
|sin X+1| < 1: limite [0].

Maths Olympiad @
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W=—,2= sont dans ]0, a[(leursmverses

Zk 5! kn’ 2k =L
sont tous 2 kR > R > %), et g(u) = 2km + % > E' g(w) = krsinkm = 0, g(2) = —(Zkrr - 5) < -—. Par
labsurde. Si g — ? (finie), avec € = 1 il existe a, que 'on peut prendre < %, tel que |g(x) - {’I <1
sur]0,a[; w donne || <1etudonneg(u)<f+1<2< % : contradiction. Si g — +oo (resp. -oo),
on aurait g(x) > 1 (resp. < -1) sur un ]0, a[, contredit par g(w) = 0. ]g n'a pas de limite en 0*|.

Soita > 0 et un entier k > % Les réels u =

® Corrigé de U'exercice 23

1.

x2+x-2=(x-1)(x+2): domaine R\ {-2, 1}. Termes de plus haut degré: lim fo(x) =1; toutes

X—*0o0
les courbes ont 'asymptote [y = 1].
Soit N(x) = x> +ax+2: N(1)=a+3,N(-2) =2(3-a). Présde 1, x> +x-2 a le signede x - 1;
prés de -2, le signe contrairede x+2. En1:sia > 3 limites -0 en 1" et +c0 en 1*; sia < -3,
linverse ; sia=-3, N(x) = (x - 1)(x - 2) et f ;(x) = °=5 — —%. En -2 : sia < 3, limites +o0 en -2~
et -co en -2*; sia > 3, linverse ; sia = 3, N(x) = (x +1)(x +2) et fy(x) = X2 — 1. Une seule

173
asymptote verticale < [a=-3(x=-2)oua=3(x=1)|

fx)-1= % Si a = 1, jamais nul : pas de point y
commun. Sia # 1, il s'annule seulement pour x, = ﬁ,
a condition que x, # 1(a # -3) et x, # -2 (a # 3). €,

coupey =1 < [a ¢{1,-3,3} au point (ﬁJ). //01' e, X

f3(x) = £2 = 1- 2 (x #1): hyperbole d'asymptotes

X+2

x=-2ety=1,privée du point (1 ——) (figure). -2

€ Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24

1.

Maths Olympiad

a) En développant, (u - v) Xpg u"kvk = $R- 0 unRvk - ¥I-0umTRyRT : tous les termes se sim-
plifient (somme télescopique) sauf u” -v". b)Avecu =w 20,v=1:w"-1=(w-1)S, ol
S=w""++w+121,donc||w-1]< |w”—1|\. Avec w = {[((x): "(p(x)—1| <|lpx)-1] - 0,

d’ol y/p(x) - 1.

Ex) =1+%+ M—>1,doncP(x)>0pourxgrand Soit u = {[P(x) et S = s u™ kxR > 0.

xn

n n-1
Conjugué généralisé (1.a): u-x = P(Xé'x == ;Q(X) On divise parx“ ':d'uneparta+ =% 2, q
(degQ < n - 2); dautre part, avec w = 4 = /=% P, 1. b), = = Y yw" "™ - n. Donc
. ooy _a
xl—|>rpoo( P(x) - X) “nl
a) Par récurrence, (x+1) - (x+n) = x" +snx”‘1 +Q,(x),s, = 1+--+n,degQ, < n-2(multiplier par
x +n + 1 ajoute n + 1 au coefficient de x") : limite %" = n;1 L b)n=3: Yx3+5x2+1-x > —,

Ix3-x2+x- x—>—— (Q(x) = x) ; différence : [2].
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® Corrigé de l'exercice 25
1. N < % < N+1donne xN <1< xN+x,soit[1-x<xN<1]: par les gendarmes, xN — 1 en 0.
NY(xN+ 1 NY(xXN+x)(2XN+ 1
Alors X2(1 + - + N) = (AN _)etx3(12+...+N2)= (A2 _, 2

2. a)Soitn=E(yx)21:n</x<n+1,doncn?<x<(n+1)*et0s<x-n?<2n+1s3n,tandis que

yxzn: 05¢(X)<3.Pui505%<%_>0; lim _(X)_O.

X—+00 \/}

b)(p(n2)=”2,']—”2=@.Commen2sn2+n<(n+‘l)2,E(\/n2+n) nety(n®+n)= m \/1_ 1

Par l'absurde, si ¢ — ?: avec € = %, il existe B tel que lp(x) -2 < 1 pour X > B ; pour un entier

n > max(B, 1), n? et n? + n dépassent B, donc || < et (p(n + n) < {’+ - <= 1 — : contradiction.

\/_
(¢ est bornée, elle ne tend pas non plus vers ioo.)

® Corrigé de l'exercice 26

1 f(X) = x+x2 - 0, [&SW _ x3¢ _ g 35 1ot 2945 5 1/, Pour f(x) = x+1:
£(220-F () i g iy
X)-J(X

" = 1, mais f(x) - 1 # 0 (la premiére hypothése est fausse) et @ — oo : cette
hypothése est indispensable.

2. Pour k = 1,...,n, t, = 2 vérifie 0 < |t,| < a, donc |f(2t,) - f(t,) - t,| < €lt,l, avec 2t, = =% En
sommant, ¥_, [f(z,%) - f(zik)] = f(x) - (i) (télescopage), 31_, t,, = x(2 4 21—,,) = x(‘l 21—,,),
et l'inégalité triangulaire donne |f(x) - f(z—n) - x(‘l - —) <g|x| (‘I - ;—n) <glx].

3. x étant fixé, lim f=0donneB >0telque |f(t)| < €|x|si0<|t] <B. Comme?2" > n+1,unentier

Xl 1) var [x]
n>max(B, )verlﬁez—n<Bet2 < €. Alors f(x) x-[f ( ) (‘I——)] f(zn) T
d'ol |f(x)- x| < |x| +&|x| +&|x| = 3] x|, soit |@ - 1| < 3e pour 0 < |x| < a. € étant arbitraire :

lim M =1},
x=0 X
4. g(x) = f(x) - (P - 1)x vérifie g — 0 et 4290 _ f(le'f(x) -(0-1) - 1; par 3, @ — 1, donc

0900, p_q g "

X

® Corrigé de l'exercice 27

1. y = y3 + xy est strictement croissante sur ]0, +oo[ (x >0): équation a au plus une solution,

d'ol L'unicité. 13+0=1: f(0)=1;1+1.2=1: f(7) .Siy>1,y3+xy>1:doncl0< f(x) < 1)
et pour x > 0, xf(x) = 1 - f(x)* < 1:|f(x)s ;. Décroissance, par l'absurde : si 0 < x < x’ et

f(x') 2 f(x), alors f(x')® + x'f(x') > f(x)? + xf(x), soit 1 > 1: impossible. Donc f(x') < f(x).
2. 0<f(x)s lim £(x) = [0] (gendarmes). Puis xf(x) = 1 - f(x)* - [1]. Enfin 1 - f(x) = 1-fo()<) =

09 donc x* (2 —f(x)):(xf(x))3 [
3.1 —f3 = xf sécrit(1-f)(1+f+f2) = xf: 1-f(x) = =¥ _ e [0,x]: lim £(x) = [1}, puis

1+f(x)+f(X)
1-f(X) _ _ f(®) 1
xR fOR '
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® Corrigé de l'exercice 28

1. Six € Q, |f(x)] = |x(x-1)|;sinon [f(x)] = 0. Comme x(x-1) - 0enOeten1,|f(x)-0] < |x(x-1)|
donne lim f(x) = lim f(x) = [0] (= £(0) = £(1)).

2. Par l'absurde. Il existe a > 0 tel que |f(x) - | < % si0< |x-al <a,et(polynome) B > 0 tel que
[x(x-1)-a(a-1)| < %si |x-a| < B. Soity = min(a, B). Unirrationnel s € ]a,a+y[ donne |0-¢| < %
Un rationnel r € Ja,a + y[ donne |r(r-1)-2| < % et|r(r-1)-a(a-1)| < % Alors c = |a(a - 1)]| <
la(a-1)-r(r-1)| +|r(r-1)-2| +|£] < c: contradiction. ]f aunelimiteena < ae {0,1}\.

3. SiP(a)=Q(a) =L: |g(x)-L| vaut |P(x)-L] ou |Q(x)-L|,donc |g(x)-L| < |P(x)-L|+|Q(x)-L| — O.
Si c =|P(a)-Q(a)| >0, on reprend 2. avec € = % : un irrationnel puis un rationnel proches de a

donnent |Q(a) - ?| < % et |[P(a) - ¥| < %, d'olic<c. Exemple: x3 =x < x€{-1,0,1}: limite

exactementen[-1, O et 1],

® Corrigé de l'exercice 29

1. Soitx e Rete >0;il existe Atel que |f(t)-?| < € pourt >A. On choisitn € Ntel que x+nT >A
(par exemplen = E('A X')+1) par périodicite, |f(x)-£| = |f(x+nT)-2| < €. Ceci pourtoute>0:

f(x) =2 cosetx - x-E(x)sont périodiques, non constantes et bornées : pas de limite finie,

ni infinie. Sisinx + > — ¢, alors sinx = (sinx+ %) - % - £: impossible.
22a)n<x-A<n+1,doncy=x-ne[AA+1[etn=1. Pourk=0,..,n-1,y+k 2 A, donc

|f(y+k+1)-f(y+R)-2| <&; en sommant (télescopage f(x) - f( ) n?| < nel. b) Soit M un

majorant de |f| sur [A,A+1]. Comme £x = 8y + n€: f(x) - £x = [f(x) - f(y) - n€] + f(y) - &y, donc

[f(x)-2x| csne+M+|2|(A+ 1)< xe+K,avec K =M+ |2|(A+1)(n < x). Ainsi @—P|sg+§<2g

désquex>max(A+1,§):Xlirpw@ﬂ?, ) H(x) =1+ "+$(X21;H=Osur[0,1[)prend
1

au plus deux valeurs sur [a,a + 1] et H(x + 1) - H(x) =

1 H .
oot < x — 0 limite [0l

® Corrigé de l'exercice 30

1.a)(1-a)+a(1-b)=1-a+a-ab=1-ab /. b)Aveca = cosx, b = cos2x : 1=K _

5 .
= f(°SX +COSX - “)‘(’—252" - %+‘| x 2 =. Puis, avec a = cosx cos2x — 1 et b = cos3x:

= + COS X COS 2X - = &=
x2 x2 x2 273
C'est la réponse au défi de la couverture.

2,
1-P_(x a7+--+a T . .
Xg( ), S, nitialisation : si a, #0,

1-c0SXCc0s2xXxc0s3X 1-COSXCOS2X ‘I—cos3x 5) 9
_ L = [7].

1-cos(a;x) _ 5 1-cos(a;x) a2
X2 - (a;x) 2

1-P,,1(X) -
P

2. Récurrence sur P(n): «

(évident si a, = 0). Hérédité : si P(n) est vraie, avec P, , = P _cos(a, ,x) et 1.a),

1-P (x) +P (X)- 1= cos(anﬂx) . a3 +-+a?

2
L a“” , car P (x) = 1. Conclusion : P(n) est vraie pour

toutn > 1.

n(n+1)(2n +1)
12

croit avec n ; pour n = 7 elle vaut 2252 = 70, pour n = 8, 23 = 102 : le plus petit entier est

n =8|

limite

3. Aveca, = ket 124 +n? = n(n+1)é2n+1)

(on retrouve 7 pour n = 3). Elle

n(4n? -1
4. Aveca, =2kR-1: 3] (2R -1)* = 12”1;2 -4y R? = w, d’oii la limite % &
_ 1-cos x--cosnx _ 1-CoSX--cosnx . _ X2 n(n+1)(2n+1) _ n(n & 1)(2’7 v 1)
pour n = 3). Enfin 1-cos x N X2 Tcosx 12 x2 = 6 i
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€ Corrigés : limites en un point

® Corrigé de l'exercice 31

1. On remplace x par la valeur indiquée : aucun dénominateur ne s'annule, il n'y a pas de forme
oz - 8-4+5 _ [ 9|, Ly 2x2-1 _ 7. ~y 1+1-3] _[C
indéterminée. a) £42 -, b) 221 =[1]; o) 22l - [-2]

2. Le numérateur a une limite non nulle et le dénominateur tend vers 0 : la limite est infinie, son
signe est celui du quotient.

d)2x-1 - 5>0etx-3estdusignede x-3: adroite de 3:[+c0]; a gauche : [-o0].
e)x+5 > 3en-2,x+5 - 7en2;x?-4=(x-2)(x +2) est négatif sur ]-2,2[ et positif a

'extérieur :

en-2:adroite 2, [-o0]; a gauche 2, [+e]; en2:adroite[+co]; & gauche[-co].

f)x+1 = 2et(x-1)> = 0" des deux cdtés: les limites latérales sont égales, lin} (;( +11)2 = +00
X— -

-4
g)\/x-4 > -tetx* » 0" : | lim vx

= -00 |,
X—0* XZ

3. Une limite infinie en a (d’'un c6té au moins) donne l'asymptote verticale x = a : d) ; e)

x=-2,x=2];[x=1];8[x=0]

® Corrigé de U'exercice 32

1.Six>0: |x| =xetu(x)= & =2;six<0: |x| =-xetu(x) = 0. Donc & droite de 0: [+eo]; &
gauche: @ La limite a droite est infinie : x = 0 est asymptote verticale (d'un seul coté).

2.3 +4x% = x}(x+4) 20 < (x=00ux2-4)etx = 0:|D, =[-40[U]0,+oo[| SurD,
Jx2(x + ) = x2x + & = | x|x + 4.

Six>0,v(x)=Vx+4 > ;si -4 <x<0,v(X)=-Vx+4 > : pas de limite en 0. En -4" :
V(X) = VX +4 - @ (= v(-4)).

a)Sixe[n,n+‘|[,alorsE(x)=net’g(x):n(x—n)‘: y
sur[1,2[, g(x)=x-1;sur[2,3[,g(x) =2x - 4. 27
b) En 2: a droite g(x) = 2x - 4 — @, a gauche
(xe[1,2Dgx)=x-1- . En 0: a droite

(xe[0,1) g(x)=0 = @, a gauche (x € [-1,0)

g(x) = ~(x+1) > [-1] .
c) A droite de n: g(x) = n(x - n) - 0; a gauche -1
(xen-1,nD:g(x)=(n-1)(x-n+1) > n-1;et
g(n) = 0. Donc g a une limite en n si et seulement si

n-1=0:[n=1]et lim g(x) =0}
X—

Sauts en 0 et en 2, pas de saut en 1.
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® Corrigé de l'exercice 33

1. |Df =R\ {0, 3}|. On factorise x? - 4x + 3 = (x - 1)(x - 3) et on enléve la valeur absolue : si x > 3,

Ix-3l=x-3etf(x)=X1=1-1;six<3(x#0),[x-3]=-(x-3)et f(x)=-XL=-1+1
2. Adroitede 3: 1- % = ;a gauche: -1+ % = —% . Elles sont différentes : f n'a pas de limite
en 3.
3. . .
Prés de 0, f(x) = -1+ : a droite [+, a | e
gauche.En+oo:f(x)=1—%—>;en ! 1
y:
. - _1+1 42 N\
i f)=-1eiofd] —
Interpretation : 'axe des ordonnées est 2| — 5 X
asymptote verticale ; y = 1 est asymptote y=-
horizontale en +c0, et y = -1 en -co.

Deux « trous » en (3, i%)

4. p5pvautsix>3et-1six<3:gtendvers Z+kadroite de 3 etvers -2 -k a gauche. Comme
2

g n'est pas définie en 3, elle a une limite en 3 si et seulement si §+k = —% -k:|k= 3 et alors

limg(x)=0|
X—3

® Corrigé de l'exercice 34

1. Ilfautx+6 20etyx +6 # 2: Df =[-6,-2[U]-2,+00[ | EN-6": X +6 — 0,donc f(x) - '2—5 = —g L

En-2:x+1 > -1;six>-2,x+6>4,donc2-yx+6 > 0 ;six<-2,2-y/x+6 - 0*. Adroite:
[+oo]; a gauche : [-oo].

2.Vx2+7=4 < x*=9:|D_=R\{-3,3}}, symétrique, et g(-x) = —%— = -g(x) : g est impaire.
9 Vx2+7-4

En 3 : le numérateur tend vers 3 ; le dénominateur est positif si |x| > 3 (x?> + 7 > 16), négatif si

|x| <3:adroite[+c0] a gauche[-oo] En -3:six —» -3",t=-x - 3" et g(x) = -g(t) = [+o0]; si
X = -37,t - 3* et g(x) - [~ |. Asymptotes verticales: |x =3 et x = -3|.

3. Le dénominateur (x - 1)? tend vers 0* des deux cotés ; le numérateur tend vers3-a. Sia<3:

limh, =+00|; sia>3:|limh, =-co|
x—1 x—1

Sia = 3, forme % : on multiplie par la quantité conjuguée y10-x+3>0:

hy(x) - (10-x)-9 -1

i (X—1)2(\/10—x+3) ] (X—1)(\/10-x+3) :

a droite - oo, a gauche + oo,

Conclusion : h, a une limite infinie en 1 pour tout a # 3, et |h, n'a pas de limiteen 1: la
simplification a fait apparaitre le facteur x - 1, qui change de signe.
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® Corrigé de l'exercice 35

1" Bac Sciences Mathématiques

1. -2 est racine (-8 + 12 - 4 = 0) ; la division par x + 2 donne x> + 3x? - 4 = (x + 2)(x* + x - 2) =

(x+2)°(x-1)

, donc

D; =R\{-2,1}}

2. En-2:(x+2)> - 0" et x-1 - -3: le dénominateur tend vers 0~ des deux cotés ; le numérateur

m-2

o ;Sim<2:

tend vers m-2. Sim > 2: lim f, =-co

X—-2
a droite[-o0], a gauche (pas de limite).

En1:(x+2)> - 9, x-1 — 0*a droite et 0~ a gauche ; le numérateur tend vers 1 + m. Si
m > -1: a droite [+0}, a gauche ;sim < -1: adroite[-c], a gauche [+oo]; sim = -1:

: 1
iy 1. -

lim = +00
X—-2 fm

;sim =2: fo(x) =

X+2 _ 1
(x+2)2(x-1) ~ (x+2)(x-1)’

_ X- _ 1
fa00 = o = wap

sur Df_1, donc ot

" D’aprés 2, f,, a toujours une limite infinie en -2
(d’un coté au moins) : x = -2 est toujours
asymptote ; d’apres 'étude en 1, x = 1 est
asymptote si et seulement sim # -1. Nombre

d’asymptotes verticales : ,
[1sim=-1]

Pourm = -1,C_, est la courbe de x —
(1.3)}
Ci-contre : ¢, (m = 0) et ses deux asymptotes
verticales.

1
(x+2)2

privée du point

. Numérateur de degré 1, dénominateur de degré 3: en oo, f_(x) a la limite de X% =
'axe des abscisses est asymptote horizontale.

%, soit[0]:

B Corrigé de l'exercice 36

1. On encadre la quantité sous la partie entiére pour x proche de 0, de chaque cote.

Maths Olympiad

a)Si0<|x]<1,0<1-x%<1,donc E(1 - x%) = 0: les deux limites latérales valent 0. Mais la
fonction est définie en 0 et vaut E(1) = 1 # 0 : pas de limite en 0.

b)Si0<x<1,x2—x=x(x—1)e[—%,0[: E(x*-x)=-1 ;si—%<x<0,0<x2—x<%:
A droite [-1], a gauche [0]: pas de limite.
€)Si0<x<1,1<1+x><2;si-1<x<0,0<1+x><1.Adroite[1], a gauche[0]: pas de limite.

d)SiO<x<1,E(x)=0;si-1<x<0,E(-x)=0. Le produit est nul de chaque c6té et vaut 0 en
0: lirr?) E(X)E(-x)=0]|.
X—

E(x?-x)=0.

. Principe (changement de variable t = u(x)) : si u(x) —» 0 en restant strictement positif (resp.
négatif), alors f(u(x)) — 2 (resp. -3). On é&tudie donc le signe de u(x) de chaque cté.

a)u(x)=1-x<0adroitede 1,>0agauche: c)u(x)=(x+1)?>>0pourxz-1:adroiteeta
a droite[-3],  gauche[2]. gauche[2].

b) u(x) = (x - 2)(x + 2), positif si | x| > 2, négatif

si |x] <2:en 2, adroite , a gauche;en d) u(x) = x(x - 1)(x + 1) : négatifsi0 < x < 1,

-2, a droite -3}, & gauche | 2] positifsi -1 < x < 0: a droite -3}, & gauche [2].
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Seule c), non définie en -1, a des limites latérales égales : lim1 f((x + 1)2) = 2|; les autres n'ont
X—-

pas de limite.

38510 <x<1,E(x) =0etg(x)=0;9(1)=1x1=1;six>1,0<2<1,doncE(l)=0et
g(x) = 0. Les limites a droite et a gauche en 1 valent @, mais g est définieen1etg(1)=1=20:
’g n'a pas de limite en 1 ‘

@ Corrigés : limites a l'infini

® Corrigé de l'exercice 37

1. On remplace chaque polyndme par son terme de plus haut degré (en +o et en -o).
a) f,(x) a la limite de 6x" : en +oo et en -co.  b) Terme dominant x? x (-x)* = -x° :
en +co, en -oo.
4

c)%:Z:entoo. d)%:%:enwo,en-oo, e)ﬁ—j=;—2:@entoo.

f) Numérateur : (3x)? x (-x) = -9x> ; dénominateur : 2x3 : —% en oo,

g) Pour x # 0, V4x4 + x = \/;\/4 + X1—3 = xz\/4 + X1—3 (car x* 2 0), donc f,(x) = - - [-%|en

P >
+00,
2. Une limite finie £ en oo donne l'asymptote horizontale y = £ : pour f, pour fe,
y= —% pour f, |y = —% pour f, (en +co et en -o). Les courbes de f,, f,, f, n"en ont pas.

® Corrigé de l'exercice 38

1. X% -2x-3=(x+1)(x-3):[D, = R\ {-1,3}| En 2o0, f(x) a la limite de % = 1:[ lim f(x)=1]

X—*oo

2. Le numeérateur x(x + 2) tend vers -1 en -1 et vers 15 en 3. Le dénominateur (x + 1)(x - 3) est
positif sur ]-oo, -1[ et sur ]3, +oo[, négatif sur ] - 1,3[. Donc:

en -1 : adroite = - [+o0}, d gauche =} — [-w];  en3 : adroite[+eo], a gauche[-oo]

Asymptotes verticales : | x = -1]et | x = 3|; asymptote horizontale (question 1): [A: y =1}, en
+00 et en -oo.

_ x2+2x—(x2—2x—3) _ 4x+3
fO-1= =563 = e
4x + 3 s’annule en —% ; le quotient est negatif
sur ]-co, -1[, positif sur ]—1,—%[, négatif sur
]—%, 3[, positif sur ]3, +col.

C; est au-dessus de A sur ]—1, —%[ et sur

Signes :

13, +oo[, au-dessous sur ]-co, -1[ et sur ]-%, 3[ ;

elle coupe A en A(—%,‘I) :
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® Corrigé de l'exercice 39

3
.. . . : 1+2
1. Pour x > 2, on divise numérateur et dénominateur par /x : ol X — =(3]

aA)x3-1=(x-1)(x*+x+1)etx?+x+1>0
(A<0): pourx#1, X’;*_21 a le signe de ﬁ, positif
ou nul si et seulementsix<-2oux>1:

Dg = ]-00,-2]U]1, +oo[ |

2
' R NS
b)PourxeDg(doncx;to).)(3_1-X2 1_X1_3,et
T -1 doi
x2_|x|'dou

Aucun point de C’g entre -2 et 1.

Doncg —[1]en+wetg —[-1]en -oo (13,

X = _1).En1": X2 5 3 - 400, donc la racine
| x| x3-1 0+

tend vers +oo et lir? g(x) = +o0 | Asymptotes:
X—>1*

X=T|y=1|en+oo,|y=-1|en -oo,

3. Pour tout réel x: Vx2+1 > x2 = |x| 2 x, donc|x -V/x2 +1 <0/, Avec 'expression conjuguée :

x2-(x2+1 _ 5 . _ ,
X-Ux2+1= (1) = 1_ 5 0en +oo. Le dénominateur tend donc vers 0™ et le numérateur
vers X+ x2+1 X+ x2+1
+00

L () e i) — )

® Corrigé de l'exercice 40

1. Pour x # 0, V4x2 + 5 = | x| 4+X%,et|x|=xsix>0, |x| =-xsix<0:

-4 +=+q

‘/4+%+a >
x>0 5 f) =g —[a+2;  x<0: f()=———F7— —la-2|
X

¢, a donc les asymptotes horizontales y = a + 2 (en +m) et y = a - 2 (en -o0), distinctes car
(a+2)-(a-2)=4=0.

2. L'axe des abscisses (y = 0) est asymptote en +co si et seulementsia+2=0:[a=-2]; en -co si

et seulement si|a = 2|.

3. En -1, le numérateur tend vers /9 - a = 3 - a et le dénominateur vers 0 (de signes opposés a
droite et a gauche). Sia # 3 : limites infinies a droite et a gauche, x = -1 est asymptote. Si
a = 3: d’apres la question 4, f, a une limite finie en -1, donc x = -1 n'est pas asymptote. Ainsi

x = -1 est asymptote <= [az3].
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4,
Pour x < 0, V4x2 +5 - 3x > 0; on multiplie par y
cette quantité conjuguée: oo e 0
(VX2 +5+3x) (Vax2 +5 - 3x) = 5 - 5x2 = -
5(1 - x)(1 + x), d’o, pour x < 0, X # -1 : 3 ’

) = 5(1 - x)(1 + x) ) 5(1 - x) /
e (e 5-3x) Vmess-3x 0 T i -

10 _ 5 -10 -5 5 10X
3+3 3
Ci-contre : ¢,, ses asymptotes y = 5 (en +o) et
y =1 (en -oo), et le « trou » (—1, %)

et Xli_)n_11 f3(x) =

® Corrigé de l'exercice 41

1. Prés de 1, (x + 1)2 = 4 et x - 1 change de signe : les limites a droite et & gauche sont infinies
et de signes contraires, ce qui contredit (C,). Prés de -1, x -1 - -2 et (x + 1)> - 0" des deux
cotés : les deux limites latérales sont infinies de méme signe, ce qui contredit (C;). Un facteur
simple fait changer le signe, un facteur double ne le change pas.

2. a) N et D sont de degré 3, de coefficients dominants 2 et 1: en *oo, f(x) a la limite de 2%33 =9
(C,) est vraie.

b) (C,): D(0) = 1, donc f(0)=r:(C,) <> [r=0]
(C,): présde 1, D(x) - 0" des deux cotés. Si N(1) > 0, f = +c0;siN(1) <0, f = -o0;siN(1) =0,

N(x) = (x - 1)M(x) et f(x) = (X_’;")((XX)”) : limites infinies de signes contraires si M(1) # 0, limite finie

siM(1) = 0. Donc (C,) < m

(C;): prés de -1, (x - 1) - 4 et D(x) a le signe de x + 1. Si N(-1) # 0, la limite a gauche vaut

%, égale a +oo si et seulement si N(-1) < 0, et alors la limite a droite M vaut bien -oo ; si

0
N(-1) =0, f(x) = (T(;;l a une limite finie. Donc (C;) < .

B 2x3
C(x-1)2(x+ 1)

Pourp=q=r=0:N(1)=2>0etN(-1)=-2<0: | f(x) convient.

3. D(x)=x>-x?-x+1etD(2)=3. (C;): N(2) =6,s0it 16 + 4p+2q =6, 2p+q = -5.

(C,): N(X)-2D(x) = (p + 2)x2 + (q + 2)x - 2, donc x(f(x) - 2) = (p+ 2))(’;3_;(2(’_*)(23’(12 ~2x

- 0sip+2=0). Ainsi(C;) & p+2=-2 < p=-4,puisq=-5-2p=3.
Verification : N(1) =2-4+3=1>0etN(-1)=-2-4-3=-9<0 v. La fonction cherchée est
unique :

- p+2 (et

2x3 - 4x% + 3x

T = oo |
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B Corrigé de l'exercice 42

1. On développe : (a - b)¥h-) akb" 1k = F7 1 ak*1p"-1k - 301 akb™k ; les termes se simplifient

deux a deux (somme télescopique) et il reste a" - b".

2. Aveca=x+Tetb=x(a-b=1):(x+1)"-x" =37 (x+1)*x"". Pour x > 0, on divise par x"" :

X 1n_X n-1
( + ) ( _) _)’I+1+...+1=_

k=0 n termes

Puis (x + 1)" - x" = x"" (X”)

tendantversn>0: E.

n-1

(a-b=4): M — 4n. Le quotient tend vers 20 = .

n n kR -1-R
3. Aveca=x+1,b=x-1(a-b=2): M_zzg;;(u%) (1-%)” - 2n.

1
2

, prodwt d'un terme tendant vers +oo (n - 1 > 1) par un terme

De méme

4. Comme nx"" = ¥~ 0x FxM 1R ona (x+1)" - x"-nx"" = Y0 [(x + 1)F - Xk] x"1F ; le terme k = 0

est nul et "Xnn—zh = k -, d’ou l'égalité demandeée. Pour k 2 2 la question 2 (avec k au
+1)R_xk
donne (X;% — R;pourk =1,cetermevaut 1. Lasommetend vers 1+2+---+(n-1) =

Veérification (n =3): (x+1)3 - x> -3x? =3x + 1 et% - 3= 3;2 /.

© Corrigés : formes indéterminées

® Corrigé de l'exercice 43

lieu de n)

n(n-1)

2

Dans a) a d), numérateur et dénominateur s'annulent au point considéré : forme % ; on factorise

par x - a puis on simplifie.

(x-8)x+1) _x+1 _[5

(X-4)(x+4) Xx+4 8

b) Par regroupement: x3 +2x?+x+2 = x?(x+2)+(x+2) = (x+2) (x* + 1), d’ou

o) 2x3-x2-1=(x- 1)(2x +x+’|)etx ~3x+2=(x-1)(x-2),do \2XX+X+1 4

=2 -1

U
12

. X+
3x-2

1.2-(x+2)

d) 3x2+5x+2=(3x+2)(x+1)et9x%-4=(3x-2)3x+2),dou

1
3
4

-X -1
e) Forme cox0; on réduit au méme dénominateur : =

1
2x+2) X 2x+2) 20x+2)

4l

f) Forme % ;présde -1, x < 0,donc |x| = -x et x?-x-2 = (x+1)(x-2) : le quotient vaut x-2 — .
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B Corrigé de l'exercice 44

Forme % a chaque fois ; on multiplie haut et bas par I'expression conjuguée (non nulle prés du
point).

(x+3)-9 1 _) b)(X—‘I)(\/3x+‘I+2) \/3,X—+1+2_)
6 3]

(Bx+1)-4 B 3

(X-6)(\/X+3+3) Vx+3+3
(4+2)-(4-x) 5 0
X(\/4+X+\/4-X) Vh+ X+ - x 2

. . - 2(x-5
d) Double conjugué: yx-1-2= B ety2x-1-3= L;
VX-1+2 V2x-1+3

le quotient vaut —M, de limite 2 =[ 3|
2(Vx =1+ 2) 8 |4
(x+1)-(x-1)> -x(x - 3) ) -X

—

) Conjugué de v/x+1-(x-1): - i
&/ Lonjuglie de v (x )(x—3)(\/m+x—’l) (x—3)(\/m+x—’l) \/m+x—1

3

Ll

® Corrigé de U'exercice 45

Xx+1)-X(x-1) _ 22

—> | 2| (terme dominant).
x2 -1 x2 -1 ( )

a) oo - oo : méme dénominateur,
-

]
1-(1-%) 1

- ﬁ =
1+ 1-5 1+ 1-3 2
c) Le dénominateur est un co-co. Pour x < 0,v/x2 = -x: /x2 + 1 = -x,[1 + X1—2 et Vhx2 + x = -x,[4 + %,

d'ou
1
) LED 1

—X(,/4+%—’I) 4+%—1

1-2 4+ 1L
d) =: on divise par le terme dominant XX : % — .

b) oo x 0: conjugué, x? -

e) o - o0 : on regroupe (x -Vx2 + 1) - 2/x. Le premier terme vaut \/12_1 - 0et-2/x » -0
X+ X“+
[~}
5 3 - 1 i c
f) co-00: pourx >0,vVx3+1-x=x(/x+ -3 = 1), produit de deux facteurs tendant vers +co: [+oo]
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® Corrigé de U'exercice 46

1.

Analyse. Si P(-2) # 0, le quotient tend vers l'infini (dénominateur — 0*); il faut donc P(-2) =

-8-2a+b = 0,s0itb = 2a+8. Alors P(x) = (x>+8)+a(x +2) = (x+2)(x*-2x+4+a) et
P(xX) x>-2x+h4+a

(x+2)2 X+2

— 0). Donca=-12etb =-16.

, sans limite finie si 12 + a # 0 (numérateur — 12 + a, dénominateur

. 3. - 2 57 = X+2)(Xx-4 e
Synthese. == | )8 =2 8=( * 2)( )=x—4—>—6. ’a=—12,b=—‘|6,l|m|te
(x +2)2 X+2 X+2
a)xz—(m+’l)x+m=(x—1)(x—m)etx2-4x+3=(x—1)(x—3):pourx${1,3},fm(x)=))((__rg,
N 2 1-m_m-1
d’ou )I(qufm(x)-—_z =5 pour tout m.

b) En 3, le numérateur x - m tend vers 3-m. Si m = 3, f,(x) = 1 sur son domaine : limite . Si
m # 3, les limites a droite et a gauche sont infinies, de signes contraires (x = 3 est asymptote
verticale) : la limite est finie si et seulement si[m = 3]

. . T+ 5 1
Sia=#-1: ondivise par x> : g (x) = = ]
1 1 1+a
ar X_4 +d
Sia = -1: le dénominateur est un o - 0 : x4+1 - x? = ! - 0%, donc g_,(x) =

Vxbaex2
(x*+ 'I)(\/X‘* +1 +X2) — [+o0].

® Corrigé de U'exercice 47

a) On écrit9 =2 + 3 + 4 et 'on découpe en trois quotients ; pour ¢ € {3,8,15} etk = 1 +c(k = 2,

b) On sépare :

3,4):
el (x+0) -k = L 1 dodlalimite 1+1.1-|13
X-1 (X—‘I)(,X'*'C*'k) ,X+C+k 2,?’ 4 6 8 24

oA -2x=2 | x-3
X2

5 g e second quotient vaut = — 1 ; pour le premier,
= X< - o

conjugue :
(x+1)-(2x -2) _ 1 1

_'] . __ 1
(X—3)(x+3)(\/xT+\/2x—2) (x+3)(\/XT+m) 6x4 24

TUCTOR N S i |
Limite : 24+24_8'

C) o - o0: méme dénominateur, puis conjugueé :

1 1 =\/'|+X-'|_ X 1

= —_—

X xflex fiex ofTex(iexs1) VAex(Tex+1)

1
1

d) Pour x 2 -1, x # 0 : /x2(1 +X) = |x|/1 + x, donc

G- MWex-1) g )

X2 X2 X2 [Tax+1 X fTex+1
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A droite : ; a gauche: |-= |: pas de limite en 0 (le | x| caché sous la racine change tout).

® Corrigé de l'exercice 48

1. Analyse. Par ['expression conjuguée :

\/’I+ax—\/1+bx_ a-b ,a-b, vi+ax-1 ax V1+bx+1

. -

a
X J1+ax +y1 + bx 2 ' J1+bx-1 [1+ax+1 bx b’
Les conditions s'écriventa-b = 2 eta = 3b, d'ou 2b = 2: , qui conviennent

(synthése : mémes calculs).
a b _a(x+5)-b

2. - = . Siea-b # 0, le numérateur tend vers 6a-b # 0 et le
x-1 (x-1)(x+5) (x-1)(x+5)
N . : , : a(x-1)
denominateur vers 0 : pas de limite finie. Donc b = 6a, et l'expression vaut ———— =
(x-1)(x +5)
a a . s a _ _l . _ _
5~ ¢ Ainsi £ = 1:la=-2,b=-12}
3. La premiére limite vaut\/% (remplacement): ¢ = 9. Pour la seconde (forme oo x 0), conjugué :
X+a _1 b b
X ,x+a_1)=x. x+b __X ._a- 1 a- .
(x+b X, X+b M+1_) * 2
x+b x+b

Donca-b=8eta=9b:8b=38, .
© Corrigés : trigonométrie

® Corrigé de l'exercice 49

1. On isole une limite de référence, puis on étudie le facteur restant.

sin3x _ sin3x _ 3. . _ 3 5 o (Bt
a) 25 = 2222 x 2 : le premier facteur tend vers 1 (X=3x - 0)et < > tooen 0*: limites [+oo]

X2
en0"et[-o]en0".
b) B3 = 2T B2 (car  « ) — 01 =[]

2

X 1, _(3x? 1.4 _[2] (n 1-cos X
) o T3 X T 5 X2 - (Uinverse de P tend vers 2).
d)%dm%xﬁ,avecﬁﬂsix>0et—1 six<0: ’4en0*, -4 en 0": pas de limite en
1-cosx _ 1-cosx X . |1 + 1 - 1-cosx _ 1-cosx 1 1 _
Q)W—Txm. EenO,—EenO. f)T—X—zxx—z—>Ex(+00)—.

La droite x = 0 est asymptote seulement en a) et f) (limites infinies) ; en d) et e), les limites
latérales sont finies : la courbe fait un saut.

1-cosx _ 1-cosx 2-n . _ 2-n _ o 2-n _ _1

2. o = o %X : pourn =1, x =x = 0;pourn 2 3, x _xn_2—>+ooeno+,
sinx _ sinx . _1_ et pour n 2 2, x"" tend vers 0 avec le signe de x si n est pair, positif si n est
X X X
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impair :
0 (n=1) 1 (n=1)
lim =X - 41 (p=2) lim SinX - =) lim S2X = Y400 (n 2 3 impair)
b e T2 M= S S e (h22)  ae 0 T 23 imp
+00  (n 2 3) -0 (N pair)

® Corrigé de l'exercice 50

1.a)X = x-m = 0: sinkx = sin(4m + 4X) = sin4X et sin3x = sin(3m + 3X) = -sin3X, donc
sindx _ _4 , sin4X o 3x [ _4

sin3x 3 4X sin 3X 30

— m o &f - &f _n _ 1+sinx _ 1 1cosX
b)X—X+2—>0.SInX-SIn(X 2) cosXet2x+m=2X: (2X+n)2_4x —>

c)X=x-g—>0ett=tanX: tanx =

3+t d 3 - J3+t-/3+3t 4t tan x-/3
onc tan x - = et =
T=Be” 1=/Bi T=/Be” 3x-m

4 tanX 1 4

3 X 1-/3tanX 3

= ok * - 1y. _ 1| _ 1-cosX 1
2. AvecX_ﬁ—>0 (doncx-Xz). x(1 cos\/;)_—x2 —>,

h est définie pour x> + x 2 0, x # 0, c’est-a-dire sur ]-00,-1] U ]0, +oo[, et VX2 + x = |x|,[1 + %
Avec X = 1 : en +oo, |X| = x et h(x) = \/1+Xx‘°‘i”% — 1x2 =[2]; en -oo, x| = -x et

h(x) = -J1 +Xxs‘i”% — [-2]

Interprétation : la droite y = % est asymptote horizontale en +oo a la premiére courbe; la courbe
de h a deux asymptotes horizontales, y = 2 en +o0 et y = -2 en -co.

® Corrigé de l'exercice 51

1. sinp - sing = 2cos & sin &2 donne sin(x + x?) - sinx = 2cos(x )sm donc, avec X =
£ 5 0(x#0):

sin(x + x%) - sin x

2 =cos(x+§)x5i;x—>c050x’l=.

-~ o o - 2
De memecosp—cosq=—25|n%smp2—q;avecY=x+% - 0(etY #0pour0<|x|<2):

2
cos(x + x°) - cos x 7
( ) =_2xsmeX sinX L_> 2x1x1x1x1= (X=1+£),
x3 Y x X x2 2 X 2
2. sin(a + x) +sin(a - x) = (sinacos x + cosasin x) + (sinacos x - cosasinx) = 2sinacosx. Donc
sin@sx)sina-x)-2sina _ _5 gjpy g x 1=Cosx 1cesx — [-sina| De méme cos(a+x)+cos(a-x) = 2cosacosx,

X2

d’ou la limite|-cosal
_ my . _ 2t _ 2t-2t+2t3 _ 2t3 tan2x-2tanx _
3.a)Avect = tanx (|x| < Z)‘ tan2x - 2t = =5 -2t = = = I doncx—3 =

3
2 tan x

1—tan2x( X ) _>'

b) tan x - sinx = tanx - tanxcosx = tanx(1 - cosx), donc BREFIX - fAX, ICsx | 2,

Ce dénominateur n’est pas nul pour 0 < |x]| < % et sa limite n’est pas nulle : par quotient,
tan2x-2tan x 2 _
tan x-sin x 12 '
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® Corrigé de l'exercice 52

1. xsinx=0 < x=0o0usinx=0 < xenzZ: Df=R\nZ,symétriqueparrapportéo,et

-X) = —xcosx_ x): f est paire. Avec 1+cosx =2cos® £ etsinx =2sin%cos%,olicos% #0
P 2 2 2 2

(x( smx)
. . s X 1
sur D, (sinon sinx =0 = 2 = !
f ( ) f( ) xsin % 3 xtan %
. x _ x%_tan(x/2)
2. En0: xtan 3 = T est>0pour0 < |x]| < : y |
m et tend vers 0 : lingf(x) = +o0 |, la droite j; : ;k
X— 1 1
x = 0 est asymptote. - : o : —
Enm: X =x-m - 0,tan% = tan(—+§): .
_ tan(X/Z) : B :
tan(X/Z), donc f(x) = =5 @ pas . 2 !

d’asymptote en 1 (point « trou » (1, 0)), bien
que xsinx sannule. Et & !

X _2(rr+X)
tan(/2) | 1
X/2 vlidl
3. X=x-2m:tan% =tan(rr+5) = tan £, donc f(x) = m ; tan  tend vers 0 avec le signe
) . . _ 1
de X : Xﬂr2r111+f = +00, Xﬂg_f . De méme, pour k € Z*, en 2km : f(x) = a2 des
tan(X/2)

limites latérales infinies ; en (2k + 1)m: f(x) = - — 0. Bilan : x = kr est asymptote si et

(2R+1)m+X
seulement si k est pair (y compris k = 0).

4, cos(2kntg) = 0 et sin(2knig) = £1: f(an+5)— 2krr —p >0, f(2kn——)=-2kn1_n/2 <0l

Raisonnons par 'absurde. Si f — +o0 en +oo, il existe B tel que f(x) > 0 pour x > B ; or, pour R
assez grand, 2Rm - g >Bet f(an - %) < 0: contradiction. De méme f — -oo est exclu (valeurs

> 0). Si f - Preéel, il existe B tel que f(x) <2+ 1 pour x > B; or, pour 2km > B, ”{2 f(x) = +o0
X— 2R

fournit des x > B avec f(x) > £ + 1: contradiction. f n’a pas de limite en +oo (ni en -oo, par
parite).

® Corrigé de l'exercice 53

1. Principe. Si X = u(x) - 0 avec X # 0, la définition de 5'“X — 1 donne, pour € >0, un n > 0 tel
que0< |X|<n = %—’I|<s,pmsuna>0telque0<|x—a|<a:>0<|u(x)|<r7:donc

sin u(x)

u(x)

o . tan(sinx) _ tanu _ sinx
a)u=sinx > 0,uz0pour0<|x|<m: — T, X —’-

— 1; de méme pour tan et 1 - cos.

2
_ . 1-cosu _ 1-cosu 1-Cc0os X 1 1 _ 11

b)u=1-cosx - 0,u#0pour0<|x|<2m: =& = =3 x( = ) 2%y =5k

AV1+x-1-= . Avec u —n(\/1+x—1)= X 5> 0(u=z0sixz0 :sin(rr 1+x)=

) \/1+X+ V1+x+1 ( )

. . sm(n 1+x) Sinl T =

Sln("+U) =-Sinhu, donc — T x m —> S F

d) Pour x voisinde 1, x # 1: u = rr(x2 - 1) et v = m(x - 1) tendent vers 0 sans s’annuler ;

. . . . . . ? ~ i 2 H

sin (mx?) = sin(1m + u) = -sinu et sin(mx) = sin(1 + v) = -sinv, d'ou Sime) - sint  _V_ » U gyec

sin(mx) u sinv v

S=x+1-2: 2]
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2o

m+cosx >m-1 20, donc/m +cosx existe pour tout x, et (x-m)? 20 < x #m: 0,
est définie sur R \ {r}. Quand x — m, cosx — -1, le numérateur tend vers ym-1-1 et le
dénominateur vers 0*.

eSiltTsm<2:ym- —‘I<0,donc. -Sim>2:.
1+c0s x

1 - g . 1té i A — - — - * o ——
Sim =2 (forme 0). quantité conjuguée etX = x-1, 1+Cos X = 1-c0S X : (9,(x) (X_n)z(m+1)

1-cosX 1 1.1 1
X —_—> =X ===
e V2+cos x+1 2 2

M Corrigeé de U'exercice 54

1.

a) Récurrence. Initialisation : pour 0 < |x| < m, sinx # 0 et | sinx| < 1. Hérédité: si 0 < s (x)| <
1, alors s, (x) € ]-m,m[ et s, (x) # 0, donc s, ,(x) = sin(s,(x)) # 0, et |s, ,(x)| < 1. Conclusion :
0<|[s,(x)] <1 pourtoutnz=1.

oo o . i v o gey - . S (X S, (X
b) Initialisation : *2* — 1. Herédité : si # - 1, alors s (x) = x x % — 0, avec s (x) # 0
: s, (x)
. S X S, (X . °
(question a); avec X = s (x): Spa®) _sinX S0 g conclusion : | lim - = 1 pour tout n.
X X X x—0 X
. 1-cos(s,(x)) _ 1-cosX _ ($a())? 1
Puis in = ><( nx ) —> 5F
a)cosa-cosb = -2sin &2 “*b sin £2 b donne cos(cosx) cos 1 =2sin 1“;’5" sinu, avec u = ”% -
0,u #0pour0<|x| < 2n Comme L - 1etsin 92X 5 sin 1 ws(cosxw = 2sin 11X
sinu _ u . _|sin1
TXX—2—>25|n1xz— T.

b) Récurrence P(n): c,(x) et £, sont dans [0, 1] et distincts. Pour 0 < |x| < g, ¢,(x)=cosx €10,1[
et £, = 1. Si P(n) est vraie, ¢, (x) et £, sont deux réels distincts de [0,1] c [0, m], ou cos est
strictement décroissante, donc c,,(x) = cosc,(x) # cos®, =¥ ., et ces deux réels sont dans
[cos1,1] c [0, 1].

Cn(X)—l’n (-2,
=" > :

Récurrence Q(n): - L, réel. Q(1): 4= — -1 =L, SiQ(n) est vraie, posons u =

u="2—2xc(§) b, 0, u#O(dapresP(n))et L L— Alors
C,.(X)-2 ., cosc.(x)-cos¥ ) sinu u . L, -
2 = 2 =-2sin(f, +u) x x;—"zs'”{’n”"j: -L,sin?,

D'l |L, = 2sin 1~ 0,421 |(on retrouve le a) car ¢, = 1), puis, avec ¢, = cos 1:

L, =-2sin1 sin(cos 1) = -0,216 |
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© Corrigés : comparaison, gendarmes

® Corrigé de l'exercice 55

a) Pour x > 1, -1 inx < 1donne x-1< x-sinx<x+1et0<x-1<x+sinx < x+1,

<
x-1 X-sin x x+1 2 .
donc B s Les deux bornes tendent vers 1 (terme dominant) : par les gendarmes,

lim X sinx
X—+00 X + SINX

b) Pour x > 0, x(2 +sin x) < 3x, donc x(2 + sin x) - x> < 3x - X%, qui tend vers -co : par comparaison,
[=}

C)4<5+sinx <6, doncO < 5);—'”1" < % — 0 en oo : par les gendarmes,[0]. d)3+2cosx 21,

donc/x (3 +2cosx) 2 \/x > +oo : par comparaison, [+oo].

Parité : x +sinx = 0 < x = 0 (car |sinx| < |x| pour x # 0), donc la fonction du a) est

définie sur R*, symétrique, et 230X - XSINX . a|la est paire, de limite 1 aussi en -co. Asymptotes
=X-SIn X X+SIn X

horizontales : en +oo (a) et en +oo (c).

® Corrigé de l'exercice 56

_ E(5
1. 5x -1 < E(5x) < 5x. Pour x > 0 (2x + 1 >0):%<%s;—f1;pourx<—%(2x+1 <
Sx o E50) | Sxel

0), les inégalités changent de sens : T S 21 S 3

Les bornes tendent vers % en *oo :

%en +ooeten -oo|

2. Pour0<x<m0<sinx < x,doncO < % <1, et % est paire : c'est vrai pour 0 < [x| < m.

Ainsi E(s'“") =0 présde0: l|m E(S'“X) 0L Pour0<x<Z7,tanx >x >0 et 2 lanX est paire :

tan x tanx
X

>1pour0c<|x|<ZI;comme =% - 1,ladéfinition avec € = 1 fournita > Otelque fanx . o

pour 0 < |x| < a. Donc E(ta"") =1présde0:|lim E(ta”)‘) TLPourx>1,0<2<m, donc

x—0

O<sinl<leto<xsinl<1:] lim E(xsm) 0l
X X X

X—+00

A retenir : si u(x) = 1, E(u(x)) tend vers 0 quand u(x) < 1 et vers 1 quand 1 < u(x) < 2 : tout
dépend du cote, et 'encadrement de u(x) décide.

3. Pour x # 0: X——‘I <E( ) Six>0:xE(X1—2)>%—x—>+oo;six<0,onmultipliepar
x<0:xE(X—2)<;—x—>—oo. ]+ooen 0*, -co en 0'\(comparaison). Enﬁn\/}E(%)>\/}(%—1)=

ﬁ—\/}—>+oo: ,
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® Corrigé de l'exercice 57

1 (x+1)(x*-x+3)=x>-x?+3x+x? - x+3 = x>+2x+3. Si [x+ 1] < 1,alors -2 < x < 0, donc

X2 < by x| <2et|[x?-x+3| <x*+|x| +3<9. Soite >0 et a=min(1 £) (si0< [x+1] <a,

alors |x3 +2x - (-3)| = |x+ 1] |x* - x + 3| < 9a < €. D'aprés la définition, lim (x +2x) = -3.

x—-1

9. X#2 _ 4 _ 3x+6-8xs4 _ -5(x-2)
t2x-1 3 3(2x-1) 3(2x-1)°

Si [x-2| <1,alorsx>2,2x-1>2et

X2 _ Al 5y _
T 3|<6|x 2|. Avec

a= mln(1 65) 0<|x-2| <aentraine [ X2 -2

2" 5

X+2 ﬁl < %a < ¢: la limite vaut %

3. a)Avece = 1, il existe a > 0 tel que | f(x)-2| < 1 pour0 < |x-a| <a;alors |f(x)| < |f(x)-2]|+]2] <

1+|8|: [M=1+|2||convient.

cosx COS X

b) Par l'absurde, si <X — ? € R en 0, le a) donne a, M avec | < M pour0 < |x| <a. Or

COS X

COSX 2 = pour [x] < £ donc |

I ;pour0< x < mln(or,3 2M) on obtient M > —X >M:
COS X
X

>

N |
contradlctlon. Pas de limite mﬁnle non plus:
pas de limite en 0, mais x = 0 est asymptote.

— +oo en 0* et -oo en 0™ (car cosx = 1);

® Corrigé de l'exercice 58

1.a)Pour0<u<§:sinu<uetu<%donne

ucosu < sinu ; tout est positif, donc u cos2 u <

sin®u < u?. Avec u = 'X| (0 < |x| <m): £cos? X <

2
sm2 X< % On multlplle par = et l'on utlllse 1-

CoS X = 2sin

2x. |1 1
ek cos g() >t

X X

b) cos? > = donc la borne inférieure tend vers

2 par les gendarmes, lim g(x) = 2| sur la figure,
X—

la courbe de g (trou en (0, %)) est coincée dans la
zone colorée.

< 2 2 .
2. D’aprés 1, 0 < %—g(x) < %—%cos 2= —smzx < %(%) = % (car [sinv| < |v| pour v # 0):

|g(x)—1| < ’;—2 Il suffit que % < 1072, c'est-a-dire |x| < /0,08 ~ 0,28 : |a = ;| convient
(X <1072).

B Corrigé de l'exercice 59

1. Pour 0 < x < g, sinx < x < tanx, d'oli 0 < x - sinx < tanx - sinx = tanx (1 - cosx) (car

X-sin X

sinx = tanxcosx). Donc 0 < =0 < tanx x 295X, g x 1

5 = 0 : limite 0 en 0* par les

x2
- |1 X-SINX .
gendarmes ; la fonction XX est impaire, donc limite -0 = 0 en 0 t|lim =—=== =0 Puis
X—> X
Si:lX - % = X_)S(Iznx x sin x — 0x1= @: la forme oo - oo est levée.

2. Pour0<x<E 0 <tanx-x <tanx-sinx =tanx(1 - cos x), donc

1 _ tanx-x X
|mpar|te), et X mnx - a2 X — —> @

" tanx x2 tan x

fanxx _ 0 (gendarmes et
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3. X———x—>0X¢0 tanx = tan(——X)

=-(1_
tanX' E—X - (X tanX) @(queshon
2). Interprétation : prés de leur asymptote commune x = 3, 'écart vertical entre la courbe de

tan et 'hyperbole y = : les deux courbes se confondent.

2

x2-4 sin?

X
2
X)
donc 0 < x? - 4sm2 G sin2§ : en divisant par x2(1 - cos x) = 2x?sin 5 > 0, on obtlent
1
1-cos x

4, — -2
‘" 1-cosx x2  x2(1-cos

(car 2(1 - cos x) = 4 sin’ 7). D'apres l'exercice 58, x? cos2 X< hsin® X< x2,

- —) dont la valeur absolue est < % :

'encadrement demande Enfin 1 (ﬁ - 2) = x(

limite 0]

® Corrigé de l'exercice 60

X

X. SoitA>0et[B=3A|:six>B,f(x)2%>A;donc
lim f(x) = +o0. Pour x<0: 2 s etx<0,doncf(x)s 3 — -o0: | lim f()=—

1
X—> +00 2+smx 3 X—-00

1. 1<2+sinx < 3. Pourx>0-f(x)

2.a) Pour x > 0,0 < 1+sinx < 2 donne
0<g(x)s2x|: C, reste entre l'axe des ab-
scisses et la droite y = 2x, qu’elle touche al-
ternativement.

b)| g (2km + I) = 4km +m, g(2km-2)=0 Par

l'absurde: sig — +oo, il existe B tel que g(x) >

1 pour x > B, ce que contredit x = 2krr—g >B;

g — - est impossiblecarg 20;sig —» ¢

réel, il existe B tel que g(x) < £+ 1 pour x > B,

ce que contredit x = 2krr+§ avec R assez grand

(4R +m > 2+ 1). gn'apas de limite en +oo.
Lencadrement 0 < g(x) < 2x ne permet pas de conclure : les deux « gendarmes » n’ont pas la
méme limite (0 et +oo).

~

3. x?(1+sinx) 20, donc h(x) 2 x — +oc0 : par comparaison,| lim h(x) = +co|. Pourtant x?(1 +sin x)

X—+00

vaut 0 en 2km - % et 2(2kn + —) en 2km + £ : comme au 2, elle n'a pas de limite. Le terme X,
bien plus petit, suffit a imposer la limite.

4. |R(n) =0, k(n 4 1) =0, 1 . Comme au 2: k = 0 exclut -oo, les zéros aux entiers excluent +oo, et

les valeurs sS4 (non maJorees) excluent une limite finie : pas de limite. Mais 0 < k)fx) X')E((X) <

150: ] lim ==2=0|

X X— +00 X2
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€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1. Poura =1,2,3,4, les b 2 1 tels que b? < 25 - a® sont au nombre de 4, 4, 4, 3 (et aucun pour
az5):|N(@25)=15| Si(u,v) € C,,, alors0O < u<aet0svsb, doncu?+v?<a?+b?<x:
Cop C Q5 Les N(x) carrés, d’aire 1, ont des intérieurs disjoints et sont contenus dans Op:

X
N(x) s — |
()=

2.a—1=E(u)su<E(u)+1=adoncue[a—1a]'demémepourv-(uv)eC ,aveca,b > 1.
Comme 2 (u? +v?)-(u+Vv)? =(u-v)>20,0nau+vsy2roir=yJu2+v2<p, donc

2 2
a’+b><s(u+1)?+(v+1)> :r2+2(u+v)+25(r+\/§) s(p+\/5) = 5%,
Ainsi (a, b) est compte par N(x) : le quart de disque Q, est contenu dans la réunion des N(x)

2
carrés, d’ol %(\/}— \/5) < N(x)

. 2 . N(x
3. En divisant par x : H(1 - 3) < @ < E, et \/g — 0: par les gendarmes, | lim NG =0

X—+00 X 4
4
De plus 0 s 7 - N(x) < "( (\/_ \/—) ) (2ﬁﬁ—2) < %\/} Donc g(N(x)—%)
4
« LV _m = - 0: : 'écart entre N(x) et % reste inférieur a un multiple de /x.

<

4. Les points entiers du disque sont : lorigine ; les points des axes (za,0), (0,%a) avec 1 <
a s E(y/x), au nombre de 4E(y/x) ; les autres, qui se répartissent par les symétries (a, b) +
(xa, £b) en quatre quadrants contenant chacun N(x) points. D’ol M(x) = 4N(x) + 4E(\/§) +1et

’M(25) =60+20+1 =281 ‘ Comme 0 < E(T‘/;) < lim —— =4 x — = m|(Gauss : compter les

1
VX [ xore X 4

points entiers donne m).

B Corrigé de l'exercice 62

1. VR+1-\k = et 2Vk <k +1+yk < 2J/R+ 1, d'od lencadrement. La majoration donne

T>2(\/k+ —\/_) en sommant de R = 1 a n (somme télescopique) : me >2/n+1-2. La

minoration écrite au rang k - 1 (k 2 2) donne - T 2(\/— VR - ) ;en sommant dek=2an:

Sha < 1+2(/n-1)=|2/n-1](égalité sin =1).

2.50itn=E(x)21:n<sx<n+1.DoncS(x)s2/n-1<2/x-1etS(x)>2/n+1-2>2/x-2:
—2<S(x)-2/x<-1|

. S(x .
3. 5(x) > 2,/%~2 donne[S(x) o] %ﬁ%am 2R 2 % - 2 donc auss
X
S(4x) _ S(X) _ _SC)Nx_ S, 1 WA
T~ 2(X = 4x). Alors g = 2XPExd | S et S(x ) (Vx+ - x) = Pl 2x! =[1]
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4, Sin < 2550: 221% < 2¢/2550 -1 < 2 x 50,5 -1 = 100 (car 50,52 = 2550,25). Si n = 2601 :

T \/_ >21/2602-2 > 2x51-2 = 100. Le plus petit entier cherché est donc] entre 2551 et 2601
(un calcul sur machine donne 2574).

® Corrigé de l'exercice 63

mE(x) _ m(x-t)
X X

g(n)=0| et g(n+%) (n+—)5|n

=n_"7t etsin(m-0)=sinfH: g(x):xsinn?t . Ensuite, commet=0enn ett=%en

m
2n+1 |

a) Pour u = 0, tout est nul. Pour 0 < u <g:sinu <u<tanu = %, donc ucosu < sinu < u.

o o 2 3
PwsOsu—smusu—ucosu=u(1—cosu)su><”7=“7.

b) Pour x = 2, u = ”f € [0,%[ (car t < 1). En multipliant par x > 0: 0 < x(u - sinu) = mt -

3

g(x) < % = % < & Ainsi g(x) < mt < m, et g(x) = xsinu 2 0:|0<g(x)<m|; enfin
1T3

|9(x) -m(x - E(x))| < 35 = 0.

g est bornée pas de limite infinie. Par l'absurde, sig —» ? € R, il existe B > 2 tel que

5
lg(x)-2| < = pourx > B. Prenons un entier n > max(B, 2m), de sorte que - 2 > 8’;2 =X Enx=n:
S
2] < & Enx-n+5 g(x) = —-2"7>g-%= A, donc A < g(x) < £+ I < Z.contradlctlon. g

n'a pas de limite en + : elle « hésite » indeﬁnlment entre 0 (aux entiers) et presque g (aux
demi-entiers), comme m (x - E(x)).

Avec t’ —xz—E( )e [0,1] : xsin =2 "E(X)

mt’
xxT <2 >0: (gendarmes

—xsm— et pour x 2 1, 0<’;—§<rr donc 0 < xsin I

® Corrigé de l'exercice 64

1.

_%=-5 015_230,1+\/—e@- T(- 140) T(015)-%, (1+\/§)=0 Si x est irrationnel,

x + 1 et -x aussi, et tout vaut 0. Si x = Z est |rreduct|ble X+1= q P9 ot -x = p le sont aussi (un

diviseur commun a p + q et g divise p): T(x + 1) = T(-x) = 3 = T(x).

Pour g € {1, ..., N} fixe, g e€la-1,a+1] < pe[qg(a-1)q(a+1)],intervalle de longueur 2q,

qui contient au plus 2qg + 1 entiers. Donc F est fini et| card(F) < Z(’;’=1(2q +1)=N?+2N |

a) F \ {a} est fini: s'il est vide, a = 1 convient ; sinon a = min(1,ren;{{rz} |r—a|) > 0 (plus petit d’un
nombre fini de réels > 0) convient.

b)Soit0 < |[x-a|<a<1:xe[a-1, a+1]etx ¢ F. Sixestirrationnel T(x) =0. Six = %
(irréductible), x ¢ F impose g > N+1 > =, donc T(x) = - < €. Ainsi 0 < T(x) < ¢, pour tout

€ €10, 1[ (donc pour tout € > 0) : par deﬁnltlon, lim T(x )- lim T(x) = 0| pour tout réel a.

xX—a* X—a-

c) T est définie en a : elle admet une limite en a si et seulement si ses limites latérales sont
égales a T(a), soit T(a) = 0: |a irrationnel|. (En un rationnel, la courbe a un point isolé au-
dessus de sa « limite » 0.)
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4. T(n) =1 etT(n+\/§)=0pourtoutn € N. SiT - £en +oo, pour x > B on aurait |T(x) - ?| <%;

avec un entiern>B: 1< |1 -f|+|€-0] < 1 + 1 ,absurde; et 0 < T < 1 exclut une limite infinie.

De méme, ™ vaut 1 en 1 et 0 en ‘{1_, pomts aussi proches de 0 qu’on veut : elle n’a pas de

limite finie, ni +co (valeurs nulles), ni -oo (valeurs > 0).

® Corrigé de l'exercice 65

1.

2
Q est sur la médiatrice de [0A]: x,, = . Puis Q0% = OM? s'écrit 1 +y? = (cosx - %) +(sinx-y)? =

5 _ a . 2 g1~ . 1-COSX _ 25'”% _1 X 2_1( 25)_ 1
; ~Cosx 2ysinx+y“, d'ouy = 2sinx - 4sin¥cos? -2tan2.EtR 5= 1+1tan > -hcoszg,avec
1
X
cos=>0:|R= .
2 2cos 2

OH = Q0 + OA + OM donne H = 0 + A+ M - 2Q en coordonnées: x,, = 1+cosx -1=cosx et y, =
sinx-tan % = tan %(2 cos? % - 1) = cos x tan g Puis AH-OM = (cos x-1) cos x +Cos x tan %sinx =

cosx(cosx—1 +2sin? §)= 0v.

Quand x > 0: tan% - Oetcos% - 1: Q—>(2,0 R- 1, H-(1,0)=A AM? = (1 -

2 02, _ ~ 2x AH? _ 4$|n‘”2‘+cos xtan? s 2x , cos?x 1

cosx)* +sin“x = 2(1 - cosx) = 4sin”“ %, d’ou o = PP =sin” 2+ g - et
.. AH 1

limitede \Ju) |[— - =|
( \/_) AM 2

= Do X _ qj X 1 . -1- -
X=m-x—-0 .c052-5|n Lettan = Ty~ t0icommecosx - -1: 1y, = +0o, y - -oo|

i _ _ _X/2 X/2 ~
Puis (T - x)R = =2 — 1] et (m - x)y,, = 2 cos x x e -2].

. x-1
QH(cosx- %,(cosx- %)tan g), donc QH = |cosx H’I +tan® % 2 = R|2cosx - 1].

QH m .

Quand x -» m, |2cosx-1| - 3: ?—>3.EtH=Q = cosx=5 = x=§ : le triangle

OAM est alors équilatéral (OA = OM, angle %), et ses centres sont confondus.

® Corrigé de U'exercice 66

1.

csin2x = 2csmxcosx et €SI0X _, ¢ x > csinx convient. Avec x = 0 dans (E) : £(0) = 2f(0),
donc f(0) =

Récurrence. Pour n = 1, c'est (E) appliquée a § Si la formule vaut au rang n, (E) appliquée a

2n+1 donne f( ) 2]’(2,“1 )cos S»7 » €n reportant, on obtient la formule au rang n + 1.

f(x

a) g(2x) = 2f(x) cos x - 2c sin x cos x = 2g(x) cos X, etg ) _ —»c-c=0.

sin x
-C—
X

b) La définition de %t) — 0 fournit a > 0 tel que |g(t)| < €|t| pour 0 < |t| < a. Par récurrence,

2">n+1("™" 22n+22n+2); pourl'entlern—E('X')+1 > ' l ona 'Xl < X g Avect=2in

n+1
et la question 2 appliquée a g (les cosinus sont de valeur absolue < 1)
| x|

lg(x)| < 2" |g(t)] < 2"62—,, = g|x].
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Ceci pour toute > 0:sig(x)#0, € = % donnerait |g(x)| < '9(2")', absurde. Donc g(x) = 0 (et

g(0) = 0) : les solutions sont exactement les fonctions .

4 [0 - JO) 1andx , 5%326:c=6, |f(x)=6sinx|(et &% 5 6x1=2)
5. f _ _fO)  1-cosx

- 2. Comme sin?2x = 4sin® x cos? x, g(x) = f(x) - %sin2 X vérifie g(2x)

X2 1-cos x x2
4g(x) cos® x et % — 0; la méme méthode donne g(x) = l+"g(2i,,)]'[cos2 2 et |g(x)| < 4”sZ—z =

ex?, doncg=0: [f(x)= %sinzx (et % = 1@X 1 /). La fonction 1 - cos x ne convient

pas:enx=7,1-cosm=2alors que 4(1 —cosg)coszg = 0.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme : 1 point par réponse juste et justifiée,

points bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | + Calcul algébrigue Bloc 2 - Fonctions (chapitre 4) Bloc 3 - Trigonométrie (chapitre 7)

@ (x-3)(x*+3x+9);
(x 3(x+3(x +9).
a’-b*; (x?
x2+9>0.

@ (@)0; (b)b=-3, c=-2.
1-4+1+2=0; on
développe et on identifie.

© (@) 2,
(b) D(x) = Vax + 1+ 2x.
(V7 )(\/7+2) ;
(4x+1) 4x =1.

@(a)T>Osur]%,2[,T<0
horsde[%,z];
(b)(x+2)2+323.A=9:
racines % et 2.

\_/"

(&

-9)(x?+9) et

© D, =R\ {1;4};
D, = ]-00,0[u]0, 41.
X2 -5x+4=(x-1)(x-4);
8-2x20, x=z0.

(a) (0) = 2;
fxX)>0 & xe]-1,3[;
(b)a=-1. C; au-dessus
de l'axe entre -1 et 3;
f(3)=4a+2=0.

@ (a) oui, en 0: maximum;
1 15
(b)1 $2\/_—;ST.

x2+222; 2<2x <4,
-1g —;<—— on ajoute.

(@)-3 et 7; (b)S=[1,1].
3¢-24<-2;
49 < 60 < 64 ;
2<3x-1<3.

/o

1" Bac Sciences Mathématiques

% point si une seule des deux parties est juste. Reporte tes

(a) 1 1_\/5;
(b)S {——,—%}.n—g,
m-I; sinx= sin(-I).

@ (@) 22, 42, 1,

(b)S {o ,3,17}. cosaz0;

cos2a=1 —Zsinza;
sinx(2cosx-1)=0.

(a) 2sin’ %; (b) tan” x.
X . 2sin® x
2" 2cos?x el

1+€0S2x = 2 cOS? X.

@ (a) -sinh et -cosh;
(6)[- 1,31, puis 2,2
Formules d’addition ;
Sin X Cos X = %sin 2X;
Uinverse renverse l'ordre
(réels > 0).

a-=

J

Town orientation

les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ou commencer, quels exercices faire en priorité.

o0as

bases a revoir

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1a 5 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 22 ; puis
exercice 31, p. 28 et exercice 37, p. 30. Refais le test dans une semaine.

6a9

bon départ

Commence par le cours complet (sections 1 a 10), puis les piéges de la section 12.
En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 23 ; puis les thémes C et D, exercices 43
a 48, p.32 et 49 a 54, p. 33.

10a12
cap concours
a 66, p. 36.

Commence par le cours (sections 1a 10 en lecture rapide), puis les sections 11 a 13.
En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 25 ; les thémes B et E, exercices 37 a
42 p.30 et 55 a 60, p. 34 ; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 26, et le theme F, 61

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Calcul algébrigue Bloc 2 - Fonctions (chapitre 4) Bloc 3 - Trigonométrie (chapitre 7)

Relis : les sections 5, 6 et 7 du
cours.

Fais : exercice 3, p. 22,
exercice 5, p. 23, exercice 43,
p. 32 et exercice 44, p. 32.

(&

(.

Relis : les sections 3, 4 et 9 du
cours.

Fais : exercice 1, p. 22,
exercice 7, p. 23, exercice 32,

p. 28 et exercice 56, p. 35.

/o

Relis : les sections 8 et 10 du
cours.

Fais : exercice 8, p. 23,
exercice 10, p. 23, exercice 49,
p. 33 et exercice 50, p. 33.
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Chapitre 10+ Limites d'une fonction

Mown bilan sur le chapitre

1" Bac Sciences Mathématiques

Partie B - Le parcours en 4 niveaux

\.

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire

Niveau 1 Bases % 1a8 /8
Niveau 2 - Bac * % 9316 /8

Niveau 3 - Approfondissement * % % 17a23 /7

Niveau 4 - Concours * % % % 243 30 |7

J

Partie C - La bangue d'exercices

Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Limites en un point 31a36 /6
Théme B - Limites a Uinfini 37a42 /6
Théme C - Formes indéterminées 43 3 48 /6
Théme D - Limites trigonométriques 49 a 54 /6
Théme E - Comparaison et gendarmes 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 614 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : La dérivation

Maths Olympiad
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