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Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique par
ol commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés: la partie B
est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par
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Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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La carte du chapitre
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A la fin du chapitre, je sais...

O calculer avec les angles orientés (Chasles) ; calculer une image en coordonnées;

O construire l'image d'un point au compas ; reconnaitre une rotation, trouver son centre ;
O reconnaitre Id, s, et les quarts de tour; trouver centre et angle avec deux points;
utiliser la propriété fondamentale ; composer deux symétries d’axes sécants ;

(Il
O
[l
utiliser la réciproque r(Q,-6) ; O composer deux rotations de méme centre ;
O
O démontrer avec une rotation cachée;
O

O
O
O citer les propriétés de conservation ;
O

construire l'image d’une droite, d'un cercle ; construire une figure, trouver un lieu.
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Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant d’ouvrir le cours, fais le point sur les outils des chapitres 6 et 7 et du tronc commun utiles ici
(aucune question ne demande le cours ; repéres orthonormés). Corrigé et orientation : page 69.

Bloc | - Angles orientés (chapitre 7)

—

@) mesure principale Donner la mesure

principale, dans ]-m, ], de 317” etde -4,

elation de Chasles (i, V) = 37" et

®

@© Lire des angles ABC est ¢

équilatéral, (AB,AC) = I [2m]. C

Mesures principales de (AC, AB),
(BC, BA) et (AB, BC) ? A B

@) cosinus, sinus, addition Trouver 6 € ]-m, ]

tel que cosB =sin B = -g, puis écrire

cos(x+0) etsin(x+0)alaide de cos x et sin x.

Bloc 2 - Produit scalaire (chapitre 6)

| (

|4

@ Orthogonalité A(0;-2), B(5;0), C(-2;3).
Calculer AB -AqC, AB et AC ; nature du triangle
ABC?

Al-Kashi AB =8, AC =15 et

(AB,AC) = -Z [2n]. Calculer AB - AC, puis la

longueur BC.

@ cercle Equation du cercle € de centre
Q(3;-1) passant par A(5;2). Le point B(0; 1)
est-il sur € ? Calculer QA - QB.

Ensembles de points A # B. Ensemble des

points M tels que MA - MB =0 ? Ensemble
des points M tels que AM-AB=07?

Bloc 3 - Géométrie et transformations

‘ (

—

Triangle équilatéral ABC est équilatéral, H
est le milieu de [BC], O le centre du cercle
circonscrit et OA = 2. Calculer AH, AB et
l'angle BOC.

Carré ABCD est un carré de coté 5, de
centre O. Calculer AC et OA. Nature du
triangle OAB ? Justifier.

Symétries, translation A(2;-3).
Coordonnées de l'image de A par la symétrie
de centre I(1;1), par celle d'axe A : y = x et
par la translation de vecteur {(3;1).

@ Mmédiatrice A(2;5), B(6;3). Equation de la
médiatrice A de [AB]; point Q de A situé sur
'axe des abscisses ; distance QA.

-

Temps écoulé ?
Pose le crayon, compte tes points bloc par
bloc et corrige-toi page 69.

Bloc 1

. Bloc 2 N Bloc3 | | Mon score
A /4 e 12
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

€ Angles orientés : rappels

L'aiguille d’'une horloge, une grande roue, une porte qui pivote sur ses gonds : chaque point
tourne autour d’un centre, en restant a la méme distance de lui, d'un méme angle. Pour décrire
mathématiquement ce mouvement, il faut mesurer un angle avec un sens : c’est l'angle orienté
du chapitre 7, que l'on rappelle d’abord.

Rappels du chapitre 7 (indispensables dans tout le chapitre)

Orientation : le sens direct (ou trigonométrique) Conséquences: (V, i) = -(a,r/)

est le sens inverse des aiguilles d’'une montre. (-a,v) = (4,-v) = (d,v)+m; (-d,-V) = (d,V);

Un repére orthonormé (0; i ]) est direct si (RU, R'V) = (@, V) si RR" >0 [2m].

( I )— > [2m]. Colinéarité : i et v colinéaires <= (i,v) = 0[m];
Mesures : si o est une mesure de Uangle orienté ~ de méme sens « (4,V) = 0 [2m1] ; orthogonaux
(&1, V) de deux vecteurs non nuls, ses mesures < (4,v)= 7 [n].

sont les réels a + 2km (kR € Z) ; on écrit Triangle : (AB, AC) + (BC, BA) + (CA, CB) = m [2m] ;

(0, V) = a [2m]. La mesure principale est l'unique

29 2 ABC est direct si la mesure principale de (AB, AC)
mesure dans ]-m,m]: 2= = 41+ ?" a pour

est dans ]0, m[.
151‘(

mesure principale X = -t = -4+ 7, mesure
principale %
Chasles: (i1, V) + (v, W) = (i, w) [2m].

4

B Forme polaire, cosinus et sinus d’un angle orienté

Dans un repére orthonorme direct (0; 1, j), tout vecteur
U # 0 s'écrit

i (il cosa; il sina), oia= (i,a) [2n].

t"

Sideplusv = 0etp= (7, \7), alors (i, v) = B - a[2m] et 0l :

-

-v=|allivlicos(a,v), det(a,v)=I[alllvlsin(d,v).

§

Démonstration. Le point U tel que OU = " " (I OU) a, donc

U(cos a;sina) (chapitre 7) : d’'ou la forme polaire. Chasles donne (i, V) = (u, :) + (I,V) = B - a. Avec
a= |, b=|V| et les formules d’addition: & -V = ab(cosacosp +sinasinB) = abcos(B - a) et
det(d, V) = ab(cosasin B - sina cosB) = absin(B - a).

O

Usage : on obtient un angle orienté a partir des coordonnées par cos (i, V) = m et sin (U, V) =
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det(d,?) Exemple : §(2;0) et ¥(-1;+/3): il = V]l =2, & - V = -2 et det(d, V) = 2y/3, donc cos (i, V) =

nannvi -
—% et sin(4,V) = @ : |(U,V) = = [2m]|. Le cosinus seul ne suffit pas : il ne distingue pas 2?"

de —2?" ; C'est le signe du déterminant qui donne le sens. Exemple (Chasles dans un carré). Soit
ABCD un carreé direct et ABE le triangle équilatéral dirgct construit sur [ABL(E intérieur au carré) :
(AE,AD) = (AE,AB) + (AB,AD) = -2 + 2= X ; en B : (BE, BC) = (BE, BA) + (BA,BC) = £ - 5 = -Z [2m],
Angle orienté de deux droites. Si U et i’ dirigent les droites D et D', on pose (D,D’) = (u,d’) [m]:
remplacer U par -u ajoute m, donc cet angle n’est défini qu’a T prés. En revanche, 2 (D, D’) est bien
défini a 2m prés (section 8). D || D' < (D,D')=0[n] et DL D' < (D,D’)= g [1].

Q Définition de la rotation
Y (o)

Soit Q un point du plan et 6 un réel. La rotation de centre Q et d’angle 6 est l'application r
du plan dans lui-méme qui transforme Q en lui-méme, et tout point M # Q en l'unique point
M’ tel que

aM'=aM et (QM,QM’) = 6 [2n].

On note r = r(Q,0) et r((M) =M’ : M’ est 'image de M par r.

A

Pourquoi M’ existe et est unique. Dans le repére orthonormé direct d’origine Q dont le premier
vecteur est (;—MQM, la forme polaire (section 1) montre qu’un point vérifie les deux conditions si et

seulement si ses coordonnées sont (QM cos6;QMsin 6) : ce point existe et il est unique.

fag) ros)

= _ &
/ r(a,-3)
(QM, Q1) = 8 : on tourne de M vers M’

B Premiéres propriétés

+ L'angle est défini a 2m prés: r(Q,0) = r(Q, 6 + 2Rm) pour tout kR € Z ; on choisit d’habitude
la mesure principale.

images d’'un méme point M par quatre rotations de
centre Q

- Cas particuliers : r(Q,0) = Id (identité) ; r(Q,m) = s, la symétrie centrale de centre O ;
r(Q, g) et r(Q, —g) sont les quarts de tour direct et indirect.

« Points invariants: si 6 # 0 [2r], le centre Q est le seul point invariant (r(M) =M < M=
0).

« Pour M # Q, le triangle QMM’ est isocéle en Q : Q est sur la médiatrice de [MM'].

S

Démonstrations. Les mesures 6 et 6 + 2km définissent la méme condition (QM,QM’) =0 [2m]. Si
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0 = m: QM’ et OM sont colinéaires de sens contraires et de méme norme, donc QM = -QM : Q est
le milieu de [MM']. Si M # Q et r(M) = M, alors 6 = (QM,OM) = 0 : impossible si 8 # 0. O

B Théoréme (rotation réciproque)

La rotation r = r(Q, 8) est une bijection du plan ; sa bijection réciproque est la rotation de
méme centre et d'angle opposeé :

r(Q,0)" = r(Q,-0) cest-a-dire  r(M)=M' < M =r(Q,-0)(M’).

Démonstration. SiIM' =Q:r(M)=Q < M=Q(carQM' =QM). SiM' zQ: r(M)=M < QM =
OM’ et (OM,QM’) = 6 < QM = QM et (QM',OM) = -8 <> M = r(Q,-6)(M’). Tout point M’ a
donc un unique antécédent, le point r(Q, -0)(M"). O

Méthode : Comment construire l'image d’un point

1. Tracer la demi-droite [QM). 2. Avec le rapporteur centré en Q, reporter l'angle |8] a partir
de [OM), dans le sens direct si 8 > 0 (dans le sens des aiguilles d’'une montre si 8 < 0) : on
obtient une demi-droite [Qx). 3. Avec le compas, de centre Q et de rayon QM, couper [Qx) :
c'est M'. 4. Controler que le triangle QMM est isocéle en Q et que l'on a tourné dans le bon
sens.

Sans rapporteur. Pour 6 = i% : QMM’ est equilatéral ; M’ est I'un des deux points
d’intersection des cercles de centres Q et M et de rayon QM (celui qui rend QMM’ direct
sif= ) Pour 6= +5 on trace la perpendiculaire a (QM) en Q (équerre) et on reporte QM.

Pour 6 : on applique deux fois r( )(sectlon 8).

Exemple : les rotations d’un triangle équilatéral et d'un carrée

Soit ABC un triangle équilatéral direct de centre G, et ABCD un carré direct de centre O.
+ AB = AC et (4B,AC) = I, donc r( )(B) C et r( )(C) B.

* GA =GB = GC et (GA, GB) = (GB, GC) = (GC, GA) = &' : r(G, %) transforme Aen B, Ben C, C
enA.

- Danslecarré: r( g)transformeA enB,BenC,CenD,DenA; r(A,g)(B) =D, r(B,g)(C) =
A et r(0,m)(A) =

Remarque. Un peu d’histoire. Euclide « superpose » déja les figures pour comparer des trian-
gles, sans définir le mouvement. En 1827, August Ferdinand Mobius, dans Der barycentrische
Calcul, classe les relations entre deux figures selon les transformations qui les font passer
de l'une a l'autre. En 1872, Felix Klein pousse l'idée au bout dans son programme d’Erlangen :
une géometrie est I'étude des propriétés qui ne changent pas sous l'action d’'un ensemble de
transformations ; la géometrie euclidienne est celle des propriétés conservées par les trans-
lations, les symétries et les rotations (longueurs, angles, alignement...). C'est exactement ce
que nous allons étudier.
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© La propriété fondamentale

B Théoréme (propriété fondamentale)

Soit r = r(Q, 6). Pour tous points M et N d'images M" = r(M) et N' = r(N) :

M'N'=MN  et,siM#N,  (MN,M'N’)=6[2nm].

Une rotation conserve les distances et fait « tourner » tous les vecteurs du méme angle 6.

A

Lemme. Soit QMN et QM’'N’ deux triangles (éventuelle-
ment aplatis), avec M, N, M’, N distincts de Q, tels que
M’ = QM, ON' = ON et (QM’,QN’) = (QM,QN). Alors 7 )
M'N' = MN et, si M = N, (M'Q, M'N') = (MQ, MN) [2]. A
Déemonstration du lemme. Posons a = QM, b = QN et /

¢ = (QM, QN). Alors OM - QN = ab cos ¢ et det(QM, QN) = M N
absin @ (section 1), donc L 7

o

i, 6///
MN2="QAN‘QMHZ=02+b2—20bcosq), ‘\ u

MQ - MN = MQ - (MQ + QN) = a? - ab cos @, MN reporté en M’ : il tourne de 6
det (MQ, MN) = det (MQ, QN) = -absin ¢.

Ces trois nombres ne dépendent que de a, b et @ : ils sont les mémes pour le triangle QM'N’. Donc

- ] e - - ~ ; a%-abcos @ A :
M’N’ = MN, puis les angles (MQ, MN) et (M'Q, M'N") ont le méme cosinus Z—22% et le méme sinus
% . ils sont égaux a 2m prés. O

Démonstration du théoréme. SiN = Q (de mémesiM=Q): N ' =Q, M'N' = QM = QM = MN et
(MAQ, M7Q) = (OMm, QM') = 0, car (-0, -V) = (4, V). Sinon, Chasles donne

(QM',QN’) = (QM’, QM) + (QM, QN) + (QN, QN’) = -6 + (QM, QN) + 6,
donc le lemme s’applique : M'N’ = MN. Enfin, avec Chasles et le lemme :

(MN, M7N") = (MN, MQ) + (MQ, M'Q) + (M'Q, M'N") = 6 [2n].C0

-(NT(I,M‘N) E(QM,SM')EG E(M’QY,M*N)

B Théoréme (caractérisations)

1. Siune application f du plan fixe un point Q et si, pour tous points M # N d'images M’, N’,
onaM’'N’ = MN et (MN, M'N’) = 6, alors f = r(Q, 8).

2. Deux rotations de méme angle qui ont la méme image en un point sont égales.
3. Sir(A) = A" et r(B) = B' avec A # B, langle de r est © = (AB,A'B’) : une rotation est

déterminée par deux points distincts et leurs images (et si A'B’ = AB, (AB,A'B’) # 0, une
telle rotation existe : section 7).

Démonstration. 1. On prend N = Q, donc N’ = Q: QM’ = QM et (MQ, M'Q) = (QM, QM’) = 6 : Clest la
définition de r(Q, 8). 2. Soit r,, r, d'angle 6 avec r,(A) = r,(A) = A". Pour M # A, posons M, = r (M),
M, = r,(M): d'aprés le théoréme, A’/M, et A’/M, ont la méme norme AM et font le méme angle 6
avec AM, donc ils sont égaux et M, =M,. 3. Le théoréme donne 6 = (AQB,A?B’), puis on applique 2.
Il
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O Ce gue conserve une rotation

B Théoréme (conservations)

Soitr =r(Q,0)etA’,B’,C’,D’, G ... lesimages des points A, B, C, D, G... Une rotation conserve :
- les distances (A'B’ = AB : r est une isométrie) et le produit scalaire : A'B"-C'D' = AB-CD;

+ les angles orientés : (A'B’, C'AD') = (AB, CAD) [2m] (A#B,C#D);
- les égalités vectorielles : AG = RAB = A'G' =RA'B’ et AB=CD = A'B'=C'D’;
+ le milieu et le barycentre : G = Bar{(A, a); (B, B); (C,y)} = G’ = Bar{(A’,a); (B, B); (C",V)};

- l'alignement, le parallélisme et ['orthogonalité ; donc les parallélogrammes, rectangles,
losanges, carreés.

Démonstrations. Angles : (A'B’,C'D’) = (A'B’,AB) +(AB, CD)+(CD, C'D’) = -8+ (AB, CD) +6 (Chasles).
Produit scalaire : AB-CD = AB x CD x cos (AB, CD), et les trois facteurs sont conservés (si un vecteur
est nul, son image l'est aussi). Colinéarité : si AG = RAB avec k > 0, alors (A*B,AAG) = 0, donc
(AB",A'G') = 0: A'G’ et A'B’ sont de méme sens, et A'G' = AG = RA'B’, d'oli A’G' = RA'B’ ; si k < 0,
méme raisonnement avec l'angle m; sik = 0, G’ = A’. Vecteurs égaux: AB = CD signifie que [AD] et
[BC] ont le méme milieu ; or le milieu I de [AD] vérifie Al = 2AD, donc ATl = IAD': 1" est le milieu
de [A’D’] et aussi de [B'C’]. Barycentre: G = Bar{(A, a);(B,B)} < AG = G‘%BA*B ; pour trois points,
on regroupe deux points dont la somme des coefficients n’est pas nulle (associativité, chapitre
5). Alignement, parallélisme, orthogonalité: C € (AB) < AC = kAB; et (AB, CD) = 0 ou I [r] est
conserve. O

Méthode : Comment utiliser les conservations

Pour obtenir une propriété des images, on la lit sur la figure de départ, et inversement : 1.
identifier une rotation r et les images des points utiles ; 2. traduire la propriété (milieu,
barycentre, alignement, perpendiculaire, longueur...) ; 3. la « transporter » par r (ou par
r1), en citant la propriété de conservation utilisée.

Exemple : dans un carré B

Soit ABCD un carré direct de centre O, | et J les mi-

C
lieux de [AB] et [BC], L celui de [CD]. La rotation
r= r(O, %) transforme A en B et B en C, donc le milieu c A’
I de [AB] en le milieu J de [BC]: OI = 0] et (OI) L (OJ). -\6 B
Q

De méme r(J) = L, donc r transforme [AJ] en [BL] :
|Aj=BL et (4)) L (BL)| Le point K = Bar{(A, 1); (B, 2)}

a pour image Bar{(B, 1); (C, 2)}. l'orthocentre H de ABC a pour image
lorthocentre H de A'B'C’

Points remarquables. La hauteur issue de A est la droite passant par A et perpendiculaire a (BC) ;
son image passe par A’ et est perpendiculaire a (B'C’): c’est la hauteur de A’'B'C’ issue de A". Donc
'orthocentre H de ABC a pour image l'orthocentre H de A'B'C’ (figure, avec 6 = 111—8"). De méme
pour le centre de gravité (barycentre), le centre du cercle circonscrit (distances) et le centre du

cercle inscrit (angles).

Remarque. Une symétrie axiale conserve elle aussi les distances, mais elle change les angles
orientés en leurs opposés (section 8) : c’'est ce qui la distingue d’une rotation. Une rotation
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conserve 'orientation : l'image d’un triangle direct est un triangle direct.

© [mages de figures
o nsos o e et

Soitr =r(Q,0),A =B, A" =r(A), B = r(B).
+ L'image de la droite (AB) est la droite (A'B’), et | ((AB),(A'B’)) = 6 [rr]|; l'image du segment
[AB] est [A'B’], celle de la demi-droite [AB) est [A'B).

« L'image du cercle € de centre | et de rayon R est le cercle ¢’ de centre I’ = r(I) et de méme
rayon R ; la tangente a € en M a pour image la tangente a ¢’ en M’

« L'image d’un triangle ABC est le triangle A'B'C’, de mémes c6tés et de mémes angles
orientés ; plus généralement, 'image d’'un polygone est un polygone de mémes cotés
et de mémes angles (un carré a pour image un carré, un triangle équilatéral un triangle
équilatéral...).

A

Démonstration. Les points de (AB) sont les barycentres M = Bar{(A, 1 - t);(B,t)}, t € R (chapitre
5) ; leurs images sont les points Bar{(A’,1 - t);(B’, t)} (section 4), c’est-a-dire tous les points de
(A'B’) ; on se restreint a t € [0, 1] pour le segment, a t > 0 pour la demi-droite. L'angle vient de
(AB,A'B’) = 6. Pour le cercle: I'M" = IM,doncM € ¢ <> I'M’' =R <> M (', etr est bijective;
la tangente en M est la perpendiculaire en M a (IM), et 'orthogonalité est conserveée. O

Méthode : Comment construire l'image d'une droite, d’un cercle

Droite D : on construit les images de deux de ses points ; ou, si Q ¢ D, on construit le
projeté orthogonal H de Q sur D et son image H' : D’ est la perpendiculaire a (QH’) en H’
(car (QH) L D et H € D). Cercle: on construit I'image du centre, et l'on garde le rayon.

7,

.
H )
droite D et image D’ par r(O, 2?”) g un polygone et un cercle et leurs images
D' 1L (QH)en H’, (D,D’) = 2 [n] par le quart de tour indirect r(Q,—gg)
L ’ - 3

Exemple. A gauche, QH =2 et 0 = 2?" : D' est la perpendiculaire en H a (QH’), a la distance 2 de
Q; elle coupe Den K, et(D,D’) = 2?" = —g [r] (angle géométrique g). La figure est symétrique par
rapport a (QK), bissectrice de 'angle HQH' : dans le triangle QHK rectangle en H, HK = 2tan% =

2\/3.
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B Conséquences

*D'||D & 6=0([m]; sif= g [m], D’ L D; la distance de Q a D’ est égale a la distance
deQab.

« SiQeD,alorsQ e D’ : D’ est la droite passant par Q telle que (D,D’) = 0 [m].

« Pour 6 £ 0[2m]: D’ = D si et seulementsi 6 = met Q € D. Tout cercle de centre Q est
invariant.

N

En effet, si D’ = D, alors 6 = 0 [rr], donc @ =metr = s, ; pour A € D, le milieu Q de [AA'] est alors
sur D. Réciproquement, s, laisse invariante toute droite passant par Q.

@ Expression analytigue

=

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0;1,)

B Théoréme (expression analytique)

Soit r la rotation de centre Q(a; b) et d’angle 6. Le point M'(x’;y’) est l'image de M(x;y) par
r si et seulement si

x' -a=(x-a)cosO-(y-b)sin6
y' -b=(x-a)sin6+(y-b)cos6

En particulier, pour Q=0: x' =xcos6-ysinf et y' = xsin6 +ycosé.

A

Démonstration. Si M = Q, les deux membres sont nuls. Sinon, posons p = QM et ¢ = (7, 07\4) : par

la forme polaire (section 1), x - a = pcos et y - b = psin . Le vecteur QM’ a pour norme p et,
par Chasles, (i, QM') = (i, QM) +(QM,QM’) = ¢ + 6. Donc, avec les formules d’addition :

X' -a=pcos(p+0)=pcoswcosO-psingsind =(x-a)cosb -(y-b)sinb,

y' -b=psin(p+6)=psingpcosB+pcospsinb =(x-a)sinb +(y-b)cosH.

Réciproquement, le point défini par ces formules est r(M), puisque r(M) les vérifie et qu’elles le
déterminent. O
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Les cas a connaitre (centre 0) :
* quart de tour directr(O,g): ‘(x;y) ~ (-y;X)

r(0.-5): i) (vi=0);

 symétrie centrale r(0,m): (x;y) = (-x;-y);

; indirect

Vi
. r(O,g): X = 2x- éy, y = §x+ 2y ; par exemple *
\ B’
(2;0) = (1;¥3) et (V3;1) = (0;2). vy
Exemple 1. r :.r(Q,g) avec 0(1;2): x' -1 =-(y-2)et 4-\2 A
y'-2=x-1,soit «
0,
r: x' =-y+3, y' =x+1.
0 B X

A(4;3)apourimageA’(0;5) et B(3;0)apourimage B'(3; 4).
Contrdle : QA(3;1) et QA’(-1;3) ont la méme norme /10,
un produit scalaire nul et un déterminant 3 x3-1x(-1) =
10 > 0 : langle vaut bien +Z. Et AB(-1;-3), A'B'(3;-1) :
méme norme, orthogonaux.

B Théoréme (reconnaitre une rotation)

Soit f Uapplication qui a M(x;y) associe M'(x";y’) avec ‘x’ =ax-By+c, y =Bx+ay+d|
ot a’+p?=1et(a,B)#(1,0). Alors f est la rotation d’angle 0 tel que cos8 = a et sinf = j3,
dont le centre est l'unique point invariant de f. (Si (a,B) = (1,0), f est la translation de
vecteur i(c;d).)

Démonstration. Comme a? + B2 = 1, le point (a;B) est sur le cercle trigonométrique : il existe 6
tel que cos 6 = a, sinB = B. Les points invariants verifient (1-a)x+By =cet-Bx+(1-a)y =d:
systéme de déterminant (1-a)?> +B? =2-2a 2 0 (cara # 1, sinon B = 0). Il a une unique solution
Q(a;b). Enretranchanta = aa-Bb+cetb =Ba+ab+d auxformulesde f: x'-a=a(x-a)-B(y-b)
et y'-b=pB(x-a)+a(y-b): cest'expression de r(Q, 6). O

Méthode : Comment reconnaitre une rotation et trouver son centre

1. Vérifier la forme : le coefficient de x dans x’ est égal a celui de y dans y’ (a), et les deux
autres sont opposés (-B et B). 2. Vérifier que a? + B2 = 1, puis lire 6 : cos0 = a,sin6 = B. 3.
Résoudre x" = x, ¥y’ =y : la solution est le centre.

x+§y, y' = —§x+%y+2. Icia =2 et-B= g,soitﬁ = —§
+ % = 1. Donc f est une rotation d’angle 6 = —g. Point invariant : x =

Exemple 2. f: x' = : la forme

est bonne et a? + B2

n NiI=

]
4
%X+§y = x=\/§y,puisy=—§\/§y+%y+2 = 2y=2 = y=1: f=r(0,—g),0(\/§;1).

Contre-exemples. x' =y, y' = x : les coefficients de y dans x’ et de x dans y’ (1 et 1) ne sont pas
opposés: c'est la symétried’axey = x. x’ =2x-y,y' = x+2y alabonne forme, mais 22+12=5%1:
f ne conserve pas les distances.

Méthode : Image d’une droite ou d’un cercle en coordonnées

On exprime x et y en fonction de x’ et y’ (on « remonte » par r™! = r(Q, -0)), puis on remplace
dans 'équation. Exemple (rotation de 'exemple1): x’ = -y+3 ety’ = x+1donnentx =y’ -1
ety=3-x".
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» D: x+2y-2 = 0 devient (y'-1)+2(3-x')-2 = 0,s0it D' : 2x-y -3 =0/ Contrdle: (2;0) € D
apourimage(3;3) € D', et les vecteurs normaux (1;2) et (2; -1) sont orthogonaux (6 = 7).

« Le cercle x? + y? = 1 (centre O, rayon 1) devient (3 - x')2 +(y’' - 1)? = 1: C'est le cercle de
centre r(0) = (3;1) et de rayon 1.

a Déterminer uve rotation

Théoréme (un point, son image et l'angle)

Soit A et A’ deux points et 0 # 0 [2m]. Il existe une unique rotation d’angle 6 qui transforme
AenA’. SiA =z A’, son centre Q est le point de la médiatrice de [AA’] tel que (dA, Ql\') =0;
pour 6 € 10, ], il est défini par (AA’, AQ) = ”2;9, et pour 6 € ]-m, 0] par (A", AQ) = —"7*9.

Démonstration. Dans un repére orthonormé direct, notons ¢ = cos 6, s = sin6 et (a;b) les coor-
données cherchées du centre. D’aprés la section 6, r(Q, 6)(A) = A’ s’écrit

(1-c)Ja+sb=x, -cx,+sy,
-sa+(1-c)b=y, -sx,-cy,

systéme linéaire de déterminant (1-c)? +s2=2-2cos0 # 0: il a une unique solution. Le centre
verifie QA = QA’ : il est sur la médiatrice de [AA’]. Le triangle QAA’ est isocéle en Q, ses angles a la
base sont égaux, et la somme des angles orientés d’un triangle donne 2 (Aﬂ',A?)) =m-6[2m]; on
choisit la solution qui place Q du coté direct de (AA") si 6 > 0 et du coté indirect si 6 < 0. O

B Théoréme (deux points et leurs images)

Soit A # B et A, B’ deux points tels que et (AB,A’'B’) = 6 # 0 [2n]. Il existe une
unique rotation r telle que r(A) = A" et r(B) = B’ : son angle est 6, etsiA # A" et B # B’, son
centre est sur les médiatrices de [AA'] et de [BB'] ; lorsque ces médiatrices sont sécantes, le
centre est leur point d’intersection.

Déemonstration. Unicité : section 3. Existence : soit r la rotation d'angle 6 qui transforme A en
A’ (théoréme précédent) et B, = r(B). D’'aprés la propriété fondamentale, A'B, = AB = A'B’ et
(AB,A'B,) = 6 = (AB,A'B") : les vecteurs A'B, et A'B" sont égaux, donc B, = B'. Enfin QA = QA" et
OB = QB'. [l

Remarque. Si A = A’, le centre est A. Si les deux médiatrices sont confondues en une droite
A, la symétrie d'axe A échange A et A’, B et B', et le centre est le point (AB)n(A'B’) de A. (Elles
ne peuvent pas étre paralléles et distinctes : elles passent par le centre.)

Méthode : Comment déterminer le centre et l'angle d’une rotation

1. Controler que A'B’ = AB (sinon, aucune rotation ne convient). 2. Langle: 6 = (A*B,A'qB'),

ABAB ot oin g = GetABABY)

avec cos 6 = = —5r - 3. Le centre: intersection des médiatrices de [AA"]
et [BB'] (construction, ou équations MA2 = MA'? et MB? = MB'?) ; ou résolution du systéme
de la section 6 ; ou construction avec 'angle a la base du triangle isocéle QAA’. 4. Veérifier

en calculant r(A) et r(B) avec l'expression analytique.
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Modéle de rédaction. « On a A'B’ = AB. Soit r la rotation telle que r(A) = A’ et r(B) = B’ ;
son angle 0 vérifie 6 = (AB,A'B’), et l'on trouve 6 = ... Son centre Q vérifie QA = QA’ et
OB = OB’ : il est sur les médiatrices de [AA’] et de [BB'], qui sont sécantes en ... Donc
r = r(Q, 6). Vérification : ... »

Exemple : deux points et leurs images

A(0;2), B(4;3), A'(5;1), B'(6;-3). AB(4;1),
AB(1;-4): AB=A'B' =+/17, AB-A'B' =0 et
det(AB,A'B’) = -16 -1 = -17, donc cos 0 = 0,
sinB=-1: 6=-%.

Médiatrice de [AA']: MA? = MA? < x?+(y-2)% =
(x-5)2%+(y-1)? < 5x-y=11. Médiatrice de
[BB']:

(x-4Y+(y-3)=(x-6)2+(y+3)* < x-3y=5.
Solution : .

Vérification: r: x' -2 =y+ 1,y +1=~(x - 2), soit le centre est a l'intersection des médiatrices
x' =y+3,y =-x+1;0nretrouve A'(5;1) et B'(6;-3).

Exemple : un point, son image et 'angle

Centre Q de la rotation d’angle g qui transforme A(-1;0) en A’(1;0) : par le systéme (c = %,
_

s= @): %a+§b = %et—@m%b = @, d'olia =0,b = /3. Parlagéométrie: (AA",AD) = 21

g, donc AA'Q est équilatéral direct : Q est sur I'axe des ordonnées, a la hauteur @AA = /3.

0(0;+/3) .

N

Sans calcul. Dans un carré direct ABCD de centre O, la rotation qui envoie A sur B et B sur C a pour
angle (A*B, BAC) = g et pour centre O (médiatrices de [AB] et [BC]) ; celle qui envoie A sur C et B sur

D a pour angle (AB, CD) = 1 : Clest s,,.

© Composer des rotations

B Théoréme (rotations de méme centre)

Pour tous réels 6 et 6’ : ‘r((), 0)-r(Q,0)=r(Q,0+0)=r(Q,0)-r(Q,0)| : les angles
s'ajoutent.
En particulier: r(Q,8)-r(Q,-6) = 1d; r(Q, %)»r(o E) =S5; Sq°Sq = 1d; 54-1(Q,60) = r(Q,0+m);
et, pour n € N*, r(Q,0)" = r(Q,nB), oG r" =r-r-...-r(n fois).

Démonstration. Le centre Q est fixe. Pour M # Q, soit M, = r(Q,8)(M) et M’ = r(Q,6")(M,) : QM =
QM, = QM et, par Chasles, (QM, QM') = (M, QM, ) +(QM,, QM) = 6+6’. Comme 6+6' = 6’ +6, l'ordre
est indifférent. La formule r" = r(Q, n@) se démontre par récurrence sur n (hérédité: r"' =r.r" =
r(Q, 6 + nB)). O

Exemples : r((),%) . r(Q,ﬂ) = r(O, E); r(O 2—")3 = r(Q,2m) = Id ; r(Q,%”) . r(O, 57") = 1d : ces deux
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rotations sont réciproques 'une de l'autre, car 57” —37" [2r]. Ordre: r(Q,0)" =1d < nB =
0 [2m] ; pour B = ‘1’—75’, cela s'écrit 15 | 2n, soit 15 | n: le plus petitn 2 1 est 15; et r" = s est
impossible (4n = 15(2k + 1) : un nombre pair égal a un nombre impair).

Remarque. La composée de deux rotations de centres différents n’est pas au programme ;
on ne l'étudie, si besoin, que par un calcul explicite en coordonnées (section 6).

Symétries axiales. Soit D une droite passant par Q, dirigée par i, et s, la symétrie orthogonale
d’'axe D. Dans le repére orthonormé direct d’'origine Q dont le premier vecteur dirige D, s, s'écrit
(x;¥) = (x;-y) : elle transforme p(cos @;sin @) en p(cos(-p);sin(-g)). Donc, si M, = s (M) :
QM, = QM et (b,QM,) = - (&, QM) [2m] : une symétrie axiale change les angles orientés en leurs
opposeés.

B Théoréme (composée de deux symétries axiales d’axes sécants)

Soit D et D’ deux droites sécantes en Q. Alors Sp *Sp = r(Q, 2(D, D’)) .

Lordre compte : s, -5, = r(Q,-2(D,D")). SiD L D', sy, s, =5,°5S, =5, (SiD| D', la
composée est une translation.)

Démonstration. U et U’ dirigent D et D'. Le point Q est fixe.
Pour M # Q, soit M, = s (M) et M’ = s,,(M,): QM" = QM
OM. D’aprés la remarque précédente, (u,QM1) = -(d, QM)
(QM, @), donc par Chasles (QM, QM,) = (QM, &) + (&, OM, ) =
2(a, 07\41). De méme (QM,, QM') = 2(QM,, &’). En ajoutant :

(Qm, QM) = 2 (&, QM, ) + 2 (QM,, &") = 2 (4, &") [2].

Enfin 2 (&, 0) ne change pas (a 2m prés) si l'on remplace i
par -ii : c’'est 2(D, D"). 0 (D,D’) = a: on tourne de 2a

Théoréme (décomposer une rotation)

Soit r = r(Q, 6) et D n'importe quelle droite passant par Q. Si D’ est la droite passant par Q
telle que (D,D’) = % [r], alors r=s,, -s,. Demémer=s,-s,, ou(D",D)s= g [m].

En effet, s, - s, = r(0,2 . g) = r; le choix libre de D est trés utile (section 13). Exemples. Avec A :
Y= X1 Sy envoie (x;y) sur (x;-y), puis s, envoie (x;-y) sur (-y; X) : on retrouve le quart de tour

Sp*S(ox) = r(O, %), car ((0x),A) = % Dans l'autre ordre, (x;y) = (y;X) = (V;-X): Sg,°S, = r(O,-g).
. - . - . ope . _ 2_" .

Si ABC est equilatéral direct et H le milieu de [BC] : s,y * S5, = r(A, 3 )et Seam) ° SwB) = r(A, 3), ar

((AB), (AH)) = ¢

° Démontrer avec une rotation

9 Méthode : Comment démontrer avec une rotation

1. Repérer la rotation cachée : triangle équilatéral direct ABC : r(A, g)(B) = C ; triangle
rectangle isocéle direct en A : r( )(B) =C;carré: r(O )autour du centre, ou un quart
de tour autour d’un sommet. 2. Ecrire les images de deux points, en justifiant chacune par
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la définition (méme distance au centre, angle ). 3. Conclure : si r envoie [MN] sur [PQ],
alors PQ = MN et (MQN, PqQ) = 0 (longueurs, angle, orthogonalité si 6 = tg) ; puis, par les
conservations : milieux, alignements, concours.

Modeéle de rédaction. « Soit r la rotation de centre A et d’'angle % Comme AB = AC et
(A*B,AAC) = g, onar(B)=C;de méme r(D) = E. La rotation r transforme donc le segment
[BD] en [CE]; d’aprés la propriété fondamentale, CE = BD et (BD, CE) = I [2n]. »

N

Exemple : un carré dans un carré

Soit ABCD un carré direct de centre O et M € [AB],
N € [BC], P € [CD], Q € [DA] tels que AM = BN = CP = DQ. D P c
La rotation r = r(O, g) transforme A, B, C,Den B, C, D, A. AN
Comme AM = kAB (avec k = 48), on a Br(M) = kBC : . .
r(M) =N ; de méme r(N) = P, r(P) = Q, r(Q) = M. IR N
- OM = ON et (OM, ON) = %, de méme pour N, P, Q: K
MNPQ est un carré de centre O. NS ¥

« Concours: r-r=s, envoie Msur P et NsurQ: O est I\
le milieu de [MP] et de [NQ], donc les droites (MP), -
(NQ), (AC) et (BD) sont concourantes en O.

+ renvoie Asur B et N sur P: |AN = BP et (AN) L (BP)|

Exemple : deux triangles équilatéraux de méme sommet

Soit ABC et ADE deux triangles equilatéraux directs, de c
sommet commun A, et I, J les milieux de [BD] et [CE]. La
rotation r = r(A, g) envoie B sur C et D sur E (modéle de

rédaction): |CE = BD et (BD, C*E) = g . Elle conserve

les milieux : r(1) = J, donc Al = AJ et (Al,AJ) = T:le B
triangle AlJ est équilatéral, quelle que soit la position E
du second triangle.

C B
Exemple : deux carrés de méme sommet

Soit OABC et ODEF deux carrés directs de sommet
commun O. La rotation r = r(O, g) envoie Asur C 0

(0A = 0C, (0A,0C) = &) et D sur F : elle transforme [AD]
2

en [CF], donc ’CF =AD et (AD) L (CF) ‘ Le triangle
OAD a pour image OCF : ils ont la méme aire.
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Exemple : un alignement surprenant

Soit ABCD un carré direct, ABE le triangle equilatéral
construit a U'intérieur du carré et BCF le triangle

S s .. D C
equilateral construit a l'extérieur. Montrons que D, . -

E, F sont alignés.

La rotation: r = r(B,—g) envoie Asur EetCsurF ) 3
(triangles équilatéraux indirects BAE et BCF).

Lantécédent de D : soit P = r''(D) = r(B, g)(D). Alors A -

BP = BD et (BD, BP) = I : le triangle BDP est pe’

équilatéral, donc PB = PD et P est sur la médiatrice r(B,-g) LA (2 1 5,10 1)

de [BD], qui est la diagonale (AC). Conclusion: A, C,
P sont alignés, donc leurs images E, F, D aussi
(conservation de l'alignement). O

Q Construire et chercher des lieux

Méthode : Comment construire ou trouver un lieu avec une rotation

Construire un point N qui doit appartenir a une figure G et étre 'image par r d’'un point M
d’'une figure 7 : analyse: N = r(M) avec M € 7, donc N € r(¥)n G ; synthése : récipro-
quement, tout point N de r(¥) n G convient, avec M = r''(N) € ¥ ; discussion : le nombre
de solutions est le nombre de points de r(#)n G. Lieu: si M décrit 7, alors N = r(M) décrit
exactement r(F) (une droite, un cercle...), car r est bijective.

Exemple : un triangle équilatéral de sommets sur deux droites

On donne A(0;0), D, : y =-1etD, : x = 3. Construire
un triangle équilatéral direct ABC avec B € D, et
CeD,.

Analyse: C = r(A, g)(B), donc C € Dy nD,, ou

D, = r(A, %)(D1 ). Le projeté de A sur D, est H(0;-1),

d’'image H’ (é;—%): D; est la perpendiculaire a (AH’)

en H’, d’équation ‘/;x— %y =AH? =1, soit/3x-y = 2.

Synthése : D, n D, est le point C(3;3v/3-2) et

B=r(A-1)(C)=|(6-V3;-1)|€D,. Contrdle:

AB2? = AC? = 40 - 12,/3. Discussion : une seule
solution directe ; une autre, indirecte, avec r(A, —%)
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Exemple : un carreé inscrit dans un parallélogramme

Soit le parallélogramme A(0;0), B(5;0), C (? : 4),

D(%;4), de centre O(%;Z). On cherche un carré
direct MNPQ avec M € (AB), N € (BC), P € (CD),

Q € (DA).

Analyse : le milieu de [MP] est sur la paralléle a (AB)
a mi-distance de (AB) et (CD), celui de [NQ] sur la
paralléle a (BC) a mi-distance de (BC) et (DA) : le
centre du carré est donc O, et

N = r( )(M) € r( )((AB)) Cette droite est

X== (perpendlculalre enH’ (21 2) a (OH'), image

du prOJete H(E 0)) Syntheése : elle coupe (BC) en
w(213)s i =0, -2)0 - (210),

P = 5,(M) = (%,4)0 so(N) = (g ) MNPQ est un

°°|ﬁ
()]

carré de centre O, de coté MN =

Lieux. 1. Soit A un point fixe et € un cercle de centre | et
de rayon R ne passant pas par A. A tout point M de €, on
associe le point N tel que AMN soit équilatéral direct. Alors
N = r(A E)(M) : quand M décrit €, N décrit le cercle ¢’ de

centre |’ = r(A, 3)(I) et de rayon R (figure) ; et tout point de
C’ est atteint. 2. Si M décrit une droite D et si OMN est
rectangle isocéle direct en O, alors N = r( )(M) décrit la

droite r(O, 5)(D), perpendiculaire a D. 3. Si M est fixe et si
l'angle 6 varie, r(Q, 8)(M) décrit le cercle de centre Q passant
par M.

@ Pour aller plus loin

Le quart de tour en coordonnées. Dans un repére orthonormé direct, on note p(ii) le vecteur de
coordonnées (-y;x) si t(x;y) : si r est un quart de tour direct (de centre quelconque), r(A) = A’
et r(B) = B', alors A'B’ = p(AB) (section 6). On vérifie que [|p(@)|l = ||dll, & - p(&) = 0, det (&, p(@)) =
x2+y2, p(p(ih) = -0, p(T + V) = p(T) + p(V) et p(ki) = kp(d). Carré direct: ABCD est un carré direct
&> AD = BC = p(AB). Ainsi, pour A(1;1) et B(4;2) : AB(3; 1), p(AB)(-1;3), d’0t D(0; &) et C(3;5).
Carrés construits sur les cotés d’un parallélogramme (Thébault). Soit ABCD un parallélogramme
direct de centre O, et P, Q, R, S les centres des carrés construits a 'extérieur sur [AB], [BC], [CD],
[DA]. Avec @ = OA, b = OB (donc OC = -d, OD = -b), chaque centre étant a la distance %AB du
milieu, du cdté droit : OP = 2(d + b) - lp(B d) et 0Q = 1(5 d) - 2p(-d - b). Commep-p =-Id:
p(OP) = 2p(d + b) + %(B - d) = 0Q, soit r( )(P) = Q; de méme (remplacer (d,b) par (b, -d))
Q~ R+~ S+ P: PQRS estun carré de centre O.

Rotations d’un polygone régulier. Pour un polygone régulier direct A, ...A_ de centre 0, OA, = - =

OA, et (0A,, OA,,,) = 2 : les n rotations r (0, 1) (0 < k < n-1) le conservent. Ce sont les seules :
une telle rotation permute les sommets, donc fixe leur isobarycentre O ; son centre est O et r(A,)
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est un sommet A,, d'ou l'angle z(kn—”" Triangle équilatéral : 3 ; carré: 4 ; hexagone : 6. Et r(O, 27")
est la composée de deux symétries d’axes du polygone faisant 'angle % (section 8).

Carrés construits sur deux cotés d'un triangle. Soit ABC
un triangle direct, ABDE et ACFG les carrés construits a
Uextérieur (E et G adjacents a A) : AB = p(AE) et AG = p(AC).
1 r(A, g) envoie E sur B et C sur G: EC = BG et (EC) L (BG)

(section 9). 2. Un concours : soit X le point tel que
AX = p(BC) ; il est sur la hauteur issue de A. Alors

CD = CB + BD = -BC - p(AB) = p(p(BC) - AB) = p(BX),

car BX = BA + AX ; de méme BF = BC + p(AC) = -p(CX). Donc
(CD) L (BX) et (BF) L (CX) : les droites (CD), (BF) et (XA)
sont les trois hauteurs du triangle XBC. Elles sont con-
courantes : (CD), (BF) et la hauteur issue de A du triangle
ABC passent par un méme point K.

Le théoréme de Napoléon (admis). Si l'on construit des
triangles équilatéraux a l'extérieur sur les trois cotés d’'un
triangle quelconque, leurs centres forment un triangle
équilatéral. Vérification sur A(0;0), B(4;0), C(1;3) (triangle
direct). Le centre du triangle équilatéral extérieur sur [AB]

= 1- 85 (AB) o ili i AB_
estNg = 1-% p(AB), ot I est le milieu de [AB] (distance SFau

milieu) : NC(2;—£), NA(§+£‘§+£), NB(1—£'§+£).

3 2 22 2 2 2'2 6
Par exemple NAANB (—2 - \/—; _g)' d’ol NANE =7 +4/3+ % s et
'on trouve

2N N2Z=N N2 22
N,NG = NgNZ = NcNG = 5 + /3,

Le centre du triangle de Napoléon est (%;’I) : C'est aussi le
centre de gravité de ABC.

© Les piéges classigues

X Faux v Vrai

« 0 >0:jetourne dans le sens des le sens direct est le sens inverse des aiguilles

aiguilles d’'une montre » d’'une montre ; pour 6 < 0, on tourne dans le
sens des aiguilles

r(M)=M < (QM’,QM)=6 (QM, QM) = 8 : on part du point vers son
image ; l'autre ordre donne -6

« ABC est équilatéral, donc seulement si ABC est direct ; sinon

r(A, g)(B) =C» r(A,—g)(B) = C : on verifie toujours le sens de
la figure

r(Q,0)" = r(Q,0) ou r(Q, %) r(Q,0)" = r(Q,-0) ; seules Id et S, sont leur

propre réciproque
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« r((), —37") est un quart de tour indirect,
car son angle est négatif »

1" Bac Sciences Mathématiques

langle est défini a 2m prés: -3 = -2+ 2,
c'est le quart de tour direct ; on lit le sens sur
la mesure principale

« une droite passant par Q est
invariante »

son image passe par Q mais fait 'angle 6 avec
elle (D,D’) = 6 [rr]) ; elle n’est invariante que
si0=0([m]

« l'image du cercle de centre | est un
cercle de centre I »

son centre est I’ = r(l), son rayon est le méme ;
le centre reste | seulementsil=Q

« une isomeétrie qui fixe Q est une
rotation de centre Q »

la symétrie d’axe D (avec Q € D) fixe Q et
conserve les distances, mais change les
angles orientés en leurs opposeés : ce n’est
pas une rotation

« le centre de la rotation qui envoie A sur
A" est le milieu de [AA'] »

seulement si 6 = m; en général, il est sur la
médiatrice de [AA’], a la position fixée par 6

« le centre est toujours l'intersection des
médiatrices de [AA’] et [BB'] »

si elles sont confondues, le centre est
(AB)n(A'B’);siA=A, cest A; et on vérifie
d’'abord A'B’ = AB

X' =(x-a)cosOB-(y-b)sinO (centre
Q(a; b))

X' -a=(x-a)cosB-(y-b)sin6:on n'oublie
pas de rajouter a (et b)

«x'=y,y' =xestun quart de tour »

c'est la symétrie d’'axe y = x ; le quart de tour
direct de centre O est (x;y) ~ (-y; X)

Sy *Sp =1(Q,(D,D")) =5 - s,

Sy *Sp = 1(Q,2(D,D")) : langle est doublé, et
l'ordre change son signe

rQ,8) - r(Q,8') = r(Q, 66")

les angles s'ajoutent : r(Q,0 + 6') (méme
centre seulement)

@ Les astuces des cowncours

Y Astuce de concours : <«<voir > la rotation cachée

Un triangle équilatéral, un triangle isocéle rectangle, un

m m

carré, un hexagone régulier cachent une rotation de +Z, +Z

ou 2?” : elle déplace des longueurs sans les changer.

=3'72

Exemple : ABC est équilatéral direct et P un point intérieur
tel que PA = 3, PB = 4, PC = 5. La rotation r = r(B,—g)
envoie A sur C ; soit P* = r(P). Alors BPP’ est équilatéral
(PP = 4) et P'C = PA = 3. Le triangle PP'C a pour cotés
3, 4, 5: il est rectangle en P’ (Pythagore). Donc BP'C =
60" +90" = 150, et‘AISB = CP'B = 150 ‘(la rotation conserve
les angles). Enfin, par Al-Kashi dans APB : AB?> = 9 + 16 -

2405150  =|25 +12y/3 |
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Y Astuce de concours : transporter une longueur pour redresser une ligne brisée

On fait tourner un morceau de la figure pour mettre bout a bout des longueurs dispersées.
Exemple : ABCD est un carré direct de c6té 1, M € [BC], N € [CD] et MAN = 45'. La rotation
r(A,—g) envoie D sur B et N sur un point N’ de la droite (BC), au-dela de B, avec BN’ = DN.

Comme AN’ = AN et MAN’ = 90" - 45" = MAN, la droite (AM) est un axe de symétrie de la figure
NAN' : MN = MN’ = MB + BN’, soit|[MN = BM + DN|. Le périmétre du triangle CMN vaut donc
toujours CM + CN + BM + DN = 2.

¥ Astuce de concours : le guart de tour en coordonnées : (x;y) — (-y;X)

Pour montrer que CD = AB et (CD) L (AB), il suffit de vérifier que CD = ip(AqB), sans calculer
de racine. Exemple : A(1;2), B(4;3), C(0;1), D(-1;4) : AB(3;1) et CD(-1;3) = p(AB). En
prime, la rotation d’angle % qui envoie A sur C envoie B sur D.

Y Astuce de concours : trouver le centre sans hésiter

Un point fixe connu est le centre. Sinon : résoudre x’ = x, y' = y en coordonnées ; couper
les médiatrices de [AA'] et [BB’]; ou placer Q sur la médiatrice de [AA’] avec 'angle a la base
% du triangle isocéle QAA’. L'angle se lit sur un vecteur et son image : 6 = (A*B,A'*B').

¥ Astuce de concours : décomposer en deux symétries

On écrit r(Q,0) = sp, - s, en choisissant D passant par un point utile M : alors s,(M) = M,
donc r(M) est le symétrique de M par rapport a D’, la bissectrice de l'angle MQM’. Exemple:
r(O,23—") et M(2;0) : avec D = (Ox), D’ fait l'angle g avec (Ox), et le symétrique de M par

rapport a D’ est (-1;+/3).
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Angles orienteés (rappels)

Chasles: (i, v) + (v, w) = (0, W) [2m];
(\71 l-j) = - (a; ‘7) ' (-CI, ‘7) = (EI, ‘7) +10.
a-v=|lallvi cos(d,v),

det(d, V) = [[a]l IV |l sin(d, V).

Droites : (D, D’) défini a  preés, 2(D,D’) a 2m pres.

Définition r = r(Q, 6)

r(Q)=Q;pourM=zQ:

M’ = OM

(QM, M) = 6 [2n]

6=0:1d; 6=m:s,; Gstg:quartsdetour.
6 # 0: Q est le seul point invariant.

r est bijective: r(Q,0)™" = r(Q, -0).

rMm =M <

Propriété fondamentale

r(M)=M’, r(N)=N" = M'N" = MN et
(MN, M7N’) = 6.

Deux points distincts et leurs images
déterminentr; 6 = (AB,A'B").

Conservations

Distances, produit scalaire, angles orientés,
milieu, barycentre, alignement, parallélisme,
orthogonalité, aires, orientation.

Images

Droite (AB) » (A'B’), ((AB),(A’B")) =0 [r];
QeD=>0eD.

Image de D : H projeté de QsurD ;D" L (QH') en
H'.

Segment » segment ; cercle ¢(I,R) » C(I',R);
triangle, polygone  figure de mémes cotés et
angles.

Expression analytique (repére orthonormé
direct)

x' -a=(x-a)cos6-(y-b)sinb
y'-b=(x-a)sin6+(y-b)cosH
r(0,2): (x;y) = (-y;x); r(O,m):

(x;y) = (=x;-y).

X =ax-By+c,y =Bx+ay+d,a’>+B%=1,
(a, B) # (1,0) : rotation, cos 6 = a, sin 6 = 3, centre
= point invariant.

Q(a;b):

Déterminer une rotation

Az A et #0: une unique rotation, centre sur la
médiatrice de [AA’] (systéme de déterminant
2 -2cos0).

A'B’ = AB: cos 6 = 4BAE sin g = LBAB)

2 2 !

centre = intersection des médiatrices de [AA'] et
[BB'] (si confondues: (AB)n (A'B’)).

Composer

r(Q,0")-r(Q,0) =r(Q,06+86); r(Q,6)" =r(Q,nd).
DnD' ={Q}: s, -s,=r(Q,2(D,D')); DLD :s,.
r(Q,0) =sy, - s,, D> Qquelconque,

(D,D’) = & [m].

Démontrer, construire
Equilatéral direct ABC : r(A, %)(B) = C; isocele
rectangle directen A: r(A, g)(B) =C; carré:

m
r(O, E)
r((MN]) = [PQ] = PQ = MN, (MN, PQ) = 6.
Construire: N=r(M))Me F,Ne G =
Ner(F)ng; lieuderM): r(F).

Vecteurs: p(x;y) = (-y; x); ABCD carré direct
< AD = BC = p(AB).

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations : r(Q,0) est la rotation de centre O et d'angle 6, s, la symétrie de centre Q ; le repére est
orthonormé direct. Un triangle ABC est direct si (A*B,A#C) a une mesure dans ]0;m[, un carré ABCD si
(AB,AD) = I [2n].

@ Niveau | - Bases

Exercice 1 Angles orientés : échauffement * corrigé p. 39
o 35m _17m 100m 5 o (oY = 2T ot (U @) = - : i
1. Mesures principales de =%, y 5o 7 2 (a,v) = =€t (v,w) = s [2m] : mesures de (a, w),

(w, a), (-a,v), (4, -w), (-v,-w), (3v,-20) ? Que dire de U et W ?
3. OAB est equilatéral direct et OBC isocéle rectangle en O avec (O*B, OAC) = g [2r]. Mesures de
(0A, OC), (AD, OC) et (BA, BC) (Chasles en passant par BO) ?

Exercice 2 Sur le cercle trigonométrique * corrigé p. 39
C est le cercle trigonométrique, M(t) son point de coordonnées (cost;sint) etA=M (%)

1. Montrer que r(0, a) transforme M(t) en M(t + a). 2. Placer A et ses images A;, A,, A;, A, par

r(O, g), r(O, —2?"), r(0, m), r(O, g) : coordonnées ?

3. Quelle rotation de centre O transforme Aen M (—37") ?A,enA, ? 4 Nature dutriangle AA/A, ?

Exercice 3 Surun quadrillage » corrigé p. 40

Q(1;1), r = r(Q, —%) : si OM(a; b), alors QM’(b; -a).

1. Placer A(4;1), B(4;3) et leursimages A’, B'. Images de [AB] et de la demi-droite [AB) ? Directions
de (AB) et (A'B’) ?

2. D est la droite y = 3 et H le projeté orthogonal de Q sur D : construire H' = r(H), puis D’ = r(D)
sans autre point ; équation de D' ?

3. Construire 'image du cercle de centre I(-2;2) et de rayon 1. 4. Trouver le point P de D dont
'image est sur D.

Exercice 4 Rotation ou pas? * corrigé p. 40

1. A(1;0), B(3;0), C(1;2) ; on donne les images respectivesde A, B, C: T,:(0;1),(0;3),(-2;1); T,:
(-1;0),(-3;0), (-1;-2) ; T;:(0;1),(0;3),(2;1); T,:(0;-1),(0;-3), (2;-1). Lesquels sont images
de ABC par une rotation de centre O ? Angle ?

-1
2. Vraioufaux? a) r(Q, ”T") estun quart de tour indirect. b) r(Q,-3m) = s,. c) r(Q, %) = r((), 5?")
d) Si r(A) = B, alors r(B) = A. e) Une transformation qui conserve les distances et fixe O est une

rotation de centre O.
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Exercice 5 Calculer des images en coordonnées corrigé p. 40

1. Expressions analytiques de r(O, %), r(0, m), r(O, —g) ; image de A(3;-2) par chacune ?

2.r, = r(Q, %), O(-1;2) : montrer que x’ =1-y,y" = x +3; calculer r,(A), r,(0), r,(B) pour B(1;1);
vérifier QA = QA’ et QA - QA’ = 0.

3. Expression analytique de r, = r(O, g) ; images de P(Z\/§;2), Q(-2;0), R(1;—\/§) ; verifier OP =
OFP'.

Exercice 6 La propriété fondamentale * corrigé p. 40

ABC est un triangle direct rectangle en A, AB = 3, AC = 4, et | le milieu de [BC]. Une rotation r de

centre Q et d'angle 2?" transforme A, B, C,len A, B', C', I'.

1. CalculerA’B’,A'C’,B'C’,lairede A'B'C’ ; montrer que I’ est le milieude [B'C']; A’l’ ? 2. Mesures
de (A'B",A'C"), (AB,AB"), (BC,C'B’) ? (BC) et (B'C’) sont-elles paralléles ? Angle ? 3.SiQ = A,
calculer BB’ et CC'.

Exercice 7 Une figure et son image * corrigé p. 4l

AB = 4, | est le milieu de [AB], € le cercle de diameétre [AB], A la médiatrice de [AB] ; r = r(A, g),

B =r(B), I' =r(l).

1. Construire B’, I’. Nature de ABB’ ? Montrer que I’ est le milieu de [AB'] et que I € C.

2. Construire les images €’ de ¢, A’ de A et celle de la demi-droite [BA) ; montrer que A’ passe
par B.

3. K est le milieu de [BB'] : montrer que € n €’ = {A;K}. 4. Montrer que A et A’ se coupent au
centre G de ABB’ et font un angle de 60°.

Exercice 8 La rotation réciproque * corrigé p. 4l

1. Réciproque de r(Q, g) ? Montrer que Q est son seul point invariant.

2. r= r(Q,—g), 0O(3;1). a) Montrer que x’ =y +2,y" = -x + 4. b) Antécédent de P(5;0) : par un
systéme, puis avec r''. c) Retrouver le point invariant. d) Expression de r-r ? La reconnaitre.
e) Montrer que tout point N(a; B) a un unique antécédent : r est une bijection.

@ Niveau 2 « Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : un carré, quatre triangles * x corrigé p. 4!

ABCD est un carré direct de centre O et de coté 4 ; E = r(A,—%)(B), F= r(B, —%)(C), G-= r(C, —%)(D),

H = r(D,-%)(A), etr= r(O, g)

1. Montrer que ABE est équilatéral, E et D de part et d’autre de (AB) (de méme pour F, G, H) ;
figure.

2. Rappeler r(A), r(B), r(C), r(D) ; par conservation des distances et des angles, montrer que r(E) =

F; de méme r(F) = G, r(G) = H, r(H) = E. 3. En déduire que EFGH est un carré de centre O.
4. Montrer que AF = BG, (AF) 1 (BG) et CH = AF. 5. Calculer OE (milieu de [AB]), puis EF et AF.

Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : déterminer une rotation * % corrigé p.42
On donne A(1;-1), B(3; 1), A’(3; 3), B'(1; 5) et C(5; 3).
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1. a) Vérifier que AB = A'B’ et que A'B’ se déduit de AB par (a; b) ~ (-b;a); mesure de (AB,A'B’) ?
b) Justifier qu'il existe une unique rotation r telle que r(A) = A" et r(B) = B’ ; son angle ?

2. a) Equations des médiatrices de [AA’] et [BB']; centre Q de r ? b) Expression analytique der;
vérifier les images de A et B. c) Figure.

3. Montrer qu'il existe une unique rotation r’ telle que r’'(A) = B’ et r'(B) = A’ ; angle ? Que dire
des médiatrices de [AB'] et [BA'] ? Calculer le centre Q' de r’ (expression analytique) et vérifier
que Q" € (AB)n (A'B’). 4. Une rotation peut-elle transformerAen A’ etBen C?

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : expression analytique * » corrigé p.42

f associe & M(x; y) le point M'(x’;y") tel que X' = -2x - @y +3 ety = éx -1y - V3.

1. Montrer que f a un unique pointinvariant Q, puis que f est une rotation (centre, angle). 2. Cal-
culer O’ = f(0) ; verifier Q0O = QO".

3. Equation de l'image par f : a) de l'axe des ordonnées ; b) de 'axe des abscisses (il passe par
Q).

4. C: x2+y? - 43y -4 = 0. a) Montrer que € est un cercle passant par Q. b) Equation de
C' = f(€)? c)Déterminer €n€’. 5.Sans calcul, montrer que f- f- f = Id.

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : deux carrés de méme sommet * x corrigé p. 43

m

ABCD et AEFG sont deux carrés directs de méme sommet A ; r = r(A,E

r(B) = D, r(E) = G, d'oll BE = DG et (BE) L (DG).

1. E' est le symétrique de E par rapport a A. Montrer que r(G) = E’, puis que les triangles ABG et
ADE ont la méme aire.

2. Les droites (BE) et (DG) se coupent en K (on suppose K # A). a) Montrer que K appartient aux
cercles I', et I, circonscrits aux deux carrés. b) En déduire que C, K, F sont alignés : (BE), (DG)
et (CF) sont concourantes.

3. Exemple : A(0;0), B(4;0), E(-2;-3) ; calculer C, D, F, G, les aires du 1., puis K, et vérifier que
K € (CF).

). On rappelle (cours) :

Exercice 13 Composer des rotations de méme centre * x corrigé p. 43

11, r(Q,%), 2 = r(Q,?—’zT) : reconNaitre ry « ry, 1y« 1y o ry, 13, 15, 150 - r,. 2.p = r(Q, %),
p" =p---p(nfois): entiersn 2 1 tels que p" = Id ? tels que p” = s, ? 3. Pour quels 6 a-t-on

r(Q,0)-r(Q,08) =s,?

4, f: x' = éx-%y, y' = %x+ éy. Reconnaitre f ; expressionsde f-f etde f-f-f ? Les reconnaitre.

Exercice 14 Composer deux symétries axiales * x corrigé p. 43

1. s,, s, sont les symétries d'axes A, = (Ox) etA,:y = J3 x. a) Mesure de (A1,A2) ? b) Vérifier que
s, s‘écrit x’ = —%x + éy, y' = @x + %y (milieu de [MM'] sur A,, MM’ L 0(1;\/5)). c) Expressions
des,-s, ets, -s,? Les reconnaitre. d)Image de M(2;0) pars, -s, ?

2. ABCD est un carré direct de centre O, I et K les milieux de [AB] et [CD], A = (IK). Reconnaitre
Sac) * Sa €t Siac) * S(ap  €crire r(O, %) = Sy * S(ac) et verifier sur l'image de B.

Exercice 15 Un trapéze et son image * % corrigé p. 44
A(0; 0), B(6; 0), C(4;3), D(1;3), et r = r(Q, -g) avec Q(2;1).

1. Verifier que ABCD est un trapéze ; expression analytique de r ; A’, B, C', D' ? 2. Pourquoi
A’B'C'D’ est-il un trapéze ? Position de (A'B’) par rapport a (AB) ?
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3. Point commun | aux diagonales de ABCD ; en déduire, sans calculer d’'intersection, celui des
diagonales de A'B’'C'D’.
4. Calculer AC - BD, A’C’ - B'D’ et l'aire de A’B'C’'D’. 5. Point M de (AB) dont l'image est sur (BC) ?

Exercice 16 Toutes les rotations qui envoient A sur A’ * % corrigé p. 44

1. A(4;0), A'(0;2) : montrer que le centre de toute rotation qui transforme A en A’ est sur la
médiatrice A de [AA’] ; équation de A ?

2. Avec l'expression analytique (Q(a; b) inconnu), trouver le centre de la rotation d’angle 6 qui
transforme A en A’ pour 6 = g, -g, .

3.0= % : montrer que QAA’ est équilatéral ; en deduire deux points candidats et trouver celui qui
convient. 4. Montrer que tout point de A est le centre d’'une unique rotation qui transforme A

enA'.
) Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Une famille de transformations * % » corrigé p.44

Pour m € R, f, associe & M(x;y) le point M’ tel que x' = X2 4 r o 12emy

1. Sif, (M) =M etf (N)=N', montrer que M'N'? = %MN2 ; pour quels m f, conserve-t-elle
les distances ?

2. Montrer que f. = r(Q, 6) avec Q(2; 3), cos 6 = % etsin@ = % 3. Méme étude pour f_ ; exprimer
son angle 6’ a l'aide de 6.

4. Calculer U'expression de f. - f. et vérifier que c'est r(Q, 26).

Exercice 18 Une droite et son image : ol est le centre ? * % x corrigé p.4S

D est 'axe des abscisses, D’ la droite y = v/3(x + 2) et K(-2; 0).

1. Vérifier que Dn D’ = {K} et que r(K, g) transforme D en D'.

2. Q(a;b) etr = r((),%). a) Image du point (t;0) ? En déduire que r(D) || D’. b) Montrer que
r(D) = D' < b =-/3(a+2). c)En déduire que les centres des rotations d’angle g qui
transforment D en D’ forment une bissectrice de D et D'.

3. Déterminer la rotation d’angle g qui transforme D en D’ et O en P(O; 2\/5)

4. Montrer que les centres des rotations d’angle "3—" qui transforment D en D’ forment l'autre
bissectrice.

Exercice 19 Un point dans un carré * x * corrigé p.4S
ABCD est un carré direct, M un point intérieur tel que MA = 1, MB = 2, MC = 3 ; r = r(B,—g),
M’ = r(M).

1. Montrer que r(A) = C; nature de BMM’ ? Calculer MM’ et CM’. 2. Montrer que MM'C est rectangle
en M’ ; en déduire BM'C, puis AMB. 3. Calculer le coté du carré.

Exercice 20 Un ensemble de points * » * corrigé p. 4S

ABC est un triangle direct isocéle rectangle en A,AB=AC =q, etr = r(A, %)
1. Vérifier que r(B) = C. Pour M € (BC), M # B, et M’ = r(M) : montrer que CM' = BM et (CM’) L (BC).
2. Montrer que MM'2 = 2MA?, puis que MB? + MC? = 2MA? (vrai aussi si M = B).
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3. Dans le repére (A; 14B, %A*C), montrer que MB2 + MC? - 2MA? = 2a(a - x - y) ; en déduire & =
{M | MB? + MC? = 2MA?}. 4. Déterminer et construire F = {M | MB? + MC? = 2MA? + a?}.

Exercice 21 Un parallélogramme et deux triangles équilatéraux * » corrigé p. 46

ABCD est un parallélogramme avec (AB,AD) € ]0;ni[ ; E = r(A,—%)(B) etF = r(A, %)(D).

1. Montrer que ABE et ADF sont équilatéraux, extérieurs au parallelogramme, et que (E7\, E*B) =
—g [2m].

2.p= r(E,-g). a) Montrer que p(A) = B. b) Montrer que AF = BC et (A*F, B*C) = -Z [2m]. c) En
déduire que p(F) = C, puis que CEF est équilatéral.

3. Exemple : A(0;0), B(4;0), D(1;3) ; calculer C, E, F et vérifier que EF2 = EC2 = CF2 = 30 + 124/3.

Exercice 22 Rotation et symétries de méme centre * * corrigé p. 46

1. r=r(Q,0);D, D', D" passent par Q, avec (D,D’) = (D", D) = g []. Montrerquer =s,,-Sy = SpSp.,
puisr-s,=s,, ets,-r=s,,.

2. ABC est équilatéral direct de centre O ; A, B,, C, sont les milieux de [BC], [CA], [AB], s,, S, S¢
les symétries d'axes (AA,), (BB,), (CC,); r = r(O, 2?") a) Mesures modulo m de ((4A,), (BB,)) et
((AA1), (cc, )) ? b) Reconnaitrer-s,,s,-s,, s, r; vérifier sur les images de A et B.

3. Le catadioptre. Un rayon de direction i se réfléchit sur deux miroirs perpendiculaires D, puis
D, ; chaque réflexion transforme sa direction par la symétrie vectorielle d’axe le miroir. Montrer
qu'il repart dans la direction -i. Et pour un angle de g ?

Exercice 23 Un triangle équilatéral et deux cercles * x * corrigé p.46
A(0;0); I', est le cercle de centre I,(4;0) et de rayon 2, I, celui de centre I,(2;0) et de rayon 2. On
cherche les triangles équilatéraux ABC telsque Be T, et C €T,.

1. Analyse : si ABC est direct, montrer que C € r(A, %)(ﬁ) nT,;ets'ilestindirect? 2. Quand B
décrit [, quel ensemble décrit r(A, %)(B) ? Equation ?

3. Déeterminer les points C possibles et les quatre triangles solutions ; construire. 4.0n remplace
le rayon de ', par A > 0: pour quels A le probléme a-t-il des solutions ?

@ Niveau 9 « Concours

Exercice 24 Un triangle équilatéral sur trois droites paralléles * x * x corrigé p. 47
D,:y=1D,:y=0,D;:y=-2etA0;0) € D,. On cherche B € D, et C € D, tels que ABC soit
équilatéral.

1. Si ABC est direct, montrer que C € r(A,%)(D1) n D, ; en déduire C, B et le coté. Nombre de
solutions ?

2. Cas général: D,:y =p,Dy:y =-q(p,q >0). Montrer que le coté £ vérifie £ = %(p2 +pq +q?).
3. Montrer que £ > p + g ; cas d’égalité ?

Exercice 25 Le triangle équilatéral inscrit dans un carré * x x % corrigé p.47
ABCD est un carré direct de coté 1; on cherche E € [BC] et F € [CD] tels que AEF soit équilatéral.

1. SiAEF estdirect, montrer que F est sur 'image de [BC] parr = r(A, %) Dans le repére (A;AQB,A*D),
avec E(1;t), t € [0; 1], calculer r(E) et en déduire t.
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2. Montrer qu'il n'y a pas de solution indirecte ; conclure que BE = DF = 2 -/3. 3. Montrer que
AE = /6 - /2 ; aire de AEF ? En déduire tan %

Exercice 26 Linégalité de Pompeiu * * x % corrigé p. 43

ABC est un triangle équilatéral direct de coté a et P un point du plan;r = r(A, g), P" = r(P).

1. Montrer que r(B) = C, PP’ = PA, P'C = PB; en déduire que PB < PA + PC : PA, PB, PC sont les
cotés d’un triangle (peut-étre aplati).

2. Egalité : pour P # A, C, montrer que PB = PA+PC <> (PA, P*C) = 2?" [2m], i.e. P est sur l'arc
AC du cercle circonscrit ne contenant pas B (Van Schooten). 3.Si a = 7, montrer qu’il existe un
point P de cet arctel que PA=3 et PC=5;PB?

Exercice 27 Le théoréme de Van Aubel * % % % corrigé p. 43
Pour @i(x; y), on pose R(l) = (-y; x). ABCD est un quadrilatére convexe parcouru dans le sens direct;
| est le point tel que r(l,—%)(A) = B (centre du carré construit sur [AB] a 'extérieur) ; J, K, L sont
définis de méme sur [BC], [CD], [DA].

1. Montrer que R(@l + ¥) = R(d) + R(?), R(kii) = kR(d), R(R(@)) = - et r(0, 2)(M) = M’ > O =
R(QM). 2. Montrer que IA = R(IB), puis Ol = %(dA +0B) - %R(A*B) : de méme pour J, K, L.
3. Montrer que JL = R(IK), d’o0 IK = JL et (IK) L (JL). 4. Exemple: A(0;0), B(4;0), C(5;3), D(0; 4).

Exercice 28 Le trésor de Uile * % x* corrigé p. 43

« Du gibet G, va au chéne C en comptant tes pas, tourne d’'un quart de tour a droite, fais autant
de pas: plante S,. Du gibet, va au pin P, tourne d’un quart de tour a gauche, fais autant de pas:
plante S,. Le trésor T est au milieu de [S,S,]. » Le gibet a disparu ! C(-2;0), P(2;0), G(x; y).

1. Justifier que S, = r(C, g)(G) ets, = r(P, -g)(G). 2. CalculersS,, S,, T : le trésor se trouve sans le
gibet ! Nature de CTP ?
3. Exprimer S, en fonction de S, ; en déduire que r(P, -%) . r(C, -%) =S

Exercice 29 Dans un hexagone régulier * % corrigé p. 49

ABCDEF est un hexagone regulier direct de centre O et de coté 2 ; M, N sont les milieux de [CD],

[DE]; (AM) et (BN) se coupenten P ;r = r(O, g)

1. Montrer que r transforme A, B, C, D, M en B, C, D, E, N ; en déduire que AM = BN et que (AM),
(BN) font un angle de 60°. 2. A laide de l'image de ABCM, montrer que le triangle ABP et le
quadrilatéere MDNP ont la méme aire.

3. Avec 0(0;0) et A(2;0), calculer M, N, P, AM, cette aire commune et %.

Exercice 30 Le défi de la couverture : le point de Fermat * x % % corrigé p. 49

ABC est un triangle direct dont les angles sont inférieurs a 120", et S(M) = MA+MB+MC ; r = r(A, g),

C' =r(C)et M =r(M).

1. Montrer que MM’ = MA et M'C’ = MC, puis que S(M) = BM + MM" + M'C’ 2 BC'.

2. On admet qu'il existe F intérieur au triangle tel que AFB = BFC = CFA = 120". Montrer que B, F,
F’, C' sont alignés dans cet ordre, puis que S atteint son minimum BC’ en F et seulement en F.

3. B* = r(A,—g)(B), et BCA* est equilatéral, extérieur a ABC. Montrer que CB* = BC' et que F est
sur (BC'), (CB*) et (AA*) (construction de F).

4. Exemple: A(0; 4), B (—\/5; 0), C (2\/5; -1 ) Vérifier les hypothéses ; calculer C' et BC' ; vérifier que
F(0; 1) est sur (BC’) et voit les cotés sous 120°. Minimum de MA + MB + MC ?
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

@ Déhnition et constructions

r=r(Q,0)fixe Qet, pour M= Q: r(M)=M < QM = QM et (OM,QM’) = 0 [2n]; r™" = r(Q, -0).
Repére orthonormé direct d’origine Q: si OM = d et (7, 07\4) = (p, alors M'(d cos(y +6); d sin(¢p + 6)).

Exercice 31 Un point et sept rotations * corrigé p. S0

Soit OM = 3 cm. Pour 6, = zi", 6, = 397”, 6, = 13m, 6, = -40m, 6, = 97”, 66 = 2, 6, = -1¢, on note
r, la rotation de centre Q et d'angle 6,, et M, = r,(M).

1. Mesure principale de chaque 6, ? Quelles r, sont l'identité, une symétrie centrale, un quart de
tour?

2. Placer M,,...,M,. Quels points sont confondus ? Quelles rotations sont égales ? reciproques
U'une de l'autre ? Ecrire r;" = r(Q, a) avec a € ]-m, m].

- -

3. Mesures de (QM,, QM,) et (QM,, QM,) ? Rotation de centre Q envoyant M, sur M ? Image de

M, par r(O,—%”) ?

Exercice 32 Sur un réseau triangulaire * corrigé p. S0

Le plan est pavé par des triangles équilatéraux de coté 1. On fixe un o
noeud Q et deux nceuds voisins E, F tels que (OE,QF) = g ; on pose

€, = QF, €, = QF. Tout nceud N vérifie QN = a€, + b€, (a,b) € Z*: on le
note N[a, b]. Soit r = r(o, g) etp = r(o, 2?")

1. Montrer que G[-1,1] est un voisin de Q et que (QE, QG) = 21, En déduire r(E) et r(F).

2. On admet (conservation du barycentre) que, pour toute rotation f de centre Q, QﬂN) = an(E)+
bQf(F). Montrer que r(N[a, b]) = N[-b, a + b], puis donner l'image de N[a,b] par r', p, p~" et la
symétrie s,.

3. Soit A[2, 1]. Calculer et placer r(A), p(A), s,(A), p™'(A) et " (A).

4. Montrer que QN? = @ + ab + b?. Le noeud P[1, 2] est-il 'image de A par une rotation de centre
Q ? par une rotation de centre Q d’angle multiple de % ?
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Exercice 33 Transporter un angle au compas * % corrigé p. Sl

Un angle est dessiné par trois points non alignés P, Q, R ; 6 est une mesure de (qu' P*R). On donne
Q#M,d=0QM,etr=r(Q,0). But: construire M" = r(M) sans rapporteur.

1. Le cercle de centre P et de rayon d coupe [PQ) en Q, et [PR) en R,. Montrer que Q,R, =
.
2d |sm 3|.
2. Montrer que M’ et M” = r"'(M) sont sur le cercle € de centre Q et de rayon d et sur le cercle I
de centre M et de rayon Q,R,.

3. Si @ #0[m], montrer que € nT ={M’,M"}. Comment reconnaitre M'? Cas 0 =m ?

4. Application: d =4 cm, cosf = %, 6 € 10, m[. Calculer MM’ et M'M".

Exercice 34 Le centre est hors de la feuille * corrigé p. Sl
Le centre Q de r, d'angle 6 # 0 [2m], est hors de la feuille ; on connait 6, un point A et A" = r(A).

1. SoitM # A et M = r(M). Justifier que A'M’ = AM et (AM,A’M’) = 8. Réciproquement, montrer que
Si A'N = AM et (AM,A'N) = 6, alors N = M".

2. Soit P tel que A’P = AM. Montrer que M’ = r(A’, 8)(P) et en déduire une construction de M’ sur
la feuille. Comment construire I'antécédent d’un point ?

3. Application: 6 = g Construire au compas l'image d’un triangle ABC et celle du cercle de centre
B passant par C.

Exercice 35 Les rotations qui conservent un quadrillage * » * corrigé p. 52

Dans un repére orthonormé direct (O;T,j), Q est 'ensemble des noeuds (points a coordonnées
entiéres) ; une rotation r conserve O si r(Q) = Q.

=

1. Soit r de centre Q et d'angle 6 € ]-mr, ] qui conserve O, et I(1;0). Montrer que r(O)r(l) a des

coordonnées entiéres et pour norme 1, puis que 8 € {O, g,rr,—g}.

2. Cas 6 = m: montrer que r conserve O si et seulement si 200 est a coordonnées entiéres.
3. Cas 6 = g, Q(a; b) : etablir x’ =-y+a+b,y’ = x-a+b; montrer que r conserve O si et seulement
sia+b et b-asontentiers (Q nceud ou centre d’une case).

4. Construire l'image du triangle de sommets (2;0), (3;0), (2; 1) par r(Q, g), O(%; %) Une rotation
d'angle § peut-elle conserver O ? (Comparer avec 'exercice 32.)

Exercice 36 Une rotation d'angle 3" au compas * * % corrigé p. S2

1. Poura = &, ¢ = cosa : justifier cos3a = -cos2a, puis (c + 1)(4c>-2c-1) =0, ¢ = 145 et
5 P 4

2m _ /51

cos < = ==
2. Repére orthonormé direct (Q; 7,7), C cercle de centre Q et de rayon 1, M(1;0), S = s(M), U =
r(Q, %)(M), K milieu de [QS] ; le cercle de centre K passant par U coupe [QM] en L ; H est le

milieu de [QL]. Coordonnéesde LetH ?
3. La perpendiculaire a (QM) en H coupe € en M, (d’ordonnée positive) et M,. Montrer que M, =

r(M) et M, = r-'(M) pour r = r(Q,Z?"), et que MM, = UL = 52—‘/3 En déduire un pentagone
régulier inscrit dans ¢, au compas.
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€ Images de figures

Par r = r(Q, 0) : une droite D devient une droite 2, (D, D’) = 6 [r], perpendiculaire a (QH") en

H' = r(H) (H : projeté de Q sur D) ; €(I,R) devient C’(r(l), R) ; segments, demi-droites, polygones et

tangentes se conservent.

Exercice 37 Sept piéces de monnaie * corrigé p.S3

Soit € le cercle de centre I et de rayon 1, Q un point tel que QI =2, et r = r((), g)

1. Les tangentes a € issues de Q le touchent en T, et T,, nommés de sorte que (QT,,QT,) ait une
mesure dans ]0, i[. Montrer que QT, = QT, = J3 et (07'1,07'2) = g, puis en deduire r(T,).

2. Soit €, = r(C), de centre I,. Déterminer 'image de la droite (QT,), montrer que €, est tangent
a(Qr,) enT,, puis que C et ¢, sont tangents en T,.

3. Pour0s k<56, = r(Q, %")(C’), de centre I,. Montrer que deux cercles consécutifs (et C C’O)
sont tangents, et que tous sont tangents au cercle de centre Q et de rayon 1.

Exercice 38 Un quart de tour autour d’un sommet * corrigé p.S3

Soit ABC un triangle direct dont les angles en B et C sont aigus, H le pied de la hauteur issue de
A, | le milieu de [BC], r = r(A, g), etB’,C’,H', I lesimages de B, C, H, I.

1. Montrer que (B'C’) L (BC), que H’ est le pied de la hauteur issue de A dans AB'C’, que I est le
milieu de [B'C’], et que Al' = Al avec (Al') L (Al).

2. Les droites (BC) et (B'C’) se coupent en K. Montrer que AHKH' est un carre.
3. On donne AH = 2,/2, HB = 3y/2 et HC = /2. Calculer AB, AC, B'C’ et l'aire du carré AHKH'.

Exercice 39 Un cercle et toutes ses images * * corrigé p. 54
0A=4,C=C(A2);pour B e]-mm], A, et C, sont les images de A et € par r, = r(Q, 6).

1. Préciser C, et montrer que AA, = 8 |sin g|

2. Pour quelles valeurs de 6 les cercles C et €, ont-ils un point commun ? sont-ils tangents ?

3. Pour 6 = g : montrer que le point de contact T est le milieu de [AA,] et que la tangente

commune passe par Q ; calculer QT.

4. Démontrer que la réunion des cercles €, est la couronne X" = {M : 2 < OM < 6}.

Exercice 40 Une droite qui tourne * corrigé p. S4
Repére orthonormé direct (O; T,f) y Dy =-3,H(0;-3), T =€(0,3); pour 8 € ]-m,m], D, = r (D) ou
re = (0, 6).

1. Montrer que H, = ry(H) a pour coordonnées (3 sin 6; -3 cos 8), que D, est tangente a I en H, et
qu’elle a pour équation xsinf - ycosf = 3.

2. Pour quelles valeursde 6 a-t-on D, || D? D, L D ?
3. Déterminer les O tels que D, passe par P(0; 6), par Q (3\/5;3), par R(1;1).

4. Pour 6 € |]-m, [, 6 # 0, montrer que 2 et D, se coupent en P, (3 tan g; —3) et que PyH = PyH,.
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Exercice 41 Laire commune a un carré et a son image * * * corrigé p.SS

Repére orthonormé direct ; X = {(x;y) : |x] < 1et|y| < 1} (carré plein) ; 6 € ]O,g[, c = cosb,
s=sinB,r=r(0,0), X' = r(X).

1. Montrer que 'image de la droite x = 1 est la droite A, : cx +sy = 1; donner les images des trois
autres cotés et décrire X’ par deux inégalités.

2. Montrer que V(1;1) ¢ X', que A, coupe les cotés de X issus de V en P(‘I; %C) et Q(%S; 1), et
calculer l'aire du triangle VPQ.

3. On admet que X' n X" est X privé de VPQ et de ses images par les rotations r(O, %
8

1+c0s 0+sin B °

);montrer
que son aire est .A(0) =

4. En écrivant cos 9 +sin 0 = /2 cos (6 - %), trouver le minimum de 4 ; calculer /l(%)

Exercice 42 Faire tourner une hyperbole * * x corrigé p.SS

Dans un repére orthonormeé direct, / est la courbe de x % etr= r(O, %)

1. Donner l'expression analytique de r et de r™!, puis limage M’ de M (t; %) (t #0).
2. Montrer que r() est l'ensemble I des points tels que y? - x? = 2.

3. Montrer que r envoie la branche t > 0 sur la courbe de f : x = Vx2 +2, la branche t < 0 sur
celle de -f. Image de (1;1) 2 Minimum de f ?

4. Images de # par r(O, %), r(0, m), r(O, —%) ? Laquelle n’est pas une courbe de fonction ?

€ Propriétés de conservation

Une rotation d’'angle 6 conserve distances, produit scalaire, angles orientés, milieu, barycentre,
alignement, parallélisme et orthogonalité, et (MN, M"'N’) = 6 [2n].

Exercice 43 Angles entre une figure et son image * corrigé p. S6
ABC est direct, (AB, AC) = 3 (BC,BA) = I, rapourangle 6 et A'B'C’ = r(ABC).

1. Déterminer (C7\, C4B) et les trois angles orientés correspondants du triangle A'B'C’.

2. Exprimer en fonction de 8 des mesures de (AB,A'C’), (AC,A’B’), (AB, B'C') et (BC,A'C’).

3. Pour 6 = %, montrer que (A'B’) || (AC) et (A'C’) L (AB). Pour quels 6 a-t-on (B’C’) L (AB) ?
(AC) Il (BC) ?

4. ABC direct quelconque : montrer qu’une rotation donne (A'B’) || (BC), (B'C’) || (CA) et (C'A") ||
(AB) si et seulement si ABC est équilatéral ; angle ?

Exercice 44 Une rotation qu’on ne connait pas * corrigé p. 56

Une rotation r inconnue transforme A(5; 2), B(6;-2), C(0;5) en A'(2;5), B'(6; &), C'(-3; 2).

1. Vérifierque A'B' = AB,A’C’' = AC et B'C’ = BC.

2. Sans chercher r, calculer les images de D = Bar{(A, 1); (B, 2); (C, 1)} et du centre de gravité G.

3. La droite (AD) coupe (BC) en F. Montrer que F = Bar{(B, 2);(C, 1)} et en déduire r(F).
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4. Ecrire N(11;7) comme barycentre de A, B’, C’, puis déterminer l'antécédent de N par r.

Exercice 45 Les distances suffisent * x corrigé p.S7

Soit f une transformation du plan qui conserve les distances (f(M)f(N) = MN pour tous M, N :

rotation, translation, symétrie...), et M’ = f(M). On n’utilise que cette propriété.

1. Pour @, Vv non nuls, montrer que ||U + V| = ||U|| + [V]] & d-v=|d| V] < (&,V)=0I[2n],
puis que AC =AB +BC < B € [AC].

2. En déduire que B € [AC] = B’ € [A’C’], puis que f conserve l'alignement.

3. SoientA#C, k€ RetGtel que AG = RAC. Montrer que AG' =RAC (cas 0 <k < 1, kR>1,k<0).

4. En déduire que f conserve le milieu, le barycentre de deux points et le centre de gravité.

Exercice 46 Des ensembles définis par des distances * corrigé p.S7
Soit r une rotation et A # B, A" = r(A), B’ = r(B).

1. Soit &€ l'ensemble des M vérifiant une relation entre MA, MB, MA - MB, et & celui de la méme
relation avec A’, B'. Montrer que r(&) = &'.

2. Dans un repére orthonorme direct, A(2;0), B(5;0) et r = r(O, —g) Déterminer, puis transformer
parr: &, ={M: MA=2MB}, &, ={M : MA2 - MB? =3} et &, = {M : MA- MB = 0}.

3. Montrer que &, = {M : (IVTA, /VTB) = %} est la partie de £; ou y > 0 ; décrire r(&,), puis s(¢,,) pour
la symétrie s d’axe (Oy).

Exercice 47 Produits scalaires entre une figure et son image * x corrigé p.S7

r=r(Q,6),0#0[2r]; M, N distincts de Q, M’ = r(M), N’ = r(N), m = QM, n = QN, ¢ = (QM, QN).

1. Exprimer QM’ - QN’, QM - QN’, QM’ - QN et les déterminants associés.

2. Montrer que MM’ - NN’ = 2(1 - cos 8) QM - QN et det (MM’, NN') = 2(1 - cos 8) det (QM, QN). En
déduire MM’, puis que (MM’, NN') = (QM, QN) et (MM’) L (NN') < (QM) L (QN).

3. Montrer que MN'2 - M'N? = 4mnsin@sinf;si0zm MN' =M'N < O, M, N alignés.

4. Montrer que MN' - M'N = (m? + n?) cos 6 - 20M - QN. Application: m=2,n=3,0=%,0=1;
calculer MM’ - NN/, MN"2, M'N? et MN’ - M"N.
Exercice 48 Viviani par une rotation * x corrigé p. S8

ABC est équilatéral direct, de coté a, de centre O, de hauteur h ; r = r(O, 2?") (A= Bwm Cwm A).
6,(M) : distance de M a (BC), positive du coté de A, négative sinon ; 6,, 6. : idem avec (CA), B et
(AB), C.

1. Montrer que &,4(r(M)) = 6,(M) et 5.(r(M)) = 6,(M) pour tout point M.

2. Soit M, = r'/(M), M, = r"'(M,) : montrer que r"'(M,) = M, puis que O est l'isobarycentre de M,
M., M.
1 My

3. Dans un repére orthonormé d’axe des abscisses (BC) ou A a une ordonnée positive, montrer
que 6,(M) = y,,. En deduire que 6,(M) + 6,(M) + 6.(M) = h pour tout point M.

4. Conclure pour M intérieur (théoréme de Viviani). Si a = 6, d(M, (BC)) = 1 et d(M, (CA)) = 2, que
vaut d(M, (AB)) ? Cas d'un polygone régulier ?
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@ Déterminer uve rotation

Centre et angle, expressions analytiques, composées, symétries ; repére orthonormé direct.
Exercice 49 Les rotations qui conservent une figure * corrigé p. 59
Déterminer (centre et angle) les rotations r qui conservent (r(F) = &) la figure F suivante :
1. un segment [AB] (A # B) de milieu I (montrer d’abord que {r(A), r(B)} = {A,B}) ;

. la réunion de deux droites paralléles distinctes D et D’ ;

2

3. la réunion de deux droites D et D’ sécantes en I (distinguer le cas D L D);

4. un cercle € de centre K ; puis la réunion de deux cercles de méme rayon et de centres K # K’ ;
5

. la figure formée des droites y = 1, y = 5 et du cercle de centre Q(2; 3) et de rayon 1.

Exercice 50 Lire l'angle sur l'expression * corrigé p. S9

Chaque application M(x;y) = M'(x";y’) est-elle une rotation ? Si oui, angle (mesure principale)
et centre ?

.:_\/51:_1\/5 C oy LB V3, _1,.3
f1'X DXV Y =X+ Y f4'X‘ y+2,y—7—5y+7

1,
X
2
fz' X' (X+Y)+1+\/— y' = \/_(X y)+1 f5. \/EX+ y+1 y':lx_ﬁy

2 2 2
fo:1 X' =ax- b, bx+a,aveca- ks etb
3 y y y

1. Traiter f,, f,, f,, fs ; pour f., comparer (i, o'l et (j, 0')7), ol X' = fs(X), 1(1;0), J(O; 1).
ili L

2. Pour f3, utiliser Heg

3. Donner l'expression analytique de la réciproque de f,.

%. Calculer l'expression de f; - f, et la reconnaitre.

Exercice 51 Deux droites et leurs images * x corrigé p. 60
On donne les droites D, = (0Ox), D, = (0y), D; : x = 4 et D} : y = 2, qui se coupent en P'(4;2).

1. Sir, d'angle 6, vérifie r(D,) = D et r(D,) = D;, montrer que r(0) = P’ et 6 = g [m].

2. En déduire les deux rotations possibles, r, d'angle % etr, d’'angle -% : centres et expressions.
3. Laquelle de ces rotations transforme A(1;0) en A’(4;3) ?

4. Déterminer toutes les rotations p telles que p(D, u D,) = D} u D, (on pourra avoir p(D,) = D).

Exercice 52 Des rotations en série *x corrigé p. 60
Q est un point fixé et, pourk 21, r, = r(Q, ’%") OnposeF,=r,etF ,=r,, -F pournz1.

n(n+1)m

1. Montrer par récurrence que F, = r(Q, (12 ) pour tout n = 1. Reconnaitre Fs. F55 Fy Fe.

2. Montrer que F.=ld & 24| n(n+1) < le reste de n dans la division par 24 est 0, 8, 15 ou

3. Pour quels entiers n a-t-on F,=547

4. PourM=#QetM, = r(Q, %")(M), montrer que les F, (M) sont exactement huit desM,, (0 < k < 11).
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Exercice 53 Le kaléidoscope * * x corrigé p. 6l

Deux miroirs sont portésparD:y =x+1etD’: x = 2,sécantesenQ;onnotes=s, ets’ =s,.
1. Donner Q et les expressions de s, s’. Montrer quer=s"-s = r(o, g) ets-s' =r.
2. Montrer quer-s=s"etques-rf=r**.spour0<k<a.

3. Montrer par récurrence que toute composée de p > 1 applications égales a s ou a s’ est l'une
des huit applications r® ou r® - s (0 < k < 3). Reconnaitre r>- s etr-s.

4. Calculer les huit images (lui compris) d’'un objet placé en M(4;2). Et pour M(4;3) ?

Exercice 54 Combien de rotations ? * x x corrigé p. 62

Les carrés Q = ABCD, A(0;0), B(2;0), C(2;2), D(0;2), et Q' = EFGH, E(4;0), F(6;0), G(6;2), H(4;2),
ont pour centres O, et 0,. On cherche les rotations r qui transforment {A, B, C, D} en {E, F, G, H}.

1. Montrer que r(0,) = 0,, puis que r est déterminée par le sommet X = r(A).
2. Montrer que X = E est impossible ; pour X € {F, G, H}, trouver r et vérifier. Ou sont les centres ?

3. Pour deux carrés de méme coté et de centres distincts, montrer qu’il y a 4 rotations, ou 3 si
leurs cotés sont paralléles.

4. Méme question pour deux triangles equilatéraux de méme coté et de centres distincts.

@ VUtiliser une rotation

Démontrer, construire, chercher des lieux : triangles, carrés, polygones réguliers.

Exercice 55 Le losange de 60° * corrigé p. 62
Losange ABCD de cdté a, (AB, AD) = % [2m] (ABD et BCD sont équilatéraux) ; r = r(B, —g)
1. Justifier que r(A) = D et r(D) = C. Quelle est 'image du segment [AD] ?

2. M € [AD], N € [DC] et AM = DN : montrer que r(M) = N, puis que BMN est équilatéral.

3. Montrer que DM + DN = a, que le périmétre de DMN vaut a + BM, et trouver sa valeur minimale.

Exercice 56 Le pentagone et ses diagonales * corrigé p.63
ABCDE est un pentagone régulier direct de centre O: r = r(O, 2?”)envoieA » B CH»DH Ew- A
1. Images par r des diagonales [AC], [BD], [CE], [DA], [EB] ? En déduire qu’elles sont égales.

2. Montrer que (AC, BD) = 2?" [2m].

3. Soit I, = (AC)n (BD), I, = (BD) n (CE), I, = (CE) n (DA), I, = (DA) n (EB), I5 = (EB) n (AC). Montrer
quer(l,) = I, et que I, 1,151, I, est un pentagone régulier de centre O.

4. Montrer que les cinq « pointes » Bll,, Cl,1,, DI, I, El,I,, Al, I, de I'étoile sont isométriques.
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Exercice 57 Un carré de centre imposé * * corrigé p.63

On cherche les carrés MNPQ de centre O telsqueM e D,: y =1etNeD,:y =x+3(MN
consécutifs).

1. Analyse. Montrer que N = r(O, 2)(M) ouN = r(O,—%)(M), puis que N appartienta D, nA,_ou a
D,nA,o0uA, = r(O,tE)(D1).

2. Déterminer des équations de A_ et A_(utiliser le projeté orthogonal H de O sur D,).

3. Synthese. Coordonnées de M, N, P, Q et c6té de chaque solution. Combien y a-t-il de carrés ?

4. Pour quelles droites D, (sécantes a D1) le nombre de solutions est-il different de 2 ?

Exercice 58 Le carré et linverse des carrés *x corrigé p.64

ABCD est un carré direct de c6té a. Une droite passant par A coupe le segment [DC]en E # D et la
droite (BC) en G. On pose r = r(A,—g) et F = r(E).

1. Montrer que r(D) = B, que r((DC)) = (BC), puis que F € (BC), AF = AE et (AF) L (AE).

2. Montrer que AFG est rectangle en A, de hauteur [AB]. Avec deux calculs de son aire, montrer
R 1 1 1
que ABZ = 2 T AGZ' pUlS que — A2 A62 = g
3. Exemple : A(0;0), B(4;0), C(4;4), D(0;4), E(3;4): calculer AE, G, AG, F ; vérifier.

4. Montrer que AE x AG > 2a°. Cas d’égalité ?

Exercice 59 Euclide et le quart de tour * * * corrigé p. 64
ABC est rectangle en A, (A*B,Aéc) = % [2m], et H est le pied de sa hauteur issue de A. On pose
= r( )(A) £ = r(B )(C), et l'on construit les carrés ABFG et BCDE, extérieurs au triangle.

1. Montrer que r(B, —g) transforme le triangle FBC en ABE. Que dire de leurs aires ?
2. Montrer que (AC) || (BF) et en déduire que aire(FBC) = lABZ.

3. Montrer que la distance de A & (BE) vaut BH ; en déduire AB? = BH x BC.
4. Etablir AC? = CH x CB et Pythagore ; interpréter avec (AH), qui coupe BCDE en deux rectangles.
5. Contréle : A(0;0), B(2;0), C(0;1): calculer F, G, E, D, H et vérifier AB*> = BH x BC.

Exercice 60 Quand le centre se déplace * » corrigé p.6S
On fixe M(1;3); pourt € R, P,(t;0) et M, = r( —)(M) c'est le centre qui bouge.
1. Calculer M,. Montrer que le lieu £ des points M, (t € R) est une droite ; équation ?

2. Trouver P € (Ox) tel que PMM’, rectangle isocéle direct en P, ait M’ : a) sury = 2 ; b) sur le
cercle (0O, 2).

3. Pour 6 # 0 [2m], montrer que le lieu des r(P,, 8)(M) est une droite dirigée par ii(1-cos6; -sin 6).
Cas@=m?

4. Le centre P décrit maintenant le cercle de centre O et de rayon 1: lieu de r( )(M) ?
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@ Défis de concours

Olympiades, formules célébres, réseaux, théorémes : la rotation est la clé (repére orthonormé
direct).

Exercice 61 Les 1986 rotations * % x % corrigé p.6S
(Olympiades internationales, 1986.) A A,A, est un triangle, P, un point; A,, = A, (kR 2 1) et

Po= r(AM,—%")(Pk) (kR 2 0). Pour di(x;y), on note p(ﬁ)(—%x + @y; -gx - %y)

1. Montrer que N = r(Q, —23—")(M) < QN = p(QM), que p(ii + V) = p(&) + p(V), p(kil) = kp(@), et, en
notant p2 = p - p, que p3(&l) = U et p2(&l) + p(ii) + & = O.

2. On pose i = A,A, etV = A;A,. Montrer que P,P, = i, avec W = i + V + p (2ii - V).

3. Montrer que Pof’3m = mw pour tout m € N, puis que P

1986=P0=>W=0.

4. Avec ii(a;b) et V(c;d), montrer que W =0 < A, = r(A1, %)(Az). Conclure.

5. Réciproque et exemple : A,(0;0), A,(2;0), A, (1 ;\/5), # (1 ;—\/5) : calculer P, P,, P,.

Exercice 62 De trois carrés a la formule de Machin * x x x corrigé p. 66

Pour deux vecteurs non nuls ii(a; b) et V(c;d), on pose i * V = (ac - bd ;ad + bc).

1. Soit a une mesure de (T,H) et V le point tel que OV = . Calculer les coordonnées de V' =
r(0, a)(V) et en déduire que (7, U * \7) = (7, FJ) + (7, \7) [2m].

2. Les trois carrés. Trois carrés de coté 1 sont cote a cote ; de 0(0;0), on voit P,(1;1), P,(2;1),
P;(3;1) sous les angles a,, € ]O, %[, mesures de (7, OTDk). Montrer que a, +a, + a5 = %

3. Machin (1706). Soit a, B € ]0, g[ tels que tana = 7 et tan 3 = 51=. Montrer que 4a - 8 = 1.

4 Deméme:2y+6="Tsiy,6€ ]0, g[, tany = %,tané = % (Hutton).

Exercice 63 Polygones réguliers a sommets entiers *x x % corrigé p. 66

Un point est entier si ses coordonneées le sont. Un polygone régulier a n > 3 sommets de centre Q
est une famille de points distincts (A, ...,A,_;) avecA, , = r(Q, 2T")(Ak) etA =A,.

1. Montrer que A,(1;0), A,(3; 1), A,(2;3), A,(0; 2) forment un polygone régulier (n = 4).

2. Soit (A, ...,A,_;) un polygone régulier a sommets entiers, i = AJA1 etd’ = A17\2. Montrer que

cos 2 = B ot 5jn 20 - SULT) 540t des rationnels.
n Nal n ol
3. En déduire l'impossibilité pour n = 3, 6 et 5 (on admet cos 2?” = @, voir l'exercice 36).

4. Soit n 2 7. Par l'absurde, on prend un tel polygone dont le carré s® du coté est minimal, et B,
tel que AO*Bk = Akﬁm. Montrer que (B, ..., B,_;) est un polygone régulier a sommets entiers, de
centre A et de coté 2ssin % : conclure.
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Exercice 64 Le théoréme de Finsler-Hadwiger * % x % corrigé p.67

Les carrés directs ABCD et AB'C’'D’ ont pour centres O,, O, ; M, N sont les milieux de [BD'], [B'D].
Origine A, B(b, ; b,), B'(c;;¢,), et p(x;y) = (-y; x) (quart de tour).

1. Justifier que AD = p (AB) et AD’ = p (AB’) ; calculer les coordonnées de D, D', 0,, 0,, M, N.
2. Montrer que MO, = BB et O;M = p (MO,), puis que O,N = -O;M.
3. En déduire que O,MO, N est un carré de cote %BB’, dont le centre est le milieu de [0,0,].

4. Exemple : B(4;0) et B'(3;2). Calculer 0,, 0,, M, N et le cote du carré.

Exercice 65 Les isométries qui fixent un point * x % * corrigé p.67

Une isometrie est une application du plan dans lui-méme qui conserve les distances. Soit f une
isomeétrie telle que f(Q) = Q; on note M* = f(M).

1. Montrer que QM* - QN* = QM - QN pour tous points M, N.

2. Soit A # Q. Justifier qu’il existe une rotation p de centre Q telle que p(A) = A*, etqueg=p'- f
est une isométrie qui fixe Q et A.

3. On é&crit OM = AQA + W, W L QA. Montrer que Qg(M) = AQA + W' avec ' L QA, ||| = [W]|, puis
que g(M) € {M, s(M)}, ou s est la symeétrie d’axe (QA).

4. Montrer que g = Id ou g = s (raisonner par 'absurde avec deux points M, N hors de (QA)).

5. Conclure (f est une rotation de centre Q ou une symétrie d’axe passant par Q) ; lesquelles
conservent les angles ?

6. Identifier f : (x;y) » (SX:—;SV;@)etg S(x;y) — (@,%)

Exercice 66 Les pieds des perpendiculaires * x % corrigé p. 63
Trois droites D,, D,, D, passent par O, avec (D,,D,) = (D,,D;) = g [r]. Pour M # O, on note
M. = s, (M), P; le projeté orthogonal de M sur D; et K le milieu de [OM].
2 o .
1. lEAon.tref ques, =S, =Sp *Sp =Sp *Sp, = r(O,?"). En déduire que MM, M, est un triangle
equilatéeral de centre O.

2. Montrer que Kbi = %07\4,., puis que r(K, 2?") transforme P,, P,, P, en P,, P;, P,. Conclure : nature
de P,P,P,, centre et coté en fonction de OM.

3. Exemple: D, =(0x),D,: y = V3x, Dy:y= ~/3x et M(0;2) : calculer P,, P,, P, et vérifier.

4. Sin 2 3 droites passent par O avec (D,,D,,,) = % [rr], montrer que les projetés de M forment un
polygone régulier de centre K, de coté OMsin %
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1. On retranche le multiple de 2 le plus proche : 33 = grr - T 17T _ _gq - T 100M _ 347 _ 20,

6 6" 4 4" 3
mesures prmupales , 2?" (dans ]-m; m]).
_ = . = oy o 2m _ _m.
2. Chasles: (4, W)———g ,(W u) = 2,( u,v)sm+ S =3

(v, w) = ‘g ; les coefﬁaents 3 et 2 étant positifs, (3, -20) =
Comme (i, w) = I : i et W sont orthogonaux

3. (04,0C) = (OA, OB) (OB 0C)=Z+2 =130, (A0,0C) = m+ 2 =|-I| Les triangles OAB et OBC
0)=13

étant directs, (B0, BA) =T et (BC = angle de base). Donc (Bﬁ ,BC) = (BA, BO) + (B0, BC) =
n_m_|_7m

3 4 | 12f

1]
—~
o

1

<
N
1]}
—~
Si
N
+
=
11}
+*
3
1]

® Corrigé de l'exercice 2

1. Soit M’ l’|mage de M(t OM’ = OM(t) = 1, donc M’ € C, et par

Chasles (i, 0M’) = (i, OM) + O7\/I,Oﬁ/l’)zt+a:m.
Z'A(%%)? 1=M(%)= '%'73)"‘2:""('%):(0;'1)'

3mn _nm_ _1m ., _Nn T _ (T =
3. - S 12.cestr(O, 12).2 (2) m: C'est|r(0,m) =s,|.

4. A = s5(A) : [AA;] est un diamétre, donc AA A, est rectangle en A, ; de plus AA, = A/A
(angles au centre g) : isocéle rectangle en A, .

é'
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® Corrigé de l'exercice 3

1. QA(3;0) & (0;-3): [A'(1;-2)]; OB(3;2) & (2;-3) D
B'(3;-2)| Images : [A'B'] et [A'B’). (AB): x = 4 et (A'B'): p [H\} Ja b
y = -2 sont perpendiculaires (angle -7). @ ! lu
2. H(1;3), QH(0;2) — (2;0): H'(3;1). Comme D L (QH) en H, ! o“"’"H' A
et qu'une rotation conserve l'orthogonalité, D’ est la
perpendiculaire a (QH')en H' : [D’ : x = 3]. ]
A B

3. QI(-3;1) > (1;3) : limage est le cercle de centre [I'(2; 4)| et de rayon 1.
4. r(P) e D et r(P) € D', donc r(P) est le point Q(3;3) de Dn D'. Avec r' = r(Q, g), (a; b) » (-b;a):

0Q(2;2) ~ (-2;2), d’oti [P(-1;3)], bien sur D .

® Corrigé de U'exercice 4

1. Méthode : l'angle estimposé parA ~ A, ; on teste ensuite Bet C. T,, T,, T, sont les images par
(;y) = (-y; x), (-x;-y), (v;-x) : oui, r(O ) r(0,m) = s, r(O,—g). T, : limage de A imposerait
langle I, mais r(O, 5)( ) = (-2;1) # (2;1) : non. Dailleurs (AB,AC) = I alors que (A,B;,AC,) =
—g : lorientation est renversée (T, est l'image par la symétrie d'axe y = x).

2. a) 11rr =6m-Z:vrai. b)-3m=m:vrai. c) 53—” = —g : vrai. d) Faux: r(O,%) envoie (1;0) sur

(0; ‘I) et (0; ‘I) sur (-1;0) (vrai seulement si 6 = m). e) Faux : la symétrie d’axe y = x conserve

les distances et fixe O sans étre une rotation (T;).

® Corrigé de U'exercice 5

1. r(O,%): X =-y,y =x, A |((2;3); r(0O,m): X' =-X,¥ =-y,A ((-3;2) ;r(O,—%): X' =y,
y' =-xAm|(-2;-3)]
2.cos7=0,sin7 =1:x"+1=-(y-2),y -2=x+1,s0itx" =1-y,y =x+3. r,(A)=|3;6),

r,(0) =[(1;3)], r,(B) =[(0; &)]. QA(4;-4), OA'(4;4): QA= QA" = 42 et OA- QA = 16-16=0 ~
3.0, X :%x—gy,y’:éx%y. P’=(\/§-\/§;3+1)=,Q' - (—1;—J§),R’ _(5 3L B _ ﬁ)z
(2;0). OP =\12+4=4=0P' .

® Corrigé de U'exercice 6

1. Une rotation conserve les distances: [A'B’ = 3], \A’C’ = 4] B'C’' =BC =+/9 + 16 =[5]. Elle conserve
lorthogonalité : A'B'C’ est rectangle en A’, d'aire % = [6]. Elle conserve le mllleu I est le

milieu de [B'C’], et A'I' = Al = BZ—C - (medlane relatlve a 'hypoténuse).

2. Les angles orientés sont conservés : (A'B",A’C’) = (AB,AC) = ; propriété fondamentale :
(AB,A'B") = | & | et (BC,C'B) = A= . Comme 2 # 0 [r1], (BC) et (B'C’) sont sécantes ;

'angle de droites vaut 2?" = —% [r] : elles font un angle de 60°.
3. AB' = AB = 3 et (AB,AB’) = & ; Al-Kashi : BB = 9+9 - 18cos & = 27, |BB' = 3y/3]; de méme

cC? = 48, |cC’ = 4/3]
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® Corrigé de l'exercice 7

1.

AB' = AB et (A*B,A*B') = % : le triangle ABB’, isocéle d’angle
au sommet 60°, est équilatéral. r conserve le milieu: I’ est
le milieu de [AB’]; All’ est équilatéral (Al = Al' = 2, angle
60):1I'=2,1' eC.

€ =€(1,2) a pour image [€’ = E(I', 2)|, cercle de diamétre
[AB']. A, perpendiculaire a (AB) en I, a pour image la
perpendiculaire a (AB’) en I":

|A" est la médiatrice de [AB']
Limage de [BA) est [B'A).
Dans le triangle équilatéral ABB’, la médiane (AK) est une hauteur : AKB = AKB’ = 90", donc
K € € et K € €. Deux cercles distincts ont au plus deux points communs : [€ n €" = {A;K}]

;comme BA=BB',Bel'.

. Aet A’ sont deux médiatrices de ABB’ : elles se coupent au centre du cercle circonscrit, qui est

le centre G du triangle équilatéral. Langle d’une droite et de son image est % [r]: [60°].

® Corrigé de U'exercice 8

1.

r(Q, %)_1 = r((), —g) Par l'absurde : si M # Q était invariant, on aurait £ = (()7\4,()7\4) = 0 [2n], ce
qui est faux. Seul Q est invariant.

a) cos(—%) =0, sin(—g) =-1:x'-3=y-1,y -1=-(x-3),s0itx' =y+2,y =-x+4 b)y+2=5
et-x+4=0:[(43). Avecr™ =r(0,2): x=3-(y' - 1),y = 1+(x' - 3), d'odl (3-(-1);1+2) = (&3)
V. x=y+2ety=-x+4donnentx=3,y=1:cestQ. d)x" =y +2=6-Xx,y" =-X"+4=2-y:
(Q est le milieu de [MM"]), soit r(Q,-m). e)r(M)=N < x=4-Bety=a-2:un

unique antécedent, r est une bijection.

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1.

.r:A- B C~ D A(cours). Soit E

AE = AB et (AB,AE) = -I : ABE est équilatéral. Les sinus de G
(AB, AD) = Tetde (AB, AE) sont de signes contraires : D et E
sont de part et d’'autre de (AB) ; de méme aux autres
sommets.

BE, = AE = AB = BC et (BC, BE,) = (AB,AE) = - I (angles
)

conservés). Donc E, = r(B,—g (C)=F:|r(E)=F,etde
méme r(F) = G, r(G) = H, r(H) = E.
E

. r-r=s,envoie E surG et F sur H: [EG] et [FH] ont le méme milieu O ; OF = OF et (OE) 1 (OF):

diagonales de méme milieu, de méme longueur et perpendiculaires : EFGH est un carré de
centre O.

. r(A)=Betr(F)=G:|AF = BG|et (A*F, BqG) = %, donc |(AF) L (BG), s, = r-renvoie Asur C et F sur

H: CH = AF.

. Le milieu I de [AB], O et E sont sur la médiatrice de [AB], O et E de part et d'autre de (AB) :

Maths Olympiad @



Chapitre 9 La rotation dans le plan 1" Bac Sciences Mathématiques

OFE = Ol +IE = 2+ % = . Demi-diagonale du carré EFGH : EF = OEy2 = .

Dans ABF : BA = BF = 4, ABF = 150", donc AF? = 32 - 32c0s 150" = 32 + 16y/3 = (2J€+ 2\/5)2 :
IAF = 2./6 + 22| (= EF).

B Corrigé de l'exercice 10

1. a) AB(2;2) » A'B(-2;2) par le quart de tour direct : B’
AB = A'B' = 2:/2,|(AB,A'B') = 1. b)AB=A'B"#0et \
(AB,A’B’) 2 0 : d’aprés le cours, il existe une unique rotation ﬂ‘\‘ ATy
r, d'angle 7, telle que r(A) = A" et r(B) = B". e A B'

2. a) Médiatrice de [AA’] (milieu (2; 1), normale AA*(2; 4)) : [x+2y-4=0]; de [BB'] (milieu (2;3),
normale (-2;4)) : [-x + 2y - 4 = 0]. Le centre est sur les deux (QA = QA’, OB = OB’) : en ajoutant,
y=2,puisx=0:/Q(0;2)L b)x =-(y-2),y' -2=x:|x"=2-y,y =x+2|;A (3;3),B ~ (1;5)
/.

3. B'A'(2;-2) est l'image de AB par (a; b) = (b;-a): AB = B'A’, angle |-Z|: r' existe et est unique.
Les médiatrices de [AB’] et [BA'] sont confondues (y = 2) : elles ne suffisent pas. Avec Q'(a; b):
X'-a=y-b,y'-b=-(x-a);r'(A) =B donnea-b-1=1eta+b-1=5,s0it|Q'(42)|; contréle :
r'(B)=(3;3)=A"v.(AB): y=x-2et(A'B’): x+y =6 passent par (4;2) v.

4. A'C = 2 # AB = 2/2 : une rotation conserve les distances, c’est impossible.

® Corrigé de l'exercice 11

1. Minvariant < %x+§y=3et -§x+%y=—\/§, soit
3x+3y=6et3x-3/3y=6:y=0,x=2: un unique point
eyt : f 9o J1(x -2y~ By -
invariant |Q(2;0)|. Alors x’ -2 = 2(x 2) 2(y 0) et

! = V3(y _ = A = o 2m _ 1 s o2m _ 3
y—O—“z(x 2) 2(y 0).aveccos—3 = -2 etsin 5 = &,
_ 2
f-r((),—3).

2.0 = (3;-\/5) :00=2etQ0 =/1+3=2 .

3. a) Les points (0;t) ont pour images (3— ét;—\/——%);en éliminantt = —2(y+\/§): X=6+/3y:
x-\V3y-6=0

2
4. a) x2+(y—2\/§) = 16 : cercle de centre I(O;Zﬁ), derayon 4;4+0-0-4=0:Q € C. b)

. b) L'image passe par Q et par 0’, de pente T‘E : ’\/gx +y- 23 = 0‘.

2
f() = (O; —2\/5), méme rayon : |’ : X%+ (y+ 2\/§) =16 c) Par différence, 8/3y =0:y =0,
X2 =4:1€nC ={0;(-2;0)}]
5 ff-f= r((),3 x 2?") = r(Q, 2m) = Id (rotations de méme centre).
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B Corrigé de l'exercice 12

1. rer=r(Am) =s, doncr(G) = r(r(E)) = s,(E) = E'. r transforme D c
le triangle ABG en ADE’ ; une rotation conserve les
distances, donc les aires : aire(ABG) = aire(ADE"). Or A est le
milieu de [EE’] : [DA] est une médiane de DEE’ et
aire(ADE) = aire(ADE’) (bases AE = AE’, méme hauteur). Donc
aire(ABG) = aire(ADE). ‘

2. a) (BE) L (DG): BKD = 90 (ou K € {B; D}), donc K est sur le cercle de diamétre [BD], c’est-a-dire
r,;deméme EKG=90": K €T,. b)[AC]estun diamétrede T, etK # A: (KC) L (KA) (ouK = C);
[AF] est un diamétre de I, : (KF) L (KA) (ou K = F). Donc C et F sont sur la perpendiculaire a
(AK) en K : C, K, F sont alignés, et (BE), (DG), (CF) sont concourantes en K.

3. D = r(B) = (0;4)], C = [(44)], G = r(E) = (3;-2)| (quart de tour (x;¥) = (-y;x)), F = |(1;-5)
(AF = AE + AG). aire(ABG) = 1 x 4 x 2 = 4 (base [AB], hauteur |y;|), aire(ADE) = 2 x 4x2 = 4 v,

: : . (Re- 12, _4 .24\ _ 8 A
(BE) : (4 - 6t;-3t), (DG) : (3s;4 - 65); on trouve t = E K(?"E) CK = (‘g»‘?) = -5 CF, avec
CF(-3;-9): K € (CF) v

® Corrigé de l'exercice 13

1. Les angles de rotations de méme centre s’'ajoutent: r, -r. =r,-r, =|r(Q,2Z);r. -r. =r(Q, L) ;
2 1 =g 7l 1°h

T =r(Qm) =[Sg]iry = r(@Q,2m) =[id]; 15" - 1y = r(Q'_%).

2. p" (0,31"0") p'=1d < E=2k(keZ) <> 3n=20k <> 20|n(Gauss,3020=1):

]ne{20,4o,60,...}\. p" =s, < 3n =102k +1): 10 | 3n, donc 10 | n; avec n = 10m,
3m =2k + 1 est impair < m impair: [n € {10;30;50;...}|

3. r(Q,0)-r(Q,0)=r(Q,20)=s, < 20=m[2n] < 6= 7 [n]|

4 cosT =L sinl=1; f=r(O E).fof:X":é(ﬁx—%y)—l(%x+§y)=%x—@y,y’ = ‘/2§x+ ly.

6 2 6 2 "6 2 2

r(O,g);puisx"’ =-y,y" =x: f°f=f=r(O,g) v,

® Corrigé de l'exercice 14

%[TT].

b) Le m|l|eu— x +\/3y;\/3x + 3y) de [MM'] est sur A, et MM’ (-2x + 3y,£ vérifie MM’ -
2 2 2 2

1. a) A, est dirigée par i, A, par &(1;\/5), avec (7, CI) = X (cos = 2, sin %) (4, 2)

=0:CcCest blen S,.

Q) s,:5,:(GY) B (X-y) & (

mémes, - s, : (—% —y,—£x ) r( ) d) M(2;0) ~
2. Les trois droites passent par O et font avec (AB) les angles 7 ((AC)) (n), 37” ((BD)). Donc

(A, (AC)) = -2 [ |S(aq) " S, = r(o -I)|; ((BD), (AC)) = - [n] : ’SAC)°S(BD) =1(0,-T) = s,|. Pour

r(O, g) = Sy, * Siacy il faut ((AC), ) = 7 [m] : [A” = Al Controle : Spae)(B) =D, s,(D) = C = r(O, %)(B)

/.

23)/, ‘/25 2y) Sy°8; = r(O, 2?") = r(0,2(4,,A,)) (cours). De
1,V3),

IZI/_\

~
N
S—
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® Corrigé de l'exercice 15

1.

AB(6;0) et DC(3;0) = 2AB, AD(1;3) non colinéaire a AB : trapéze de bases [AB] et [DC]. cos(—g) =
A(1;3), B'(1;-3), C'(4;-1),

0, sin(—g) =-1:x'-2=y-1,y'-1=-(x-2),s0it[x' =y +1, y =3-x
D' (4;2).

Une rotation conserve le parallélisme (et le non-parallélisme, r™! étant une rotation): (A'B’) ||
(D'C’), (A’D") }t (B'C’) : trapeze. L'angle étant —g, (A'B') L (AB)(x =1ety=0).

(AC):y = 2x;(BD): y = -2(x-6); 2x+2x = £ donne I(%;Z). L'image du point commun a deux

droites est le point commun a leurs images : I’ = r(l) = (3; %)

4. AC - BD = (4;3) - (-5;3) = = (3;-4)-(3;5) = AC' - B'D’ (produit scalaire conserve). Aire :

@ =@, conservée. 5. M(t;0) » (1;3-1t);(BC):3x+2y-18=0,dou3+6-2t-18=0:
9. ’ o 15
M(—E,O), d'image (1,7).

® Corrigé de U'exercice 16

1.

Sir(Q,0)(A) = A, alors QA = QA : Q € A. Milieu (2; 1), normale
AA'(-4;2) s ~4(x -2)+2(y-1)=0, [A : y=2x-3]
0=2:Aw (a+b;b+4-a)=(0;2), dot[Q,(1;-1)} 6=-2: o
A (a-bja+b-4)=(0;2),dou|Q,(3;3). 6 =m: le milieu
0,(2; 1)|. Tous vérifienty =2x -3 .

QA = QA et (dA, Ql\') = % : OAA’ est equilatéral : Q € A a la distance @AA’ = /15 du mi-
lieu, d’ol (vecteur unitaire %(1;2)) les candidats (2 £/3;1 ¢ 2\/5) Pour 0(2 -3;1- 2\/5),
dA(2+\/§;2\/§— 1) tourne de g en (\/5—2;2\/§+ 1), et QO+ (\/5—2;2\/§+ 1) = (0;2) = A" v :
0(2 —fBR T = 2\/5) (l'autre convient pour -X).

Si0 eA: QA =0A,Q # A et seule la rotation de centre Q et d'angle (QA, QA’) convient :
lensemble des centres est A.

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigeé de l'exercice 17

1.

mAx-12Ay 12Ax+mAy

Avec AX = Xy = Xy, AY = Yy = Yyt Xy =Xy = ——— Yy, =Yy = —5 — ; en développant, les
o are car2  (m2e164)(Bx2+ay?) . .
doubles produits ¥24m AxAy s’éliminent : M'N’“ = e - Conservation des distances

— m?+144 =169 < [m = 5]

-12 ’ 2X+ ’
=(x-2)-2(y-3) = %+2=x -2et 2(x-2)+2(y-3) = %—3=y -3: comme

2 2
(%) + (%) =1, il existe 6 tel que cos 6 = %, sin 6 = 2, et [f, = r(Q, ), Q(2; 3).

Point invariant de f . : 18x + 12y = 52 et 18y = 12x: |Q’ (2; %) ; on vérifie de méme x' -2 =
-2(x-2)-3 (y— g), y'-%=2(x-2)-2 (y— %) angle 8" aveccos @’ = -2 = -cos0,sinf =sinB:

3 13
0 =m-6l
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n _ 5x'-12y' = [Z119x-120y | 72 wo_ 12x'+5y" _ |120x-119y 48 -144 _ 119
w2l 2 13 +h = 69 13) 13 69 13[ Or cos26 = 169 T 169’

. _ 120 " = o _ 19 120 2. 120/, oy_ 119/,

sin26 = TEgueL r(Q,206): x 169(x 2) - 169(y 3),y" =3+ 169(x 2) 169(y 3) redonne ces

constantes v.

® Corrigeé de l'exercice 18

1.y =0ety = 3(x+2) donnent x = -2: Dn D" = {K} r(K,g)(D) passe par K, dirigée par
(cos %;sin g), de pente /3 : cest D'.

2. a) (t;0) » (9 + ﬁb + 1 ; 9 - @a + @t) : quand t varie, ces points décrivent la droite dirigée

par (% £) paralléle a D'. b) Deux droites paralléles sont égales si et seulement si elles ont
un point commun : pour t = q, le point (a + Bp. ) estsurD’ < g =/3a+ %b +2\3 =

b=-/3(a+2)| c)B:y=-/3(x+2) passe par K, dirigée par (1;-/3), d’angle —g = 23—" [r]; D et
D’ font les angles 0 et , leurs bissectrices font les angles et T+I= 2—" : B est une bissectrice.

3. Qe BetQO = QP (Q sur la médiatrice y = \/— de [OP]): \/—(a +2) = \/_ (—3;\/§). Controle :
00(3; -\/5) tourne de £ 3en (3;\/5), etQ+ (3;\/§) =

4. Pour 6 = 4 (cos = -2, sin = —@): (t;0) (a o= ‘/_b b~ ﬁ(t—a)) direction paralléle a
D";le pointt = aestsur D’ < 3b= J3a- 2b + 2\/— & b =22 droite par K d’angle T,

: . 3
l'autre bissectrice.
® Corrigé de U'exercice 19
1. Le carré étant direct, (BC, BA) = g, donc (BA, BC) = -1 et D c
_ . _ _ ’ =@ ’ //
BA =BC:|[r(A) = C| BM = BM" = 2, (BM,BM') = -X : BMM' est 1IN,
isocéle rectangle en B, (MM’ = 2,/2; r(A) = C et r(M) = M’ el
CM =AM = 1]. M S
A B

2. MM? + M'C?> = 8+1 =9 = MC? : par la réciproque de Pythagore, MM'C est rectangle en M'.
Donc BM'C = 45 + 90" ou 90" - 45°. Par labsurde, si BM'C = 45, Al-Kashi donnerait BC? =

4+1-4cos45 =5-2y2, et M étant intérieur, MC < AC = BCy/2 = /10 - 44/2 < 3 : impossible.

Ainsi [BM'C = 135, et comme r transforme AMB en CM'B, |AMB = 135’

3. AB2 = MA2 + MB2 -2 MA - MB cos 135" = 5 + 2y/2 : |AB = /5 + 2¢/2| = 2,80.

® Corrigé de U'exercice 20

1. AB = AC et (AB,AC) = I : r(B) = C. Propriété fondamentale : CM' = BM et (BM,CM") = I, donc
(CM") L (BM) = (BC).

2. AMM’ est isocéle rectangle en A: MM'?> = 2MA%. Comme M € (BC) et (CM’) L (BC), le trian-
gle MCM’ est rectangle en C (ou aplati siM = C) : MM2 = MC? + CM'?> = MC? + MB%. Donc
IMB2 + MC? = 2MA?|; pour M = B: 0 + 2a* = 2a* /.

3. Repére orthonormé direct : A(0; 0), B(a; 0), C(0; a). MB? + MC? -2MA? = (x-a)? +y? + x?> +(y - a)? -
2x2-2y? =2a®-2ax-2ay =2a(a-x-y).DoncMe & < x+y=a: (réciproque de
2.).
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a

4. 2a(a-x-y)=a’> < x+y=2:7 estladroite des milieux de [AB] et [AC], paralléle & (BC).

2

® Corrigé de l'exercice 21

1.

AE = AB, (AB, AE) = -2 : ABE est équilatéral, et E, D sont de D c
part et d’autre de (AB) (sinus de signes contraires) ; de méme F
pour ADF et (AD). Dans le triangle équilatéral indirect ABE, les

trois angles orientés valent —% : (E7\, EAB) = ‘%- .

E
a) EA = EB et (EA,EB) = -Z : p(A) = B. b) AF = AD = BC, et BC = AD, donc (AF, BC) = (AF,AD) = - 1.
c) Soit F; = p(F) : BF, = AF = BC et (AF,BF,) = -Z (propriété fondamentale), d'ou (BC, BF,) =
-0=-0:8F - BC, [p(F) = C|. Donc EF = EC et (EF,EC) = -1 : CEF est équilatéral.

3
€ =[(5;3)|(DC = AB), E = (4-%;-4-@) = (2;-2J§), F = (%%) EC? = 9+(3+2\/§)2 =

2 2 2 2
30+12\/§;EF2 - (3+3\/§) Z(3+5‘/§) - 120+:8\/§ =30+12\/§;CF2 - M = 30+'|2\/§ v,

B Corrigé de U'exercice 22

1.

Cours : pour deux droites sécantes en Q, Sp °Sp, = r(Q,2(4,,4,)). Ici 2(D,D’) = 2(D", D) = 6 [2n] :
r=Sp °Sp=5Sp°Sp.. Commes,-s,=1Id: \r«sD =S5 °Sp°Sp = sD,\et\sD *T=Sp,°Sp°Spu = sD,,\.
a) Les axes passent par O, dirigés par OA, OB, OC, avec (OA,OB) = 2?" et (OA,0C) = —2?" :
((AA,),(BB,)) = -Zlet ((A4,),(cc,)) = [m]. b) D'aprés 1. (g = 2):[F5, =50 [54-F = 55| (car
((AA,),(BB,)) = -5, soit ((BB,), (AA,)) = £), et|s; - 5, = r(O, -2?") Contréle: r-s, et s. échangent
AetB;s,-retsg envoient A sur C et fixent B v.

Les directions sont transformées par les parties vectorielles, et Sp,“Sp, = r(Q, 2(D1,D2)) =r(Q, m)

m

siD, L D, : ladirection devient [-0] : le rayon revient parallélement a lui-méme. Pour un
angle de g, la direction tourne de 23—"

M Corrigé de l'exercice 23

. Analyse : si ABC est équilatéral direct, C = r(A ")(B) avec

'3
Berl, doncCe r(A, g)(ﬂ), et C eT,. S'il est indirect,
Ce r(A,—%)(I}) nT,. Synthése : un tel C donne
B=r'(C)er,.

r(A, %)(I1) = (2;2\/§) : l'image de B décrit tout le cercle

2
Mo (x-2)%+ (y - 2\/5) = 4|(r est une bijection).

[,:(x-2)?+y? = 4; par différence, 4By +12=0,y =43, (x-2)2=1: C, (1;\/5), G, (3;\/5), et
B = r(A,—g)(C) : B,(2;0), B, (3;—J§). Par symeétrie par rapport a (Ox), les solutions indirectes
sont C, (1;—\/5), B,(2;0) et C, (3; —\/5), B, (3;\/5). Quatre triangles, de cotés 2 (AB,C,, AB,C;) et

2/3.
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4. Il faut que C(I,,A) coupe I}, : |[A-2] < LI} = 2\/§ < A+ 2, soit ’2\/_ 2<A< 2\/§+2‘ (méme
condition pour le cas indirect).

€& Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24

1. ABC direct: C = r( )(B) avec B € D,,donc C € r(D,) n D,. 4 r(D,)
Image de D, : le projeté H(0; 1) de A a pour image H’ (—g %) 5 D,
et r(D,) est la perpendiculaire a (AH") en H' : \/_x+ 2y=1, soit P
y=+3x+2. Avecy = -2: C(—%; —2), puis E/ b,

'3 3 3’

p= 221
-3
(Oy) : deux solutions.
. +q)?
2. H(0;p) = H’ (—@p; g), r(D,): —@x +ly=p;avecy=-q:x.= 23_‘7, et 2 = AC? = (2p3‘” +q? =
2(p?+pa+ ).
3.02-(p+q) = % 2 0: |02 p+ql| avec égalité si et seulement si p = g : alors B(—ﬁp;p) et
C(—ﬁp; —p), [BC] est perpendiculaire aux droites et £ = BC = d(D,, D,).

B=r(A-I)(C)= (-5%1) €D, /. Coté: AC? =16 44 = 28

. Le cas indirect donne le symétrique par rapport a

® Corrigeé de l'exercice 25

1. AEF direct: F = r(E) avec E € [BC], donc F € r([BC]) =[B'C’]. r: c

= x—%y,y —‘/_x+ 2, donc r(E) = (“‘ft;@); \: ;
F € (CD) < @ﬂ = e[O;’I],etalors ’ B'
F(2-J§;1)e[co]/.
2. Indirect: r(A )(E) (“‘/_t t‘/_) d’ordonnée 1sit=2+y/3>1: E

aucune solution. Le triangle est unique: ’BE =DF=2- \/_‘ A B

3. AE2 =1+ (2 —\/5)2 =8-4/3+= (\/E—\/E)Z : |AE = /6 - 1/2]; aire = ﬁAEz = . Les triangles

rectangles ABE et ADF sont isométriques (AB = AD, BE = DF) : BAE = DAF = —(5 - g) = =, d’ou
m_BE_o_
tan il 2 \/5
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® Corrigé de l'exercice 26

1.

AB = AC, (AB,AC) = L : r(B) = C. AP = AP', PAP" = 60 : APP" est ¢
équilatéral (ou réduita A): PP’ =PA;r(B)=C, r(P)=P":

P'C = PB. Dans PP'C: P'C < P'P + PC, soit[PB < PA + PC|: PA, P

PB, PC sont les cOtés du triangle PP'C (d’ou aussi les deux

autres inégalités).
A B

PB=PA+PC < PC=PP+PC < Pel[PC] < (PP,PC)=n(P =P etP zC)
APP’ est équilatéral direct, donc (PP’, PA) = I, et par Chasles (PP, PC) = L (PA, PC) : égalité
< |(PAPC) = 2. Ces points voient [AC] sous 120" = 180 - ABC, du coté opposé a B : c'est
l'arc AC du cercle circonscrit ne contenant pas B (angle inscrit).

Avec PA = 3, PC = 5 et APC = 120", Al-Kashi donne AC? = 9 + 25 + 15 = 49 : un tel P existe sur
l'arc, et [PB = 3 +5 = 8| (dans le repére A(0;0), B(7;0): P (—— M) PB? = 64 v).

B Corrigé de l'exercice 27

1.

(@+V)=(-(y+y')x+x') = R(@) +R(V),
R(R0) = (-Ry; kx) = RR(), R(-y; X) = (-X; -y) = -0. Lexpression LK
de r(Q, %), X' -a=-(y-b),y -b=x-a,sécrit QM’ = R(QM). D/ J
r I,—%)(A)iB (=>qr(l,§)(B)=A PR IA-R(IB). Le point ] C
I, tel que Oly = 3 (OA+ 0B) - 1

*__1*1*_1*1*_ : SN
IoA = -1AB + 1R(AB) = R (1AB + 2R(AB)) = R(I,B) ; par unicité

du centre (angle donné, A = B), I, = I. De méme pour J, K, L.
Posons U = OC + OD - OA- OB et V = OD + OA - OB - OC. Comme CD - AB = V et DA- BC = -U :
IK = 0K -0l = 20 - 1R(V) et JL = 2V + 1R(D). Alors R(IK) = 1R(U) - 2R(R(V)) = 2R(0) + 1V = JL. Or
R(W) a la norme de W et lui est orthogonal : |IK = JL et (IK) L (JL)|(Van Aubel).

R(AB) = (0;4): 1 = (2;0) - (0;2) =[(2:-2)]; R(BC) = (-3;1): J = (42) - (-;1) = [(&:1)]; K =[(3;6)}
L =[(=2;2)] IK(1;8), JL(-8;1) = R(IK) : IK = JL = /65 v.

® Corrigé de l'exercice 28

1.

En C, la direction GC tourne de = (6c,c5,) = -ZetCs,=CG; S 6

donc (C6,C5,) =m-2=1:1s, =r(C, ) (6)| En P (a gauche): 72 S
(GP,PS,) = I, d'oii (PG, PS,) = -1 : |s, = r(P,-2)(G). v > 2
r(C,g): X' +2=-y,y =x+2; r(P,—g): X' =2=y,y ==(x-2). D'ouS,(-y-2;x+2),5,(y+2;2-x)

et[T(0;2)|: T ne dépend pas de G. TC(-2;-2), TP(2;-2): TC=TP et TC-TP = 0: CTP est isocéle
rectangleenT.
SIS, (GY):x=Y-2,y=-X-2doncS,(-X;4-Y): S, = 5(S,). Or G = r(c,-g)(s1) et S, décrit

tout le plan quand G le décrit : r(P,—%) . r(C,—g) = s;| (calcul explicite : deux quarts de tour

de centres difféerents donnent un demi-tour).
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B Corrigé de l'exercice 29

1.

Lhexagone étant régulier direct, OA = OB = - et c B
(dA,dB) = (OqB,O-)C.) z ez g Hr A B CwH D E. Le milieu ; ’
M de [CD] a pour image le milieu de [DE] : r(M) = N. Donc
r([AM]) = [BN] : [AM = BN, et (A, BN) = I : angle de [60] P 0 A
N
E F

r transforme ABCM en BCDN : ces quadrilatéres ont méme aire. P € [AM] n [BN] : ABCM est
la réunion de ABP et de BCMP, et BCDN celle de BCMP et de MDNP. En retranchant l'aire de
BCMP : |aire(ABP) = aire(MDNP)|.

B(1;v3), ¢(-1;v/3), D(-2;0), E(-1;-/3), M( 2, £), N(-%,-@),AMZ - 49,3 13: [am = /73]

&I

: 7443 (156 /333 _8 c_ 6 _2.43 AP _ 8
(AM) : (2— L t), (BN) : (’I >S; 5 ) on trouve t 13,s 5 P( = 13) et|\zn = 5t
T e Ap)\| = 1|43, 28/3 _ .
Aire : 3 |det (4B, AP)| = z |'W o 1243 | (et = AB - AP sin, cours).

® Corrigé de l'exercice 30

1.

AM = AM" et (AM,AM") = I : AMM' est équilatéral (si M = A), A ¢
d'oit MM’ =MA ; r(C)=C', r(M)=M": M'C' = MC. La ligne B

brisée BMM’ C’ a pour longueur S(M) et des extrémités
fixes : [S(M) = BM + MM’ + M'C’ 2 BC'| (inégalité triangulaire

deux fois).

Pour ABC direct et F intérieur, ¢
(FA,FB) = (FB, FC) = (FC FA)= & Dans AFF’ équilatéral

direct : (FA,FF") = -2 et (F'F, F’ A) = -I Chasles:

(FB, FF)——?—§=TT F € [BF']. Lesangles étant A
conservés, (F'A, F'C') = (FA, FC) = -2, donc

(F°F, FC)——E—?=IT F' e[FC']. B F,F’, C’' sont alignés
dans cet ordre, S(F) = BC' : le minimum de S est BC',
atteinten F.

Unicité. Si S(M) = BC' et M # A, les deux inégalités triangulaires sont des égalités B M, M, C’
alignés dans cet ordre. Le méme calcul & lenvers donne (MA, MB) = 2" et (MC, MA) = 20 . M est sur

3

deux arcs de cercles distincts passant par A, qui se coupent en A et en F;douM=F. EtM=Aest
exclu : S(A) = BA+AC’ = BC' imposerait A € [BC'], c'est-a-dire BAC = 120".

3. renvoie B*surBet C surC': |CB* = BC'|. Le triangle BCA est direct : le 2. appliqué au sommet

Maths Olympiad

B, avec r(B )(A) B* (sommet du triangle équilatéral extérieur sur [AB]), montre que C, F, B*
sont alignés ; appliqué au sommet C (triangle CAB), avec r( )(B) A*, il montre que A, F, A*
sont alignés. F est le point commun a (BC’), (CB*) et (AA*).

det (AB,AC) = 5//3 + 8/3 > 0: direct. AB? = 19, BC? = 28, CA? = 37 : le plus grand angle, en B,

: 19+28-37 . . 2 i 5/3.5 5. 7V3.9 9/3.9
aun cosmusm>0.anglesalgus.AC -r(AC)-(\/§+ =3 2). c ( ; ,2) BC ( ; ,2)

BC' =9] B*F(\/§;1) = §BE' : F e [BC). FA=3,FB =2 FC =4 FA-FB = -3, FB-FC = -4,
FC-FA=-6: cosinus -2, angles de 120" /. Minimum : [F
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€ Corrigés : définir et construire

® Corrigé de l'exercice 31

1. On retranche le multiple de 2m qui raméne 6, dans ]-m,m] M M
: 0, = 617—%, 6, = 1017—%, 6, = 12m+m, 6, = -20 x 2m,

O, = 4+ g, 6, = 8m - %, 6, = -4m + 2?" : mesures principales

5 M, M=M,
_%r _%r T, Or gy _gy ?T[ . Donc r4 = Id, r3 = SQ' r5 et r6 sont
les quarts de tour direct et indirect. p M, =M,

2. Repére orthonormeé direct (Q;T,f) avec | = %07\/1 : par def-
inition OM, = 3 et (7, QMh) = 0,, d'ol M,(3cos6,;3sinb,)

= M (3[ 22), ML(-3;0), M, = M, MS(03), M(0;-3),

M, (_E'T) (figure).

Seuls M, = M, (et M, = M) sont confondus ; deux rotations de méme centre dont les angles
sont égaux modulo 2m coincident : . r(Q, a) et r(Q, B) sont réciproques si et seulement

sia+B =0[2n]: r etr, lesont (6. + 6, = 12m), r; et r, sont leurs propres réciproques, et

:M1

e r(Q,—Z?n).

3. Par Chasles, (i, OM,) = (i, OM) + (O, 0f1,) = 2+ 22 = | 17T | et (0, 0lt,) s -2 = | 2
Comme QM = QM,, a rotation cherchée a pour angle -7 - 2?" = —7?" = 5?" r(Q,%T) Enfin
-I-3 - _m=m: limage de M, est|M,|

® Corrigé de l'exercice 32

1. Dans le repére orthonormé direct (Q; e1,;) (1 ‘/_) et OG = é = ( % ﬁ) = (cos 2—"'sin 2—")

: 0G = 1(G est un voisin) et (QE,0G) = &', Les six voisins sont aux angles & du cercle unité,
21 rr _m —
donc|r(E) = F | et, comme (QF QG) =Z_2-11r(F)=6|

2. Qr(N) = ae, + b(e2 ) -be, +(a +b)e, : r(N[a, b]) = N[-b, a + b] ‘ Méme méthode avec les
images de E et F lues sur le cercleunité: r'': E - [1,-1,F » E; p: E~ G, F = [-1,0]; p’
: E - [0,-1], F » [1,-1]. D'ou

' :[a,b] > [a+b,-a], p :[a,b]~ [-a-b,a], p':[a,b] - [b,-a-b], s, :I[a,b]+~ [-a,-b].

3. |r(A)=[-1,3]} so(A) =[-2,-1]} VRV .
P
p"(A)=[1,-3]1}, |r'"(A) =[3,-2]| : avec A, six A
points du cercle de centre Q passant par A, aux
angles @, + == : un hexagone régulier. s, (A)
r’(A)

p7(A)
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4. QN? = a® + 2abé, - €, + b* = car €, - €, = cos§ = 2. innasi 0A? = 7 = ()qP2 :
oui, P est 'image de A par la rotation de centre Q et d'angle 6 = (OA,QP). Mais QA - QP =

S s\ (o > 5 13 rs 13 - : cL1 '

(2¢) +¢,)- (&) +26,)=2+2+2= 2, d'oli| cos 6 = 27 p Aui n'est ni £1ni+7 : non, 6 n'est pas un
multiple de g (P n’est d’ailleurs aucun des points de la question 3).

® Corrigé de l'exercice 33

1. PQ, et PR, ont la norme d et les directions et sens de PQ et PR, donc PQ, - PR, = d?cos®

- - 2 .
et Q,R? = ||PR, - PQ,||” = 2d? - 2d? cos B : | Q,R? = 2d*(1 - cosB) | ; avec 1 - cos B = 2sin’ g,

. 6
Q,R, = 2d |sm§

- - 2 - -
2. OM' = QM" = d et MM = |QM' - OM||” = 2d? -20M - QM" = 2d?(1 - cosB) = Q,R2: M' € € n T ;
de méme pour M” car cos(-0) = cos 6.

3. M =M < 06=-0[2n] < 0 =0][m]
ici M # M"”, et deux cercles de centres
distincts ont au plus deux points communs :
’C’ nr={M,M"} ‘ Ces points sont symeétriques
par rapport a (QM) ; M’ est celui pour lequel
QMM’ tourne dans le méme sens que PQ,R,.
Si@=m:Q,R, = 2d, les cercles sont tangents
en sy(M) = r(M) = r''(M).

4. D'aprés 1, MM? =2 x16x 1 = 8: | MM’ = 22 cm|. Dans le repére d’origine Q avec | = %QWI :

M'(d cos 6;d sin 8), M"(d cos 6; -d sinB) et sin 6 = g, d’ol M'M” = 2d'sin@: |[M'M” = 2\/7 cm |

® Corrigé de l'exercice 34

1. C'est la propriété fondamentale du cours. Réciproquement, si A'N = AM et (A7VI,A7N) = 6, alors
A'N = A'M’ et, par Chasles, (A'M',A'N) = (A'M’,AM) + (AM,A'N) = -6+ 6 = 0 : A'N et A’M’ ont
méme norme, méme direction et méme sens, donc|[N = M|,

2. Soit N limage de P par r(A’,6) : A'N = A'P = AM et (AM, A’N) = (AM, A’P) + (A"P, A’N) = 0 + 6, donc
d’aprés 1. Construction : on place P, quatriéme sommet du parallélogramme AMPA’,
puis on le tourne de 8 autour de A’, qui est sur la feuille (exercice 33). Antécédent : r' a pour
angle -6 et envoie A’ sur A ; on place Q tel que AQ = A'N et 'antécédent de N est l'image de Q
par r(A, -0).

3. On place P, tel que AP, = AB ; B’ est le troisiéme som- / B
met du triangle équilatéral direct A'P,B’ (cercles de cen- :
tres A’ et P, de rayon AB). De méme pour C'. L'image du
cercle de centre B passant par C est le cercle de centre B’ < ahors !
et de rayon BC, qui passe par C'. (Figure : centre caché de/z/lacfeuillé
Q(-3,2;2,6).) / !

1
1
1

1
1

LA B |
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® Corrigé de l'exercice 35

1. r(0) et r(I) sont des nceuds, donc r(OSr(I) a des coordonneées entiéres (p;q) ; sa norme est
I =1, donc p? +q? = 1: (p;q) € {(x1;0),(0;+1)}, vecteurs d’angles polaires 0, 2, m Or
(7, r(OSr(I)) = (5/, r(OSr(I)) = O (propriété fondamentale): |6 € {0, g, m, —g}

2. r=sq: OM’ = 20Q - OM. Si r conserve 0, r(0) est un nceud (p; g) et Q(g; %) Réciproquement,

si Q(E; 5), p,q € Z, alors r(x;y) = (p - x;q - y) est un nceud pour tout nceud, et N = r(r(N)):
r(Q) = 9. Q est un noeud, le milieu d’'un coté ou le centre d'une case.

3. L'expression analytique avec cosg =0, sin g =1donne x'-a = -(y-b),y’-b = x-a. Sir conserve
9, r(0)(a+b; b-a) est un nceud. Réciproquement, sip = a+b et g = b-a sont entiers, r(x; y) = (p-
y;g+x)etr'(x;y) = (y-g; p-x) envoient les nceuds sur des noeuds, donc r(Q) = Q. Enfina = ﬂ
b= p 9 o0 p-qetp+qontlaméme parité : a, b sont tous deux entiers (nceud) ou tous deux

dans 7+ 5 (centre d’une case), et réciproquement. \r conserve 0 < a+beZetb-aeZ \

4. Q(%;%); a+b=2,b-a=1,r:(x;y) » (2-y;1+x); les sommets

ont pour images‘ (2;3), (2;4), (1;3) ‘ D'apreés 1, aucune rotation

d’angle g ne conserve 9, alors que r(O, %) conserve le réseau
triangulaire de 'exercice 32 ([a, b] ~ [-b, a+Db], et sa réciproque
aussi) : chaque réseau a ses rotations, quarts de tour pour l'un,
sixiemes de tour pour l'autre.

® Corrigé de l'exercice 36

2¢2-1: 4c3+2¢%-3¢-1 =0,
% (racine positive), puis

1. 3a = m-2a, donc cos 3a = - cos 2a; avec cos 3a = 4c>-3c et cos 2a
soit|(c+1)(4c?-2c-1)=0| Commec >0, 4c*-2c-1=0etc

20 _ 52 4 _ 6+25 _\/§-1
coss-2c 1-—8 1-—4 R

2. 5(-1;0), U(0; 1), K (-3;0), KU = /1 +1 = 55 le point L(x;0)

; (B2

4

=

de [OM] veérifie x + - = 75 L(@;O)

2 2m

3. La perpendiculaire est x = cos 5
1, (7,07\41) = 2 gt

21, oin 2T
M, (cos Sisin ?), donc OM, =

M, = r(M)|; de méme M, (cos ;- sin 2?") = r''(M)|. Puis

2?" ;sur @, y? = sin

MM2 =2-2 cos 2?" = 5_2—\/§ et’ par Pythagore, UL2 =1+ —6_iﬁ =

=5 -0

Construction. Le cercle de centre M et de rayon UL coupe € en r(M) et r''(M) (exercice 33) ; a
partir de M, on obtient M, = r(M,) (angle par Chasles), puis M,. Les cinq cotés valent UL, et r

envoie chaque sommet sur le suivant (r(M 4) M car 5 x 2?" = 2m) : MM M,M,M, est un pentagone
régulier.
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€@ Corrigés : images de figures

® Corrigé de l'exercice 37

1. Une tangente est perpendiculaire au rayon : QT,/ est rectan-

gle en T,, d’hypoténuse QI = 2 et IT, = 1, d'ou |QT, = J3 | et

cosIQAT1 = @, soit l(fT1 = % ; de méme pour T,. Les deux tan-
gentes sont symetriques par rapport a (Ql), donc (dl,(ﬁ'z) =
(QT,, Q1) = +Z et, par Chasles, (QT,,QT,) = +2 ; le choix des

2k

noms donne . Comme QT, =QT, : |r(T,)=T

2. r((QT1)) passe par r(Q) = Q et par r(T,) = T, : Cest la droite |(QT,)|. La rotation conserve
l'orthogonalité et les distances : (QT,) L (IT,) donne (QT,) 1 (I,T,) avec I,T, = IT, = 1, donc
(QT,) est tangente a ¢, enT,. Les centres | et |, sont alors sur la perpendiculaire a (QT,) en T,,
a la distance 1 de T, et distincts (I # Q n’est pas fixe) : T, estle milieude [I,], 1, =2=1+1et
les cercles sont tangents en T,.

3. 1, = r(Q, %) (1) : Q1) = 2 et, par Chasles, (0, Qiy,,) = I, ainsi que (Ql, 0ly) = - = I. Chaque
triangle QI,/,,, est isocéle en Q avec un angle de g, donc équilatéral : I,/,,, =2 = 1+1, deux
cercles consécutifs sont tangents. Enfin O/, =2 = 1+ 1: chaque €, est tangent au cercle de

centre Q et de rayon 1 (la piéce centrale).

® Corrigé de l'exercice 38

1. Par la propriété fondamentale, (B*C,B'AC') = g :|(B'C") L(BC)|. H € (BC) et (AH) L (BC), donc

H € (B'C’) et (AH') L (B'C’) (conservation de l'alignement et de l'orthogonalité) : H' est le pied
de la hauteur issue de A dans AB'C’. Le milieu est conservé : I’ est le milieu de [B'C’]; enfin
Al = Al et (Al,Al") = L.

2. (BC) L (B'C’), donc ces droites se coupent en K. Le
quadrilatére AHKH' a trois angles droits, en H, K et H’
: c'est un rectangle ; comme AH' = AH (r conserve la
distance au centre), AHKH' est un carré.

3. Pythagore: AB2=8+18 =26 et AC2=8+2=10:|AB=+26,|AC =10/ Les angles en B et C

&tant aigus, H € ]1BC[ : B'C’ = BC = HB + HC = | 4/2 | Aire du carré : AH? = . (Figure : A(0;0),
B(5;-1), C(1;3), H(2; 2), K(0; 4).)
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® Corrigé de l'exercice 39

1.

¢, est le cercle de centre A, et de rayon 2. Avec QA, = QA = 4 et QA - QA, = 16cos B : AAZ =

32-32c0s0 = 64sin’ g,d’ou —8|S|n— ]

Deux cercles de méme rayon 2 dont les centres sont a la distance 6 se coupent si et seulement
si 6 < 4 (si 6 < 4, la médiatrice des centres contient deux points, ou un seul, a la distance 2 des
deux centres ; si & > 4, l'inégalité triangulaire U'interdit). Or 8 |sin §| <4 = |sin §| < % =

—e[—— —] car—e]—— ]): Ge[—%,g . Tangence pour6=4:(6=0redonne C).

Pour 6 = g, QAA, est équilatéral de coté 4 : AAy = 4 =
2 +2 et le point de contact T, sur [AA.] a la distance 2 de
A et de A, en est le milieu. La tangente commune est la
perpendiculaire a (AA,) en T, C'est-a-dire la médiatrice de
[AA,], qui passe par Q (QA = 0A,). QT est une hauteur :

QaT =2y/3|,

On raisonne par double inclusion. SIM € C: OM < QA,+A ;M = 6 et 4 = QA, < OM+MA, = OM+2,
donc M € K. Réciproquement, soit M tel que m = QM € [2,6]. Dans le repére d’origine Q avec
i= #Q?Vl, un point P(4 cos ; 4 sin @) vérifie MP? = m? +16-8m cos ¢, donc MP =2 < cos( =

% ; ce nombre est dans ]0,1] car m?>-8m+12 = (m-2)(m-6) < 0, donc un tel @ existe. Alors

QP =4=0QA: P=A, pour 8 = (QA,QP), et M € C,. La réunion des C, est la couronne .

® Corrigeé de l'exercice 40

1.

H a pour angle polaire —g et OH = 3, donc H, (3 cos (6 - g);Bsin (6 - g)) = ’(3 sin 6; -3 cos 9) ‘
Comme D L (OH) en H, D, L (OH,) en Hy avec OH, = 3 : D, est tangente a I' en H,. Puis
Me D, <> HgM-OHy=0 <> OM-OH, = OH? = 9,soit’xsin6—ycose =3‘.

(D,D,) = 6 [r]. Paralléles <= 6 €{0,m}: D, =Det|D_:y=3| Perpendiculaires < 0 =

+1:[x=3]et[x=-3] }

P: -6cosO = 3, cosB = —%: 6:12?”. Q: 3/3sin0 -
- H ] my _ m _ I 5m .
3cosO = 3, soit Zsm(G—g) =1, 6 - § = 5 ou ?.
Ge{g,n}.R:sin6—c056:3,soit\/§sm( %)
: aucune droite.
X .29
Poury=—3:xsin9=3(1—cosG)avecsinG#O,d'oux—%-Man— P9(3tan9;-3).
2s nECOSE 2

Les triangles OHP, et OH,P,, rectangles en H et H,, ont la méme hypoténuse et OH = OH,
P4H? = OP} - 9 = PyHj, donc|PyH = PyH, |
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® Corrigé de l'exercice 41

1. La droite x = 1 est l'ensemble des M tels que OM - OI = 1, N
avec I(1;0). La rotation conserve le produit scalaire et fixe O
: son image est 'ensemble des M tels que OM - OI" = 1, avec < . g
I” = r(I)(c;s), soit A, : cx+sy =1| De méme, avec J(0;1) ~ °
J(-s;¢):y=1mH -sx+cy=1,x=-1>cx+sy=-1,y=-1m

\

—sx+cy=-’|,et’j(’={|cx+sy| <let]|-sx+cy| 51}‘.

2. (c+s)?=1+2sc>1etc+s>0,doncc+s>1:Ve¢ X" Surx=1,A, donney = 1S—C €10, 1[ (car
0<1-c<s);deméme pour Q. Le triangle VPQ est rectangle en V, avec VP = % etvQ= 1

. (c+s-1)
: laire(VPQ) = ———~ |,
(vPQ) 2scC
2 } 3
3. Avect=c+set2sc=t2-1: 4 =420 _ 4 4T _ _|
: t2-1 t+1 1+cos6+sinb

4, 0 - % € ]—%,%[ : cos 0 +sin B est maximal, égal a /2, pour 6 = %, ou A4 est minimale : son

8(3-3)

minimum est —J_,50|t A pin = 8(\/5— ‘I) = 3,31. Et/l(%) = 31\6/3 = 5 ~ 3,38.

® Corrigé de l'exercice 42

1. cos =siny = ‘/25: r: x = g(x—y),y’ = 72(x+y);r‘1 t X = ‘/_(x +y), Yy = @(y’ )
(2 (e- 22 e 3))

. . . , 2| 112 1\2] _ 1
2. On raisonne par double inclusion. D'abord y'= - x'* = 2 [(t+ ;) - (t— ?) ] =oxb=2: r(#)cr.

Réciproquement, si N(X; Y) €T, son antécédent Ny(Xy; ,) = r~'(N) vérifie xoy0 = %(X+ Y)Y -X) =

1(Y?-X2)=1:x,20,y, = =, Ny € % et N = r(Ny) € (7). Donc | r(7() =T |

3.S5it>0,y = %(h%) >0ety?=x2+2,doncy = f(x).
Réciproquement, un point de I d'ordonnée Y > 0 a pour
antécédent un point (t; %) avect + % > 0,donct > 0. Ainsi r
envoie la branche t > 0 sur C’f, et de méme la branchet< 0

sur la courbe de -f. r(1;1) = (0;\/5) , et f(x) 2 V2 = f(0): le

minimum de f est v2 , atteint en 0.

4, r(O, g) (x;y) = (-y; x) envoie (t;%) sur (—%;t), d'ordonnée -2 : la courbe de x > -*. r(0,m):
(—t;—%) eH: ’r(O, ) () = }[‘ r(O,—%) : x' = g(x +y),y = g(y -x),dotux?2-y?2=2xy=2;

on obtient (comme en 2) 'ensemble | x? - y? = 2|, qui contient (2;\/5) et (2;—\/5) : ce n'est pas
la courbe d’une fonction.
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€ Corrigés : propriétés conservées

B Corrigé de l'exercice 43

1. Par Chasles, avec (CA, CB) = (AC, CB) + m et (BC, BA) = (CB, BA) + 1 : (AB, AC) + (BC, BA) + (CA, CB) =

5m . . .
- g = 2 La rotation conserve les angles orientes :

(AB,BA) = m. Donc (CA,CB) = m -

INE]

(AB,AC)=1, (BC,B'A) = L, (C'Ar, C'BY) = 22,

Chasles et (XY, X"V") = 6: (AB,AC’) = (AB, AC)+(AC,AC") = % +0|; (AC,A'B") = -1+6; (AB,B'C") =
(AB, BC)+6 avec (AB, BC) = (AB, BA)+(BA, BC) = m-Z, d'ou 2?" +6|; enfin (BC,AC) = (CB, CA) = -2L,
d'oti (BC,AC") =6 - ?—’27 !

Pour 6 = I : (AC,A'B") = 0, donc|(A'B’) || (AC) , et (AB,A'C") = I, donc|(A'C’) L (AB)|. Ensuite

(B'C') L (AB) & Z.0=T[n] ee{-E 5—"},et(A'C') 1(BC) & 6=[n]

3 6' 6
{517 7n}
E{=—7,-—1t|
12° 12

Pour un triangle direct, (4B, BC) = m - B, (BC,CA) = m -y, (CA,AB) = m - a (comme en 2). Or
(BC,A'B’) = (BC,AB) +6 = 6 -m+ B, donc (A'B) || (BC) < 6 = -B [n]; de méme (B'C") ||
(CA) < 0O =-y[m]et(CA’) | (AB) < 6 = -a [m]. Les trois conditions exigent a = 8 =y [m],
et comme ces angles sont dans 10,m[, @ = B = y : ABC est équilatéral. Réciproquement, un

triangle equilatéral convient avec |6 = —g [r], par exemple la rotation d’angle 2?" autour du

centre, qui envoie (AB) sur (BC).

® Corrigeé de U'exercice 44

1.

AB(1;-4), A'B'(4;-1): AB = A'B’ =\[17 ; AC(-5;3), AC’(-5; -3) : /34 ; BC(-6; 7), B'C'(-9; -2) : \/85.
v

) D(M; &) = (ﬂ; §) et, la rotation conservant le barycentre, D’ = Bar{(A’,1);(B’,2); (C’, 1)} :

4 4

D’ (%, %) . De méme G(%; %) a pour image le centre de gravité de A'B'C’ : |G’ (g, %) i

Soit F, = Bar{(B, 2);(C, 1)} ; par associativité D = Bar{(A, 1); (F,, 3)}, donc F, € (AD) n (BC), et ces

droites sont distinctes (A ¢ (BC)): F = F, (4; %) Puis r(F) = Bar{(B’, 2); (C", 1)} : | r(F) (3; ?) .

Oncherchea+B+y=1avec20+6B-3y=11et5a+4B+2y=7. Enremplaganty=1-a-f:
50 +9B =14et3a+2B=5dota=B=1y=-1:N=Bar{(A,1);(B,1);(C",-1)}. Comme r est
bijective et conserve le barycentre, 'antécédent de N est Bar{(A, 1); (B, 1);(C,-1)}: [(11;-5) |

Maths Olympiad @



Chapitre 9 La rotation dans le plan 1" Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 45

TG+ V2 = |G + NN+ 23 -7 et (1@l + 1V0)° = N@I2 + 10>+ 20@)l 17]] ; deux nombres positifs
sont égaux si et seulement si leurs carrés le sont, d’'ou la premiére équivalence ; la seconde
vientde - v = ||t V|l cos(dl, V). Si B = A ou B = C, les deux membres sont vrais. Sinon, avec
(i=AB,V=BC:AC=AB+BC < (AB,BC)=0 < BC=MB(A>0) < AB=--AC(A>0)

< |B e [AC]|
2. BE[AC] > AC=AB+BC = A'C'=A'B'+B'C' = |B' €[A’'C’]| Si A, B, C sont alignés, l'un est

entre les deux autres, donc son image est entre les deux autres images: A’, B’, C’ sont alignés.
3.Si0<k<1:Ge[AC]etAG = RAC,donc G' € [A'C']avec A'G’ = RA'C’, sOit A’G’ = RA’C". Si k > 1
: AC = 1AG avec 0 < 1 < 1, et le premier cas (appliqué a A, G, C) donne A'C’ = JA’G". Si k < 0
: GA = pGC avec y = % €10,1[, d'od G'A’ = uG'C’ = p(G'A’ + A’'C’), puis (1 - p)G'A’ = pA'C’ et

G'A’ = -RA'C’. Dans tous les cas, |A’G' = RA'C’ |.

4. Avec kR = %, puis k = aL : f conserve le milieu et Bar{(A, a);(C,y)}. Le centre de gravité est
Bar{(A, 1); (1,2)} ou I est le milieu de [BC] : son image est Bar{(A’,1);(I’,2)} avec I’ milieu de
[B'C’], le centre de gravité de A'B’C’. (On retrouve, sans angle, des propriétés du cours, valables

aussi pour les translations et les symétries.)

® Corrigé de l'exercice 46

1. Par double inclusion. Pour tout M, r(M)A" = MA, r(M)B" = MB et r(M)A' . r(IVT)B' = MA - MB :
Meé < r(M)e&'.Doncr(&)c & ;etsiNe&,M=r(N)vérifieMe & d'ol N =r(M) € r(€)
&) =¢&"|

2. r:(xy) = (v;-x), A'(0;-2), B'(0; -5).

E1i(x=22+y? = 4(x -5 +4y? & x>+y?-12x+32=0 < (x-6)*+y?=4: cercle de
centre (6;0) et de rayon 2 ; image : {MA’ = 2MB'}, cercle de centre (0;-6) et de rayon 2 (centre
transformé, méme rayon).

£yt (x-2)7-(x-5)2=6x-21=3 < x=4;image: {MA2 - MB" = 3}, soit (y + 2)> - (y +5)* =
-6y - 21 =3: ladroite y = -4.

&5 : cercle de diamétre [AB] (centre (%, 0), rayon %) ; image : cercle de diamétre [A'B’], de centre

.7
(0:-)
3. PourM # A,B: (MA,MB) = I < MA-MB = 0 et det (MA, MB) > 0. Avec MA(2-X; -y), MB(5-X; -y):
det = (2-x)(-y)+y(5-x) = 3y. Donc &, est le demi-cerclede £, oliy > 0. La rotation conserve les
angles orientés : r(&,) = {M : (MA, MB') = g}, image des points (x;y), y > 0, par (x;y) ~ (v;-X)

: le demi-cercle de diamétre [A'B’] situé dans x > 0. La symétrie s d’axe (Oy) conserve les

distances mais change les angles orientés en leurs opposes : s(¢&,) = {M : (MZ\",ME") = —g}

avec A”(-2;0), B"(-5;0).
B Corrigé de U'exercice 47

1. Conservation et Chasles : (QM,QN’) = ¢ + 6, (QM’,QN) = ¢ - 6. D'oti QM’ - QN = mn cos g,
QM - QN’ = mn cos(p + 8), QM’ - QN = mn cos(p - ) et, de méme, les déterminants mnsin o,
mnsin(p + 8), mn sin(yp - 6) (et QM - QM’ = m? cos ).
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2. MM’ - NN’ = (QM - QM) - (QN’ - QN) = 2mn cos ¢ - mn [cos(¢ - 8) + cos(p + 6)] = 2mn cos ¢ (1 -

cos 6), soit | MM’ - NN’ = 2(1 - cos ) QM - QN |; le méme calcul avec les déterminants et sin(y -

0) + sin(p + 6) = 2sin cos® donne | det (MM, NN') = 2(1 - cos 6) det (QM, ON) | Pour N = M

: MM? = 2m?(1 - cos @), d'ot (MM’ =2m |sin g| . Alors MM’ x NN’ = 2mn(1 - cos ), donc

cos (MM, NN') = cos ¢ et sin(MM’, NN') = sing : | (MM, N}*) = (QM, QN)|. En particulier, 1 -
cos 6 # 0 donne (MM’) L (NN') < (QM) L (QN).

- - 2 ~
MN? = QN -aQM|" = m? + n? - 2mn cos(yp + ) et M'N* = m? + n? - 2mn cos(¢p - 6), d’ol
MN'? - M'N? = 2mn[cos(¢p - 8) - cos(ip + 0)] = ’4mn sin(psine‘. Sifz0,msindz0: MN =
M'N < singp=0 < O, M, N alignés.

MN’ - M'N = (QN’ - QM) - (QN - QM’) = n? cos 8 - mn cos ¢ - mn cos ¢ + m? cos @ . Application

(cos® = 0,sinB = 1): MM - NN' = 2x3 = [6]; MN? = 13-12cos 2 = |13+ 6/3|; M'N? =
s - L

13-12cos(-T) =| 13- 6/3 (différence 123 = 4x 6 x 2 /) ; M- - M'N = -2 x 3 =[-6],

® Corrigé de l'exercice 48

1.

Maths Olympiad

r(B) = C et r(C) = A, donc r((BC)) = (CA) ; de méme r((CA)) = (AB). Si H est le projeté de M sur
(BC), r(H) € (CA) et (r(M)r(H)) L (CA): r(H) est le projeté de r(M) sur (CA) et r(M)r(H) = MH. Pour
le signe : M et A sont du méme coté de (BC) si et seulement si [MA] ne coupe pas (BC), si et
seulement si [r(M)B] ne coupe pas (CA) (r est bijective et transforme segments et droites en

segments et droites). Donc | 6,4(r(M)) = 6,(M) |, et de méme | 5(r(M)) = 5,(M) |

OM, = OM et (OM,0M,) = -“T = ZT (Chasles), donc M, =
r(M)etr(M,)=M: r! permute M, M,, M,. L'isobarycentre
K de ces trois points a pour image celui de M, M,, M, c'est-

a-dire K : r''(K) = K, et le seul point fixe de r'" est O :

[k=0]

(BC)estlaxey =0etAestducotéy>0:6,(M)=|y,| avec & €
le signe de y,,, soit |6,(M) = y,, |. D’aprés 1, 6,(M) = 6,(M,)

et 6.(M) = 65(M,) = 6,(M,). Lordonnée de l'isobarycentre

est la moyenne des ordonnées, donc 6,(M)+64(M)+6.(M) =

yM+yM1 +yM2 :3yo :3xg:_
Si M est intérieur, les trois nombres sont les distances aux cotés : leur somme vaut h, quel que
soit M. Application : h = 3/3, d’oii d(M, (AB)) = 3V/3 - 1-2 =|3V/3-3|= 2,20 (figure : Vi, = 2,

Y, = 3y/3 - 3). Pour un polygone régulier a n cotés, de centre O et d’apothéme p (distance de

O aux cotés), la rotation de centre O et d’angle 27" envoie chaque coteé sur le suivant ; le méme
raisonnement (isobarycentre des n points r™*(M) fixe, donc égal a O) donne une somme des

distances égale a .
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© Corrigés : déterminer une rotation

® Corrigé de l'exercice 49

Idée : un point caractéristique de la figure (milieu, intersection, centre) est fixe, et une rotation
distincte de Id n’a qu’un point fixe, son centre.

1.

r([AB]) = [r(A)r(B)] = [AB] et deux segments égaux ont les mémes extrémités: {r(A), r(B)} = {A, B}.
Si r(A) = A et r(B) = B, r a deux points fixes : r = Id. Sinon r(A) = B, r(B) = A, et r conserve le
milieu: r(I) = I, I est le centre et (A, IB) = m: r = s,- Reciproque immediate : |Id ets, |

r(D) € {D,D’} est paralléle a D : l'angle vérifie 6 = (D,r(D)) = 0 [rr], doncr = Id ou r = s,. Si
so(D) = D, alors Q € D, et 5(D’) est une paralléle a D’ distincte de D" : exclu. Donc s,(D) =
D' : pour P € D, s,(P) € D" et O, milieu de [P s,(P)], est sur la paralléle A « a mi-distance ».
Réciproquement, ces s, échangent DetD': |Idetless,, Q€A|

Une droite contenue dans DuD’ est D ou D" : {r(D),r(D")} = {D,D’}, et r(I) € r(D)nr(D ) {}:r=1d
ourapourcentrel. Sir(D)=D: 60 =0([m],douldous, Sir(D)=D"etr(D’)=D:6=(D,D")=
~(D,D’) [}, donc 2(D,D’) = 0 [] : il faut D L D', et 6 = X [mr]. |Id, s, et r( g) SiDLD'|

r(C) est le cercle de centre r(K) et de méme rayon: r(€) = ¢ < r(K) = K : toutes les rotations
de centre K. Deux cercles distincts ont au plus deux points communs : un cercle contenu dans
cuC” estl'un d’eux, donc{r(K), r(K")} = {K, K}, et la question Tappliquée a [KK'] donne|Id et s, |
J milieu de [KK'].

Le cercle est le seul cercle contenu dans la figure : r a pour centre Q (ou r = Id) et conserve
la réunion des deux droites ; d'aprées 2, r est Id ou un demi-tour de centre sur A: y = 3, qui
contient Q: |Id ets

® Corrigé de l'exercice 50

Méthode (cours): x' =ax-by+c,y = bx+ay+daveca’®+b?=1et(ab)z(1,0) est la rotation
d’angle 6 (cos 8 = g, sin 6 = b) dont le centre est l'unique point fixe.

1.

f,ra= @, b= —% (le coefficient de y dans x’ vaut bien -b), c=d =0: |f, = r(O,—%) I

f,:a-= —g, b = g, 0 = 37” : la seconde équation de point fixe donne x = (1 ++/2)y - /2, et la
premiére devient 4(1 +/2)y = 4(1+/2): | f, = r(o, 4) Q(1;1)| (contréle £,(1;1) = (1;1) v).

f,:a= —%, b= —@, =-==;le systeme dxi= ‘/z_y ) \/2_ 2y = ‘E a pour solution Q’(1;0) :
’ 2

poer(o2)

fs: 0°(1;0), I ( £ %) J (% £); *(‘/2_,;) donne (i,0°1) = Z, et O') (— —£) donne

G,0'1) = G,D + @, O]) =-2-1= 5;. Pour une rotation, ces deux angles seraient égaux a

0: | f. n'est pas une rotation |

Maths Olympiad @



Chapitre 9 La rotation dans le plan 1" Bac Sciences Mathématiques

oo Tenel 4 cinfain® = ¥2+/6 _ S i Mool oM _ 612 _ oy
2. cosT> = cosfcosy +sinZsiny = Y22 = q,sin T = sinfcosy -cosIsinf = 2= = b

fo= r(O, %) . Puis x” = ax’ - by’ = (a> - b®)x - 2aby, y" = bx' + ay’ = 2ab x + (a® - b?)y, avec

2 _p2_2+/3 243 _ 3 _26-2) _1.f L f .oy 3, 1 w_1,. 3
a’-b*===-===Set2ab=="==7:\f3-f3: X" =5x-Jy, ¥y =ox+ Ty, cestr(O,6)

(composée de deux rotations de méme centre).

3. f2‘1 = r(Q,—3T"):X' -1= -%(X-1)+§(y—1), y' -1-= —g(x—’l)— g(y—‘l), soit

X =Ly Lyiq, oy = L2y P2y g7 (contrble: £,(0) = (1+v2;1) » 0 V).

® Corrigé de U'exercice 51

1. r est une bijection : r(0) € r(D,) nr(D,) = D; n D, donc |r(0) = P'|. Langle d’une droite et de

son image vaut 6 modulom: 6 = (D,, D)) = g [m].

2. Donc 0 = t%, et pour chaque angle une seule rotation ,| ™ ,
envoie O sur P’. Pour g etQ,(a;b): 4-a=b,2-b =-a,d'ou D, _’/ A
Q,(1;3)et|r, : X' =-y+4, y' =x+2| Pour-2:4-aq-= ; I///\/p'
-b,2-b=aqa,dou0,(3;-1)et|r,: x' =y+4, y' =-x+2| .
Veérification : r(t;0) = (4;t+2),r,(0;t) = (4-t; 2) décrivent ol “A~-__ D,
D} et D, ; de méme r,(t;0) = (4;2-1), r,(0;t) = (t + 4;2): \52 b

exactement deux rotations.

3. r,(1;0)=(4;3)=A’, mais r,(1;0) = (4;1) : |C'estr, |

4. Une droite contenue dans D] u D) est l'une des deux : {p(D,),p(D,)} = {D},D.}, et p(O) = P".
Sip(D,) = D}, p € {r,,r,}. Sip(D,) =D, etp(D,) =D;:6 = (D,,D))=0][n],eth =0 est
exclu (Id n'envoie pas O sur P’') : p est le demi-tour qui envoie O sur P, p = s, I(2;1), et
S/(x;y) = (4-x;2-y)envoie bieny =0sury=2etx=0surx=4. |trois rotations: r,, r,, s, |

® Corrigé de l'exercice 52

1x2

1. Récurrence. Initialisation : F, = r(Q )— r(() . Hérédité : si F, = r(O "(””)") la composée

de deux rotations de méme centre donne F,, r(Q W) (Q W
m
2)

) Fy = r(Q,m) = Sy, F, = r(() 5") = r(o, 3)

) Conclu-

sion : la formule vaut pour toutn 2 1. F, = r(Q
Fg=r(, ) =r(n,).

2F =ld < % € 2nZ << 24 | n(n + 1), soit, 8 et 3 étant premiers entre eux,
8 | n(n+1)et3 | n(n+1). Des deux entiers consécutifs n, n + 1, l'un est impair, donc pre-
mier avec 8: 8 | n(n+1) < 8 | nou 8 | n+1, cest-a-dire que le reste de n modulo
8 est0ou7; 3 estpremier: 3 | n(n+1) < lereste de n modulo 3 est 0 ou 2. Parmi
les restes modulo 24 qui valent 0 ou 7 modulo 8 (0, 8, 16, 7, 15, 23), on garde 0, 8, 15, 23 :

=Id < lereste de n modulo 24 est 0, 8, 15 ou 23|; le plus petit est[n = 8](8x9 = 3x24).
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3. F, =5, & @estun entier impair & n(n+1)=24q+12 < 3 |n(n+1)etn(n+1)a

pour reste 4 modulo 8 (car 24qg + 12 = 8(3g + 1) + 4, et réciproquement N - 12 est alors divisible
par 8 et par 3). Pour les restes 0, ...,7 de n modulo 8, ceux de n(n + 1) sont 0,2,6,4,4,6,2,0:
il faut le reste 3 ou 4, soit 3, 11, 19, 4, 12, 20 modulo 24, dont on garde ceux de reste 0 ou 2
modulo 3 : ]reste de n modulo 24 égala 3, 11, 12 ou 20

4. F, = r((), Tn%) avecT, = @ € N: F (M) = M,, R reste de T, modulo 4./2\02
12 ; comme 3 | 12, k et T, ont le méme reste modulo 3. Si n a pour 557 ‘o]
reste 0 ou 2 modulo 3, 3 divise n(n + 1) = 2T , donc T, ;sin = 3q +1, 6 . ©0
2T, = 9q2 +9q +2 a pour reste 2, donc T, a pour reste 1 (un reste 0 ou 73\ o /o/ﬂ
2 donnerait 0 ou 1 pour 2T,). Ainsi k n'a jamais pour reste 2 modulo éo*;/‘w

3: M, Mg, Mg, M, ne sont jamais atteints, et les huit autres le sont :
Ty=36,T,=1,T,=3,T,=28,T,=6,T,; =91, T, =21, T, = 10 donnent
(k=0,1,3,4,6,7,9, 10|

® Corrigé de l'exercice 53

1. 1Q(2;3)| Le milieu (’(”2"1 ;x+)2/+1) de M(x;y)et(y-1;x+1)estsurD,etlevecteur(y-1-x;x+
1 - y) est orthogonal a u(1;1) : ’s(x;y):(y—1;x+1) ; de méme

s'(x;y)=(4-x;y) ‘ Puis

r(x;y)=s'(y-1;x+1)=(5-y;x+1):a=0,b=1,pointfixe Q: |r= r(O,g) , en accord avec

2(D’D,)=2(g_%)- Enﬁn (S°S,)°(S,°S)= Id 0 S°SI =r—1.

2. r-s=s'-55=5". Puiss-r = s-s’-s = r''-s, et par récurrence s-rf*! = (s-r®)er = rR.s.r = r-(**N.s;
or r* = r(Q, 2m) = Id, donc r* = r*-k,

3.S0it G ={rk, rf-s : 0<k<3}etP(p): «toute composée de p applications prises parmi
s, s’ est dans G ». Initialisation : s = r’ - s ets’ = r-s. Hérédité : une composée de p + 1
facteurs s'écritt-g,t € {s,s'}, ge G;ors-rf=r**.s s (rF-s)=r*k s .g=r-(s-q), et
rerf=rk r.(rk.s) = rf1.s (exposants modulo &) : t-g € G. Conclusion : P(p) pour tout

pz1.Avecr?=s,:(x;y) > (b-x;6-y)etr 1 (x;y) > (y-1;5-x):r2-s(x;y) = (5-y;5-X)

etr3-s(x;y) = (x;6-y), donc rz-»s:sA1,A1 : x+y=5| et r3»s:sA2, A, : y=3|: quatre

rotations de centre Q et quatre symetries d’axes D, D', A, A,, passant par Q et formant des
angles de %

4. M(4;2) a pour images r(M) = (3;5), r’(M) = (0;4), r3 (M)
(151, s(M) = (1;5), s'(M) = (0;2), s, (M) = (3;7), 5, (M)

(4;4): , sur le cercle de centre Q et de rayon OM =
V/5. Pour M(4;3) € A, : 5, (M) = M, r(M) = (M) = (2;5), r*(M) =
s'(M) = (0;3), r’(M) = sA1(M) =(2;1): ’4 points seulement‘
('objet est sur un miroir).

images directes (), « miroirs » ()
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® Corrigé de l'exercice 54

1. 0,(1;1) est l'isobarycentre de A, B, C, D, et une rotation conserve les barycentres : r(0,) est
l'isobarycentre de E, F, G, H, |r(0,) = 0,(5;1) | Une rotation est déterminée par deux points
distincts et leurs images : ici 0, = 0, etA = X.

2. O:A(—1 i-1) = O;E : l'angle serait nul, et la seule rotation d’angle nul, Id, n’envoie pas O, sur
0, : impossible.

Suitede2. X =F: O;F(1 ;-1) se déduit de O:A par un quart

. 2
de tour direct: 6 = g Le centre est sur la médiatrice x = 3 D c \4 H G
deq[O1O%] ; r(B) est le sommet G (car (0;A,0,B) = I donne 0, \‘J .0,
(0,F,0,r(B)) = 7), et la médiatrice 2x + y = 9 de [BG] coupe U
A B A~ E F
x=3en(3;3):|r((3;3), 1)} (x;y) » (-y+6;x): AB,C,D - =

F,G,HEv. X=G: O;G = —O:A,demi—tour de centre le milieu
de[0,0,]:[s;5.)} (6-X;2-y): A,B,C,D = G,H,E,F /. X =H:

6 = —g, centre symétrique du premier par rapport a (0,0,) :

r((3;-1),-g),(y+4;2-x): A,B,C,D = H,E,F,G /. Trois

rotations, de centres sur la médiatrice x = 3 de [0,0,].

3. Soit X, un sommet de 9, X, = r(Oz, %)(XO) ses sommets et a = (O:A, O;XO). Une rotation qui
convient envoie O, sur O, et A sur un X, ; son angle est 6, = a + ”2—" Si 6, # 0, une unique
rotation r, d’angle 6, envoie O, sur O, ; elle envoie A sur X, (0,r,(A) = 0,A = 0,X,, méme
angle), puis, par conservation des distances et des angles, B sur X, ,, etc. : elle convient. Si
6, = 0, aucune. Les 6, sont distincts modulo 2m, donc au plus un est nul, ce qui arrive si et

seulementsiaz0 [g], c'est-a-dire si les cotés sont paralléles : ]4 rotations, ou 3 |

4. Méme raisonnement avec les angles a + 257 : ’ 3 rotations, ou 2 ‘si 'un des triangles est 'image

3
de l'autre par une translation.

© Corrigés : utiliser une rotation

® Corrigé de l'exercice 55

1. ABD est équilatéral direct ((AB,AD) = T): BA = BD et (BA, BD) = -%, donc |r(A) = D|. De méme
BD = BC et, par Chasles, (BD, BC) = (BD, BA) + (BA,BC) = T - 2 = I : /(D) = C|, et r([AD]) =

33
[r(A)r(D)] =|[DC]|
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r(M) € [DC] et Dr(M) = r(A)r(M) = AM = DN : le seul point de
[DC] a la distance DN de D est N : . Donc BN = BM et
(BM,BN) = -Z : BMN est équilatéral.

M € [AD], donc DM + DN = DM + MA =[a], et le périmétre de DMN
vaut a + MN = a + BM. Or BM est minimal quand M est le pied de
la hauteur issue de B dans ABD, le milieu de [AD], ou BM = ‘gﬁ :
?)

minimum a(‘l + =)

2

® Corrigé de l'exercice 56

1.

1" Bac Sciences Mathématiques

r([AC]) = [BD], r([BD]) = [CE], r([CE]) = [DA], r([DA]) = [EB], r(LEB]) = [AC] ; une rotation conserve

les distances: |AC = BD = CE = DA = EB|

Propriété fondamentale avec r(A) = B et r(C) = D : | (AC, BD) = & [2n] |

r transforme (AC) en (BD) et (BD) en (CE), droites sécantes (angle
2 ¢ 0 [m]): r(1,) € (BD) n (CE), |r(,) =1, , et de méme r(l,) = I, ...,
r(ls) = 1,. Comme I, # O (O & (AC)), les cinq points se déduisent les
uns des autres par r : I, 1,151, 1. est un pentagone régulier de centre
0.

r(B)=C,r(lg) = 1,,r(l;) = I, : rtransforme BI.l, en Cl,I,, puis en DI, I,
El,l,, Al,l, : images parr, r?, r?, r*, qui conservent les distances, les
pointes sont isométriques.

® Corrigé de l'exercice 57

Raisonnement par analyse-synthese.

NG

1. Les diagonales d’un carré ont méme milieu O, méme longueur et sont perpendiculaires : OM =
ON et (OM, ON) = t%, SOIt N = r(O,tg)(M). CommeMeD,,NeA ouNeA, etNeD,.

+

H(0;1) a pour images H
A : x=-1]et|A : X

14

A,nD,: Ny(-1;2), puis M, = r(0,-Z)(N,) = (2;1) € D, et P, =

so(M,) = (-2;-1), Q, = s,(N,) = (1;-2) : cdté M N, = /10|
A—nD2:N2(1;4)1M2="(Org)(N2)=(—4;1)ED1,P2=(4;-1),

Q, = (-1;-4): coté V34| Synthése : dans chaque cas, M, N,
P, Q se déduisent 'un de 'autre par un méme quart de tour
de centre O : MNPQ est un carré de centre O, avec M € D,
N € D, : exactement deux carrés.

Chaque cas donne wun seul point tant que D,
n‘est pas paralléle a A,, qui sont verticales. Si

D, est \verticale, donc perpendiculaire a D,

aucune solution, ou une infinité si D, : x =1/

Maths Olympiad

= r(O,t%)(H) = (¥1;0), et A, est la perpendiculaire a (OH,) en H, :




Chapitre 9 La rotation dans le plan 1" Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 58

1.

AD = AB et (AD, AB) = —% (carré direct) : [r(D) = B| Limage de (DC) est la droite passant par B

et perpendiculaire a (DC) : C'est (BC). Donc|F € (BC) , et par définition AF = AE, (AE,AF) = -1
(AF) 1 (AE).

G € (AE), donc (AF) L (AG) : AFG est rectangleen A; F, G € (BC) et G
(AB) L (BC) : [AB] est sa hauteur. Le double de l'aire vaut AF x AG = D £
FG x AB, et FG? = AF? + AG? (Pythagore) :
1 _AP+AG 1 1 oy L 1 11 aF - AF) A
AB2  AF2AG2 AF?2  AG?’ AE?2 AG? a? ' B

AE = /9+16 = [5]; (AE): y = 2x coupe x = & en G(4;§),AG =
,/16+% = 23—0 sr(x;y) = (y;-x),| F(4;-3) | sur (BC), AF = 5. Contrdle :

1,9 .25 _1,

25 400 400 42

Avecu = =, v=-: L =u?+v2>2uv = —2_ donc|AE xAG > 2d*|;
ae'V T a6 AE<AG
égalité si et seulement si AE = AG, soit E = G € (DC)n(BC):[E=G=C]|

® Corrigé de l'exercice 59

1.

r(F) = A(car F = r(B,%)(A)), r(B) = B, r(C) = E : r transforme FBC en ABE ; elle conserve les
distances, donc les aires : \aire(FBC) = aire(ABE) ‘

(BA,BF) = I, donc (BF) L (AB), et (AC) L (AB): (AC) || (BF). Le point C est donc & la méme
distance de (BF) que A, soit AB : aire(FBC) = 1BF x AB =| ZAB? |

(BC, BE) = -Z, donc (BE) L (BC); or (AH) L (BC): (AH) || (BE), et D

la distance de A a (BE) est celle de H, c’'est-a-dire HB. Ainsi K
aire(ABE) = IBE x BH = JBC x BH, et la question 1 donne E
|AB? = BH x BC|. el

De méme (carré sur [AC], rotation r(C, g)) : \AC2 =CHxCB \ Les A > B

angles en B et C sont aigus, donc H € [BC]: AB?>+AC? = BC (BH +
CH) = . La droite (AH) coupe [ED] en K et partage BCDE en
deux rectangles d'aires BH x BE = AB? et CH x CD = AC?: C'est la 6 .
démonstration d’Euclide (Eléments, |, 47, le « moulin a vent »).

BA(-2;0) tourné de I donne (0;-2): F(2;-2), G = A+BF = (0;-2); BC(-2; 1) tourné de -X donne

(1;2): E(3;2), D = C + BE = (1;3). H=B+%§C=(§;§),BH=§ 5, et BHxBC = 4 = AB? / ;
aire(FBC) = aire(ABE) = 2.
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® Corrigé de l'exercice 60

1. X' -t=-(y-0)ety -0=x-tavec M(1;3): M(t-3;1-t)|, d’oux’+y" =-2;réciproquement,

(X;-2-X) est M, pour t = X + 3. Double inclusion : ’ﬁ D X+y=-2

a)1-t=2:|P(-1;0), M'(-4;2). b)(t-3)?+(1-t)? =4 < t?-4t+3=0: ]P(1;0)ou P(3;0)|,
avec M’(-2;0) ou M’(0;-2).

x =t+(1-t)cosB-3sinb, y" =(1-t)sin6 + 3 cosH, soit M
M, = M, +td, G(1 - cos@;-sinB) = 0 car 6 # 0: le lieu M AL
est la droite passant par M, dirigée par i. Pour 6 = m: \

M, = s, (M) = (2t-1;-3), la droite ly=-3] N [ | 7T,

Avec P(p;q), p?+q% =1t r( )(M) (p+q-3;q-p+1), et
(X' +37+(y'-1)* = (p+q)* +(q - p)* = 2. Réciproquement,
(X;Y) sur ce cercle est atteint avec p = ¥, g = X222
(p? +g? = 1). Lieu : le cercle de centre (-3;1) = (O, g)(M)

et de rayon \/E

€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1.

Avec Q(a; b), l'expression de r(O, —23—") s'écritx’-a = —%(x—a)+§(y—b), y'-b= —@(x—a)—%(y—b):

C'est exactement QN = p(07\4). Les coordonnées de p(u) sont linéaires en x, y, d'ou p(i + V) =
3

p(i) + p(v) et p(kd) = kRp(i). Appliquer trois fois p, c’est appliquer r((),—%") =r(Q,-2m) =1d :

p3(1) = . Enfin pZ(a)( 1x ‘/z_y, ‘/2_ - %y), et la somme des trois vecteurs est nulle.

APy = p(APy); AP, = p(AA, + AP,) = ~p(T) + p? (A,Py) ; AP = p(A;: , +A,P,) = p(d) - p(V) -

P
p2(l)+A,P,, car A;A, = i -V et p> = Id. Par Chasles, P P, = P,A, +V +A;P, = V+p(ii) - p(V) - p2(ii),

- =

et -p2(l) = p(l) + i : | PPy = +V+p(20 - V)=

Récurrence : vrai pourm = 0; P, ., P, ., P, . se déduisent de P, par les rotations de
centresA,_.. = A, A,,A,, donc(question 2 appliquéeaP, )P, P, . = wetP oPamez = (M+1)W.

Comme 1986 = 3 x 662 : P,y = Py = 6621 =0 = | =0

3m+3

2ii-V a pour coordonnées (2a-c;2b-d), d'oﬂ*(3 ‘/_d+\/_b Be+3d- ﬁa)etw 0 <
J3c-d=-2betc+\3d=2a < c- ‘/z_bd ‘/_a+1b(subst|tuerd J3c+2b): AA,

est 'image de A1A2 par U'expression de r( g) A,

=r(A;,2)(A,) | Alors A,A, = A,A, et langle

en A, vaut g : A,A,A; est équilatéral (direct).
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Réciproquement, si A,A,A; est équilatéral direct, W = 0: Py »
P, = P, pour tout P, la suite est périodique de période A,
3. Exemple : p(1;-V3) = (-2;0), |P,(-2;0)|; A,P,(-4;0), , ﬁ

1 /
p(-4;0) = (2;2V3), |P,(4;2V3)|; A;P,(3;V/3), p(3;V3) = RS A
(05-2V3), |P5(1;-V3) = Py |+ R

® Corrigé de l'exercice 62

1.

cosa =
oV’ =

"u", i = T " ; lexpression de r(0,a) donne V' (ccosa -dsina;csina +d cos a), soit

||l7||
par Chasles, (7, U*V)s= (7, V)+a|

(131)%(2;1) = (1;3), puis (1;3) (3;1) = (0;10): @, + @, + @y = (i,j) =  [2m]. Or tana, = 1 <1,

m 3. -
donc0<akszetlasomme estdans]O,T]. O +0,+03 =7,

i(5;1) a pour angle a (coordonnées positives de rapport %), (239;-1) a pour angle -B. U * U =
(24;10), (24;10) = (24;10) = (476;480) = 4(119;120), d’angle &a ; (119;120) = (239;-1) =
(28561;28561), d'angle % (4a-B = % [2r]. Ortana < 1,doncO<4a<met0< B < % c4a-B e

]—%,n[, d'ou [4a - = % . (John Machin en tira 100 décimales de m en 1706 ; 28561 = 13“.)

(3;1)* (3'1)=(8'6)et(8'6)*(7;’|)=(50;50):2y+65%[21‘[], P, P, Py

m

avec0<2y+6< 30 =, 6<7): [2y+6=7] =

® Corrigé de l'exercice 63

1.

Le centre est le milieu Q (% %) de[AA]; r((), %) a pour expression (x;y) + (-y+3; x) et envoie

Ay = A A B A B A ] un carré a sommets entiers \

r= r( ,2") envoie Aj, A, sur A,, A, : par la propriété fondamentale, [|i"|| = |G| et (d,0") =
u

n
.Oord-a’ = ||F1|||| "Il cos(u,u”’) et det(u,d’) = ||afllla ‘|l sin(d, "), d’'ou les formules. Les

coordonnees de d, i’ sont entiéres : numérateurs et ||i]|2 # 0 sont entiers, |cos 2L, sin2X € Q |,

sin 2?” =sinZ = @ ¢ Q (/3 est irrationnel) : ni triangle équilatéral ni hexagone régulier a

sommets entiers. cos 2?" = @ ¢ 0 (/5 irrationnel) : pas de pentagone.
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4. Les s possibles forment une partie non vide de N* : elle a un plus petit élément, réalisé par

un polygone (A, ...,A,_,). Les points B, sont entiers (somme d’un point entier et d’un vecteur

8 1Aa+A = = A y, = 2_"
entier). La propriété fondamentale de r donne A, ;A ., = AA,.; = s et (AA, AL AL) = 70,
SOit ABy,; = AgBy, €t (AgBy, AjBy, ) = & : By, = r(AO, 27")(8,?) (et B, = B,). Les B, sont distincts
(B, # A, angles 2an distincts) : c’est un polygone régulier a sommets entiers de centre A,.
Dans le triangle isocéle A BB, d'angle au sommet 27", la hauteur est aussi bissectrice : BB, =

m

2ssinT | Pourn >7,0<% <% doncsin® < % et 0 < B,B? < s?, avec B,B? entier : cela

contredit la minimalité de s?. Conclusion : seuls les carrés (n = 4) peuvent avoir tous leurs
sommets entiers.

® Corrigeé de l'exercice 64

1.

2 (Cmby b\ 1 1ph . ACp(P27% . Gb I A n(Shy b | A
MOZ(T' 2 )' >B8 ’O1M( 2 ' 2 )' p(MOZ)'OZN( 2 ' 2 )' O.M;
.NO, = O,M : O,MO,N est un parallélogramme, dont

deux cdtés consécutifs vérifient O,M = p(MO,) : ils

sont égaux et perpendiculaires. C'est donc un carré : D’

ABCD est direct : AD = AB et (AB, AD) = %, donc D = r(A,g)(B), d’expression (x;y) + (-y;x)
puisque A est l'origine: AD = p (AQB), et de méme pour D'. D’otl D(-b, ; b,), D'(-c, ; c,) et (centres

= (I i by-b, , by*by 5% , &1°G bi76; . byt &by . byt
-m|l|euxdesd|agonales)01( 25 ),02( =25 ),M( i ),N( 5 )

0,MO,N carré de cGté BB’ | (si B # B), de centre le milieu

commun de [0,0,] et [MN] (théoréme de Finsler et Hadwiger,
1937).

0,2:2,05(2:2) (133} M(2:3): 0 (1:-1) - (-1:1)-

SIS

o8}

p(MO,) v, cbté B'.

N =

B Corrigé de l'exercice 65

1.

f fixe Q et conserve les distances : QM* = QM, QN* = QN, M*N* = MN. Avec 2d-b = ||d@||2 +||b||? -
Ib-d|?:20aM*-QN* = QM*2 + QN*? - M*N*? = QM? + QN? - MN? = 2 QM - QN.

QA* = QA = 0: si A* # A, la rotation de centre Q et d’angle (QA, QA*) envoie A sur A* ; si A* = A,
on prend p = Id. p~' est une isométrie, donc g = p~' - f aussi, et g(Q) = Q, g(A) = p~'(A*) = A.

On écrit Qg(M) = A'QA + W' avec W' L QA. La question 1 appliquée a g (avec N = A, g(A) =
A) donne A’ QA2 = Qg(M) - OA = QM - QA = AQA?%, donc A’ = A ; puis Qg(M)?> = QM? s'écrit
AOAZ + || W' |2 = A2QA% + ||[W||%: @'l = |IW]. Les vecteurs orthogonaux a QA sont colinéaires :
W' = i, Or Qs(M) = AGA - W : |g(M) € {M, s(M)}}, et g(M) = M si M € (QA) (i = 0).

. Par l'absurde, supposons g # Id et g # s : il existe M avec g(M) = s(M) # M et N avec g(N) = N =

s(N), tous deux hors de (QA). Alors MN = g(M)g(N) = s(M)N : N est sur la médiatrice de [Ms(M)],
qui est (QA) : contradiction. Donc’g =ldoug-=s ‘
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5 f=p-gvautpoup-s.Sip=r(Q0),on ladécompose (cours) enp = s, - s, ol A passe par Q
avec ((QA),A) = g [M]:p-s=s,-5-5=5, Conclusion: f est une rotation de centre Q ou une
symétrie d’'axe passant par Q. Une rotation conserve les angles orientés, une symétrie axiale
les change en leurs opposés : les isomeétries fixant Q et conservant les angles orientés sont les
rotations de centre Q.

6. f et g fixent O ; pour MN(X;Y), F(M)f(N) a pour coordonnées (M ; w), de carré scalaire

17 17
+ 2+ 2 . - . ~ . s e
% = X?+Y?: isométrie, et de méme pour g. Les points fixes de f vérifient 15y = 9x (les

deux équations sont équivalentes) : une droite de points fixes, donc f n’est pas une rotation :

f=s, A y=§x. Enfin g s'écrit (ax - by ;bx +ay) avec a®> +b? =1:|g = r(0, 6) |, ol cose=%

o= 18
etsinf = 1

® Corrigé de l'exercice 66

1. D'aprésle cours, s;,-s;, = r(0,2(D,D")) pour deux droites sécantes en O. Ici 2(D,, D,) = 2(D
2n

2?" [2m1] et (D, D;) = ~(D,,D,) - (D,,D5) = -5 = g [rr] : les trois composées valent r = r(O, ?).

Alors r(M,) = Sp, (501(M1)) = sDz(M) = M,, et de méme r(M,) = M, r(M;) = M, ; OM, = OM # 0 :
M,M,M, équilatéral de centre O |

2. D, est la médiatrice de [MM,] (ou M; = M € D,) : P, est le milieu de [MM], et Kﬁi = OP, -

I
OK = 1(oM+0M;) - 10M = |10M; | Donc KP, = kP, = & et (KP,,KP,) = (OM,,0M,) = & :

P, = r(K,23—")(P1), et de méme pour P;, P, : |P,P,P; équilatéral de centre K, de coté é oM
(\/3 fois le rayon OTM).

3.P, = 0 ; avec UIZ(%;—), ﬁ3(—%;73) unitaires : OP, =
(O_M-ﬁz)fl2=\/§lfl2, P
e

73 x2 v,etK(0;1)esta ladistance 1 des trois sommets .

; P,P, = 0P, =3 =

N
—
le

-
N W
N—
-
o
w
—
I
Slbw)
N W
N —
=

(n-1)m

4 De mémes, s, = r(O,zn—") et (D,,D,) = -

n

+1 n
M,,, = r(O,zn—")(Mk), puis, comme en 2, P, . = r(K, 2")(Pk) :
polygone régulier de centre K, de rayon &1, de c5té 2x 2"

-
- sin ™ =
OMsin%.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme: 1 point par réponse juste et justifiée, % point si une partie seulement est juste. Reporte tes points
bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | « Angles orientés Bloc 2 - Produit scalaire Bloc 3 - Géométrie

411 5m
6 or 6
Jm  7m  5m .
@ 12 b2 Chasles:
T T T 2 R
— + — = —— ¢ -
n 2= 10 puis (0, )

et m+ (i, w).

n o mo2n o
@ 335 Trqlangleq )
direct: (BC, BA) = (AB,AC) ;
(AB, BC) = 1 + (BA, BC).

__3m.
@o6--I;
cos(x+0) = ‘/Z—E(sin X-CO0S X),

sin(x+0) = —J?E(sin X+COS X).
Formules d’addition.

- J

@ 0, \/ﬁ, \/ﬁz rectangle
isocéle en A. AB(5;2),
AC(-2;5);
5x(—2)+2x5=0.

60; BC = 13.
8x15x cos(—g) ; Al-Kashi :
BC? = 64 +225-120 = 169.

@ (x-3)+(y+1)=13;
oui; 0. QA(2;3),
QB(-3;2): QB2 =13.

Le cercle de diamétre
[AB]; la perpendiculaire a
(AB) en A.

MA - MB = MI? - IA% (I
milieu de [AB]).

J

1" Bac Sciences Mathématiques

© AH =3, AB=2./3,
BOC = 120". O est le
centre de gravité :

OA=2AH; AH = LaB;
BOC = 2 BAC.

52, %; rectangle
isocéle en 0. Diagonales
de méme longueur, de
méme milieu,
perpendiculaires.

(0;5), (-3;2), (5;-2). I
milieu de [AA;]; on
échange xety; A+1.

@ 2x-y-4=0; Q@2;0);
QA = 5. Milieu I(4; 4),
normal AB(4;-2);
QA(0; 5).

J/

Town orientation

les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ou commencer, quels exercices faire en prioritée.

0as

bases a revoir

une semaine.

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1a 4 d’abord (rappels de la section 1 compris). En priorité : le niveau 1,
exercices 1a 8, p. 23 ; puis exercice 31, p. 29 et exercice 38, p. 31. Refais le test dans

6a9
bon départ

Commence par le cours complet (sections 1 a 10), méthodes comprises, puis les
piéges (section 12). En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes
B et D, exercices 37 a 42, p. 31 et 49 a 54, p. 34.

10a12
cap conecours
a 66, p. 37.

Commence par le cours (sections 1a 10 en lecture rapide), puis les sections 11 a 13.
En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les thémes C et E, exercices 43 a
48, p. 32 et 55 a 60, p. 35 ; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 27, et le theme F, 61

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | « Angles orientés Bloc 2 - Produit scalaire Bloc 3 - Géométrie

Relis : les rappels de la
section 1, puis les sections 2
et 3 du cours.

Fais : exercice 1, p. 23,
exercice 2, p. 23, exercice 43,
p. 32 et exercice 50, p. 34.

- J

Relis : les sections 3, 4 et 6 du
cours (distances, produit
scalaire).

Fais : exercice 5, p. 24,
exercice 15, p. 25, exercice 39,
p. 31 et exercice 44, p. 32.

Relis : les exemples de la
section 2, puis les sections 5, 7
et 9 du cours.

Fais : exercice 4, p. 23,
exercice 7, p. 24, exercice 49,
p. 34 et exercice 55, p. 35.
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. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Définition et constructions 31236 /6
Théme B - Images de figures 37a42 /6
Théme C - Propriétés de conservation 43 a 48 /6
Théme D - Déterminer une rotation 49 a 54 /6
Théme E - Utiliser une rotation 554 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = Limites dune fonction
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