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Comwment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d'exercices Les encadrés du cours

Niveau 1- Bases * M Définition : a savoir par ceeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

Niveau 2 - Bac * % M méthode : la démarche pas a pas.

le niveau des devoirs surveillés. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.

M pPiege : l'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Tres bien. Astuce de concours vr: le petit plus qui fait

Niveau 4 - Concours * % % % gagner du temps.
problemes de concours (classes préparatoires,

écoles d'ingénieurs).

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique par
ol commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie
B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30) ; la partie C est une banque de 36 exercices classés
par théme (Décrire un ensemble, Inclusion et égalité, Réunion et intersection, Complémentaire et
différence, Parties et produit cartésien, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la
partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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passer de l'extension a la compréhension ; calculerA\ BetAAB;

utiliser €, ¢, c, ¢ sans les confondre ; dresser une table d’appartenance ;
montrer une inclusion (« Soit x € A... ») ; manipuler couples et produit cartésien ;
montrer une égalité par double inclusion ; dessiner un ensemble de points du plan;
lister les parties d’'un ensemble (2" parties) ; compter avec card(A u B), card(E x F) ;

calculer n, u (ensembles finis, intervalles) ; réfuter avec un contre-exemple (Venn);

O Oo0oooao

utiliser le complémentaire et Morgan ; résoudre une équation ensembliste simple.
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Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant d’ouvrir le cours, fais le point : les blocs 1 et 2 vérifient les bases du tronc commun dont le
chapitre a besoin (nombres, intervalles, équations), le bloc 3 tes acquis du chapitre 1« Notions de
logique ». Aucune question ne demande le cours de ce chapitre. Corrigé et orientation : page 68.

|4

Bloc | + Nombres et intervalles

@) Ensembles de nombres Donner le plus
petit des ensembles N, Z, D, @, R auquel
appartient chaque nombre: a= i:‘, b=

L d=y/2x/98, e=1+2.

Er

2
20’
C =

@ Intervalles On pose | =1-8; 5] et
J=1-2; +ool.
Ecrire InJ et IuJ sous la forme d’un intervalle.

@ Valeur absolue (a) Résoudre |4 - x| < 3.
(b) Trouver a et r tels que :
x€[-5;3] & |x-a|=r.

@ piviseurs et multiples Lister les diviseurs
positifs de 63. Lesquels sont des nombres
premiers ? Lesquels sont des multiples de 3 ?

I (

Bloc 2 - fquations et inéquations |4
@ Second degré Résoudre dans R ['équation Systéme Résoudre dans R le systéme
2x2 - x-3 =0, puis factoriser le trinéme 2x+9>1 .
%% - x-3 5_3x322 et ecrire 'ensemble des
solutions sous la forme d’un intervalle.
@) inéquation Résoudre dans R l'inéquation Valeur interdite Résoudre dans R les
2 . 2 _ 2_
X sx+12. équations (a) X 1.3t (b) % L
x-1 x-1
. J
Bloc 3 - Logigue (chapitre 1) — I4

«Et», « ou» Compléter (x, y réels):
(@Qxy=0©x=0..y=0;
(b)x?+y?’=0e x=0..y=0;

() |x|sb4 & x2-4 .. x<h

Négation Ecrire la négation de P:
«Vx eR, x*>4 = x>2» Laquelle est
vraie : P ou sa négation ?

Contraposée Soient x et y deux réels.
Ecrire la contraposée de : « si x # y, alors
(x+1)y-1)#(x-1)(y+1)» puis la
démontrer.

@ Récurrence Démontrer par récurrence
que, pour tout entier naturel n :
3"22n+1.

-~

~

Temps écoulé ?
Pose le crayon, compte tes points bloc par
bloc et corrige-toi page 68.

"

|

Bloc 1 . Bloc 2 . Bloc 3
_— |4 _ |4

_ Mon score
_ 112
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

0 Ensembles et éléments

Les entiers pairs, les solutions d’'une équation, les points d'une droite, les éléves d’'une classe :
les mathématiques manipulent sans cesse des collections d'objets. La notion d’ensemble fournit
le vocabulaire commun a tous les chapitres, comme la logique en fournit la grammaire.

B Définition : ensemble, élément, appartenance

Un ensemble est une collection d’objets, appelés ses éléements, bien déterminée : pour tout
objet x, on doit pouvoir décider si x est un élément de 'ensemble E ou non. On écrit x € E
(« x appartient a E ») ou x ¢ E (« x n'appartient pas a E »). Deux ensembles sont égaux
lorsqu’ils ont exactement les mémes éléments.

§

« Les grands nombres » ne forment pas un ensemble (1000 est-il grand ?); « les entiers supérieurs
a 1000 » en forment un.

B Deéfinition : ensemble défini en extension, en compréhension

- En extension : on donne la liste des éléments entre accolades, {a,b,c}. Lordre et les
répétitions ne comptent pas: {1,2,3} ={3,1,2}={1,1, 2,3}. On écrit « ... » quand la suite
est claire: N={0,1,2,3,..}.

+ En compréhension : on donne une propriété caractéristique. {x € E / P(x)} (ou {x € E |
P(x)}) se lit « ensemble des éléments x de E tels que P(x) » : il contient les x de E pour
lesquels P(x) est vraie, et eux seuls. Variante : {2k | k € Z} est « 'ensemble des nombres
de la forme 2k, avec k € Z » (les entiers pairs).

Exemple : passer de la compréhension a l'extension, et inversement

en compréhension en extension pourquoi

{n e N /[ ndivise 28} |{1,2,4,7,14,28} 28=1x28=2x14=4x7

{xeR[x*=2x+8} |{-2, 4} X2 -2x-8=(x+2)(x-4)

{[nez| -3<2n<5}|{-1,0,1,2} -%<ns§etnentier

[xeq/x*=2} @ (aucun élément) | /2 & @ et /2 & @ (chapitre 1)

{xeR /[ x?*=2} (-2, V2} méme condition, mais x est pris dans
R

Inversement : {1,3,5,7,9} = {2k +1 [ kR € N, kR < 4} = {n € N [/ nimpairetn < 10};
{-.,-10,-5,0,5,10,..} = {5k [ ke z}; {1,1,1,1} = {1 /ne N, n<4}.
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Définition : ensemble vide, singleton, paire

Lensemble vide, noté @, est 'ensemble qui n'a aucun élément. Un ensemble a un seul
élément {a} est un singleton ; un ensemble {a, b} a deux éléments (a # b) est une paire.

Attention : {@} n’est pas vide : c’est un singleton, dont l'unique élément est 'ensemble vide (une
boite qui contient une boite vide n’est pas vide). De méme, x € {a} < x = a, mais le nombre a
et 'ensemble {a} sont deux objets différents.

Les ensembles de nombres.

+ N={0,1,2,...}: entiers naturels;
- 7Z=1{..,-2,-1,0,1,2,...} : entiers relatifs ;

. [D={%/aez, neN}:décimaux;

. @={§/peZ, qge N*}: rationnels ;

* R : nombres réels (les abscisses des points
d’une droite graduée).
-0,7 = L € D mais -0,7 ¢ Z; %e@mais%&ﬂ]
(7 ne divise aucun 2 x 10"); /3 ¢ @, m ¢ Q. Une
étoile enléve 0 : N* = {1,2,3,...}, R*; un signe
garde les positifs ou les négatifs : R, = [0, +oo[,
R* = ]-o0, 0[.

NcZcDca@cR(lesymbole c est défini ala
section 2)

Remarque. Un peu d’histoire. LUAllemand Georg Cantor (1845-1918) crée la théorie des en-
sembles entre 1874 et 1897, en étudiant les ensembles infinis : il démontre que N et @ sont
« aussi nombreux », mais que R est « strictement plus gros » : il y a plusieurs infinis ! Ses
idées choquent d’abord ; Hilbert dira : « Nul ne nous chassera du paradis que Cantor a créé. »
En 1901, 'Anglais Bertrand Russell découvre un paradoxe : « 'ensemble des ensembles qui ne
sont pas éléments d’eux-mémes » ne peut pas exister (section 11). Depuis, on prend toujours
les éléments dans un ensemble E déja connu : {x € E | P(x)}.

© Inclusion et égalité

4 Définition : inclusion

On dit que A estinclus dans B, et on écrit A c B, lorsque
tout élément de A est un élément de B : B a 5

@

AcB AgB

‘ACB = VX, (xeA:xeB)‘

On dit aussi que A est une partie (ou un sous-
ensemble) de B, ou que B contient A.

Négation. D'aprés le chapitre 1 (P = Q < PetQ): ’A ¢B < 3x, (x€Aetx¢eB) ‘: un seul
éléement de A hors de B suffit.

Exemples. {2,4}c{1,2,3,4}; NcZcDcQcR; [1,2]1c[0,3[; {1,5} ¢ {1,2,3, 4} (a cause de 5) ;
Q ¢ D (a cause de 2).

Maths Olympiad e
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Théoréeme

Pour tous ensembles A, B, C :
s @DcA et AcCA;

+ transitivité: siAcBetBcC,alorsAcC;

« double inclusion: [A=B < (AcBetBcA)|

Démonstration. « « x € @ » est toujours fausse, donc « x € @ = x € A » est toujours vraie (le
faux implique n'importe quoi): @ c A. «Soitx € A;commeAcCB,x€B;commeBcC,xeC.
A = B signifie Vx, (x € A & x € B), et une équivalence est la conjonction de deux implications. [

9 Méthode : Comment montrer une inclusion A c B

1. On écrit « Soit x € A. » (x quelconque, on ne choisit rien). 2. On traduit : x vérifie la
propriété qui définit A. 3. On en déduit, par des implications, que x vérifie la propriété qui
définit B. 4. On conclut: « donc x € B. AinsiA c B. »

Pour montrer que A ¢ B : on exhibe un élément de A qui n'appartient pas a B.

Exemple:A={xe R/ |x-1]| <1}etB={x € R/ x? < 4x}: montrer que A c B, mais B ¢ A

A C B. Soit x € A. Alors |[x-1] < 1,s0it-1<x-1<1,donc0 < x < 2. Ainsi x > 0 et
X -4<-2<0,donc x(x - 4) <0, Cest-a-dire x?> < 4x : x € B. On a montré que A c B.
B¢A.3€Bcar32=9<12=4x3, mais3¢Acar|3-1|=221. DoncA=B (enfaitA=1]0,2[
et B = 10, 4[).

Méthode : Comment montrer une égalité A = B : la double inclusion

On montre A c B (« Soit x € A... ») puis B c A (« Soit x € B... ») : les deux paragraphes sont
indispensables. On conclut : « Par double inclusion, A = B. » (Autres méthodes : section 10.)

Exemple : double inclusion: {6k [ ke Z}={ne€Z |2 | net3|n}

Notons A et B ces deux ensembles.

AcCB. Soitn € A:ilexiste k e Ztelquen =6k. Alorsn =2x(3R)etn=3x(2R): 2 | net
3| n,doncn €B.

B c A. Soitn e B:ilexistea, b e Ztelsquen =2aetn =3b. Lastuce: a=3a-2a=3a-3b=
3(a-b). Doncn=2a=6(a-b)aveca-beZ:neA.

Conclusion. Par double inclusion, A = B : les entiers divisibles par 2 et par 3 sont exactement
les multiples de 6.

B Attention, piége ! ne pas confondre € et C

« € » relie un élément a un ensemble ; « c » relie deux ensembles. Soit E = {1, 2, {3}}: ses
trois éléments sont 1, 2 et 'ensemble {3}.

vrai faux
1eE|{1}cE|{3leE |{{3)JcE| {1}eE|3€E |{3JcE|D€EE
On a aussi @ c E (toujours vrai). Régle: a€e E < {a}CE.

Maths Olympiad o
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© L ensemble des parties

B Deéfinition : ensemble des parties

Soit E un ensemble. Les parties de E forment un ensemble, noté P(E): P(E)={A | A C E},
autrement dit

AeP(E) & AcCE|

En particulier @ € P(E) et E € P(E), toujours. Les éléments de P(E) sont des ensembles.

ngemples. P(D) = {@} (1 élément: @ a une partie, lui-méme) ; P({a)) = {D, {a}}; P({a,b}) =
{2, {a}, {b}, {a,b}};
P({1,2,3})) = {2, {1}, {2}, {3} {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}} (8 éléments).

Méthode : lister toutes les parties sans en oublier : l'arbre

On prend les éléments de E un par un et, pour chacun, on décide : dedans ou dehors. Chaque
chemin de l'arbre donne une partie, et chaque partie correspond a un seul chemin.

— dedans — dehors

Alementl 1 dedans 1 dehors

2 chemins
éléement 2 :

4 chemins
éléement 3:

023 (02) (03] (0] (23] (@] (&)

8 = 23 chemins : les 8 parties de {1, 2, 3}

Si E est un ensemble fini a n éléments (n € N), alors P(E) a 2" éléments.

[

Démonstration. Pour tout n € N, notons P(n) : « tout ensemble a n éléments a exactement 2"
parties ». Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation. Pour n = 0: E = @, dont la seule partie est @ ; ily a 1 = 2° partie : P(0) est vraie.

Héréedité. Supposons que P(n) est vraie pour un entier n > 0, et montrons P(n + 1). Soit E un
ensemble a n + 1 éléments; choisissons a € E et posons E’ = E \ {a}, qui a n éléments. Les parties
de E se rangent en deux familles sans partie commune :

« celles qui ne contiennent pas a : ce sont exactement les parties de E’ ;ily en a 2" (hypotheése
de récurrence) ;

« celles qui contiennent a : chacune s’écrit d’'une seule facon X u {a} avec X c E’ (on enléve a
pour trouver X), et chaque X c E’ en donne une ; il y en a donc autant que de parties de E' :
2",

Au total, E a 2" + 2" = 2™ parties : P(n + 1) est vraie.

Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, un ensemble a n éléments a 2" parties. (Dans
l'arbre, chaque nouvel élément double le nombre de chemins.) O

Exemples. {1,2,...,10} a 2'° = 1024 parties. P({1}) = {@,{1}} a 2 éléments, donc P(P({1})) en a
22=4: P(P{(1) ={@, {2}, {1}, {@.(1}}}.

Maths Olympiad e
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(=

Pour tous ensemblesAetB: Ac B < P(A)c P(B).

Démonstration. (=) Soit X € P(A): X c Aet A c B, donc X c B (transitivité), c’est-a-dire X € P(B).
(<) A e P(A), donc A € P(B), c'est-a-dire A c B. O

0 Intersection et réunion

B Définition : intersection, réunion

Soit A et B deux parties d’'un ensemble E.
+ Lintersectionde Aet B (lire «AinterB»): AnB={x€E | x€Aetx e B}: les éléments
communs.
+ La réunion de A et B (lire « Aunion B»): AUB={x€E [ x € Aou x € B}: les éléments
d’au moins un des deux (« ou » inclusif).

C
An(BuC)=(AnB)U(AnC)

AnB AUB

Exemple : des diviseurs, puis des intervalles

«A={neN/n|20}={1,2451020}etB={neN/n|30}=1{1,23,5610,15 30} :
AnB ={1,2,5,10} (les diviseurs communs, c’est-a-dire ceux de 10, le PGCD) et AUB =
{1,2,3,4,5,6,10,15,20,30}.

« I=[-2,3[et)=]11,5]: InJ=]1,3[ et IuJ=[-2,5] (on lit sur la droite graduée : a gauche
de 1, seul | compte ; a droite de 3, seul J).

Inj= ]113[
, ] , 1
I L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

B Théoréme (régles de calcul)

Pour toutes parties A, B, C d'un ensemble E :

avec u
AUB=BUA

avec n
AnB=BnA

nom

commutativité

associativité

(AnB)nC=An(BnC)

(AuB)uC=Au(BuC()

idempotence, @ et E

AnA=A AnD =0, AnE=A

AUA=A Au@ =A, AUE=E

distributivité

An(BuC)=(AnB)U(AnC)

Au(BnC)=(AuB)n(AuC()

absorption

An(AuB)=A

AUu(AnB)=A

encadrement

AnBcA et AnBCB

ACAUB et BCAUB

Maths Olympiad
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plus grande, pluspe- | (CcAetCcB) < CcAnB (AcCetBc(C) < AuBcC
tite partie

Démonstrations par la logique. Chaque régle traduit une loi logique du chapitre 1 (« et », « ou »
sont commutatifs, associatifs, distributifs l'un sur l'autre). Par exemple, pour tout x € E :

X€An(BuUC(C) < xeAet(xeBouxe() < (xesAetxeB)ou(xeAetxe()
< xe€eAnBouxeAnC < xe(AnB)u(AnC().
Absorption, par double inclusion. An (AuB) c A (encadrement); et A c A, A c Au B, donc

AcAn(AuB). DemémeAu(AnB)D>A etAcA AnBcAdonnentAu(AnB)cA.

Grace a l'associativité, on écrit sans parenthéses A, UA, Uu--UA_ (éléments d’au moins un des A,.)
etA,nA,n--nA_ (éléments de tous les A)).

Définition : ensembles disjoints

[ A et B sont disjoints lorsque An B = @ : ils n'ont aucun élément commun.

Les entiers pairs et les entiers impairs sont disjoints ; [0, 1[ et [1,2] sont disjoints ; [0,1] et [1, 2]
ne le sont pas (ils ont 1 en commun). « Disjoints » ne veut pas dire « différents » : {1,2} et {2, 3}
sont difféerents mais pas disjoints.

© Complémentaire, lois de Morgan

B Définition : complémentaire d’une partie

Soit A une partie d’'un ensemble E. Le complémentaire de A
dans E est 'ensemble des éléments de E qui n'appartiennent E
@ CA

pasaA:
CA={xeE[xeAL

Quand E est sous-entendu, on le note aussi A (lire « A
barre »).

Exemples. «E={1,2,..,10}, A = {2,3,5,7} (les nombres premiers) : C7 ={1,4,6,8,9,10}. « Dans
E = R, le complémentaire de ]-oo, 2] est ]2, +co[. C[g est 'ensemble des irrationnels (\/f, m, ...).
«Cy={nez/n<0}={.,-3,-2,-1}, alors que Cy contient aussi %, -m... : le complémentaire
dépend de 'ensemble de référence E.

,
Pour toutes partiesAetBdeE :

«A=A; CP=E; CE=0; AnA=Q; AUA=E;

- le passage au complémentaire renverse les inclusions: |[AcB <> BCA/;

- lois de Morgan : AnB=AUB et AUB=AnB|

A

Démonstration. s Pour x e E: X €A < x&A < x €A (double négation); «xcAetx & A»
est toujours fausse (non-contradiction) et « x € A ou x & A » toujours vraie (tiers exclu).

« (=) Supposons A c B. Soit x € B. Si 'on avait x € A, on aurait x € B : impossible. Donc x & A4,

Maths Olympiad @
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Chapitre 2. Les ensembles
c B,

>

soit x € A (C'est la contraposée de « x € A = x € B »). (<) On applique (=)aB cA:

c'est-a-dire A c B.
« Pour tout x € E, avec les lois de Morgan logiques :

X€ANB < xcAetxeB < (x¢Aoux¢B) < xcAUB;

XEAUB < XEAOUXEB < (x¢Aetxe&B) < xcAnB.

E

-0° dd

(hors de A ou hors de B)

B (ni dans A, ni dans B) AnB=AUB

Exemple: E=R, A={xeR/x*<9}, B={xeR [ x>1}
A=[-3,3], B=]1,+o0][, doncA = ]-o0,-3[U]3, +oo[ et B-= ]-o0, 1]. Par les lois de Morgan :

et AUB=ANB=]-o,-3[.

ANB=AUB =]-00,1] U ]3, +o0[

Controle direct: AnB =1]1,3] et AuB =[-3, +o[ ; on retrouve bien leurs complémentaires.
En mots. Dans E = N, les multiples de 10 forment M = {n € N [/ npairet5 | n}; donc

M={neN /nimpairou5 } n}.

Q@ Différence, différence symétrigue

Définition : difference, difféerence symétrique

Soit A et B deux parties d’'un ensemble E.
+ La différence « A privé de B » (ou « AmoinsB»): A\B={x€E [ xeAetxe¢B}, donc

En particulier C2 = E \ A.

A\B=AnCE|
+ La différence symeétrique : ‘AAB =(A\B)u(B\A) ‘: les éléments qui sont dans un et un

seul des deux ensembles.

A\B B\A AAB

Exemples. « A ={1,2,3,4,5,6},B={4,5,6,7,8: A\B={1,2,3}, B\A={7,8}, AAB ={1,2,3,7,8}.

«[0,4]\11,2] =[0,1]u ]2, 4] (attention aux crochets: 1 reste, 2 part).
¢ ]-00,3]A[1, +oo[ = ]-00, 1[U]3, +oo[ (les réels qui sont dans un seul des deux intervalles).
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B Définition : table d’appartenance

Pour comparer des ensembles construits a partir de A et B, on étudie les quatre cas possibles
pour un élément x de E : on note 1 si x appartient a 'ensemble, 0 sinon. C'est la table de
veérité des propositions « x € A », « x € B » ; deux ensembles sont égaux lorsque leurs
colonnes sont identiques (8 lignes avec trois ensembles).

A|B| AnB | AuB | A | A\B | B\A | AAB | (AUB)\(ANnB)
101 1 1 o] o 0 0 0
110 0 1 o 1 0 1 1
0| 1 0 1 1] o 1 1 1
00 0 0o [1] o0 0 0 0

& Théoreme

Pour toutes parties A, B, C de E :
«A\B=@ < AcB; A\B=A\(AnB); engénéralA\BzB\A;

- AMB=BAA=(AUB)\ (ANB);
«AMD=A; AMA=Q; AAE=A; AAB=Q < A=B;
- A\(BUC)=(A\B)n(A\C) et A\(BnC)=(A\B)U(A\C).

Démonstration. «A\B=0 < Vx,x€Aetx¢B < Vx, (x€A = xe€B) < AcB. Ensuite
A\(AnB)=AnAnB=An(AUB)=(AnA)u(AnB)=@U(A\B)=A\B (Morgan, puis distributivité).
Enfin {1}\ {2} = {1} # {2} = {2} \ {1}.

« AAB = BAA car la réunion est commutative ; l'autre égalité est lue dans la table (colonnes
surlignées).

cAAD = (A\Q)U(D\A) =Au@ =A; AADA=Qu@ =@ ; AAE = QU(E\A)=Z; enfin
AMB=0 < (A\B=QetB\A=0Q) < (AcBetBcA) < A=B.

« Par le calcul, avec Morgan: A\ (BUC)=AnBUC=AnBnC=(AnB)n(AnC)=(A\B)n(A\ C)
(carA=AnA); de méme pour lautre. O

€ Le produit cartésien

B Deéfinition : couple, produit cartésien

+ Avec deux objets a et b, on forme le couple (a, b) : a est sa premiére composante, b sa
seconde ; 'ordre compte :

‘(a, b)=(a’,b’) < (a=a etb=>b")

+ Le produit cartésien de E par F est 'ensemble de tous les couples dont la premiére com-
posante est dans E et la seconde dans F: ExF = {(x,y) /] x € Eety € F}. On note
E2 = ExE. De méme avec des triplets: ExFxG = {(x,y,2) / x € E, y € F, z € G},
E3=ExExE.

Couple ou paire ? (1,2) # (2, 1), alors que {1,2} = {2,1}; (3,3) est un couple, alors que {3,3} = {3}.
Egalité de couples: (x+y, x-2y)=(7,1) & (x+y=7etx-2y=1) < (x,y) =(52) (en
soustrayant : 3y = 6).

Maths Olympiad @



Chapitre 2. Les ensembles 1" Bac Sciences Mathématiques

Exemple. E ={1,2,3} et F ={qa,b}:

ExF={(1,0a),(1,b),(2,0),(20b)(3,a),(3,b)} F
(3 x2 =6 couples). On le représente par un tableau a b Jd1b) - (2,0) - (3,b)
double entrée ou par un quadrillage : E sur l'axe hor-
izontal, F sur l'axe vertical, un point par couple. F x E a dha 2a . 5a
contient (a, 1), quin'est pasdansExF: ExF # F xE. E
yAx | 1 2 3 ! 2 9
b (1,b) | 2,b) | (3,b) le quadrillage de E x F : 6 points
a (1,0) | (2,a) | (3,0)

Dans le plan. Muni d’un repére, le plan s'identifie a R> = R x R : le point M(x, y) correspond au
couple (x,y). Ainsi [1,4] x[1,3] est un rectangle plein, R x {2} la droite d’équation y = 2, et {1} xR
la droite d’équation x = 1.

& Théoreme

Soit A, C deux parties de E et B, D deux parties de F.
(AxB)n(CxD)=(AnC)x(BnD)|;

«Ax(BuD)=(AxB)U(AxD) et (AuC)xB=(AxB)u(CxB);
* (AxB)u(CxD)c (AuC)x(BuD), mais l'égalité est fausse en général ;
cAxB=@0 < (A=QouB=0Q).

A

Démonstration. « Pour tout couple (x, y), en réordonnant les « et » (commutativité, associativité) :

(x,y)e(AxB)n(CxD) < (xe€AetyeB)et(xeCetyeD)
< (xeAetxe()et(yeBetyeD) < (x,y)€(AnC)x(BnD).

eDeméme: (Xx,y) € Ax(BUD) < xeAet(yeBouyeD) < (xeAetyeB)ou(xeAety e D)
(distributivité).

*Si(x,y)€AxB,alorsxe AcAuCety e Bc BuD;de méme pour CxD. Contre-exemple a
légalité: A=B =[0,1] et C =D = [2,3]: le point (1, 2) est dans (A U C) x (B U D), mais ni dans A x B
(2 ¢ B), ni dans C x D (5 ¢ C) (figure de droite). Version finie: A = B = {0}, C = D = {1} donnent
{(0,0),(1,1)} d'un coté et {0, 1}, qui a & éléments, de l'autre.

*SiAz D etBz @,onchoisitae A beB,et(a,b)eAxB;siA=@ (ouB=@) aucun couple ne

convient (contraposée). O
y y
3 T 3 T~ 7
CxD ° : CxD
2 2 B
1 1 -
AxB AxB : :
} ' X } gt X
1 2 3 4 5 1 2 3
A=1[0,3],B=1[0,2],C=[1,5],D=1[1,3]: en pointillés: ce que (AuC) x (B uD)
lintersection est [1,3]x[1,2] contient en trop ; le point (% %)
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© Ensembles de points, intervalles

Les intervalles de R (a < b réels) sont des ensembles définis en compréhension ; du coté de oo,
le crochet est toujours ouvert, et R = ]-oo, +oo].

intervalle | ensemble des réels x tels que || intervalle | ensemble des réels x tels que
[a, b] asxsb ]a, b[ a<x<b

[a, b[ asx<b ]a, b] a<xs<b

[a, +oo] xza ]a, +oo[ X>a

]-c0, b] x<b ]-c0, b[ X<b

Distance et valeur absolue

Pourtousréelsaetr>0: |x-a|lsr < xe€la-r,a+r] et, par passage au complémen-
taire, |x-a|>r & xe€]-o,a-r[ula+r,+ool.

Parexemple{x € R/ |2x-3| <5}=]-1,4[: -5<2x-3<5 & -2<2x<8 & -1<x<h4.

Méthode : ensemble des solutions d'un systéme

« et » entre deux conditions — intersection des ensembles de solutions ; « ou » —
réunion. On résout chaque condition, puis on lit le résultat sur une droite graduée (ou dans
un tableau).

Exemple:S={xe R/ x?>-2x-320et2x-9<0}

x?-2x-3 = (x+1)(x-3)20 & x<-Toux23: S, =]-00,-1]u[3,+00[. 2x-9<0 ¢ x< g:

9
52 = ]—00,5 o

enjaune:S;nS,

r—

Wn

-
I|I
=

N o

«et»: S=5n85, =|]-0,-1] u[3,%[ (en jaune). Avec « ou » a la place de « et » :

S, US, =R (le «trou»]-1,3[ de S, est couvert par S,).
Dans le plan. On munit le plan d'un repére orthonormé (0,7,)). Un ensemble de points peut étre
décrit par une condition sur les coordonnées (x,y) de M :

« {M(x,y) | ax + by + ¢ = 0}, avec (a, b) # (0, 0), est une droite ; {M(x,y) / ax + by + c > 0} est un
demi-plan limité par cette droite (avec « > », la droite est exclue : on la trace en pointillés) ;

« {M(x,y) | a <y < B} est une bande horizontale, {M(x,y) / a < x < B} une bande verticale ;

« (M(x,y) | (x-a)*>+(y-b)?> < r’}(r > 0) est le disque de centre Q(a,b) et de rayon r, car
OM? = (x - a)? + (y - b)? ; avec « = », C'est le cercle.

Méthode : quel demi-plan ?

On trace la droite, puis on teste un point qui n'est pas dessus (souvent 0) : s'il vérifie
linégalité, c’'est son coteé ; sinon, c’est l'autre. Plusieurs conditions reliées par « et » : on
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I superpose les régions (intersection).

y
I X
2
| \JW/ |
Y <h

i ¢ : X \J

x-2y+220:demi-plan -1<y<2: bande (x-1)2%+(y-1
qui contient 0 (2 > 0) (bord du haut exclu) disque de rayon 2 1< x?+y? < 4: couronne

Exemple : deux régions définies par plusieurs conditions

1. T={M(x,y) | x=0, y 20etx+2y < 4}: intersection

de trois demi-plans. La droite x + 2y = 4 coupe les axes

en (4,0) et (0,2), et O vérifie 0 < 4 : T est le triangle y
2

plein de sommets 0(0, 0), A(4,0), B(0,2). Ses points a
coordonnées entiéres : 5 sur la ligney =0(x =0,...,4),
3sury=1(x<2),Tsury=2: 9en tout.

|

2.0={Mxy) [ x>+y’<tety2|x]}. y2|x| "
(y 2 x ety = -x): c'est lintersection de deux demi-

O T
y
plans, limités par les droites y = x et y = -x, du c6té du y=-x oo Y
point (0,1). Avec le disque de centre O et de rayon 2, " ’
on obtient un secteur d’angle droit, dont les coins sur g ;

X

n
x

! \

le cercle sont (—\/Z \/5) et (\/5, \/5) (car x? + x? = 4). ' o
3. M(x,y) | Ix| < 2et]yl <1} =1[-22]x[-1,1]: un
rectangle (section 7).

© Compter les éléments

Définition : cardinal d’'un ensemble fini

Un ensemble E est fini lorsqu’il a un nombre fini n d’éléments ; ce nombre est le cardinal de
E, noté card(E) (ou card E). card(®@) =0, card({a}) = 1.

Exemples. card{n € N / n?> < 50} = 8 (ce sont 0, 1, ..., 7, car 72 = 49 < 50 < 64 = 82); card{x €
R / x? =2x+8}=2; sicard(E) = n, alors card(P(E)) = 2" (section 3). N, Z, [0, 1] sont infinis.
,
Soit A et B deux parties d’'un ensemble fini E, et F un ensemble fini.
« SiAnB = @, alors card(A u B) = card(A) + card(B) (de méme pour plusieurs ensembles
deux a deux disjoints) ;

+ card (Z) = card(E) - card(A) ; si A c B, alors card(A) < card(B) et card(B \ A) = card(B) -
card(A) ;

« formule du crible: card(A u B) = card(A) + card(B) - card(A n B)
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« produit : ‘ card(E x F) = card(E) x card(F)

, et card (E?) = card(E)>.

Démonstration. « Si A et B sont disjoints, en comptant les éléments de A puis ceux de B, on ne
compte aucun élément deux fois. « E est la réunion des ensembles disjoints AetA;siAc B, B
est la réunion des ensembles disjoints A et B \ A.

« AUB est la reunion des ensembles disjoints A\ B et B, et A est la réunion des ensembles disjoints
A\ B et AnB. Donc card(A \ B) = card(A) - card(A n B), puis card(A u B) = card(A \ B) + card(B) =
card(A) + card(B) - card(A n B). Idée: dans card(A) + card(B), les éléments de A n B sont comptés
deux fois ; on les retire une fois.

*SiE ={x,,..,x,} et card(F) = p, alors E x F est la réunion des n ensembles disjoints {x,} x F, ...,
{x,}x F, qui ont chacun p éléments : n x p en tout (le quadrillage a n colonnes de p points). [

Exemple : multiples de 4 ou de 6 entre 1 et 300

Dans E = {1,2,...,300}, soit A 'ensemble des multiples de 4 et B celui des multiples de 6.

card(A) = % =75, card(B) = % = 50. Un entier est multiple de 4 et de 6 si et seulement s'il

8 . _ 300 _ _ _
est multiple de leur PPCM 12: card(AnB) = 22 = 25. Donc card(AuB) = 75+50-25 =100},
et card (A U B) =300 - 100 = 200 entiers ne sont multiples ni de 4, ni de 6.
Produit : les points a coordonnées entiéres du rectangle [1, 4] x [0,2] forment {1, 2, 3, 4} x

{0,1,2}: 4 x3 =12 points.

[ Formule du crible pour trois ensembles

card(AuBuUC) = card(A)+card(B)+card(C)-card(AnB)-card(AnC)-card(BnC)+card(AnBnC).

Déemonstration. On applique la formule du crible a Au B et C, avec la distributivité (AuB)n C =
(AnC)u (B nC), puis encore deux fois (on utilise AnC)n(BNC)=AnBnC():

card(Au B u C) = card(A u B) + card(C) - card ((An C) u (B n C))
= card(A) + card(B) - card(An B) + card(C) - card(AnC) - card(BnC) +card(AnBn (). O

Exemple : un sondage

On interroge 120 lycéens : 70 pratiquent le football (F),
45 le basket (B), 38 la natation (N) ; 20 pratiquent foot-
ball et basket, 15 football et natation, 12 basket et nata-
tion, et 6 les trois sports.

Méthode : on remplit le diagramme du centre vers F B
Uextérieur. Centre : 6. Football et basket seulement : A

20-6 = 14 ; football et natation seulement: 15-6=9; v

basket et natation seulement: 12-6 = 6. Football seul : AA

70-14-9-6 = 41 : basket seul: 45-14-6-6 =19 : v
natation seule: 38-9-6-6=17. 8 N

Au moinsunsport: 41+19+17+14+9+6+6 =112, ce
que confirme la formule: 70 +45+38-20-15-12+6 =
112. Aucun sport: 120 - 112 = ; un seul sport :
41+19+17 =77.
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Q Méthodes de démonstration

Dans toute la section, A, B, C sont des parties d’'un ensemble E. Pour démontrer une égalité
d’ensembles, on dispose de quatre outils ; pour réfuter, d'un seul.

B Méthode: 1-la double inclusion: An(B\C)=(AnB)\ (AnC)

c:Soitxe An(B\C): xeA xeBetxegC. Alorsxe AnB,etx & AnC (carx ¢ C):
xe€(AnB)\(AnC).

D:Soitxe(AnB)\(AnC): xe€A xeB,etxe&AnC, cest-a-dire x € Aou x ¢ C; comme
xeAonaxgC.DoncxeB\CetxeAn(B)\ C).

Conclusion : par double inclusion,An(B\C)=(AnB)\ (AnC).

B Méthode: 2 - les équivalences: (AuB)\C=(A\C)u(B\ C)

On écrit « Soit x € E » puis une chaine d'équivalences, du premier ensemble au second :

X€(AUB)\C < (x€eAouxeB)etx¢(C < (xeAetxe¢C)ou(xeBetxeCl)
< x€A\CouxeB\C < xe(A\Qu(B\O).

Attention : chaque « < » doit étre vrai dans les deux sens ; si une étape n'est qu’un
« = », la chaine ne démontre qu’une inclusion.

L

B Méthode: 3 le calcul ensembliste: A\ (A\B)=AnB

On transforme un membre avec les régles des sections 4 a 6, en les nommant :

— Morgan

A\(A\B)=AnAnB An(AuB) distributivité (

AnA)U(AnB)=@U(AnB)=AnB.

On remplit les 4 lignes (8 avec trois en-
sembles) et l'on compare les colonnes :

: ) A|B|AAB|ANB|(AAB)U(ANB)|AUB
elles sont identiques, donc les ensem- 111 0 ] ] ]
bles sont égaux. Méthode mécanique ol 5 - -
et siire, idéale pour une identité com- AEI 5 ] ]
pliqguée ; elle sert aussi a trouver

. N 0(0 0 0 0 0
un contre-exemple (une ligne ol les

colonnes différent).

Exemple : une implication entre ensembles: siAuB=AnB,alorsA=B

Supposons AuB = AnB. AlorsAc AuB=AnB c B,doncAc B;demémeB c AuB =AnB C A.
Par double inclusion, A = B. (La réciproque est évidente : si A = B, les deux membres valent
A.)

Méthode : 5 - réfuter avec un contre-exemple

Une propriété « pour toutes parties A, B, C... » est fausse dés qu’un seul choix de petits
ensembles la met en défaut.
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e«AUB=AuUC = B=C»estfausse: A={1,2},B={1},C={2}donnentAuB=AucC={1,2},
mais B # C (on ne « simplifie » pas par A).

e «A\(B\C)=(A\B)\C » est fausse : sur un diagramme de Venn, la région AnBn C est dans
le premier ensemble, pas dans le second ; on y place un élément: A = B = C = {1} donne
A\(B\C)={1}\@={1}, mais(A\ B)\ C = @.

¥ Astuce de concours : gquelle méthode choisir ?

si Uon doit... alors on essaie...

montrer A c B « Soit x € A...donc x € B »

montrer A = B, ensembles définis par des pro- | la double inclusion, ou les équivalences si
priétés (nombres, points) chaque étape est réversible

montrer une identité entre A, B, C quelconques | les équivalences, le calcul ensembliste, ou la
table d’appartenance (la plus siire)

montrer une implication (« si Au B = .., | partir de 'hypothése et enchainer des inclu-
alors... ») sions
décider si une « loi » est vraie un diagramme de Venn ; si une région differe,

un contre-exem ple

@ Pour aller plus loin

Théoréme (associativité de la difference symétrique)

Pour toutes parties A, B, C de E : ‘(AAB)AC =AA(BAC) ‘ On note simplement AABAC : ce
sont les éléments qui appartiennent a un nombre impair des trois ensembles (un seul, ou
les trois).

Démonstration : table d’appartenance a 8 lignes ; les colonnes
surlignées sont identiques.

AlB|cl|AaB|(anB)AC | BAC|AA(BAC)

11111 0 1 0 1

1[1]o] o 0 1 0 A B
11011 1 0 1 0

1710]0 1 1 0 1

0|11 1 0 0 0 C
0|10 1 1 1 1

0/0]1 0 1 1 1 AABAC en jaune
0/0]|0 0 0 0 0

Le 1 apparait exactement sur les lignes qui contiennent un nom-
bre impair de 1 parmi A, B, C.

Remarque. Pourquoi une table suffit-elle ? Deux ensembles X et Y sont égaux lorsque Vx €
E, (x e X & x €Y). Or, pour un élément x de E, 'appartenance de x a un ensemble
construit avec n, u, _, \, A ne dépend que des réponses aux questions« x EA?», « X € B? »,
« x € C?» Latable passe en revue toutes les réponses possibles : elle déemontre 'égalité
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pour toutes les parties A, B, C de tout ensemble E.

B Théoréme (équations ensemblistes)

Soit A, B, C des parties de E ; on cherche les parties X de E qui veérifient I'équation.
« AuX = B a des solutions si et seulement si A c B ; ce sont alors les X tels que
BrAcxcs]
«An X = C a des solutions si et seulement si C c A ; ce sont alors les X tels que
CcXCCUA|

N

Démonstration (analyse-synthese, chapitre 1) pour AuX = B. Analyse. Si AuX = B,alorsA c AuX = B
etXCcAuX=B;deplus,sixeB\AalorsxeAuXetx &A doncxeX: B\AcX. Synthése.
SupposonsAcBetB\AcXcB.AlorsAuXcB;etsixeB,soitxeA, soitxeB\AcX:dans
les deux cas x e AuX. DoncAuX = B.

Pour AnX = C. SiAnX = C,alorsC c A, C c X, ettoutx € X qui estdans A est da_nsAnX =C: X c CUA.
Réciproquement,siCcAethXcCuA,alorsC=AnCcAanAn(CuA)=(AnC)U® =C. O
Exemple. E ={1,...,6},A={1,2},B={1,2,3,4}: Ac BetB\A={3,4};lessolutionsde AuX = B sont
(3,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4} : 4 = 299794 splutions (on ajoute a {3, 4} une partie quelconque
de A).

B Définition : partition

Des parties A, A,, .., A, de E forment une partition de E
lorsque : (1) aucune n’est vide ; (2) elles sont deux a deux A
disjointes (A, n A; = @ pour i # j); (3) leur réunion est E :
A UA,u--UA =E. Chaque élément de E est alors dans un et
un seul A, et si E est fini, card(E) = card(A,) + - + card(A,).

fxemples. « Les entiers pairs et les entiers impairs forment une partition de Z; de méme {3k | k €
7}, {3k+1 | ke z},{3kr+2 | k € Z}(selon le reste de la division par 3). « R*, {0}, R forment une
partition de R. «SiA # @ etA = E, alors A et A forment une partition de E. {1, 4}, {2,5, 6}, {3}
forment une partition de {1, ..., 6}. Contre-exemples: [0, 2] et [2, 5] ne forment pas une partition
de [0, 5] (2 est dans les deux); {1, 2} et {4} ne forment pas une partition de {1, 2, 3, 4} (3 est oublié).
Les 5 partitions de {1,2,3}: {1,2,3}; {1},{2,3}; {2},{1,3}; {3},{1,2}; {1},{2},{3}

[ Produit cartésien et complémentaire F

PourAcEetBcF: CXB=(cAxF)u(ExCE). =

Bl|axr| AxB

Démonstration. Pour (x,y) € E x F, par Morgan : (x,y) &

AxB < xeAetyeB < (x¢Aouye¢B). Cenest £
pas C; x CF (le « coin » en bas a gauche seulement): les deux —
bandes de la figure débordent. O A

Le paradoxe de Russell expliqué. Supposons qu’existe 'ensemble R = {x / x ¢ x} des ensembles
qui ne sont pas éléments d’eux-mémes, et demandons-nous si R € R. Si R € R, alors R vérifie
la propriété qui définit R : R ¢ R, contradiction. Si R ¢ R, alors R vérifie cette propriété, donc
R € R, contradiction. Les deux cas sont impossibles : R n’existe pas. (Version populaire : le
barbier du village rase tous les hommes qui ne se rasent pas eux-mémes, et eux seuls ; qui rase le
barbier ?) Lalegon: on ne forme {x / P(x)} qu’a l'intérieur d’'un ensemble E déja construit. Pour
tout ensemble E, 'ensemble R, = {x € E |/ x & x} existe, et le méme raisonnement montre que
R; ¢ E (sinon R, € R, < R, & R;): aucun ensemble ne contient tous les ensembles.
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© Les piéges classigues

X Faux v Vrai

a c {a} a € {a} et {a} c {a, b} : un élément appartient,
un ensemble est inclus

@ ={D} (« les deux sont vides ») @ n'aaucun éléement;{@}enaun: card({@}) =
1, @ €{@} et @ c {0}

1€ P({1,2}) les éléements de P(E) sont des ensembles :

{1} e 7({1,2}), 1 ¢ P({1,2))

« le complémentaire de N est{...,-2,-1} » | celadépenddeE: C} ={...,-2,-1}, mais % € Cy

A\B=B\A {1,2}\{2,3} = {1}, mais {2,3}\{1,2} = {3}
AnB=AnB AnB=AuUB (Morgan: le symbole se retourne)
A¢ B,doncAnB=0@ A ¢ B veut dire : un élément de A hors de B :

{1,2} ¢ {2, 3}, et pourtant {1,2} n{2,3} = {2}

pour montrer A = B, il suffit de montrer | il faut les deux inclusions : ]0,2[c ]0,4][, et

ACB pourtant ]0,2[# ]O, 4[

AuB=AuC=B=C faux: A={1,2}, B={1}, C ={2}; on ne simplifie
pas par A

(a,b) ={a, b} un couple est ordonné : (1,2) = (2,1) mais
{1,2}={2,1}; ExF # F x E en général

(AxB)u(CxD)=(AuC)x(BuD) seulement « c » : {(0,0),(1,1)} # {0,1}? ; mais
oui pour « n»

P(AuB) = P(A)u P(B) faux : avec A = {1}, B = {2}, {1,2} € P(Au B),
mais {1,2} & P(A) u P(B)

card(A u B) = card(A) + card(B) seulementsiAnB = @ ; sinon on retire card(An
B)

le complémentaire de [1,2] dans R est | c’est]-c0,1[U]2,+oo[: 1 et 2 sontdans[1,2],ils

]-0,1] U [2, +oo[ ne sont pas dans le complémentaire

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : traduire en logigue, puis calculer

AnB | AuB A A\B AAB AcB | A=B %)

«et» [ «ou» | «non» | «etnon» | «ouexclusif» | « = » | « & » | toujours faux

Toute loi logique du chapitre 1 donne une loi ensembliste (et inversement) : Morgan, dis-
tributivités, contraposée (A ¢ B < B c A)... Devant une égalité compliquée, on écrit
« X € ... » et on raisonne avec des propositions.
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¥ Astuce de concours ¢ cing facons de dire A c B

ACB & AnB=A & AUB=B < A\B=0Q < BCA.

Preuve express. SiAc B,alorsAnB=A(carAcAnB)etAuB=B(carAUBCB);siAnB=A,
alorsA=AnBcB;siAuB=B,alorsAcAuB=B;A\B=0@ <= Ac B(section 6) et
BcA < Ac B (section 5). Usage : pour montrer An B = A, il suffit souvent de montrer
A C B, et inversement.

¥ Astuce de concours : A, le «ou exclusif > : une boussole

x € AAB si et seulement si les propositions « x € A » et « x € B » ont des valeurs de vérité
difféerentes. En remplacant les deux par leurs négations, on ne change rien : AAB = AAB;
en n’en remplacant qu’une, on obtient le contraire: AAB=AAB =AAB. EtAAB=Q <
A = B : la différence symétrique mesure « 'écart » entre A et B.

Y Astuce de concours : un diagramme de Venn pour trouver un contre-exemple

«An(BuC)=(AnB)uC?» On colorie les deux membres sur un méme dessin : la région
C \ A est dans le second, pas dans le premier. On y met un élément et on vide le reste :
A=B=@,C={1}donnentAn(BuC) =@ et(AnB)uC = {1}: c'est faux. (Seule l'inclusion
An(BuC)c(AnB)uC estvraie.) Réflexe: tester @, E, des singletons, A = B.

Y Astuce de concours : montrer gu'un ensemble est vide, ou un singleton

Pour{x € E [ P(x)} = @, on raisonne par l'absurde : si x vérifie P(x)... contradiction. Exemple:
en complétant les carrés, x2 + y2 -2x + 4y +6 = (x - 1) + (y +2)> + 1 ; donc {(x,y) € R? | x> +
y? -2x+4y +6 = 0} = @ (une somme de carrés plus 1 n’est jamais nulle), alors que {(x,y) €
R2 / x? +y? -2x+4y +5 = 0} = {(1,-2)} est un singleton (une somme de deux carrés est nulle
si et seulement si les deux sont nuls).

¥ Astuce de concours : compter en découpant : une partition

SiA,, .., A, forment une partition de E, alors card(E) = card(A,) +-- + card(A ) : on remplace
un comptage difficile par plusieurs comptages faciles. Exemple : les points a coordonnées
entiéres du disque {M(x, y) / x? + y? < 5}. On les range selon la valeur de y, qui ne peut &tre
que -2,-1,0, 1 ou 2 (car y? < 5): pour y = +2, x2 < 1 donne 3 points ; pour y = #1, x*> < 4
donne 5 points ; pour y = 0, x> < 5 donne 5 points. Total: 3+5+5+5+3 = . Et pour
conclure une égalité : si A c B, B fini et card(A) = card(B), alors A = B (car card(B \ A) = 0).
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1" Bac Sciences Mathématiques

@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Vocabulaire

Xx € E: x appartient a E ; extension {a,b,c};
compréhension {x € E | P(x)}.

@ : aucun élément; {@}en a un.
NcZcDc@QcR.

AcB < Vx, (xeA= xeB)

A¢B < 3x, (xeAetx¢B)

A=B < (AcBetBcA) (double inclusion)
AeP(E) < ACE;

card(E) = n = card(P(E)) = 2".

aefE < {adJcE < {a} e P(E).
Opérations (A, B parties de E)

XEANB < xecAetxeB

X€EAUB < xe€AouxeB

xeC?=Z > xeEetxgA

A\B=AnB  AAB=(A\B)u(B\A)
A|B|AnB|AUB|A|A\B|AAB
101 1 1 |ol o | o
110 o 1 |o] 1 1
o[1] o 1 1] o 1
olof o o [1] 0o | o

Regles de calcul

n et U : commutatives, associatives ;
AnBcAcCAUB.

An(BuC)=(AnB)U(AnC)
Au(BnC)=(AuB)n(AuC()
An(AuB)=A AUAnB)=A

A=A AnA=0 AUA=E

Morgan: AnB=AUB AUB=AnB
ACB < BCA
A\(BuC)=(A\B)n(A\C)
AAB=(AUB)\(AnB); AAD =A; AMA=D ;

AME=A; (AAB)AC =AA(BAC).

Produit cartésien

(a,b)=(a’,b’) < a=a etb=>b" (lordre

compte)

ExF={(x,y)/ x€eEetyeF), E?=ExE

(AxB)n(CxD)=(AnC)x(BnD)

(AxB)u(CxD)c (AuC)x(BuD) (pas =)

Ax(BuD)=(AxB)u(AxD)

Ceif = (CExF)u(ExCP)

Cardinaux (ensembles finis)

card(A u B) = card(A) + card(B) - card(A n B)

card (Z) = card(E) - card(A)

card(E x F) = card(E) x card(F)

card(Au B uC) = card(A) + card(B) + card(C)
-card(AnB)-card(AnC)-card(BnC)
+card(AnBnC)

Dans le plan (repére orthonormé)
ax+by+c=0:droite; ax+by+c=0:
demi-plan (tester 0); a < x < B: bande;
(x - a)? +(y - b)? < r? : disque.

« et » — intersection; « ou » — réunion.
Méthodes

Inclusion : « Soit x € A... donc x € B. »

Egalité : double inclusion ; équivalences
X€EA &< - < xe€B; calcul ensembliste;
table d’appartenance.

Réfuter : un contre-exemple (trouvé sur un
diagramme de Venn).

A retenir pour les concours

AcB < AnB=A < AuB=B < A\B=0
AuUB=AnB < A=B AAB=0 < A=B
AuUX =B : solutionsssiAcB; B\AcXcB.
AnX=C:solutionsssiCcA; CcXc CUA.
Partition : parties non vides, deux a deux
disjointes, de réunion E.

Russell : aucun ensemble ne contient tous les
ensembles.

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations : pour A, B C E, A= C?, A\B=AnB, AAB = (A\B)u(B\A); P(E) ensemble des parties de E.
O Niveau | - Bases

Exercice 1 Ecrire un ensemble * corrigé p. 39

1. Ecrire en extension: A={neN/n?<10}; B={x€Z /] -3<x<2}; C={xeR [ x?=5x};
D={neN/ndivise15}; F={xe R/ x*>+4=0}; G={x€Z/ |x| < 1}. Lesquels sont vides,
des singletons, des paires ?

2. Ecrire en compréhension: {2,4,6,8,10}; {1,4,9,16,25,36}; {-3,3}; {..,-9,-5,-1,3,7,11,..}.

3. Lesensembles {x € R / x? = 4},{-2,2} et {2,-2, 2} sont-ils égaux ? Combien ont-ils d’éléments ?

Exercice 2 Elément ou partie ? * corrigé p. 39

1. Compléterpareoug: -7 .. N; -7 .. Z; 1? . D; % .. D; (\/5)2 W N: /16 ..7: ... Q.
Compléter parcou¢: {-1,0,1} .. N; {1, 1} . D; ]0,1[.. @; Z ... D.

2. Soit £ ={®@, 1, {1,3}, {2}}. Vraioufaux? a)1€E b){1}cE c){1}eE d){2}€E e){2} cE f)
@eE g @cE h){@}cE ){1,3}cE j){{1,3},1} cE k) E a4 éléments.

Exercice 3 Les parties d’un petit ensemble * corrigé p. 39

On pose E ={-1,0,1}.

1. Ecrire P(E) en extension. Combien a-t-il d’éléments ? Combien de parties de E contiennent 0 ?

2. Trouver les parties X de E symétriques, c'est-a-dire telles que Vx € X, -x € X.

3. Vrai ou faux ? a) {0} € P(E) b) 0 € P(E) c){@}c P(E) d){-1,1} c P(E) e) {{-1},{1}} c P(E) f)
E € P(E). 4 Combien de parties ont les ensembles {1,2,3,4,5}et{x e R/ x>+1=0}?

Exercice &4 Opérations sur des ensembles finis * corrigé p. 40

E={1,2..,12}; A={n € E [ ndivise12}, B={n € E [ nestpair}, C ={n € E [ n > 9}

(complémentaires pris dans E).

1. Ecrire A, B et C en extension.

2. Déeterminer: AnB, AuB, A, A\ B, B\A, AAB, (AuB)nC, AnBnC, AuBUC.

3. Verifier que card(A u B) = card(A) + card(B) - card(A n B). 4. Montrer que A\ B,AnBetB\A
forment une partition de Au B.
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Exercice 5 Opérations sur des intervalles * corrigé p. 40

On pose I =[-5,2[, /] =]-1,4] et K =]-o0,-3].

1. Représenter I, J, K sur une droite graduée, puis écrire sous forme d’intervalle ou de réunion :
[nJ, 1), InK, J0K, Ch, I\, J\1, 1D, CR".

2. Traduire avec « et », « ou », puis simplifier: xelInJ; x&J; x €1\ K. 3. Ecrire sous forme
d’intervalle ou de réunion: {xe R/ |x+1]<2}; {xeR /[ |x-2|>3}; {xeR/3-2x=>7}

Exercice 6 Lire un diagramme de Venn * corrigé p. 40

Le diagramme ci-contre partage E en huit régions numeérotées

de1as8. ﬂ

1. Quelles reégions forment: AnB; AuC; A; B\C; (AnB)uUC; @
(AuB)nC; AAB; AuBuC? @

2. Ecrire avec A, B, C et les opérations du cours l'ensemble v c
formé : a) de la région 1; b) des régions 4,5, 6, 7; c) des
régions 2, 3, 6 ; d) des régions 1, 2, 3. Traduire b) et d) par
une phrase.

Ep v B

Exercice 7 Premiers pas avec le produit cartésien * corrigé p. 40
On pose A={0,1,2} et B ={-1,1}.

1. Ecrire A x B et B x A en extension. Sont-ils égaux ? Combien d’élémentsont AxBet AxBxA?
2. Représenter A x B dans un repére, puis écrire en extension {(x,y) € AxB [ x+y = 1} et

{(xy)eA? [ x<y}
3. Déterminer les réels x et y tels que: a) (2x-y, x+y) = (&4, 5); b) (x?, y) = (4, x).

Exercice 8 Compter les éléments * corrigé p. 4l

1. Dans une classe de 34 éléeves, 20 sont inscrits au club de calcul mental, 15 au club de pho-
tographie et 6 aux deux clubs. Combien d’éléves sont inscrits a au moins un club ? a aucun ?
au club de calcul mental seulement ?

2. A et B sont deux ensembles finis tels que card(A) = 7, card(B) = 5 et card(A u B) = 10. Calculer
card(An B), card(A \ B) et card(B \ A).

3. Un menu est un couple (entrée, plat) : combien de menus avec 4 entrées et 3 plats ? Pour
E ={1,2,3,4,5)}, combien d’éléments ont E%, {(x,y) € E*> | x 2y}, {(x,y) € E*> | x <y} ?

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : décrire, puis opérer * % corrigé p. 4l
OnposeE ={0,1,2,..,12}, A ={n € E / n divise 36}, B = {n cE/Me N}, C={neE/n?<kn+5)
et D={xeR/2x?>-7x+3 =0}

1. Ecrire A, B, C et D en extension (pour B, remarquer que 21 = 1+ -2-),

2. DéterminerAnB, AuB, BnC, BAC, C7, C2C et C2nCf. Quelle loi du cours retrouve-t-on ?

3. A-t-on D c E ? Déterminer DnE et D nA. 4. Déterminer toutes les parties X de B telles que
Xnc={1,2}.
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Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : double inclusion et équivalences * % corrigé p. 4l

1. Soit | = {x e R /3t e]0,+o0[, x = %} Montrer par double inclusion que I = ]2, 3].

2. Soit)={x € R/ |x-1] < |x + 3]} Montrer par équivalences successives que J = [-1, +oo[.

3. Soient A, B, C c E. Montrer que (AUB)\ (AnC)=(A\ C)u(B\A): a) par double inclusion; b)
par équivalences (« et », « ou », « non »).

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : complémentaire, différence, Morgan * x corrigé p.42

1. Dans E = R, on pose A = ]-o0,1] et B = [-2, 3[. Déterminer A, B,AnB,AnB,AUB,A\B,B\A et
AAB.
2. Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Montrer que: a)A\B=AuUB; b)A\B=B\A;

c)AU(B\A)=AuBetAn(B\A)=@. 3.Simplifier F=AUB U AUB.

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : produit cartésien * x corrigé p.42

1. Déterminer les couples de réels (x,y) tels que: a) (x -y, x* - y?) = (2, 8); b) (IxI, x+y) = (3, 1).

2. Dans un repére orthonormé, représenter R, = [0,2] x[1,3] et R, = [1,4] x [0,2]. Ecrire R, N R,
comme un produit. A-t-on R, UR, =[0,4] x[0,3] ?

3. SoientA,Cc EetB,D c F. a) Montrer quesiAxB c CxD, avec A et B non vides, alors A c C et
B c D. b) Le résultat subsiste-t-ilsi A= @ ? c¢) En déduire que si A et B sont deux parties non
vides de E tellesque AxB =B x A, alors A = B.

Exercice 13 Ensembles de points du plan * % corrigé p. 42

Dans un repére orthonormé, on pose P, = {M(x,y) [ x+y <3}, P, = {M(x,y) [ y 2 x-1}, Py =

{M(x,y) [ x 20} et D ={M(x,y) | x* +y* - 4y < O}.

1. Représenter T = P, nP, nP,. Montrer que c’est un triangle ; donner ses sommets et son aire.

2. Montrer que 2 est un disque dont on précisera le centre et le rayon. Les points K(2, 1), L(0, 3),
N(1,1) appartiennent-ilsa 2 ?

3. AtonTc D? DcPy? Colorier T n D sur la figure.

Exercice 14 Inéquations et intervalles * x corrigé p. 42

Onpose A={xeR/|2x+1| <5}, B={xe R/ x*+x-6>0} et C={xeR/%20}.

1. Ecrire A, B et C comme intervalles ou réunions d’intervalles. Montrer que B = Cg. 2. Déterminer
AnC, AuC, C§, A\C et AAC.

3. Sans nouveau calcul, résoudre dans R: a) [2x + 1| <5 et ﬁ >0; b)|2x+1| <50u % >20;
) x’+x-6>0et X <0.

Exercice 15 Tables d’appartenance * corrigé p. 43

1. Avec une table a 4 lignes, montrer que: (A\B)AB = AuB; (AuB)\(AAB) = AnB; (AnB)A(AUB) =
AAB.

2. Avec une table a 8 lignes, montrer que An(BAC) =(AnB)A(An C).

3. Comparer Au(BAC) et (AuB)A(AuC); montrer qu’ils sont égaux si et seulementsi A= @.
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Exercice 16 Vrai ou faux ? * % corrigé p.43
A, B, C sont des parties d'un ensemble E. Démontrer les affirmations vraies ; donner un contre-
exemple pour les fausses.

A)ACB=A\CcB\C; b)(AnB=0etAUB=E)=B=A; c)A\(BuC)=(A\B)U(A\C);
d)(A\B)uB=A; e)(A¢BetB¢C)=>A¢C; f)CcAuB=(CcAouCcB);
g)A\B=B\A=>A=B; h)(AxA)\(BxB)=(A\B)x(A\B).

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Compter des parties * * * corrigé p. 44

Soient n, p deux entierstelsque 0<p<n, E={1,2,..,n}etA={1,...,p} (A= D sip=0).

1. Montrer que A c X c E si et seulementsiX =AuYavecY c E\A, etqu'alorsY = X\ A. Combien
de parties de E contiennent A? 2. Combien de parties X de E vérifient XnA=@? XnAz @D ?

3. On suppose n 2 2. Soit U (resp. V) l'ensemble des parties de E contenant 1 (resp. 2). Calculer
card(), card(Z n V), puis le nombre de parties de E qui contiennent 1 ou 2.

4. PourE ={1,2,...,6}, combien de parties contiennent un nombre pair au moins ? 1 mais pas 2 ?

Exercice 18 Réunions égales, intersections égales * * » corrigé p. 44
A, B, C sont trois parties d'un ensemble E. Montrer que :

1. AUB=AuC < BACCA; 22AnB=AnC < An(BAC)=9;
3. AuB)nC=Au(Bn(C) < AcC.

Exercice 19 La différence n'est pas associative * * x corrigé p. 44
A, B, C sont trois parties d’'un ensemble E.

1. Montrerque (A\B)\C=A\(BuC), puisqueA\(B\C)=(A\B)u(AnC().

2. Exemple: A={1,2,3}, B={2}, C ={3,4}. Calculer(A\ B)\ CetA\(B\ C).

3. Montrerque (A\B)\C=A\(B\C)sietseulementsiAnC=02.

Exercice 20 Des phrases aux ensembles * * x corrigé p.4S

Dans un lycée, on note S l'ensemble des éléves de Sciences Mathématiques, C celui des membres
du club d’échecs, M celui des éléves ayant eu au moins 16 au dernier devoir, R celui des éléves
souvent en retard. On sait que : (H1) tout membre du club a eu au moins 16 ; (H2) aucun éléve
souvent en retard n'a eu 16 ou plus ; (H3) tout éléve de Sciences Mathématiques non membre du
club est souvent en retard.

1. Traduire (H1), (H2), (H3) par des relations entre ensembles. 2. Montrer que CnR = @ ; traduire
par une phrase.

3. Montrer que SNM =SnC;traduire. 4.Un éléve de Sciences Mathématiques n’est pas souvent
en retard : que peut-on en déduire ? (Montrer que S\ R c C.) 5. Tout éléve ayant eu au moins
16 est-il en Sciences Mathématiques ?

Exercice 21 Multiples et restes * * * corrigé p.4S
Pourae NetreZ onnoteaZ={ak | k € Z} (les multiplesde a) et aZ +r ={ak+r | k € Z}.

1. Soient a, b € N*. Montrer que aZ c bZ < b divise a. Comparer 127, 47, 6Z.
2. Montrer que (3Z +1)n2Z = 6Z + 4. Ecrire en extension (3Z + 1) n 2Z n[-10, 20].
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3. Montrer que (4Z +1)n(6Z+2) = @, puis que (4Z +1)n(6Z +3) =127 + 9.

Exercice 22 Différence de deux produits * * corrigé p.4S

A, C sont deux parties d’'un ensemble E, et B, D deux parties d’'un ensemble F.

1. Montrer que (Ax B) \ (Cx D) = ((A\ C)x B)u(Ax (B \ D)).

2. Montrerque (A\C)x(B\ D), (A\C)x(BnD) et (AnC)x(B\ D) sont deux a deux disjoints et
que leur réunion est (A x B) \ (C x D).

3. PourA={1,2,3,4},B={1,2,3},C={3,4,5}, D ={2,3}, écrire (Ax B) \ (C x D) en extension.

Exercice 23 Le partage en zones * * x corrigé p. 46

Dans un repére orthonormé, trois écoles sont situées en U(0, 0), V(4,0) et W(0,2). La zone de

l'école U estZ, ={M [ MU < MV et MU < MW}; on définit de méme Z, et Z,,.

1. Montrer que, pour M(x,y): MU <MV < x<2 et MU<MW < vy <1. Décrire Z; a l'aide
d’un produit cartésien.

2. Montrer que Z, = {M(x,y) / x 22 ety < 2x-3}etZ, ={M(x,y) /| y 21 ety 2 2x - 3}. Représenter
les trois zones.

3. Montrer que Z,uZ,uZ, est le plan et que Z,nZ, nZ, ={Q} (a préciser). Partition ?

@ Niveau 4 « Concours

Exercice 24 Equations ensemblistes a deux conditions * x x x corrigé p. 46
A, B, C c E ; on cherche les parties X de E telles que (8): AuX=B et AnX=_C.

1. Montrer que si (8) a une solution, alors C c A c B.

2. On suppose C c A c B. a) Analyse. Soit X une solution. Montrer que X \ A = B \ A, puis que
X =Cu(B\A). b)Synthése. Conclure.

3. Application: E={1,...,8},A={1,2,3,4},B={1,...,7}, C ={2,4}.

4. On cherche maintenant les parties X de E telles que AuX = BnX. Montrer que c’est équivalent
aAc X cB. Combieny a-t-il de solutions avec les ensembles A et B de la question 3 ?

Exercice 25 Couples de parties emboitées * x x x corrigé p. 46

Pourn € N, on pose E, ={1,2,...,n} (E, = @) et on note u, le nombre de couples (X, Y) de parties
de E, telsque X c.

1. Calculer ug, u, et u, en écrivant tous les couples.

2. Soit n € N. On classe les couples (X, Y) de partiesde E,,, tels que X c Y selon quen+1¢Y,
n+1eY\Xoun+1eX. Montrer que chaque famille a u, éléments, puis que u, = 3".

3. Montrer de méme qu’'ily a 3" couples (X, Y) telsque XnY = @, et 3" telsque X UY = E,.

4. Combien y a-t-il de couples (X,Y) de parties de E_ telsque X c YetX # Y? Casn = 37
5. Combieny a-t-il de triplets (X,Y,Z) telsqueXcYcZcE_ ?

Exercice 26 Parties sans entiers consécutifs * x x % corrigé p. 47

Pour n € N, on note a, le nombre de parties de E, = {1,...,n} qui ne contiennent pas deux entiers
consécutifs (@ et les singletons conviennent ; a, = 1).

1. Ecrire ces parties pour n = 1, 2, 3, 4. En déduire a,, a,, a,, a,.

2. Montrer que a,, = a, ., +a, pour n € N (selon que la partie contient n + 2 ou non).

3. Calculer a,,. Combien de parties de E,, contiennent au moins deux entiers consécutifs ?
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n
4. Montrer par récurrence double que a, 2 (%) pour tout n € N.

Exercice 27 Sondage : combien au minimum ? * x x % corrigé p. 47

Dans un groupe G de 40 éléeves, 32 sont membres du club de robotique, 30 du club de musique
et 28 du club de théatre ; on note R, M, T les ensembles des membres de ces clubs.

1. Montrer que, si X et Y sont deux parties d'un ensemble fini G, alors card(X n Y) = card(X) +
card(Y) - card(G). En déduire que card(R n M) > 22.

2. Montrer qu’au moins 10 éléves sont membres des trois clubs.

3. Montrer que ce minimum peut étre atteint (diagramme de Venn). Au plus combien d’éléves
peuvent étre membres des trois clubs ?

4. On apprend que 2 éleves ne sont dans aucun club, que cardRn M) = 24 et card(Rn T) =
cardM nT) = 22. Combien d’éléves sont dans trois clubs ? deux exactement ? un seul ?

Exercice 28 Parties deux a deux non incluses * % % x corrigé p. 43

Soit E = {1,2,3,4}). Une famille & de parties de E est sans inclusion si X ¢ Y pour toutes parties
XzYdeZ.

1. Donner une famille sans inclusion de 4 parties, puis une de 6 parties. 2. Veérifier que chaque
partie de E figure dans exactement une des six « chaines» €, : @ c {1} c{1,2} c{1,2,3}CE;
¢, {2} c{2,3}c{2,3,4}; C,: {3} {3,4} c(1,3,4}; €, : {6y c (1,4} {1,2,4}; €. : {1,3}; €
{2, 4}. En déduire qu’une famille sans inclusion a au plus 6 éléments.

3. Montrer que seule la famille des six paires est sans inclusion a 6 éléments (partir de €, C).

4. Quel est le nombre maximal d’éléments d’une famille sans inclusion de parties de {1,2,3}?

Exercice 29 La plus petite partie stable * x % corrigé p. 43
Une partie Ade N* est stablesi 1 e Aetsi: Vn €A, 2neAetn+3 €A).

1. Vérifier que S = {n € N* / 3 ne divise pas n} est stable.

2. Soit A une partie stable. Montrer par récurrence que, pour tout ke N,3k+1 € Aet3k+2 € A.
En déduire que S c A.

3. En déduire que S est la plus petite partie stable (stable et incluse dans toute partie stable).
Que vautN*\S?

4. Onremplace n+3 par n+5 dans la définition. Montrer que la plus petite partie stable est alors
T ={n € N* / 5 ne divise pas n}\ {3}.

Exercice 30 Le défi de la couverture * %% * corrigé p. 48

A, B, C sont des parties d'un ensemble E ; on rappelle que AAB = (An B)u (An B).

1. Montrer que AAB = (An B) U (An B).

2. En déduire, par le calcul (distributivité), que (AAB)AC = (AnBnC)u(AnBNC)u(AnBNC)u(AnBNC).
Traduire par une phrase l'appartenance a (AAB)AC.

3. En déduire que A est associative: (AAB)AC =AA(BAC).

4. Montrer que 'équation AAX = B, d’'inconnue X c E, a une unique solution: X = AAB. 5. Appli-
cation: E={1,..,9},A={1,2,3,4,5}, B={4,5,6,7}; résoudre AAX = B.

6. a) Montrer que AAB = AAC = B = C. b) Déterminer, selon A, les parties X de E telles que
XAA=XnA.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

Q Décrire un ensemble

Un ensemble se décrit en extension (liste de ses éléments) ou en compréhension ({x € E / P(x)})
; pour passer de l'une a l'autre, on résout, on teste, on raisonne, sans oublier 'ensemble de
référence E.

Exercice 31 Extension et compréhension * corrigé p. 49

1. Ecrire en extension (lesquels sont vides ? lesquels sont des singletons ?) :
A={neN/n?><40}; B={xeZ | x?<3x+10}; C={n e N/ ndivise 84 et n est impair};
D={xeR/x>=9x}; F={xeR/x*-2x+5=0}; G={x e R/ x*>+9 =6x}.

2. Ecrire en compréhension : P = {1,8,27,64,125}; Q = {-6,-3,0,3,6}; R = {%,%, ,...};

3. Compléterpareou¢: -1 ...B; 4 ... C; = R; 1..R; 2026 ... S; 2027 ... S; -3 ... A.

’

~lw
CIFS

S={2,5,8,11,14,..}.

Exercice 32 Une équation, cinq ensembles de nombres * corrigé p. 49
On rappelleque Nc Zc D c @ c R et qu'un décimal s'écrit % aveca € Zet k € N; on admet
que \/E & Q.

1. Résoudre dans R l'équation (x + 2)(4x - 3)(3x + 1)(x2 - 5) = 0. Ecrire en extension 'ensemble
de ses solutions dans N, dans Z, dans D, dans @, puis dans R (justifier que —% ¢ D). Comparer
ces cing ensembles.

2. a) Montrer que, pour n € N*: % € D si et seulement s'il existe k € N tel que n divise 10%. b) En
déduire en extension l'ensemble des entiers n € {1, 2, ..., 12} tels que % e D.

3. Vrai ou faux ? a) Zn[—\/g,\/g] ={-2,-1,0,1,2}; b){x e D /3x=1}=@; c)il existe un décimal
strictement compris entre % et 0,3334; d) 'ensemble D n]0,1[ a un plus petit élément.

Exercice 33 Régions du plan * % corrigé p. S0

Le plan est muni d’un repére orthonormeé ; un point est dit entier si ses deux coordonnées sont
des entiers.

1. Montrer que Q = {M(x,y) / |x - y| < 1} est la bande comprise entre deux droites paralleles que
l'on précisera.

2. Soient A(-2,0), B(4,0), C(1,3), et T le triangle plein ABC (cOtés et intérieur).
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a) Déterminer une équation de chacune des droites (AC) et (BC). b) Décrire T par un systéme
de trois inéquations. c) Ecrire en extension 'ensemble des points entiers de T ; combien
sont-ils ?

3. Représenter Q, T et T n Q sur une méme figure ; préciser les sommets de T n Q et ses points
entiers.

Exercice 34 En extension, mais en raisonnant * % corrigé p. S0

Ecrire en extension chacun des ensembles suivants, en justifiant soigneusement chaque étape.

1. A={n €7/ n+1divise n? + 3} (calculer n>+3 -(n-1)(n + 1)).

2. B={(x,y) € 7% | xy = 2x + y} (développer (x - 1)(y - 2)).

3. C={n e N /2" <n?+10} (montrer par récurrence que 2" > n? + 10 pour tout entier n > 6).

Exercice 35 Lensemble des valeurs * x * corrigé p. Sl
On note V = {2; | X € IR} : y € Vsi et seulement s'il existe un réel x tel que y = ==*—.
X2+ x+1 XS4x+1

1. Justifier que x2 + x + 1 > 0 pour tout réel x.
2. a)Pour x € Rety = ﬁ, écrire y + 1 et % - y sous forme de quotients ; en déduire que
1
vel-1,1]
b) Soity € [—‘I, %] Montrer que l'équation yx? +(y - 1)x +y = 0, d'inconnue x, a au moins une
solution réelle ; en déduire que y € V.

c) Conclure. V a-t-il un plus grand élément ? un plus petit ? Ecrire V n Z en extension.

3. Montrer de méme que W = {\/x2 +1-x/xe€ IR} =10, +oo].

Exercice 36 Une famille de droites * x * corrigé p. S|

Dans un repére orthonormé, on pose, pour tout réel m, D, = {M(x,y) / (m + 1)x + (m - 1)y = 2m};
on note A la droite d’équation x +y = 2.

1. Montrer que chaque D, est une droite. Préciser Dy, D, etD_,.
2. Déterminer l'ensemble F des points qui appartiennent a toutes les droites D, .

3. Montrer qu’un point M ¢ A est sur une et une seule droite D, et qu'un point M € A, M ¢ F,
n'est sur aucune. En déduire l'ensemble G des points situés sur au moins une D, . A est-elle
uneD 7

m

4. Déterminer 'ensemble des reels m tels que D, coupe l'axe des abscisses en un point d’abscisse
positive ou nulle.
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€& Inclusion et égalité

Pour montrer A c B : « Soit x € A, montrons que x € B »; pour le réfuter, un élément de A hors de
B suffit. Pour montrer A = B : double inclusion, ou équivalences x eA < - < x €B.

Exercice 37 Appartenance ou inclusion ? * corrigé p. S2

1. Soit E = {1, {1}, {{1}}}. a) Combien E a-t-il d’éléments ? Ecrire ’(E) en extension.

b)Vrai ou faux? {1} e E; {1} cE; {1} cE; {{BeE; {{McE; @eE; {1L,{1Y} cE;
{1} e P(E); 1 € P(E).

c) Quels éléments de E sont aussi des parties de E ?

2. Soit A = {x eER/X?= 2x}. Remplacer les pointillés par €, ¢, c ou ¢ (justifier ; parfois deux
symboles conviennent): 2 ... A; {0} .. A; A..N; A ..]0,+0o[; A .. P(N); {A} .. P(N);
D ... PA); {2} ... P(A).

Exercice 38 Démontrer ou réfuter une inclusion * corrigé p. 52

Pour chacun des couples (A, B) suivants, dire si A c B et si B c A (démonstration ou contre-
exemple).

1. A={xe R [ x3< x}etB=]-o,1] (pour A C B, raisonner par contraposition).
2. A={6kR+3 | ke Z}etB={3kR | kR € Z}.

3. A={n e N/ ndivise 18} et B={n € N / n divise 24}.

4. A={(x,y) e R? [ x+y=4}et B={(x,y) € R? [ xy < 4}.

Exercice 39 Egalités par double inclusion * corrigé p. 52

1. a) Montrer que {3a +5b / (a,b) € 7Z?} = Z (remarquer que 1 =2 x3-5).
b) Montrer que {6a + 10b / (a,b) € Z*} = {2k | k € Z}.

2. Dans un repére, on note D = {M(1+2t, 3-t) /| te R}et D' = {M(x,y) | x+2y = 7}. Montrer que
D=D.

3. Montrerque{a+b [ae€[0,1]etb €[2,3]} =[2,4], puisque{ab /| ae[1,2]etb €[1,3]} =1, 6].

Exercice 40 Parties d'une intersection, d’'une réunion * % corrigé p. 53

A, B, C sont des ensembles. On utilisera librement (cours): X € P(A) < X cA, et ACB <
P(A) c P(B).

1. Exemple : A = {a,b} et B = {b, c} (a, b, c distincts). Ecrire en extension P(A), P(B), P(A) n P(B),
P(AnB), P(A)u P(B) et P(AuB).

2. Montrer que P(An B) = P(A) n P(B), puis que P(A)n P(B) ={@} < AnB=02.
3. a) Montrer que P(A) u P(B) c P(Au B).

b) Montrer que P(A) u P(B) = P(A U B) si et seulement siA c B ou B c A (pour = : ol est la
partie AUB ?).

4. Montrer que P(A) c P(B)u P(C) < (AcBouAc().
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Exercice 41 Inclusions et paramétre * x x corrigé p. 53

1. Pourae R,onposel,={x eR /a-1<x<2a+1},etlonnoteB =[-1,5].

a) Pour quelles valeurs de a 'ensemble I, est-il vide ? b) Déterminer 'ensemble des réels a
tels que I, c B (ne pas oublier le cas ou I, est vide). c) Existe-t-ilun réelatelqueBcI,?

2. Poura € R,onposeS,={x € R/ x*-ax+3 <0}

a) Pour quelles valeurs de a 'ensemble S_ est-il vide ? un singleton ? b) Montrer que [1,3] c
S, & (1 €S,et3e Sa), puis déterminer 'ensemble des a tels que [1,3] c S,,.

c) Déterminer l'ensemble des réels a tels que S, c [0, +ool.

Exercice 42 Losange, disque et carré * * x corrigé p. 54

Dans un repére orthonormé, on pose, pour r >0, L, = {M(x,y) / |x| + |y| < r}, et l'on considére le
disque D = {M(x,y) | x> +y*> < 1} et le carré plein € = {M(x,y) / |x| < 1 et |y| < 1}.

1. Montrer que |x| + |y| sréquivauta: x+y<r,x-y<r,-x+y<ret-x-y<r. En déduire que
L, est un carré plein dont on précisera les sommets. Représenter L., D, € et L, sur une méme
figure.

2. Démontrer les inclusions L, ¢ D c € c L,. Les inclusions réciproques sont-elles vraies ?

3. a) Montrer que L, ¢ D <= r<1. b) Montrer que (|x| + |y])? < 2(x? + y?) pour tous réels x, y,
puisque Dcl, < rz V2. ) Pour quelsréelsr>0a-tonCclL,?

@ Réuwnion et intersection

XEANB < (x€AetxeB), xeAuB < (x€AouxeB):netuontles propriétés de « et
» et de « ou ». Pour des intervalles, une droite graduée évite bien des erreurs.
Exercice 43 Trois parties d’'un ensemble fini * corrigé p.SS

Soit E = {1,2,...,14}. On pose A = {n € E | nestpremier}, B ={n € E [ n+2estpremier} et
C={neE/|n-6]<3}

1. Ecrire A, B et C en extension.
2. Déterminer AnB (que représentent ses éléments ?),AnC,BnC,AnBnC,AuB,BuC etAUBUC.

3. Vérifier sur cet exemple que An(BuC)=(AnB)u(AnC). ComparerAu(BnC)et(AuB)nC:
'écriture « AuBn C » a-t-elle un sens ?

4. Placer les éléments de E dans un diagramme de Venn. Quels éléments n'appartiennenta aucun
des trois ensembles ? a exactement un ? a exactement deux ?

Exercice 44 Intervalles et ensembles de solutions * corrigé p.SS

1. Soient | =1-3,4],) =[1,7[ et K = ]-o0, 3[. Ecrire a l'aide d’intervalles: InJ,I1uJ,InK, UK, JnK,
JuK,InjnKet(luJ)nK. Ecrire ZnInJ en extension.

2. OnposeS, ={xe R/ x*-2x-15<0}etS, ={x e R/ |3x-1| > 4}.

a) Ecrire S, et S, a l'aide d'intervalles. b) En déduire l'ensemble des réels x tels que « x? - 2x -
15<0et [3x-1]| >4 », puis l'ensemble des réels x tels que « x> -2x-15<0o0u [3x-1| > 4 ».
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c) Ecrire en extension l'ensemble des solutions entiéres du systéme « x?-2x-15 < 0 et |3x-1] >
4 »,

Exercice 45 Calcul ensembliste * corrigé p. S6

A, B, C sont des parties d’'un ensemble E.

1. a) A l'aide des distributivités, montrer que (AUB)n(AuC)n(BuC)=(AnB)u(AnC)u(BnC).
b) Traduire en francais : a quelle condition un élément x de E appartient-il a cet ensemble ?

2. a) Montrer que (AnB)U(AnC)=A < AcBuUC.

b) Soit M 'ensemble du 1. En calculant M n A, montrer que M = Au B u C si et seulement si
AcBuC,BcCuAetCcAuB. Donner un exemple avec A, B, C deux a deux distincts.

3. Onsuppose que AuB=AuCetqueAnB=AnC. Montrer que B = C (soit x € B : distinguer les
cas x € Aet x ¢ A). Une seule de ces deux hypothéses suffirait-elle ?

Exercice 46 Ensembles de diviseurs ** corrigé p. Sé
Pour n € N*, on note D, I'ensemble des diviseurs de n dans N*.

1. Ecrire en extension D,s» Dy, D,cND,c €t D, UD,.. Reconnaitre D,.nD,, puis comparer D, uUD..
et D,,.. Vérifier que card(D,, u D,.) = card(D,.) + card(D,.) - card(D, n D).

2. Soient a,b € N*. Montrer que D, c D, <= a divise b. En déduire que D, =D, < a=b.

3. Soient a,b € N*. Montrer qu'il existe c € N* tel que D, u D, = D_ si et seulement si a divise b
ou b divise a. Retrouver ainsi un résultat de la question 1.

Exercice 47 Familles d'intervalles * » corrigé p.S7

On admet que, pour tout réeel € > 0, il existe n € N* tel que % < € (chapitre 1). Pour n € N*, on pose

[ 2e3letn = [13-3]

1. Ecrire I1 n I2 n I3 et]1 sz uj3. Montrer que In+1 C In etjn cjn+1 pour tout n € N*,

—_—

S

2. SoitA={x € R /VneN*, xel }lensemble des réels qui appartiennent a tous les | . Montrer
que A = [0, 2].

3. Soit B ={x € R/ 3n e N*, x € J }lensemble des réels qui appartiennent a au moins un J .
Montrer que B =]0, 3[.

4. Pour n € Z, on pose K. = ]n,n + 2[. Montrer que tout réel appartient a au moins un K , puis
déterminer l'ensemble des réels qui appartiennent a exactement un K.

Exercice 48 Parties stables par difféerence * » x corrigé p. 57

Une partie A de Z est dite stable par différence (dans cet exercice, on dira simplement stable) si
elle est nonvide etsi: Vae A, VbeA, a-b eA. Pour k€N, on note RZ={kn | n € Z}.

1. Soit A une partie stable. Montrer que 0 € A, puis que, pourtousa,beA: -a€Aeta+b eA.
2. Montrer que RZ est stable pour tout k € N, mais que N et {-1,0, 1} ne le sont pas.

3. Montrer que lintersection de deux parties stables est stable. Ecrire 6Z n 9Z sous la forme kZ
(double inclusion).
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4. a) Montrer que 6Z U 9Z n'est pas stable. b) Soient A et B deux parties stables. Montrer que
AU B est stable si et seulement si A c B ou B c A (pour =, raisonner par l'absurde).

© Complémentaire et différence

Complémentaire = négation ; A\ B = An B = « dans A et pas dans B » ; AAB = « ou exclusif ».
Outils : equivalences, calcul ensembliste, tables d'appartenance. Sauf mention contraire, A, B, C
sont des parties d’'un ensemble E et A = CE‘.

Exercice 49 Reconstituer deux ensembles » corrigé p. 53
SoitA,BC E={1,2,..,10} telles que C7“® ={8,9,10}, A\ B={1,4} et AAB={1,4,5,7}.

1. Déterminer B\ A,AuB et An B (régions d’un diagramme de Venn), puis A et B en extension.

2. Déterminer A, B, An B et AU B, puis vérifier sur cet exemple les deux lois de Morgan.

3. Déterminer la partie X de E telle que X \ A={8} et X n A = An B. Pourquoi est-elle unique ?

Exercice 50 Différences dans le plan » corrigé p. S8

Dans un repére orthonormé, D = {M(x,y) / x*> +y? < 9}et Q = {M(x,y) / x 2 0 et y 2 0} (complémen-
taires dans le plan).

1. Décrire D et Q. Ecrire par des conditions sur x et y : Q, D\Q Q\D et DuQ.

2. Placer chacun des points M,(1,2), M,(-1,2), M,(3,3), M,(2,-2), Mc(-3,-3), M,(3,0) dans l'une
des partiesDnQ,D\ Q,Q\ D, Du Q. Pourquoi tout point du plan est-il dans une seule de ces
parties ?

3. Représenter D AQ sur une figure.

Exercice 51 Morgan au travail ** corrigé p. S8
Démontrer par le calcul ensembliste (X \ Y =X n Y, lois de Morgan, distributivités) que :

1. (AUB)\(A\ B)=B;

2. AN(AnB)=A\B et AN(AUB)=B\A;

3. (A\B)\(A\C)=(AnC)\B;

4. (régle du consensus) (AnB)U(AnC)U(BNC) = (AnB)U(ANC) (écrire BnC = (ANBNC)U(ANBNC)).

Traduire ce résultat en logique pour trois propositions p, g, r.

Exercice 52 Tables d’appartenance * % corrigé p.S9
1. Dresser la table d’appartenance (huit lignes) de U = (A\ B)u(B\ C)u(C\A),deV = (AAB)U(BAC)
etdeW=(AuBuC(C)\(AnBnC). Conclure, puis traduire W par une phrase.

2. a) Par un contre-exemple, montrer que (AUB)AC = (AAC) U (BAC) est fausse en général.

b) Par une table d’appartenance, montrer que cette égalité est vraie si et seulement si C n
(AAB) = Q.

3. Montrerque A\ B=AAB < BCA, puisque AAB=AuB < AnB=0@.
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Exercice 53 Equations avec une différence * * x corrigé p. 59

1. OnposeE ={1,...,7},A={1,4,5,6}, B = {4,6}. Trouver les parties X de E tellesque: a)A\X =B
(montrer que cela équivautaXnA={1,5}); b)X\A=B; c) X\ A={2,7} (combien ?).

2. Cas géneral: card(E) = n, A et B sont des parties de E, card(A) = p.

a) Montrer que 'équation A\ X = B, d'inconnue X c E, a une solution si et seulementsi BcA;
donner alors ses solutions et leur nombre.

b) Méme travail pour 'équation X \ A = B (trouver la condition). Contréler avec la question 1.

Exercice 54 Une distance entre ensembles * * x corrigé p. 60
E estfini; pour A, B C E, d(A, B) = card(AA B) (éléments qui sont dans une seule des deux parties).
1. AvecE ={1,..,6},A={1,2,3},B={2,3,4,5}et C ={1,5, 6}, calculer d(A, B), d(B, C) et d(A, C).

2. Montrer que d(A,B)=0 < A=B, d(B,A) = d(A,B), d(A,B)=d(A B) et d(A,A) = card(E).

3. On pose M = (AAB)n(BAC). a) Par une table d’appartenance, montrer que M = ((A nC)\ B) U
(B \ (AUC)) et que (AAB)U(BAC) est la réunion des parties disjointes AAC et M. b) En déduire
que d(A,B) +d(B,C) = d(A, C) + 2 card(M).

c) En déduire l'inégalité triangulaire d(A,C) < d(A, B) + d(B, C), avec égalité si et seulement si
AnCcBcAuC.

4, SiE={1,..,6},A={1,2,3} et C = {3, 4}, combien de B c E vérifient d(A,B) + d(B,C) = d(A,C) ?

€© Parties et produit cartésien

Une partie de E est un élément de P(E) ; un couple est ordonné ; A x B se représente par un
quadrillage (A en abscisse, B en ordonnée). Une partition de E est une famille de parties non
vides, deux a deux disjointes, de réunion E.

Exercice 55 Les parties de {1,3,5,8} * corrigé p. 6|

On pose E ={1,3,5,8}. Pour X c E, on note s(X) la somme des éléments de X, avec s(@) = 0.

1. Combien P(E) a-t-il d’éléments ? Ecrire les parties de E a trois éléments. Pourquoi y en a-t-il
autant que de singletons ?

2. a) Montrer que s(X) = 17-s(X) pour toute partie X de E. b) Ecrire les parties X telles que s(X) = 8,
puis, sans nouveau calcul, celles telles que s(X) = 9. c) Existe-t-il X tel que s(X) = s(X) ?

3. Ecrire toutes les parties X de E telles que: Yx € X, Yy € X, x < y.

Exercice 56 Couples et quadrillage * corrigé p. 6l
1. Déterminer les réels x, y tels que: a) (x-1, y+2)=(y, 2x); b) (x+y, xy) = (5, 6). Combien de
couples obtient-on en b) ? de paires {x, y} ?

2. On pose A ={1,2,3,4} et B={0,1,2}. a) Combien A x B a-t-il d’éléments ? Le représenter par
un quadrillage.

b) Ecrire en extension C = {(x,y) e AxB [ x+2y =5}etD ={(x,y) e AxB [ y < x-1}, et les
placer.
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c) En déduire C n D, card(C u D) et le complémentaire de D dans A x B.

Exercice 57 Calculs avec des produits * * corrigé p. 62

A, B, C sont des parties d’'un ensemble E.

1.

2
3.
4

Montrer que (AxC)\ (BxC)=(A\ B) xC.

. Montrer que (AxB)A(AxC)=Ax(BAC).

a) Montrer que (A x B) U (B xA) c (Au B)?. b) Montrer qu'il y a égalité si et seulement si A = B.

. On prend A = {1,2,3} et B = {3,4}. Représenter A x B et B x A sur un méme quadrillage, puis

calculer card ((A x B) u (B x A)) et card (A u B)?).

Exercice 58 Partitions *x corrigé p.62

1.

Dans E ={1,...,12}, soit A 'ensemble des multiples de 4, B celui des impairs, C celui des pairs
non multiples de 4 et D celui des pairs. Les écrire en extension. {A, B, C} est-elle une partition
de E? Et{A,B,D}?

Montrer que les intervalles I, = [n,n + 1] (n € ) forment une partition de R (utiliser la partie
entiere E(x)).
a) Ecrire toutes les partitions de {1, 2, 3, 4} en deux parties.

b) Soit E un ensemEle a n éléments (n = 1). Montrer que toute partition de E en deux parties
est de la forme {X,X} avec X # @ et X # E, et qu’elle s'obtient ainsi a partir d’exactement deux
parties X. En déduire qu’ily a 2""" - 1 partitions de E en deux parties.

Exercice 59 Parties d’'un produit * * % corrigé p.63

A et B sont deux ensembles finis, avec card(A) = n et card(B) = m.

1.

4.

Exprimer card (P(A x B)) et card (P(A) x P(B)) en fonction de n et m. Pour quels couples (n, m)
ces deux nombres sont-ils égaux ? (Remarquer que nm-n-m+1=(n-1)(m-1).)

SoitX,X' c AetY,Y’ c B,toutes nonvides. Montrer que XxY =X'xY" impliqueX =X"etY =Y".
QuevautXxYsiX=QouY=@?

Une partie de A x B est rectangulaire si elle s'écrit X x Y (X c A, Y c B). Montrer que Ax B a
exactement (2" - 1) (2™ - 1) + 1 parties rectangulaires.

SiA=B={1,2}: combien A x B a-t-il de parties ? de parties rectangulaires ? Ecrire les autres.

Exercice 60 Reconnaitre un produit * x * corrigé p. 63

SoitPcExF, P,={xe€E[3y€eF, (xy)ePtetP,={y €F[3Ix €E, (x,y) € P} (les « ombres »
de P sur les axes).

1.
2.

Montrer que P c P, x P,.

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes: (i) il existe A c E et B c F tels que
P =AxB; (i) P = P, xP,; (iii) pour tous couples (a, b) et (a’, b’) de P, le couple (a, b") appartient
aP.

Ces parties de R? sont-elles des produits de deux parties de R ? Si oui, lesquelles ? a)
{4 y) [ xy >0}; D){(x,¥) | y 2 x°}; {(x,y) | (x=1)(y+2) = O}; d){(x,y) | x*-3x+2 < O et |y| = 1}.
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@ Défis de concours

Ensembles, logique et récurrence ; les résultats du cours (Morgan, associativité de A, 2" parties,
card(A u B)) sont admis.

Exercice 61 Parties et sommes * x % corrigé p. 64
Pour X c N* finie, 5(X) est la somme de ses éléments (s(@) = 0); E, ={1,...,n}(n21) et E, = @.

1. Soitn > 1etX c E,. a) Montrer que X et XA{1} sont distinctes, de cardinaux de parités dif-
férentes. b) Vérifier que (X A{1})A{1} = X. En regroupant les parties de E, par paires {X, X A{1}},
montrer que E, a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair.

2. Pourk €N, a,, b, ¢, sont les nombres de parties X de E;, dont la somme s(X) a pour reste 0,
1, 2 dans la division par 3. a) Calculer a,, b, c,, a,, b;, ¢, (lister les parties de {1, 2, 3}).

b) Toute partie Z de E;, , s'écrit de fagon unique Z = XuT avec X C E;, et T c {3k+1,3k+2,3k+3}.
En étudiant le reste de s(T), montrer que a,,, = 4a, + 2b, + 2¢,, b,., = 2a, + 4b, + 2¢,, c,,, =
2a, +2b, + 4c,.

R, okR+1 k_ok .
£2— et b, =c, = 5%, d) Combien de

c) Montrer par récurrence que, pourtoutk e N: a, =
parties de {1, ...,9} ont une somme multiple de 3 ? Etde {1,...,12}?

Exercice 62 Les atomes d’une famille * % * % corrigé p.64
Soitn 2 1etA,, .., A, des parties d'un ensemble E. Pour | c {1,...,n}, 'atome associé a | est
T, ={xeE/[Vie{l,.,n} (xeA < iecl)

1. Pour n = 2, écrire T, Ty Ty Ty a l'aide de A;, A,, de n et du complémentaire.

2. a) Pour x € E, on pose I(x) ={i €{1,...,n} /| x € A}. Montrer que x e T, < | =I(x).

b) En déduire que T, n T =0 si | # J, que tout élément de E est dans un atome, et que les
atomes non vides forment une partition de E. Combien y a-t-il d'atomes au plus ?

3. Une partie de E est constructible si elle est la réunion de certains atomes (la réunion d’aucun
atome étant @). a) Montrer que chaque A, est constructible. b) Montrer que si X et Y sont

constructibles, alors )_(, XuYetXnY lesont.

c) En déduire (récurrence sur le nombre d’opérations) que toute partie obtenue a partir des A,
par U, n et complémentaire est constructible ; il y en a au plus 22".

4. a) E={1,2,3,4}, A, ={1,2}, A, ={1,3} : déterminer les atomes, montrer que les 16 parties de E
s'obtiennent et écrire {4}, {2,3}, {1,4} a laide de A, et A,. b) E ={1,..,8}: trouver A, A,, A, a
partir desquelles on obtient les 256 parties de E.

Exercice 63 Familles intersectantes * % x % corrigé p.6S

Soitn =1 etE ={1,..,n}. Une famille 7 de parties de E (une partie de P(E)) est intersectante si
VXeF,VWeF, XnYz@.

1. Ecrire la négation de « F est intersectante ». Si elle 'est, montrer que @ ¢ F et que X, X ne
sont jamais tous deux dans 7.

2. Montrer que les 2" parties de E se répartissent en 2" paires {X, X}. En déduire qu’une famille
intersectante a au plus 2""' éléments.
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3. Montrer que les familles suivantes sont intersectantes et ont 2"" éléments: a) F, = {X c
E/1€X}; b)sin=2p+1estimpair, M ={X CcE [ card(X)2p+1}.

4. Soit 7 intersectante a 2"-1 éléments. a) Montrer que, pour tout Y c E, une seule des parties
Y, Y est dans . b) En déduire, par l'absurde, quesiX € F etXcY cE,alorsY € 7.

5. Pour n = 3, déterminer toutes les familles intersectantes a 4 éléments.

Exercice 64 Bon ordre et descente infinie * * x % corrigé p. 66

1. Bon ordre. Soit A c N sans plus petit élément, et P(n) : « aucun des entiers 0, ..., n n’est dans
A ». a) Montrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N. b) En déduire que toute
partie non vide de N a un plus petit élément. c) Et pour]0,1]?

2. Descente infinie. On veut montrer que x> + 2y> = 4z> n’a aucune solution (x,y,z) € (N*)3. Par
labsurde, on suppose A = {x € N* / 3(y, z) € (N*)?, x* + 2y> = 42°} non vide ; on note m son
plus petit éléement et (y, z) un couple associe.

a) Montrer que m est pair (le cube d’un entier impair est impair), puis, en posant m = 2a, que
y est pair, et, en posant y = 2b, que z est pair.

b) En posant z = 2¢, montrer que a € A. Conclure.

Exercice 65 Le triangle de Sierpinski ** x % corrigé p. 66

PourX c Zetae Z,onposeX+a={y € Z | y-a € X}(ondécaledea)et2X ={y e Z/Ix € X, y = 2x}
(on double). On définit X, = {0} et, pourn e N, X, , =X A(X, +1).

1. Verifier que X, = {0, 1} et X, = {0, 2}, puis calculer X, X,, X, X et X,.

2. Montrer par récurrence que, pour toutn € N : X,c{0,1,..,n}, 0eX et neX.

3. a)Montrer que (XAY)+a = (X+a)A(Y+a)et (X+1)+1 = X+2. b) En déduire que X, = X, A(X, +2).
4

. a) Montrer que 2(XAY) = 2XA2Y et 2X + 2 = 2(X + 1). b) Montrer par récurrence que X, = 2X,
pour tout n € N. c) En déduire que X, ., est la réunion des parties disjointes 2X_ et 2X_ +1.

5. Soit u, = card(X,). Montrer que u,, = u, etu, ., =2u,;calculer u,m, Uyn_, (meN)et e

Exercice 66 Ensembles sans somme * % x x corrigé p.67
Une partie A de N* est sans somme si Vx € A, Vy €A, x+y ¢ A (x et y pouvant étre égaux).

1. Nier « A est sans somme ». {1, 4,7}, {3, 4, 6}, {2, 3, 7} sont-elles sans somme ? Montrer que les
impairs de {1,...,2n} et {n + 1, ..., 2n} sont sans somme, a n éléments.

2. Soit A c {1,...,2n} sans somme, non vide, m son plus grand élément, A’ =A\{m}etB =1{b €
N*/ m-b € A’}. a)Montrerque B c {1,...,m-1}et card(B) = card(A’). b) MontrerqueA'nB = @.
c) En déduire que 2 card(A) - 2 < m - 1, puis que card(A) < n. Quel est le plus grand cardinal
d’une partie sans somme de {1, ...,2n}?

3. a) Trouver une partition de {1,2, 3,4} en deux parties sans somme. b) Montrer que c'est la
seule (supposer 1 € A, et raisonner de proche en proche). c¢) Montrer que {1,2,3,4,5} n'a
aucune partition en deux parties sans somme.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1. A={0,1,2,3}(car3?2=9<10<16 = 4%); B={-3,-2,-1,0,1}; x> =5x < x(x-5) =0, donc
C={0,5}; D={1,3,515}; x?+424>0,doncF =@ ; G ={0}(seul entier de ]-1,1[). F est
vide, G est un singleton, C est une paire.

2.2k /ReN, 1<sk<5}; {RP/kReN,1<k<6}; {xeR/x*=9}(ou{xe R/ |x]=3); on
passe d'un élément au suivant en ajoutant 4,et3=4x0+3: {4kR+3 [ R Z}.

3. X2 =4 < (x=2o0ux=-2): les trois ensembles ont exactement les mémes éléments, -2 et

2. Ils sont égaux (ni Uordre ni les répétitions ne comptent) : [2 éléments|.

® Corrigé de l'exercice 2
1. -7¢N; -7€Z; % =2 -24eD; 2eD (si % = &, alors 3a = 2 x 10" = 275", et 3 diviserait
215k . impossible) ; (\/5)2 =3eN; /16 =-4€7Z; me Q(admis).

{-1,0,1} ¢ N(car -1 & N); {%,%} c D(0,5et0,25); 10,1[¢ Q (g €]0,1[ estirrationnel); Zc D
(n = -55).

2. Eaquatre éléments: @,1,{1,3}et{2}. a)V. b)V:lunique élément de {1}, a savoir 1, appartient
aE. ¢)F:{1} n'estaucun des quatre éléments. d)V. e)F:2 ¢ E. f)V. g) V (le vide est inclus

dans tout ensemble). h)V: @ €E. i)F:3¢E. j)V:{1,3}eEet1€E. k)V.

® Corrigé de l'exercice 3

1. P(E) = {@, {-13, {0}, {1}, {-1,0}, {-1,1}, {0,1}, E}: 8 = 23] éléments. Parties contenant 0 : {0},
{-1,0}, {0, 1}, E, soit [4].

2. Si X est symétrique: 1 € X = -1 € Xet-1€ X = 1 € X; donc -1 et 1 sont tous deux
dans X ou tous deux hors de X, tandis que 0 (qui vérifie -0 = 0) est libre. Parties symétriques :
@, {0}, {-1,1}, E|

3. a)V({0} c E). b)F:0 estun élément de E, pas une partiede E. ¢)V: @ € P(E). d)F:-1n'est
pas une partie de E, donc -1 ¢ P(E). e)V:{-1}et {1} sont des parties de E. f)V (E C E).
4.{1,2,3,4,5}a 2° =[32] parties; {x e R/ x*>+1=0}= @ et P(D) = {@}: [1] partie (2° = 1).
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® Corrigé de U'exercice 4

1. A={1,2,3,4,6,12}, B={2,4,6,8,10,12}, C ={9,10, 11,12} (diagramme ci-dessous).
2.ANnB = {2,4,6,12}; AUB = {1,2,3,4,6,8,10,12} ; A = {5,7,8,9,10,11}; A\ B = {1,3};
B\A={8,10}; AAB={1,3,8,10}; (AuB)nC={10,12}; AnBnC={12}; AuBucC={5,7}.

3. card(AuB) = 8 et card(A)+card(B)-card(AnB)=6+6-4=8 /. E
4. Les ensembles {1, 3}, {2, 4, 6, 12}, {8, 10} sont non vides et deux &
a deux disjoints (un élément de A \ B n’est pas dans B, etc.) ; A ‘Wﬁ
5

leur réunion est Au B, car un élément de Au B est dans A et B, w
C

B

7

ou dans A seulement, ou dans B seulement : c’'est une partition
de AuB.

® Corrigé de l'exercice 5

1. On lit sur la droite graduée (point plein : borne comprise, point creux : borne exclue): Inj =
1-1,2[; 1uJ =[-5,4]; InK =[-5,-3]; JnK =@ (J et K sont disjoints) ; C[&=]—oo,—5[u[2,+oo[;
INJ =[-5-11; J\I=1[24]; IA) = [-5,-1]U[2,4]; JUK = ]-00,-3] U 1-1,4], donc Ck" =
1-3,-1] U ]4, +oo|.

2. x€ln] < (-5sx<2et-1<xs4) & -1<x<2. x¢)] & (x>-letxs4) & (xs<
-1oux>4)(Morgan). xel\K < (-5sx<2etx>-3) & -3<x<2:/1\K=]-3,2[.

3. Ix+1]22 & -2sx+1<2 < |x€[-3,1]|; |x-2|>3 < (x-2>30ux-2<-3) &
X €]-00,-1[U]5,+00[|; 3-2x27 < -2x24 < |x €]-,-2]|

® Corrigé de U'exercice 6

1. AnB:régions4,7; AuC:1,3,4,5,6,7; A: 2,3,6,8; B\C:2,4; (AnB)uC(C:3,4,5,6,7;
(AUB)nC:1,2,4; AMB:1,2,5,6; AUBUC: 8.

2. a)AnBNnC=A\(BuC)(«seulementdansA»). b)(AnB)U(AnC)u(BnC): les éléments qui
appartiennent a au moins deux des trois ensembles. ¢) (BuC)\ A. d)(A\(BuC))u(B\ (AU
C)) U (C \(Au B)) : les éléments qui appartiennent a exactement un des trois ensembles.

® Corrigé de l'exercice 7

1. AxB ={(0,-1),(0,1),(1,-1),(1,1),(2,-1),(2, 1)} ;
BxA={(-1,0),(-1,1),(-1,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.
Ils ne sont pas égaux : (0,-1) € A x B, mais (0,-1) ¢ BxA car 0 ¢ B.
card(AxB)=3x2=[6]etcard(AxBxA)=3x2x3=[18]

2. Figure ci-contre (les deux couples entourés vérifient x +y = 1) :
{(0,1),(2,-1)}]; dans A%, x <y: [{(0,1),(0,2),(1,2)}]

3. Deux couples sont égaux si et seulement si leurs composantes sont
égales. a)2x -y =4etx+y =5; en ajoutant, 3x = 9: |(x,y) = (3,2)|
b) x? =4 ety =x:[(x,y) = (2,2) ou (-2,-2)|
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® Corrigé de U'exercice 8

1. Notons K (calcul mental) et P (photographie): card(KuP)=20+15-6 = éléves dans au
moins un club ; 34 -29 =[5]dans aucun; card(K \ P) = 20 - 6 = [14].

2. card(A n B) = card(A) + card(B) - card(AuB) = 7+5-10 = [2]; card(A\ B) = 7-2 = [5];
card(B\A)=5-2=[3] (5+2+3=10 v).

3. 4x3 =[12]menus. card(E?) = 5% =[25]; les couples (x, x) sont au nombre de 5, donc 25-5 =
couples vérifient x 2y ; pour x<y: 4+3+2+1+0=[10](selon x = 1,...,5).

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. Les diviseurs de 36 sont 1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18,36 : [A={1,2,3,4,6,9,12} Comme % >0:

%Z:'I+%EN = %GN & (n+1)|6 < n+1€{1,23,6}: B={0,1,2,5}

n-4n-5=(n-5)(n+1)<0 < -1<n<5:[C={0,1,2,3,4}| A:49-24:25,racinesﬁ;5:

D={%, 3].

2.AnB ={1,2}; AuB ={0,1,2,3,4,5,6,9,12}; BnC = {0,1,2}; BAC = {3,4,5}; CA =
{0,5,7,8,10,11}; AuC ={0,1,2,3,4,6,9,12}, d'ot C;°° = {5,7,8,10,11}; C¢ = {5,6,...,12}
et C2n Cf =1{5,7,8,10,11}. On retrouve la loi de Morgan C7°C = C2 n Cf.

3. JeDet;@E: D¢E DnE={3} et DnA={3}.

4. X c B,doncXnC =Xn(BnC)=Xn{0,1,2}:ilfaut1 € X,2 € Xet0 ¢ X; 5 est libre.
X ={1,2} ou X ={1,2,5}|

® Corrigé de l'exercice 10

3 _ o, 1

W s 2
c:soitxel:x=2+$avect20.Alorst+1 21,donc0<$s1et2<xs3:xe]2,3].

>:soit x € ]2,3]. Cherchons t 2 O tel que 222 = x: 2t+3 = xt+x & t(x-2)=3-x & t=
(car x # 2). Ce réel vérifiet20(3-x20etx-2>0): doncx el. Conclusion:|l=1]2,3]l

2. Les deux membres sont positifs, et deux réels positifs sont rangés comme leurs carreés :

1. Raisonnons par double inclusion. Pourt=0:

3-x
x-2

IXx-1]<s|x+3] & (x-12<s(x+3)? < x?>-2x+1<sx>+6x+9 < -8<8x < x2-1.
Donc |/ = [-1, +oo[|. Interprétation : la distance de x a 1 est inférieure ou égale a sa distance a
-3 exactement quand x est a droite du milieu -1.

3. a) Double inclusion. c: soitx e (AUB)\(AnC): x€e AuBetx ¢ AnC. Six €A, alorsx ¢ C
(sinonx € AnC),doncx € A\ C. Six ¢ A,comme x € AUB, x € B, donc x € B\ A. Dans les
deux cas,x e (A\ C)u (B \A).
D:sixeA\C:xeAcAuBetxe¢(C,doncxeAnC.SixeB\A: xeAuBetx¢A, donc
x ¢ AnC. Dans les deux cas, x e (AuB)\ (AnC).

b) Par équivalences. Notons a, b, ¢ les propositions « x € A», « x € B », « x € C ». Par Morgan,
puis distributivite :

X€(AUB)\(AnC) < (aoub)et(aouc) < (aetc)ou(beta)ou(betc)
(le terme a et a est faux). Or b et ¢ entraine (a et ¢) ou (b et a) (selon que a est vraie ou fausse) :
ce terme peut étre supprimé. Il reste (a et ¢) ou (b et a), c'est-a-dire x € (A\ C) u (B \ A).
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B Corrigé de l'exercice 11

1. A=]1,+00[; B =]-00,-2[U[3,+00[ ; AnB =[-2,1]; AnB =]-00,-2[U]1, +co[= AU B (Morgan v);
A\B=AnB=]-,-2[; B\A=BnA=]1,3[; AAB=]-o0,-2[U]1,3[.

2. a) Par équivalences: x € A\B < (x€Aetx¢B) < (x¢gAouxeB) < xeAUB.
b) Parle calcul: B\A=BnA=BnA=A\B.
c)Au(B\A) = Au(BnA) = (AuB)n(AUA) = (AUB)NE = AuB (distributivité) ; An(B\A) = AnBnA = @,
carAnA=Q.

3. Par Morgan,AUB=AnB=A\BetAuB=AnB=B\A: [F=(A\B)u(B\A)=AAB|

® Corrigé de l'exercice 12

TL.ayx-y=2etx’>-y?> =(x-y)x+y) =8, doncx+y = 4: y
(x,v)=3,1)] b)|x| =3etx+y=1:x=3,y=-20ux=-3, 3B "*0@'73)}
=4: [(3,-2) et (-3,4)] B ‘
2. Figure ci-contre. Par la propriété du cours: R, nR, = ([0,2] n .
[1,4]) = ([1,31n[0,2]) = [[1,2]x[1,2] Non: le point (3,3) ap- R, .
partient a [0, 4] x [0, 3], mais pas a R, (abscisse 3 & [0,2]) ni a 2 3 4

R, (ordonnée 3 ¢ [0, 2]).

3. a) Soita € A. Comme B # @, on choisitb € B: (a,b) e AxBc CxD,donca € C. Ainsi A c C. De
méme, A # @ : on fixea, € A; pour tout b € B, (a,,b) € C xD donneb e D: B c D.
b)Non:A=@,B={1},C=D=@:AxB=@ cCxD, maisB ¢D.
c)AxB=BxAdonneAxBcBxA;daprésa)(avecC=BetD=A): AcBetBcA donc|A=8B|

® Corrigé de l'exercice 13

1. Les droites x +y = 3,y = x - 1 et x = 0 se coupent deux y
a deux en K(2,1) (car x + (x - 1) = 3), L(0,3) et H(0,-1). -
Le point (1, 1) verifie strictement les trois inéquations : T
est formé des points situés, par rapport a chaque droite,
du méme coté que (1,1) : c'est le triangle de sommets
L(0,3), K(2,1), H(0,-1)|. Base LH = 4 (sur 'axe des ordon-
nées), hauteur 2 : aire %2 “”2 [4].

2. xX2+y? -4y <0 &= x +(y—2)2s4 < QOM < 2, avec
Q(0,2): D est le disque de centre Q(0, 2) et de rayon 2. K:
L+1-4=1>0,doncKe¢D; L:9-12=-3<0,LeD; N:
1+1-4=-2<0,N € D.

3. KeTmaiskK ¢ D: Le point (-1,2) est dans D

(1+4-8 = -3 < 0) mais son absasse est négative : .

T n D est colorié ci-contre (en orange).

® Corrigé de l'exercice 14

1. |2x+1]s5 & -5<2x+1<5 & -3sx52: [A=[-3,2]] x?+x-6=(x+3)(x-2)>0 <
(x<-30ux>2): |B=]-00,-3[U]2,+c0[| = C@. Le quotient est défini pour x # -4 et a le signe
de (x - 1)(x +4): [C =]-00,-4[U[1, +oo[|

22AnC =[1,2]; AUC = ]-o0,-4[U[-3,+00[ ; C§ = [-4,1[; A\C =AnCS =[-3,1[; AAC =
(A\C)u(C\A)=]-00,-4[U[-3,1[U]2, +co[.
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3. a) « et » correspond a lintersection: [S=AnC=[1,2]l b) « ou » correspond a la réunion :

S=AuC|
c) Piége : « ﬁ < 0 » n'est pas la négation de « % >0 » sur R, car le quotient n'est pas défini

en -4 ; ses solutions forment C“‘i \ {-4} =1-4,1[. D'ou S = Bn ]-4,1[=|]-4, -3[|

® Corrigé de l'exercice 15

A|B|A\B|(A\B)AB|AUB |AAB|(AUB)\ (AAB) |AnB | (AnB)A(AUB)
1111 0 1 1 0 1 1 0
110 1 1 1 1 0 0 1
0[1| O 1 1 1 0 0 1
0|0 O 0 0 0 0 0 0
A|B|C|BAC|An(BAC)|AnB|ANC|(AnB)A(ANC)|AU(BAC) | (AuB)A(AUC)
1(1|11| 0 0 1 1 0 1 0
11110 1 1 1 0 1 1 0
10|11 1 1 0 1 1 1 0
110({0| O 0 0 0 0 1 0
0[1|1] 0 0 0 0 0 0 0
01|01 0 0 0 0 1 1
0[0|1] 1 0 0 0 0 1 1
0[{0|0| O 0 0 0 0 0 0

1. Dans la premieére table, les colonnes 4 et 5 sont identiques: (A\ B)AB =AU B ; les colonnes 7
et8:(AuB)\(AAB)=AnB;lescolonnes9et6: (AnB)A(AuB)=AAB.

2. Dans la seconde table, les colonnes « An(BAC) » et « (AnB)A(AnC) » sont identiques : I'égalité
est demontrée.

3. Les deux derniéres colonnes différent exactement sur les quatre premiéres lignes, celles ou
xeA:alorsxeAu(BAC), maisxe AuBetxeAuC,doncx & (AuB)A(AuC). Sur les lignes
ol x & A, les deux colonnes valent BAC. Donc les deux ensembles sont égaux si et seulement
si aucun élémentde E n'estdans A: [A = @|. (En fait, AUB)A(AuC) = (BAC)\A.)

® Corrigé de U'exercice 16

a)Vrai: soitxeA\C;xeAcBetxe¢C,doncxeB)\C.

b) Vrai (double inclusion) : si x € B, alors X¢A (sinonx € AnB =), doncx €A;sixeA,alors
Xe€E=AuBetx A, donc x € B. Ainsi B = A.

c)Faux: A=B={1},C=@:A\(BuC)=@, mais(A\B)U(A\C)=@ u{1}={1}. (La bonne formule
estA\(BuC)=(A\B)n(A\C))

d)Faux: A=@,B={1}: (A\B)uB={1}#A. (En fait (A\ B)uB = AU B, égal a A si et seulement si
BcA)

e)Faux: A=C={1},B={2}: A¢ BetB ¢ C, et pourtant A c C.

f)Faux: A={1},B={2},C={1,2}: CcAuB, maisC¢AetC ¢B.

g) Vrai, par l'absurde : s'il existait x € A\ B, on aurait x € B\ A, donc x € B et x ¢ B : absurde.
Donc A\ B =@, c'est-a-dire Ac B; puisB\ A=A\ B =@, c'est-a-dire B c A. Ainsi A = B.

h) Faux: A={1,2},B={1}: (1,2) e AxAet(1,2) ¢ BxB (2 ¢ B), donc (1,2) est dans le premier
membre ; mais (A \ B) x (A \ B) ={(2,2)}.
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€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de U'exercice 17

1.

SiIAcX cE,posonsY =X\A:YCE\AetX=(XnA)u(X\A)=AuY. Réciproquement, si
X=AuYavecYcE\A alorsAc Xet,commeYnA=@,X\A=Y. Les parties de E contenant A
sont donc lesAuY, Y décrivant les parties de E \ A, deux Y distincts donnant deux X distincts
(Y =X \A):ilyenaautant que de parties de E \ A, qui a n - p éléments, soit [2"P].

XNA=@ < XCE\A: parties. Les autres parties de E rencontrent A: [27 - 2"°P],

U est l'ensemble des parties contenant {1} : d'aprés 1 (avec p = 1), card(¥) = 2"". U nV
est 'ensemble des parties contenant {1,2} : 2"-2 éléments. Formule du cours : card(Z/ U V) =
2114 201 _2n-2 = (3% 212 (Pourn =2: {1}, {2}, {1,2} v.)

Les parties sans nombre pair sont les parties de {1,3,5}: 23 = 8 ; donc 2° -8 = parties
contiennent au moins un nombre pair. Les parties contenant 1 mais pas 2 s'écrivent {1}u Y
avecY c {3,4,5,6}: 2 =[16].

® Corrigé de l'exercice 18

1.

(=) Supposons AuB = Au C. Soit x € BAC, parexemplex e B\C: xe BcAuB=AuC
et x ¢ C, donc x € A; méme raisonnement si x € C \ B (B et C jouent des rdles symétriques).
Donc BAC c A.

(<) Supposons BAC c A, et soitx e AUB. Six €A, alors x e AuC. Sinon,x e Betx ¢ BAC
(inclus dans A) ; si l'on avait x & C, on auraitx e B\ Cc BAC: doncx € C. AinsiAuB cAuC,
etde mémeAuC cAuUB.

(=) Supposons AnB = AnC et, par l'absurde, x e An(BAC), par exemplex e B\C: x € AnB =
AnC, donc x € C: contradiction (de méme si x € C \ B).
(<)SiAn(BAC)=@,soitxeAnB:six & C,alorsx e An(B\C) c An(BAC), impossible ; donc
x € AnC. AinsiAnB c AnC, et de méme l'inclusion inverse. Variante: An(BAC) = (AnB)A(AnC)
(exercice 15) et XAY = @ < X =Y (cours).

(=)AcAuUBNC)=(AuB)nCcC. (&)SiAcCalorsAnC = A et, par distributivite,
(AuB)nC=(AnC)u(BnC)=Au(BnC).

® Corrigé de U'exercice 19

1.

Par équivalences. x € A\B)\C < (x € Aetx ¢ Betx ¢ () < (x €
Aet(xeBouxe()) < xeA\(BuC).

X€A\(B\C) < (xeAet(xeBetx¢() < (xecAhAet(xgBouxe() < (xe
Aetx ¢ B)ou(xeAetxe(C),cesta-direxe(A\B)u(AnC).

(A\B)\ C={1,3}\{3,4} =[{1}]; B\ C={2},doncA\(B\C)=[{1,3}] Les résultats différent : la
difféerence n’est pas associative.

(=) Par contraposée: siAnC # @, soitx e AnC;daprées1,x €A\ (B C), mais x € C, donc
x & (A\B)\ C: les deux ensembles sont différents.

(€)SiIANC=@:A\(B\C)=(A\B)u@ =A\B,et(A\B)\C=A\B puisqu'aucun élément de
A n'est dans C : égalite.
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® Corrigé de l'exercice 20

1. (H1):CcM; (H2):RnM=0; (H3):S\CcR.

22.CnRcMnR(carCcM)etMnR =09 : : aucun membre du club d’échecs n’est
souvent en retard.

3. Double inclusion. SnC c SnM d’aprés (H1). Soit x € Sn M ; par l'absurde, si x ¢ C, alors
xeS\CcR(H3),doncxeRNM=@® (H2): absurde. Doncx e SNC. [SNM=SnC|: un éléve
de Sciences Mathematiques a eu au moins 16 si et seulement s’il est membre du club d’échecs.

4. Pour x € S, (H3) s'écrit « x € C = x € R » ; sa contraposée est « x ¢ R => x € C»: [S\Rc C|.
L'éléve est membre du club d’échecs, donc (H1) il a eu au moins 16.

5. Non : rien n"'empéche un membre du club d’étre hors de Sciences Mathématiques. Exemple
avec trois éléves: e, e SnCnM;e, e CnM,e, €S;e; €SnR,e; ¢ CUM. AlorsC =M ={e,,e,},
R ={e;}, S\ C ={e;}: (H1), (H2), (H3) sont vérifiées, et pourtante, e M\ S.

® Corrigé de l'exercice 21

1. (®)a=ax1€azZcbZ:a=bkaveck €z doncb | a. («)Sia=bm,tout multiple ak de a
s'écrit b(mk) € b7 : a7 c bz.
4| 12et6 | 12: [12Zc4Zet12ZC6Z];6 } beth } 6: 4Z ¢ 6Z et 6Z ¢ 4Z (par exemple
L¢bZetb ¢ 4Z).

2. Double inclusion. c : soit n = 3k + 1 (kR € Z) pair. Si k était pair, kR = 2m, alors n = 6m + 1 serait
impair: donc kestimpair,k =2m+1,etn=6m+4 € 6Z+4. >:6m+4 =32m+1)+1=2(3m+2).
Donc|(3Z + 1) n2Z = 6Z + 4|,

Dans[-10,20]: -10 < 6m+4 <20 < -g sms g <= me{-2,-1,0,1,2}: {-8,-2,4,10,16}|

3. 4k +1 = 2(2R) + 1 est impair et 6m + 2 = 2(3m + 1) est pair : aucun entier n’est dans les deux
ensembles, [(4Z + 1) n (6Z +2) = @|.

D2:12j+9 =4(3j+2)+1=6(2j+1)+3. c:sin=4kR+1=6m+ 3, alors 4k = 6m + 2, soit
2k =3m+1:3m+1 est pair, donc m est impair (m pair donnerait 3m + 1 impair) ; m = 2j + 1 et
n=6(2j+1)+3=12j+9. [(4Z+1)n(6Z+3)=12Z+9|.

M Corrigé de U'exercice 22

1. Pourx e Eety eF:
(x,y)e(AxB)\(CxD) < (xeAetyeB)et(xeCCetyeD)
< xeAetyeBet(x¢CouyeD)
< (xeA\CetyeB)ou(xeAetyeB\D)
< (x,y)€((A\ C)xB)u(Ax(B\D)).

2. Soit (x,y) € A x B. Selon que x € C ou non, et que y € D ou non, il appartient a un et un seul
des quatre ensembles (A\ C)x(B\ D), (A\C)x(BnD),(AnC)x(B\D),(AnC)x(BnD): ilssont
deux a deux disjoints et leur réunion est Ax B. Le dernier est (Ax B)n(C x D) (cours) ; en ['6tant,
il reste (A x B) \ (C x D), réunion des trois premiers, deux a deux disjoints.

3. Sur le quadrillage ci-contre, on ote les points de A x B situés CxD
dans le cadre rouge C x D (cercles creux) : (A xB)\ (C x D) = o o
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(4,1)}, soit |8 couples| o o
Avec2: A\C={1,2},B\D ={1},AnC = {3,4}, BnD = {2,3}, o I N
et2x1+2x2+2x1=8 v (Cestaussi 12 -2 x2). N

Now S
( ]
{ ]
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® Corrigé de U'exercice 23

1.

Les distances sont positives, donc comparées par leurs y
carrés: MU s MV & x>+y> s (x-4)+y?> < 0=< Z b
8x+16 <= [x<2| Deméme MU <MW < x?>+y’< W f
X*+(y-2P? < 0s-4y+4 < [y<1] DoncZ, est 0 Z,
'ensemble des points dont le couple de coordonnées ap-

partient a[]-oo, 2] x ]-o0, 1]]. U
MV < MU < x > 2 (question 1), et MV € MW < Zy
(x-4P+y?<sx2+(y-2)? < -8x+16<-4y+4t

y £2x-3:douZ, Deméme, MW < MU <= y 21et

MW < MV <= y 22x-3:douZ,. Les trois zones sont
représentées ci-contre.

Pour tout point M, l'une des trois distances MU, MV, MW est la plus petite : M est dans la zone
de l'école correspondante, donc Z, uZ, u Z,, est le plan tout entier. Un point des trois zones
verifiex<2,x22,y<1ety=1,donc(x,y)=(2,1); réciproquement, (2,1) vérifiey < 2x - 3 et
y22x-3(2x2-3=1): [Q@2,N|(QU=0qV=aW = V5 : Cest le centre du cercle passant par U,
V, W). Ce n’est pas une partition : les zones ne sont pas disjointes (Q est dans les trois, et la
demi-droite {M(2,y) / y < 1} est incluse dans Z,n Z, ).

<e

€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de U'exercice 24

1.
2.

Si X estsolution: C=AnXcAetAcAuX=8B: est une condition nécessaire.

a) Analyse. Les éléments de X qui ne sont pas dans A sont exactement les éléments de Au X
quinesontpasdansA: X\A=(AuX)\A=B\A. AlorsX =(XnA)u(X\A)=Cu(B\A):siune
solution existe, c’est celle-ci.

b) Synthése. Posons X, = Cu (B \ A). Comme C cA: AuX, =AU (B\A)=AuUB =B (exercice 11
etAcB). EtAnX,=(AnC)u(An(B\A))=Cu® =C. Conclusion: (§) a une solution si et
seulement si C c A c B, et elle est alors unique : [X =CuU (B A)|
CcAcBvetB\A={567}: [X={2,4,5,6,7} (vérification: AuX = {1,..,7} = B et
AnX ={2,4}=C).

SiAuX=BnX:AcAuX=BnXcXetXcAuX=BnXcB,doncAc X c B. Réciproquement, si
AcXcB:AuX=X=BnX. AvecA={1,2,3,4}etB={1,...,7}: X=AuYavecY cB\A={5,6,7}
(méme raisonnement qu’'a l'exercice 17) : 23 =[8] solutions.

® Corrigeé de l'exercice 25

1.

2o

ug = 1(le couple (3,92)); u, =3:(2,9),(2,{1), (1},{1}); u, =9:(2,9), (2,{1}), (2,{2}),
(2, E,), ({13071, (1} E,), (21 {2)), ({2}, E,), (E,, ).

Famille1(n+1 ¢ Y,doncn +1 & X) : ce sont exactement les couples de parties de E, tels que
XcVY:u, couples. Famille2(n+1e€Y\X): Y=Y u{n+1}avecY =Y \{n+1}CE etXcVY';
chaque couple (X,Y’) de parties de E, tel que X c Y’ donne le couple (X,Y" u{n + 1}) de la
famille, deux couples distincts en donnent deux distincts, et on les obtient tous : u, couples.
Famille3(n+1 € X) : de méme avec (X" u{n+1}, Y'u{n+1}),X' cY' CE_ : u, couples. Les trois
familles sont disjointes et recouvrent tous les cas: u,,, = 3u,.
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Initialisation. u, = 1 = 3°. Hérédité. si u, = 3" pour un entiern 2 0, alors u,, = 3u, = 3™
Conclusion. pour tout n € N.

3. PourXnY = @, l'éléement n + 1 est dans X seulement, dans Y seulement, ou dans aucun des
deux : le nombre v, de ces couples vérifiev, , = 3v, etv, = 1, d’'ot v, = 3" (récurrence). Pour
XuY = E_,'élément n+1 est dans X seulement, dans Y seulement, ou dans les deux: w,_,, = 3w,
etw,=1(car@u @ =E;), d'oti w, =3".

4. Parmi les 3" couples tels que X c Y, ceux tels que X = Y sont les couples (X, X), au nombre de
2" [3"-2"]; pourn=3:27-8=[19]

5. L'élément n+1 a quatre positions possibles (hors de Z, dans Z\ Y, dans Y \ X, dans X) : t,.q =4t
ett,=1,dod [4"triplets.

® Corrigé de l'exercice 26

.n=1:92,{1}; n=2:0,{1},{2}; n=3:@,{1},{2}, {3}, {1,3}; n =4: les cinq précédentes,
puis {4}, {1, 4}, {2, 4}. \01 =2,0,=3,0;=5,0, = 8\.

2. Soit X c E,, sans entiers consécutifs. Sin+2 ¢ X : X est une partie de E,__, sans entiers
consécutifs: a, , possibilités. Sin+2 e X:alorsn+1 ¢ X, et X' = X \ {n + 2} est une partie de
E, sans entiers consécutifs ; réciproquement, pour une telle partie X', X" u {n + 2} convient (les
éléments de X’ sont < n): a, possibilités. Donc [a,,, =a,.,+4a,]

3. a5 =13, a4 = 21, a; = 34, ag = 55, ay = 89, |a,, = 144] Les autres parties de E,, contiennent
deux entiers consécutifs: 2'° - 144 =[880].

4. H(n): «a, 2 (%)n ». Initialisation.a,=121eta, =22 % : H(0) et H(1) sont vraies.
Hérédité. (récurrence double) supposons H(n) et H(n+1) vraies pour un entier n > 0 et montrons

H(n +2):
=t 002 (3) "+ () = (3 <32 (3)' <2 =

n
Conclusion. a, > (%) pour tout n € N.

n+2
5 10
) , Car > = 2

e m

ENI)
N W
&0

B Corrigé de l'exercice 27

1. XuY c G, donc card(X v Y) < card(G), et card(X nY) = card(X) + card(Y) - card(X u Y) = card(X) +
card(Y) - card(G). Ainsi card(Rn M) > 32 +30 - 40 =[22].
2. AvecX=RnMetY=T: cardRnMnT)2card(RnM)+card(T) - 40 222 +28-40 =[10].

3. Répartition (Venn de gauche) : 12 éléves dans R et R Ml [R M
M seulement, 10 dans R et T seulement, 8 dans M

(2 2\
et T seulement, 10 dans les trois, aucun dans un
seul club nisansclub: R: 12+10+10 = 32, M : 6WA AWA
12+8+10 = 30, T: 10+ 8+ 10 = 28, total 40 v. 0 T 2 T
Maximum : RnMnT c T, donc au plus [28], valeur
atteinte si T ¢ M c R(28 dans les trois clubs, 2 dans
R et M seulement, 2 dans R seulement, 8 sans club).
4. card(RUMUT) = 40 - 2 = 38 et, par la formule du
crible (cours) : 38 =32 +30+28 -24-22-22 +t,
d’ou éléves dans les trois clubs. Exactement
deux clubs: (24 -16)+(22-16)+(22-16) =[20]; un
seul: 38 - 16 - 20 =[2]| (Venn de droite).
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® Corrigé de l'exercice 28

1.

Les quatre singletons {1}, {2}, {3}, {&¢} ; les six paires {1,2}, {1,3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4} (deux
paires distinctes ne sont pas incluses l'une dans l'autre, puisqu’elles ont le méme nombre
d’éléments).

Les chaines contiennent 5+3+3+3+1+1 = 16 = 2* parties, toutes distinctes : @, E, les 4
singletons, les 6 paires et les 4 parties a trois éléments apparaissent chacune une fois ; donc
chaque partie de E est dans exactement une chaine. Dans une chaine, de deux parties, 'une
est incluse dans l'autre : une famille sans inclusion contient au plus une partie de chaque
chaine. Si elle en contenait 7, deux seraient dans la méme chaine (principe des tiroirs) : elle a
au plus [6] éléments.

Une famille sans inclusion a 6 éléments contient exactement une partie de chaque chaine,
donc {1,3} (€;) et {2,4} (€;). Dans C,, @ et {1} sont inclus dans {1,3}, et {1, 2,3}, E le contien-
nent: ilreste{1,2}. DansC,: {2} c {2,4} c {2,3,4}: ilreste{2,3}. Dans C,: {3} c {1,3} c {1, 3, 4}:
il reste {3,4}. Dans C, : {4} c {2,4} c {1,2,4}: il reste {1, 4}. La famille est donc celle des six
paires, qui convient (question 1).

Les trois chaines @ c {1} c {1,2} c {1, 2,3}, {2} c{2,3}, {3} c {1,3} contiennent chacune des 8
parties de {1, 2,3} une fois : une famille sans inclusion a au plus 3 éléments, et les trois paires
conviennent : maximum [3].

® Corrigé de l'exercice 29

1.

3}t 1,donc1 € S. Soitn € S. Si3divisait 2n, le nombre premier 3, qui ne divise pas 2, diviserait
n : impossible ; donc 2n € S. Si 3 divisait n + 3, il diviserait (n + 3) - 3 = n : impossible ; donc
n+3 eS. Seststable.

. H(R): «3kR+1 € Aet3k+2 € A». Initialisation.1 € Aet2 =2x1 e A, Hérédite. si H(R) est

vraie pourun entierk 20: 3(R+1)+1=3kR+1)+3 €Aet3(kR+1)+2=(3k+2)+3 €A, carAest
stable. Conclusion. H(R) est vraie pour tout k € N.

Soit n € S: son reste dans la division par 3 est 1 ou 2,doncn=3k+1oun=3k+2aveckeN:
n € A. Ainsi S C A.

S est stable (question 1) et incluse dans toute partie stable (question 2) : c’est la plus petite
partie stable. IN*\S={3,6,9,...}, 'ensemble des multiples non nuls de 3.

T eststable: 1 € T;sin €T, le nombre premier 5 ne divise ni 2 ni n, donc pas 2n, et 2n # 3
(2nestpair):2neT;5}tn+5(sinon5|n)etn+526:n+5€T.

T est incluse dans toute partie stable A : 1, 2, 4, 8 € A (doublements successifs), puis, par
récurrence sur k comme en 2, 5k + 1,5k +2, 5k + 4, 5k + 8 € A pour tout Rk € N. Soitn € T, de
reste r # 0 dans la division par5:sire{1,2,4},n=5kr+reA;sir=3,n=5k+3 aveck 21
(carn#3),etn=5k-1)+8 eA. Donc|[T|est la plus petite partie stable. On note que 3 n’est
ni de la forme 2m ni de la forme m + 5 (m € N*) : il ne peut pas étre « atteint ».

® Corrigé de l'exercice 30

1.

2o

Par le calcul. Par Morgan: AAB =AnBnAn B = (AuB)n(AUB). En développant (distributivité):

(AnA)u(AnB)u(BnA)U(BNB)=|(AnB)U(AnB),carAnA=BnB=02.

Avec X =AAB: XAC =(XnC)u(XnC),donc, d'aprés 1 et par distributivité :
(ADB)AC=[((AnB)u(@AnB))nC|u[((AnB)u(AnB))nC]

=(AnBnC)u(AnBNnC)u(AnBnC)U(AnBNC).
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Un element appartient a (AAB)AC si et seulement s'il appartient a exactement une des trois
parties, ou aux trois (& un nombre impair d’entre elles).

Notons S(A, B, C) le second membre. Echanger les roles de A, B, C ne fait que permuter ses
quatre termes : S(B,C,A) = S(A,B,C). Comme A est commutative : AA(BAC) = (BAC)AA =
S(B,C,A)=5S(A,B,C) =(AAB)AC : A estassociative.

Analyse. Si AAX = B, alors AA(AAX) = AAB ; or, par associativité, AA(AAX) = (ADAA)AX
@AX =X (cours: ANA = @ et DAX = X). Donc X = AAB. Synthése. AN(AAB) = (AMAA)AB
@ AB = B. L'équation a une unique solution: [X=AAB|

5.X=AAB={1,2,3}u{6,7} =[{1,2,3,6,7}|; vérification : AAX = {4,5}u{6,7}=B v.
a)SiAAB = AAC = D, alors B et C sont solutions de 'équation AAX = D, qui n'en a qu'une
(question 4): B = C.

b) Un élément de X n A est dans X et dans A, donc pas dans XAA : (XAA) n (X nA) = @. Si
XAA=XnA=Y,alorsY=YnY=0@:XnA=D etXAA =, doncX =A(question 4 avec B = @),
puisA=XnA=@. Conclusion: siA # @, 'équation n’a aucune solution ; si A = @, elle s'écrit
X = @ : unique solution X = @.

€ Corrigés : décrire un ensemble

® Corrigé de l'exercice 31

1.

2.|P={n*/neN, 1<ns5)

PourneN,n? <40 < n<6(car6?=36<40<49=72): |A={0,1,2,3,4,5,6}|

B={-1,0,1,2,3,4}]

Les diviseurs de 84 = 22 x3x7sont 1,2, 3, 4, 6,7, 12, 14, 21, 28, 42 et 84 ; on garde les impairs
:[C={1,3,7,21}}

x3-9x = x(x-3)(x+3): |D={-3,0,3}, PourF:A=4-20=-16<0, [F=@| PourG:
x?-6x+9=(x-3)? |G={3}|

Seul F est vide ; seul G est un singleton.

x?-3x-10=(x-5)(x+2)<0 < -2<x<5,etlon garde les entiers:

;1 1Q={3kR | Rez |R|<2}; ;

n
R={— n N*}
n+1/ <

’S ={3k+2 | ke N} ‘: S est 'ensemble des entiers naturels de reste 2 dans la division par 3.

-1e€B; 4¢C(testpair); = eR(n=9); 1¢R(< =1donneraitn =n+1); 2026 = 3x675+1,

n
' 10 n+1

donc 2026 ¢ S; 2027 =3x675+2 € S; -3 ¢ A: bien que (-3)? < 40, les éléments de A sont
des entiers naturels.

B Corrigé de U'exercice 32

1.

Un produit est nul si et seulement si l'un de ses facteurs lest: x = -2, x = 3, x = —%, ou x? =5,

41
Soit x = 1\/§.

Par l'absurde, si —% = 4

10k
contredit l'unicité de la décomposition en facteurs premiers: -2 ¢ D. En revanche 2 = = e D,

~ 100
et +/5 ¢ Q. D'ou :
Sv=2) [s,=1-2}} |sp ={-2.3}

avec a € Z, alors 10% = -3a et 3 diviserait 10% = 2 x 5%, ce qui

Se={-V5,-2,-1,2,V5}|

r_3r Zr

%]
=)
I
I
N
I
|=
~lw
—
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Chacun est lintersection de S, avec l'ensemble de nombres correspondant: S, ¢ S, c S,
Sq C Sk, toutes les inclusions étant strictes, a limagedeNcZcDcQcR.

2. a) Si % = % (a €z k € N),alors na = 10% : n divise 10%. Réciproquement, si 10% = na avec

1. _a
aeN,alors - = 7 € D.
b) Si n divise 10F = 2k x 5%, ses seuls facteurs premiers possibles sont 2 et 5 ; inversement,
2% x 5P divise 10% dés que k 2 a et k = B. On élimine donc 3, 6, 9, 12 (multiples de 3), 7 et 11 :

{1,2,4,5,8,10}| (par exemple 1 = 0,125).

3.a)Vrai: 2</5<3,carb<5<9. b)Vrai: 3x=1 < x = %, et% ¢ D (méme raisonnement
qu’au 1). ¢)Vrai: 0,33335 convient, car 0,33335 < 0,3334 et 3x0,33335 = 1,00005 > 1. d) Faux
: si d était le plus petit élément de D n 10, 1], alors % serait un décimal de ]0, 1[ strictement
inférieur a d : contradiction.

® Corrigé de l'exercice 33

1. |x-y|s1 & -1sx-y<s1 & x-1<syz<
x+1:Mestsurouau-dessusdeA, : y=x-1,
et sur ou au-dessous de A, : y = x + 1. Ces
droites ont le méme coefficient directeur 1 :
elles sont paralléles, et Q est la bande fermée
qu’elles délimitent (en bleu).

2. a) (AC) a pour coefficient directeur % =1
et passeparA:|y=x+2| (BC)a pour coeffi-

. . _ e dansTnQ o dans T seulement
cient directeur 3=2 = -1: | x +y = 4/, Enfin (AB)

est l'axe y = 0.

b) Le triangle plein est l'intersection des trois demi-plans limités par ses c6tés et contenant
chacun le sommet opposé : C vérifiey > 0, Bvérifiey < x+2 (0 < 6) et Avérifie x+y < 4 (-2 < 4).
Donc’T:{M(x,y)/yzO, y<SX+2, x+y54}‘.

c) Si M(x,y) est un point entier de T, l'addition dey < x+2 ety < 4 - x donne 2y < 6:
ye€{0,1,2,3},ety-2 < x<4-y. Ligne par ligne :

{(_21 O)r (_1 ’ 0)1 (O, 0)r (1 ’ 0), (2r 0)1 (31 0)r (41 0), (_1 ) 1 )r (Or 1)1 (1 1 )r (21 1 )r (31 1)1

(0,2),(1,2),(2,2), (1,3)}: 7+5+3+1=|16 points]

3. Commey<sx+1lentrainey<sx+2, TnQ={M(x,y)/y=20 x-1<sy<sx+1, x+y<4}(en
rose). Ses sommets sont les intersections de y = 0 avec A, et A, puis de x +y = 4 avec A, et A,

:1(-1,0), (1,0), (g, %), (%, %) ; C'est un trapéze (deux cdtés portés par A, et A,). Ses points en-

”

tiers sont ceux de 2 ¢) qui vérifient |[x-y| < 1: ’(—1,0),(0, 0),(1,0),(0,1),(1,1),(2,1),(1,2),(2,2)
soit 8 points ((1,3) est exclu: [1-3] = 2).

® Corrigé de l'exercice 34

1. Pourn € Z,n?+3 = (n-1)(n+1) + 4 Comme n + 1 divise (n - 1)(n + 1), il divise n? + 3 si et
seulement s'il divise la différence 4 (si d divise u, alors d divise u +v <= d divise v). Les
diviseurs de 4 dans Z sont +1, +2, +4 ; donc n + 1 € {-4,-2,-1,1,2, 4} et ]A ={-5,-3,-2,0,1,3} ‘

Controle : pour n = -5, -4 divise 28 ; pour n = 3, 4 divise 12.
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2. Pour(x,y) € Z?: xy = 2x+y < Xxy-2x-y+2 =2 <= (x-1)(y-2) = 2. Les entiers x-1 et y-2 ont
pour produit2: (x-1,y-2) € {(1,2),(2,1),(-1,-2),(-2,-1)}. Donc | B ={(2,4),(3,3),(0,0), (-1, )} |

3. Pourn=0,1,..,5: 2" =1,2,4,8,16,32 et n> + 10 = 10,11, 14,19, 26, 35 : ces six entiers sont
dans C.

Notons P(n): « 2" 2 n2 + 10 », pour n 2 6. Initialisation. 2° = 64 > 46. Hérédité. Supposons
P(n) pour un entier n 2 6. Alors 2" = 2x2" > 2n?+20, et 2n?+20-((n + 1) + 10) =n?-2n+9 =
(n-1)2+8>0:donc2™" > (n+1)2+10. Conclusion. P(n) est vraie pour tout n > 6 : aucun
entier n > 6 n'est dans C, et \C ={0,1,2,3, 4,5} \

® Corrigé de l'exercice 35

2
1. x2+x+1= (x+ %) +22250: le quotient est défini pour tout réel x.

2 2 2 _1\2

X+ X+ X+1 (X+1) 1 X +X+1-3x (X 1)

2. a 1= = 20 et --y= = 2 0.
)y X2+ x+1 X2+ x+1 3 4 3(x2+x+1) 3(x2+x+1)
Donc-1sy< % : tout élément de V est dans [—’I,%], c'est-a-dire V c [—1,%].

b)Siy = 0, x = 0 est solution. Siy # 0, 'équation est du second degré, de discriminant
A=(y-1)%-4y?=(y-1-2y)y-1+2y)=(1+y)1-3y), positif ounulcar1+y>0et1-3y >0
: elle a une solution réelle x. Dans les deux cas, yx*> +(y - 1)x +y = 0 s'écrit y (x> + x + 1) = x,

soity = —%— (carx>+x+1#0):yeV.

c) Par double inclusion, |V = [—1, %] . Le plus grand élément est % (atteint pour x = 1), le plus

petit est -1 (atteint pour x = -1). ‘ VnZzZ-={-1,0} ‘

3. Wc]0,+oo[. Pour x € R: vx2 +1 > /X2 = |x| 2 x, doncvx2+1-x>0.

10, +oo[c W. Soit y > 0 ; cherchons x tel que Vx2+1 = x +y. Analyse : en élevant au carré,
2,1 = x242xv+v2. d'oii x = 122 Synthése - =1 L et x4+ = (1242 _ (12’
X“+1 = x2+2xy+y”, d'oli x = —~. Synthese: pource x, x+y = =~ > 0etx“+1 = = 5— = 5%~

+2 . . ’
doncvx2 + 1 =%=x+y,50|t\/x2+1—x=y:yeW. Conclusion : |W =10, +oo[ | (W n’a pas de

plus petit élément).

® Corrigé de l'exercice 36

1. Les coefficients m + 1 et m - 1 ne sont jamais nuls Ny Y D,
ensemble (il faudrait m = -1 etm = 1): D est . o
une droite. |D,: y=x| |D,: x=1|(2x = 2), 5 \\\

-2 \

D,:y=1[(-2y=-2). 134\ N -

2. Analyse. Un point de toutes les D, est en particulier R
surD, etD_,: c'est(1,1). Synthése. (m+1)x1+(m- R X
1)x1=2m pourtoutm: (1,1) est sur toutes les D,,.. \D \o\(3,-1)
F={(1,M}} o

3. PourM(x,y): MeD, < (m+1)x+(m-1)y=2m < m(x+y-2)=y-x (*)
SiMegA, alors x+y -2 #0et(x)aune unique solution m = % : M est sur une et une seule
droite D,.. SiM € A, () s'écrit 0 = y - x : si x # y, aucun m ne convient, et M n’est sur aucune
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D, (cestlecasde M e A, M #(1,1),car x = y et x +y = 2 donnent (1, 1)). Ainsi G est le plan
privé des points de A autres que (1,1): ’G ={M(x,y) | x+y#2}u{(1,1)} ‘

An’estpas l'une des D, : le point (3,-1) de A n'est sur aucune d’elles. Les D, sont exactement
les droites passant par (1, 1), sauf A (figure : D, D,,, D,, et A en pointillés).

4. Avecy =0:(m+1)x =2m.Sim =-1,0n obtient 0 = -2: D_, est paralléle a 'axe des abscisses.

Sinon, x = %, et % > 0 si et seulement si m et m + 1 sont de méme signe (ou m = 0) :

’me]—oo,—1[u[0,+oo[.

€@ Corrigés : inclusion et égalité

® Corrigé de l'exercice 37
1. a) E a trois éléments : le nombre 1, l'ensemble {1} et 'ensemble {{1}}. Donc P(E)ena 23 =8:
2(€) ={@, (1) {3} fon) {00, o) {on o), g}

b){1}eE:V. {1} cE:V(1 €E). {1} cE:V{1}€E). {{{1}}} € E: F(ce n’est aucun des trois
éléments). ({1 cE:V{{1} €E). @€ E:F {1,{{1}}cE: V. {1} € P(E): V (car {1} c E).
1 € P(E): F(les éléments de P(E) sont des ensembles).

c) Un élément X de E est une partie de E lorsque c’est un ensemble dont tous les éléments
sont dans E : c'est le cas de|{1} et {{1}}|(car 1 € E et {1} € E), pas du nombre 1.

2. A={0,2} (x?-2x=x(x-2)). |[2€A|; |[{0}cA|(mais{0} ¢ A); [AcN|; |[A¢]0,+o[|(0 € A);

Ae P(N)|carAc N; [{A} c P(N)|car A € P(N) (mais {A} ¢ P(N), carA & N);
@ € P(A) et @ c P(A) (les deux conviennent) ; |{2} € P(A) | (mais {2} ¢ P(A), car 2 & P(A)).

® Corrigé de l'exercice 38

1. A c B, par contraposition : montrons que x ¢ B = x ¢ A. Si x > 1, alors x > 0 et x*> > 1, d’ol

X=xxx2>x:X&A. B¢A:x=-%eB,maisx3=-%>-%=x,doncx¢A. ACB,B¢A|

(Enfait x3 - x = (x + 1)x(x - 1) et A = ]-o0,-1] U [0, 1].)
2. AcB:6kR+3=3(2k+1)avec2k+1€Z B¢ A:0=3x0€ B, mais0 & A, car6kR+3 =2(3kR+1)+1

estimpair. |[AcB, BZA|

3.A={1,2,3,6,9,18} et B={1,2,3,4,6,8,12,24}. 9c Aet9¢ B;4eBett ¢ A |[A¢BetBzA|

4, AcB:soit(x,y)€A;alorsy =4-xetxy=4x-x>=4-(x-2)><4:(x,y)€B. B¢ A:(0,0)eB

(0<4), mais0+0z4. |[ACB,BgA|

® Corrigé de l'exercice 39

1. a)c:pourabez 3a+5beZ >:soitnezZ;n=n(2x3-5)=3x(2n)+5x(-n), avec 2n et
-n entiers. Donc|{3a+5b [ (a,b)eZ?}=27|
b)c: 6a+10b=23a+5b)et3a+5be€Z >:2k=2(3x2kR-5R)=6x(2R)+10x(-R). Dol
egaliteé.
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2.DcD :pourteR,x=1+2tety=3-tvérifientx+2y=1+2t+6-2t=7.

D' c D:soit M(x,y)telque x +2y =7. Posonst=3-y;alors3-t=yet1+2t=7-2y=x:M
est le point de paramétre t. (2 est la droite passant par (1,3), de vecteur directeur
(2,—1)).

3.c:0<as<l1et2<b<3donnent2<a+b<4 D:soitse[2,4]. Sis<3:s=0+savec
0€[0,1],s€[2,3];sis>3:s=(s-3)+3avecs-3€]0,1]. |=1[2,4]|

c:1<as<2et1<bs<3(nombres positifs) donnent1<ab<6. >:soitp e[1,6].Sip<3:

p=1xp;sip>3:p=§x3avec§e]’l,2]. =[1,6] |

® Corrigé de l'exercice 40

1. P(A) = {@,{a},{b},{a, b}}, P(B) = {@,{b},{c},{b,c}}, | P(A)n P(B) = {@,{b}} = P({b}) = P(An B)|;

P(A)u P(B) = {@,{a}, {b},{c},{a, b}, {b, c}} (6 &léments), P(AuB) = P(A)uP(B)u{{a,c}{a,b,c}}(8
éléments). Ici ’ P(A)u P(B) # P(Au B) ‘

2. On raisonne par équivalences: X € P(AnB) < XCANB < (XcAetXcB) < Xe
P(A)n P(B). (La deuxiéme équivalence: siX c AnB,alorsX c AetX c B carAnB estinclus
dans chacun ; réciproquement, tout x € X est dans A et dans B.)

Ainsi P(A)nP(B) = P(AnB). SiIAnB = @, cet ensemble est P(D) = {@}. SIAnNB # @, soit x € AnB
: {x} € P(AnB) et {x} @, donc P(AnB) # {@}. | P(A)n P(B) = {@} < AnB=0|

3. a)SiX € P(A)uP(B), alors X c Aou X c B; dans les deux cas X c AuB, c’est-a-dire X € P(AUB).

b) «:siAcB,alorsAuB =B et P(A) c P(B), donc P(A) u P(B) = P(B) = P(AU B) ; de méme si
B c A.

= : supposons l'égalité. AuB € P(AuB) = P(A)uP(B), donc AuB c Aou AuB c B. Dans le premier
cas,Bc AuB c A; dans le second,A c AuB c B. ’T(A)U PB)=PAuB) < (AcBouBCcCA) ‘

4, < :siAcB,alors P(A) c P(B) c P(B)uP(C); de mémesiAcC.

= : A e P(A) c P(B)u P(C), donc A € P(B) ou A € P(C), C'est-a-dire Ac Bou A c C. (Avec 3 a),
on retrouve le 3 b) en remplacant A, B, C par AU B, A, B.)

® Corrigé de l'exercice 41

1.a)l,=0@ < a-1>2a+1 < |a<-2]
b)Sia<-2:Ia=®cB. Sia2-2:1,=[a-1,2a+1]n'est pasvide;sil, c B, ses extrémités sont
dans B, et réeciproquement, si-1<a-1et2a+1<5,toutx €/, vérifie-1<a-1<x<2a+1<5.
Doncl,cB < (a20eta<?2). [{aeR /I, cB}=]-,-2[U[0,2]|

c)SchIa,alors -1el,et5el,:a-1<-Tet5<2a+1,soitas0etaz2:impossible. Aucun
réel a ne convient.

2. a) Le discriminant est a®> - 12. Si |a| < 2\/5, il est négatif: x? - ax +3 > 0 pour tout x et S.=9D|

2
Sia=2/3:x*-ax+3 = (x— g) ets, = {g} est un singleton ({/3} ou {-/3}). Si |a| > 2V/3:
S, = [x;,x,], ol X, < x, sont les racines.

b)=:1et3sontdans[1,3]. «:si1¢€ S, et3 €S, S, aau moins deux éléments, donc
S, =[x, x,]avec x; s 1et3<x,,dou[1,3]cS,.
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Or1eS, <& 4-a<0 < az24et3 €S, <& 12-3a<0 < azh4h
[1,31cS, < ae[4,+oo[| (poura=4,5,=[1,3]).

c)Silal < 24/3: Sy =@ c[0,+oo[. Sia = 23 : Se = {\/3} convient ; sia = -2/3 : Se = {-/3} ne
convient pas. Si |a]| > 23 XX, = 3 >0, les racines ont le méme signe, celui de leur somme
a ; elles sont positives si a > 24/3 (cela convient), négatives si a < -2y/3 (cela ne convient pas).
S,C[0,+0][ &= a€ ]—2\/§,+00[ ;

B Corrigé de l'exercice 42

1. Chacune des quatre sommes *x + y est inférieure ou y
égale a |x| +|y| (car £x < |x| et ty < |y|), et 'une d’elles
lui est égale (celle ot l'on prend les bons signes). Donc /
|| + |y| est la plus grande des quatre, et |x| + |y| < r si % &
D

et seulement si les quatre sommes sont inférieures ou /
égalesar. .

L, est donc l'intersection de quatre demi-plans limités
par les droites x+y = r, Xx-y = r,-X+y = r,-X-y = r, qui se L N
coupenten(r,0),(0,r),(-r,0),(0,-r): ses diagonales ont
méme milieu O, méme longueur 2r et sont perpendicu-
laires. L, est le carré plein de sommets m

2. LycD:silx|+ |yl s1,alors x? +y2 < x? +2|x| |yl +y? = (Ix| + ly])> < 1. DcC:six*+y?<1,
alors x> < Tety?<1,soit x| sTet|y|s1. €cL,:|x|<Tet|y|<1donnent|x|+|y|s2.
Aucune réciproque n'est vraie : P(%,@) e D mais x|+ |yl =v2>1; (1,1) € C mais 1+1>1
; (2,0)e L, mais2>1.

3.a)Sirs1:|x|+|y| srentraine [x| +|y| < 1,doncL, cL, cD.Sir>1:(r,0) €L, mais r’s>1,
doncL ¢ D. |L,cD < rs<1|

b) 2 (x% + y2)-(Ix| + ly)? = x> +y2-2|x|ly| = (Ix| - |y])? 2 0. SirzV2etMe D: (|x]+|y])? <2,
donc |x| + |yl < /2 < r: D clL,. Sir<2: PeZ)(%+% = 1)maisP<£L,(\/§>r).

Dcl, & rz V2| le carré L (en pointillés) est le plus petit L, contenant le disque ; il le
touche en quatre points, dont P.

c)Sir22:€cl,clL,.Sir<2:(1,1)eCet(1,1)&L,. |[CCL, & rz2|
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€ Corrigés : réunion et intersection

B Corrigé de l'exercice 43

1.[A={2,3,57,11,13}| E

n + 2 doit étre un nombre premier entre 3 et 16 : A
n+2e{3,57,11,13}, d'ot|B = {1,3,5,9,11}\.

-3<n-6<3 & 3<n<9: A‘ 14
(€={3,4,5,6,7,8,9}]
2 10

1

2. AnB={3,5,11}: lesn tels que n et n + 2 sont
premiers (premiers « jumeaux » 3 et5,5et 7, 11 C
et 13);

AnC={3,57}; BnC={3,59}; AnBnC={3,5};
AuB={1,2,3,5,7,9,11,13};
BuC={1,3,4,5,6,7,8,9,11};
AuBuc(C={1,2,3,4,56,7,8,9,11,13}.

3. BuC ={1,3,4,5,6,7,8,9, 11}, donc An(BuC) = {3, 5,7, 11} ; et (AnB)U(ANnC) = {3, 5, 11}u{3, 5,7} =
{3,5,7,11} : égalité (distributiviteé).
Au(BnC)=Au{3,59}={2,3,57,9,11,13}, alors que (AuB)n C = {3,5,7,9} : ces ensembles
sont différents (2 est dans le premier, pas dans le second). L'écriture « AuBn C » n'a donc pas
de sens : les parenthéses sont indispensables.

4. Diagramme ci-dessus. Aucun des trois: |10, 12, 14| Exactementun:|1,2,4,6, 8,13\(A seul
:2,13;Bseul: 1;Cseul: 4,6,8). Exactement deux:|7,9,11| Les trois: 3 et5. Controle:
3+6+3+2=14.

® Corrigé de l'exercice 44

1. Sur une droite graduée : ’In] =[1, 4]
UnK=[1,3[]; [JuK =]-o0,7|

InJnK = (Inj)nK =[[1,3[]; (1u))nK =1-3,7[n]-o0,3[=[1-3,3[}; ZninJ = Zn[1,4] =[{1,2,3,4}]

2. a)x?-2x-15=(x-5)(x+3)<0 & -3<x<5:(S, =[-3,5]|

; [1u)=1-3,71

; [1nK=1-3,3]

i [1UK =]-00,4]

.
?

?

[3x-1|>4 < (3x-1>4o0u3x-1<-4) & (x>§oux<—’|): 52:]—00,—1[U]§,+oo[.

b) « et » correspond a lintersection ; par distributivité :

$,nS, =([-3,5]n]-00,-1) U ([-3,5]n |2, +oo[) = |[-3,-1[u |3, 5]|

«ou » correspond a la réunion: six € S,, alors -1 < x < %, donc x € S,. Tout réel est dans S,
oudanss,:|S,uUS, =R|

)ZnS,nS, = ’{—3, -2,2,3,4,5) ‘ (-1 et 1 sont exclus: |3x - 1| vaut 4 et 2).
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® Corrigé de l'exercice 45

1. a) Par distributivité de usurn: (AuB)n(AuC) = Au (B n C). Puis, par distributivité de nsuru:
(Au(BnQO)n(BuUC)=(An(BUC))u((BNC)n(BuC))=(AnB)u(AnC)u(BnC),
carBnCcBu(C,dou(BnC)n(BuC)=BnC.

b) x appartient a cet ensemble si et seulement s'il appartient @ au moins deux des trois en-
sembles A, B, C (forme de droite) ; de facon équivalente, dans chaque paire d’ensembles, 'un
au moins contient x (forme de gauche) : c’est un « vote a la majorité ».

2. a) Par distributivitée, AnB)U(AnC)=An(BuC(C),etAn(BuC)=A < Ac BucC (cours:
XnY=X & XcY).

b)MnA=(AnB)U(ANBNC)U(ANC)=(AnB)U(AnC), carAnBnCcANB.

=:siM=AUBUC,alorsMnA=A,soitAnB)U(AnC)=A, doncAc BuC d’aprés a) ; de méme
(les roles de A, B, C sont symétriques) Bc CuAetC c AuB.

< :onatoujours M c AUBUC. Si les trois inclusions sont vraies, a) donne A = (AnB)U(AnC) c M,
etde mémeBcM,CcM;doncAuBuC cM,dou l'égalite.

Exemple: A ={1,2},B={2,3},C={3,1}: M ={1,2,3} = AuBuC. (Légalité signifie qu'aucun
élément n’est dans un seul des trois ensembles.)

3.SoitxeB.SixeA: xeAnB=AnC,doncxeC.Six¢egA: xeAuB=AuCetx¢A, donc
x € C. Ainsi B c C; les hypothéses étant symétriques en B et C, on a aussi C c B:[B = C|.

Une seule hypothése ne suffit pas: siA=E,onaAuB=AuUC = E quels que soient B et C; si
A=@,onaAnB=AnC =@ quels que soient B et C. Il suffit alors de prendre B=@ etC = E
(avec E # @).

® Corrigé de U'exercice 46

1. 45=3%x5et75=3x5%: D, ={1,3,5,9,15,45}, D, ={1,3,5,15,25,75},
D,snD,s ={1,3,5,15} = D, |(15 est le PGCD de 45 et 75) ; | D, U D, ={1,3,5,9, 15,25, 45,75} |.

225 = 32 x 5% et D, = {1,3,5,9,15, 25, 45,75,225} : D,uD,, cD mais 225 manque ;

l'inclusion est stricte. Enfin card(D,; UD,)=8=6+6- 4.

2257

2. :a€D,cDy,doncadivise b. <« : siadivise b, tout diviseur d de a divise b (sia=dkRet
b =al,alorsb=d(Rl)): D, cD,.

Par double inclusion, D, =D, <= (a|betb|a) < a=b (pourdes entiers naturels non
nuls, a | b entraine a < b).

3. «:siadivise b,alorsD, c D, etD,uD, =D, : c = b convient; de méme c = a si b divise a.
= : supposons D, uD, = D.. Commec € D,onac € D,ouc € D,. Sic e D,:c | aet
aeD,cD_donnea | c doncc=a;alorsD, c D_=D, etb divise a d’aprés 2. Sic € D,, on
obtient de méme que a divise b.

Comme 45 } 75et75 } 45, D, uD.. n'est'ensemble des diviseurs d’aucun entier (en particulier
pas de 225).

Maths Olympiad @



Chapitre 2. Les ensembles 1" Bac Sciences Mathématiques

B Corrigé de U'exercice 47

L =-130 L= [-52] = [-3, 2] [ annig == (-3 2L g =280, = [2,8] 05 = [ 18]

1
j1U]2U]3=]3=[§1
CommeO0< - <l:-1c_Tet2+1<2+1 doncl . cl ;deméme L <let3-1<3-1
n+1 n n+1 n+1 n n+1 n n+1 n n n+1
doncj, /.,

2.[0,2]cA:si0sxs2alors pourtoutn e N*, -1 <0sxs2<2+1:xel,

A c [0, 2], par contraposition : soit x & [0, 2]. Si x < 0, il existe n € N* tel que % <-x(g=-x>0),

1:x ¢l .Dansles

c'est-a-dire x < -1 : x & | . Si x > 2, il existe n tel que % <X-2,50itXx>2+ "

deux cas, x ¢ A. .

3.Bc0,3[:sixe/,alors0<t<x<3-1<3

S |-

10,3[c B: soit 0 < x < 3. Avec € = min(x,3 - x) > 0, il existe n tel que % < X et% < 3 - X, soit
%<x<3—l:xe]n. B =10,3[|(0 et 3 ne sont dans aucun J, ).

n
4. xeK &> n<x<n+2 < x-2<n<x:ilsagitde compter les entiers de ]x - 2, x[. Soit k
Uentiertel que R < x < kR + 1.

SixeZ(R<x<kR+1): Retk-1conviennent(kR-1<k<xetx-2<Rk-1), mais aucun entier
nzk+1(carn>x)ninsk-2(carn<x-2): x est dans exactement deux intervalles, K, _, et
K,

Six € Z: les entiers n tels que x - 2 < n < x se réduisent a x - 1: x est dans le seul K, ..

Tout réel est donc dans au moins un K, et 'ensemble des réels qui sont dans exactement un

K est[z]

® Corrigé de l'exercice 48

1. An'est pasvide: soitae A;alorsO=a-ae€A PouraeA: -a=0-a€A. Poura,beA:
-be A, donca+b=a-(-b) €A

2. 0 e kRZ,etkn-Rp = R(n - p) € RZ : RZ est stable. Nnelestpas:0-1=-1¢N. {-1,0,1} non
plus: 1-(-1)=2n'y est pas.

3. Soient A, B stables. 0 € An B (question 1), doncAnB # @ ;sia,b e AnB,alorsa-b € Aet
a-beB:AnB eststable.

18Z c 6Zn9Z: 18m = 6(3m) =9(2m). 6Zn9Z c 18Z:sin =6p =9q (p,q € Z), alors 3n = 18p
et2n =18q,d'oin=3n-2n=18(p-q). |[6Zn9Z=18Z|

4. a)9 €9Z et b6 €67, mais 9 -6 =3 n'est multiple ni de 6 ni de 9: 6Z U 9Z n’est pas stable.
b) & :siAcB,alorsAuB =B est stable ; de méme si B c A.

=, par 'absurde : supposons Au B stable,A¢ BetB ¢ A. Ilexisteac Atelquea ¢ B,etb B
tel que b ¢ A. Comme a,b € Au B, stable, onaa+b € AuB (question 1). Sia+b € A, alors
b = (a+b)-a € A(A eststable) : contradiction. Sia+b € B,alorsa = (a+b)-b € B: contradiction.
Donc’A UB stable < (AcBouBcA) ‘ On retrouve a): 6Z ¢ 97 (6) et 9Z ¢ 6Z (9).
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© Corrigés : complémentaire

® Corrigé de l'exercice 49

1.

Les quatre régions A\ B, An B, B\ A, AuB d’'un diagramme de Venn se partagent E (chaque
élément est dans une seule région), et AAB = (A\ B)u(B\A). DoncB\A=(AAB)\(A\B) =|{5,7}}
(89,10} _

AUB = C¢ ={1,..,7} et AnB=(AUB)\ (AAB) =[{2,3,6}] Enfin A = (A\ B)U(An B) et
B=(B\A)U(ANnB): ’A:{1,2,3,4,6}‘ et ’B :{2,3,5,6,7}‘ (les trois données se vérifient v).

A=1{57,8,9,10} et B={1,4,8,9,10}, d'oi AnB ={8,9,10} =AUB et AUB ={1,4,5,7,8,9,10} =
2% - XA B : les deux lois de Morgan sont vérifiées.

Tout elément de X est dans Aou n'y est pas: X = (X nA) u (X \ A). Les deux morceaux sont
imposés, donc X est unique: | X ={2,3,6,8}| (controle: X \A={8}etXnA={2,3,6} V).

® Corrigé de l'exercice 50

1.

OM? = x? +y?, donc D est le disque de centre O et de rayon 3 (cercle compris) ; Q est le quart de
plan x > 0, y > 0 (demi-axes compris). Le complémentaire traduit la négation, et la négation
de«x20ety>0»est«x<0ouy<0» On écrit seulement les conditions sur M(x,y): Q:
X<0ouy<0; D\Q=DnQ: x*+y?<9et(x<0ouy<0); Q\D: x20,y20etx?+y2>9;
DuQ=DnQ: x2+y?>9et(x<0ouy<O0).

Voir le tableau. Pour un point M, on répond a deux questions, « M e D? » et«M e Q?
» ; chacune des quatre combinaisons de réponses correspond a une seule des quatre parties.
Elles sont donc deux a deux disjointes et leur réunion est le plan : elles forment une partition
du plan.

DAQ=(D\Q)u(Q\D): le disque privé du quart de disque D n Q (en bleu), plus la partie de
Q extérieure au cercle (en orange). Les traits pointillés (quart de cercle et rayons sur les axes,
qui sont dans D n Q) n’en font pas partie.

y
point 2+y> | eD? | €Q? | partie
M,(1,2) 5 oui oui | DnQ 3 Q\D
M,(-1,2) 5 oui | non | D\Q ST
M,(3,3) 18 | non | oui | Q\D
M,(2,-2) 8 oui non | D\Q o "3 X
M(-3,-3) 18 non non | DuQ D\Q
M(3,0) 9 oui oui DnQ

® Corrigé de l'exercice 51

1. Par Morgan,A\ B=AnB=AUB. Donc(AUB)\(A\B) = (AUB)n(AUB) = (AnA)u B (distributivité

2. Comme (AnB)\A=Q@:AAAnNB)=A\(AnB)=An(AUB)=(AnA)U(A
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3. (A\B)\(A\C)=(AnB)n(AuC)=(AnBNnA)UANBNC)=DU((AnC)nB)=|(AnC)\B

4 CommeAUA=E:BnC=(BnC)n(AUA)=(AnBnC)U(AnBNnC). OrAnBnC cAnBet
AnBnCcAnC,doncBnCc(AnB)U(AnC);etsiX cVY,alorsXuY =Y. D'ou l'égalité. En
logique, pour trois propositions p, g, r

[(p etq)ou(petr)ou(qet r)] = [(p etqg)ou(pet r)] (le terme « g et r » est superflu).

® Corrigé de l'exercice 52

OnnoteL=(AuB)ACetR=(AAC)U(BAC). Une seule table suffit (1: I'élément appartient, 0 : il
n'appartient pas).

A B C|A\B B\C C\A U|AAB BAC V|W|AuB L AAC R|Cn (AAB)
111 0 0 0 0| 0 0O 0/oj 1 0 O O 0
110 O 1 0 1|, 0 1T 1)1 T 1 1 1 0
10 1] 1 0 o 1| 1 1T 1)1 1 0 0 1 1
100| 1 0 o 1| 1 0o 1|1 T 1 1 1 0
0117 0 0 T 1] 1 0 11 17 0 1 1 1
010 O 1 0o 1| 1 1T 1)1 T 1 0 1 0
001 0 0 1T 110 1T 11, 0 1 1 1 0
000 O 0 0 0| O 0O 0/j0| 0 0 O O 0

1. Les colonnes U, V, W sont identiques: [U =V = W | Elles ne valent 0 que sur les lignes 111 et
000 : W est I'ensemble des éléments qui appartiennent a au moins une des trois parties, mais
pas aux trois.

2.a)AvecE={1},A=C={1},B=@:L={1}A{1} = @, alors que R = @ u {1} = {1}. L'égalité est
fausse en général.

b) Les colonnes L et R différent exactement sur les lignes 101 et 011 (en couleur), qui sont
exactement les lignes ot C n (AAB) vaut 1. Donc L = R si et seulement si aucun élément de E
ne se trouve dans ces lignes : ’L =R < Cn(AAB)=0 ‘ (On a toujours L c R.)

3. Dans la table a deux parties (lignes 11, 10, 01, 00), A\ B vaut 0,1,0,0, AAB vaut 0,1,1,0 et
AuBvaut1,1,1,0. Les colonnes A \ B et AAB ne différent que sur la ligne 01 (x ¢ A, x € B) :

elles sont égales si et seulement si B\ A = @, c’est-a-dire |B c A|. De méme, AAB et AU B ne
différent que sur la ligne 11 : égalité si et seulement si|AnB = @|.
® Corrigé de l'exercice 53

1. a)A\ X et B sont deux partiesde A, etpourx € A: x e A\X < x & X.DoncA\X = B signifie :
pourtoutx €A, x € X < x&B,soitXnA=A\B={1,5}. CommeX = (XnA)u(XnA) les
solutions sont les X = {1,5}u Y, ol Y est une partie quelconque de A = {2,3,7}:
{1’5}7 {17 2' 5}’ {113’ 5}7 {17 57 7}7 {17 2137 5}I {1727 57 7}7 {1737 5' 7}] {1727 37 57 7}‘
b)X\Ac Z, alors que 4 € Bet 4 € A: aucune solution.
c)X\A=XnA: l'équation impose X nA = {2,7} et laisse X n A libre : X = {2,7}uY avec Y c A,
soit 2* =16 solutions |,

2. a) Condition nécessaire. A\ X c A, donc s'il y a une solution, B c A.

Réciproquement, supposons B c A. Comme en 1.a,A\X =B < XnA=A\ B. En écrivant

= (X nA) U (X n A), les solutions sont les parties [X = (A\B)uY avec Y c A|(par exemple
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X = A\ B). Deux Y distincts donnent deux X distincts (Y = X nA)etAan -p éléments: ily a
solutions.

b)X\A=XnACA:ilfaut B c A, Cest-a-dire|AnB =@/ Sicestlecas,X\A=B < XnA=B,
et les solutions sont les|X =BuY avec Y c A|:|2P |solutions.

Controle (n =7, p = 4): 23 = 8 solutions en 1.a; en 1.b, An{4, 6} # @ ; 2* = 16 solutions en 1.c /.

® Corrigé de l'exercice 54

1. AMB = {1,4,5), BAC ={1,2,3,4,6}, ADC = {2,3,5,6): [d(4,B) =3, d(B,C) =5, d(&,C) =4 (et
4 <3+5).

2. d(AB)=0 < AAB=@ < A=B(cours); BAA =AAB. Comme x ¢ A < x € A,
un élément est dans une seule des parties 4, B si et seulement s'il est dans une seule des
parties A, B: AAB = AAB. Enfin tout élément est dans une seule des parties A, A: AAA = E et
d(A,A) = card(E).

3. a) Table d’appartenance (a gauche) et diagramme de Venn de M (a droite) :

A B C[AAB BAC|[M][AAC [(AAB) u (BAC)

1711/ 0 o0 [0]oO 0 A B
1710/ 0 1|0 1 1

17011 1 [1|0 1

1700/ 1 0 |0 1 1

011/ 1 o001 1

o101 1|1/ 0 1 B\(AuC)
001/ 0 11|01 1 Ty C

000/ 0 00O 0

M vaut 1 exactement sur les lignes 101 (x e A, x ¢ B,x € C: x € (AnC)\ B) et 010 (x € B,
x¢AuC): (IM=((AnC)\ B)u(B\ (AuC))| La derniére colonne vaut 1 exactement quand AAC

ou M vaut 1, et ces deux colonnes ne valent jamais 1 en méme temps : c’est la réunion des
parties disjointes AAC et M.

b) On compte de deux fagons les éléments de (AAB)U(BAC): par la formule du cours, d(A, B) +
d(B, C) - card(M) ; par a) (réunion disjointe), d(A, C) + card(M). D’ou

|d(A,B)+ d(B,C) = d(A, C) + 2 card(M) |

c) Comme card(M) = 0, d(A,C) < d(A,B) +d(B,C). Ily a égalité si et seulementsiM = @,
c'est-a-dire (AnC)\B=0@ etB\(Au()=D: ]AnCc B cAuC\(«B est entre A et C »).

4 IciAnC={3}etAuC={1,2,3,4}: d'aprés 3.c, B={3}uY avecY c{1,2,4}, soit parties (par
exemple B={3}: d(A,B)+d(B,C)=2+1=3=d(AC) V).
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© Corrigés : parties et produits

® Corrigé de l'exercice 55

1. E a 4 éléments, donc card (:P(E)) = 2* = | 16]. Parties a trois éléments : {3,5,8},{1,5,8}, {1,3,8},
{1,3,5}. Chacune est E privé d'un élément, c’est-a-dire le complémentaire d'un singleton ;
réciproquement, le complémentaire d’un singleton a trois éléments. En associant a chaque
partie son complémentaire, on obtient autant de parties a trois éléments que de singletons :
4,

2. a) X et X sont disjointes et leur réunion est E : s(X)+s(X)=s(E)=1+3+5+8=17.

b) Somme 8 : un seul élément, {8} ; deux éléments, 3 + 5 (les autres sommes 4, 6,9, 11, 13 ne
conviennent pas) ; trois éléments, au moins 1+3+5 = 9. Donc|{8}, {3, 5}| Ensuite s(X) = 9 <
s(X)=8 < Xe{(8,{3,5): |{1,3,5}, {1,8}}

c) s(X) = s(X) donnerait 2s(X) = 17 : impossible, 17 est impair. Non.

3. SiX contienty etsix <y (x € E), alors x ¢ X (sinon y < x serait faux), donc x € X : X est formée
des plus petits éléments de E. Pour X = @ et X = E, la condition est vraie (un « pour tout »
portant sur 'ensemble vide est vrai). Solutions : ’ @, {1}, (1,3}, {1,3,5}, E ‘

® Corrigé de l'exercice 56
1. a) Deux couples sont égaux si et seulement si leurs composantes lesont: x-1=yety+2 = 2x.
En reportant, x + 1 =2x: |(x,y) = (1,0) |(contrdle : (0,2) = (0,2) v).

b)Six+y=5etxy=6,alorsx?-5x+6=x%>-(x+y)x+xy=0,doncx e {2,3}ety=5-x.
Réciproquement, (2, 3) et (3,2) conviennent : deux couples, mais une seule paire {2,3}: dans
un couple, 'ordre compte.

2. a)card(AxB)=4x3 = (quadrillage ci-dessous, A en abscisse et B en ordonnée).

b)C:x=5-2ydonne5¢Apoury=0,3poury=1,1poury=2: ’C={(3,‘I),(1,2)}‘. D: entre
entiers,y <x-1 < y<x-2: |D={(2,0),(3,0),(3,1),(4,0),(41),(42)}/|

c) ’ CnD={3,1)}, card(CuD)=2+6-1= , et le complémentaire de D est 'ensemble des
couplestelsquey 2 x-1: ’{(1,0),(1,1),(1,2),(2, 1),(2,2), (3,2)}‘ (12 -6 = 6 couples).

y=x-1
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® Corrigé de l'exercice 57
1. Soit (x,y) € E2. On traduit avec « et », « ou », « non » :
(x,y)e(AxC)\(BxC(C) < (xeAetyeC)et(x¢gBouy¢(C) < xecAetxe¢Betyel(,

car«y e Cety ¢ C»estimpossible. C'est dire que (x,y) € (A \ B) x C.

2. (x,y) € (AxB)A(AxC)signifie qu'une seule des propositions« x e Aety e B», «xeAetyeC
» est vraie. Si x ¢ A, elles sont toutes deux fausses ; si x € A, cela signifie qu’'une seule des
propositionsy € B, y € C est vraie. Donc (x,y) € (AxB)A(Ax(C) < (x eAetye BAC) =
(x,y) € Ax(BAC).

3.a)Si(x,y)e AxB,alorsxe AcAuBety € Bc AuB, donc(x,y) € (AuB)?; de méme pour
B x A.
b) Si A = B, les deux membres valent A%. Réciproquement, supposons l'égalité et, par l'absurde,
A # B : il existe par exemple a € A\ B (le cas a € B\ A est symétrique). Alors (a,a) € (AU
B)?, donc (a,a) € A x B ou (a,a) € B x A ; dans les deux cas a € B : contradiction. Donc
(AxB)Uu(BxA)=(AuB)> < A=B|

4, Sur le quadrillage, A x B (en bleu) et B x A (en orange) ont 6 . e
couples chacun, et (AxB)n(BxA)=(AnB)x(BnA)={(3,3)}
(cours). D'ou card ((AxB)u(BxA))=6+6-1=[11], alors que ’
card ((Au B)?) = 42 =[16]: il manque (1,1), (1,2), (2, 1), (2,2), j oA
(4, 4). 1 2 3 4

® Corrigé de l'exercice 58

” ’

1. ]A ={4,8,12}|,|B={1,3,5,7,9,11}},|C ={2,6,10}, | D = {2,4,6,8,10,12}\. Un entier de E est im-
pair, ou pair multiple de 4, ou pair non multiple de 4, et d’'une seule de ces fagons : A, B, C sont
non vides, deux a deux disjointes, de réunion E : {A, B, C} est une partition de E. En revanche

4 eAnD: {A B,D}n'est pas une partition (on a A c D).

2. Chaque I, estnonvide (n € 1). Soitx e R: xe€l, < nsx<n+1 < n=EXx),par
définition de la partie entiére. Ainsi x appartient a I, (la réunion des I, est R), et a aucun
autre: six € I nl_,alors n = E(x) = m. Les | sont deux a deux disjoints : ils forment une
partition de R.

3. a) {1342, 3, 43} {23 {1, 3, 43} {3}, {1, 2, 43}, {4}, {1, 2, 33}, {1, 23,3, &3}, {{1, 3}, {2, &3}, {1, 4}, {2, 3}}:
partitions.

b) Soit {X, Y} une partition de E. Comme XnY =@, Y c X; commeXuY =E, X c Y. DoncY =X,
avec X # @ et X # @, soit X # E. Réciproquement, une telle partie X donne la partition {X, X}.
Cette partition s'obtient a partir de X et a partir de X (distinctes), et d’aucune autre partie. Les

2" - 2 parties autres que @ et E donnent donc z"Tz = partitions (n = 4:7 v).

Maths Olympiad @



Chapitre 2. Les ensembles 1" Bac Sciences Mathématiques

B Corrigé de l'exercice 59

1.

card(A x B) = nm, donc card (P(A x B)) = 2"™ ; card (P(A) x P(B)) = 2" x 2™ = 2™™. Comme
29=20 «— qg=b:égalitt & nm=n+m < (n-1)(m-1)=1. Les entiersn -1 et
m - 1 sont supérieurs ou égaux a -1 et de produit 1 : ils valent tous deux 1 ou tous deux -1 :
[(n,m) €{(0,0),(2,2)}

Soit x € X. Comme Y # @, on choisity € Y: (x,y) € XxY =X'xY’, donc x € X'. Ainsi X c X',
etde méme X’ c X (avec Y’ # @): X = X'. On montre de méme queY =Y'.SiX=Q@ ouY = @,
alors X xY = @.

Les parties rectangulaires sont @ (obtenue dés que X ou Y est vide) et les X x Y avec X # @,
Y # @ ; celles-ci sont non vides et, d’'aprés 2, deux couples (X,Y) # (X',Y’) donnent deux
parties distinctes. Ily a 2" - 1 choix de X et 2" - 1 choixde Y, d’ou |(2" - 1) (2™ - 1) + 1 ‘ parties
rectangulaires.

4. A x B a 4 éléments, donc 2“ = parties, dont 3 x3 + 1 = rectangulaires. Une partie

rectangulaire a card(X) x card(Y) € {0, 1, 2,4} éléments : les 4 parties a trois éléments ne le
sont pas. Celles a deux éléments sont {1}x{1,2},{2}x{1,2},{1,2} x{1},{1,2} x{2}. Les16-10=6
parties non rectangulaires sont donc les « diagonales » {(1, 1), (2, 2)}, {(1, 2), (2, 1)} et les quatre
parties a trois éléments (A x B privé d’un couple).

® Corrigé de l'exercice 60

. Soit (x,y) € P. Alors x € P, (avec ce y) ety € P, (avec ce x) : (x,y) € P, x P,.

On montre (i) = (iii) = (ii) = (i).
(i) = (iii) : si (a,b) et (a’,b’) sont dansAx B, alorsae Aet b’ € B, donc(a,b’) e AxB =P.

(iii) = (i) : d’aprés 1, P c P, xP,. Soit (x,y) € P, xP, : il existe y, tel que (x,y,) € P et x, tel que
(x,,¥) € P. Par (iii), appliquée a (x, y,) et (x,,y), on a (x,y) € P. Donc P, x P, C P, et P = P, x P,.

(i) = (i): on prend A= P, et B=P,.

On réfute (iii) par un contre-exemple, ou l'on écrit la partie comme un produit.

a)(1,1) et (-1,-1) sont dans la partie, mais pas (1,-1) (produit -1) : ce n’est pas un produit.
b) (1,1) et (0, 0) sont dans la partie (1 = 1, 0 2 0), mais pas (1,0) (0 > 1 est faux) : pas un produit.

c) (1,5) et (0,-2) sont dans la partie, mais pas (0,5) ((-1) x 7 # 0) : pas un produit (réunion de
deux droites).

d)x?-3x+2=(x-1)(x-2)<0 < 1<sx<2et|ly|21 & (y<-1ouy=21): cestleproduit

[112] x (]_001_1] U [1r+°°[) .
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€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1.

a)Si 1 € X, alors XA{1} = X \ {1} a un élément de moins ; si 1 ¢ X, alors XA{1} = X u {1}
a un élément de plus. Dans les deux cas, une seule des deux parties contient 1 (elles sont
distinctes) et leurs cardinaux différent de 1 (parités différentes).

b) Par associativité, (X A{1})A{1} = XA({1}A{1}) = XA®D = X : la partie associée a X A{1} est
X. Les paires {X,XA{1}} forment donc une partition de P(E,), et chacune contient une seule

partie de cardinal pair. Il y a autant de parties de cardinal pair que de cardinal impair :
de chaque sorte.

a) E, = @ n'a que la partie @, de somme 0: a, = 1, b, = ¢, = 0. Les parties de {1, 2,3} ont pour
sommes: @ - 0,{1} » 1,{2} » 2, {3} » 3,{1,2} - 3,{1,3} = 4,{2,3} - 5,{1,2,3} - 6, de
restes 0,1,2,0,0,1,2,0: |a, =4, b, =2, ¢, =2}

b) X et T sont disjointes, donc s(Z) = s(X)+s(T). Comme 3k +j etj ont le méme reste par 3, les 8
parties T ont les restes des parties de {1,2,3}: 4 de reste 0, 2 de reste 1, 2 de reste 2. Le reste
de s(Z) est celui de la somme des restes de s(X) et s(T) : il vaut 0 pour les couples de restes
(0,0),(1,2),(2,1), d’ou a,,, = 4a, +2b, + 2¢, ; 1 pour (1,0), (0, 1), (2,2),d’ou b, ; 2 pour (2,0),
(0,2),(1,1),d'ou ¢,

R, ok+1 R_Hk T . " -
) P(R): « a, = &2— et b, = ¢, = &% ». Initialisation. 122 =1 =ajet 11 = 0= by = ¢,
Hérédite. Supposons que P(R) est vraie pour un entier R 2 0 et montrons P(k + 1). Comme
b,=¢,:
_ 8k+1+2h+2
T

3 _ a 2x8k+2k+2+6x8k_6x2k : 8k+1 _2k+1
Dpa1 = Cpar =20y, + 6by, = 3 =73

Qpoq = 40y + by, = 2 (2 x 8%+ 2F)

Conclusion. P(k) est vraie pour tout k € N (contrdle : a, + b, + ¢, = 8 =23k /).

d)k=3: 2218 - [176 | parties ; k = 4: %0232 = [1376] parties.

® Corrigé de l'exercice 62

Ty =A A, | To =A nA,, [Ty =A nA, L [T, = A, nA,]: les quatre régions du diagramme

de Venn.
AXeT, &= Vi, (xeA < iel) & Vi (iellx) & icl) & I=Ix).

b)Six e T n T, alors | = I(x) = J : deux atomes associés a | # J sont disjoints. Tout x € E est
dans l'atome T,,. Les atomes non vides sont donc deux a deux disjoints, de réunion E : ils

forment une partition de E. Il y a au plus autant d’atomes que de parties de {1, ...,n}: .

a)Sixe A;, alors x € T,(X) aveci € I(x);six € T aveci € I, alors x € A.. Donc A, est la réunion
des atomes T, tels que i € I.

b) Soit X la réunion des atomes d’une famille .4, et Y celle d’une famille 3. Comme les atomes
forment une partition, x € X si et seulement si 'atome qui contient x est dans .4. Donc X est
la réunion des atomes qui ne sont pas dans .4, X uY celle des atomes de .4 oude B, XnY
celle des atomes de A et de B.
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c) R(R) : « toute partie obtenue avec au plus k opérations est constructible ». Initialisation.
Sans opération, on a les A, constructibles d’'aprés a). Hérédité. Supposons R(k) vraie pour un
entier kR 2 0 et montrons R(k+1): une partie obtenue avec au plus k+1 opérations est 'une des
A;, ou X,XuYouXnY,olX,Y sobtiennent avec au plus k opérations ; elle est constructible
d’aprés b). Conclusion. R(R) est vraie pour tout k. Une partie constructible est déterminée par

une famille d’atomes, et 'ensemble des (au plus 2") atomes a au plus 22" parties: au plus
parties constructibles.

. a) T = {1}, Ty = {2}, Ty = {3}, T = {4} : les atomes sont les singletons. Toute partie de E

est une réunion de singletons, donc d’atomes, et chaque atome s'obtient (question 1) : les 16
parties s'obtiennent. Par exemple [{4}=A, UA,|, [{2,3}=A,AA,| et [{1,4}=A DA, |

b) Il suffit que les huit éléments aient des parties I(x) distinctes (les atomes sont alors des
singletons) : A, ={1,2,3,4}, A, ={1,2,5,6}, A, ={1,3,5,7}| conviennent, car I(1), ..., I(8) sont

{1,2,3}, {1,2}, {, 3}, {1}, {2, 3}, {2}, (3}, @.

Remarque. c’est la version ensembliste d’un fait de logique : toute proposition construite
a partir de p,, .., p, avec « et », « ou » « non » équivaut a une disjonction (« ou ») de
conjonctions, une par ligne vraie de sa table de vérité ; chaque ligne correspond a un atome.

® Corrigé de l'exercice 63

1.

Négation: IX € #, IY € 7, XnyY=0. Si@ e F,alorsX=Y=0 donneXnY =9 : F n'est
pas intersectante. De méme, X n X = @ interdit d’avoir X et X dans 7.

OnaX # X (sinonE =XUX =XnX = @, alors que n = 1) et X = X : chaque partie appartient a une
. v . oo n . .
seule paire {X, X}. Ces paires forment une partition de P(E) en 27 = 2" paires, et F contient

au plus une partie de chaque paire: |card(#)<2""|

a) Deux parties de 7, contiennent 1, donc se rencontrent. Ses éléments sont les {1} u Z avec
Zc{2,..,n}:ilyena2™'. b)SiX,Y e M étaient disjointes, on aurait card(X U Y) = card(X) +
card(Y) 2 2p+2 > n, alors que XU Y c E : absurde. Comme card(X) + card(X) = 2p + 1, une seule
des parties X, X a au moins p+1 éléments: 7 contient exactement une partie de chaque paire,
soit 2" éléments.

a) # contient au plus une partie de chaque paire (question 1). Si une paire {Y, Y} n’en contenait
aucune, 7 aurait au plus 2"-' - 1 éléments : donc chaque paire en contient exactement une.

b) Par l'absurde, supposons X € &, X c YetY ¢ 7. D’aprés a), Y € #. Or X c Y donne
XnY =@ : contradiction, car F est intersectante. DoncY € 7.

Les paires sont {@, E}, {{1},{2, 3}}, {2}, {1, 3}}, {{3},{1,2}}, et E € 7 (car @ ¢ 7). Si F contient un
singleton {i}, toute partie de # rencontre {i}, donc contient i : # est incluse dans{X / i € X},
qui a 4 élements, et lui est égale. Sinon, d'apres 4.a, F contient {2,3}, {1,3}, {1,2} et E : C'est
M (3.b avec p = 1). Ily a donc| 4| familles : les parties contenant 1, celles contenant 2, celles
contenant 3, et {{1,2},{1, 3},{2, 3}, E}.
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® Corrigé de l'exercice 64

1. a) Initialisation. Si 0 € A, alors 0 serait le plus petit élément de A (tout entier naturel est 2 0) :
donc 0 ¢ A, et P(0) est vraie.

Hérédité. Supposons que P(n) est vraie pour un entier n > 0 et montrons P(n +1). Sin+1 €A,
tout élément de A, n'étant pas l'un des entiers 0, ..., n, serait > n + 1: n + 1 serait le plus petit
élément de A, ce qui est exclu. Doncn+1 & A et P(n + 1) est vraie. Conclusion. P(n) est vraie
pour tout n € N.

b) Pour tout n, P(n) donnen ¢ A: A = @. Par contraposée, toute partie non vide de N a un plus
petit élément.

c) Non: si m était le plus petit élément de ]0, 1], alors % €]0,1] et % < m: absurde. Le principe
est propre a N.

2. a)m? = 423 - 2y3 = 2(22° - y®) est pair. Si m était impair, m? serait impair (produit d'impairs) :

donc m est pair, m = 2a avec a € N*. Alors 8a° + 2y> = 423, soit y* = 2(2° - 2a®) : y? est pair,
donc y est pair, y = 2b. Alors 8a> + 16b> = 42°, soit 2% = 2 (a® + 2b3) : z est pair.
b) Avec z = 2c : 8a® + 16b3 = 32¢3, soit a® + 2b® = 4¢3, avec q,b,c € N*. Donc a € A, alors
que a = & < m: cela contredit la définition de m. Ainsi A = @ : l'équation x* + 2y® = 42> n'a
aucune solution dans (N*)* (une solution donnerait une suite infinie strictement décroissante
d’entiers naturels non nuls, d’'oti le nom de descente infinie).

® Corrigé de l'exercice 65

1. On applique la définition (X + 1 s'obtient en ajoutant 1 a chaque élément de X, ) :

X, ={0}a{1}={0,1}, X, ={0,1}A{1,2}={0,2}, X, ={0,2}A{1,3}=[{0,1,2,3}},
X,=10,1,2,3}A{1,2,3,4} = [{0,4}], Xy ={0,4}A{1,5}=[{0,1,4,5}}
Xe ={0,1,4,5}A{1,2,5,6} = |{0,2,4,6}, X, =1{0,2,4,6}A{1,3,5,7}=[{0,1,..., 7}

2. P(n): «X, c{0,..,n}, 0 € X, etn € X » |Initialisation. X, = {0}. Hérédité. Supposons
que P(n) est vraie pour un entier n 2 0 et montrons P(n +1). OnaX_+1 c {1,..,n + 1}, donc
X,.; CX,U(X +1)c{0,..,n+1}. Ensuite0 € X et0 ¢ X +1(car-1¢ X ):0€ X, ,. Enfin
n+1eX, +1 (carn e Xn) etn+1¢X :n+1eX ;. Conclusion. P(n) est vraie pour tout n € N.

3.a)ye(XAY)+a < y-ae€XAY < y-aestdansune seule des partiesX,Y < y est
dans une seule des partiesX +a,Y+a < ye(X+a)A(Y+a).Etye(X+1)+1 < y-1¢€
X+1 & y-2eX & yeX+2.

b) Para), X, ., +1 = (X +1)A(X, +2). Par associativité et commutativité de A, et commeZAZ = @:

n+1

X, = [X, A, + D]A[X, + 1)AX, +2)] =X, ADA(X, +2) =X, A(X, +2).

4. a)y € 2X <« (y pairet te X). Doncy € 2(XAY) <« y pair et 2 est dans une seule des
parties X, Y < y est dans une seule des parties 2X, 2Y (un impair n’est dans aucune). Et
yeEX+2 = (y—2pairet3%2 €X) & (ypaireteXx+1) & ye2(X+1)

b) Q(n) : « X,, = 2X_». Initialisation. X, = {0} = 2X,. Hérédité. Supposons que Q(n) est vraie
pour un entier n > 0 et montrons Q(n + 1) : par 3.b puis a),

Xopiy = Xon DXy, +2) = 2X, A2(X, + 1) = 2(X, A(X, + 1)) = 2X

2n+2
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Conclusion. X, =2X_ pourtoutn € N.

A Xyp.q = Xy, A(X,,+1) = 2X, A(2X +1). Les éléments de 2X, sont pairs, ceux de 2X_+1 impairs:
ces parties sont disjointes, et leur difference symétrique est leur réunion.

5. Les éléments 2x (x € X,) sont deux a deux distincts, de méme que les 2x + 1 : card(2X,) =

card(2X, +1) = u,. D'ou [u,, =u, | et |u,, , = 2u, |(réunion disjointe). Par récurrence sur m:

Uy = Uy = 2 €t Upymer = Uy, dONC | Upm =2 [; Uyo_ 4 = Uy = T €t 2™7 -1 = 2(2™-1) + 1 donne

= - om
Uymea_q = 2Uym_q, dONC| Uy, o = 2™ | Enfin

_ _ _ _ _ _ 6 _
Upgae = Uqg1z = 2Usge = 2Upsy = bllypg = AUy = 4 x 27 = -

0 4 8 12 15

X

[
[ I
[ ]

X, H [ | ligne n: les cases k € X,
=-- =-- (de X, a X,5) : le triangle
AN de Sierpinski apparait.

Xs Il ||
[ [

[ I | |

] [ ] ]
X, [ | [ | [ |

[ || [ || [ || [ ||

H B BB B EEDN
ot ]

® Corrigé de l'exercice 66

1. Négation: Ix €A, Jy €A, x+y e A. {1,4,7}: lessommes 2, 5, 8, 8, 11, 14 ne sont pas dans
la partie : sans somme. {3,4,6}:3+3 =6:non. {2,3,7}: 4,5,9, 6,10, 14 : sans somme. La
somme de deux impairs est paire : les n impairs 1, 3, ..., 2n -1 forment une partie sans somme.
Six,y2n+1,alorsx+y=2n+2>2n:{n+1,..,2n}, a n éléments, est sans somme.

2.a)beB < m-beA. Les éléments de A’ sont compris entre 1 et m-1,donc1<m-b <
m-1,s0it1<b<m-1. Les éléments de B sont les m - a (a € A’), deux a deux distincts :
card(B) = card(A’) = card(A) - 1.
b) Par l'absurde,sibe A'nB,alorsbeA,m-beAetb+(m-b)=m e€A: contradiction, A est
sans somme.
c)A’ et B sont deux parties disjointes de {1, ..., m-1}: card(A’)+card(B) < m-1, soit 2 card(A)-2 <
m-1<2n-1.Donccard(A)<n+ %, et, card(A) étant entier, | card(A) < n|. Avec la question 1, le
plus grand cardinal possible est[n].

3. a)|{1,4}et{2,3}|: sommes 2, 5, 8 d'une part, 4, 5, 6 d’autre part : aucune n’est dans la partie.

b) Soit {A,,A,} une telle partition, avec 1 € A,. Comme 1+1=2, 2¢ A, donc2 € A,. Comme
2+2=4, 4gA,doncheA,.Si3 €A, alors1+3=4€A, :impossible;donc3 e A,. Ainsi
A, ={1,4} et A, ={2,3}: la partition est unique.

c) Par l'absurde, soit une telle partition de {1,...,5}, avec 1 € A,. Le raisonnement de b) (qui
n'utilise que les entiers 1 a 4) donne 1,4 € A, et 2,3 € A,. Alors 5 = 1+ 4 interdit 5 € A, et
5=2+3interdit 5 € A, : contradiction. Aucune partition ne convient.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme: 1 point par réponse juste et justifiée, % point si une seule des parties est juste. Reporte tes points
bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | - Nombres et intervalles Bloc 2 - Eguations et inéguations Bloc 3 - Logigue (chapitre 1)

@ acz,beb,ceq,deN, @s-{-1:3}; © (@) ou; (b)et; (c)et. Un
e€R. a=-11,b=0,45, 2x% - x -3 = (x+ 1)(2x - 3). produit est nul si l'un des
g =O\/;zg6= “r']’;est s A=25, x= % ; facteurs l'est ; une somme

=0, 3 de carreés, si chaque carré
décimal ;2 ¢ Q. 2(X ’ 1)(X 2)' lest;

@ nJ-1-2;5]; ©® s-=1-4; 11 |X| <4 & -4<x<h
luj=1-8; +oo[. Dessine | L0 R i @ «3xeR, xX*>4etxs2»,
et J sur une droite s3x=2-3 = x=1 vraie. x=-3:9>4et
graduée. (d|V|se)r par -3 renverse -3 < 2. Donc P est fausse.

Uordre).

©® @11;7[; (b)a=-1,r=4 @ «si
(@) -3<x-4<3. @s-13; 4l (x+ 1)y =)= (x- 1)y + 1),
(b) Centre et rayon de X“-x-12 = (’f‘4)(X+3) <0: alors x = y ». En
[-5: 3]. entre les racines. TS e = T

® 1,3,7,9,21,63; premiers: (@)s = {2}; (b) S = @. Pour d'otx =y.

3 et7; multiplesde 3: 3, x # 1, le quotient vaut @ Vrai pour n =0:3°=12>1.
9,21,63. 63=32x7; 1 x+1;en(b), x=1est Si3"22n+ 1, alors 3M" =
n’est pas premier. interdit. 3x3"26n+322(n+1)+1.
(& J U /o J
Ton or 'e”tat'on les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ol commencer, quels exercices faire en priorité.

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1a 4 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 23 ; puis
exercice 37, p. 31 et exercice 43, p. 32. Refais le test dans une semaine.

0a5
bases a revoir

63i9 Commence par le cours complet (sections 1 a 10), méthodes et piéges compris. En
priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes B et D, exercices 37 a
42, p. 31 et 49 a 54, p. 34.

bon départ

Commence par le cours (sections 1a 10 en lecture rapide), puis les sections 11 a 13.
10a12 En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les themes C et E, exercices 43 a
NIV 48, p. 32 et 55 a 60, p. 35; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 27, et le théme F, 61

a 66, p. 37.

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Nombres et intervalles Bloc 2 - Eguations et inéguations Bloc 3 « Logique (chapitre 1)

Relis : les sections 1, 4 et 8 du Relis : les sections 1 et 8 du Relis : les sections 2, 5, 10 et
cours. . cours. 13 du cours.
Fais: exercice 2, p. 23, Fais : exercice 1, p. 23, Fais : exercice 10, p. 25,
exercice 5, p. 24, exercice 32, exercice 14, p. 25, exercice 31, exercice 16, p. 26, exercice 38,
p. 29 et exercice 46, p. 33. p. 29 et exercice 44, p. 32. p. 31 et exercice 50, p. 34.
(. J VAN J
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Chapitre 2. Les ensembles 1" Bac Sciences Mathématiques
. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Décrire un ensemble 31a36 /6
Théme B - Inclusion et égalité 37a42 /6
Théme C - Réunion et intersection 43 a 48 /6
Théme D - Complémentaire et difference 49 a 54 /6
Théme E - Parties et produit cartésien 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Les applications
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