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Géométrie Plane

Dans cette partie P désigne le plan euclidien et 9 désigne I'’ensemble des vecteurs du plan P

Séquence 1 : Vecteur du plan

1.1. Somme vectorielle
Soient U et ¥ deux vecteur de 9

1er cas : (vecteur n’ayant pas le méme origine)

al

2iéme cag : (vecteur ayant le méme origine)

Propriétés

Viey; B eV, V(ab)eR?.

+ ¥ = ¥ + u (Commutative)

@+ w) = (U + v) + w) (associativité)

> g 7z

%
Rl | =L
+

% U+ u' = 0 (Elément symétrie)
% 7+ 0 =1 (Elément neutre)
% (a+b)u=au+bu

1.2. Multiplication d’'un vecteur par un réel :
Soit % un vecteur de 9 et k un réel.
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ou k>0
Exemple

Propriétés
Vied;BeVV(ab)eR?
% a(U+7v)=au+av

$ al=UXa

a x (bil) = (ab)d

X/

X/
°

1.3. Combinaison linéaire des vecteurs
Soitu e9;veEV
Un vecteur w s’écrit comme combinaison linéaire de 1 et ¥ lorsque W peut s’écrire sous la
2
forme w = au + bv avec (a,b ) € R*“.
Exemple
=03\ . 205\ . (4 = —6
u(;); 9()s €(55) etw(Z3)
W est-il une combinaison linéaire de :
— -
a) uetv;
- -
b) uett.

1.4.  Vecteurs colinéaires
Soit 1 et ¥ deux vecteurs de 9. Les vecteurs 1 et ¥ sont colinéaires lorsque :
U = kv aveck € R".

% Sik > 0alorsu et ¥ sont colinéaires de méme sens.

Rl

% Si k < 0alors U et ¥ sont colinéaires de sens contraires.

7/
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Remarques

% Deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires si dét(u; v) = 0.

% A, B, C sont alignés si AB = kAC avec k € R*ou dét(ﬁ; ZE) =0
1.5. Base de 9
Soit 1 et ¥ deux vecteurs de 9.

U et v forment une base de 9 si i et U ne sont pas colinéaires donc si dét(u; v) # 0

Exemple
I) Indique parmi les vecteurs ceux qui sont colinéaires et ceux qui forment une base. Précise le

sens de ceux qui sont colinéaires : ﬁ(g) ; 1‘7’(2) : E(i; et VT/(;)
[I)Dans le plan P on considére A(;) ; B(g) ; C(_ll) et D(f)
1) A, B, C sont-ils alignés ?
2) A, B, D sont-ils alignés ?

1.6. Repére
Soit (7,]) une base de 9 et O un point. (0,7,J) est appelé epere.

Soit OM = xT + yj avec (x,y) € R?
A x et y sont les coordonnées cartésiennes de

X
. M M et on note M (y)
r2=x2+y?=r=[x2+y?
X X
il / cost9=0—M=; x =1cos6
0 Sin0=L=X=}{y=rsin9
5 - T OM r
‘ M(r ; ) coordonnée polaire de M.

Exemple
a) Trouve les coordonnées polaires des points A(\/%), B(—1;1) et C(—\/g; —1)

b) Trouve les coordonnées cartésiennes de D (2 ; %), E G ; —g) et F (3; %”)

Séquence 2 : Droites

2.1. Equation cartésienne d'une droite
Forme générale (A) : ax + by + ¢ = 0 avec (a, b, c) € R3

R/

X r_i(g) est vecteur normale a la droite (A).

RS

X3 17(_;’) est vecteur directeur de (A).
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=)

ax+by+c=0 & by=—ax—csi b+ 0 alors (A):yz—%x—g

a c
Posons m = —, etp=—3

e (A):y=mx+ pestl’équation réduite de (A).
e m=— % est le coefficient directeur de (A) ou encore la pente a (A).
Exemple
Soit(A):3x—4y+9=0
e a=3;b—4;c=9
o m(>);m(7);m3(5,) sont des vecteurs normaux a (A)
o 7(%); 17_2)(:‘3}) ; 73’(2) sont des vecteurs directeurs a (A).
e m= _Ta = %est le coefficient directeur de (A).
e (A):y= %x + z est ’équation réduite de (A).
2.2. Equation ou représentation paramétrique d’une droite

Soit (A) une droite et 4 (;‘:) e(A) etteR

Soit M (;C/) € (A) et ﬁ(g) un vecteur directeur de (A).

AM (x:x“) est aussi un vecteur directeur de (A).
Y=YA

AM et U sont colinéaires donc (x_x“‘> = t(a)
y-=ya b

Par identification on a:
{x — x4 = at
Yy —Yya=Dbt

x=at+x,

y=bt+y, est une représentation paramétrique de (A).

avect € R =>(A):{

Exemple
Trouve ’équation paramétrique de (A) : 3x — 7y +1 =10

2.3. Equation normale d’une droite

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023
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=1

H

=

6 = (?; ﬁ)
Soit(A) :ax+by+c=0
ﬁ(‘;) est vecteur normale a la droite (A). Pour détermine une équation normale a (A), il suffit

de diviser I’équation de (A), par la norme du vecteur normal.

Ainsi,ona:
Il = Vo + b2
a b c , q
Q) : X T =Y T 5z = 0 estune équation normale de (A)
a . b c
Posons: cos@ = NET ;sin @ —metp - T

(A) : (cosB)x + (sinB)y + p = 0 est une équation normale de (A).

Remarque : (distance d'un point a une droite)
. . _ X
Soit(D):ax+by+c=0etA (y':) € (D).

|ax+by+c|

La distance du point 4 a (D) notée d(4; (D)) est définie par d(4; (D)) = NP
a“+

2.4. Droites paralleles-Droites orthogonales (ou perpendiculaires)
Soit(A) :ax+by+c=0et(A):a'x+b'y+c' =0

& (D) //(A) e g = Z— & a'b=ab

* A)LA)=ad +bb' =0
Soit(D):y=mx +pet(D'):y=m'x+p’

* (D)//D)em=m

e D)LD)Yemxm =-1

Evaluation
Soit (D,,) dans le plan muni de repére (0,7,))
(Dy):(m—2)x + (m + 1)y + 3 = 0 avec m parameétre réel.
1) Trouve m pour que (D,,) passe par A(i)
2) Trouve m pour que (D,,) passe par B(_ll).

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023 6
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Détermine m pour que (D,,)//(A):9x — 5y +1 = 0.

Détermine m pour que (D,,) L (A") =4x—y+7 = 0.

Trouve I'équation cartésienne des droites de : (D), (D;)et (D_;)
Détermine une équation cartésienne de (A) passant par A et // (D).
Trouve I'équation cartésienne de (A,) passant par A et L a (D)
Trouve I’équation normale a (D)

Calcule la distance de A a (D)

Détermine m pour que d(4; D,,,) = 3V5.

Trace les droites (D), (D_;) et (D).

Séquence 3 : Cercle
3.2. Equation cartésienne d’'un cercle

1er cas : (cercle de centre 'origine du repére)

OM? = x? + y2 & r? = x? + y?

<

cercle de centre O(() et de rayon .

f
k, i x% + y* = r? est'équation cartésienne du

2&me cas : (cercle de centre quelconque)

i

o

IM = (xy — %)%+ u — ¥1)?
M OM? = (x —a)® + (y — b)?

(©): (x — a)® + (y — b)?> = R? est une équation du
cercle (C) de centre I(a, b) et de rayon R

(C):x*+y? —2ax —2by+a*+b*>*—R?*=0
Posons: ¢ = a? + b? — R?
(€): x> + y* — 2ax — 2by + ¢ = 0 estappelé

I’équation cartésienne de centre I(a, b) et rayon R.
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3.2. Equation ou représentation paramétrique du cercle

1er cas : (cercle de centre 0(0; 0))
Soit (C)le cercle de centre 0(0; 0) et de rayon R (R > 0)

Xty =R e L4l =1 <:>(§)2+(%)2=1

X
cos O =

Alors 3 6 € R tel que{

IR 3|

sinf =

x=Rcos@
(©): {y = Rsin @
de centre 0(0; 0) et de rayon R.

avec 0 € R estune équation ou représentation paramétrique du cercle (C)

2ieme cas : (cercle de centre quelconque)
Soit (C) le cercle de centre I(a, b) avec (a,b) € R? etrayon R (R > 0) et M (;i) € (0

xX—a
cosf = —

2 —p\2
©):(x—a)+(y—-b)?>=R* & (xTa) +(yT) = lalors 3 6 € Rtel que sin 8 =y_fl)
R
(C)_{szcose+a OER est squati ssentati stri d
‘1y = Rsin 6 + p avec est une équation ou représentation paramétrique du

cercle (C) de centre I(a, b) et de rayon R.

3.3. Equation de la tangente d’'un cercle en un point

Soit A ( ) € (T) et A € (C) de cercle Q(a, b). (T) est appelé la tangente du cercle (C) en A.

XA
ya

—_— —_ —_— —_— x_xA xA_a

AMJ_QA(:)AM.QA=O(=)( )x( >=0
Y = Ya Ya—b

& (T): (x—xp)xg—a)+ (Y —y4)(ya—b)=0

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023 8
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Evaluation

Exercice 1 : Le plan est muni d’'un repére orthonormé (0,7,7)

1) Trouve une équation cartésienne puis une représentation paramétrique du cercle (C;)
0
de centre 0(})) et de rayon 3.
2) Trouve une équation cartésienne puis une représentation paramétrique du cercle (C,)
-2
de centre I(_3) et de rayon 5.
. : - -2 6 8
3) Trouve une équation cartésienne du cercle passant par A( A ) 'B(z) , 6(112)
4) Trouve une équation cartésienne puis une représentation paramétrique du cercle (C,)
o 2 -4
de diametre [DE] avec E(1) ,D( s )
5) Construis (C;), (C3), (C4)
6) Trouve les coordonnées des points d’intersection de (C;) et (A):y =x — 1

Exercice 2

Parmi les équations ci-dessous indique celles qui sont du cercle et construis ce cercle :
(Eo) : x* +y? = -2

(Ey): x* +y? =2

(E;):3x*+2y? =5

(E3):x*+y?—7x—3y+50=0

(E)):x®>+y?+4x+2y—20=0

x =5cos@ x=3—7cosf
(Es) {J’=—55in9 OER 5 (Bo): {)’:—2—75“19 veR
Exercice 3

On donne le cercle (€) : x2 + y?> — 3y — 1 = 0 et le point A(1; 3).
1) Vérifie que A € (C)
2) Trouve une équation de la tangente (T) a (C)au point A.

Séquence 4 : Produit scolaire

4.1. Définition
Soit 1, v deux vecteurs de 9.

Le produit scalaire de u par ¥ est un réel noté Soit u. v et défini par :
w7 = |[dll. [Pl x cos(u. V)
u. v se lit U scalaire v

4.2. Propriétés

Soit 1, U et W trois vecteurs et a et b deux réels :
> 1l = u?;

> |laii]l* = a®u?;

> UV =01

> (a).(bv) = (ab)u.v;
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> U+D).W=uw+v.w

> (U+D)2=u?+ 2.7+ v?;
> (U —v)?=1u?—2u.v+ v?%;
> (U+9).(U—v)=u?-v2

4.3. Interprétation géométrique :
Soient 4, B, C trois points distincts :

AB.AC = |[4B|| x IIAC|\. cos (4B.AC)

AB.AC = ||4B|| x l|AC||. cos(A)
lercas: H € [AB]

'

AB.AC = AB.AH ou H estle projeté
orthogonal de C sur la droite (AB).

e

2itme cas: H ¢ [AB]

H ¢ [AB] = AB.AC = —AB.AH

tull

4.4. Produit et relation métrique dans un triangle :
Soit ABC un triangle quelconque tel que : AB = ¢,AC = b,BC = a
Soit A’, B'et C' respectivement milieu de [BC]; [AC] et [AB]

A

Cfl Bl

Géométrie plane 11¢me Sciences 2022/2023 10
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BC = BA+ AC (Relation de chasles)
BC? = (BA + AC)?

BC? = BA? + AC? + 2BA. AC

BC? = AB? + AC* — 2AB.AC

BC? = AB? + AC? — 2AB x AC.cos(A)
2AB x AC.cos(A) = AB? + AC? — BC?

AB? + AC? — B(C?

cos() = — b~ ac

. AB? + BC* — QC?
cos(B) = —— xBC

. BC?+ AC? — AB?
cos(C) =~ ac

Ona

BC = BA + AC = —AB + AC
g — 2 —_— —
Donc BC? = (—AB + AC) = AB? — 2AB.AC + AC*?

—.__ AB? + AC? - BC?

AB.AC = 5
—+_., AB?*+BC*-BA
BA.BC = >
—._, BC*+AC*-AB
CA.CB = )

(AA"); (BB")et (CC") sont les médiane respectives des sommets 4, B et C
Théoréme des médianes

2AB? + 2AC? — B(C?

AA? = 2

BB — 2AB* + 2BC?* — AC?
4

co? - 2BC? + 2AC* — AB?
4

L’aire du triangle ABC :
§=2AB X AC X sinA =-BA X BCx sinB =2CAx CB xsinC
Rayon du cercle circonscrit :

_ BC _ AC _ 4B
" 2sind ~ 2sinB ~ 2sinC

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023
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Rayon du cercle inscrit :
AB x AC xsinA BAXxBCxsinB CAxCBxsinC

"= TABYAC+BC AB+AC+BC _ AB+AC+BC

4.5. Expression analytique du produit scalaire dans un repére orthonormé :
Soient (0,7,]) un repére orthonormé c’est-a-dire ||7]| = || jll =1eti x j=0
Soient U et v deuxvecteurs/ U =xT+yjetv=x"T+y']J.

Soient A (;C;:) et B (;2) de (0,7,))
u.v=xx'+yy

- Norme
i (% P72 = 42 2 12 = 42 2 T = 2 2
Soit un vecteur u(y). Si u x% + y2 alors ||luf| x2 + y2 et [l =4/x2+ y

- Distance entre deux points A et B:

. XA XB
Soient A(yA) et B(ys)'
On appelle distance de A a B estle réel noté ABoud( A; B) tel que:
AB=d(A;B) = [|4B|| = V(x5 — x)% + (s — y)?

1) Cosinus et sinus d'un angle (17/;\17)
Soient U et ¥ deux vecteurs dans la base (7,7) :
— UV
OV = R o
Sila base (7, ) est orthonormée alors :
sin(i; B) = M
[l > [[¥]]
Evaluation
Exercice 1:
I.  Soientu et ¥ deux vecteurs dans la base (7,)) :
U=27+jetv=-37+5]
I =157l =2et? x j=-1

Calcule 7. % ; |3l ; 1|18l ; cos(i; ¥) ; sin(; D)

II. Soient et ¥ deux vecteurs dans la base orthonormée (7,7)) :
U=-31+jetv=—-7+27]
Calcule i. v; |[ull ; D]l ; detg 5y (1, V) ; cos(i; V) ; sin(y; ¥) ; mes(i; D)
[II. Dans d’unrepére orthonormé(0,7,)), on définit par :

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023
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Uu=371—-7jetv=57+57]
Calcule u.v

Exercice 2
Dans le plan muni d’un repére orthonormé(0, 7, ), on donne :
A8 (G)c(3)
1) Calcule AB ; AC ; BC.
2) Calcule AB.AC et BA.CB
3) Calcule en degré de chaque angle du triangle ABC
Exercice 3
Soit ABC un triangle tel que AB = 5cm; BC =7 cmet AC = 3 cm.
Soit A'; B"; C' les milieux respectifs de [BC] ; [AC] ; [AB]
1) Calcule AA"; BB'; CC'.
2) Calcule I'aire, les rayons R et r des cercles circonscrit et inscrit a triangle ABC.
3) Calcule la normé en degré de chaque angle de triangle ABC.

Séquence 5 : Barycentre

5.1. Barycentre de deux points pondérés :
Soit A un point et a un réel.

Le couple (4; a) est appelé point pondéré.

Exemple :

(4;2); (B; 7) sont des points pondérés.
Définition
Soient a et b deux réels tels que a + b # 0. On appelle barycentre de deux points pondéreés
(A,a) et (B, b) le point G défini par: aGA + bGE = 0.

e Sia+b+#0,G barycentrede (4,a) et (B, b) = AG = a;:bﬁfetﬁf = ﬁ“bﬁ

Preuve :
G bary{(4; a); (B; b)} & aGA + bGB = 0 < aGA + b(GA + AB) = 0
& aGA+ bGA + bAB = 0 & (a+c)EZ=—bA—B’=>E=ﬁE3’

e Coordonnées du barycentre :

Sia + b # 0, les coordonnées du barycentre G des points pondérés (4, a) et (B, b) dans un
axa+bxg ays+byp

repere orthonormé sont: x; =——— et y;=——

5.2. Barycentre de trois points pondérés :

R/

¢ Soienta, b et c des réels tels que a + b + ¢ # 0. On appelle barycentre des points
pondérés (4, a) (B, b)(C,¢) le point G défini par: aGA + bGB + cGC = 0.
% Sia+ b+ c # 0, G barycentre de (4,a) (B, b)(C,¢) = AG = ® _AB +

a+b+c a+b+c

c

AC

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023
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% Sia+ b+ c #0,les coordonnées du barycentre G des points pondérés (4, a)
(B, b)(C, c) dans un repeére orthonormé sont :

__axp+bxp+cxc __ayatbyptcyc
X6 = a+b+c et Y6 = a+b+c
NB:
[sobarycentre :

- On appelle isobarycentre des points 4, B et C le barycentre de ces trois points pondérés
par un méme coefficient. Il s’agit en fait du centre de gravité du triangle ABC.
- L’isobarycentre de deux points est le milieu du segment formé par ces deux points.

4.3. Barycentre de quatre points
e Soienta, b, c etd des réels tels que a + b + ¢ + d # 0. On appelle barycentre des

points pondérés (4, a) (B, b)(C,c)(D, d) le point G défini par: aGA + bGE + cGC +
dGD = 0.
e Sia+b+c+d+0,Gbarycentrede (4,a) (B,b)(C,c)(D,d) <

—_— — C — —

AG=a+b+c+dAB+a+b+c+dAC+a+b+c+dAD

4.4, Lignes de niveaux
4.4.1. Définition
Soit k un réel, on appelle lignes des niveaux de I'application f, 'ensemble (E}) tel que f(M) =

k pour tout point M du plan.

4.4.2. Lignes de niveaux de type: M — AM.AB

Soit a déterminer I'ensemble (E}) des points M tel que AM.AB = k.
Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB)

]

A (Ex)

W.Ezkﬁmxﬁzk:m:%
k

Alors I'ensemble (E,) est la droite perpendiculaire a (AB) en H telle que AH = =

Exemple : Soit AB = 3 cm

Détermine et construis 'ensemble (E}) des points M tel que : AM.AB = k dans chacun des cas
suivants :

k=0;k=3;k=12etk = -6

4.4.3. Ligne de niveaux du type: M MA.MB

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023 14
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Soient A, B deux points avec A # B et k un réel. (E})

MA.MB = k avec M un point quelconque de P.
Soit I milieu de [AB]

= (MI +14) x (MI +1B) = k
= MI>+ MI.IB + MI.TA +TA.1B = k
= MI2 + MI(IB +1A) + IA.IB = k

0

= MI>+]IA.IB = k

= M2 — A8
4

:>~M12=k+A4iz

AB?
Posonsa =k + e

< Sia < 0alors MI? < 0 impossible par conséquent 'ensemble (E}) est ensemble vide.

% Sia = 0alors MI? = 0 = MI = 0 alors I'ensemble (E}) est .

Si a > 0 alors MI = /a alors I'ensemble (E},) est le cercle de centre I et de rayon r = v/a.
Exemple

SoitAB =4 cm

Discute suivant les valeurs de k '’ensemble (E}) des points M tels que : MA.MB =k

En déduis 'ensemble (E) pour k = 5. Construis (E).

*
K/
A X4

4.4.4. Ligne de niveau de type aMA? + bMB? = k
Soit & déterminer 'ensemble (E}) de points M tel que aMA? + bMB? = k aveca, b,k € R.
e a+b=0=>a=-b
aMA? — aMB? = k = a(MA* — MB?) =k = a(MA— MB)(MA+ MB) =k
= (MA + MB)(MA — MB) ==

a
Soit I milieu de [AB]

= (Mi + 1A+ Mi + IB)(MA + BM) =~
= (2Mi)(B4) =§:> (—2IM)(—A4B) =§ car[A+1B =0
= IM.4B =

Soit H la projection orthogonale de M sur (AB) :

IH X AB = % = IH = Za% alors I'ensemble (E}) est la droite perpendiculaire a (AB)

en H tel que TH = ——
2a4B
e Sia+ b # 0alors 3 G barycentre (4,a), (B, b)

aMA? + bMB? =k

Géométrie plane 11eme Sciences 2022/2023 15
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—_ —\2 —_— ——\2
a(MG + GA) +b(MG +GB) =k
= aMG? + 2aMG.GA + aGA® + bMG? + 2bMG.GB + bGB? = k
= (a + b)MG? + 2MG (aEZ + bG_B’> +aGA? + bGB? = k

0
= (a + b)MG? = k — aGA? — bGB?

k—aGA?-bGB?
> MG: =—"""— 7
a+b
k—aGA%*-bGB?
Posonsqg = ——
a+b

R/

% Pour a < 0 alors MG? < 0 par conséquent I’ensemble (E}) est ensemble vide.
Sia = 0alors MG? = 0 = MG = 0 alors 'ensemble (E},) est G
% Sia > 0alors MG = v/ alors 'ensemble (Ej) est le cercle de centre G et de

rayon r = a.

D)

R/
X4

D)

>

Exemple: On donne AB = 4 cm
1) Détermine et construis I'ensemble (E) de points M tel que 2MA? — 2MB? = 24.
2) Détermine et construis si possible 'ensemble (E) des points M vérifiant
2MA%* + MB? = k
a) k=0;b)=;0) k=16

MA

4.4.5. Ligne de niveau du type: M ~ =

Soit a déterminer I'ensemble des points M tel que Z—g = k aveck > 0.

0,

» Sik=1= % =1 = MA = MB alors I'ensemble (E) des points M est la médiatrice

du segment (4B).
e —l o’
(E)
& Sik#1
%=k=>MA=kMB=>MA2 = k2MB? = MA% — k2MB% = 0

— — 2 —_— ——\ 2
= (MG + GA) —k?*(MG+GB) =0
= MG? + 2MG.GA + GA? — k*?MG? — 2k?>MG.GB — k?GB?> =0
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= (1 - k2)MA? + 2MG (Eal’ - kZG—E) +GA? — k?GB? =0
0

= (1 —k?)MA? = —GA? + k*GB?

Avec GA — k?GB = 0 = GA = k?GB = GA? = k*GB?

= (1 — k2)MA? = —k*GB? + k?GB?

1-k?)k?GB?
= Ma2 = SO
1-k?2

= MA? = k?GB?

MG = kGB alors 'ensemble (E) des points M cherches est le cercle de centre G et de
rayonr = kGB.

Exemple : Soit AB =3 cm

. : o . MA
Détermine et construis 'ensemble (E) des points M tel que y . k sachant que :

1) k=1
2) k==
Remarque :

R,) aMA?* + bMB? = kaveca+b # 0
3G bary{(4,a); (B,b)} et MG? = %(bc)avec f(G) = aGA? + bGB? =

R,) aMA? + bMB? + cMC? =k
Sia+b+c+#0alors3aG = bary{(4,a); (B,b); (C,c)}

— 2 2 2
MGZ — L(G)avec f(G) — aGAZ + bGB2 + CGCZ — axXbAB axXcAc bxcBC
a+b+c a+b+C a+b+C a+b+C

Exercices
Exercice 1 :soit A B C un triangle tel que : AB =3 cm; AC =5cmet BC =6cm
1) Construis le triangle ABC.
2) Détermine et construis le barycentre G = bary{(4,3); (B, 2); (C,—1)}
3) Soit f(M) = 3MA? + 2MB? — M(C?
1) Détermine suivant les valeurs de k ’ensemble des points M vérifiant f(M) = k
2) En déduis 'ensemble f pour k = —20 puis construis.
Exercice 2
Soit A B C un triangle équilatéral de c6te 6 cm
1) Construis le triangle ABC
2) Détermine et construis I'isobarycentre des points A, B, C
3) Soitg(M) = MA?* + MB? + M(C?
a) Démontre queV M € P, g(M) = 3MG? + GA* + GB? + GC*
b) Calcule GA?; GB?; GC?
c) Détermine 'ensemble des points M vérifiant f(M) = k
d) Détermine et construis 'ensemble des points M pour k = 24

axbAB?
a+b
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Suites Numériques

Séquence 1 : Généralités sur les suites numériques

Activité : Un monsieur économise 100000fcfa le mois de janvier 2018 ; 150000 le mois de
Février 2018 ainsi de suite il économise 50000/ de plus par rapport au mois précédent.
1) Déterminer le montant qu’il aura économisé au mois de Décembre 2018.
2) Déterminer le montant total d6e I'économie du Monsieur au cours de 'année 2018.
3) Son objectif étant de financer les frais du Hadj dont le montant s’éleve a 4500000/ cfa.
Pourra t-il atteindre son objectif en une année c’est-a-dire au mois de Décembre 20187
Sinon déterminer en quelle année et en quel mois pourra t-il atteindre son objectif ?

SOLUTION
1) Le montant économisé en Décembre est :
-Jan 2018 :100000fcfa -Juillet 2018 :400 000fcfa
-Fév 2018 :150000fcfa -Aoit 2018 :450 000fcfa
-Mars 2018 :200000fcfa -Sept 2018 :500 000fcfa
Avril 2018 : 250000 -Oct 2018 :550 000fcfa
-Mai 2018 :300000fcfa -Nov 2018 :600 000fcfa
-Juin 2018 :350000fcfa -Déc 2018 :650 000fcfa

Ou (50 000F x 10) + 150 000F = 650 000F

2) Le montant total économisé en 2018 est :4 500 000f

3) Oui il pourra atteindre son objectif en une année précisément au mois de Décembre
2018. 11 a atteint son objectif.

1.1. Définition
On appelle suite numérique toute fonction u de I'ensemble des entiers naturels N dans R.

u: N—R
n — un) =u,

Remarque
@ La suite numérique u d’ensemble de définition E est notée (u,),cp
& wu(n) est'image de I'entier naturel n par la suite u.
& u(n) est simplement noté u,, et se lit: « u indice n ».
& u, estappelé le terme général de la suite u.
T Upp FU,+ 1

Exemple : u, = 2n — 5 est une suite .
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uy = 2(0) — 5 = —5 est le 1¢r terme ou terme d’indice 0.
u; = 2(1) — 5 = —3 estle 2éme terme
u, = 2(2) — 5 = —1 estle 3¢me terme
u; = 2(3) — 5 = 1 estle 4 éme terme

1.2. Différentes formes de définition d’une suite
Une suite numérique peut étre définie par sa formule explicite c’est-a-dire lorsqu’elle est

exprimée en fonction de n ou par sa formule de récurrence c’est a dire lorsqu’il y a une
relation liant deux termes consécutifs et son 1¢r terme donné.
» Suite définie par sa formule explicite
Exemple:u, =vn—2
u, = V2—-2=0 estle 1°terme
u; = V3 — 2 = 1estle 2°™eterme
Uy, = V4 —2 = /2 estle 3™ terme
Ug = V18 —2 = 4 estle 16°™€ terme
» Suite définie par sa formule de récurrence

u0=8

Exemple: { Calcule les 5 premiers termes .

Upp1 = %un+6
Uy =8

Uy = JuUp+6=-(8)+6="4+6=10
u2=§h+6=§um+6=5+6=11

U, =su; +6=2(10) +6=5+6 =11

1.3. Représentation graphique des termes d’une suite
» Sur un axe
Exemple : Représente sur un axe les 4 premiers termes de chacune des suites :

u0=8
U, =Vn—2 et{

1.4. Principe de raisonnement par récurrence
Soient n et ny deux entiers naturels et P(n) une proposition dépendant de n.

Pour démontrer par récurrence qu’'une proposition P(n) est vraie pour tout n supérieur ou

1
un+1 = Eun + 6

égal a n,, on peut procéder comme suit :
@ Vérifier que P(n,) est vraie (Initialisation) ;
@ Supposer que P(n) est vraie pour tout n = n, et montrer que P(n + 1) est vraie
(Hérédité) ;
@ Pour tout n > ny, la proposition P(n) est vraie (Conclusion).

Exemple : Démontrer par récurrence que Vn € N*ona:
p q

1. Démontreque Vn € N*, ona: 1 + 2+3+4+--~+n=n(n—+1)

2
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n(n+1)( 2n+ 1)
6

2. DémontrequeVn € N*, ona:1%2+ 22+ 32+ ...+ n? =

SOLUTION

n(n+1)

1) 1+2+43+- +n="2

1(1+1)

e Pourn=1ona 1= < 1 =1vraie

e Supposons que la relation est vraie au rang n c’est-a-dire

nn+1)
14243+ +n= ———
e Montrons qu’elle est vraie au rang n + 1 c’est-a-dire
e 14243+ +n+n+1)= W%ﬂ
nn+1)
1+2+3++n+(n+1)= T+n+1
n n+1D(n+2)
=n+1) (E+ 1) = > CQFD
D’apres le principe de raisonnement par récurrence
VREN', 1+2+3+ - +n= "D
2) 12 422 432 4 o 2 = NN
e Pourn=1ona:1%= @ © 1 =1vraie
e Supposons que la relation est vraie au rang n c’est-a-dire
Vn € N* 12 4 22 4 3% 4 .. 4 2 = 2OFDED
6
Montrons qu’elle est vraie au rang n+1c’est a dire
Vi € N* 12 4 22 4 3% 4 .. 4 2 = LEDDEY)
6
12422432 + 4% + (n+ 1)7 = HHUEED 4 (4 12
n(2n+1
=(n+1) [%Jr (n+ 1)]
2n2+n+6n+6
=(n+1) c
= (nTH) (2n* 4+ 7n + 6)
Oorm+2)2n+3)=2n?+7n+6
n+1)(n+2)(2n+3
12+22+32+---+n2:( )+ 2)( ) CQFD

6

D’apres le principe de raisonnement par récurrence

vneN*, 12+22+32+ .- +n?= —"("+1)6(2n+1)

1.5. Suite minorée, Suite majorée, Suite bornée
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Soit (u,,) une suite numérique, m et M deux nombres réels .
e Sivn €N, (u,) <M alors (u,)est majorée par M
e Sivn €N, (u,) = malors (u,)est minorée par m
e (uy) estbornée si elle est a la fois majorée et minorée c’est-a-dire
vn €N, (U);m< U, <M.

. e n+1 . p . , 7
Exemple : Montrr que la suite (u,,) définie par u,, = — est minorée , majorée ,bornée.

Solution
n+1+1 1 1
Uy = - =1-
n+2 n+2 n+ 2
VnEN,n>0 +23>2 t 1.t .ty tagyd
o S —— < - —e1- — X
nESn=lenTe= n+2-2 " n+2- 2 n+2- 2
1 1
@unzi & la suite (u,) estminoréepari
1 — 1
VvneEN,n>20en+222>0 —>0¢ <0el—-——x<0+1
n+ 2 n+2 n+2

& u, < 1alors (u,) est majorée par 1.

7 " 7 ] 7 1 z
(u,) étant majorée par 1 et minorée par 2 alors elle est bornée.

1.6. Sens de variation d'une suite

Soit (U,,) une suite numérique.
- Sivn €N, u,,; —u, > 0alors (u,) est croissante
- SivneNu,; —u, <0alors (u,) est décroissante
- Sivn €N, u,; —u, = 0alors (u,) est consante

Exemple : Etudie le sens de variation de chacune des suites suivantes :
1) u,=2n-7 2)wn=Z+L21 3)v,=-5n+14
Solution
D uppr—u,=2n+1)-7-2n—-7)=2n+2-7-2n+7=2>0,
Uy1 — U, > 0 alors (u,) est croissante
n+1+l  n+l _ n+2  n+l n+2)(n+2)-(n+1)(n+3) _ 1

n+142 n+2  n+3  n+2 (n+3)(n+2) T m+3)(n+2)
Wpni1 — W, > 0 alors (w,,) est croissante
3) Vpy1 —Vp=-5(n+1)+14—-(-5n+14) =-5n—-54+14+5n—-14=-5<0
Vpi1 — Vn < 0 alors (v,) est décroissante
NB': Une suite est monotone lorsqu’elle est soit croissante soit décroissante.
Convergence d’une suite :
Soit (u,,) une suite numérique et [ un réel.

2) Wpyq —wy =

» Si lim wu, = lalors la suite est convergente et converge vers [.
n—-+oo

> Si lirp u, = too alors la suite (u,) n’est pas convergente . Elle est donc divergente.
n—->+oo

Toute suite qui n’est pas convergente est divergente.
B : Toute suite croissante majorée est convergente
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Tout suite décroissante minorée est divergente

Séquence 2 : Suite arithmétique
2.1. Définition
On appelle suite arithmétique toute suite (u,,) définie par:
Up1 — Uy, =T 0U U, = U, +T. Leréel r est appelé la raison.
NB : Soit (u;,) une suite arithmétique de raisonr :

Sir > 0; (u,) est croissante

Sir < 0;(u,) est décroissante

Sir =0; (u,) est consante

2.2. Expression du terme général

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de 1¢r terme Uj.
U =y

U, =uUy +r

Uz =Uy+Tr=u +7r+r=uy +2r

Up=Us+Tr=u  +2r+r=uy +3r

U, =u; +(n—r

u, = uy + (n — 1)r est'expression du terme général si u, estle 1¢ terme.

NB: Si uy, estle 1¢r terme alors u,, = u,, + (n — p)r est la formule générale de I'expression du
terme général u,, en fonction de n ou p est un entier naturel.

Pour u, le 1er terme on a: u,, = uy + nr.

2.3. Somme des termes consécutifs

(u,) suite arithmétique de raison r et 1¢r terme u,, désignant par S la somme de termes
consécutifs.
n—-p+1

2 (up + un)

S=u,+upy tupp ++u, =
Remarques :
R1:3 nombres a, b, c sont en progression arithmetique ou sont trois nombres d’une suite
arithmétique si et seulementsia + ¢ = 2b

R2:x,y,zt sont en progression arithmétique & y —x =z —y =t — z = r avec r=raison
b—a

R3 : Pour insérer k moyenne arithmétique entre deux réels a et b, on calcule la raison r = Py

et on insere les kmoyens arithmétique.

R4 : Un placement est en intérét simple lorsque a chaque période il produit les mémes
intéréts. Dans ce cas 'intérét n’est pas capitalisé et on utilise les suites arithmétiques pour
faire les calculs.
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Séquence 3 : Suite géométrique

3.1. Définition
(u,,) est dite géométrique lorsqu’elle s’écrit sous la forme :
VneN,%= q OU Upi1 = q XUy,

n

q est un réel fixé appelé la raison de la suite géométrique.

NB: (u,) suitede raison q et de 1¢r terme U,

(Siq €]0;1[ alors (u,)est décroissante
Siq = 1 alors (u,) est constante
Siq > 1 alors (u,)est croissante

k lq| € ]10; 1[alors nl_iH‘oo q' =0

Pour u,, positifona:

Pouru, <0 c’est la situation inverse

3.2. Expression du terme général

(U,,) suite géométrique de raison q etde 1¢r terme u,
U =uy

U, =qXu

U3 =q XUy =qgXqXu =q?Xu

Uy =qgXu3;=qXq>xu =qxu,

u, =u; X q*1!

u, = uy; X g% 1 est'expression du terme général si u, estle 1¢r terme.

NB: Siu, estle 1°r terme alors u,, = u, X q"? estla formule générale de I'expression du
terme général u,, en fonction de n ou p est un entier naturel.

Pour u, le 1er termeona: u,, = uy X q™.

3.3. Somme des termes consécutifs

Désignons par S la somme des termes consécutifsd’une suite :
1— qn—p+1

S=u,tuptup +t+u, =1y, 1—g
Remarques
R1:a; b; c sont en progression géometrique ou sont trois termes consécutif d’ une suite si
et seulement si a X ¢ = b?

R2:x;y;zettsontdes nombres consécutifsd'une suite géométrique alors

y z t .
== - = avec =raison
X y V4 1 1
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. L . . k+1 (b
R3 : Pour insérer k moyen géométriqueentre 2 réels a et b on calcule la raison q = \E

et on insere les k moyens géométriques.
R4 : Un placement est a intérét composé lorsque l'intérét produit de I'intérét d’'une période a
une autre. Dans ce cas ont dit que I'intérét est capitalisé. Pour les placements a intérét
composé, on utilise les suites géométriques pour faire les calculs.

Evaluation
Exercice 1
D) Déterminer trois nombres en progression arithmétique croissante sachant que leur
somme est 45 et leur produit est 3240.
[I) Déterminer trois nombres en progression arithmétique sachant que leur somme est
42etla somme de leur carré est 638.
u, =13
U1 =U,+4
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la suite (u,,).
2) Préciser le sens de variation de (u,,).
3) Exprimer (u,) en fonction de n
4) CalculerS =uz+us+ - -+uggetS,=ug+ug+-+u,; Sp,=ug+u;+-+u,4
IV) Soit (u,) une suite arithmétique croissante de 1¢r terme u, et raison r définis par
U7 = 89 et ugz = 419.
1) Déterminer le 1¢" terme uq et la raison .
2) Exprimer u, en fonction de n
V)  Onveut insérer 3 moyen arithmétique entre 100000 et 120000.
Déterminer la raison puis insérer (intercaler) les moyens.
VI) Une dame place au 1¢r Janvier 2017 une somme de 1000000 dans une banque a intérét
simple au taux annuel de 5% . On désigne par (C,)la valeur acquise par cette somme au
01/01/2017+n.
1) Calculer la valeur acquise au 01/01/2018 puis au 01/01/2018.
2)  Exprimer C,,4 en fonction de C,
3) Endéduire la nature de C,, et préciser ses éléments caractéristiques
4) Exprimer C, en fonction de n
5)  Quel sera son capitalau 01/01/2035?
6) Déterminer au 01/01/ de quelle année son capital sera 3 100 000fcfa.
Exercice 2
[)  Déterminer 3 nombres en progression géométrique croissante sachant que leur

[I) Soitla suite (u,)définis par {

somme est 49 et leur produit est 2744.
uy =28
Upsy =5 Uy + 10
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la suite (u,,).
2) Exprimer (u,) en fonction de n

II) Soitla suite (u,) définie par {
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3)  Quel estle sens de variation de U,,

4) Calculer S, =ug+uq;+--+u,

[II) On définit la suite géométrique (U,,) tel que u, = 175 ;us = 21875

1) Déterminer le 1¢r terme u, et la raison q.

2) Exprimer u,, en fonction de n

[V) Une dame place au 1¢r Janvier 2017 une somme de 1000000 dans une banque a intérét
composé au taux annuel de 5% . On désigne par (C,)la valeur acquise par cette somme au
01/01/2017+n.

1) Calculer la valeur acquise au 01/01/2018 puis au 01/01/2018.

2) Exprimer C, 4 en fonction de C,

3) Endéduire la nature de C,, et préciser ses elements caractéristiques

4) Exprimer C, en fonction de n

5) Quel sera son capitalau 01/01/2035?

SOLUTION1
D) SoitA+B+C =45 ;A*B*(C = 3240

45
A+C=2B @ZB+B=45=)SB=45=)B=?=15=)B=15

A+C=30=S
3240

AxC="——=216=P

X2 —SX+P=0&X2-30X+216=0
A= (—30)2 — 4(216) = 36

VA=+36 =6
30— 6 30+ 6
= =18

X, = =12 X, =
1 2 2 2

Les trois nombres sont: 4 = 12; B=15 ;C =18
1) SoitA+B+C=42; A?+B?+(C? =638

472
A+C=ZB<:>2B+B=4-2<:)3B=42(:)B=?=14<:>B=14

A+C=42-14=28=S
A2 +(C? =638 —B? © A% + C? = 442
(A+C)? =282
A2 +2AC+C? =784 © 442 + 2AC =784 & 2AC =784 — 442 & AC =171 =P
X?2-28X+171=0
A= (—28)? — 4(1)(171) = 100
VA= 100 = 10
28 —10 28 + 10
1= > =9 X, = > =19
A=9 B=14 Cc=19 ou A=19 B =14 C=9
U, =13
b {Un+10: U, +4
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1) (U,) estune suite arithmétique car elle sous la forme U,,,; = U,, + r avecr = 4
r = 4 estlaraison et le 1¢r terme est Uy, = 13
2) Sens de variation
r =4 > 0 alors U, est croissante
3) Exprimons U, en fonction de n
Up=Upt+t(n—p)r=Up+nr=13+4n
U,=13+4n
4) Calculons

54-3+1
S:U3+U4+"’+U54:(T

Us = 13 + 4(3) = 23
Usy = 13 + 4(54) = 229

) (Us + Uss)

54 -3+1
= (T) (23 4+ 229) = 6604
n—0+1 n+1
Spn=Up+U;+-+U, = (T)(U0+Un) = (T)(13+13+4n)
n+1
= (T) (26 +4n) = (n+ 1)(13 + 2n)

n—-1+0+1
S‘l’l: U0+U1+“’+Un_1:(f> (UTI.—1+UO)

Up,=13+4(n—-1)=13+4n—-4=9+4n
S—n2694—n354
2= (3)@6+9+am) = (5) 35 +4n)

IV) U17 =89 et U23 =419
1) Déterminons le 1¢r terme U, et la raison r

Un = UO + nr
Uy, = Uy + 177 ( Uy + 17r = 89 {—UO —17r = -89 ~ 330
%B=U¢+Br@{%+2mwuu9® Uy + 237 = 419 S 06r =330 7 ="10=5

or=5
Danslona:
Upy+17(5)=89 U, =89-85=4<=U,=4
2) Exprimons U,en fonction de n
U,=Uy+nrsU,=4+5n
V)
1) Déterminons la raison
b—a 120000 —100000

"Tkt1 3+1 = 5000
Insertion
100000;105000;110000;115000 ;120000
VI)
1) Calculons la valeur acquise

01/01/2018
C, = 1000000
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_ Co=t (1000000 5)
-~ 100 100 = 50000
01/01/2018, ellea C; = Cy + 1 = 1050000 son capital est 1050000fcfa
Au01/01/2019
C,=C;+1=1050000+ 50000 =1100000 son capital est 1 100 000fcfa
Exprimons C, ,,en fonction de C,

C, = Cy + 50 000
C, = C, + 50 000

Chs1 =C,+50000 © C,y; = C, +50000
La nature et caractéristiques
Cny1 = Cp + 50000 est une suite arithmétique de raisonr = 50 000 et de ler terme C,

= 1000000

Exprimons C,en fonction de n
C, =Cy+nr=1000000+ 50000n < C, =1000000+ 50000n
Son capital au 01/01/2035
2035 —-2017 = 18

Cig = Cy+50000 18 =1900000 & Cyg=1900000fcfa
Son capital sera 1 900 000fcfa
Au 01/01/quel année son capital sera 3 100 000f

C, =3100000 & 1000000 + 50000n = 3100000 < 50 000n = 3100 000 —1 000 000
o n=42
2017 + 42 = 2059
Au 01/01/2059 son capital sera de 3 100 000fcfa
Exercice?2 :
Soit 4; Bet C trois nombres
SoitA+B+C =49 ;A*xBx*x(C =2744
AxC = B?
2744
A*C=T=196=P A+(C=49-14=35=S§
X?—-35X+196 =0
A= (=35)% — 4(1)(196) = 441 = VA=+441 =21

_35-21 g 3542
A=7 B=14 (=28

1) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de (U,,)

1 1
Uper = 5 U, alors (U,)est suite géométrique de raison q = > et de ler terme U, = 8

Exprimons (u,) en fonction de n
n

1
Uy = Uy +q" = 85)

Sens de variation de U,
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— € [0;1] et Uy, > 0 alors U, est décroissante

n0+1
1_ 1— %) 1\
S=Uy|—=L— 1 —16[1—(5) l
2

1

4) Calculons

S=16 1—
2

n U, =175 Us = 21875
1) U2=U0*q2=>175=U0*q2
Us = Uy * q° = 21875 = U, * ¢°

5
UO:U0<:>—1725:—21;575=>Z—2:21§;5:>q5*q‘2 :Ziggsznﬁ =125 = q = Y125
175
UO:E:7:>UO:7

2) Exprimons (u,) en fonction den
U,=Uy*xq"=7*x5"= U, =75"
IV) 1) Calculons la valeur acquise
Co = 1000000

t t 5
= —=C(1+—)=>¢ =1 1+—)=>¢ =1
Cy = Co + Co* 755 Co( +100) ¢, = 1000 000( +100) ¢, = 1050 000

Son capital du 01/01/2018 est 1 050 000f

5
C, =0 (1 + W) 1102 500f

01/01/2019 son capital sera 1 102 500
2)ExprimonsC,,en fonction de C,
5
C; =G, (1 + )

100
C,=0C (1
1( +100>
5
Chir = Cp (1 +W) & Cpiq = 1,05C,

3) C, est une suite géométrique de raison 1,05 et de ler terme C, = 1000 000
4) ExprimonsC,en fonction den
C,=Cy*q" & C, =1000000 * 1,05
5) Son capitalle 01/01/2035
2035 — 2017 = 18
Cyg = 1000000 = 1,05'® = 2406 619,23
Son capital sera 2 406 619,23 fcfa

Exercice 14 : CIAM 1¢re SM PAGE 298
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Soit (1) pen, la suite de terme générale u,, = it D)

iE
n+1’
2) Calcule en fonction de n la somme S,, des n premiers termes de cette suite.

3) Calcule la limite de la suite (S,,).

1) Détermine deuxréels a et b tels que Vn € N*, u, = % +

Solution

1
T+ 1)
1) Déterminons deux réels a et b tels que Vn € N* Un=%+%
:g_l_ b :na+a+nb:n(a+b)+a
n n+1 nn+1) nn+1)

Un

Un

U U 1 n(a+b)+a:1 @tb)+
= frel = =

nooon nn+1) nn+1) ma @

Par identification :

a+b=0

1 1

- n n+1
2) Calculons en fonction de n la somme S,, des n premiers termes de cette suite

Sn:U1+U2+U3+"‘+Un

n

11 1 1 1 1 1 1 1
R L R |
Apres simplification on a
1 n+1-1 n
" TR r1 Z+1 T+l
S"=n+1

Exercice 38 : CIAM 1ére SM PAGE 300
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,]). On consideére la suite (u,),cy, définie par :

u0:4
vne N,u,;q =%un—3

1) Construire les 5 premiers termes de cette suite sur I’axe des abscisses.

2) a) Démontre que Vn € N*,u,,,; = %(un —Up_1)

1 n
b) Déduis-en queVn € N, u,,; —u, = =5 (5)

c) Quel est le sens de variation de la suite (u,) ?
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3) a) Démontrons que Vn € N*,u, + 6 = %(un_l +6)

1 n
b) Déduis-en Vn € N, u, + 6 = (ug + 6) (5)

c) Calculons la limite de la suite (u,,)

Solution
1) Construction des 5 premiers (graphique)

2) a) Démontrons que Vn € N*,u,,; = %(un —Up_q)

1
Upsr = JUn — 3 (D
1
Up = Eun—l -3 (2)

1 1

Eun -3 _Eun—l +3= E(un — Up_1)
1 n

b) DéduisonsenqueVn € Nu,,; —u, = -5 (5)

D -Q2)=>uppr —uy =

. 1
Onsaitque u,41 —u, = > (Up — Up_1)

U — Uy :E(ul —Up)

1
u3—u2=5u2—u1

Upyr — Up = E (un 7 un—l)

En simplifiant membre a membre on a
1 n-1+1 n n

Uppr — Uy = <§) (uy —up) = (%) (-1-4) = (E) (=5) car uy=4 etu; =-1

s —un = (2) (=5)
c) Le sens de variation
Upp1 — Uy = G)n (=5) < 0O alors (U,,) est décroissante
4) a) Démontrons que
vn € N¥, un+6=%(un_1+6)
On saitque Vn € N* U,, = %Un_l -3

1 1
un+6:Eun_1+3(:>un+6=§(un_1+6)

n
b) Déduisonsen Vn € N, u, + 6 = (uy + 6) (%)

On sait que

1
un+6=§(un_1+6)

1
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1

1
u, +6 =E(un_1 +6)

En multipliant membre on a

n—-1+1 1 n
un+6=(z) (u0+6)<=>un+6=(u0+6)(z>
¢) Calculons la limite de(u,,)
1 n
U, = (u0+6)(5) -6
1\" 1\t
ngrfw(uo-l_@(f) —6=0—6=—6car (5) =0
lim u, = -6
n—-+o
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