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Mon programme proposé pour I’avancement FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
& Chapitre I: Equations - Inéquations - Systémes l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE III : EQUATIONS - INEQUATIONS - SYSTEMES

= Chapitre II : Les Applications Compétences :

& Chapitre III : Fonctions polynémes —Fonctions rationnelles “ Composantes, manifestations :

Contenu(s) : Equations — inéquations - Systémes

@ Chapitre I'V : Trigonométrie » Calcul de deux nombres dont le produit et la somme sont connus.
» Comparaison d’un nombre aux solutions d’une équation du
< Chapitre V : Etude locale d’une fonction numérique second degré a une inconnue réelle
» Résolution d’équations bicarrées.
@ Chapitre VI : Suites Numériques » Recherche des zéros d’une fonction polyndme de degré supérieur
ou égal a 2.
@ Chapitre VII : Dénombrement — Probabilité » Résolution d’équations trigonométriques en utilisant un
changement de variable.
@ Chapitre VIII : Statistiques » Résolution d’équations irrationnelles du type :\/ f(x) = \/ g(x) et
v f(x) =ax+ b ou le degré de fet celui de g sont inférieurs ou
@ Chapitre IX : Géométrie Plane égaux a 2 et d’inéquations irrationnelles du méme type.
» Quelques exemples simples de résolution d’équations ou
& Chapitre X : Géométrie dans ’espace d’inéquations contenant un parametre.

Ressources éducatives

> Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
> Ressources financiéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table
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Déroulement des activités (situations d'apprentissage)
Pré-évaluation :

1) Résous dans R, les équations suivantes
a) 2x—-8=0; b) 2(x—3)+5=-3(x—1):0¢)

3(2x+5) 1 7-3x

4 3 12
2x—-1 3x+2 _ 14x+9

d) - . = ;) 2(c—7)+3(x+3)=5(x—-1);
D3-3=2+2:9 x-2)(x+)=0; h) (x-2)"-9=0

2) Résous dans IR les équations suivantes :

a) X2+ (V3-2)x—2v3=0;b) (V2—1)x? +2x +V2+ 1 =0;

€) 2x>+3x+4=0 ;d)3x*-5x=0; e) 4x>1=0; f) x’+9=0;

g) —x*+2x+3=0; h) 9x%-6x+1 =0 ;i) 3x*+5x-2=0 j) 2x*-3x+1 = 0;
k) xX+2x+4=0; 1) x*+x+3=0

Situation problem: Ali a un jardin de forme rectangulaire dont la
longueur est le double de la largeur et un champ de forme rectangulaire
dont I’aire est le double de I’aire du jardin. Le périmétre du champ est

égal a celui du jardin augmenté de 44 meétres. L’aire du champ étant 2
égale a 64m, calculer les dimensions du jardin puis celles du champ.

Activité 1: Calcul de deux nombres dont le produit et la somme
sont connus.

Consigne 1: Soit I’équation du second degré ax® +bx +¢ =0 (a #0) de
discriminant A>0
-b )
a) Montre que la somme S= x; + x; = —et le produit
P=x; Xx, = 201‘1 X1 et X, sont les racines de 1’équation

ax*+bx + ¢ =0.
b) En déduis que si ax> +bx +c=0alors x’~Sx +P=0

Consigne 2 : Détermine, s’ils existent, I’équation du second degré
vérifiant les deux nombres réels dont la somme est S et le produit P
dans chacun des cas suivants :a) S=-1etP=12;b)S=-9 etP =20

¢) S=3etP=4; d S=\/§etP:§

Synthése partielle : Soit I’équation du second degré ax” +bx +c¢ =0
(a #0) de discriminant A>0 alors 1’équation admet deux racines réelles

.. —b—VA —b+VA
distinctes : x; = etx, = pa
. b
a) Somme des racines : § = x; + x, = — -

b) Produit des racines : P = x; X x, = 5
Remarque : Deux nombres X, et x, dont la somme est S et le produit
est P sont les solutions de 1’équation : xX*—Sx+P=0

Consigne 3 : Résous dans IR les systemes suivants en utilisant la
somme S et le produit P :

1 1
9 [+==5 x*+y? =20
x+y=5 . |y vy [P+ yr=13 g 5
2 ’ ’ — Y X y_
_ 1 xy = —6 —+===
xy—5 kxy:g y X 2

Consigne 4 : Mise en équation

1) L’aire d’un terrain rectangulaire est de 1971m?. Le périmétre de ce
terrain est de 200m. Calculer la longueur L et la largeur € de ce
terrain.

2) Ali aun jardin de forme rectangulaire dont la longueur est le double
de la largeur et un champ de forme rectangulaire dont 1’aire est le
double de I’aire du jardin. Le périmétre du champ est égal a celui du
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jardin augmenté de 44 métres. L aire du champ étant égale 2 64m?,
calculer les dimensions du jardin puis celles du champ.

3) Un triangle rectangle a pour périmetre 30m et pour aire 30m?.
Quelles sont ses dimensions ?

Activité 2 : Comparaison d’un nombre aux solutions d’une
équation du second degré a une inconnue réelle

Théoréme : Soit la fonction f(x) = ax? + bx + c et @ un nombre réel.

a) Sia X f(a) <0, alors f possede deux solutions distinctes
X, etx, telque x; < a < x,
b) Sia X f(a) > 0, et que f posséde deux solutions x; et x, distinctes

b
a+2—<0,alorsa<x1 < Xx,
ou non si : a

b
at—> 0,alorsx; <x, <«

¢) Sia X f(a) =0, alors a est solution de 1'équation ;

Consigne : En utilisant le théoréme ci — dessus

1) Classer o = 2 par rapport aux racines des équations ci -dessous :
2) Donne les signes des racines des équations ci — dessous s’elles
existent

a) V3x2—(1+V3)x+1=0 ; b) —x*+4x+5=0;
c) x2+x+%=0 ;d) (F14+V3)x2—x+V3+1=0
Activité 3 : Résolution d’équations bicarrées.
Consigne 1 : Soit I’équation (E) : x* = 5x2 +4 =0

1) Poser x> = t puis remplacer x” par t dans (E)
2) Que devient I’équation (E) ;
3)Résous I’équation trouvée et en déduis les solutions de 1’équation (E)

Consigne 2 : résolvez dans IR les équations bicarrées suivantes :

D x*=5x2+4=0; 2) x*-24x*-25=0; 3)x*-124x - 125=0;
4) -2x*+5x*=5=0; 5)V3x2 = (1+V3)x+1=0;6)x"-81=0
Synthese partielle : On appelle équation bicarrée, toute écriture qui

peut se ramener sous la forme ax* + bx? + ¢ avec a # 0. Pour
résoudre une équation bicarrée, on peut poser X = x? = X2 =

x* siX > 0alorsx = VX oux = —VX.
Activité 4 : Recherche des zéros d’une fonction polynome de degré
supérieur ou égal a 2.
Consigne 1 : Soit I’équation (E) : Xt —4x*+5x* —4x +1 =0
1) Vérifie que si y est une solution de (E) (x’# 0), alors son inverse

1 . .
5 est aussi solution de (E)

2) Vérifiez que si y est une solution de (E) (y# 0), alors le nombre
X=y+ % est une solution de (P) : X2_4X+3=0
3) En déduire I’ensemble des solutions de (E).
Consigne 2 : On considére I’équation (E) : x* +8x> +17x*+8x+1=0
1) Vérifie que O n’est pas une solution de (E) ;
2) Montre que (E) est équivalente a (E’) :x? + 8x + 17 + % + xiz =0
3) En utilisant le changement de variable K= K = x + i , montre que

(E’) est équivalente a une équation a déterminer et a résoudre
4) Résous en fin I’équation (E) en te basant sur tout ce qui précede
Consigne 3 : Soit le polyndéme P(x) = X - 3x% -18x + 40

1) Calcule P(2);

2) Développe et réduire P(x) = (x - 2) (ax2 + bx+ ¢) suivant les
puissances décroissantes de X puis

3) Endéduis les réels a ; b ; ¢ tels que P(x) = (x - 2) (a)c2 + bx+ ¢)
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4) Résous dans IR, I’équation P(x) =0
Activité 5 : Résolution des inéquations

Consigne: Résous dans IR les inéquations suivantes

5—-2x
x+5

1) 2x—3>—-x+7; 2) —x+2-3(x+5)<0; 3) >0

4) —2x>+4x+30<0; 5) 3x*+5x+4>0;

x +2x-3

6) 9x> +6x+1<0; 7)) ——<0 et 8) —2x(x*—5x—4)

Synthése partielle :
# Résoudre dans R une inéquation du premier degré; ax +b < 0
ou ax + b = 0 C’est étudier le signe du polyndme P(x) = ax + b
(Voir le premier tableau) puis en déduire la solution S

& Résoudre dans IR une inéquation du second degré
ax? + bx + ¢ < 0 ou ax? + bx + ¢ = 0 ; C’est étudier le signe
du polyndme P(x) = ax? + bx + ¢ pour ce faire, on peut
calculer son discriminant A et utiliser I’un des trois derniers
tableaux ci- dessous.

A >0 ; tu calcules x; et xy supposons que ; < T3

b _ 00
X -0 - = +00 T 00 il {) +

a

az’+bz+c| signedea 0 signede (-a) § Signedea

az+b |signe de (-a)0signe dea

A <0z, et zyn'existent pas A=0; tucalcules z; = 2

T —00 +00 T -00 T1= 1T, +0o

ar* +bz+c signe de a ar® +bz +c¢ signe de a signe de a

Activité 6 : Résolution d’équations irrationnelles du type :

\/f(x) = \/g(x) et\/f(x) = ax + b ou le degré de f et celui de g sont

inférieurs ou égaux a 2 et d’inéquations irrationnelles du méme type.

Consigne 1 : soit a résoudre dans IR I’équation :vV2x + 1 =x—1

a) Déterminer son domaine de définition ou validité Dv ;

b) Elever au carré les deux membres de 1’équation puis résoudre
I’équation trouvée ;

¢) Quel est I’ensemble solution de 1’équation résolue appartenant
Dv (cet ensemble solution est les solutions de

I’équation : V2x + 1 =x — 1
Consigne 2 : Résous dans IR les équations :
a)V—x2+5x+9=+/x—-3 ; b)m=2x—1;
)V3x2+2x—1=V2x2+x+1 ; d) 5—x=+x+1;
e) S=x—VxZ+x+1; f) Va—2x=+x+3

Synthese partielle : Une équation irrationnelle est une équation ou
inconnue figure sous le radical. Pour résoudre une équation
irrationnelle(E), on peut utiliser la méthode suivante :

» Déterminer le domaine de validité Dv ;
Eliminer les radicaux par des élévations au carré ;
Résoudre 1’équation (E’) sans radical ainsi obtenue ;

YV VYV V

Déterminer, parmi les solutions de (E’), celles qui appartiennent
Dv, sont solutions de (E)

Propriétés : Pour tous réels aet b, on a :

2 > > >
a) \/azb@{b—c?itbaz—o b)\/a_\/—(:){a Oetb_O
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Activité 7 : Résolution d’inéquations irrationnelles du type :
\/f(x) S\/g(x) ;\/f(x) <ax+bet, f(x)>ax + boule degré de fet

celui de g sont inférieurs ou égaux a 2

Propriétés : Pour tous réels aet b, on a :

a=>0 a=>0
a) \/ESb:{bzo; b)va<Vvb=1{b=0
a < b? a<bh
a=0
) \/52b=>{b20 ou{Zig;
a > b? =

Consigne : Résous dans R, les inéquations suivantes :

Q)32 -1 <2x—1; b)J3x2+2x—1<+2x2+x+1
O)5—x<Vx+1; d)Vd—-2x<Vx+3;e)Vv-2x=Vx+3;

Activité 8 : Quelques exemples simples de résolution d’équations
contenant un parametre

Consigne 1 : Résous et discute suivants les valeurs du parameétre réel m

I’équation (E,,) : (m — 2)x?2+22m—3)x+5m—-6=0

- Donne la valeur de a puis la valeur m si a égale zéro (a = 0)

- En déduis la solution de I’équation (E;,) en remplagcant m par sa valeur

- Sia#0, calcule le discriminant A puis étudie son signe dans IR ;

- Suivant le signe du discriminant A, en déduis les solutions de
I’équation (Ey) ;

Consigne 2 : Soit I’équation paramétrique

(Ep):(m—2)x*+ (2m+ 2)x + 10m — 14
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1) Discuter suivants les valeurs de m I’existence et le signe des
solutions de (E,,;). Pour ce faire :
- Donne la valeur de a puis la valeur m si a égale zéro (a = 0)
- En déduis la solution de I’équation (E,,) puis le signe de cette
solution dans IR en remplacant m par sa valeur ;
- Sia#0, calcule le discriminant A puis étudie son signe dans IR,
- Etudie le signe du produit P et celui de la somme S dans IR ;
- Suivant les signes de A, P et S en déduis I’existence et le signe des
solutions de (Ey,) ;
2) Trouve entre les solutions x; et x, une relation indépendante de m.
- Exprime m en fonction de P puis m en fonction de S ;
- Compare les valeurs de m puis en déduis entre x; et x, une
relation indépendante de m
3) Pour quelles valeurs de m I’équation admet deux (2) solutions de
signe contraire.
4) Pour quelles valeurs de m 1’équation admet deux (2) solutions
positives.

Consigne 3 : Classer o = 2 par rapport aux racines de I’équation :
(Ep) : (m —2) x> = 2(m+1) x + m — 3 = 0. Pour ce faire :

- Donne la valeur de a puis la valeur m si a égale zéro (a = 0)

- En déduis la solution de I’équation (E,,) puis compare cette
solution a a dans IR en remplacant m par sa valeur ;

- Sia#0, calcule le discriminant A puis étudie son signe dans IR,

- Enposant f,(x) = (m-2)x*-2(m+1x + m-3 = 0;
détermine f,,(a) ;
- Calcule a X f,(a) puis étudie son signe dans IR;

. . b . L. )
- Détermine a + g Puis étudie son signe dans IR ;

o . b
- En utilisant les signes de A, a X f,(a) et a + o Classer a = 2
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par rapport aux racines

Activité 9 : Quelques exemples simples de résolution d’inéquations
contenant un parametre

Consigne : Soit f,,(x) = (m—2)x* +2(2m —3)x + 5m — 6

Résous et discute suivant les valeurs du parametre réel m 1’inéquation
fm(x) < 0; Pour ce faire :
- Donne la valeur de a puis la valeur m si a égale zéro (a = 0)
- En déduis la solution de I’'inéquation f,,,(x) < 0 en remplagant m
par sa valeur ;
- Sia#0, calcule le discriminant A puis étudie le signe de A et le
signe de a dans IR ;
- Suivant les signes du discriminant A et a en déduis les solutions de

I’inéquation f;,(x) < 0;
Activité 10 : Systéme d’équations du 1° degré a 2 inconnues :
Consigne 1 : Résoudre dans R” les systemes ci — dessous
{x+2y=5 ) {x+2y=5 . {—x+2y=7
3x+6y=15 ° (2x+y=4 > (2x—-4y=14
Consigne 2 : Méthode des déterminants :

ax + by =c (1)

Soit a résoudre le systeme (S) :{a’x by =c (2)

On calcule A (le déterminant) : A= |Z Z,| =ab' —a'b

Si A# 0 On calcule

v A, (le déterminant par rapport a x) : A, = |CC, £,| =cb' —c'b

a c

v' A, (le déterminant par rapport ay) : A,= |a’ c’| =ac'—d'c

— (A . L
DOHCS_{(A ’ A)}
v SiA=0;A,#0o0u A, # 0alors S = { };
v siA=0etA,=A,=0alors S = IR X IR

NB : Alors le systtme admet une infinité de solution.

Résous et discute selon les valeurs de m les solutions de systémes ci —
dessous en utilisant la méthode de déterminants

10){mx—yzz—m - {(1—\/5)x+my=1—\/§ _
3x+y=-5 "~ —mx+(1+V2)y=1+v2 '

30 {(2—m)x—3y=1—m
) m+4)x+(m—-6)y=2

Activité 11 : Mise en systéme d’équations

Consigne 1 : Amadou dépense 580Fcfa pour six croissants et deux
brioches. Il lui faudrait 40Fcfa de plus pour acheter deux croissants et
six brioches. Combien cofite chaque gateau ?

Consigne 2 : Les maliens de France organisent une manifestation
culturelle dans une salle de théatre, la salle compte 400 places. Les
parterres sont a 23 euros et les balcons a 18 euros. Quand le théatre est
plein, la recette est de 8100 euros. Combien y a-t-il de parterres, de
balcons ?

Activité 12 : Résolution de systemes d’inéquations
Consigne : Résous graphiquement les inéquations suivantes :

{x+2y <5 {—x+2y>7' {x+2y>5
2x+y<4 ’ 2x —4y <14~ 3x + 6y > 15
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Activités 13 : Résolution du systéme d’équations a trois inconnues
Définition : Soit trois équations a trois inconnues :
ax+by+cz=d ;a'x+b'y+cz=d ; ad'x+b"y+c"'z=4d"

On nomme le systéme d’équations a trois inconnues, le systéme a la
ax+by+cz=d
ax+by+cz=d
a’'x+b'y+c'z=d"

forme suivante :

Consigne : Résous dans IR’ ; les systémes suivants:

- Par substitution
- Par pivot de Gauss

2x + 3y —5z=-11

a) { 4x+y—2z=-8 b)
xX—2y+z=-2

x—2y+z=-5
—x+y+2z=-4
2x—y—z=5

Activité 14 : Mise en systéme d’equations

Consigne 1 : Un potier fabrique trois types differents A , B, C de canaris.

Pour fabriquer un canari du type A, le potier a besoin de : 40kg
d’argile, 60litres d’eau et 15kg de bois de chauffage.

Pour fabriquer un canari du type B, le potier a besoin de : 18kg d’argile,
20 litres d’eau et 7kg de chauffage.

Pour fabriquer un canari du type C, le potier a besoin de : 70kg d’argile,
110 litres d’eau, 35kg de bois de chauffage.

En une semaine, le potier utilise pour la fabrication de ces canaris :
3656kg d’argiles, 5040 litres d’eau et 1494kg de bois de chauffage.

Déterminer le nombre de canaris de chaque type que ce potier fabrique
ainsi en une semaine.

Consigne 2 : Une usine fabrique trois produits differents A, B et C. la
fabrication d’une unité de produit nécessite 5 heures de travail pour A,
3 heures pour B et 1/3 heure pour C.

L’usine fabrique 100 unités de ces produits pendant 100 heures de
travail, le nombre d’unités de chaque produit B étant le tiers du nombre
d’unités de A. parmi ces 100 unités, combien d’unités de chaque
produit I’usine fabrique — t — elle ?

Evaluation 1 : Résous dans R les équations et inéquations suivantes

a) 3x°-5x=0; b)4x*-1=0; ¢) x+9=0; d)—x+2x+3=0

e) 9x*-6x+1=0; ) 3x*+5x-2=0; g) 2x>-3x+1 = 0; h) x’+2x+4 = 0;
Dox+x+3=0; ) x(x+D>-2 k) x+1>——;

2 2x
D2x = — %; m) 3x+5<4x-3; n) -2x-3 <-3x+5;0)4x — x> < 0;
) x+3 <0;q) —2x+7 x1-4

< >-1;8)———>0
—-x+5 5x+1 —x2+4x-3

Evaluation 2 : Détermine s’ils existent, les deux nombres x et y dans

les cas suivants

24,225 xy =—6 yyx_ 2

x? | y? 3 3 _ x2 ¥

—t=—= + = 152 —4=—=
4) y+x 0;5){236 y , ) y+x 0

xy = —1 x“—xy+y-=19 xy = —1

Evaluation 3 : Résous dans IR, les équations et inéquations suivantes
1) Vv=x2+5=x-3; 2) V-2x+5=vVx+3;
3) 1—Jx2—4=x; 4) 2x —8+x?>?—4x=0;
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5) Va2 +4x+4=+—x2—x+2 ; 6) J2—x2—/x2—-1=0
NV=—x+1<3x+6; 8) —x—-1<+x2-2
9 Vx2+2=2V—x+2; 10) V-x2+7x>+x2—3x+2;

12) x* = 11x2+ 18 = 0;

1) Jx+D2+3-3x>2 ;

13) 9x* —12x% +4=0; 14) x*+x%+1=0;

15)2x*+11x2+5=0; 16) x*+x>—-6=0

x+1 2 8
- =

X x+1 x2+x

Evaluation 4 : Soit I’équation (E) : x* — 4x’+5x* —4x +1 = 0

17) x* —7x*-6<0; 18)

1) Vérifie q si x’ est une solution de (E) (x’# 0), alors son inverse
% est aussi solution de (E)

2) Vérifiez que si x’ est une solution de (E) (x’# 0), alors le nombre
X'=x'+ % est une solution de (P) : X?-4X +3 =0 En déduire
I’ensemble des solutions de (E).

Evaluation 5 : Résous dans IR les équations suivantes

a) x* —8x2—-9=0; b)x*—8x2+15=0;¢) x*—2x2+2=0

d) 3x*—8x2-3=0.¢) (x?-9)2—-4(x*-9)+3=0;
Hx+5*—6(x+5?2-7=0g) (2x+1)*-8(2x+1)>*+15=0;

2
h) (22 + 1)* - 8(2x2 +5)2 +15=0;0) (x+) —2(x+3)=2;

8 —
X242

a2
H(EF) —26-40+25=0; x*+2+ 6;

5
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1 2 6
x2-3x+3  x2-3x+4  x2-3x+5 "

3x%2-9x 12

D >
Evaluation 6 : Résous et discute suivant les valeurs de m les équations

paramétriques suivantes

D m-3)x>+7-4m)x+20=0;2) (m-1)x>-2(m+3)x+m=0
3) mx*-2(m-2)x—-10=0;4) (mM* -4) x> -2 (m*+2)x+m’>-1=0

=3; m)

x2-3x

Evaluation 7 : Etudier I’existence et le signe des racines des équations
paramétriques

D) (m+1) x* - 2mx + m*2m=0 ; 2) x*- 2m+3)x +m+5=0;
3)3x°=23m-1)x+3=0 ; 4) (m-5) x> -2m+3)x+m+6 =0
5) m-4)x*—(m+3)x +m—-4=0

Evaluation 8: On considére I’équation (Ey,) : x>+ 2m-1)x+(m-1)=0

1) Détermine m pour que 1 soit une racine de 1’équation (E,,). En
déduis alors I’autre solution

2) Déterminer m pour que 1’équation admette deux solutions
distinctes.

3)
4)
5)

Déterminer m pour que 1’équation n’admette pas de solution
Déterminer m pour que 1’équation admette une solution double.
Déterminer m pour que 1’équation admette deux solutions de

signe contraire.
Evaluation 9 : Soit I’équation paramétrique
(E): (12m + 1) x* = 2(6m — 4) x + 3m = 0.

1) Trouver I’ensemble des valeurs de m pour lesquelles (E) admet
deux solutions distinctes x’ et x’’. Calculer la somme S =x’ + x’’.

2) En supposant que x’ et X’ vérifient la relation : 4x’ + X’ =1 ;
calculer alors X’ ; Xx’’ et m s’ils existent ?

Page 8




Contact : mahcha2010@hotmail.fr tel : 79059100 - 65696567

Evaluation 10 : Soit P un polyndéme défini par
P(x) = x> + 2m+1) x +m” — 1.

Détermine les valeurs du nombre réels m pou que P ait deux racimes o
et B telles que : a) o’ +B>=29; b) |a—Pp|=1

Evaluation 11 : On considere 1’équation d’inconnue X :
x4+(m—2)x2+m+ 1=0

Détermine les valeurs de nombres réels m pour lesquelles cette
équation a : 1) Quatre solutions distinctes ; 2) Deux solutions
distinctes ; 3) Trois solutions distinctes

Evaluation 12 : Résoudre dans R par la méthode des substitutions et
du pivot de Gauss :

2x+y—z = — a+b+c=0 x—y+2z=1
4x — 3y +3z =126 a+2b+2c=-5 xX—2y+z=2 ;
3x+2y+z=9 a+4b+9c=-18 (2x+y+z=5

Evaluation 13 : L’aire d’un terrain rectangulaire est de 1971m. Le
périmetre de ce terrain est de 200m. Calculer la longueur L et la largeur
€ de ce terrain.

Evaluation 14 : Ali a un jardin de forme rectangulaire dont la longueur
est le double de la largeur et un champ de forme rectangulaire dont
I’aire est le double de I’aire du jardin. Le périmetre du champ est égal a
celui du jardin augmenté de 44 meétres. L’aire du champ étant 2 égale a
64m, calculer les dimensions du jardin puis celles du champ.

Evaluation 15 : Un groupe d’éléves réserve un voyage pour un
montant total de 21600F. Pour 30 participants de plus il aurait obtenu
une réduction de 20F par billet et aurait payé un total de 24000F. Quel
est le prix d’un billet et le nombre d’éléves participant a ce voyage ?

Evaluation 16 : Un triangle rectangle a pour périmétre 30m et pour
aire 30m>. Quelles sont ses dimensions ?

Evaluation 17 :

1) la somme de deux nombres est 17 et la somme de leurs carrés est
149. Trouve les deux nombres.

2) La différence entre deux entiers est 4 et leur produit est 96.
Trouve les nombres,

3) le produit de deux entiers pairs consécutifs est 440. Trouve les
nombres.

4) Trouve les mesures des cotes du triangle rectangle dont les
mesures des cotes sont trois entiers consécutifs.

Evaluation 18 : ABCD est un rectangle tels que : BC=AB+1 et
AC=2AB. Calcule l'aire de ce rectangle

Evaluation 19 : La longueur d'un rectangle est 7 cm de plus que les
quatre cinquiéme de sa largeur. Si l'aire du rectangle est 785 cm.
Trouve les dimensions de celui-ci.

Evaluation 20 : Une cour mesure 15m sur 20m. Tout autour de la
cour, mais a l'intérieur, on veut construire un jardin d'une largeur
uniforme. Si l'aire occupée par jardin est la méme que l'aire du
gazon qui occupe l'intérieur de la cour, trouve la largeur du jardin.
(Voir figure)

[
»

20m

A

15m
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Evaluation 21 : Le drapeau danois a pour dimension 3m sur 2m.
L'aire de la croix est égale 1'aire colorée. Détermine la largeur x de la

1 X
Croix. PR

2m 1){

3m

<
<

[
»

Evaluation 22 : Une automobile et un camion font un trajet de 485 km.

IIs partent en méme temps.

L'automobile fait 20 km/h de plus que le camion et arrive a la
destination 2 heures avant le camion. Trouve la vitesse de chaque
véhicule.

Evaluation 23 : Un groupe d'éléves ont besoin de partager 140 $ pour
acheter un bateau d'occasion. Ils décident de se cotiser. A (a derniére
minute trois des éléves décident de ne pas participer, augmentant ainsi
chacun des autres de 15 $. Combien d'éléves étaient dans le groupe
initial ?

Evaluation 24 :Un potier fabrique trois types differents A , B, C de
canaris. Pour fabriquer un canari du type A, le potier a besoin de : 40kg
d’argile, 60litres d’eau et 15kg de bois de chauffage.Pour fabriquer un
canari du type B, le potier a besoin de : 18kg d’argile, 20 litres d’eau et
7kg de chauffage. Pour fabriquer un canari du type C, le potier a besoin
de : 70kg d’argile, 110 litres d’eau, 35kg de bois de chauffage.

En une semaine, le potier utilise pour la fabrication de ces canaris :
3656kg d’argiles, 5040 litres d’eau et 1494kg de bois de chauffage.

Déterminer le nombre de canaris de chaque type que ce potier fabrique
ainsi en une semaine.

Evaluation 25 : Une usine fabrique trois produits differents A, B et C.
la fabrication d’une unité de produit nécessite 5 heures de travail pour
A, 3 heures pour B et 1/3 heure pour C.

L’usine fabrique 100 unités de ces produits pendant 100 heures de
travail, le nombre d’unités de chaque produit B étant le tiers du nombre
d’unités de A. parmi ces 100 unités, combien d’unités de chaque
produit I’usine fabrique — t — elle ?

Evaluation 26 : Des hommes d’affaires organisent une partie de chasse
aux buffles, aux autruches et aux oies. A leur retour, on compte au total
75 tétes et 210 pattes d’animaux tués.

Le transporteur per¢oit une somme de 170 000 F a raison de 3 000 F
par buffle, 1500 F par autruche et 2 000 F par oie. On admettra que
chaque animal a une téte, qu’un buffle a 4 pattes, une autruche 2 pattes
et une oie 2 pattes.

Déterminer le nombre de buffles, le nombre d’autruches et le nombre
d’oies tués.

Evaluation 27 : Un gérant de magasin de musique décide de liquider
un stock de cassettes (K7) sous forme de lots.

v' Lot A : 5 K7 de disco, 2 de jazz et 1 de classique ;

v" Lot B : 4 K7 de jazz et 4 de classique ;

v" Lot C:2 K7 de disco, 1 de jazz et 5 de classique ;
Combien doit — il proposer de lots de chaque type s’il veut épuiser son
stock de 760 K7 de disco, 720 de jazz et 920 de classique ?

Evaluation 28 : Trois joueurs jouent ensemble. Elles conviennent qu’a
chaque partie, le perdant double 1’avoir de chacun des deux autres
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joueurs. Apres trois parties ou chacun en a perdu une, chaque joueur a
un avoir de 2400 F. Quels étaient les avoirs initiaux ?

Evaluation 29 : Déterminer un nombre de trois chiffres sachant que la
somme de ces chiffres est égale a 6, le chiffre des unités est égale a la
somme des chiffres des dizaines et des centaines. On note de plus que
ce nombre lu a I’envers est égale au nombre cherché augmenté de 198.

Evaluation 30 : « I’ane et le cheval »

Un ane et un cheval chargés de sacs également pesants font chemin
ensemble. L’ane se plaignant de sa charge, le cheval lui : « De quoi te
plains-tu ! Si je prenais un de tes sacs, je serais chargé deux fois autant
que toi, et si tu me prenais un des miens, je serais encore aussi chargé
que toi ».Combien de sacs porte chaque animal ?

Evaluation 31 : « Les ages de Ali et Boubacar »

Ali s’adresse a Boubacar en ces termes « j’ai trois fois 1’age que vous
aviez quand j’avais I’age que vous avez. Quand vous aurez 1’age que
j’ai la somme de nos ages sera 98 ans ». Déterminer 1’age de chacune
de ces deux personnes.

Evaluation 32 : « La traversée du désert »

Deux automobiles de méme modele traversent ensemble le désert.
Avant la derniere étape, les deux chauffeurs décident de répartir la
réserve de carburant afin que les deux réservoirs contiennent la méme
quantité. Il reste 40 litres dans la réserve, 9 litres dans I’un des
réservoirs et 11 litres dans 1’autre. Comment faut-il répartir les 40 litres
de réserve ?

Evaluation 33 : Un industriel emploie dans son usine 15 hommes, 8
femmes et 12 enfants. Le montant du salaire de ces ouvriers pendant
une semaine de 6 jours s’est élevé a 4752F. On demande combien

chacun gagne par jour sachant que 3 journées d’un homme valent 4
journées d’une femme et que 5 journées d’une femme valent 12
journées d’un enfant

Evaluation 34 : Un imprimeur achete aupres d’un grossiste 15 bidons
d’encre et 20 cartons de feuilles de papier vélin/ A la réception, une
partie de la facture est illisible.

Voici, ce que le comptable a pu déchiffrer ( un point d’interrogation a
été mis a la place de nombres illisibles)

Articles quantités | Prix unitaire H'T | Prix H.T
Encre noire 10 40900 F ?
Encre rouge 2 63 900 F ?
Encre bleue 1 51900 F ?
Encre jaune 2 72900 F ?
Carton de vélin 80g ? 24 000 F ?
Carton de vélin extra ? 32000 F ?

Total H.T : 1 310 500 F
T.V.A: ?
Total TTC: 1572600 F

Pouvez aider le comptable a reconstituer la facture ?

Quel est le taux de la taxe sur la valeur ajoutée ?
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE II : LES APPLICATIONS
Compétences :

< Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Les applications

A partir d’exemples simples on introduira les notions suivantes :
m Applications injectives, surjectives, bijectives.

mApplication réciproque ;

m Application composée ;

m Restriction d’une application, prolongements ;

m Image directe et image réciproque.

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
» Ressources financiéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)

Pré — évaluation : Soit f(x) = ax* + bx + caveca # 0 ;

2_
e (forme canonique de f(x));

pA2
a) Montre que f(x) = a (x + Z) " 4a

b) Ecris sous la forme canonique les fonctions ci — dessous :
fx)=2x*+3x+1; g(x)=—x*+4x—4; h(x) =3x>+x+5
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Activité 1 : Définir une application et une fonction

Soient A et B deux ensembles non vides définis par une relation de A
vers B (voir les diagrammes sagittaux ci — dessous)

A B A B

A\

s

Parmi les relations ci — dessus, indique celles dans lesquelles :

a) Chaque élément de I’ensemble A a au plus un élément
correspondant dans 1’ensemble B, note la relation : fonction ;

b) Un ou plusieurs éléments de I’ensemble A a ou ont plus d‘un élément
correspondant dans 1’ensemble B puis note la relation : n’est pas
fonction ;

¢) Chaque élément de I’ensemble A a un et un seul élément
correspondant dans I’ensemble B puis note la relation : application ;

d) Détermine I’ensemble des €léments de A qui ont des
correspondants dans 1I’ensemble B des relations notées fonction
appelé I’ensemble de définition Df
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Synthése partielle :
Définition d’une fonction : Soient A et B deux ensembles non vides.

Une relation de A vers B est une fonction de A vers B, si chaque
élément de I’ensemble de départ A posséde au plus une (o ou une)
image dans I’ensemble d’arrivée B.

Diagramme sagittal :

f

m@.ﬁo'nh;
»Jko:m»—um

(3]

A= ensemble de départ ou source, B= ensemble d’arrivé ou but

Notation :
f:A — B " fenvoie A dans B "

a— 4 "a apour image 4"
f: x v y Signifie que « x a pour image y» ou « x est
I’antécédent de y» avec x et y des nombres réels.

Onécrit: f(a) =4 ; f(x)=y.

N.B : Si A et B sont des sous ensemble de R alors on parle de fonction
numérique d’une variable réel.

Définition d’une application : Soient A et B deux ensembles non
vides. Une application de A dans B est une relation de A vers B qui a
chaque €élément de I’ensemble de départ A associe un seul élément de
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I’ensemble d’arrivée B.

Application

S
|

s
Y

mthHm

Remarque :

# Toute application est une fonction, mais toute fonction n’est pas
une application.

< Une fonction est une application si et seulement si son ensemble
de définition est €gal a son ensemble de départ.

Ensemble de définition d’une fonction : Soient A et B deux
ensembles non vides. On appelle ensemble de définition d’une fonction
de A vers B, I’ensemble des éléments de A ayant une image dans B par
la fonction. Si f est la fonction on note Dy.

Exemple : dans le diagramme sagittal : Dy = A\ {d} = {a; b; c; €}

Fonction polyndome : [’ensemble de définition d’une fonction
polyndmef de R vers Rest: Dy = R = |—00; +0o].

Fonctions rationnelles : Soit u et v deux fonctions polyndmes de
R vers R. On consideére la fonction rationnelle f de R vers R définie

u(x)

par: f(x) = 775
L’ensemble de définition de fest: Dy = {x/x € R, v(x) # 0}

e Si I’équation v(x) = 0 admet des solutions x;, X5, ..., alors
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Df = ]R\{x1,x2, }.
 Sil’équation v(x) = 0 n’admet pas de solution, alors Dy = R.

Fonctions irrationnelles :
Soit u et v deux fonctions polynémes de R vers R.
On considére la fonction rationnelle f de R vers R définie par:

f) = JuG et () = [73;

L’ensemble de définition de f est : Df = {x/x € R,v(x) = 0}

L’ensemble de définition de g est :

D, = {x/x ER—/— YD > 0et v(x) # 0}

v(x)
Consigne 2 :

Détermine 1I’ensemble de définitions des fonctions suivantes :

a)f(x)=x3+2x—-1; b) f(x) = xzx_3; c) f(x) = _m'

D= o) f) = [FE p f(x)=’“3*‘““§ﬂ

NG = % B FO) = L Dfe) =

|x—3|-5 2x2 x+4 '
N V2—3x—2x2 2x2-3
DFC) = Gprs O F@ = o DF0) = o

m) f(x) =vVx3+3x—1+x;n) f(x) = x2+1; )f(x)_m 2

p) f(x) = W—f \1m 0 fx) = x2+3 ) fx )_|x+z| Jx]

Activité 2 : Définir une application injective ; surjective et bijective

Soient f ; g et h deux fonctions numériques définies respectivement par :
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fR—R g: R—>R et h:R, =R

x—3x—5 x+— 2x%+3 x+— 2x% +3
Consigne 1 :
1) Enconsidérantque V x;; x, € R f(x;) =3x; —5; f(xy) =3x, -5
Montre que si f(x;) = f(x;) alors x; = x, ( f est injetive)
2) Montre que Vy € IR tel que f(x) = yalors3!x € IR
telque x = yT+5 (f est injective)
3) En s’inspirant des questions 1 et 2 ; les fonctions g et h sont —
elles injectives ?

Synthese partielle :

Application injective :Soient A et B deux ensembles non vides. Une
application gde A dans B est une application injective (ou injection), si
tout élément de B possede au plus 1 (0 ou 1) antécédent dans A par g.

Formulation : (g: A — B est injective) & (V x; € A,V x, €
A f(xy) = fx2) = x1 = x3)

Le diagramme sagittal :

Injection
A=D, g - B
a
b 2
3
d 4
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Consigne 2 :

1) Soient f:R — R et g:]R{—>[—i; +oo[

x+— 2x—3 x+— x%+3x+2
a) Montre que V' y € IR, il existe un x € IR telque f(x) =y ;

b) Montre queVy € [—i ; +oo[, il existe aux moins un x €
IR telque f(x) = y;
2) Soith: R — [2; +oo
x+— x*+4  hestelle surjective ?
Synthese partielle :

Application surjective : Soient A et B deux ensembles non vides. Une
application h de A dans B est une application surjective (ou surjection),
si tout élément de B posséde au moins 1(1 ou plusieurs) antécédent
dans A par h.

Formulation : (h: A — B est surjective)> (Vy e BixeA/y = f(x))

Le symbole 3signifie : « il existe au moins »

Surjection
h
A = Dy, - B
a
2
4
e
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Consigne 3 :
D) Soient f:R\{-2} 5> R\{-3} @& g IR — IR

x—x24+2x+1

f et g sont — elles injectives et surjectives ?
2) Soith:R — R
x — 3x + 8 hest-elle bijective ?
Synthese partielle :

Application bijective : Soient A et B deux ensembles non vides. Une
application fde A dans B est une application bijective (ou bijection), si
tout élément de B posséde un unique antécédent dans A par f.

Formulation : (f: A — B est bijective) & (Vy e Bilx € A /y = f(x))

Le symbole 3'signifie : « il existe un unique »

Bijection
A = D.f f - B
a
b 2
3
d 4

Théoréme : Une application f de A dans B est bijective si elle est a la
fois injective et surjective.

Retenons : soit f: A — B une application.

Dans la pratique pour montrer qu’une application est : soit
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bijective, soit injective, soit surjective, on résout : Vy € B
I’équation f(x) = y.
- Sif (x) = yadmet 1 solution uniquex, alors fest bijective.
- Sif (x) = yadmet0Oou 1 solutionx, alors fest injective.

- Sif (x) = yadmet lou plusieurs solution (s) x, alors fest
surjective.

Activité 4: Application réciproque d’une bijection :

Consigne 2 :
Soit f: IR, — IR,
x — x? Une fonction numérique.
a) Montre que fest bijective puis explicite sa réciproque f 1.

b) Compléte les tables de valeurs ci — dessous

X 0 1 2 3 3,5
f(x)
X 0 1 4 9 12,25
f7H)

Consigne 1 :
1) Soient f:R — R et gR—R
x—2x—3 X — x7+3
a) Vérifie que f et g sont bijectives.
b) Complete les tableaux suivants puis conclus
x -2 0 1 3 4 6 8 10
fx)
x -7 -3 -1 3 5 9 13 17
g(x)

2) Soit h:IR\ {2} — IR\ {— é}

xX—5
3x+6
déterminer h™1.

Montre que h est bijective, puis

c) Représente dans un repére orthonormé les courbe de f et 1.
Synthese partielle :
Définition : Soient A et B deux ensembles non vides.
On appelle application réciproque d’une bijection f de A sur B, la
bijection notée :f "' de Bsur A. f:A— B;f:B—B
VvyeBAlxeA/y=f(x)= f1(y) =x
Représentation graphique de deux bijections réciproques :
Soient (C f—1) la courbe de la bijection réciproque de la fonction
bijective de courbe(Cf). Pour tracer (C f—1) ; on trace le symétrique
orthogonal de la courbe(C f) par rapport a la premiere

bissectrice(A) d’équation y = x. Ce symétrique est la courbe (€ f—1) .
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Activité 5 : Composition des applications :

Consigne 1 : soit f : x —f(x) = 2x+1; g : x — g(x) =% set

h: x —h(x)=x2
1) Trouver I’ensemble de définition de chacune des fonctions f; g et h

2) En remplacant f(x) par x dans g(x) ; on a alors

_ _3(f()+1 _ 3(2x+1)+1 _ 6x+4
8 of (x)=g[f(x)] = fo)-1  (x+1)-1  2x

Détermine fog(x) ; goh(x); hof(x); foh(x)
3) Calcule g of (3);fog (3);80f(-2);fog (-2) ; goh(3) ; hof (=2);
4) Détermine 1’ensemble de définition de fog(x) ; goh(x) ; hof (x) ;
Synthese partielle :

Définition : Soient A, B et C des ensembles non vides ; fétant une
fonction de A vers B, g une application de B vers C, la fonction
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notée :gof de A vers C est définie par :
ftA—Betg:B—C,gof:A—C

x — (gof)(x) = g[f(x)] et s’appelle
la composée de fpar g.

Ensemble de définition de gof est :
Dgof ={x/x €IR; x € Df et f(x) € Dg}
Activité 6 : Image directe - Image réciproque par une application :

Consigne 1 : soit : f: IR — IR

2
X — —
x—1

1) Détermine f(0) ; f(2) ; f(3) ; £ ({0;2;3}); f([-1;0]

2) Trouve les images par f de chacun des intervalles de IR — {1} suivants
A=[2;71;B={-3}; C=1]1;3]etD =[-5;6]

Consigne 2 :

Soient f: x— f(x)= 2x—1; gix— glx)= x> —x—2
1)Résous les équations suivantes f(x) =0; f(x) = =3; f(x) = 4;
2) En déduis I'image réciproque par fde : 0; -3 et 4
3)Résous les inéquations suivantes :1 < f(x) < 3et—1< f(x) <7
4)En déduis I’image réciproque par fde B=[1 ; 3] et C=]-1 ; 7]

5) Trouver I’'image réciproque par g de B= {0} ; A= {- 2}

Synthese partielle :

Image directe : Soit fune fonction de E vers F d’ensemble de
définition Dy, et A une partie de E. On appelle image directe (ou image)
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de A par fnotée f (A) ’ensemble des images par f de tous les éléments
de ANDf.

Image réciproque : Soit f une fonction de E vers F d’ensemble de
définition Dy, et B une partie de F. On appelle image réciproque de B
par f, la partie de Dy, notée : ! (B) constitué des antécédents par fde
tous les éléments de B.

Retenons : Comment chercher I’image réciproque ?

Pour trouver I’image réciproque d’un intervalle B de IR par une
fonction f d’ensemble de définition Df, on résout I’un des systémes
d’inconnue X suivants :

@ SiB=[a, b] on résout x € Df;a < f(x) < b;
Si B=] a, b[ on résout x € Df a <f(x)<b.
SiB=[a,b[onrésoutx € Df ;a<f(x) <b
SiB={b} onrésout x € Df ; f(x)=b

Si B=]—o0, a] on résout x € Df; f(X) < a.

9 9 § 9

& Si B=] a, +00 [on résout x € Df ; a <f (x).
Activité 7 : Coincidence de deux fonctions sur un ensemble :
Consigne 1 :
Soit f: IR—IR ;
xf(x)=12x-1 1 -x|;

g:[1; +oo[ —IR
x—g(x)=3x-2

a) Ecris la fonction f sans le symbole de la valeur absolue ;

b) Trouver la partie C de R sur laquelle f ef g coincident ;

¢) Que représentent g pour la fonction f et f pour g ?

Synthése partielle :
Coincidence de deux fonctions sur un ensemble :
Définition : soient f: IR—IR; et g:IR—IR

x—f (x) X g (X)

Soit C un sous-ensemble de DN Dy.

[f e[ gcolncjdenl' ) si et seulement si ( v Xe C ]
f

sur C = (x) = g(x)

Restriction d’une application :

Définition : Soit fune application de A dans B, et E une partie de A.
On appelle restriction de f'a E I’application de E dans B notée : f/
E définie par: (Vx € E; (f/E)(x) = f(x).

f est le prolongement de E sur R.
Evaluation formative :

Evaluation 1 : Soient f et g deux fonctions définies respectivement par
L F(xX) =3x +5 et g(x) = 22

x+1

1°) Quelles sont les images par fde (-5);0;5?

2°) Quelles sont les images par gde (-3); 1;37?
3°) Quels sont les antécédents de 14 ; (-4) ; 5 par f?
4°) Quels sont les antécédents de 11 ;2 ; 7 par g ?

Evaluation 2: Soient les fonctions f, g et h définie respectivement par :
F)=3x-1;g(x) =-5x+2; h(x) =x° +1

1°) Trouver les images directes par f de chacun des intervalles
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A=[-5,4];B=]3,8[;C=]-9,0] ; D=[-11, -8]

2°) Trouver les images directes par g de chacun des intervalles
A=[-5,4];B=]3,8[;C=]-9,0] ; D=[-11, -8]

3°) Trouver les images directes par /& de chacun des intervalles
[=10,5];J=]6,8[; K=[-4,-1]

Evaluation 3 : Soit la fonction f définie par sa représentation graphique
ci-dessous

1°) Déterminer I’ensemble de définition Df de f
2°) Trouver graphiquement 1’image par f de chacun des intervalles
I[=[-4,-2] ;J=[2,0]; K=]0,2[ ; L=[2,4] ; E=[-3,1]

3°) Trouver graphiquement 1’image réciproque par f des parties
suivantes : F=]2 ,3[;G=[-2,0]; H=[-2,3];P=1]0, 2]

Evaluation 4:

I- Soit f:[3;+o [— [0 ; +oo [définie par x — f(x)=x*—4x +3

1°) Déterminer deux réels a et b tels que f(x) =(x — al)2 -b

2°) Utiliser ce résultat de la premiére question pour montrer que
si x € [3; +oo [alors f (x) € [0 ; +o0 [. Que peut-on alors dire de f.

3°) Soity € [0 ; +oo [
a) Quel est le nombre de solutions dans [3 ; +oo [de f (x) =y ?

b) f est-elle injective ? Est-elle bijective ?

II- Soit f: IR — E ; +oo[ définie par f(x) = 3x> - 2x + 1
La fonction f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ? Justifier

II- Soitg:[-1;1]—> A

x = V1 — x2. Déterminer A pour que la fonction

g soit surjective
Evaluation 5 : Soient les fonctions f ; g définies respectivement par:
f:IR— {1} >IR—{1}; g:IR— {1} >IR"

X —3x—-2

1) Les fonctions f et g sont-elles des bijections ?

2) Calculefog(0);gof(0);fog(x)etgof(x).

3) Trouve f ([~ 2;—11);g([=2;0D): £ ([2:3[):f Q-0
4) Résoudre 1’équation f (x) = g (x)

5) Sur quel intervalle I, f et g coincident ?

Evaluation 6 : Soit la fonction affine g définie sur [-1 ; 5] par :
gx) =|x—1|,six € [-1;3]
{g(x) =% ,Six €[3; 5]
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1) Représente la fonction g dans le plan muni d’un repére orthonormé

2) Chercher graphiquement I’image par g de chacune des intervalles :
[=1:5]:1055]5[=1;0]

3) Déterminer graphiquement I’image réciproque par g des intervalles
(15215125715 {0}.

4) Vérifiez par calcul les résultats obtenus.

Evaluation 7 :

1°) Soit I’application f définie sur R par f (x) = 2 x — 1| +| x — 3| -1
a) Ecris f ans le symbole de la valeur absolue ;
b) Détermine f ([—1;1]) etf ' (15;+][)

2°) Soient les fonctions f et g définies sur R respectivement par
fx)=R-x|-PBx+9|+2 etg(x)=—4x-5
a) Ecris f sans le symbole de valeur absolue ;
b) Détermine la partie C de R sur laquelle f et g coincident.

3°) Trouve deux fonctions f et g telles que h(x) = (fo g) (x) dans
les cas suivants :

3 .
x2-5x+6 '

a) h(x) =vVx?+3x; b)h(x)=cos(2x+2); c¢)hx)=
x%+7

d) h(x) = 5= ;e h(0)=(3x+ 1)’ ; Hh(x)=(x+5+7

22
Evaluation 8 :
Soit f la fonction de IR vers IR par f (x) =3x +|x - 2|+ 3
a) Ecris f (x) sans le symbole valeur absolue
b) Donne la restriction g de f a I’intervalle [2 ; +oo [

¢) Ondonne I=[3;5]et]=[9; 10]. Trouve g (I) puis g (J)

Evaluation 9 : Soit f: IR - IR
X - 2x -1|+ |x = 3|
1) Ecris f(x) sans le symbole de valeur absolue
2) Détermine la restriction de f a chacun des intervalles
suivants :] —00;%[; ]% ;305135 oo ;
Evaluation 10 : Soit I’application f: R — I

44x2
2

x - flx) =
1) Détermine 1’image directe par f des sous-ensembles de R suivants :
A=R;; B=[2:;6];C={0;2;6}.

2) Détermine I’image réciproque parf de: P=1[2;10]; K=]3;4[
; J={0}; L=1-00;-2];]0; +oo[

3) 'application { est-elle bijective ? si oui déterminer sa bijection
réciproque

Evaluation 11 : Soit la fonction f définie par sa représentation
graphique ci-dessous :
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1) Détermine I’ensemble de définition de la fonction f ;

2) Trouve I’image directe par f des intervalles suivants : A = [—
3;-1]; B=]-1;4[;C={-3;-1}

3) Trouve I’image réciproque par f des intervalles suivants :
F=]1;3[; G=]-0;-3]; H=[-2;3].

4) Donne les formules explicites de f (X) ;

5) Montre que f est bijective et tracer dans le méme repere la
courbe de sa bijection réciproque.

Evaluation 12 : Soient les fonctions f ; g ; h définies respectivement par

g:[0;2]>[0;1]; h:IR-{1} >IR-{1}; f:IR—>IR;

X
X —x>-2x+1 X > —
x—1

Xx—3x—4

1) Déterminer f ([0;1]);f(—1;2[);

2) g est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?
3) Déterminerh ([—2;—1]);h -1 (2;30[).

4) Montrer que f: IR X IR — IR X IR

(x;y) — (x+3;y—2) estune bijection et
détermine sa bijection réciproque.

Evaluation 13 : Soit (Cf) la courbe représentative d’une fonction f
définie sur IR
1- Détermine Df de f';
2- Détermine f(-2) ; f(0) ;f(2) ;
3- a. Détermine les antécédents par
fde0;2
b. Résous graphiquement :f(x) = 0

Evaluation 14 : Pour établir les factures afférentes a la consommation
d’eau de ses abonnés, la SOMAGEP — SA

TRANCHES | Du1® au20°m® | Du21% au60°m® | Au-dela du 61°m’

PRIX DU m* 115F 196F 248F

fx)=2;{x)=20;f(x)<2;
0<f(x)<2;

4- Discute suivant les valeurs du parameétre
de m les solutions de 1’équation f(x) = m

-5
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On désigne par g I’application qui a la quantité x d’eau (en m’)
consommeée par un abonné a la SOMAGEP — SA associe le prix g(x) a
payer (hors taxes)

Dans le plan muni d’un repere 51810 8§ PSR e en e iy < .
orthogonal, on donne la Al
représentation graphique de a
I’application de g 15000 I
1) Détermine g(x) selon que x lL
appartienne a [0 ; 20] ; 10001 . . }

a] 20;60] ;oua] 60 ;-1 ; .
2) La consommation d’un i

abonné est 95m’. Utilise le 5 000

graphique pour estimer la

somme a payer, (hors taxes). =+ :

| -
| LR R

|

Calcule 1a somme exacte. poapei wpigleg
3) Une consommation d’eau 0O 20 60 100

correspond a une factorisation hors taxes de 5 362F. Utilisele graphique
pour estimer la quantité d’eau facturée. Calculer la quantité exacte

4) Unes consommation d’eau correspond a une factorisation hors
taxes de 10 O0OF. Utilise le graphique pour estimer la quantité
d’eau facturée. Calculer la quantité exacte
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE III : FONCTIONS POLYNOMES ET RATIONNELLES
Compétences :

& Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Fonctions polynomes et Rationnelles
& Généralités ;
& Factorisation ; divisibilité ;
& Zéros d’une fonction polyndme ;
#  Signe de I’image d’un nombre réel par une fonction.

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
» Ressources financiéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)
Pré évaluation : Soit P(x) = vV2x?% 4 3x — 2v/2

1) Donne la nature de P(x) ;

2) Résous P(x) = 0 puis en déduire la forme factorisée de P(x) ;
3) Résous les inéquations P(x) >0 et P(x) <0 ;

4) Ecris P(x) sous la forme canonique ;

Situation Probleme : Le gérant d'une salle de cinéma de 300 places
constate que le nombre x de spectateurs a une séance est une fonction
affine du prix p du billet. Plus précisément on a : x = 300 - 12p.

1) Entre quelles valeurs peut varier le prix du billet ?
2) Sachant que les charges fixes pour chaque séance s'élévent a
“1848“, montrer que le bénéfice b(p) de chaque séance est égal
ab(p) =-12p2 + 300p - 1848.
3) En déduire pour quelles valeurs de p la séance est rentable.
4) Déterminer le prix du billet pour que le bénéfice soit maximum.
Quel est alors le nombre de spectateurs et le bénéfice réalisé ?
Activitél : Définir un polynome
Consigne :
1) Développe et réduire suivant I’ordre décroissant les fonctions
suivantes ;

2) Donne la nature de chacune des fonctions
a) P(x)=(2x*=3x + 1) + x (-1+ 4x) -5;

b) F(x):x/F—Zx2+5x5—§x+\/§
c) P(x):\/ix3—%x4+2x—3+%(—x+4x2);
d) G(x)z&—%+x2—7+3x

Synthese partielle :

Définitions :
e Toute expression de la forme ax" est appelée mondme avec a€R et n€N.
* On appelle polyndme, toute somme de mondmes.

* Tout polyndme (x), admet une écriture de la forme :
P(xX)=anx ™+, 1 x" - +ag

* La fonction P: R—R; x+—P (x) est appelée une fonction polyndme.

* On dit que P (x) est un polynome de degré n et on écrit d°P=n.
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e L écriture a,x"+a, 1x" +-+ag est appelée forme développée, réduite
et ordonnée de (x) suivant les puissances décroissantes de x.
* Le domaine de définition (Df) de P(x) estR & Df =R

Activité 2 : Identifier une fonction polynéme a un autre

Consigne 1 : Soit deux fonctions polyndmes fet g tels que pour tout
réel x défini sur R

I f(x)=x2(9+x2—5x) —Tx+2 et g(x) = (x -1)(x —2)(x2+2x +1)
- f(x)=2x3—4x?2+6x—4 et g(x) = (x —1)(2x% — 2x + 4)
1) développer, réduire et ordonner suivant les puissances
décroissantes de x les fonctions polynomes fet g
2) comparer f et g puis conclure

Consigne 2 : Soit le polyndme P(x) = 5x° — 13x* + 7x +25
On donne : G(x) = (a +2) x> + 2Bx* + (30 +1) x +25.
Détermine les valeurs a ; B et 6 pour que P(x) = G(x)

Synthese partielle : Soit deux fonctions polyndmes fet g tels que pour
tout réel x, f(x)= apx"™+a, 1 x" +-+ag et g(x)=bpx"+b,.1 xP 1 4--+bg avec
a,# 0 etb,# 0. (f=g) ©(d° f=d °g) ©(n=p) et les coefficients de
méme rang sont identiques

Activité 3 : définir le zéros d’un polynéme
Consigne : On donne P(x) = X - 7% +16x-12

1) Calculer P(2) ;P (-2) et P (3);

2) vérifie que P(x) = (x — 2)*(x — 3)

3) Donnez toutes les racines (zéros) de P en précisant leur ordre
de multiplicité.
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Synthese partielle :

Soit fune fonction polyndme et a un réel donné.

Si f(a) = 0 alors on dit que a est un zéro du polynéome f (x).

Activité 4 : Divisibilité et factorisation des fonctions polynomes
Consigne : Soit le polyndéme P(x) = X - 3x% -18x + 40

1) Calculer P(2) ; P (-4) et P(5)

2) Montrer que pour tout x dans R ; P(x) =(x-2) (x+4) (x-5)

3) Qu’appelle-t-on la forme P(x) =(x-2) (x+4) (x-5) ? Conclure.
Synthese partielle :

Définition : Soit f une fonction polyndéme défini par :

f(X)= @y X" +ap.; X" +--+ag et g une fonction polyndme. On dit que f est
divisible (ou factorisable) par g s’il existe h une fonction polynome telle
que f=gh.

Théoreme 1: Soit f une fonction polyndome et a un réel donné.

Le polyndme f (x) est divisible par x — asi et seulement si f (a) = 0.

Ou

Soit a € R, a est racine de f si et seulement si il existe une fonction
polyndme h telle que f(x) = (x —a) h(x) Vx €R.

Théoreme 2: Soit f une fonction polyndéme non identiquement nulle et
de degré n. Alors f admet au plus n racines dans K. De plus si f admet
exactement n racines distinctes aj, as, ..., an alors :

f(x) =Ax —ap) (X —a) ... (x —ay), L e R

Activité 5 : Méthode pratique de la division euclidienne

Consigne 1 : Soit f (x) = 2585+ T+Tx +3 et glx) = PCH2x+ 1
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Trouver le polyndome ¢g(x) tel que : f(x) = g(x) X g(x).
Consigne 2 : Soit A(x) = x* - 4x* + 8x - 4 et p(x) = x* - 2x + 1.
Trouver les polyndmes g(x) et R(x) tels que h(x) = p(x)Xg(x) +R(x).

Synthese partielle : Soient F(x) et G(x) deux fonctions polyndmes
quelconques tels que degré de F est supérieur ou égal au degré de G
(d°F>d°G) avec G(x) #0.On a :

F(x) (dividende) | G(x) (diviseur)
+«— Fx)=G(x) xQ(x) + R(x)

R(x) (reste) Qx)(quotient) Si R(x) = 0 alors F(x) = G(x) X Q(x)

ax™ a n-m
B:bx_m:Zx avechb #0etn>m

Activité 6 : Méthode des coefficients indéterminés
Consigne 1 : Soit le polyndme P(x) = X - 3x% -18x + 40

1) Calculer P(2)

2) Développer et réduire P(x) = (x - 2)(ax2 + bx+ ¢) suivant les
puissances décroissantes de x puis déterminer les réelsa; b ; ¢
tels que P(x) = (x - 2)(ax” + bx+ ¢)

Consigne 2 : Soit f(x) = 2+ 580+ T+ T+ B et glx) = X+ 2x +1.
Trouver le polyndome ¢g(x) tel que : f(x) = g(x)x g(x)

Synthese partielle :

Soit deux fonctions polyndmes fet g tels que pour tout réel x,

f(X)= an X" +an.; x"++aget g(x)=bpx"+by. xP 14 +bg avec b,# 0 et
soit q(x) une fonction polynome a coefficients indéterminés tel que f

(x) = g(x)x g(x). Pour déterminer les coefficients de q(x), il faut
chercher le degré de q(x) puis développer, réduire suivant I’ ordre
croissant ou décroissant les puissances de x de f(x) et g(x) xXq(x) et
identifier f (x) et g(x)X g(x)

NB : Sif(x) = g(x)X g(x) alors d°f =d°g + d°q <> d°q =d°f - d°g
Activité 7 : Méthode de Horner

Consigne : Soit le polyndme f (x) = x* - 5x° + 9x* - Tx + 2

1) Calcule f(2);
2) en déduis que pour tout réel x, £ (x) = (x - 2) (ax’ + bx*+ cx + d), o
a; b;c;dsontdes réels a déterminer.

Synthése partielle :

Soit f une fonction polyndme défini par f(x)= a, x"+ay.1 e ay a
un réel donné tel que f(a) = 0 et p(x) un polyndme a déterminer de telle
sorte que f(x) = (x-a)X p(x)

Méthode de Horner :

Activité 8 : Etudier le Signe de ’image d’un nombre réel par une
fonction ;

Consigne : Soit le polynéme £ (x) = x* + 3x” - 5x* -13x + 6

1) Calculer f(2) et f(-3)
2) En déduire une factorisation de f (x)

3) Trouvez les zéros de f et leur ordre de multiplicité.

4) Etudier les signes de f(x) puis en déduire les solutions de
I’inéquation f(x) <0
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Synthese partielle :

Pour étudier le signe de 1’image d’un nombre réel par une fonction
polyndome f, il faut étudier le signe de chaque facteur de f puis calculer
le produit de signes de facteurs de f qui correspond le signe de I’image
du nombre réel par la dite fonction polyndme .

Activité 9 : Fonctions rationnelles

Soient fet g deux fonctions polyndmes définies respectivement sur R
par f(x) = x° - 4x* + 8x - 4 et g(x) = (x -1)?

Consigne 1 :

En effectuant la division euclidienne de f par g montrer qu’il existe 4

f(x) cx+d
()—ax+b+ e

réels a, b, ¢, d telles que pour tout x # 1 ;

Consigne 2 :

En utilisant la méthode des coefficients indéterminés trouver les

f(x) b
g(x)—x+a+ +(x 2

constantes réelles a ; b ; c telles que
Synthese partielle :

Définition : On appelle fonction rationnelle toute fonction f telle que
f(x)—QEx; ou P(x) etQ(x) sont deux polyndmes. Le domaine de
définition de f s’écrit Df = {x / x e R et Q(x) #0}

Division euclidienne :

P(x) (Dividende) {J(x) (Diviseur)

> f(x) =% G(x )+%A vec
Qx) #0

R(x) (Reste) G(x) (Quotient

Apres la division euclidienne, il faut faire une identification pour
pouvoir déterminer les coefficients demandés.

Méthodes de coefficients indéterminés :

Réduire au méme dénominateur toutes les fonctions puis identifier les
numérateurs.
Activité 10 : simplification

2-x-6
9—x2

Consigne : Soit la fonction rationnelle f définie par (x) = ad

a) Déterminer le domaine de définition de f.

b) Vérifier que 3 est un zéro commun au numérateur et au
dénominateur.

c) Trouver une écriture simplifiée de f(x).

Synthése partielle :

PX)
QM)

zéro commun a P et a Q, alors f(x)=

De facon générale si f(x)= —= est une fonction rationnelle et si @ est un
x-a)P1(x) _ P1(x)

(x-a)Q1(x)  Q1(x)

, pour tous x€D f
est une forme simplifiée de f(x).
Evaluation 1 : Montrer que la fonction polynéme f définie par

fx)= x* +4x° +12x7 +16x +16 est le carré d’une fonction polyndme g
que I’on déterminera.

Evaluation 2 : Soit le polynome £ (x) = x° + 2x* + 3x” + 4x* + ax+ b oil
a et b sont des réels, et le polyndme g(x) = x” - 5x + 6. Trouver les réels
a et b pour que le polyndme f (x) soit divisible par g(x).

Evaluation 3 : Soit le polyndme P(x) = x* - 3x% -18x + 40
1) Calculer P(2)
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2) Déterminer les réels a ; b ; ¢ tels que P(x) = (x - 2) (ax2 + bx+ ¢)
3) Résoudre dans R, I’équation P(x) =0
4) Résoudre dans R, I’'inéquation P(x)>0.

Evaluation 4 :

x3+4x2+5x+3

Soit la fonction rationnelle f définie par f(x) = 3o

1) Déterminer I’ensemble de définition de f

2) Trouver les réels a, b, ¢, d tels que f(x) = ax + b + : + xd:
. . . . e 3x2—4x+1
Evaluation 5 : Soit la fonction rationnelle définie par f(x) = —

Montrer qu’il existe trois réels a ; b ; c tels que : Vx ¢ R-{2}
c
f(x)=ax+b+ pp

Evaluation 6 : Aprés avoir déterminé 1’ensemble de définition,
simplifier I’expression de f (x) dans les cas suivants

fl) =222 0 gx) =

x2+x—6

X% +5x+6

2x3-3x%2-8x-3
x3-19x-30

2x3—-x2-5x-2

;o h(x) =

Evaluation 7 : Soient f ; g ; h et p quatre fonctions respectivement
définies par :

1

fiR-(2) > IR g:IR-{~1;—} - IR
_x3-x2-8x+4 2x2—x—2
x = f@= (x-2)? * = 9=

h:IR-{3} - IR p:IR—{1} > IR
x2—ax+2 ) x2-2x-2

X X -
(x—3)2 x3-1

Détermine trois nombres réels a ; b et ¢ dans les cas suivants tels que :

C
f(x)—ax+b+ 2)Z,g(x) a+2x+1+m
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bx+c
x2+x+1

h(x)—a+—+

a
= 3)2 ; h(x)—;+

Evaluation 8 : Dans chacun de cas suivants, détermine deux nombres
réelsaetbtelsque:Vx € IR — {2}, f(x) =a+ %

1

3
Qf)=5:b) =50 fO=12;d)f@) = -2
Evaluation 9 : On consideére les fonctions f ; g et définies par :
f: X = m : Cx > x%(x—2) et h(x) — 3x3-5x2+2x—-1
x+1 1 X2—4x+4

1) détermine I’ensemble de définitionde f; geth

2)Détermine a; b;cetdtelsque: a) f(x) = ax? + bx + ¢ +i1

b) g(x) = ax? +bx+c+—1 c)h(x)—ax+b+—+(x e

Evaluation10 : Soit f la fonction polyndme définie sur R par
f(x) = -x* -3x* +13x +15

1) Montre que x = -1 est racine de ce polyndme.

2) Détermine trois réels a, b et c tels que f(x) = (x+1) (ax’+bx+c).

3) (a) Terminer la factorisation de f(x)
(b) Résolvez l'inéquation f(x) > 0.

Evaluation 11 :

2x+5
(x+1)2
a) Détermine 1’ensemble de définition de f ;

1) Soit la fonction f définie par :f (x) =

b) Trouver les réels a et b tels que pour tout x# -1, f(x) = ﬁ + (xf1)2
. . PP o x%-1
2) Soit la fonction g définie par g(x) = T

a) Détermine 1’ensemble de définition de f ;
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b) Trouver les réels a, b et ¢ tels que pour tout x#0, g(x) = % + if:
3) Soit la fonction f définie par f(x) = xzf:j_g

a) Déterminer 1’ensemble de définition de

b) Trouver les réels a et b tels que, f(x) = ﬁ + %

Evaluation 12 : Le colit moyen de production d'une quantité q est

donné par : Cyo(q) = %

Le colit marginal de production d'une quantité q est donné par :
Cin, (@=C (q+1) - C(q@).

Une entreprise produit des objets en quantité q dans un régime de
concurrence parfaite. Le colit de production en milliers de francs de la
quantité q est : C(q) = q* + 100q + 100. Le prix de vente p par unité
lorsque la quantité produite est q est: p(q) = —2q2 - 4q + 300.

On suppose q < 100.

1) Calcule en fonction de q, le colit moyen Cm, de production.

2) Calcule le colit marginal a partir de la définition ;

3) Calculer, en fonction de q le revenu global puis le bénéfice réalisé.

Evaluation 13 : Une entreprise produit de la farine de blé. On
note g le nombre de tonnes de farine fabriquée avec 0 < g < 80.

On appelle C(g) le cotit total de fabrication, R(g) la recette
obtenue par la vente et B(g) le bénéfice obtenu par la vente de g
tonne de farine.

1) Sachant que chaque tonne est vendue 120 ", exprimer R(q)
en fonction de g.
2) Sachant que C(q) = 2q2 + 10g + 900

a) déterminer la quantité de farine a produire pour que la
production soit rentable

b) la production correspondant au bénéfice maximal et le
montant de ce bénéfice.

Evaluation 14 : Le gérant d'une salle de cinéma de 300 places constate
que le nombre x de spectateurs a une séance est une fonction affine du
prix p du billet. Plus précisément on a : x = 300 - 12p.

1) Entre quelles valeurs peut varier le prix du billet ?
2)Sachant que les charges fixes pour chaque séance s'élévent a 1848
" montrer que le bénéfice b(p) de chaque séance est égal a
b(p) = -12p2 + 300p - 1848.
3)En déduis pour quelles valeurs de p la séance est rentable.
4)Détermine le prix du billet pour que le bénéfice soit maximum.
Quel est alors le nombre de spectateurs et le bénéfice réalisé ?
5)Détermine a, a; f trois réels (3) tels que b(q) = a(x -a) 2 +f .
6)En déduis que a et f correspondent respectivement le prix du
billet et le bénéfice maximum déterminés a la question 4)

Evaluation 15 : On a montré que le taux de croissance du nombre de
bactéries dans une culture donnée, t heures apres le début de
I’expérience est de 24(t + 5) bactéries par heure.

On suppose que le nombre de bactéries est de 1000 au début de
I’expérience.

1) Vérifier que le nombre de bactéries apres t heures est
N(E) = 24t (t +5) + 1000.

2)Etudier et représenter la fonction N : t — N(t).

3)Donner une estimation du temps nécessaire pour que le nombre de
bactéries atteigne 5000, 10000, 15000 bactéries.
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE 1V : TRIGONOMETRIE
Compétences :

< Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Trigonométrie

» Calculs sur les angles orientés. Mesure d’un angle orienté

» Formules usuelles de transformation. : Formules d’addition de
multiplication

» Propriétés des fonctions trigonométriques : fonction paire,
impaire, périodique. Conséquences de ces propriétés.

> Equations dansR:sinx =a;cosx =a;tanx =a,
acosx + bsinx + ¢ = 0.

» Résolution dans IR d’inéquations du type sinx < a, cosx <a

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
» Ressources matérielles :
» Ressources financieéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)
Pré-évaluation :

1- En se basant sur vos connaissances antérieures, définis et trace un
cercle trigonométrique dans le plan muni d’un repere orthogonal
direct,

2-Définis un angle orienté puis trace un exemple ;

3- Cite les rapports trigonométriques d’un angle aigu puis en déduis la
relation fondamentale entre ces rapports
4-Quels sont les angles remarquables que vous connaissez ? présente —
les sur un cercle trigonométrique puis détermine leur rapport
trigonométrique
Cercle trigonométrique et Angles Orientés
Cerce trigonométrique :
Définition 1 : Sur un cercle, on appelle sens direct, sens positif ou
sens trigonométrique le sens contraire des aiguilles d’une montre.

Définition 2 : on muni le plan d’un repére orthonormé (0 ; 7; J) et
orienté dans le sens direct, on appelle cercle trigonométrique le cercle
C(0,1) de centre O et de rayon 1.

Angles orientés: Considérons les points A, B, C, E, F, G.
Les triplets (A, B, C) et (E, F, G) sont de sens contraires.

v" Le sens du triplet (E, F, G) est appelé sens positif ou direct ;
v Le sens du triplet (A, B, C) est appelé sens négatif ou indirect
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Considérons les angles (OA ; OB) et (OA ; OB)

Coté ﬁy 8 M

e e
O™ Coté nitial A P N

(OA ; OB) est un angle orienté positivement ; (PN ; PM) est un angle
orienté négativement

NB : Le cercle trigonométrique a pour longueur L = 2.
Propriétés : Pour tout nombre réel x, on a :
1) —-1<cos(x)<1 2)—1SSin(X)Sl ;0 3) cos’ x +sin*x=1

4) VXGR—{§+2kT[}, tan2x+1 — 1 . 5) tanx = (s::;x ]

cos? x !

CosXx 1
6) cotanx = — =
sinx tanx

; 7) 1+ cotan®x =

9

sinZ x

Table des valeurs de quelques Angles remarquables

~cosinus "
"

0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
Ansl T T T 14 2T 3n 51
ngles | 0 rd Erd Zrd Erd Erd ?rd Trd ?rd nrd
. V3| vz | 1 1 vz | 3
0s(x) 1 > 2 2 0 2 2 2 -1
, T [ vz | V3 3| 2 1
Sin(x) 0 2 > | 7 1 - o 2 0
V3 V3
Tan(x) 0 3 1 V3 Y -1 -3 0
V3 V3
Cotan(x) V3 1 ? 0 -3 -1 _?
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Représentation sur le cercle trigonométrique le rapport
trigonométrique des angles remarquables (entre 0° et 180°)

2 £
0<z<s
<e<y

cos (x)20

sin(x)20

o cosinus

cos (x)20
sin(x)<0

Activité 1 : Déterminer la mesure principale d’un angle orienté:

Consigne 1 : Construis un cercle trigonométrique et placer les points

. . . bid bid bis

images des nombres réels suivants : 30 3 + 21 3 2m
131 T 391 —33m
=TT . L Que remarques — tu ?

Consigne 2 : Donne la mesure principale de chacun des angles suivants

_ 89n_ _17m x = 51 . _ 13m _ 17

— o x_
12’ 2’ 6 ’ 3 11’

7 ! 11

—651 20121
; X

Synthese partielle :

Définition : Soit a une mesure en radians respectivement en degrés de
I’angle (E‘l); ﬁ). On écrit (m, ﬁ) = arads ou (m, ﬁ’)) =a°

L’angle(m 73) comporte une infinité de mesures
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Parmi toutes ces mesures une et une seule notée 0
appartient a I’intervalle]—m; m]. Cette mesure s’appelle la mesure

principale de 1’angle orienté (ﬁ ; O—B)). On note : Mes (ch ; @))

Théoreme : Si x une mesure en radians sa détermination ou mesure

principale notée 0 est telle que : « = 6 + 2km avec ke z ou
0 = a— 2km avec 6 € |—m; n] ;

7 . a
NB : a peut s'écrire sous la forme a = > avec _| a )

£b % 0 sont de réels et - < k < 22 \ /
ae son ereelts e b =2

Propriétés des angles orientés : Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls
du plan dans un repére orthonormé direct(0; T; J). Alors

« (@u)=0et(i; —u)=n
N L .
& Les vecteurs U et v sont deux vecteurs colinéaires et de méme

—

sens, si et seulementsi: (U; ¥) =0
& Les vecteurs U et ¥ sont deux vecteurs colinéaires et de sens

contraires, si et seulement si : (1_1; 17) =1

/ \4 /j '

Théoréme de Chasles : Soient U; U et W trois vecteurs non nuls du
plan dans un repére orthonormé direct(0; T; J).

Alors (; W) = (U; v) + (; W)
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Théoréme 3 : Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls du plan dans un
repére orthonormé direct(0; 7; ). Alors :

v @ w)=-0 v)

v (U v) =rn+ @ V)

v @ V) =+ @ V)

v (- 9) =@ V)

Théoréme 4 : Soient U et ¥ deux vecteurs non nuls du plan dans un

repére orthonormé direct (0; T; J) et k et k' eux nombres réels non
nuls. Alors

v Sik et k' sont de méme signe, alors (ki ; k'vV) = (U; V)
v’ Si k et k' sont de signes contraires, alors (ki ; k'V) = w + (U; V).
Evaluation 1:

Soit un carré ABCD de centre I tel que (m, ﬁ) = g Déterminer une

mesure de chacun des angles orientés suivants
(ﬁf, ﬁi), (ﬁ, ﬁi), (ﬁ, ?I)), (ﬁ, ?I)), (ﬁ, B_I)) et (R, D—B))
Evaluation 2 :

1) soit ABC un triangle ; on désigne par o une mesure de 1’angle

orienté (E ; R). Donner, en fonction de a, une mesure des angles
(BA; AC); (AC; AB); (CA; AB); (CA; BA).
2) A, B, C, D sont quatre points distincts de plan. Démontrer que :
(AD ; AB) + (BA; BC) + (CB; CD) + (DC; DA) =0
Activité 2 : utiliser les formules usuelles de transformations : de
I’addition et de la multiplication

Consigne 1 : calcule les expressions suivantes puis conclus

T T Vs Vs . mT . Vs
a) cos(—+—) et cos=cos— — sin=sin— ;
2 3 2 3 2 3
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b) cos (Tl.'

M:u

s . . T

) et cosm cos + sint sin—
s . s . IT
sm(n+g) et sinmcos—+ cosmsinz ;

. A A . IT s T . IT
d) sin (- —=) et sin—cos—— cos= sin—
3 6 3 6 3 6

5 tan>Z+tanZ tanZ—tanmw

Tow = - T_

e) tan(—+—) et —— ; f) tan (——n) —
6 3 1-tan—tang 6 1+tang tanm

Synthése partielle :

Formules d’addition et de multiplication
Formules d’addition : Soit A et B deux points du cercle

trigonométrique tels que le repére(O ; OA4; ﬁ’)) soit orthonormé

direct ; (7 = Odetj= @)) Le réel a associé au point M et le réel b
est elui associé au point M’ c'est-a-dire

(04 OM) = a et (0 03T) = b
— cosay ——(cosh
M(sina) oM (sinb)

1) cos(a — b) = cosa.cosb + sina.sinb

2)cos(a + b) = cosa.cosb —sina.sinb
3) sin(a — b) = sina.cosb —cosa.sinb ;

4) sin(a + b) = sina.cosb + cosa.sinb

tana—tanb
1+tana.tanb

tana+tanb

5) tan(a + b) = 6) tan(a—b) =

1-tana.tanb
Formules de duplication :
Pour tout réel a on a : cos(2a) = cos? a — sin®a
sin(2a) = 2sina.cosa

Formules de linéarisation :

1+cos2a .2 1—cos2a
etsin“a = >

Pour tout réel a on a : cos? a =

1+cosx
2

X N . X
En posant 2a = x;onaa = > etalafin on aura : cosz(g) =
1-cosx

2 f —
et sin (2) .

Formules de transformations : a démontrer
% cosa.cosb = %[cos(a + b) + cos(a — b)]
% sina.sinb = — % [cos(a + b) — cos(a — b)]
% sina.cosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)]
% sinb.cosa = %[sin(a + b) — sin(a — b)]
% cosp+cosq =2 cos(pzﬂ).cos(pz;q)
% cosp—cosq =—2 sin(?). sin(pz;q)
% sinp +sing =2 sin(?). cos(?)
% sinp —sing = Zsin(g).cos(g) avecp=a-+betq=a—>b
Formules trigonométriques usuelles : angles associés

Angles opposés : (a)et (—a) Angles supplémentaires : a et m —

cos(—a) = cosa ; cos(m—a) =—cosa ;
sin(—a) = —sina sin(m —a) =sina
tan(—a) = —tana tan(mr — a) = —tana

Angles complémentaires : « et ——a Angles :m+a eta

CcoS (— — a) =sina; COS(T[ + 0() = —Cos«a ;

T[

tan (E _ a) — cota tan(r + @) = tana
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Angles dont la différence est E : g +aeta

s . . s
cos (x +E) = —sinx ; sin(x +5) = cosx

T
tan(x + E) = cotanx

Evaluation 1 :
1. Exprimez en fonction de sin x et cos X
a) F(x) = sinx + sin(g —x) + cos(x — g) — cos(g - X)
b)G(x) = cos(r — x) + sin(g + x) + cos(x — g) —sin(—m + x)
¢) f(x) = cos(200grs — x) + sin(180 — x) + sin(m — x) + cos(m™ — x)
d)g(x)= sin(g —x)+ cos(g —Xx) —cosx + 2sinx
2. Calculer le nombre F dans les cas suivants :
a)F:sin% + sing + sin%ﬂ + sinm ;
b) F=cosZ + cosZ + cos = + cosZ
3 6 3 6
¢) F=sin(r — 30°) — cos (180° - g)
d) d)F = 2sin (180° - g) — c0s(90° — 50g7s)
. Vs mT . T . s
e) F=3sin (ncos; — tan (;smg) + 1) + 2sin (n - g)

f) F=sin(cos g) — tang * cos% + cos(sinm) + cos(g cotan %)

. T 10-2v5 T V5+1
3. Sachant que sinc = —— et cos¢ ==

Utilise les relations trigonométriques pour donner les valeurs
. AT 4T . 3w 3
exactes de : a) sin— ; cos— ; sin— et cos—
5 5 10 10
61T 61T 7T 7

b) sm? ; cos?; smﬁ et cosE

Evaluation 2:

T T 5w 71T 3T 11w
E = cos?— + cos? = + cos? = + cos? — + cos? = + cos? —
12 4 12 12 4 12

Montrer que E est un entier naturel.

51 2T T 51 . 5T 5T
2)En remarquant que 2o 10 calcule cos o Sing ;tan—

3)En utilisant les formules de linéarisation ; calculer cos % ; sin— ;
4)a) Démontrer que pour tous nombres réels aetb ;
On a: 2sin a cos b =sin (a + b) + sin (a — b);
g . 3 5 .6
b) En déduire que : 2 smg(cosg + cos 7” + cos 771) = 51n7n ;

. T 2T 3T 1
¢) Démontrer que : cos Z —COS—- + cos - =3

Evaluation 3 :
1) Démontrer que, pour tout nombre réel o, on a :
2 4T
a) cosa+cos(a+?)+cos(a+?) =0;
. . 2 . 41
b) smoc+sm(a +?) +sm(oc+?) =0;
2) Démontrer que, pour tout nombre réel x :

. . 1 . Vs Y Vs
a)sinx = sm(§+x) — sm(;—x) ;b) cosx = cos (§+x) + cos (E—x)
Activité 3 : fonctions trigonométriques : fonctions paires, impaires,
périodiques, conséquences de ces propriétés :

Consigne :

1- A travers vos connaissances antérieures, définis une fonction

paire ; une fonction impaire ; une fonction périodique

2- Les fonctions cosinus ; sinus et tangente sont — elles paires

ou impaires ?

3- Les fonctions cosinus ; sinus et tangente sont — elles

périodiques ?justifient votre réponse
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Synthése partielle :

Définition des fonctions trigonométriques :

La fonction sinus, notée sin est : définie sur R ; a valeurs dans [—1,1].
Elle est impaire et 2z-périodique.

Représentation graphique de la fonction sinus :

Puisque la fonction sinus est périodique de période 2m, on peut 1’ étudier
sur [~ ;@) f:]-m; w] - IR

X P~ sinx
X - -1t/2 0 /2 f1]
Sin(x) 0 -1 0 1 0

v" Représentation de la fonction sinus

o
v

o
N:q-o-
A

La fonction cosinus, notée cos est définie sur R ; a valeurs dans [—1,1].

Elle est paire.et 2 w-périodique.
Représentation graphique de la fonction cosinus :
Puisque la fonction cosinus est périodique de période 2x, on peut
I’étudier sur [-n;n]. g: |—-m; m] - IR
X B COSX

X -7 -1t/2 0 /2 n
cos(x) -1 0 1 0 -1

v" Représentation de la fonction cosinus

»
y

f\\\. = cos(x)
7 ! Iz 0 x %n
2 2

NB : Si a est augmenté de 2kn le point M revient a sa position initiale.
On exprime ce fait en disant que les fonctions cosinus et sinus sont
périodiques de période 2.

Vx € IR cos(x + 2m) = cos (x) et sin(x + 2m) = sin(x) ;
Cos(x + 2km) = cos (x) et sin(x + 2km) = sin(x)
Conséquences :

4 Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction
cosinus est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.
4 Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction
sinus est symétrique par rapport a l'origine.
La fonction fangente, notée tan, et donnée par :

VxEIR—{§+k7r/k EZ};tanx =:(i)%est:
- définie sur IR — {% + kn/k € Z} ; a valeurs dans R.

- Elle est impaire ; m-périodique et continue sur IR — {g +kn/keZ }

NB : La fonction tangente et la fonction cotangente sont périodiques de
période m. Tan(x+ m) = tan(x) ; cotan(x+ ) = cotan(x)

Tan(x+ km) = tan(x) ; cotan(x+ k) = cotan(x)
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Puisque la fonction tangente est périodique de période m, on peut
I’étudier sur [— /2 ; ©/2].
v" Représentation graphique de la fonction tangente

.

Tan(x)

Activité 4 : résoudre I’équation du type : cos x = a, (aeR)
Soit (E) I’équation d’inconnue x € R,cosx = a

Cas 1:sia € [—1,1] alors équation (E) n’admet pas de solution on
éerit S = @

Cas 2 :sia € [—1,1] alors I’équation (E) admet des solutions.

cosx = a © cosx = cos(a) avec a = cosa
:{x=a+2kn kel
x = —a+ 2kn

L’ensemble des solutions est S = {a + 2k ; —a + 2km avec kel}

Consigne : Résoudre dans R les équations suivantes:
\/§ 1 \/E 51
Cosx =5 C0SX =7} COS X =—_; cos 3x =5 cos3x = cos—

4
3
cos(2x) = cos G — ) ; COS (Sx — %) = cos (x + %)
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Activité 5 : Equation du type : sinx = a
Soit (E) I’équation d’inconnue x € R,sinx = a

Cas 1 :si aA[—1, 1] alors I’équation (E) n’admet pas de solution on
éerit S = @

Cas 2 :sia € [—1,1] alors I’équation (E) admet des solutions.

sinx = a © sinx = sin(a)avec a = sina

x=a+ 2kn
:{x= T—a+ 2kn ke

L’ensemble des solutions est S = {a + 2km ;T — a + 2km avec keZl}

Consigne : résous dans R les équations suivantes :
Sin x =£ ; sinx = . ; sin3x = V3 ; sin(3x+£) = sin(z—”—x)
2 2 2 3 3
- - 0 7T - 7T -
2sinx = V2 ;sin(2x) = sin (—x + Z) ; sin (—Sx + E) = sin(—4x)

Activité 6 : Résoudre I’équation du type : tanx = a;aeR

tanx = a © tanx = tan(a)aveca = tana = x
= a + kn avec kel

L’ensemble des solutions est S = {a + km avec keZ}

Consigne : Résous avec xe|—m; ] les équations suivantes :

Tanx = V3 ; tan(x+%)—tan(2x+§)=0; 3tan’x—1=0;

T
tan2x = —/3 ; tan (—Sx + E) = tan(—4x) ; tanx = tan2x

Activité 7 : Résolution des équations du type :

(E):acos x + bsinx = c ou a, b, c sont trois nombres réels tels
que (a,b) # (0,0)
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Méthode de résolution :

2 2
Poser r = Va? + b?. On remarque que (%) + (2) =1;,(r>0) et

~1<8<le —1<2<1,

Ainsi le point M (% ; g) est un point appartenant au cercle
trigonométrique. On pourra donc poser : cos ¢ = g et sina = g oua
designe I’abscisse curviligne du point M. L’équation (E) peut alors se

a b . c
mettre sous la forme.; .cosx +—sinx = —; (r>0).

c
& cosx.cosa + sinx.sina = cos(x — a) = — avec
r
a
cosa = -
r=va?+b?ety b
sina = -

Consigne 1: Résous dans R les équations suivantes :
3cosx +V3sinx—3=0 ; cosx +V3sinx =2
cos2x —sin2x = —1; 3cosx —V3sinx +vV6 =0 ;
cosx —/3sinx = -1 ; cos3x +sin3x=0;

Consigne 2 : Résous dans R les équations suivantes :
T T T
sin (Z — Zx) = CoS (x — g) ; Ssin3x = cos (x — g) 5 COSX = Sin2x
2 2 ; 3
—2cos*x +cosx+6=0; sin 2x—\/§sm2x+z=0;
cos? (Zx - E) = cos? (x + E) =0 ; 2cos2x +4cosx —1=0
3 4

tan2x+(1+\/§)tanx+\/§= 0 ;4cos?x+3sin?2x=0;

CcOosx = COSX = — Ccosx = 2

) ) J

. 1 . 1
sinx = - sinx = ——-
2 2

V3 V3
5 cosx = —

NIHNla
NIHNla

sinx = sinx = —

Activité 8 : Résoudre les inéquations trigonométriques de types :
cosx = a,sinx > a;cosx < a;sinx < a.

Méthode : pour résoudre les inéquations de 1’un des types ci-dessus, on
peut utiliser le cercle trigonométrique : la valeur de a détermine deux
points sur le cercle trigonométrique limitant deux arcs ; on détermine
quel est I’arc qui convient et on en déduit I’ensemble solution.

Consigne : Résous dans R les inéquations suivantes :

Cost%; sinx —cosx <0; ﬁsin(2x+§)—1 <0;

. 3 . 3
N sinx < V2 sinx <2 sin2x <2
cosx < ——; =2 ; 2 2
2sinx+1=0 cosx = —- cos2x = —~
Solution 1

2 . 2 1 T
Déterminons les réels «a telque cos a = 5 a=joua=-—=

Sont solutions de cette inéquation les abscisses curvilignes des points
du cercle situés sur I’arc en trait rouge. On a
s

T
5=[—§+zmn3

+ 2kn|; (ke 7) s M(n/3)
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Exemple : Résoudre dans R I'inéquation sinx = ~ Evaluation 3 :

3 i _ 1 . . 1) calcule A+B et A — B puis en déduis A et B
Déterminons aeR tel que sina = > On trouve a = coua=-—
T 3T 51 71T
5 A = cos? = + cos? — + cos? — + cos?® — ;
S=E+2kn;?ﬂ+2kn];avec keZ 8 8 8 8

— cin2® 4 «in23® 4 257, 27T
Evaluation (formative notamment) B =sin 8 +sin 8 +sin 8 +sin 8

Evaluation 1: sia+ b + ¢ = mwalors démontre que 2) Calcule A et B

a)sin2a + sin2b + sin2c = 4sina.sinb.sinc, T St , . m . 5T T st . m . 5m
A = cos—.cos—+ sin—.sin— ; B = cos—.cos— — sin—.sin—

12 12 12 12 12 12 12 12

b) cos2a + cos2b + cos2c =—1—4cosa.cosh.cosc
P T 51 .. T . 5T 1
En déduis que cos.cos— =sin.sin— =~

Evaluation 2 : 12 12 12

o ap T 5T 7m 11m
1) Pour tout nombre réel x tel que tan g soit défini, en posant t = tan g 3) Démontre que 16 sin—.sin—.sin—.sin—— =1

) ) 24 24 24 24
a) Démontre les égalités suivantes :
1-t2 2t 2t

; sinx = ; tanx =
1+t2 1+t2 ' 1-t2

b) En utilisant le changement de variable t = tang , résous dans IR,

Tt
CoSX = 4) calcule cosx ettanx, sachant quesinx = = et x €] 5 [

5) calcule cosx ,sinx ettanx, sachant que
les équations suivants : a) sin 2x — V3cos2x =2 ;

4
b)sinx —vV3cosx =0 cos(5n—x)=§etx€]0; |
. V6+v2 . V6-v2
2) Demontre que, cos % =— et sm% = 0 6) calculesinx ; cosx ettanx,sachant que
hant mT T T 3
—_— . T
sachant que 5 =z — sin(—x) = — et x €] ——; 7|
3) En remarquant que T=2x2 . . .
4 8 Evaluation 4 : En utilisant les formules de transformations ou
, o 2+ 2 . 22 d’addition. Calculer les expressions suivantes :
démontre que cos — = ——— et sin—- = ———— T
8 2 8 2 1°) A = (sinx —siny)? + (cosx — cosy)? avec x —y == ;

3
4) En remarquant que 3?“ = g - g; calcule cos%ﬂ ot sin%ﬂ ) 5
2°) B = sin (5 B x) + cos(m — x) + tan (7 + X) + cotan(—x);
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n (T ° i ~_"Y—-1.8° ) = _z2my .
3°) € = cotan(—x) +tan(§—x) + cotan(2m — x) +sm(§+x) 7°) ZSIH(X 3) =1;8° COS(3X+ 3) = COS(X 3) ;
o — . o — LA o : — .
4°) D = cos(2m — x) + cos(—x) + tan(2w — x) + cotan(—x) ; 9°) tan 2x = V'3 ; 10°) cos 2x = cos (x + 3) s 11°) 2sin 2x = V3;
37T . T Ty o e (XY s
5°) E = cotan <7 - x) + tan(m — x) 4 cos(—x) + sin(—x) 12°) cos (Zx + E) = CO0S (x + Z) ; 13°) sin (§) = sin (x - g)
Evaluation 5 : Démontre les identités suivantes 14°) sin 3x = cos (x — E) ; 15°) tan 2x + tan (x — 3_7T) =0 :
- 6 ) 4 )
a) cos* x + sin*x = 1 — 2 cos? x.sin? x; b)tanx = ———o—; T
1+coszx 16°) cosx = sin (—) ; 17°) 4sin®x + 2(vV2 — 1) sinx —vV2 =0
C) sin 3x _cos3x _ . ) six (x+y)-sin(x-y) _ tany ; 7
sinx  cosx ’ cos(x+y)+cos(x—y) ' Evaluation 8: résous dans IR ; les inéquations suivantes
sin x+sin 5x 1
e) ———— =tanx; f) cos’x = V3 ™ 2
€OSX+C0S 5% l+tan®x 1°) x € [0, 27[; cos2x < - 2)x € IR 2 cos (Zx + Z) > -
Evaluation 6 : Si A + B + C = 180°
1
1 1 1 3)x e [0,m| ; t >vV3 ;4°)x €IR; sinx < =
a)sinA+sinB+sinC=4cos§Acos§Bcos§C X el n[ anx 2 V3 )x SIESy
1 1 1 : - : _nr V3
b)cosA+cosB +cosC=1+ 4sin§Asin§Bsin§C 5) x € IR; V3cosx +sinx > 1; 6)x€ [ 2’ 2],cosx < 2
¢) sin? A + sin? B + sin? C = 2sin Asin B cos C 7°) x € IR, 4 cos* x = 2(V2 + V3) cosx + V6 < 0;
d) sin 24 + sin 2B + sin 2C = 4 sin Asin B sin C Evaluation 9: Un couloir de longueur V3 métres, tourne 4 un angle droit et
sa longueur n’est plus alors que de 1 meétre.
e)tanA+tanB +tanC =tanAtanBtanC
Sur la figure, une droite passe par O, fait A
Evaluation 7 : Résous dans IR, les équations trigonométriques avec 1’un des murs un angle o et coupe
suivantes deux autres murs en A et B.
1) Exprime en fonction de a, les &
1°) cos 2x = —% ; 2°) sinx = g ; 3°) 2cos (x - g) =3; longueurs OA, OB et AB ;
2) On pose : AB = f(a). Démontre que
4°) sin2x = —g ; 59)tan2x =1; 6°) cos (3x — %) = g ; fla) = 4cos(a—7%)
~ sin2a
3) A) Détermine o pour que AB=4 ;

b) Détermine a pour que : OA=0OB
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE V : ETUDE LOCALE D’UNE FONCTION NUMERIQUE
Compétences :

& Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Etude locale d’une fonction numérique

#  Limite nulle en zéro.

< Limite d’une fonction en un point (On admettra les théoremes
classiques sur les limites).

< Limite a droite, limite a gauche.

& Continuité d’une fonction en un point (On admettra les
théoremes généraux sur la continuité) continuité a droite,
continuité a gauche.

< Fonction dérivable en un point, nombre dérivé

& Nombre dérivé a droite, nombre dérivé a gauche.

& Interprétation géométrique du nombre dérivé : équation de la
tangente en un point de la courbe représentative.

& Fonction dérivable sur un intervalle, fonction dérivée.

= Dérivées successives,

& Enoncé et démonstration du théoréme donnant le sens de
variation d’une fonction dérivable sur un intervalle a partir du
signe de sa dérivée.

Etude de quelques exemples de fonctions
On traitera des exemples d’étude de fonctions de types suivants :

< Fonctions polyndmes.
< Fonctions homographiques.

2 +bx+c

dx+c
en évidence sur des exemples de la notion d’asymptote oblique)

< Fonctions rationnelles pour lesquelles on peut déterminer le
signe de f’(x)

& Fonction sinus et cosinus (la valeur du nombre dérivé de la
fonction sinus en 0 sera admise).

< Fonctions du type x — avec a et d non nuls (mise

Ces exemples permettront d’illustrer les points suivants :

v" notion d’extremum relatif,

v" Résolution (avec discussion éventuelle) d’équations et
d’inéquations par I’examen du graphique, — Extension de la
notion de limite avec les asymptotes.

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
» Ressources matérielles :
> Ressources financieéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)

Pré-évaluation : Détermine I’ensemble de définitions des fonctions

suivantes : a°) f(x) = —/yﬂ_fzm ;b)) fC = ;2—+3;x

) ) = T2l anf) = BE  ef) = 28

) fa) =VZeosx+1; g) f(x) = == g) f(x) =
B g =224 D) =52 ;) p@) =i+ 41
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Activité 1: calculer les limites en I’infini ou en un point x,

Soient f, g et h trois fonctions numériques définies respectivement par

— 4

f) =55 5 g0 = x5 ; h(x) = —— ;

Consigne 1:
1- Donne les valeursde f;geth quand x tend vers :
—102%9%; 1030
2- Que penses — tu de la limite de f ; g et h si x tend vers - 0 et +o0
Consigne 2 : Soit f(x) = x3 +4x% -7
1-Montre que pour tout x différent de zéro f(x) = x3 (1 + % - xls) ;
2-Détermine la limite de 1 + % — xls en - oo et +oo ;
3-Donne une conjoncture entre la limite f(x) et x3 quand x tend
Vers - oo et +oo
Synthese partielle :
Fonctions polynomes :;

& Formules usuelles :

a) lim x™ =+w ; b) lim x" =

X—+®© X—>—©

—oo si n est impair
+oosin est pair  ’
1

1
¢) lim —=lim —=0
) x—>+0 XM x->-—oxM

& Propriété : La limite en I’infini d’une fonction polyndme est

égale a la limite en I’infini de son mondme de plus haut degré.

Fonctions rationnelles :

& Propriété 1 :La limite en I’infini d’une fonction rationnelle est
égale a la limite en I’infini du quotient des mondmes de plus
haut degré du numérateur et du dénominateur.

& Propriété 2 : Soit f une fonction définie en a avec a € R.On a :
lim £(x) = f(a)
Consigne 3: calcule les limites suivantes

-7
lim —3x%; lim —x; lim —

2
lim 2x?; lim — lim 2x3; =
Xr——00 X

)
X400 X400 x3 X+——00 X——00 X+—>=+00

x%—x

2
lim —V2x® ; lim §x2;

X+——00 X+—>—00

. .3 2
xl_l}lf_ﬂ@( x°+ 2x° + 9); xl—l>moox4’+1

s _ . 5 x4+ 3x+5
lim (=5x? —3x3 4+ x); lim (7x*+4x*+1); lim ——;
X—+0co X——00 xX—+o x—1
o 4x-1 3x—4  2x*-5x+1 I 1—x3
it 2x + 3 xotel—2x | xoe  dx—7  xotw2+ 3x°
Consigne 4 : calcule les limites suivantes
=%, i (2 4+ 10x—1) ; lim (VE+2 I x4
xl—I}(l)x+1' xl.an(x x—1); 1m( ) im purl
I x> =5x+6 I (x+2) . 2x%2 -1
xln—rg 2x + 3 ’ XLTZ 5x—1/)’ Xl»rzlz 3x+1
. . _ x%—4x+3 _ Vx-5
Consigne 5 : soient f(x) = — et glx) = —rY

1) Calcule la limite de f en 3 et la limite de g en 25 ;

—3)(x+1 Vx-5
2) Montre que f(x) = % et g(x) = mpms

simplifie fet g ;
3) En déduis la limite de f en 3 et celle de g en 25
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Remarque :

. P sz . [ee) 0
Les formes indéterminées : les formes suivantes : P 0 X oco; 00—

sont dites indéterminées . Pour lever I’indétermination, on procéde a une
factorisation des fonctions considérées ou la division euclidienne ou a
une multiplication de I’expression par son conjugué.

Consigne 5 : calculer les limites suivantes :

. x?—4 o x?—4x+3 o x?+3x
a) lim ; b) llm— ; 0) lim ———;
xo-2x+2 x—3 x—3 x—0 X
. x—9 Vx — Vi—-x—-1
d)i‘i%\/;_ pe)limoe—y 5 N im———
9D Jmr—as N Mae—gres b 0L ARE TV

Activité 3 : calculer la limite a gauche et la limite a droite

Consigne 1 : Soient les fonctions f et h définies par :

f&x) =

1) a) Détermine I’ensemble de définition de f ;
b) Dresse le tableau de signe de x — 3

—x2%+4 x+3
; h(x) = ;

x-3 -x+2

c) Détermine }(Lrgl(—xz +4) ; lxilr31(x — 3) puis en déduis lim f(x) ;
< < <
d) Détermine )l(iHrgl(—xz +4); l}(ig)gl(X — 3) puis en déduis lim f(x)
> > >
2) a) Détermine I’ensemble de définition de f ;
b) Dresse le tableau de signe de - x + 2

c) Détermine )I(LIEI(X +3) ; lxilrzl(—x + 2) puis en déduis lim h(x) ;
< < <

d) Détermine lim(x + 3) ;

> > >

Consigne 2: soit les fonctions f définies par :

lxilrzl(—x + 2) puis en déduis lim h(x)

@ 3. o 4x-3
a®) f(x) = ) fly =S

@) O =225 e f) =222 1) £(x) =
Déterminer Df de chacune des fonctions ci — dessus puis les limites aux
bornes de Df
Remarque :

Asymptote parallele aux axes de coordonnées :

Propriétés : Dans le plan muni d’un repére orthonormal ; soit une

fonction f et a, b des réels.

Si liIP f(x)=balorsy=»>b
xX—>+0oo

est asymptote horizontale a la courbe (C)de f.

Si limf(x) = toalorsx =a
xX—a

est asymptote verticale a la courbe (C)de f

Activité 4: limites de fonctions trigonométriques usuelles:

Retenons que pour x trés voisin de zéro, on a sinx = x; tanx =

x% ., .
X; COSX zl—;dou:
_ sinx _ ax ~ sinax a
lim = lim — =1 = lim = lim =—;
x—0 X x—0sin x x—0sinbx x—0 bx b
a€ER;beER"
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_ tanx ) X ~ sinax a _ tanax ) ax
lim = lim =1; lim =—, lim = lim
x—0 X x—0tan x x—otanbx b x—0 bx x—0tan bx
y 1—-cosx 0 li 1—cosx 1 1—cosax 1
im—————=0; lim————==-; lim————=-—
x—0 X " x—0  x2 2’ x—0 (ax)? 2

Consigne : calculer les limites suivantes au point x fixé ;

~sin2x sin 5x sin 3x tan 2x
a) lim ; b) lim — ; im ; im ;
x 3x x—0sin 3x x—0 tanx x—0tan 5x
i tan? 2x " 1—cosx lim 2 M 1 — cos2x
e lim ; im - ; 1m
x—0 sin?x » x—0 3sin?x 9 sin? x ) x—0 2
) lim xsin x 31 2x2 7 1 sin 2x . tan 2x
i) lim ; im im ; im
x—01 —cosx J x»al—cosax’ x-0xcos x °~ x-0 D5x
Evaluation : Chercher a la maison
a) Exemples d’utilisation d’une factorisation
3x—1 o 2x2-7x+5 _ x*+x-—6
calcule ; lim ———; lim ———— ; lim -7
x—>+0o\[3 f x2 +8 x—1 x—1 x—2x*—5x + 6

b) Exemples d’utilisation de I’expression conjuguée

calcule lim (Vx+1—-+Vx—1); hm ( 9x2 + 7 + Sx);

xX+—+00 =00
[\/xz +x+1—-(x+ 1)] ; xl_l;rlloo (\/xz +1- x)

¢) Exemple d’utilisation de I’expression conjuguée et d’une
factorisation

calcule lim (x?2+3x—-2+x) ;
X+——00

d) Exemple d’utilisation d’un taux de variation (dérivée)

lim
X+—+00

lirP (Vx2 —5x —y/x2 + x — 7)
X—+00
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|2 N cos?x — 7
b calculer lim | —— | ; lim { ————
x—0 X x—X =
3 X—3

e) Exemples de changement d’écriture (variable)

~ /sin3x ~ (sin(x — a)
;o lim ( ) ;o lim | —— ) ;
x._,_ sinbx/ = x—a xX—a

Activité 5 : Limites d’une fonction composée

) sinx — 1

calcule lim | ————
T T
2\ XT3

Consigne :
1)On donne les fonctions f et g de R vers R définies par :

f(x) = etgx)=x+1

On veut étudier la limite en 1 de fog

Z+1

a) Déterminer 1’ensemble de définition de fog ;
b)Calculer la limite de fog(x) en1;

2

2)Calculer la limite en 1 de la fonction f: x +— sin%

3)Calculons la limite en +oo de la fonction g: x +— x sini
Synthese partielle :
Propriété f et g sont des fonctions ,a,l,l'des éléments de
RU {—o0; +o0}.
si ;i'_)n;g(x) =let }cig}f(x) =1 alors ’lci'_)n;fog(x) =10
Activité 4 : Limites et inégalités

Considérons les fonctions f et g de R vers R définies par : f(x)= x" ;
g(x) = 2x-1
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Consigne :

1- Vérifier aisément que f>g.
2- Comparer les limites de f et g en 0, en +o0 et -oo.

Synthese partielle

Propriétés : a est un élément de R U {—o ; +o},

f et g deux fonctions admettant des limites ena

:si f = galors lim f(x) > lim g(x)

x—a x—a

NB : cette propriété ne permet pas de calculer des limites mais de

les comparer ;

Calcul de limites par comparaison

Propriétés : a et | sont des éléments de R U {— ; +0},

f et g des fonctions.

—sif>g et chi'_r}}lg(x) = +oo alors li'_l)llllf(x) = +o

—sif<get )lci'_r}}lg(x) = —oo alors li'_l)llllf(x) = —0o0

—sig <f<het limg(x)=1imh(x) =1 alors lim f(x) =1
x—a x—a x—a
(Théoreme des gendarmes)

Consigne 2 :

1- Soit f:x +— x + 3 cos x,

a) Montrequex—3 <x+3cosx<x+3
b) en déduis les limites de fen — o et + o ;

] sin 3x ~ sinx _ )
2 — calculer lim ——; _lim ;0 lim (x° — xcosx)
x—+ooxt +1 x—400 X X+—+00

Activité 7 : Etudier la continuité d’une fonction f en un point
d’abscisse x:

Consigne 1:

1- soit f(x) = %,
a) Détermine Df puis en déduis si f est définieen 1 eten O ;
b) Calcule lalimitedefen1etenO;
c) Compare limite de fen 1 et f(1) ;
d) Si fest définie en x( et limite de f en x( est égale a f(x)
alors f est continue en xo. La fonction f est elle continue
enxg=17;enxy, =0,?
x—2
Vx+2
a) Déterminer le domaine de définition de f ;

b) fest-elle continue en xg=2 ?

2- Soit f une fonction definie par f(x) =

Synthese partielle :

Définition : Soit f une fonction numérique de la variable réelle x
d’ensemble de définition Df. On dit que f est continue au point
d’abscisse xo de Df si et seulement si f(X() est définie et

Jim £ = £(xo)

f(xy) définie
Jim £() = £Gxo)

( x est continue au point)
X, de Df

Continuité a gauche et continuité a droite : Soient f: I - IR et a € I.
On dit que f est continue a droite en a (respectivement a gauche en a) si
et seulement si :

gy
> <

lim f(x) = f(a) (respectivement limf(x) = f(a))

Séquences en APC tout le programme de Maths 11 ° Science : Prof : Mahamane BOUYA au LHDS de I’A.E de Mopti Page 42




Contact : mahcha2010@hotmail.fr tel : 79059100 - 65696567

si lim f(x) = lim f(x) = f(a) alors f est continue en a
< >

Prolongement par continuité en un point x,:

Définition :
(f est prolongeable par) ' et seul i Xo € Df
continuité au poin x, Stet seutement st xhgclof(x) =Ll€EIR

gx) =f(x) six # x,

Son prolongement est la fonction g définie ar{
protone g ceimer HESEY

Consigne 2 :

x%—4x+43

a) Soit f la fonction définie par f(x) = ; fest-elle

prolongeable par continuité en xo=1 ? si oui détermine son
prolongement g.

e i 3 .
b) Soit f définie par f(x) = — ;[ peut — elle etre prolongée
par contnuité en 0?7

Consigne 3 : étudie la continuité au point xo donné dans chaque cas
flx)=x*—x+1 six€[01]

f(l)—'x_l';x":l’z){ o =5 sixery !

Consigne 4 : soit la fonction f définie sur R par :

fx)=x*+ax six€]—o0;—1]
f(x)=2x—-1 six€]—1;1]
f(x) =b(x?—1)six €]1; +oof
a) Détermine a pour que f soit continue au point xo = -1 ;

b) Pouvez — vous déterminer la valeur de b pour que f soit continue
au point xo=17?
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Synthese partielle

Continuité d’une fonction sur un intervalle I = [a ; b]

Une fonction f est continue sur I = [a ; b], si elle est continue en tout
pointde I =[a; b].

Théoreme 1:

< Une fonction polyndme est continue en tout point de /R.
< Une fonction rationnelle est continue en tout point de son
domaine de définition.

Théoréme 2 :

& Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [ alors
les fonctions f + g; f - g et Af ou 1 € R sont continues sur /.
< Etsien plus g ne s’annule pas sur [ (c’est-a-dire Vx € [ g(x) #

. 1 .
0) alors les fonctions 5 et 5 sont continues sur /.

® Si f est fonction continue en un pointx, et g une fonction
continue au point f(x,) alors la composée g o f est continue au
point x.

Théoreme des valeurs intermédiaires 3 :

Enoncé du théoréme 3 : Soit fune fonction continue sur un intervalle
fermé [a ; b] et ¢ un nombre situé entre f (a) et f(b) inclusivement ; alors
il existe au moins une valeur x dans I’intervalle [a ; b] tel que f(x) = ¢

4

f(b)’

c

f@)T

a X b
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Conséquence du Théoréme 3 : Si fest une fonction continue sur [a ;
b] et si f(a) et f (b) sont de signes contraires c'est-a-dire f(a) X f(b) <0
alors 1’équation f'(x) = 0 admet au moins une solution a dans [a ; b] tel
que f(a) = 0.

f(b)
(€)

a /\0(2 =
0 /o(l \/0(3 b—'

f(a)

Théoreme de la bijection : Si fest une fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle I=[a; b] alors fréalise une bijection de

I=[a;b]surf(I)ouf(I)estun intervalle.

De plus si f(a) et f (b) sont de signes contraires c'est-a-dire f (a) Xf (b) <
0 alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans [a ; b] tel
que f(a) = 0.

f(b)

0 /O( b
f(a) T
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Propriétés : Image d’un intervalle par une fonction continue :

< L’image f(I) d’un intervalle I par une fonction continue f sur /
est un intervalle.
@ Si f est continue et croissante sur [a, b] alors

f(la, bD=[f (@), f (b)].

& Si f est continue et décroissant sur [a, blalors f([a, b]) =

[f (b), f (@)].

Activité 7 : Calcul de nombre dérivé d’une fonction en point
d’abscisse xy donné:

Soient f et h deux fonctions définies par: f(x) = ax + b et
h(x) =x*+x+1

Consigne 1:

1) calcule f(3); h(2); f(x) — f(3) puis h(x) —h(2);

2) Détermine )}i'{)n3 <w> ; )}i'_r)nz (W) puis
interpréte les résultats

Consigne 2 : Etudie la dérivabilité de f dans les cas suivants :

fX)=x?+2x—1 et xy=2;

fx)=+J1—-x% etx,= —1
Synthese partielle :

Définition : Soit f une fonction définie en un point x, on dit que f
f(x)=f(xo)

dérivable en x si et seulement si lim,,_, existe et finie.

Cette limite est notéef’(x,) et est appelée le nombre dérivé de la
fonction f au point x.
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Nombre dérivé a droite f';(a), nombre dérivé a gauche f'(a) : f

est dérivable au point a si et seulement si on a simultanément :

= fest dérivable a droite en a,
= fest dérivable a gauche en a,

= fy(@) =fg(a)
Consigne 3 :

Etudie la dérivabilité de f au point xo donné dans chaque cas

f(x)——xz_1 fx)=x?—x+1 six €[0,1]
1) T x—=1]; % =1; 2) f(x)=2x—1 six €]13] ;xo=1
f()=2 " )
Consigne 3 :

Détermine a et b pour que f soit continue et dérivable en xy donnée

f(x)=2x>+ax—3 six <1

s X =1;
{ f(x)=¥ six>1 %o
f(x) =ax?—-x+b six < -2
{ F) =2 six>-2 X0 = —2

x+3

Remarque : Si le coefficient directeur f’(xo) = 0, la tangente est
horizontale ou parallele a 1’axe des abscisses en X.

Activité 8 : calcul la fonction dérivée d’une fonction f donnée
Fonctions dérivées de quelques fonctions usuelles :

Formules usuelles ;

79059100 - 65696567

Fonction f Fonction dérivée f’
fx)=a flx) =0
fO) =x @) =1
f(x) = ax f(x)=a
f(x) = ax™ F'(%) = nax"1
1 1
fe =7 fo=-=
fG) =+x S
=7 e
f(x) = (ax+ b)" f'(x) = na(ax + b)"* !
f=U+‘l7 f’:u’+v’
f=ku f = ku
f=uv f =uv+vu
f=u f/(x) = nu'u?
u P
r=3 flx =228 vvzvu
f=u _¥
fo) =7 N

Séquences en APC tout le programme de Maths 11 ° Science : Prof : Mahamane BOUYA au LHDS de I’A.E de Mopti




Contact : mahcha2010@hotmail.fr tel : 79059100 - 65696567

Consigne 1: Dans chacun des cas suivants, calcule la dérivée de la
fonction f de IR vers IR définie par :

1) f(x) =2x3—3x2+5x—4; 2) f(x)=x3—§x2—2x+1oo,-

) =@x-1* 4 f(x)=(-5x+3)*; 5 f(x) =

2x—-3
xX—2

x2-3x42
x-1

6) ()= s D) =x+2+2 ;8)f(0) =

x2-3x+4
9) ) =x*-2x)Bx+1) ; 10) f(x) = (x —2)*(1 —2x)
11) f(x) = Va2 —4:12) f(x) = Bx + DVx;13) f(x) = V—x3 + 2x
Consigne 2 :
Soient f et g deux fonctions numériques dérivables sur IR par :
f(x) =3x2+5x—4 et g(x) = (—3x+5)?

1) Détermine les fonctions dérivées

f'(x); g’ () ;9" (f() et f(x) x g'(f(x))
2) Détermine gOf(x) = g(f(x)) puis en déduis (g0f)’(x)

3) Compare f'(x) x g'(f(x)) et (g0f)' (x)
Synthese partielle :
Dérivée de la composée de deux fonctions :
Théoréme 6 :

< Si f est une fonction dérivable en un point x, et g une fonction
dérivable au point f(x,) alors la fonction composé g o f est
dérivable en x, etona (g o f) (xg) = f'(x0) X g'[f (xo)]

#-Si fest une fonction bijective d’un intervalle I sur un intervalle J et
si f est dérivable sur I alors sa bijection réciproque f ™1 est
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1

dérivable sur J etona: Vx € J (f~1)'(x) = o]

Consigne 3 : Soient f et h deux fonctions définies sur leur ensemble de
définition respectif

Df = IR et Dh = IR — {1} par f(x) = 2x? — 3 et h(x) =3_xl

x—

a) Détermine Dhof puis (hof)'(x) sur DhOf;

b) Montre que h est une bijection sur un intervalle I que tu
préciseras ;

c¢) Calcule la fonction dérivée (f 1) (x)

Activité 9 : Dérivée des fonctions trigonométriques usuelles

Dérivées de fonctions circulaires :

f'(x) = cosx

f(x) =sinx

f(x) = cosx f'(x) = —sinx

f(x) = sin(ax + b) f'(x) = acos(ax + b)

f(x) = cos(ax + b) f'(x) = —asin(ax + b)

fG) = tanx =1+ tanx

f1x) =

cos? x

f(x) = cotanx

= —(1 + cotan®x)

£ = -

sin? x

f(x) = tan(ax + b) f(x) = a(1 + tan?(ax + b))
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Consigne : Pour chacune des fonctions suivantes, la fonction dérivée.

s

1) f(x) =sin(3x) ; 2) f(x) = cos (4x —g) ; 3) f(x) = x3sinx ;

4) f(x) =tan(—2x + 5) ; 5) f(x) = cotan (2x) ; 6) g(x) = sin3x
7) h(x) = sin2x.cos 3x , 8) h(x) = cos? x.sin3 x;9) g(x) = sin(x>)
Activité 10 : Inégalités des Accroissements Finis :
Soit fune fonction dérivable sur [ = [a ; b] ou a et b sont des réels.
Premiére Forme :
Sia<betsilesréels m et M sont tels que : V x € [a ; b]
m < f’(x) < M alors m(b-a) < f(b) - f (a) < M(b - a)
- Deuxiéme Forme : Si k estunréel tel que : V xe[a;b] =1,

|f’(x) [k alors | f(b) - f(a) <k [b - a]

Consigne :
1- soit f la fonction définie sur [0 ; %] par f(x) =sinx .

< n V2 :
Démontrer que pour tout x de [0 ; Z] jona: —x<sinx <x

o L [N 2 2-1 3
f[ﬁ 4 Montreque%ﬁ\/——ﬁﬂ;

2-On donne .
x - f(x)=sinx T 12

3-On donne f(t) = V't , pour tout te[x; x + 1] : démontre que

L <cVx+li-Vr<-X

2Vx+1 — 2vVx

Activité 10 : Application de la dérivée :

Dérivée et tangente : soit f une fonction de courbe représentative Cf, A
un point de Cf, d’abscisse x¢. Lorsque f est dérivable en x(, une
équation de la tangente en A a la courbe Cf est :
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y = f'(x0)(x — x¢) + f(x0)
Dérivée et sens de variation :

Propriétés : soit f une fonction numérique dérivable sur un intervalle
ouvert [.

- Sif’ est positive sur I alors f est croissante sur I ;
- Sif’ est négative sur I alors f est décroissante sur I ;
- Sif’ est nulle sur I alors f est constante sur I

Dérivée et extremum :

Propriétés : soit f une fonction dérivable sur un intervalle |a ; b| et
Xo un élément de |a ; b[ , si f* s’annule et change de signe en x¢ alors f
admet un extremum relatif en xo

T |a g b T |a o b

F@)| + + — f'(@)

f(w)/M\ F(@) \J\L/

f admet un maximum relatif M en Xo

f admet un minimum relatif M en x,
Dérivée et continuité :

Propriétés :

Si f est dérivable sur intervalle I alors elle est continue sur cet intervalle
Asymptote oblique :

si xl_i)rlloof(x) = too alors il y'apossibilité d'asymptote

obolique en £ oo
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Si f(x)=ax+b+C(x) avec ligrn C(x) = 0 alors la droite d’équation y =
x—+oo
ax+b est asymptote oblique a la courbe au voisinage de +o0 ou —o.

-La droite (D) d’équation : y = ax + b est dite asymptote oblique a la
courbe au voisinage de de +oo ou —o ; si et seulement, si

Jlim [£() = (ax + b)] = 0

Position de la courbe par rapport a son asymptote oblique :

Pour étudier la position de la courbe (Cf) de f par rapport a son
asymptote oblique (D) d’équation : y = ax + b ; on étudie
le signe de f (x) - (ax + b) dans Df.

1% cas : Si [f (x) - (ax + b)] < 0 alors la courbe est en dessous de (D).
2% cag ¢ Si [f (x) - (ax + b)] > 0 alors la courbe est au-dessus de (D)

3™ cas : Si [f (x) - (ax + b)] = 0 alors la courbe (Cf) coupe (D) en un
point d’abscisse xy.

Consigne 1: Soient les fonctions f et h définies par
f:x+— —x3 4 x — 2 et h(x) = X°- 6x°+9x+3

a) Calcule I’ensemble de définition de f et h puis les limites aux
bornes de 1’ensemble de définition de fetdeh ;

b)Etudier les variations de fet h ;

¢) Dresse le tableau de variation de fet h ;

d) Déterminer une équation de la tangente (T) a Cf au point A
d’abscisse -2 et Ch au point d’abscisse 1

Consigne 2 : Soit f la fonction numérique de la variable réelle x
x?—5x+15

définie sur par :f(x) = 2

On appelle (C) la représentation graphique de f dans un repére
orthonormal d’unité 1cm.

1) Détermine le domaine de définition de f Df puis les limites aux
bornes de Df
2)a) Veérifier que f(x) = x — 3 + —— sur Df.

b) En déduire que la droite (A) d’équation y = x — 3 est
asymptote oblique a (C)
¢) Préciser la position relative de (C)et (A).

(x=5)(x+1)

3)a) Calculer f'(x) et prouver que : f'(x) = 272

b)Dresser le tableau de variation de f ;
¢) Donne une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse x, = 1

Activité 12 : étude locale d’une fonction numérique

Consigne 1 : On considere les fonctions ci — dessous données

x2

g(x)=%;f(x)=m;h(x)=—2x2—5;q(x)=x3+3x

Compare

g(=x)etgx) ; h(—=x) et h(x) ; f(=x)etf(x); q(—x) et q(x)
Consigne 2 : soient f et g deux fonctions définies respectivement par :

fxX) =x?—2x-3; glx) =

1) Détermine I’ensemble de définition de f Df
2) Soit x =a, en posant a= 1

a) Démontre que f(a —x) = f(a + x)

b) Démontre que f(2a — x) = f(x)
3) Détermine I’ensemble de définition de g Dg
4) SoitI(a;b)en posant a= 3 et b=2

2x—1
x—3
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a) Montre que f(a —x) + f(a+x) = 2b
b) Montre que f(2a —x) + f(x) =2

Consigne 3 : soient trois fonctions f ; g et h définies respectivement :

a) f(t) =3cos(3t) ; b) g(@) =sin(—0 +5) ; ¢) h(x) =5tanx
Montre que f (t + 2?71) =f(t);g(0+2m) =g(0) et h(x + ) = h(x)
Synthese partielle :

Quelques propriétés géométriques

Fonctions paires : Une fonction numérique f d'ensemble de définition
Dr est dite paire si, et seulement si

Vx € Df et V(—x) € Df, f(-x) = f(x).
La courbe (C¢) de f admet 1'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

Fonction impaire : Une fonction numérique f d'ensemble de définition
Df est dite impaire si, et seulement si

Vx € Df, V(—X) € fo(-X) = - f(X).

L'origine du repere est centre de symétrie pour la courbe (Cf) de f dans
un repere cartésien.

Axe de symétrie d'une représentation graphique :

Dans un repere orthogonal la droite (D) d'équation x = a, (a ER) est axe
de symétrie pour la courbe (Cf) de f, si et seulement si

f(2a-x)=f(x)ouf(a-x)=f(a+x)
Centre de symétrie d'une représentation graphique :

Le repére étant quelconque, le point I (a ; b) est un centre de symétrie
pour la courbe (Cf) de f si et seulement si,
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f (2a-x)+f(x)= 2b ou bien f(a-x)+ f(a+x)=2b

Fonctions périodiques : Une fonction numérique f est périodique si,
seulement si, il existe un réel strictement positif t tel que

Vx € Df f(x+t) = f(x) .On dit alors que t est une période de f.
® Sif(x) = cos (ax +b) alors la période T = I%ﬂl ;

< Si f(x) = sin (ax +b) alors la période T = I%nl ;

< Sif(x) = tan (ax +b) alors la période T = I%I ;

Plan d’étude d’une fonction numérique :
Pour étudier une fonction numérique nous adopterons le plan suivant :

v" Déterminer I’ensemble de définition (étudier la continuité)

v Etudier éventuellement la parité. Recherche de la période, des
symétries afin de réduire I’intervalle d’étude.

Etudier les limites aux bornes de I’ensemble de définition ;
Calculer la fonction dérivée et étudier son signe ; indiquer le

s

sens de variation.

Consigner dans un tableau de variation les résultats précédents.
Déterminer les points remarquables a 1’étude de la fonction
Points d’intersection de la courbe avec les axes de coordonnées
v Points d’inflexion etc.

ASRNRN

Evaluation 1 : Soit la fonction polynéme f définie par f (x) = x* - 5x* + 4
et (Cy) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
0;1;]).

1) Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe (Cy)

2) Trouver le signe de f ( x) suivant les valeurs de x.

3) Quels sont les extremums locaux de f ? Donner leurs natures.

4) Donner une équation de la tangente (T) a (Cf) au point x =2
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Evaluation 2 :
Soit la fonction f définie par :f(x) = %. Soit (Cy) la courbe de f.

1) Etudier les variations de la fonction f.

2) Donner une équation de la tangente (T) a (C¢) au point x =0 ;

3) Quel est le coefficient directeur de la tangente (T)

4) Tracer la courbe (Cy) de f.

5) Résoudre et discuter graphiquement suivant les valeurs du
parametre réel m le nombre de solutions de 1’équation : f (X) = m

Evaluation 3 : Soit la fonction f définie par :f (x) = ax3 + bx? + c ou
a ; b et ¢ sont des réels.

1) Calculer f’(x).

2) Déterminer les réels a, b, ¢ sachant que f admet 1 pour
extremum en x = 0 et — 3 pour extremum en x= 2.

3) Etudier la fonction f.

4) Tracer la courbe (Cy) de f.

x%2-5x+415

Evaluation 4 : soit f la fonction définie par f(x) = —

a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que f(x) = ax + b + ﬁ :

b) Montrer que la courbe (Cy) de f admet une asymptote oblique
(D) a préciser ;

¢) Etudier la fonction f;

d) Montrer que le point I (2 ; —1) est centre de symétrie pour la
courbe (Cf) de f;

e) Etudier la position relative de (Cy) par rapport a (D) ;

f) Construire (D) et (Cf) dans un repere orthonormé.
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2x%-6x+8

Evaluation 5 : On considére la fonction f définie par : f(x) = —

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni
d’un repére orthonormé(o;7; )

1) Déterminer le domaine de définition Dyde fet calculer les
limites en ses bornes. En déduire 1’équation de 1’asymptote
verticale (I") a (C).

2) a) Montrer que V x € Df; f(x) = 2x + %.

b) Montre que la droite (A)d’équation y = 2x est asymptotes a (C)
¢) Préciser la position de (A) par rapport a (C).
d) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

3) Montrer que le point [(3;6) est centre de symétrie de (C).

4) Déterminer une équation de la tangente (T) a(C)enxy, = 0.

5) Montrer que la restriction gde f a [5; +oo[est une bijection de
[5; +oo[ sur un intervalle J a préciser.

6) Soient g1 laréciproque de g et (C’) la courbe représentatif
de g71. Calculer g(7) puis g~1(16) et(g~1)'(16) sans
expliciter g~ 1.

7) Construire(A),(T),(C)et la premiére bissectrice d’équation
y = x; puis tracer (C’) sur le méme repere .

x3-4
x2+1

Evaluation 6 : On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = et

on note C sa courbe représentative dans une repere orthonormal
1) Onpose g(x) =x3+3x+8
a) Etablis les de variations de g ; et montre que I’équation g(x) = O

admet sur IR une solution unique o dont on donnera un
encadrement d’amplitude 0,1
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b) Précise le signe de g(x) selon les valeurs de x
2) a) Calcule f’(x) et étudie le sens de variation de f,

b) Etudie les limites de f en + o et en - oo, puis

¢) dresse le tableau de variation de
3) a) Montre qu’il existe quatre réels a ; b ; c et d tels que

cx+d
f(x)=ax+b+ 1

b) En déduis que C admet une asymptote oblique A et étudie la
position de C par rapport a A. Vérifie en particulier que C
rencontre A en un point unique A

4) Détermine les abscisses des points B et B’ de C admettant une
tangente parallele a A.

5) Vérifie que f(a) = %a ; en déduis une valeur approchée de f(a)
6) Construis la courbe
Evaluation 7 :

Soit f une fonction dont le tableau de variation est le suivant :

X -00 -2 -1 0 +00
2 (x) + )] - - 0 +
) +oQ +00

f(x) / ) \

-00 -00

La fonction fest de la forme : f(x) = ax + b + ﬁ

1) calcule f'(x). Trouver les coefficients a ; b et ¢ en utilisant les
données du tableau.

2) Montre que la courbe (Cf) admet une droite asymptote oblique (D).
Etudier la position de (Cf) par rapport a (D).

3) Donne le signe de f (x) pour x élément du domaine de définition de f

4) Trace la courbe (Cf) de f dans le plan muni d’un repére orthonormé.

Evaluation 8 :
Soit la fonction f définie par sa représentation graphique ci-dessous

1) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

2) Déterminer les limites de f aux bornes de Df.

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) La fonction fest-elle continue ; dérivable en x = -3 ? Justifier
votre réponse

5) Donner une équation de la tangente (T) a (Cf) en x = 0.

6) Montrer que la restriction g de f'a [0;3[est une bijection de
[0;3[sur une partie J de Df que I’on précisera.

7) Déterminer les équations des asymptotes a la courbe (Cf) de f.

8) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de
I’équation f (x) = 0.

Evaluation 9 : étudie chacune des fonctions ci — dessous :

f(t) =3cos(3t) ; g(x)=—-2sinx
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE VI : SUITES NUMERIQUES
Compétences :

& Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Suites numériques 2

< Initiation au raisonnement par récurrence. Les exemples de
démonstration par récurrence devront étre simples ; mais on
insistera sur I’exigence des deux hypothéses pour pouvoir conclure
< Suites arithmétiques, suites géométriques.

On veillera a relier I’étude des suites arithmétiques et géométriques aux
situations concretes qu’elles permettent de décrire.

v Définition d’une suite numérique.— Suite monotone.— Comparaison
de deux suites.— Suite convergente. On admettra les théorémes
généraux sur les limites. (Somme, produits quotient).

v’ Sensibilisation aux méthodes numériques (encadrement de
nombres réels, approximation des zéros d’une fonction
numérique).

v’ Suites dont le terme général tend vers 1’infini.

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
» Ressources financiéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)

Pré-évaluation :

IN » IR . IR IR

2, 1 g: 2
n-n +n+1 Up & 3Un+5

1°) Caleule f(0); f(2);f(3); f(n—1); f(n+1);
2°)on donne Uy = —=5; g(U,) = Upyq = gUn + 3 Calcule
gWo) ; gUy) ; gWUs) ; gUs)

Activité 1 : Enoncer le principe du raisonnement par récurrence

Soit f:

Consigne 1 : soitn € N,P(n) =1+2+3+:-+n ;

(n+1)
Q(n) — n Tl2+
1-Compare P(1) et Q(1); P(2) et Q(2); P(3) et Q(3); P(5) et Q(5)
2-D’aprés la 1% question que penses — tu de P(n) et Q(n)
Synthése partielle :

Principe de récurrence

Soit P, un prédicat sur N. On suppose qu’il existe un entier n0 tel que :
H1) Py est vrai.

H2) Vn>ny, P, =) P,+;

Alors P, est vrai pour tout n> ny.

Méthode d’application

On veut prouver que pour tout # € N une propriété donnée P, est vraie.

1) On montre que Py est vraie.

2) Soit n eN.

3) On suppose que P, est vraie. C’est I’hypothese de récurrence.
On montre que P,,; est vraie.
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4) Dr’apres le principe de récurrence, la propriété P, est vraie pour
tout n € N.
Consigne 2 : Démontre par récurrence les égalités P(n) suivantes :

1) vVne N ,P(n):1+3+5+--+(2n—1) =n?
2) Vne€ N, P(n):1+3+5+--+(2n+1) =(n+1)>?
3) Vn € N*, P(n): Y_, k2 = 2otbentl

2
4) Vn € N*,P(n): Xp-1

1 n

p(p+1) - n+1
Activité 1 : Définir une suite et étudier son sens de variation
Consigne : Soient U ; V ; W définies par :
Uo =2
Wiy = %Wn +3

U VT s W
1-Calcule Uy ; Uy ; Uz; Uig; Vo Vos Vuy Wy
W, ; Wy ; W,; We
2-Quelle définition peux —tu donnera U ; Vet W ?
Synthese partielle :

Définition : On appelle suite numérique toute fonction de N vers

n = Up
On note cette suite : (Un) n € N Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, la
suite (Un) nLIN est noté plus simplement (Un). On note Un I’image de
n par U ; c’est le terme d’indice n aussi appelé le terme général de la
suite.

U:N R
Of U(0) = Uy est le premier terme de la suite U.
1! U(1) = U est le deuxiéme terme de la suite U.

n — > U(n) = U, est le terme général de la suite U.

Mode de définition d’une suite :
Une suite numérique peut se définir de différentes facons.

Suite définie par Un = f(n) : Ce sont des suites définies par la
donnée explicite du terme général Un en fonction de n.

Exemple : Soit la suite (Un) définie par Un = 2n. Calculer les 4
premiers termes.

Méme travail pour Wn = n =2n + 5

n2et

Suite récurrentes : Ce sont des suites définies par la donnée de son ler
terme et d’une relation de récurrence Un+1 = f(Un) liant deux termes
consécutifs de la suite : (ou f est une fonction) .

Exemple :
UO = 2

Soit la suite (Un) définie par 1
(Un) p {Un+1=EUn+3

Calculer U; ; U, ; U, ; Uy et représenter graphiquement les termes de
cette suite.

. 1
Solution : n =0 = Ul :EUO +3=4, ...
Représentations les termes de cette suite graphiquement

Soitf:x =»f(x) = %x + 3 la fonction associée a la suite (Un).
Uner = f(UR) = SUp+3et Up= 2;

Up=f(Uo) = 4; U= f(U)) = 5;Us = f(Up) = = Uy =
fws) ==
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Dans le plan muni d’un repere orthonormé on trace la courbe (Cf.) de f
et la droite d’équation: y = x

Activité 2 : Etudier le sens de variation d’une suite :
Consigne 1 : Soit (Un) définie par : U,, = % sur]O ; + oo [.

1- Calcule puis compare les résultats Uy ; Uy ; U,

2- Détermine U, 44

3- Compare U, et U,

4- la suite (Un) est — elle croissante ou décroissante sur]0 ; + oo [ ?
Consigne 2 : On considere la suite U définie sur N par :

9
U(): 2et Un+1:6—Un'

1- Démontrer par récurrence : pour tout n élément de N, Un <3.
2- Etudier le sens de variation de la suite U
Consigne 3 : Etudie la variation de W définie par :

wo=6etwyyq =%Wn +3
Synthése partielle :
Définitions :
< On dit que la suite (U,) est croissante sur N, si pour tout entier

naturelnona: U,,; - U, 200u U, <U, 44

< On dit que la suite (U,) est décroissante sur N, si pour tout entier
naturelnona: Uy1 - U, <0o0u U, = U,4+

< On dit que la suite (U,) est constante sur N, si pour tout entier
naturelnona: U,y = U,

% On dit que la suite (U,) est stationnaire a partir du rang ny ; Si
pour tout entier naturel n dés que n >ng alors U, = Up,

< On dit que la suite (Un) est a termes positifs, si pour tout entier

naturelnona: U, >20; VheN

Remarques : Si U,>0; vneN.

Un+1

[(Uy) est croissante] < [

[(U,) est décroissante] < |
Théoréme :
Soit (un) une suite définie par Un = f(n), avec f définie sur [0; +oo [
Si fest strictement croissante, alors (Un) est strictement croissante.
Si fest strictement décroissante, alors (Un) est strictement décroissante.

NB : Ce théoréme ne s'applique pas si la suite (Un) est définie par
récurrence (Un+1 = f(Un)). Les variations de la fonction f et de la
suite (Un) ne sont pas toujours les mémes.

Activité 3 : comparaison de deux suites

Consigne : Soient deux U et V définies par :

2n—1
a) Uﬂ:n—z etVn=E
1 1
by Un=17 et =50

Compare U et V dans les cas ci — dessus
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Synthese partielle :

Définition : U et V sont des suites de méme ensemble de définition, ng
un nombre entier naturel. Lorsque pour tout nombre entier naturel n
supérieure a ng, U, > Vy,

% On dit que : U est supérieure a V a partir de ny.

& On dit aussi que : V est inferieure a U a partir de ng
Activité 4: Suites minorées, majorées et bornées

Consigne 1 :

1- soit la suite (U,) définie par Uy =0 et U,y 1 =/ U, + 6.
Démontre par récurrence que U,, < 5;
. . s 3
2- soit (Up)nen la suite de terme général : n—fl

a) montre que la suite U, est positive ;
b) Démontre que la suite (U,,) est majorée par 3
Consigne 2 :

I- On considére la suite (U,) définie sur N par
Up=1+2
{Un+1 = U; —2U, +4
a) CalculerU,; U,
b) Justifier que Vn>1, U, = 1;
2- soit () nern la suite de terme général:n? — 2n — 2
a) Montre que Vn € IN,V,, = (n —1)?> — 3
b) En déduis que la suite (V,) est minorée par - 3
Consigne 3 :
Soit W la suite définie par sur N par : {Wn+1 _ % W, -1 Montrer
queVn €IN, —2<W, <1

Solution : Wy = 1et Wy, 1 = %Wn -1;

(Uestbornépar —2etl) < (VheN; =2 <W, <1)
Démonstrations
n=0;W,=1o0na: —2 <W, <1vraie
Soit nLIN ; supposons que : — 2 <W,,<1;

montrons que — 2 <W, ., <1 avec
Woar = sWo-1; —25Wpsl e -1 5o
-2 S%Wn— 1< — %_<1.Vrai alordre(n+1).

D’apres le principe du raisonnement par récurrence
(meN,—2 <W, <1) & D’ou la suite W est bornée par —2et 1

Synthese partielle :
Définitions : Suites majorées ; minorées et bornées :

< On dit qu’une suite numérique (Un) est majorée s’il existe un réel
M tel que: ¥n € N,Un <M; M est un majorant de la suite (Un)
% On dit qu’une suite numérique (Un) est minorée s’il existe un réel
m tel que : YneN, m <Un; m est un minorant de la suite (Un).
& Une suite numérique (Un) est dite bornée si elle est a la fois
majorée et minorée c'est-a-dire : YheN, m <Un <M.
Activité 5 : Suites Arithmétiques :

Consigne 1 : Le 01/01/2017 un journal de sensibilisations pour les
reboisements compte 12000 abonnés. Le service d’abonnement a noté
que, chaque mois, 1000 abonnements arrivent a I’échéance. Sur ces
1000 abonnés, 750 sont renouvelés. De plus chaque mois 320 nouveaux
abonnements sont souscrits. On note u; le nombre d’abonnés a la date
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du 01/01/2017, u, le nombre d’abonnés a la date du 01/02/2018, et ainsi
de suite, de mois en mois.

1)Donne les valeurs de uy, uy, Uz, uyg;

2)Justifie que la variation absolue lorsqu’on passe d’un terme au
terme suivant est constante. Quelle est cette variation ;

3) Est-ce que ce journal risquerait de perdre un jour ses abonnées ?
justifie ta réponse

Consigne 2 : Pour préparer une course et bien maintenir sa santé, un
athlete décide de s’entrainer de fagon progressive. Il commence par
courir 3000 m. Apres 1 jour d’entrainement, il court 3150 m. Apres 2
jours, il court 3300 m puis ainsi de suite en parcourant chaque jour 150
m de plus que la veille. On note u, la distance parcourue apres n jours
d’entrainement.

1) Calculer uset uy.

2) Exprimer u,+; en fonction de u,.

3) Donner la variation de la suite (u,,).

4) Exprimer u, en fonction de n.

5) calcule puis conclus uy + u, + uz + uy + us + ug + Uy +ug +

10
U,Q + u10 et 7 X (u1 + ulO)

6) Quelle distance aura-t-il parcourue au total apres 10jours
d’entrainement ?

Synthese partielle !

Définition_: On appelle suite arithmétique toute suite (Un) définie par
son premier terme et une relation de récurrence de la forme :

Uns1 = Uy, + 1; ourest un réel appelé raison de la suite(Un).

Sens de variations : Une suite arithmétique(Un) est croissant si r est
positive ; décroissante si r est négative et constante si r est nulle

Expression du terme général Un en fonction de U, ; netr:
Soit une suite arithmetique (U,) de 1°" terme U, et de raisonr.

Uy =U, + (m—p)r U,-U, = (n— p)r; (VpeN;p < n)

e Sile ler termeestUyalorsU, =U, + nr

o Sileler termeestU;alorsU, =U; + (n—Dr
Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique :
Soit (Un) une suite arithmétique de ler terme Uo et de raisonr.
Posons: S, = U, + Uy + U, + ...+ U,

Shn=U,+U,+7r)+ U, +2r)+ (U, +37r) + ...... + (U, + nr) &
Sn=Uo+Uo+ ...4+4U0U0+ (1 +2+3 + ..+ nre

Upa n+1 fois

nn+1
s, =+ 1)U, + D

2
(n+1 (n+1)
n =" [2U, + nr]ou s, = >

(Somme des n + 1 premiers termes)

[Uo + Un]

Sile ler termeest Uy alorsona:

S, = §[2U1 +(n—1r]ous, = %[U1 + U,]

(Somme des n premiers termes)

D’une facon générale : Soit (Un)une suite arithmétique de
1¢" terme Up et de raisonr

Sy =Y 20, + (n—pyrlous, =Ry, + U,
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Evaluation 1 : Soit (Un) la suite définie par : Uy =5 ; Upyq = %

pour tout entier naturel n. On définit les termes de la suite (U,) par la

. 1 .
relation : V,, = 7 pour tout entier naturel n.
_

2 . . . . . 1
1. Démontrer que la suite (V) est une suite arithmétique de raison 3

2. Pour tout entier naturel ; exprimer (V,) puis (U,) en fonction de n.

3. En déduire la limite de la suite (U,)

4. Calcule la somme de 15 premiers termes de la suite (Vn)
Evaluation 2 : un jardinier doit arroser les pieds de chacun des arbres
formant une rangée de la plantation. La distance entre le deux arbres
consécutif est 5 m et le puits est situé a § m de premier arbre

1) Quelle est la distance du puits au premier arbre ? au 2° arbre ? au
3¢ arbre ?au 4° arbre ?
2) On désigne par d, la distance de puits au nieme arbre.
a) Donne la nature de la suite d, en précisant son premier terme et
sa raison ;
b) Calcule dy+; en fonction de d,. puis d, en fonction de n
3)Le jardin fait un trajet aller — retour au puits pour chaque arbre :
calculer la distance qu’il doit parcourir pour arroser les sept arbres
et revenir au puits

Activité 6 : Suites géométriques :

Consigne 1 : Un capital de 12800 euros est placé le 01/01/2014 avec un
taux d’intérét annuel de 6,25%. Tous les ans les intéréts sont cumulés
au capital. Pour tout entier n, on note C le capital correspondant au 1%
janvier 2014 + n.

1) Donner les valeurs de Cy ; C; ; C,; Cy
Cnt1
Cn

2) Démontrer que pour tout entier n, le quotient est constant.
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3) Que pensez — vous du sens de variations de la suite (C,) ?

Consigne 2 : On place un capital de S00€ sur un compte dont les
intéréts annuels s'élevent a 4% par an. On note u, la valeur du capital
apres n années.

1)Calcule u; ; u; et us.
2)Exprime u,+; en fonction de u,,.
3)Donne la variation de la suite (u;,).

4)Exprime u, en fonction de n.

1—(1,04)15

S)calcule la somme S = us + ug + u; + - + Uy et ug X Tos

Synthese partielle :

Définition : On appelle suite géométrique toute suite (Un) definie par
son premier terme et une relation de récurrence de la forme : U, ; =
qU,, ou q est un réel appelé raison de la suite.

Expression du terme général Un :

Soit (U,) une suite géometrique de 1°" terme U, et de raison q.

Up = Up*xq" P (VpeN; p<n)
Upxq"; (p =0)

e Silel1®" termeestU,alorsU, = U;xq"1; (p =1)
Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique :

e Sile1°" termeest U, alors U, =

Soit (Un) une suite géometrique de ler terme Uo et de raison q .
Posons: S, =U, + U; + U, + ...+ U,

—qSp = —qUp — qU; — qUy — - — qU,
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Q(l—CI)Sn = Uy -qUy
c}(l_Q)Sn = U, - qUo*qnc}(l_q)Sn = Uo(l_qn+1)

[1_qn+1]

&S, = U, * T

n

. 1
&Sile 1°" terme est U alors: S, = U; * =

D’une maniere générale on a la formule

1_qTL—p+1

avec q #1
1-q

Sp = Up *

&Siq = lalorsona:Sn = nU;

Limites d’une suite géométrique :
Soit une suite géométrique de raison q et de terme généralUn.

Si|q| < 1alors (U,)convergeet lim U, =0

n— +oo

Si|q|>1 alors (Un) diverge
Limites de la somme des termes d’une suite géometrique :
* Siq = 1alors Sn = nUlet lim nUl1l =+

n—-+o
n

et lim Sn=+4w
1-— q n—-+o

* Sig>1alors Sn = Ul

U
* Siq < 1alors lifl Sn=1 1q
n—+oo —_

Progressions Arithmétiques et géométriques :
Soit la progression de trois termes x; y; z

(x; y; zsont enprogression arithmetique) < (x + z = 2y)

(x; y; z sont en progression géometrique)<> (x *z = y?)

Evaluation 1 :

On souhaite étudier la suite (Un) de premier terme Uo=5 définie par la
. . . 1

relation de récurrence suivante : U, = 3 U, + 4 pour tout neN; On

définit la suite V,, = U,, — 6 pour tout neN.

1. Montrer que la suite (Vn) est une suite géométrique dont on
précisera le premier terme et sa raison.

2. Exprimer Vn en fonction du rang n.

3. En déduire I’expression de Urn en fonction de n.

4. En déduire la limite de la suite (Un)
Evaluation 2 : Un paysan possede un ou il plante des arbres fruitiers.
Pour mieux les entretenir, il décide de vendre chaque année les 5% de
pieds existants et plante 3 000 nouveaux. Il démarre avec 50000 pieds
en 2015. En désignant X, le nombre de pieds d’arbres se trouvant dans
le champ au cours de I’année (2015 + n)

1) a) Détermine le nombre d’arbres qu’il aura en 2016 ? Et en 2017 ?
b) Exprime X,+; en fonction de X,
2) On considere la suite (Uy,) définie par U, = 60000 - X,

a°) Montre que la suite (U,) est une suite géométrique dont on
donnera la raison et 1° terme ;

b°) Exprime U, en fonction de n puis en déduis X, en fonction de n ;
c®) Ce paysan aura combien d’arbres fruitiers dans 20 ans ?
d®) Calcule la limite de la suite (X,). Conclure
Activité 7 : Suites convergentes —Suites divergentes :
((U,) converge) < 1lll_)1’{l.o U,=11eR))

(Sil = +o ou — o oun’existe pas) Alors (U,) diverge
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Suites définies par U,, = f(n) :

Dans ce cas on calcule directement la limite en +oo.

Suites définies par U,,,1 = f(U,,) :

Si (Un) a une limite £ € IR, alors £ est une solution de 1’équation : f (x)

= x. (la solution de I’équation f (x) = x est la limite éventuelle de (U,,))

Etude de quelques suites récurrentes :
Upai=aUy,+b;(@#0;b#0): Uy=f(U,) avec f(x) = ax + b.

Soit a la solution de 1’équation f(x) = x. On pose Vn = Un — a. On
étudie la convergence de (Vn) puis on déduit celle de (Un).

Consigne 1 :
1- On donne la suite numérique (Un) définie par : Un = 2::53.
étudier le comportement de (Un) pour les grandes valeurs de n ;
UO =2
2- Soit 1
{Un+1 =3 U, +4

a) Déterminer la limite éventuelle o de cette suite (U,) ;

b) On pose V, = U, — a. Etudier la convergence de (Uy,).
Consigne 2 :

UO =1

Etudier la convergence de la suite U définie par : _ 1
Un41 = Uﬁ.+'5;

Solution : La suite Un est du type : Un = f(n). f étant la fonction deR
2x+3
x+5

vers R definie par : f(x) =

La droite (D) d’équation y = 2 est asymptote a la représentation
graphique (Cf

Les termesU; ; U, ; Uz ; U, et Ussont de plus en plus proches de 3. La
distance entre Un et 2 devient aussi petite que I’on veut dés que n est un

nombre entier suffisamment grand. Un = 2. On dit que la suite (Un)
est une suite convergente et qu’elle converge vers 2.

Synthese partielle :
Théoréeme 1 : (admis)

+» Toute suite croissante et majorée est convergente ;

+¢ Toute suite décroissante et minorée est convergente ;

+ Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo ;

% Toue suite décroissante et non minorée diverge vers - o ;
Théorémes généraux étendus a IR
On consideére deux suites (U,) et (V;,). On suppose que :
Si (Uy)et (V;,)sontdeux suites convergentes respectivement vers 1 et I,
Alorson a:

lirP (Up +V,) =1+1" sauf si (L+1') est une forme indéfinie
n—-+oo

lirP (U, xV,) =1x1" sauf si (Il x1") est une forme indéfinie
n—-+oo

U l l
lim (—n) = — sauf si — est une forme indéfinie
n—-+oo Vn ll ll

Théoréme 2 : Soient (Un)et (Vn)sont deux suites

si lim U, =let lim V, =+ alors lim (U, +V,) = +o
n—+oo n—+oo n-+oo

Théoreme 3 : (comparaison des limites de deux suites)
Soient (Un) ; (Vn) deux suites.on suppose que a partir d'un

certainrang U, <V,

si lim U, = +owet lim V;, = +oo

n—+oo n—+oo
si lim V, = —ocet lim U, = —o0
n—-+oo n—-+oo
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Théoreme 4 :( Gendarmes)
Soient (Uy) ; (V,)et (W )trois suites telles que (Uy)et (V,)
convergent vers l et

U, < W, <V, alors la suite (W,) converge vers L.

Evaluation 1: On considére la suite (U,) définie sur N par
Uy =—-4
{U,l+1 =20, +1
1) représente graphiquement les cinq premiers ter mes de la suite

(U,) sur I’axe n des abscisses.
2) On pose V,= U, - a. (a€ER)
a) Déterminer a pour que (V,) soit une suite géométrique.
n
b) Endéduireque Vn €N ; U, = 4—8(%)
¢) Vn€ N; onnote S =ug + u; +.... + u,. Trouver ’expression de S
en fonction n.

d) Déterminer les limites des suites (uy,) et (Sy).
Evaluation 2 :

1-L’Opération Puits, une entreprise de forage estime le colit d’un
puits a grand diamétre comme suit :

v’ le premier métre creusé coiite 1000 F ;

v' le second métre creusé colite 1050 F et chaque métre creusé
cofite 50 F de plus que le précédent. Quelle serait la profondeur
maximale de ce puits si le crédit alloué a I’entreprise est de
519.750 F ?

2-Une société Forestiere décide de créer un bosquet (Petit bois,
touffe d’arbres) a chaque kilométre entre deux villes A et B distant
de 300 Km.

v’ Au premier kilométre le bosquet compte 15 arbres ;

v’ Au second kilométre le bosquet compte 22 arbres et & chaque
kilometre qui suit le bosquet compte 7 arbres de plus que le
précédent.

a) Quel est le nombre d’arbres que compte le dernier bosquet ?

b) Quel est le nombre total d’arbres que la société doit planter ?
Evaluation 3 : Un épargnant dispose au 1 janvier 2006 d’un capital
Co = 10 000F qu’il place a la Bank of Africa (BOA) a un taux de 6%
I’an. Au bout de chaque année le capital est augmenté des intéréts qu’il
produit. On désigne par C, la valeur du capital au bout de n années.

1) Calculer C; ; C; ; Cs.

2) Démontrer que : C,, = Cy(1,06)"

3) Aubout de combien de temps n le capital CO aura-t-il doublé ?

4) En supposant le prix du marché stable, en quelle année son
capital peut payer une voiture dont le prix est 20 O00F ?

Evaluation 4 : Un fonctionnaire consacre 80% de son revenu a une
épargne. Ce fonctionnaire voit son revenu annuel augmenter de 3% par
an et décide de diminuer la part de 1’épargne dans son revenu annuel de
2,5% par an. Le revenu initial du fonctionnaire est Ry = 400 000 F. On
désigne par R, le revenu annuel du fonctionnaire et En I’épargne
annuelle au bout de n années (n€EN).

1) Calculer I’épargne initiale E O du fonctionnaire.

2) Calculer le revenu R, et I’épargne E; de I’année suivante (n=1) ;
3) Calculer le revenu R; et I’épargne E, de 1’année suivante (n = 2) ;
4) Exprimer R; en fonction de Ry et n ; puis E, en fonction de Eg et n
5) Calculer la limite de E, quand n tend vers +oo.
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Evaluation 5: On considere la suite (Un) définie sur N* par son terme

général : U, = (_12)n><5

1) Calcule Uy ; U, ; Us; Uy ; Us.
2) Montre que cette suite est le suite géométrique dont on précisera la

raison
3) Exprime Un en fonction de U, et de n.
4) Calcule Y;_, U; et donner une valeur approchée a 10~ 2 prés.
Evaluation 6 : On considére la suite (Un) définie sur IN par
{Un =-Up_1+3
U, donné

1) Etudie le cas ou Uy =4.

2) On suppose Uy # 4. Montrer qu’il existe une suite géométrique
(Wn) telle que U, — W, soit indépendante de n. Exprime U, en
fonction de n et Uy. En déduis la limite de (U,) lorsque n tend
Vers +oo

Evaluation 7 : : (U,) est une suite géométrique de raison 3 et U; = 2.

a) Calcule Un en fonction de n ;
b) Calculela somme U; + U, +...... + Us.
¢) (Vn) est une suite arithmétique de raisonret V| = 2.

Exprime Vn en fonction de n puis calcule : Vig +V3; + V3,
Evaluation 8:
(Un) est une suite arithmétique définie par Us =2 et U; = 14

a) Déterminer la raison r de cette suite, puis exprimer Un en
fonction de n.
b) Calculer S =U, + Uz + Uy +.....+Uy

U1:3

Evaluation 9 : soit la suite (Un) définie sur N* par { Uy = U, +n

On considere la suite (Vn) définie par Vi = Un+1 - Un (1)

a) Exprime Vn en fonction de n et montre (Vn) est une suite
arithmétique dont on déterminera le ler terme et la raison.

b) Calculer Sn=V;+V,+V3+....... + V..

c) Utilise la relation (1) pour trouver une autre expression de Sn.
En déduis Un en fonction de n. calcule la limite de Un.

Evaluation 10 : Une observation faite par un journal sur ses abonnés a
permis de constater, pour chaque année un taux de réabonnement de

80% ainsi que I’apparition d’environ 5 000 nouveaux abonnés. On note
an le nombre des abonnés aprés n années et on précise que ag = 10 000.

1) Explique pourquoi, pour tout entier naturel n, a,+;= 0,8a, + 5000

2) Soit (Un) la suite définie par Vn ¢ N, Un = 25000 — a,,

a) Exprime U, en fonction de Un.

b) Déduis que(Un) est une suite géométrique dont on précisera la
raison et le premier terme. ¢) Soit n € N, exprime Un en fonction
de n. En déduis I’expression de a, en fonction de n.

Evaluation 11 : Soit la suite (Un) définie par LI n € N, Un = &

a) Calcule Uy, Uy, Uy
b) Précise la nature et la raison de la suite (Un).
¢) Calcule en fonction de n la somme Sn=Uy+ U; +....... + U,

Evaluation 12 : Soit la suite (Un) définie par U; = g et pour tout n >1,

3+Up
Un+1 - 2

1) Calcule U; et Us (U,) est — elle une suite arithmétique ? Est —
elle une suite géométrique ?
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2) Pour tout n >1, on pose Vn = 3 — Un. Montrer que (Vn) est une
suite géométrique.

3) Exprime Vn en fonction de n. En déduis Un en fonction de n.
Calcule la limite de U, en +o

Evaluation 13 : Soit a et b deux réels strictement positifs.

On définit la suite (Un), pour tout entier naturel n, par Uy=a ; U; =b ;
Un+2 = Un+1 + 6Un

On considere les suites (V,) et (W,) définies, pour tout entier naturel n,
Vo=Up = 3U, et W, =U,; +2U,

1) Montre que (V,) est une suite géométrique de raison q = -2 et
de premier terme V= b — 3a. Déterminer, pour tout entier
naturel n, V, en en fonction de n, a et b.

2) Montrer aussi que (W,) est une suite géométrique et exprimer
W, en fonction de n, a et b.

3) En déduire U n en fonction de n, a et b.

4) Montrer que si (U,) est une suite géométrique, alors sa raison
ne peut €tre que q = -2 ou q = 3.

5) déterminer la limite de la suite (Uy).

Evaluation 14 :

I-  On considere la suite (Vn) définie par : {SVnJZl:_V;ll 48

1) Calcule V,; V> ; Vs,

2) Onpose U, =V, - 2. Démontrer que (Un) est une suite
géométrique.

3) Démontrer que la suite (Vn) est convergente et trouver sa limite

4) Calcule. S, =U; +U, +U;s + ... +U,;

5) Calcule la limite de S,

IT — Soient a, b, ¢, d, e cinqg termes consécutifs d’une suite arithmétique
a+b+d+e=60
d+e=42 '
1) Exprimer a, b, d et e en fonction de c et r.
2) Déterminer les nombres réels a, b, ¢, d, e.

de raison r telle que : {

Evaluation 15 : On étudie I'évolution de la population d'une ville,
depuis le ler janvier 2008. Pour cette partie, on admet que la population
augmente de 3,5% par an depuis le 1 janvier 2008.

1) Déterminer le pourcentage d'augmentation de la population
entre le ler janvier 2008 et le 1° janvier 2014. Donner une
réponse a 0,1 % pres.

2) A partir de 2008, on modélise la population de cette ville au 1°
janvier a l'aide d'une suite : Pour tout entier naturel n, on note un
le nombre d'habitants, exprimé en centaines de milliers
d'habitants, au ler janvier de 1'année 2008 + n. Au ler janvier
2008, cette ville comptait 100 000 habitants.

a) Que vaut Up ?

b) Montrer que, pour tout entier naturel n, Un = 1,035".

c) Suivant ce modele, en quelle année la population aura-t-elle
doublé ? Justifier

Evaluation 16 : : On ne suppose qu’un pin d’un age supérieur a 10 ans
a une croissance réguliere annuelle de 40 cm de hauteur. On note (h,) la
hauteur en mettre du pin) I’dge n (pour n > 0)

1) En supposant dans cette question que h;o = 22, calculer hy; et hy

2) Montrer que la suite (h,) n > 0 est une suite arithmétique

3) On suppose qu’un pin de 10 ans a une hauteur de 17 m. quelle
sera sa hauteur lorsqu’il aura 22 ans ?

Séquences en APC tout le programme de Maths 11 ° Science : Prof : Mahamane BOUYA au LHDS de I’A.E de Mopti Page 62




Contact : mahcha2010@hotmail.fr tel : 79059100 - 65696567

4) On ne suppose qu’un pin de 28 ans a une hauteur de 25 m.
quelle sera sa hauteur lorsqu’il aura 18 ans ?

5) Représenter graphiquement pour n compris entre 10 et 30, la
hauteur d’un pin que mesure 15m a 10ans

Evaluation 17 : Mme Tranquille souhaite avoir une activité physique,
elle choisit la marche. Elle décide de marcher 15 minutes le 1 jour, 30
minutes le 2° jour, 45minutes le 3° jour et ainsi de suite. Son apport
énergétique journalier avant toute activité physique est U;= 8.500 kj.
Sachant que 15 minutes de marche consomment 250 kj, elle augmente
son apport nutritionnel en correspondance avec son activité.

1) Calculer les apports nutritionnels journaliers : U; et Us
correspondants a 15 et 30 minutes de marche.

2) Donne en justifiant la nature de la suite formée par les nombre
Uy 5 Uz Us

3) Déterminer a I’aide d’un tableau ou d’une calculatrice 1’apport
nutritionnel correspondant a 2h 30 mn et a 05h 00 de marche.

Evaluation 20 : Les suites numériques (Un) et (Vn) définies par

Up =2 et Unyy = Uy +3V,)
: ! n €IN
Vo=4etVyy = Z(Vn +3U)

1) Soit la suite W, =U, +V,. Montrer que W, est une suite
constante. Donner sa valeur numérique.
2) Soitla suite X,, =U, -V, ;
a) Montrer que la suite X, est une suite géométrique. Exprimer
X, en fonction de n.
b) Etudier la convergence de X, ;
¢) Exprimer U, et V, en fonction de n.

Evaluation 21 ; On donne la suite (U,) définie par : Un =5" + 3 - n

1) Calcule les 5 premiers termes de cette suite.
2) Démontrer qu’elle n’est ni arithmétique ni géométrique. On

pose S, =Up tU;| + oovvrviiiie. +U,

3) a) Soit Vn la suite définie par n Vi = 5". On pose
Sn=Vo+Vi+ .. +V,. Calculer S'z en fonction de n.
b) soit Wn=3-n.0npose S"'n =Wy +W| + ..cccevvvrrnnnnn. W,

.Calculer S"7 en fonction de n.
¢) En déduire Sn en fonction de n.

Evaluation 22

UO = 1
1)On considere la suite (Un) définie par : { U.. . = Un
n+1 — m

a) Démontre par récurrence que pour tout entier naturel n on a, U, > 0
b)CalculerUl, Uz, U3, U4.

. 1
2) Pour tout entier naturel n, on pose T, = ™

a) CalculeTy; Ty; To; Ts; Ty

b) Montrer que la suite (7n ) est une suite arithmétique dont on
précisera le premier terme et la raison.

¢) En déduire une expression de U, en fonction de n. Calculer Upyo;.

Evaluation 23 : On consideére la suite (U,) définie pour tout nombre

. n —
entier naturel n par U, = = +e™™

1) Montrer que la suite (V,) définie pour tout nombre entier naturel
parV, = g est une suite arithmétique dont on précisera la raison
et le premier terme.

2) Montrer que la suite (W,) définie pour tout nombre entier
naturel n par W,, = e™™ est une suite géométrique dont on
précisera la raison et le premier terme.
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3) Calculer en fonctionden: Sn=Vy+ V| +........... +V, et
Snl=Wy+W;+......... +W,. En déduis Sn2 =Uy+U, +....... +Un.
Etudier lorsqu’elles existent, les limites respectives de Sn, S'ni,
Sn2 lorsque n tend vers I’infini.

Evaluation 24 : A I’automne 2010, Claude achéte une maison a la
campagne ; il dispose d’un terrain de 1 500 m” entiérement engazonné.
Mais tous les ans, 20% de la surface engazonnée est détruite et
remplacée par de la mousse.

Claude arrache alors, a chaque automne, la mousse sur une surface de
50 m” et la remplace par du gazon. Pour tout nombre entier naturel rn,
on note un la surface en m” de terrain engazonné au bout de n années,
¢’est-a-dire a I’automne 2010 + 1. On a donc uy = 1 500.

1) Calculer Uj;.
2) Justifier que, pour entier naturel n, U,+; = 0,8 U, + 50.
3) On considére la suite (V,,) définie pour tout nombre entier
naturel n par : V, = U, — 250.
a) Démontrer que la suite (V,,) est géométrique. Préciser son
premier terme et sa raison. ;
b) Exprimer Vrn en fonction de n. En déduire que pour tout entier
naturel n, un =250 + 1 250 x 0,8".
¢) Quelle est la surface de terrain engazonné au bout de 4 années ?
4) Déterminer par le calcul la plus petite valeur de 1’entier naturel
n telle que : 250 + 1 250 x 0,8" < 500. Interpréter le résultat
obtenu.

Evaluation 25 :

Partie A : On considére la suite (un) définie par Uy = 10 et pour tout
entier naturel n, U,,1=0,9U,, + 1,2.
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1) On considére la suite (V,,) définie pour tout entier naturel n par
V.=U, - 12.

a) Démontrer que la suite (V,) est une suite géométrique dont on
précisera le premier terme et la raison.

b) Exprimer V, en fonction de n.

¢) En déduire que pour tout entier naturel n, un = 12 — 2 x 0,9n.

2) Déterminer la limite de la suite (V,,) et en déduire celle de la
suite (U,,).

Evaluation 26 : Les services de la mairie d’une ville ont étudié
I’évolution de la population de cette ville. Chaque année, 12,5 % de la
population quitte la ville et 1 200 personnes s’y installent.

En 2012, la ville comptait 40 000 habitants.
On note U,, le nombre d’habitants de la ville en I’année 2012 + n.

On a donc Uy =40 000. On admet que la suite (U,,) est définie pour tout
entier naturel n par U,+; = 0,875 x U, + 1 200.

On considere la suite (V,,) définie par V,, = U,, — 9 600.

Les questions numérotées de 1 a 5 de cet exercice forment un
questionnaire a choix multiples (QCM).

1) La valeur de U est : (a) 6 200 (b) 35 000 (c) 36 200 (d) 46 200

2) Lasuite (V,) est: (a) géométrique de raison —12,5 %
(b) géométrique de raison —0,875 (c) géométrique de raison 0,875
(d) géométrique de raison —9 600.

3) La suite (U,) a pour limite : (a) +oo; (b)0; (c) 1200 ; (d) 9 600

Evaluation 27 : On a observé I’évolution des inscriptions dans le club de
gymnastique d’une ville. Chaque année, 30% des personnes inscrites au
club de gymnastique I’année précédente renouvellent leur inscription au
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club. De plus, chaque année, 10% des habitants de la ville qui n’étaient
pas inscrits au club I’année précédente s’y inscrivent.

On appelle n le nombre d’années d’existence du club. On note g, la
proportion de la population de la ville inscrite au club de gymnastique
lors de I’année n et p, la proportion de la population qui n’est pas
inscrite. La premiére année de fonctionnement du club (année « zéro »),
20% des habitants de la ville se sont inscrits. On a donc go = 0,2.

1)Soit n un entier naturel. Que vaut la somme g, + p,, ?
2)(a) Justifier que, pour tout entier naturel n, g,+1 = 0,3g, + 0,1p,.

(b) En déduire que, pour tout entier naturel n, g,+; = 0,2g,+ 0,1.

3)Pour tout entier naturel, on pose Un = g, — 0,125. Montrer que la
suite (un) est une suite géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme.

4)Déterminer le sens de variation de la suite (Un).

5)Montrer que, pour tout entier 7, g, = 0,125 + 0,075 x 0,2".
Comment la proportion de la ville inscrite au club de gymnastique
évolue-t-elle au cours des années

Evaluation 28 : Un jardinier veut creuser un puits dans son jardin. Il
s’adresse a deux groupes d’ouvriers qui lui proposent le marché suivant :

Groupe A : Le 1% métre est creusé a 5000F, pour chaque métre
supplémentaire, le colit de creusement augmente de 600F. (Exemple : le
colt du 2° métre est 5600F)

Groupe B : Le 1 métre est creusé a 5000F, pour chaque métre
supplémentaire, le colit de creusement augmente de 10% par rapport au
colit de métre précédent (Exemple : Le colit du 2° métre est
5000+5000x10% = 5500)

1)Calcule le coiit de creusement des 3° ; 4° ; et 5° métres par chacun
de deux groupes (les résultats seront arrondis au francs pres)

2) Si le jardinier a un puits de 3m de profondeurs, quel groupe
choisira — t — il pour faire le travail ? justifie votre réponse.

3) A partir de quelle profondeur le colit de creusement du metre par
le groupe A sera moins cher que pour le groupe B ?

4) Quel est le cofit total de creusement d’un puits de Sm par chacun
des groupes ?

Evaluation 29 : (U,) est une suite numérique de premier terme Uy. On
considere les cas suivants :

1) Si(U,) est une suite géométrique du premier terme Uy = 16 et
de raison q = ¥2
a) Calcule U;; U, ; Uz et Uy;
1

b) Pour quelle valeurdena—t—on: U, =% 7, U, =3 ?;

2) si(U,) est une suite arithmétique de raison r telle que : Uy =1 ;
Ui=3;0,=5;
a) Calcule la raison r de cette suite, b) Calcule Uz ; Uy ; Us et Ug

Evaluation 30: Soient (U,) et (V,) deux suites numériques définies
par: U; =2et Uy =2U,;

(Vy) est une suite arithmétique de raison r = -5 et Vs = -20
1°) a) calcule U, ; Uz et Uy;

b) Quelle est la nature de la suite (U,) ? Précise sa raison.
2°) a) Détermine le premier termine V; de la suite (V,) ;

b) Donne I’expression de (V,) en fonction de n puis calcule Vg
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE VII : DENOMBREMENT - PROBABILITE
Compétences :

& Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Dénombrement — Probabilité

I- Dénombrement

< Etude d’exemples simples et variés de dénombrement.
On mettra en place des techniques de dénombrement par calcul
direct (sans faire intervenir de formule) : Schéma arborescent,
utilisation des suites a p éléments distincts ou autres techniques
permettant de dénombrer tous les cas possibles. Puis on mettra en
évidence I’intérét de donner des formules qui permettent de
résoudre un certain nombre d’exercices se ramenant au
dénombrement d’applications injectives, de bijections, de parties
d’un ensemble.

< Nombre d’applications d’un ensemble fini dans un ensemble fini,
nombre d’applications injectives d’un ensemble fini a p éléments

dans un ensemble fini a n éléments (arrangement : notation A,f’ )

nombre de bijections d’un ensemble fini a n éléments dans un
ensemble fini a n éléments (permutations, notation : n!) ; nombre
de parties a p éléments d’un ensemble de n €léments

(combinaisons, notation C,f )
On fera vérifier les relations : C,f = CZ_p ; C,f = C,f__/ + C5_7

Triangle de Pascal

II- Probabilité

& Sur des exemples simples on introduira le vocabulaire : Epreuve ;
Univers, Eventualité ainsi que les notions d’Evénement,
d’Evénement réalisé, d’Evénement certain, d’Evénement
impossible, d’Evénement contraire d’un événement,
d’Evénements incompatibles.

< Pour une épreuve donnée on étudiera la probabilité qu’un
événement se réalise. On calculera a partir des dénombrements
cette probabilité en se limitant au cas de I’équiprobabilité des
éventualités.

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
» Ressources matérielles :
> Ressources financieéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)
Pré-évaluation :

Définis les mots et expressions suivants en donnant un exemple dans
chaque cas : Ensemble ; élément ; Ensemble fini ; Cardinal d’un
ensemble ; Intersection ; Réunion ; Inclusion ; Complémentaire d’un
ensemble :

Réponse

Un ensemble est une collection d’objectifs distincts. Les objets de cet
ensemble sont appelés les éléments.

Exemple 1: F={a, b, ¢, d} est un ensemble et a, b, ¢, d sont des
éléments.
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Exemple 2 : Un troupeau de mouton est un ensemble dont les éléments
sont des moutons

Remarque : Un ensemble ne contenant pas d’élément est un ensemble
vide noté @ ou {}

- Un ensemble contenant un élément est un singleton,
- Un ensemble peut contenir d’autre ensemble.

Exemple : N contient ’ensemble des nombres pairs {0, 2,4, 6, ........ }

Un ensemble fini : un ensemble est dit fini lorsqu’on peut compter le
nombre d’éléments

Exemple: A={a;b;c;d;e;f} estun ensemble fini
Cardinal d’un ensemble fini :

Définition : cardinal d’un ensemble fini E est le nombre de ses
éléments. On note Card(E)

Exemple : A={0;1;2;};B={a;b;c;d};Card(A)=3; Card(B)=4 ;
Card (0)=0

Intersection : Soit A et B deux ensembles, on appelle ’intersection de
A et B ; on note ANB et se lit A inter B. ’ensemble des elements
communs a A et a B.

Exemple : A={0,1,2,3,4,5};B={0,2,5,10,15}; C ={a;b;c;d}
ANB={0,2,5} ; AnC=0
Remarque : AN B = @ . On dit que A et B sont disjoints.

Réunion : On appelle réunion de deux ensembles A et B notée AUB et
se lit A union B I’ensemble des éléments appartenant A ou B.

Exemple : A={0,1,2,a,c}, B={a,b, c};C={3;4;5;d}

AUB={0,1,2,a,b,c};AUC={0;1;2;3;4;a;b;c;d}
Propriétés : Soient A et B deux ensembles. On a :

- card(AUB) = card(A) + card (B) — card(A N B)
- siAnB=0@alorscard’AU B) = card (A) + card(B)

B {ANB ANB=0

ACB

card(AuB)=card(A) + card (B) - card(ANB) écard(AUB)= card (A) + card(B) card(AUB) = card(B)

Inclusion : un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tout
élément de A est élément de B, on note A € B , qui se lit A inclus dans
B. on dit que A est un sous ensemble de B ou une partie de B
Exemple: A={ asb;c};B={1;2;a;b;c}alors Ac B

Complémentaire d’un ensemble: A étant un sous ensemble de E, on
appelle complémentaire de A dans E 1’ensemble des éléments de E qui
ne sont pas dans A noté Cf = A={x€ E; x & A}

Exemple : E={ a;b;c:d;e} ; A={b;c}; C{ ={a;d;e)

Remarque : si A et B sont des sous-ensemblesde EFLAcB =B c A
Complément sur les ensembles

Ensemble des parties d’un ensemble :

L’ensemble des parties d’un ensemble E noté P(E)

Exemple : E={a ;b ;c} ; P(E)={ @; {a} ; {b}; {c}; {a;b};
{asc}; {bic};{asbsc} )
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Remarque: soit E un ensemble fini de Card(E)=n, alors Card (P(E))=2"
Partition d’un ensemble :
Définition : les parties d’un ensemble E forment une partition E si :

- Elles sont disjointes deux a deux
- Elles sont non vides. Leur réunion égale a E

Propriétés : Soit E un ensemble fini et E. : E; —» E, des ensembles
formant une partitionde E : on a :

Card(E)= CardE+ CardE,+ CardEs+ ...............cceeel 0l + CardE,

Produit cartésien : Soient A et B deux ensembles, on appelle produit
cartésien de A et B on note A x B se lit A croix B, I’ensemble des
couples (a;b)telquea€ Aetb €B.

Ona: AX B=1{(a;b)\a€ Aetb € B}

Card (AxB) = Card(A) x Card(B)

Remarque: si A=B; AxB = A?=B?alors Card(Az) = (CardA) 2
Exemple : A={1;2};B={a;b;c}

A\B A b C
1 (I;a) | (A;b)| (150
2 2;a | 25| 250

Card (AxB) = Card(A) x Card(B)=2x3=6
Situation probleme :

Dans une classe de 11°™S il y’a 30 éleves.15 éleves étudient 1’arabe et
18 éleves étudient I’allemand. Sachant que chaque éleéve étudie au

moins 1’'une des deux langues, déterminer le nombre d’éléves qui

a) L’arabe et I’allemand a la fois ;
b) L’allemand seulement ;
¢) L’arabe seulement ;

Activité 1 : Permutations — Arrangement - P-uplets —Combinaison
Consigne 1 :

1) Donne toutes les permutations des objets de I’ensemble (a ; b ; c)
2) Quel est le nombre de permutations possibles ?

Consigne 2 :

1) Donne tous les nombres de deux chiffres qu’on peut former avec
les chiffres {1 ;3 ;4 ; 7} sans répéter un chiffre ;
2) Quel est le nombre de nombres de deux chiffres trouvés ?

Consigne 3 :

1) Range 2 a 2 avec répétitions I’ensemble d’objets {a, b, c} ;
2) Détermine le nombre de rangements possibles avec répétition ;

Consigne 4 :
Mamadou souhaite choisir trois lettres parmi A ; B; Cet D ;

1) Fais I’ensemble des combinaisons possibles de choix sans
répétions ;
2) Quel est le nombre de combinaisons possibles ?
Consigne 5 :

1) Donne toutes les combinaisons 2 a 2 avec répétitions de
I’ensemble {a, b, c} :
2) Quel est le nombre de combinaisons possibles avec répétitions
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Synthese partielle :
Permutations

Notations : Le produit des n premiers nombres entiers positifs est
appelé n factoriel et senote :n!'=1-2-3--(n—1)-n

Convention : Ona 0! =1.

Permutations d’objets distincts : Soit {aj, a,, . . ., a,} un ensemble de
n objets distincts. Une permutation consiste a donner un ordre a ces n
objets. Autrement dit une permutation est une suite.

Exemple : Voici toutes les permutations des objets de I’ensemble
{a,b,c}:(ab;c)(ajc;b)(bsasc)(bscia)(c;asb)(cibsa)
Théoréme : Le nombre de permutations de n objets, noté Pn est donné
par : Pn =n!

Arrangements :

Définition : Soit {a, a,, . . ., a,} un ensemble de n objets (distincts) et k

un nombre entre 1 et n. Un arrangement des n objets pris k a k sans
répétitions est un choix ordonné de k objets distincts parmi les n objets.

Exemple : Voici tous les arrangements 2 a 2 sans répétitions de
I’ensemble {a,b,c}:(a;b)(a;c)(b;a)(b;c)(c;a)(c;b)

Remarque : On choisit un objet dans I’ensemble d’objets, puis un
deuxieme qui doit étre différent. L’ordre de sélection est important !

Théoréme : Le nombre d’arrangements de n objets pris k a k sans
n!
(n—k)!

répétitions, noté donné A% par la formule suivante : AKX =

Propriétés: A% =1; A" =n!; Al =n ; A»! =n!

P-uplets d’un ensemble ou Arrangements avec répétitions

Définition : Soit {aj, a,, . . ., a,} un ensemble de n objets (distincts) et k
un nombre naturel. Un arrangement des n objets pris k a k avec
répétitions est un choix ordonné de k objets parmi les n objets. Il est
possible de choisir plusieurs fois le méme objet.

Exemple : Voici tous les arrangements 2 a 2 avec répétitions de
I’ensemble d’objets {a, b, c} : (a; a) (a; b) (a; ¢) (b; a) (b; b) (b; ¢) (c; a)
(c;b) (c; ©)

Remarque : On choisit deux objets, pas forcément distincts, dans
I’ensemble d’objets. L ordre de sélection est important.

Théoréme : Le nombre d’arrangements de n objets pris k a k avec

répétitions, noté AX est donné par la formule suivante : AX = n*

Combinaison sans répétition

Définition : Soit {aj, a,, . ., a,} un ensemble de n objets (distincts) et k un
nombre entre 1 et n. Une combinaison de n objets pris k a k sans
répétitions est un choix non ordonné de k objets distincts parmi les n
objets.

Exemple : Voici toutes les combinaisons 2 a 2 sans répétitions de
I’ensemble {a, b, c} : {a, b} {a, c} {b, c}

Remarque : On choisit un objet dans I’ensemble d’objets, puis un
deuxieéme qui doit étre différent. L’ordre de sélection n’est pas important !

Théoréme : Le nombre de combinaisons de n objets pris k a k sans

A,’§ _ n!
P Ki(n-k)!
Propriétés : Soit n et p deux nombres entiers naturels tels que : p<n

répétitions, noté C¥ est donné par la formule suivante : C} =

Ona:C, P = CF
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. . op-1 P _ [P
SideplusO<p<n,alorsona:C,_; + C,_; = C,
0 _ . n —1. 1 _ . n—-1 _
c,. =1 ; Ch =1; C,=n ; C;y =n
Combinaisons avec répétitions

Définition : Soit {a;, a, . . ., a,} un ensemble de n objets (distincts) et
k un nombre naturel.

Une combinaison des n objets pris k a k avec répétitions est un choix
non ordonné de k objets parmi les n objets. Il est possible de choisir
plusieurs fois le méme objet.

Exemple Voici toutes les combinaisons 2 a 2 avec répétitions de
I'ensemble {a, b, c} : {a, a} ; {a,b} {a,c}; {b,b}; {b,c}; {c,c}

On choisit deux objets, pas forcément distincts, dans 1’ensemble
d’objets. L’ordre de sélection n’est pas important !

Théoréme

Le nombre de combinaisons de n objets pris k a k avec répétitions, noté
(n+k-1)!
k!(n—1)!

T est donné par la formule suivante : C¥ = C¥,,_, ou Ck =

Formule du Binome de Newton : Soit a et b deux nombres réels et n
un nombre entier naturel non nul. On a: (a +b)"=3}7_, CPa"PbP

Triangle de Pascal:

Ce triangle permet de retrouver les coefficients de la formule du
binoéme : CP

Probléme de Dénombrement:

Soit E un ensemble a n éléments

Tirages des boules dans une urne

Lesp Les p
Modélisation éléments éléments Outils Nombre
ordonnés distincts de tirages
Tirages
successifs avec OouIl NON P listes n®
remise
Tirages
successifs sans OUuI Oul Arrangement AP
remise
Tirages
simultanés sans NON 0]8] Combinaison ck
répétition
Tirages
simultanés avec NON NON combinaison Cﬁ +p—1
répétition

Evaluation 1 :

1) Un comité se compose de 7 membres. De combien de manicres
peut-on nommer le bureau comprenant le président, le vice-
président, le secrétaire et le trésorier si les fonctions ne peuvent
pas étre cumulées ?

2) On considére les chiffres : 0,4, 2,3, 1 et 7.

Combien de nombres peut-on créer si on utilise tous les chiffres
disponibles une seule fois ?

Combien de nombres a 4 chiffres peut-on créer si on utilise une
seule fois les chiffres ci-dessus ?
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Evaluation 2 :

1) Au sport-toto, on doit pronostiquer le résultat de 13 matches (gagné,
perdu ou nul). Combien de pronostics différents existe-t-il ?

2) On considére les chiffres : 0,4, 2,3, 1 et 7.
Combien de nombres a 5 chiffres peut-on créer si on utilise les
chiffres ci-dessus autant de fois que 1’on veut ?
Combien de nombres a 8 chiffres peut-on créer si on utilise les
chiffres ci-dessus autant de fois que 1’on veut ?

Evaluation 3 :

1) On lance deux dés a 6 faces a partir d’un Goblet a dés. Combien
y a-t-il de possibilités?

2) On lance dix dés a 6 faces a partir d’un Goblet a dés. Combien y
a-t-il de possibilités ?

Evaluation 4 : Développer les expressions suivantes :
(x+y)* ;5 (@a=0)3; (x+y)® ; (@a+b)”; (a—Db)°

Evaluation 5 : Une urne contient 7 boules noires, 5 boules rouges et 2
boules blanches indiscernables au toucher. On tire simultanément 3
boules de ’urne.

1) Quel est le nombre de tirages possibles ?
2) Quel est le nombre de possibilités d’avoir :
a) 3 boules de couleurs différentes ?

b) 3 boules de méme couleur ?

¢) Au moins une boule blanche ?

d) Au plus deux boules rouges ?

e) Aucune boule noire

Evaluation 6 : Une boite contient 11 boules rouges, 4 boules bleues, 9
boules jaunes, et 6 boules noires.
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Dénombrer les cas possible a cette épreuve si I'on tire 3 boules de la
boite et que :

a) le tirage est simultané

b) le tirage est successif et sans remise

c) le tirage est successif et avec remise
Activité 2 : Introduction de la probabilité

Consigne : A I’aide de vos connaissances antérieures, définis une
expérience aléatoire puis cite quelques modeles

Synthese partielle !
Expériences aléatoires et modéles

Le lancer d’une piece de monnaie, le lancer d’un de ... sont des
expériences aléatoire s, car avant de les effectuer, on ne peut pas
prévoir avec certitude quel en sera le résultat, résultat qui dépend en
effet du hasard.

A cette expérience aléatoire, on associe I’ensemble des résultats
possibles appelé univers. Ses éléments sont appelés éventualités.

v’ Les sous-ensembles de I’univers Q sont appelés événements.

v" Les événements formes d’un seul élément sont appelés
événements élémentaires.

v Etant donné un univers Q, I’événement Q est I’événement
certain.

v" L’ensemble vide est I’événement impossible.

v' L’événement forme des éventualités qui sont dans A et dans B
est note ANB et se lit A inter B.

v' L’événement forme des éventualités qui sont dans A ou dans B
est note AUB et se lit A union B.
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v" Etant donné un univers Q et un événement A, I’ensemble des
éventualités qui ne sont pas dans A constitué¢ un événement
appelé événement contraire de A, note A.

v A et B sont incompatibles si et seulement si ANB =@.

NB : Pour décrire mathématiquement une expérience aléatoire, on
choisit un modele de cette expérience ; pour cela on détermine 1’univers
et on associe a chaque événement élémentaire un nombre appelé
probabilité

Consigne 2 :Une urne contient deux boules rouges (R; et R,) et deux
boules blanches (B; et B,), on tire simultanément 2 boules de cette urne

a) Quel est I’'univers 'Q de cette expérience, quel est card Q2

b) Quel est I’événement A ‘tire une boule blanche’

¢) Quel est I’événement B ‘tire 2 boules de méme couleur’

d) Quel est I’événement C ‘tire 2 boules de méme numéro

e) Quel est ’événement D ‘tire 2 boules telles que la somme de
leur numéro soit =2’

f) Quel est’éveénement E ‘tire 2 boules telles que la somme de
leur numéro soit = 3’

g) Quel est ’évenement F ‘tire 2 boules telles que la somme de
leur numéro soit = 5

Solution
Q= {(RiRy) ;(R1B1) ;(R2B1) ;(R2Bo) ;(R1Bo) ;(BiB2)} ; cardQ = 6
A= {(R; B1) ;(R2 B1) ; (R2 B2) 3(R; B2)} 5 cardA =4
B={(R; Ry) ;(B; By)} ; cardB =2
C={(R;By);(R2By)};cardC=2; D= {(R; By)};cardD =1
E={(Ri Ry ;(R2By) ;(Ri By) ;( By B2)}; cardE =4

F={}= 0@ cardF =0, F est un événement impossible
Activité 3 : Probabilités sur un ensemble fini
Consigne 1 : On lance deux fois de suite un dé équilibré.

1) Représenter dans un tableau les 36 issues équiprobables.
2) Calculer la probabilité des événements :

A : «on obtient un double » ; B : « on obtient 2 numéros consécutifs »

C : «on obtient au moins un 6 » ; D : « la somme des numéros dépasse 7 ».

Synthése partielle :

Définition : Soit Q = {R;.R,.R3;..... Ry ’ensemble des réalisations
possibles d’une expérience, card Q2 = n. Une probabilité sur ‘Q est la
donnée des réels P; . P, ;.....P, associées respectivement aux

éventualités R; ; R, ;.. . R, de Q

a) Chaque P;est compris entre O et 1
b) Lasomme de Pjest égale 1i.e. Pi+P,+Ps+.....+P,=1

Parties de E Vocabulaire des événements Propriété
A A quelconque 0<PA)<1
[0) Evénement impossible P@)=0
E Evénement certain PE)=1
ANB =0 A et B sont incompatibles P (AUB) =P(A) + P(B)
A A est ’événement contraire de A P (A)=P(E)—P(A) = 1 — P(A)
A,B A et B quelconques P (AUB) =P(A) + P(B) - P (ANB)
A,B A et B sont indépendants P(ANB) = P(A) xP(B)
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Evaluation 1: On considére 1’ensemble E des entiers de 20 a 40. On
choisit I’un de ces nombres au hasard.

- Aestl’événement : « le nombre est multiple de 3 »
- Best]’événement : « le nombre est multiple de 2 »
- Cest’événement : « le nombre est multiple de 6 ».

Calculer p(A), p(B), p(C), p(ANB), p (AUB), p(ANC) et p (AUC).

Evaluation 2 : Soit P une probabilité définie sur un univers de possible
Q et soient A et B deux événements indépendants.

1) Démontre que A et B sont indépendants et qu’il en est de méme
deAetBetdeAetB:

2) On suppose que p(A) = 0,2 et p(B) = 0,6. Calcule p(4A U
B),p(AuB); p(AUB) etp(AUB)

Activité 4 : Calculs de probabilités :
Consigne 1 : on lance un dé cubique parfaitement équilibré

1) Déterminer 1’univers Q

2) Calculer la probabilité A « obtenir un résultat impair »
3) Calculer la probabilité B « obtenir un multiple de 3 »
4) Calculer la probabilité C « obtenir le chiffre 1 »

Synthese partielle :

Définition1 : Soit ‘Q un univers et E un événement de 'Q la probabilité
de E noté P (E) _ cardE _ mombredecasfavorable

cardQ nombredecaspossibles
Equiprobabilité :

Lorsque toutes les réalisations ont la méme probabilité de se produire.
On dit que I’expérience vérifie I’hypothese de 1’équiprobabilité : la

probabilité de chaque élément (élémentaire) est 0

Consigne 2 :

Une urne contient 12 boules : 3 rouges, 4 bleues et 5 jaunes. On tire
simultanément 3 boules. Calcule la probabilité des événements suivants

1) A="les trois boules sont rouges" ;

2) B="on a tiré une boule de chaque couleur" ;
3) C="aucune des trois boules n’est rouge" ;

4) D="au moins une des trois boules est rouge" ;
5) E="au moins une des trois boules est bleue" ;
6) F="au plus une des trois boules est bleue».

Consigne 3 : Une urne contient vingt boules numérotés de 1 a 20 ; les
cinq premieres sont rouges, les sept suivantes sont bleues, les huit
suivantes sont jaunes.

1) Déterminer les probabilités suivantes :
a) A : “Laboule tirée porte un numéro pair” ;
b) B : “Laboule tirée est rouge” ;
c) C: “Laboule tirée est rouge ou porte un numéro pair” ;
d) D: “Laboule tirée est rouge et porte un numéro pair’.
2) Que peut-on dire de 1’égalité suivante ? p(A U B) = p(A4) + p(B)

Activité 5 : CONDITIONNEMENT
Arbres pondérés

Regles de construction : La somme des probabilités des branches
issues d'un méme nceud est 1.

La probabilité de I'événement correspondant a un trajet est le produit
des probabilités des différentes branches composant ce trajet.

Probabilités conditionnelles :Soient A et B deux événements de
probabilité non nulles telsque ANB = @ .
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La probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s’appelle
probabilité conditionnelle de A par rapport a B ou probabilité de A

sachant B. P(A /B) = Pp(A) = P;?;f)'

Indépendance : Deux événements A et B sont indépendants si la
réalisation de 1’un ne modifie pas la réalisation de 1’autre. On a alors :

{PB(A) =P(A)

p,(B)=p(B) - P(ANB)=P(A)XP(B).

Remarque : Ne pas confondre événements indépendants et événements
incompatibles.

= 2 événements A et B sont indépendants si p(ANB)=p(A) xp(B)

= 2 événements A et B sont incompatibles si ANB=0.

Consigne 1 : Tous les éléves de Terminale d’un lycée ont passé un test
de certification en Anglais.

80% ont réussi le test. Parmi ceux qui ont réussi le test, 95% n’ont
jamais redoublé. Parmi ceux qui ont échoué au test, 2% n’ont jamais
redoublé.

On considére les événements T : « L’éléve a réussi le test » et D : «
L’¢éleve a déja redoublé ».
Représente cette expérience a 1’aide d’un arbre pondéré, en respectant

certaines regles.

Consigne 2 : Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test
de dépistage donne les résultats suivants :

- Chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5%
négatifs.

- Chez les individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99%
négatifs.

On choisit un individu au hasard.

1) Construire I’arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2) Quelle est la probabilité

a) qu’il soit malade et qu’il ait un test positif ?

b) qu’il ne soit pas malade et qu’il ait un test négatif ?

c) qu’il ait un test positif ?

d) qu’il ait un test négatif ?

3) Calculer la probabilité

a) qu’il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ?
b) qu’il soit malade, sachant que le test est négatif ?

4) Interpréter les résultats obtenus aux questions 3a et 3b.

Consigne 3 : On extrait au hasard un jeton d’un sac contenant six
jetons : trois rouges numérotés 1, 2 et 3, deux jaunes numérotés 1 et 2,
et un bleu numéroté 1.

On désigne respectivement par R, U et D les événements :

« Le jeton est rouge », « le numéro est 1 » et « le numéro est 2 ».

Les événements R et U sont-ils indépendants ? Et les événements R et D ?
Activité 6 : Probabilités totales

Définition : Soient Q un univers associe a une expérience aléatoire et n
un entier >2. Les événements Aj, A, , ..., A, forment une partition de €2
si les trois conditions suivantes sont réalisées :

» Pourtoutie{1;2;...;n}, Ai#0.
» Pourtousietj(aveci#j)de {1;2;..n},A;NA; @
> AU AU ... UA,=E.
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Formule des probabilités totale : Soient Aj, A,, ..., A, une partition
de I'univers Q constituée d’événements de probabilités non nulles et B
un événement quelconque contenu dans Q.

Alors :p(BNA;) +p(BNAy)) + - +p(BNA,)
Oupy, (B) X p(A1) + pa,(B) X p(Az) + -+ + pa,(B) X p(Ay).

Consigne 1: Trois machines M;, M, et M; réalisent respectivement
20%, 30% et 50% de la production d’une entreprise. On estime a 1;5%,
2% et 1% les proportions de pieces défectueuses produites
respectivement par M, M, et Ms. On choisit une piece au hasard dans
la production. Calculer la probabilité de I’éveénement B : « La piece est
bonne ».

Pour tout entier i de 1 a 3, on note M; I’événement : « La picce est
produite par M; ». On peut illustrer la situation par un arbre pondéré :

Consigne 2 : Dans une usine d’automobiles, trois machine << a >>;
<< b >> et << ¢ >> fournissent respectivement 25% ; 35% et 40% de la
production de moteurs.

Certains de ces moteurs sont écartés comme défectueux, dans les
proportions suivantes : 5% pour la chaine << a >>, 4% pour la chaine
<< b >>et 1% pour la chaine << ¢ >>.

On prend au hasard un moteur et on définit les événements suivants :
A : «le moteur est issu de 1a machine de la machine << a >> »

B : «le moteur est issu de la machine de la machine << b >> »

C : «le moteur est issu de la machine de la machine << ¢ >> »

D : «le moteur est défectueux »

2 JIREN -4 N
Les résultats seront donnés a 10™ pres

1) Traduis les données de I’énoncé en utilisant les notations de
probabilités et trace un arbre pondéré illustrant la situation ;

2) Calcule p(D) ;

3) Quelle est la probabilité qu’un moteur sorte de la machine « a »
sachant qu’il est défectueux ?

4) Calcule la probabilité qu’un moteur sorte de la machine « ¢ »
sachant qu’il n’est pas défectueux ?

Activité 7 : Loi de probabilité - Variables aléatoires
Définition :
= Une variable aléatoire X est une application définie sur un
ensemble E muni d’une probabilité P, a valeurs dans IR.
& X prend les valeurs xj, xa, ..., x, avec les probabilités py, p2, ..., Pn
définies par : pi = p(X = xi).
& L’affectation des p; aux x; permet de définir une nouvelle loi de

probabilité. Cette loi notée Py, est appelée loi de probabilité de X
& Une loi de probabilité se présente sous forme d'un tableau de

valeurs
Xi X1 X2 D, T Xn
P(X:Xi) P1 P2 P3 ................ Pn

Remarque : Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs xi, x,,.., X,
avec les probabilités py, p2, ..., pn. On appelle respectivement espérance
mathématique de X, variance de X et écart-type de X , les nombres
suivants :

& ]’espérance mathématique est le nombre E(X) défini par :
E(X) = iz (pixi)
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& Ja variance est le nombre V défini par :
n
2 n
Va0 = ) pilx+EC) = ) i = (EQO)?
i=1 =

@ ]’écart - type est le nombre o (X) défini par: 6(X) = /V(X);
Fonction de répartition d'une variable aléatoire X

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire x, la fonction
F définie sur R par : F: x = p(X <x)

N.B : Si x; <X < Xj41, alors F(x) =Py + Po+........ +P;
En particulier : F(x) = 0 pour x < x; : F(x) = 1 pour x >x,
La fonction F est une fonction en escalier, croissante de 0 a 1

Consigne 1: On lance trois fois de suite une piece de monnaie
équilibrée. On gagne 2 € pour chaque résultat « pile » et on perd 1 €
pour chaque résultat « face ».

1) Quel est I’ensemble E des issues possibles ?

2) Soit X I’application de E dans IR qui, a chaque issue, associe le
gain correspondant.

a) Quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Donner la loi de probabilité de X et calculer son espérance
mathématique et son écart-type.

Consigne 2 : Un joueur lance un dé : si le numéro est un nombre
premier, le joueur gagne une somme égale au nombre considéré (en
euros) ; sinon il perd ce méme nombre d’euros.

1) Si X est le gain algébrique réalisé€, donner la loi de probabilité
de X et calculer son espérance mathématique et son écart-type.
2) Le jeu est-il favorable au joueur ?

Consigne 3 : Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité
de fabrication de voiture d'une société

X 0 1 2

P(X =xi)

=
2|~

2
7

a) Calculer l'espérance mathématique
b) Calculer la variance puis en déduire I'écart — type

¢) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X de
cette loi de probabilité puis faite sa représentation la graphique.

Activité 8 : Epreuve de Bernoulli — Loi binomiale
Epreuve de Bernoulli

On appelle épreuve de Bernoulli toute épreuve ne conduisant qu’a deux
éventualités. L’ une de ces deux éventualités est appelée succes avec
pour probabilité p et I’autre échec avec pour probabilité q =1 — p.

Loi binomiale :

Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soit p la probabilité du succes et q =1 — p celle de 1’échec.

Soit x la variable aléatoire désignant le nombre de succes.

La probabilité d’avoir exactement k succes est : p (x = k) = CX piq"

Pour une loi Binomiale n et p désignent de parametres

La valeur moyenne (espérance) de X est E(x) = np

L’écart type est 0(X) = \/npq
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Consigne 1 : On joue a pile ou face avec une piece de monnaie non
équilibrée 50 fois de suite et de manieres indépendantes.

On considere que la probabilité de faire "pile" avec cette piece est p
(pile) = 80%

Soit X le nombre de lancers parmi les 50 lancers ou 1’on a obtenu le
résultat "pile"

1) justifier que X suit une loi binomiale et donner ses parametres
2) calculer les probabilités :
a) d’obtenir exactement 39 piles
b) d’obtenir exactement 41 piles
c) d’obtenir entre 39 et 41 piles
d) d’obtenir au plus, 2 piles
e) d’obtenir au moins, 2 piles
3) calculer E(X) et interpréter la valeur obtenue
4) calculer o(X)

Consigne 2 : Un garagiste choisit douze pneus au hasard dans son
stock. On suppose que le stock de pneus

est suffisamment important pour assimiler ce choix de douze pneus a un
tirage avec remise de douze pneus. On sait que la probabilité pour
qu’un pneu pris au hasard ait un défaut est 0,065.

On considére la variable aléatoire X qui, a tout prélévement de douze
pneus, associe le nombre de pneus de ce prélévement qui présentent un
défaut.

1) Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont
on déterminera les parametres.

2) Calculer la probabilité qu’aucun pneu de ce prélevement n’ait
un défaut. Arrondir a 10,
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3) Calculer la probabilité qu’au plus deux des pneus choisis
présentent un défaut. Arrondir 2 10 %,

4) est-il vrai que s’il change les 4 pneus d’une voiture, alors, il y a
plus d’une chance sur deux pour qu’au moins un des pneus ait
un défaut ? (justifier)

Evaluation 1: On dispose d'un jeu de 32 cartes ordinaires

1) combien de "mains" différentes de 8 cartes peut — on constituer ?

2) combien de "mains" différentes de 8 cartes comprenant 2as peut —
on constituer ?

3) combien de "mains" de 8 cartes ayant au moins 2 coeurs peut — on
constituer ?

Evaluation 2 : Une association comprenant 20 personnes dont 12
hommes et 8 femmes désirent former un comité de 5 personnes dans
lequel doivent se trouver au moins 2 hommes et 2 femmes. Trouver de
combien de facon I'on peut former ce comité dans chaque cas :

1) chaque membre de I'association accepte de faire partir du comité
2) deux des hommes refusent d'en faire partir
3) monsieur x et madame y refusent de siéger ensemble

Evaluation 3 : Un sac contient 25 boules dont 9 rouges, 6 vertes et 10
jaunes. On tire 5 boules du sac.

I) Dénombrer les cas possible a cette épreuve si :

1) le tirage est simultané

2) le tirage est successif sans remise

3) le tirage est successif avec remise.

IT) Dénombrer les cas favorables ainsi que la probabilité dans
chaque cas si :

1) le tirage est successif sans remise et le résultat contient au plus 3
jaunes
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2) le tirage est simultané et le résultat contient 2 rouges, 2 vertes et Evaluation 6 :
1 jaune.

) ] ] . ) Dans tout 1'exercice on suppose les tirage équiprobables ( n > IN)
3) Le tirage est successif avec remise et le résultat contient au

Une urne contient (n + 1) boules vertes et (n — 1) boules rouges

moins 7 rouges. D
Le jeu suivant consiste a tirer une boule de 1'urne :

4) Le tirage est simultané et le résultat contient au plus 1 verte

5) Le tirage est successif sans remise et le résultat est unicolore. ® Silaboule est rouge, le joueur perd
. R < Si la boule est verte, le joueur gagne

Evaluation 4 : Dans une classe de 40 éleves : a) Quelle est la probabilité P1 que le joueur gagne ?

& 25 aiment la mathématique b) Quelle est la probabilité P2 que le joueur perd ?

& 30 aiment le frangais 2) Lorsque le joueur gagne, il recoit 200 F CFA, s'il perd il doit

# 17 aiment la mathématique et le francais verser 300 F FCFA. On définit la variable aléatoire x qui a
Trouver le nombre d'éléve - chaque tirage associe le gain en FCFA. (le gain pouvant étre

négatif).

a) qui aiment uniquement le francais a) Déterminer la loi de probabilité de x

b) qui aiment uniquement la mathématique b) Calculer l'espérance mathématique de x

¢) qui aiment la mathématique ou le frangais c) Pour quelle valeur de n, le jeu est — il équitable ? (le jeu est

d) qui n"aiment aucune des deux matieres équitable si l'espérance mathématique de la variable x est nulle).
Evaluation 5 : Un sac contient 5 boules rouges et 3 boules blanches, on Evaluation 7

tire simultanément et au hasard 3 boules. ] ] ) ]
1)combien y’a-t-il de groupes possibles de deux personnes parmi 16 ?

1) calculer la probabilité de chacune des événements suivants : 2)combien y’a-t-il de groupes de 3 chevaux parmi 15 ?
a) aucune boule rouge n'est tirée 3)combien de groupes de 6 billes parmi 49 ?
b) une boule rouge et une seule est tirée 4) on lance 5 fois une piéce de monnaie avec pile = "succes"
¢) deux boules rouges et deux seulement sont tirées combien - a-t-il de facons d’obtenir exactement 3 succés parmi les
d) une boule rouge au moins est tirée 10 lancers ?
e) deux boules blanches au plus sont tirées 5)on lance 7 fois un dé avec 6 = "succés" combien y’a-t-il de facons
2) soit x la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de d’obtenir exactement 4 succés parmi les 7 lancers ?

boules rouges qui se trouvent parmi les 3 boules tirées.
a) Donner la loi de probabilité de x ;
b) Calcule I’espérance mathématique et la variance de X ;
¢) Calcule la probabilité de I’événement 1 < x <2

Evaluation 8 : Un éléve répond au hasard et avec indépendance a
chacune des dix questions d’un Q.C.M. Pour chaque question, il y a
trois propositions dont une seule est "bonne"
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Soit X le nombre de bonnes réponses obtenues par 1’éléve (chaque
question est sur un point)

1) justifier que X suit une loi binomiale et donner ses parametres

2) calculer la probabilité que I’éleéve obtienne exactement une
bonne réponse

3) compléter le tableau suivant a 10~ prés

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | Total

P(x=k) | 0,017 0,195 0,228 0,057 | 0,016 | 0,003 | O | O 1

4) quelle est la probabilité que 1’€éléve ait la moyenne ?
5) quelle est la probabilité que 1’éleéve n’ait pas la moyenne ?
6) calculer E(X) et interpréter cette valeur

Evaluation 9 : Un hopital comporte deux salles d'opération qui ont la
méme probabilité d'€tre occupées. La probabilité que 1'une des salles au
moins soit occupée vaut 0.9, celle que toutes deux soient occupées 0.5.

Quelle probabilité y a-t-il...

e) que la premiéere salle soit libre ?

f) que les deux salles soient libres ?

g) que l'une des deux salles au moins soit libre ?

h) qu'une seule salle soit libre ?

i) que la seconde salle soit libre si 'on sait que la premiére est
occupée ?

J) Les événements A et B suivants sont-ils indépendants ?
A : «La premiere salle est occupée ».
B : «La seconde salle est occupée ».
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Evaluation 10 : Un caméléon daltonien pose sur du vert prend soit la
couleur verte, soit la couleur rouge, avec la méme probabilité. Quand il
est pose sur du rouge, il prend soit la couleur verte une fois sur cing,
soit la couleur rouge quatre fois sur cing.

Julie étale chaque matin sa couverture bicolore sur I'herbe, une fois sur
trois cotes rouges visible, deux fois sur trois cotes vert visible.

Un couple de caméléons daltoniens vient s'ébattre sur sa couverture.

a) Calculez la probabilité qu'ils soient de la méme couleur.

b) Les événements « le caméléon male est vert » et « le caméléon
femelle est vert » sont-ils indépendants ?

¢) Sachant qu'ils sont de couleurs différentes, calculez la
probabilité que la face apparente de la couverture soit rouge.

Evaluation 11 : Des lycéens préparent le BAC blanc de mathématique.
Trois professeurs X; Y et Z sont susceptibles de donner le sujet.
D’apres les statistiques des années précédentes et d’autres contraintes,
les lycéens évaluent a :

*(,35 la probabilité pour que ce soit X qui choisisse le sujet;
* 0,4 la probabilité pour que ce soit Y;
*(,25 la probabilité pour que ce soit Z.

Par ailleurs, les lycéens redoutent qu’un certain chapitre noté r ne soit
donné a I’examen. Ils pensent qu’ils ont 1 chance sur 10 que le sujet
porte sur 1 si X le choisit, 2 chances sur 5 si c’est Y qui le choisit et
enfin 41 chances sur 50 si c’est Z qui fait le choix du sujet.

1) Quelle est la probabilité que le sujet porte sur le chapitre r ?

2) Au BAC blanc, le sujet porte effectivement sur le sujet r. Quelle
est alors la probabilité pour que le sujet ait été choisi par :

a) parX? b)yparY? c)parZ?
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Evaluation 12 : Un établissement scolaire comporte 55% de filles et
45% de garcons.20% des filles et 40% des garcons utilisent un moyen
de transport individuel pour se rendre a 1’établissement ; les autres
utilisent des cars de ramassage scolaire qui arrivent tous a 8 heures a
I’établissement.

1) Quel est le pourcentage des éleéves de 1’établissement utilisant
un moyen de transport individuel ?

2) On apercoit la silhouette d’un éléve descendant d’un car. Quelle
est la probabilité pour que ce soit : a) une fille ; b) un garcon

Evaluation 13 : Une étude statistique faite an le nombre de vente de
voiture en une journée par un de ses représentants a conduit a la loi de
probabilité suivante pour la variable aléatoire x prenant pour valeurs le
nombre de ces ventes.

n 0 1 2 3 4 5 et plus

P(x =k) 0,15 0,40 0,30 0,10 0,05 0

1) Dresser le tableau de la fonction de répartition F de la variable
aléatoire x et représenter cette fonction dans le plus rapporté a
un repere orthogonal convenable

2) Calculer l'espérance mathématique E(x) et la variance V(x) de la
variable x.

Evaluation 14 : Une urne contient cinq boules portant le numéro 2,
quatre boules portant le numéro 3 et trois boules portant le numéro 4.

On tire simultanément trois boules de 1’urne. On suppose que tous les
tirages sont équiprobables.

1) Déterminer les probabilités des événements suivants :
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: « Tirer au moins une boule portant le numéro 3 »
: « Tirer trois boules portant des numéros tous différents »

: « Tirer trois boules portant le méme numéro »

o o w >

: « Tirer trois boules dont exactement deux portent le méme numéro »

2) Soit X la variable aléatoire égale a la somme des numéros
marqués sur les trois boules tirées.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b) Déterminer la loi de probabilité de X.
c) Calculer I’espérance mathématique E(X) de X.
3) On appelle un succes I’évenement E : « (X > 10) »
a) Calculer la probabilité de E.
b) On répete trois fois I’expérience de maniere indépendante.
Calculer la probabilité d’obtenir exactement deux succes.

Evaluation 15 : Une urne contient 3 boules noires ; 2 boules jaunes ; et
5 blanches. On tire au hasard 3 boules de I’urne. Quelle est la
probabilité d’obtenir

1) des boules de couleurs différentes

2) des boules de méme couleur

3) une boule jaune et 2 boules noires.

4) deux boules blanches et une boule noires.
5) des boules jaunes et blanches

Evaluation 16 : Résous dans IN, les équations suivantes :
a) C2=5n; A3, =nn?-1)
b) A2 =n(2n+6) ; A2 =C3
) C2=45; C3=2n ; C},+C; +C3,=475n
d Cl+C2=10; n>+3C?=1;
e) A2XC3+ClxA3=n*; AL +C2=2C3
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE VIII : STATISTIQUES
Compétences :

& Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Statistique

v' Introduction du vocabulaire et des notions statistiques:
distribution ou série statistique, effectifs, effectifs cumulés,
fréquences, fréquences cumulées

Caractéristiques de position (Mode, Moyenne, Médiane)
Mode de représentation d’une distribution statistique
Dépouillement, calcul de fréquences, de moyenne.
Caractéristiques de dispersion

Variance, Ecart-type.

Problémes pratiques justifiant les éléments d’une série
statistique.

D N NI NI N NN

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
> Ressources financiéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)

Pré-évaluation :

Activité 1 : Définir la statistique et quelques vocabulaires
statistiques

Consigne : Définir les mots et les expressions suivants puis donner un
exemple dans chaque cas : la statistique ; la population statistique ;
I’unité statistique ; un caractere qualitatif ; un caractere quantitatif ;
variable statistique discréte ; variable statistique continue ;

Synthese partielle :
Définitions :
La statistique peut étre vue comme 1’ensemble des méthodes et des

techniques permettant de traiter les données (informations chiffrées)
associées a une situation ou un phénomene.

Par exemple : le recensement de la population ; le produit agricole
d’un pays ; I’efficacité d’un remede contre telle maladie, rendement
d’une nouvelle variété du riz.

La population statistique est un ensemble étudié concernant un
phénomeéne donné par la statistique. Exemple : I’ensemble des éléves de
la 11°™SES.

Un élément de I’ensemble étudié s’appelle unité statistique ou
individu
Chaque unité statistique peut €tre étudiée suivant un ou plusieurs

caracteres (qualitatif ou quantitatif).

Caractere qualitatif : les modalités du caractére ne sont pas
mesurables. Exemple : ethnie ; sexe ; religion ; nationalité ; race ;
couleur des cheveux etc... ;
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Caractere quantitatif ou variable statistique : les modalités du
caractere sont mesurables ou repérables. Exemple : le nombre
d’enfants ; taille ; poids ; température.

Variable statistique discreéte : elle est discrete lorsque les valeurs sont
isolées (des nombres entiers).

Exemple : le nombre d’enfants ; nombre de mangues ;

Variable statistique continue : elle est continue lorsque les valeurs
sont comprises entre deux valeurs distinctes (des nombres décimaux).
Exemple : taille ; poids ;

Activité 2 : Méthode d’observation

Consigne :

Quelles sont les méthodes d’observation en statique ?
Donner les procédures de chaque méthode

Synthese partielle :

11 existe deux méthodes d’observations :

Une méthode directe : nous nous adressons directement a la
population statistique : recensement exhaustif et enquéte partielle ;

Une méthode indirecte : on soumet a I’observation statistique les
documents qui ont élaborés dans le but autre que statistique : les
registres d’Etat civil ;

Activité 3 : Dépouillement et présentations de résultats statistiques

Le dépouillement consiste a regrouper les résultats d’une enquéte
statistique dans un tableau dans le but de faciliter son exploitation.

Consigne 1 : Dépouillement

Une enquéte portant sur la situation matrimoniale des employés d’une
entreprise a donné.

ccCcMCMVCMMMMTCMYVYV CC
c c vCecbcCcMCCMCC MD MC C
c MVCC VCMDMD T CC MC M

C : Célibataire; M :Marié; D :Divorcé; V :Veuf;

1) Quelle est la nature du caractére étudié ?

2) Faire le dépouillement dans un tableau statistique en y figurant
les effectifs et les fréquences ;

3) Tracer le graphique par secteur circulaire ;

4) Tracer le graphique a colonne ou tuyau d’orgue

Synthése partielle :
. _ _ Effectif(n) m
a) la frequences(f,-) - Effectif total(N) f‘ TN
b) la fréquence peut étre exprimé en % dans ce cas
n;
; =— %100
fl N

c) la somme des fréquences est toujours égalea 1 ou 100%
= Z fi=1
d) Graphique a secteur circulaire :

Pour construire ces graphiques, on utilise un cercle 360°. On délimite le
cercle en secteur de sorte les aires des secteurs soient proportionnelles
aux effectifs des différentes modalités du caractere.

Angles = 360° X fréquence ;
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Secteur circulaire

M Célibataire ™ Marié Divorcé m Veuf

10%

8%

e) Graphique a colonne ou tuyau d’orgue :

Dans un repere rectangulaire on fait correspondre a chaque modalité un
rectangle dont la hauteur est proportionnelle a I’effectif (ou fréquence)
de la modalité. Les rectangles sont de méme largeur

Graphique a colonne ou tuyau
d'orgue
30
25
20
15
10
5
0 | == BN
Célibataire Marié Divorcé Veuf

Consigne 2 : Dépouillement/cas de variables discretes

Une enquéte portant sur le nombre d’enfants des employés d’une
entreprise a donné les résultats: 1,0, 0, 1,2,0,3,2,1,0,0,0,0,0, 1, 1,
2,3,2,3,3,1,1,0,2,2,3,1,0,0,1,3,1,1,1,3,1,0,0, 1, 1, 0, 0, 0, 2,
2,2,1,0,0,1,1,1,0,0,3,2,2,2,1,1,0,0,1,0,3,3,1,3,2, 1, 3,3, 1,
2,1,2,3,1,2,

1) Quelle est la nature de la variable statistique ?

2) Faire le dépouillement dans un tableau statistique en y figurant
les effectifs, les fréquences et les fréquences cumulées
croissantes et décroissantes ;

3) Tracer le diagramme en baton et le polygone statistique ;

4) Tracer la courbe cumulative ;

5) Quel est le pourcentage d’employés qui ont : Au moins un enfant ;
Au plus deux enfant ; Moins de deux enfants ; Plus d’un enfant :

Synthese partielle :
Effectifs camules et fréquences cumulées :

La fréquence cumulée est obtenue par la somme des fréquences des
scores inférieurs ou égaux au score considéré fiT=Y*_, f;

L’effectif cumulé est donné par le nombre d’individu ayant un score

inférieur ou égal n, = Z{-‘zl n;
Soient X ; X3 ; ..... ; Xk les valeurs d’une variable statistique ;
n; Ny ....; ng les effectifs associés.

n=n; +nm + .... + ng effectif total.
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Valeur | Effectifs | Fréquences Effectifs Fréquences
X; cumulés cumulées
X1 n £ = M n e

n n
X2 n, £ = N2 n; +n mom
n n o n
X3 n3 f=E n; +n; +n;3 M oM m
17 n n n n
Xk Ny £ ="k g+ + M M ™
| =
n n3+...+nE=n n nn n
1
ot —=1
n

Diagramme en batons : Dans un repére rectangulaire, on représente
chaque valeur du caractere par un baton verticale dont la hauteur est
proportionnelle a I’effectif de la valeur. On appelle polygone de
fréquence la ligne brisée qui joint les sommets des batons.

A

0,40

0,35

0,30

0,25

0,20

/

4
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Courbe cumulative : Cas de variables discretes

On appelle courbe cumulative ou fonction de répartition de la fonction
R - [0; 1]

x >2F) = fitfatfot -+

x<x; = Fx)=0

X1 <x<x, 2Fx)=f

X <x<x, = F(x) =f; + f, . Ainsi de suite jusqu’a

xi<x =>Fx)=1

C’est une fonction en escalier non décroissante

ot

0,90
0,80
0,70
0,60 ===
0,50
0,40
0,30

0,20

(0] 1 2 3 nombre d'enfants

NB : la courbe cumulative est une fonction en escalier tracée en
fonction des fréquences cumulées croissantes

Comprendre les expressions : « au moins » ; « moins de » ; « au
plus » ; « plus de »

» Au moins veut dire « supérieur ou égal » « au min » > ;
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» Moins de veut dire « inférieur » <
» Au plus veut dire « inférieur ou égal » « au max » <;
» Plus de veut dire « supérieur » > ;

Consigne 3 : dépouillement/cas de variables continues

Une enquéte sur le poids des éléves d’une classe a donné les résultats
suivants : 5952 60 70 65 74 55 76 66 77 75 53 80 55 82
57 68 70 69 75 75 96 58 72 84 64 78 73 63 87 85 67
74 66 54 86 69 95 86 79 76 56 61 70 62 63 73 73 70
72

1) Quelle est la nature de la variable statistique ?

2) Effectuer le dépouillement suivant les classes : [50 ; 60[ ; [60 ;
70 ; [70; 80[ ; [80;90[ ; [90 ; 100 ;

3) Dresser le tableau statistique des effectifs, fréquences,
fréquences cumulées ;

4) Tracer I’histogramme (cas d’amplitude égale) et le polygone
statistique des fréquences

5) Tracer la courbe cumulative (cas variable continue) ;

6) Quel est le pourcentage d’éléves qui ont les poids suivants : au
moins 70 kg ; au plus 75 kg ; moins de 80 kg

Synthese partielle :

Remarque : Dans le cas des variables continues, les valeurs du
caractere sont des intervalles de classes [a ; b [ou a est inclus et b est
exclus. La différence entre les deux bornes s’appelle amplitude. Par
exemple [50 ; 60 [amplitude est 60 — 50 = 10

Histogramme :

Cas d’amplitude égale : On porte en abscisse les bornes des intervalles
de classes. On construit des rectangles juxtaposés ayant pour largeur

I’amplitude de la classe et pour hauteur une longueur proportionnelle a
I’effectif (ou fréquence) de la classe. L histogramme est la ligne
polygonale entourant les rectangles. Les aires des rectangles sont
proportionnelles aux effectifs.

Cas d’amplitude inégale : Pour cela on choisit une classe étalon
d’amplitude ay (1a plus petite amplitude). On calcule pour chaque
classe les fréquences (ou effectifs) rectifiés.

. i g Effectitif xplus petite amplitude n;xa
Effectif rectifié = ZLLectitf>plusp P o n, = X%

amplitude de la classe a;

Fréquencexplus petite amplitude

Fréquence rectifiée =
q f amplitude de la classe

fixag
o fi=t
L

L'histogramme est tracé avec des effectifs (ou fréquences)rectifiés

0,40

oitd polygone statistique

036
032
028 /

0,20

0,16

0,12

0,08
0,04 %

50 60 70 80 90 100
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Courbe cumulative : (cas des variables continues)

C’est la fonction de répartition continue non décroissante de
R - [0; 1]

x >F)=fitfatfot+f

NB : Elle est tracée en fonction des fréquences cumulées croissantes en
considérant les bornes supérieures des intervalles.

50 60 70 80 90 100 Poids kg

Consigne 4 : variable continues/amplitudes inégales

La répartition des quatre-vingt travailleurs d’une entreprise suivant
leurs ages est donnée par le tableau suivant :

Ages année | [20;25[ | [25;30[ | [30;35[ | [35;45] |[45;60[

Fréquences | 0,25 0,0625 ... 0,125 0,375

1) Reconstituer les effectifs rectifiés ;

2) Calculer les fréquences cumulées croissantes ;

3) Tracer I’histogramme et le polygone des fréquences ;
4) Tracer la courbe cumulative.

Synthese partielle :
Histogramme : amplitude inégale

Pour tracer I’histogramme, il faut commencer par rectifier les
fréquences (ou effectifs) lorsque ces amplitudes sont inégale.

Noter bien : La fréquence rectifiée est utilisée exclusivement dans le
cas de I’histogramme ou du calcul de mode

Activité 4 : calcul du mode et de la médiane
Le mode ou le dominant (caractéristique de position)

C’est la valeur du correspond a la plus grande fréquence (ou effectif).
Dans le cas des caractéres continus, on a la classe modale « modale »
mais on doit faire attention aux amplitudes de classe. Si les classes sont
d’amplitudes inégales on prendra comme classe modale la classe qui a
la fréquence (ou effectif) rectifiée la plus élevée

La médiane (caractéristique de position)

La médiane est la valeur du caractere qui correspond a 1’unité
statistique placée au milieu de la population statistique.

Cas des variables statistiques discretes :

* Sil’effectif total est impair, N = 2k + 1, la médiane est la valeur
du (k + 1) “™ individu (a partir des effectifs cumulés croissants)

* Si Peffectif total est pair, N = 2k la médiane n’est pas une
Xe+Xp+1

valeur du caractere mais elle vaut Mg = .

Cas des variables statistiques continues

La médiane est la valeur du caractere pour laquelle la courbe
cumulative prend la valeur (1/2)
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1
Z-fGx)

lamédiane M¢ = x; + (Xiv1 — %) 7o —— =

A partir des fréquences cumulées croissantes on détermine un
encadrement de Y2 :

1 L g

flx) < 7 < f(xi41) et la classe médiane [x;; x;.q1]:
X < Mé < Xi+1

Consigne 1 :

On donne la répartition des éléves suivants, le nombre de fréres

Consigne 3 : on donne la répartition des éléves suivants la taille en cm

Taille en cm

Effectif 17 10 18 20 15

Fréquences

Fréquences
cumulées

Nombre de fréres 1 2 3 4 5 Total

Fréquences
rectifiées

Effectif s 10 5 15 7 8 45

1) Quelle est la nature de la variable statistique ?
2) Déterminer le mode et la médiane

Consigne 2 :

On donne la répartition des éléves suivants le nombre de sceurs

Nombre de sceurs 1 2 3 4 5 6 7 Total

Effectifs 10 | 20 | 8 6 2 4 8 58

Effectifs cumulés 10 | 30 | 38 | 44 | 46 | 50 58 X

Calculer le mode et la médiane

1) Compléter le tableau ci — dessus ;
2) Calculer le mode et la médiane (algébriquement) ;

Activité 5 : calcul des quartiles, décile et centiles (caracteres de
positions)

Les quartiles : c’est la division d’une distribution statistique en quatre
parties égales : Q; (1/4) ; Qx (1/2); Q3 (3/4)

@)

— — . 4

Qu=xe+ (e = %) 7 5576
NB : Q, = médiane

Remarque : (caractere de dispersion)

* Ecart interquartile absolu : e, = Q3 — Qq
* Ecart interquartile relatif : e, = (Q3 — Q1)/Q>

Si e, est grand on peut dire que la population est dispersée
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Les déciles : c’est la division d’une distribution statistique en dix
panieségales:Dl ;Dz;D3;D4;D5;D6;D7;D8;D9

5@
= —a) L
Di=at+®-a)5
Les centiles : c’est la division d’une distribution statistique en cent
parties égales : C;; Cp; C3;Cy5vnnnnnn.n. ; Cioo
100 /@

Gi=a+b-0)5570

Consigne : A partir de la consigne 3 ;

1) calculer les écarts interquartiles absolu et relatif ;
2) Calculer les déciles et les centiles ;

Activité 6 : Les moyennes (caractéristique de tendance centrale :
position)

On appelle moyenne une résultante de toutes les valeurs observées sui,
substituée a chacune d’elles laissent la valeur globale du caractére
inchangé

La moyenne arithmétique X

. 5 X1+xa+xz++x X
Soient les valeurs x; ; X3 ; X3 ; e er o J Xp s X = % = TL

N1X1+Np X+ N3 X3+ +NpXg _ X NX;

Cas des tableaux statistiques : X = - -
NB : Dans le cas des variables continues c¢’est-a-dire des intervalles de

+b

N a
classes le caractere x; sera le centre x;. [a ; b [centre x; = -

La moyenne géométrique X : Soient les valeurs

X135 Xo 5 X35 e ven o ;xn;XG='(/x1><x2><x3X ...... X Xn

Cas de tableaux statistiques : X; = ri/x'll1 X Xp2 X X3® X ... X X"
. .- > Yn;lnx;
Dans la pratique, on utilise In X = B

NB : In ‘‘logarithme népérien”’ InX = a= X = e®

La moyenne harmonique X : Soient les valeurs x; ; X3 ; X3 ...} Xp ;

7 n n
X = =

H=ET Tt 1731
x1 x2 x3 xn xi

o 4o X n n

Cas de tableaux statistiques : Xy = ;773 = o

—+=4 =4 +-< ¥yt

X1 X2 X3 Xk Xi

La moyenne quadratique X q : Soient les valeurs : x; ; x5 ; X35 ... ; Xy

X = x%+x%+x§+-~-+x,21= ¥ x?
q

n n

. L. < Znixiz
Cas de tableaux statistiques : X, = -

Caractéristiques de dispersion

Ecart moyen : Soit une série statistique (x;, n;) 1<i<p de moyen X.
P ;| X —x;

L’écart moyen est le réel noté e.. e,, = W

Variance :Variance notée V(X)

— .2
Tni(x-X)"  ¥Pnix
n n

Ecart-type : notée §(X) = /V(x)

Evaluation 1: Le tableau ci — dessous donne la répartition des
abattages des bovins du mois d’avril dernier dans un abattoir suivant le
poids des carcasses en kg.

V(X) = ~ _xe
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1) Construire I’histogramme des fréquences de cette distribution et Evaluation 3 :
la courbe cumulative ;

2) Déterminer le mode et la médiane ;

3) Calculer les quatre moyennes ;

4) Calculer I’écart interquartile ; Au 2° trimestreilaeu: 12:9:7

5) Calculer I’écart moyen ; la variance et I’écart —type ;

On donne les notes d’Amadou pendant 1I’année scolaire 2007.

Au 1% trimestreilaeu: 10;7; 14

Au 3° trimestreilaeu: 10;11;13;12;15; 16.

Poids | 150- | 165- | 170- | 175- | 180- | 185- | 190- | 195- | 200- 1) Calculer les moyennes X; ; X, et X3 lors des trois trimestres.
165 | 170 | 175 | 180 | 185 | 190 | 195 | 200 | 215 2) Calculer la moyenne annuelle de Amadou (la moyenne de ses

notes de 1’année).

effectifs | 45 37 48 35 23 18 17 12 15 3) Pour calculer la moyenne, le Censeur calcule la moyenne des

trois moyennes trimestrielles. Amadou n’est pas content qu’en

Evaluation 2 : Le relevé des poids en kg des éleves des classes de pensez-vous ?

seconde Technique Industrie est donné dans le tableau ci-dessous : 4) Quels coefficient C; ; C, et C; faut-il affecter a chaque note du
68:84:75:82:68:90:62:88:76:93:73:79:88:73:60:93: trimestre pour que la_moyer_lne annuelle soit la moyenne pondérée
71:59:85:75:61:65:75:87:74:62:95:78:63:72:66:78: des moyennes X; ; X, et X3 affectés de leurs coefficients ?
82:75;94:77;69;74:68:60:96:78:89:61:75,95,60;79; Evaluation 4 : Les 33 éléves d’une classe ont obtenu les notes
83:71:;79;62;67;97;78;85;76;65;71;75;65;80;73;57; suivantes lors d’un devoir :

83:;78:62:;76;53;74,86:;67;73;81;72;63;76;75;85:;77;

1) Procéder au dépouillement en dressant un tableau statistique Note 2 14 |5 |8 1012114 15 18120

comportant les effectifs, les effectifs cumulés croissants et Effectif | 1 2 1 4 2 7 6 3 4 2 1
décroissants. On regroupera les valeurs en classes d’amplitude 4 ;
la premiere étant [50, 54[. 1) Déterminer I’étendue et le mode de cette série.
2) Quel est le nombre d’¢leves ayant : 2) Calculer la moyenne de cette série.

- Un poids strictement inférieur & 78 kg ? 3) Construire un tableau donnant les effectifs cumulés, les fréquences

- Un poids supérieur ou égal a 62 kg ? et les fréquences cumulées.

- Un poids compris entre 53 kg et 75 kg (inclusivement) 4) Déterminer la médiane de cette série.

3) Déterminer le mode et la médiane de cette série. 5) Quel est le nombre d’éléves ayant une notre strictement inférieure a 8 ?
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6) Quel est le pourcentage d’éléves ayant une note supérieure ou
égale a 10 ?

Evaluation 5 : Dans un groupe d’étude, on a relevé la taille de chacun
des éleves. Ce qui nous a permis d’obtenir la série statistique suivante

1m62 ; 1m55 ; 1m58 ; 1m51 ; 1m60 ; 1m73 ; 1m69 ; 1m65
1m62 ; 1m54 ; 1m66 ; 1m56 ; 1m59 ; 1m60 ; 1m64

1) Donnez I’effectif total de ce groupe.

2) Calculez la taille moyenne de ce groupe ; on arrondira cette
valeur au centimeétre pres.

3) On construit des classes d’amplitude cinq centimeétre.
Compléter le tableau suivant

Classe [1,5;1,55[ | [1,5531,60[ | [1,60;1,65[ | [1,65;1,70[ | [1,70; 1,75[

Effectif

Effectif
cumulé
croissant

Effectif
cumulé
décroissant

4) a. Combien de personnes mesurent au plus 1m65 ?
b. Combien de personnes mesurent plus de 165 ?
c. Combien de personnes mesurent au moins 1m60 ?

Evaluation 6 : On a relevé la taille, en centimetre, de vingt athlétes :
178 -176-172-184-182-182-174-176- 184 - 180
180-176-180-174-172-176-180-182-176- 180

1) Calculer la taille moyenne de cette série statistique (arrondir au
dixieme pres).

2) a. Ordonner I’ensemble des tailles relevées.
b. En déduire la valeur médiane de cette série statistique.
3) En regroupant les tailles relevées en classe de 5 ¢m d’amplitude
: [170; 175[ ; [175; 180[ ; [180; 185[ ; [185; 190[
Construire 1’histogramme associé.

Evaluation 7 : la répartition des 80 travailleurs d’une entreprise suivant
leurs ages est donnée par le tableau suivant :

Ages en [20-25[ | [25-30[ | [30-35[ | [35-34] | [45-60[ | Total
année

Fréquence
en %

Fréquences 0,25 0,0625 | 0,1875 0,375 ? 1

Fréquence
cumulée
décroissante
en %

1) Reconstruire les effectifs

2) Calculer les fréquences cumulées croissantes

3) Tracer histogramme et le polygone des fréquences
4) Tracer les courbes cumulatives
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE VII : GEOMETRIE PLANE
Compétences :

& Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Géométrie plane

v’ Rappels sur I’ensemble des vecteurs du plan.

v’ Barycentre dans le plan

v" Produit scalaire ; définition, propriétés, base orthonormée,
orthogonale, expression dans une base orthonormée.
Applications du produit scalaire

v" Projection, Isométries, Similitudes : Propriétés géométriques,
Expression analytique, Image de figures simples,

v' Utilisation de ces applications du plan pour la résolution de
problémes de construction ou de configuration.

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
> Ressources financiéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)

Pré — évaluation : Soient les points
A(=2;3); B(4;2) ; C(=1;5);D(=2; =3); E(2;0); F(0; —4)

1) Place ces points ci — dessus dans un plan muni d’un repere
orthonormé direct (0 ; 7 ; J) ;
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2) Trace les segments [AB] ; [CE] ; [OF] ; [EF]; [OC] ;
Situation probleme :
Une riviére coule droit vers le sud a raison de 125 m/mn. Un bateau a

moteur se déplacant a 475 m/mn en eau calme, est dirigé droit vers
I’Est pour atteindre I’autre coté da la riviere.

a) Trouve la direction selon laquelle se déplace le bateau ainsi que
sa vitesse.
b) Dans quelle direction le bateau doit — il étre dirigé pour qu’il se
déplace droit vers I’Est et quelle est sa vitesse de cette direction ?
NB : tu pourras faire le schéma pour illustration de 2 questions

Activité 1 : Vecteurs du plan

Consigne 1 :

1) Place des points A(-2;3),B(-3;-6),C(0;5),D(4,0)dans un
plan muni d’un repére orthonormé direct (O ; T; J);

2) Trace des vecteurs E; H)); R; ﬁ; ﬁ;

3) Placeles points E, F, et G tels queﬁ?> = ﬁ; OB = ﬁ; CD = DE

4) Place les points M ; N ; P; Q tels queﬁ = Zm; CD = —ﬁ;
AC = %D—Q) ; A0 = —3@;

Consigne 2 : On considere un hexagone régulier ABCDEF de centre O.

les vecteurs considérés ici sont ceux qu’on peut écrire avec deux points
distincts de la figure C B

1- Notons % le vecteur AB.

Cite tous les vecteurs égaux a U (justifier) A
2- Notons ¥ le vecteur CA. O

Cite tous les vecteurs égaux a ¥ (justifier)

3- Simplifier les sommes: BC+AB;AB+BA; E F
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AC+BF: BC+AF : 0A+0C et OA+0C +0D

Consigne 3 :

1- Construis le point A tel que OA = 2% sachant que 2% =
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— —

u+u;

2- Construis le point C tel que 0B = —3% sachant que =3V = 3 X (D)

3- Construire le point C tel

queO—C>=21_i+317;

4- Construire le point D tel que 0D = 2% — 3% sachant que

21 — 3% = (2%) + (-3

V)

5- exprime en fonction de U et ¥ les vecteurs
W; W; O_Z); ﬁ; metw

6- Construis les points E et F tels que OF = 2,5 + B)et

OF = 2,510 + 2,50 ; Que constate — t —on ?

7- Construis les points G et H tels que 0G = (=2) x (3V) et

OH = —67 .Que constate —t —on ?
XZ
4
XY
2X xU
i
I ol 3,
6 5 4 -3 A 2 1 0 ’1‘ 2 3 4 5 6 7 8
XX
-2 xV
3
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Synthese partielle :

Caractérisation des vecteurs du plan :

Deux points A et A’, pris dans cet ordre représentent un vecteur qu’on

noteA4’. Le vecteur AA’ a : A’
- Une direction : celle de la droite (AA’) ;

- Unsens:deAvers A’ ;
- Une longueur : la longueur AA’

A

On dit que deux vecteurs AA" et BB'sont égaux lors qu’ils ont la méme
direction ; le méme sens et la méme longueur

Calcul vectoriels ;
Somme de deux vecteurs : La somme de deux vecteurs AB et CD est
un vecteur construit de la facon suivante B

Choisir un point K ;

Construire L tel que KL = AB ;

— A
Construire M tel que LM = CD ;

Alors on dit que KM = 4B + CD K D

KM =KL+LM =48 + M

NB : Pour ajouter deux vecteurs, on peut les mettre « 1’un au bout de
I’autre ».

Propriété de Chasles :

Pour tous les points A, B et C du plan, on a AB + BC = AC
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AB BC

— C
AC -

Remarque : AB + BA = A4 = 0 .On dit que le vecteur BA est

I’opposé du vecteur AB et on écrit BA = —AB

Propriétés de la diagonale d’un parallélogramme :

Si ABCD est un parallélogramme alors AB + AD = AC
B

Remarque : Cette propriété donne un moyen simple pour construire la
somme de deux vecteurs représentés a partir d’une méme origine.

Combinaison linéaire,
Dans toute la suite V désigne 1I’ensemble de tous les vecteurs de plan

Définition : soient 1 et ¥ des vecteurs. Tout vecteur w de la forme W =

au + fv, ol a et  sont des nombres réels, est appelé combinaison linéair¢

des vecteurs U et U ; a et f§ sont les coefficients respectifs de U et U

Vecteurs colinéaires : Deux vecteurs U et ¥ sont colinéaires s’il existe
un réel k tel que U = kv ou v = ku
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/
v

s

w

— o> — « s . sz
U, v et w sont colinéaires ils ne sont pas colinéaires

Remarque :
- Sik > 0alors u et ¥ sont colinéaires et de méme sens ;

- Sik < 0alors U ety sont colinéaires de sens contraires ;

- 0 est colinéaire a tout vecteur i car 0 = 0 X U :
Parallélisme : Soit deux droites d et d’de vecteurs directeurs respectifs

Uet¥.0na:d//d équivaut A U etu’ sont colinéaires.

Alignement : Pour trois points A, B et C du plan,ona: A, BetC
alignés équivaut a AB et AC sont colinéaires ;
Propriétés : Soit a et 8 des réels et soit U; U et W des vecteurs
) u+v=v+1u;
2) (a+P)u=au+pu;
3) a(fi) = (aB)u;
4) U+v)+w=u+@W+w);
5 a(U+v)=au+av;

6) 1xu=u; 7) ai=0 © a=00oul =0;
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Activité 2 : Décomposition, base.
Consigne 1: Tout couple (7;] ) de vecteurs non colinéaires appelé base
de 9. Soit (I; J) une base de 9. U =x1 +yJ signifie que u~ est de

coordonnées (x ; ) dans la base (7; J) et on note U (x ; y) ou U (; )

Dans chacun des cas ci — dessous, démontrer que le couple (U ; V) est
une base de 9 aprés avoir déterminé les coordonnées de vecteurs U et U

a)

b) u=T+jet v=31—4]; ¢) Uu=31+2]etv=20—4j;

N
I

3T—2] et B = —97+6];

Consigne 2 : V est muni d’une base (7; J) ; on donne les vecteurs U (X ; y)
et U (x’ ; y'). On appelle déterminant des vecteurs U et ¥ , le réel noté :

x x ) )
| = (x —(x
vy D)) - )W)
Le plan vectoriel V est muni d’une base (7; J ). Soit les vecteurs
=02\, 202, (3
u(3); 95 wW(3)
1) Calculer:dét (u; v);dét(v; u);dét(u; w);
2) Calcule les coordonnées de —v; ¥ — W ;U + 3w ; 20 — 4w puis en
déduire dét (U ; —v); dét(U; vV—w ) ; dét (U +3V;20 —4w)
Consigne 3 : Le plan vectoriel V est muni d’une base (7; J ). Soit les
vecteurs ﬁ(i); 17(2) ;

dét (U; v)telque:dét (u; v) =

1) Démontrer que (i ; ¥ ) est une base de V.

2) Quelles sont les coordonnées des vecteurs I et J dans la base (i ; V) ;

3) Soit &(;), b (_12) dans (7;]). Quelles sont les coordonnées des
vecteurs d et b dans la base (U ; V) ?

Evaluation :

1°) Dans chaque cas, dire si (i ; V) est une base.
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Q) u=21+3jetv=7—-1;
Y Uu=jet v=1
) u=i—j et v=37G-1;

2°) Soit Ti(i) ; 17(_21) ;v_’v(lés). Les vecteurs U et U sont — ils

o
I 8 &

colinéaires ? Et les vecteurs U et W ?
Synthese partielle :

Définition d’une base : Tout couple (7; ] ) de vecteurs non colinéaires
appelé base de 0.

Soit (7; J) une base de 9. i =xI +yJ signifie que u~ est de coordonnées
(x ; y) dans la base (T; J) et on note U (x ; y) ou U (;)
Déterminant de deux vecteurs dans une base ; V est muni d’une base

(T; J) ; on donne les vecteurs U (x ; y) et ¥ (x’ ; y'). On appelle
déterminant des vecteurs U et U, le réel noté : dét (i ; V) tel que :

x x'
y v

Propriété : V est muni d’une base (7; J) ; on donne les vecteurs U (X ;

dét(ﬁ;ﬁ)=|

| = @) -

y) et U (X’ ; y’) puis deux réels a et A alors

= > (x xr\ _ [ x+xr\, = > fax Axr\ _ [oax+Axr\ .
u+v= (y) + (y') - (y+y') s al+Av = (cxy) + (Ay') - (ory+/1y') ’
Théoréme : Etant donnée une base (u; v )deV, quels que soient les

vecteurs U et v de V.

> (U etV sont colinéaires) < (dét (u; v) =0)
> ((u; YV)estune basedeV) & dét (u; v) + 0

Evaluation 1 : Soient U e V deux vecteurs du plan tels que :

OUx7=2;||0]=2et || =3
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D A=(@0)x(-47); 2 B= (0)x(7);
3) C=Ux(U+V): 4 D=(T+3V)x(U-27V);
5)(U+2V)x(U-V)+ (30U~ V)x(U+ V)
Evaluation 2 : Soient U et V deux vecteurs du plan tels que :

Ux V

20 = tee 7] =1.

On pose W =U + XV ol X est unréel.

—\ 2
1) Exprimer (W) en fonction de X ;
2) Déterminer x de telle sorte que W soit un vecteur unitaire ;

Activité 3 : Barycentre de deux points pondérés ;

Consigne 1 : Dans le plan P muni d’un repére (O ;7;J), on donne deux
points : C (2 ;1) ; D (-3 ; 4) et deux réels 3 et — 6. Soit G (-8 ; 9) un
autre point du plan P ; (C ; 3) et (D ; -6) appelés points pondérés.

1- Montrer que 36C—6GD =0 ;

2- En déduire que CG = 2CD. On pourra poser GD =GC+CD;

3- Soita =3etf = —6,Vérifierqueﬁ =a‘%ﬁﬁ)) sia+pf #0;

axc+Bxp
Y6 = a+f
4- Vérifier que les coordonnées de G sont égales :
_ ayctByp
G a+p

5- Construire les points C ; D et G. Que remarques — tu ?
Consigne 2 : Dans le plan P muni d’un repére (O ;7;J), on donne deux
points : A(0;2); B(-5;3)

1- Soient les points pondérés (A4;1) et (B;—3). Construire le
barycentre G du systeme :{(4;1) et (B;-3)} ;

2-Trouve les coordonnées du barycentre G des points pondérés ci — dessus

Synthése partielle :

Définition 1 : On appelle point pondéré tout couple (A; o)formé d’un
point A du plan et d’un réel a. Le réel a est appelé le coefficient de
pondération du point A.

(A, ) se lit « A affecté du coefficient a » ou plus simplement « A
affecté de o »

Définition 2 : Soit (A; a) et (B; B) deux points pondérés avec
a + [ # 0. On appelle barycentre de (A, o) et (B, ), ’'unique point G
du plan tel que aGA + ﬂ@ =0.

[G barycentre de (A; «); (B; B)] & aGA + ,8@) =0

. B —

= AG = AB
a+pf

Propriétés
1) Si Gest le barycentre de (A; a); (B; B) alors les points G, A et B
sont alignés.
2) Si Gest le barycentre de (A; a); (B; B) alors Gest le barycentre de
(A; ka); (B; kB) pour tout k # 0
NB : Le barycentre G de (A; a); (B; o) est appelé I’isobarycentre des
points A et B

Coordonnées du barycentre de deux points pondérés

Soit(0; T; J)un repére orthonormé du plan et soit A(xa; va); B(xg; yg)
Les coordonnées du barycentre G des points pondérés (A ; a) ; (B ; B)
_ axa+Bxp aya+Bys

sont : xg = pory etyg = oy
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Activité 4 : Barycentre de trois points pondérés ;

Consigne 1: On donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A tel
que : AB = 8cm et AC = 4cm. Construire le barycentre G des points
(A,3);(B,-1);(C,2).

Consigne 2 : Dans le plan P muni d’un repére (0; 7;J), on donne
quatre points : A(0;2); B(-5;3);C((2;-1)

Trouver les coordonnées du barycentre G des points pondérés : (A, —1)
;(B,2);(C,3);

Synthese partielle :

Définition : Soit (A; a); (B; B); (C; y) trois points pondérés. On
appelle barycentre de (A; a); (B; B); (C; y), 'unique pont G du plan tel
que:aﬁ+ﬂ@)+yﬁ=6

[G est le barycentre de (A; «); (B; B); (C; v)] & aGA + ﬂ@) + yaf =0

oAG=—"b AB+—L AC
a+p+y a+pf+y
— a — y —
< BG = BA + BC
a+pf+y a+pf+y
Propriétés
@ Si G est le barycentre de (A; a); (B; B); (C; y) alors G est dans le
plan ABC ;

@ Si G est le barycentre de (A; a); (B; B); (C; y) et si Hestle
barycentre de (A ; a) et (B ; B) alors G est le barycentre de (H ;

at+p) et (C; y)
Remarque : Construire le barycentre des points pondérés (A ; a) ;

(B ; o) ; (C; a) revient a construire la somme & AB +—L—AC
a+pB+y a+pB+y

NB : Le barycentre G des points pondérés (A ; a) ; (B ; a) ; (C; a) est
I’isobarycentre des points A ; B ; C

Coordonnées du barycentre de trois points pondérés
Soit(0; T; J) un repere orthonormé du plan et soient
A(xa; ya); B(xg; yB) et C(xc; yc)

Les coordonnées du barycentre G des points pondérés
(A; «); (B; B); (C; y) sont :

axa+hbxp+yx aya+ +
AﬁBYcety _ ayatByB+yyc

X =
G a+f+y G a+f+y

Activité 5 : Barycentre de quatre points pondérés ;

Consigne 1 : Dans le plan P muni d’un repére (0; 7;J), on donne
quatre points : A (0;2);B(-5;3);C2;-1)etD (-3;-6)

1) Construis le barycentre G des points (A, 3); (B, -1); (C, 2)
2) Trouve les coordonnées du barycentre G des points pondérés :
(A,-1);(B,2);(C,-3);(D;3)
Evaluation 2 : Soit le parallélogramme ABCD.

1) Trouve le barycentre G des points pondérés : (A, 2) ; (B, -5) ; (C, 3)

2) Trouve les coordonnées de G relativement au repere (A, B, D)
3) Construis G
Synthese partielle :

Définition : Soit (A; a); (B; B); (C; v); (D ; p) quatre points
pondérés. On appelle barycentre de (A; o); (B; B); (C; v); (D ; w),
I’unique pont G du plan tel que : aGA + ,8@) + yaf + ,ua)) =0

[G est le barycentre de (A; «); (B; B); (C; y)]
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@aﬁ+ﬁ@)+yﬁ +ya)) =0

& AG = A AB + Y — Y 4D
a+pf+y+u a+pf+y+u a+pf+y+u
—_— a —_— —_— g
< BG = BA + Y s BD
a+pf+y+u a+pf+y+u a+pf+y+u
— a —_— e
=G = As—F s
a+f+y+u a+f+y+u a+f+y+u
Propriétés
@ Si G est le barycentre de (A; «); (B; B); (C; y); (D ; p) alors G
est dans le plan ABCD;

@ Si G est le barycentre de (A; a); (B; B); (C; y).(D; ) etsi Gy est
le barycentre de (A ; a) et (B ; B) et G, le barycentre de (C ; y ) et
(D ; w) alors G est le barycentre de (G ; a+B) et (Gy; y + )
Coordonnées du barycentre de trois points pondérés

Soit(0; 7; J) un repeére orthonormé du plan et soient
A(xp; ya) 5B(xg; ¥)5 C(xc; ¥c) 5 D(xp;yp)
Les coordonnées du barycentre G des points pondérés
(A; @); (B; B); (G v); (D, ) sont:

_ axa+Bxp+yxc+xp _ aya+Bys+vyc+yp
a+B+y+u

XGg = e =
G a+f+y+u Yo

Activité 6 : Caractérisation du produit scalaire de deux vecteurs
dans le plan ;

Consigne 1 : Soient % et ¥ tels que & = OA et ¥ = OB et mes(i; B) = ¢

1) trace les vecteurs U et U tels que le secteur angulaire (U; ¥ ) soit aigu

2) trace les vecteurs U et ¥ formant un secteur angulaire obtus ;

3) Trace la droite (OA) puis H le projeté orthogonal de B sur la droite
dans les deux cas : questions 1) et 2) ;

4) Exprime le produit scalaire .7 en fonction de OH et OA puis
déduis —en que U.” = 0OA X OB cosa en utilisant le triangle OAH
rectangle en H

Consigne 2 : On considere le triangle ABC équilatéral dont les cotés
mesurent 6 cm ; on note I, J, K les milieux respectifs des milieux [BC],
[AC], [AB]; M est le centre de gravité du triangle ABC,

1) Déterminer la longueur du segment [BJ] et [BM] ;
2) Déterminer la valeur des différents produits scalaires suivants :

AC+AB ; AC+IC ; MC *MA ; CM + Ml
Consigne 3 : Le plan vectoriel V est muni d’une base (; ). Soit les
points A(;) ; B(_24) et % un vecteur de V tel que i = AB. Calcule les

coordonnées de AB puis la distance d(A; B)

Consigne 4 : Soient les vecteurs U (_73 ; %) 7 (g ; \/2_7) ; W(l; 1)

dans une base orthonormée (0; U; J)

Calcule :

1) U}ﬁllﬁ“@ EW[ B

2) UXV; UxXW; VW

3) (20 +5V) x (=U + 3W)

& T+V|; |2V +W|; ||[U+V+W]|
Synthese partielle :

Produit scalaire de deux vecteurs : Soit U et v deux vecteurs. On
appelle produit scalaire de U par ¥ le nombre réel noté i - ¥ défini par :
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v = 0 si l'un des vecteurs U ou v est nul ;
.
Y

b m :l

utre expression du produit scalaire,on a :
1
U =2 (IR + D12 = llull® = llvil*)

Expression algébrique : Soient U et ¥ deux vecteurs du plan

&l

On appelle produit scalaire du vecteur U par le vecteur ¥ le réel noté :
UxD tel que : 1 X = OA xOB= OH x0B ol H est le projeté orthogonal
de A sur la droite (OB).

UxV = OHXOB . (Expression algébrique du produit scalaire)
Expression géométrique : En utilisant I’expression algébrique du

produit scalaire et le triangle AOH rectangle en H. On a alors
OH = 0A X cos a puis on déduit que : 0A x OB = 0A = OB cos a.

(Expression trigonométrique du produit scalaire)
Propriétés de produit scalaire :
On démontre et on admettra les propriétés suivantes

) u-v=v-u;
D) u-@WHw)=u-v+u-w et(U+v) w=u-w+v-w;
3) Q) v=u-A¥) =AW v);
4) u-u=0etsiu#0alorsu-u>0;
5 4-0=0;
Remarque : i - U se note u? = ||u||? et < on lit carré scalaire de i >
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12 COS(]f,\ﬁ) si les deux vecteurs U et U sont non nuls

Orthogonalité de deux vecteurs dans une base orthonormée :

Les vecteurs U (;) et v (; :) sont orthogonaux équivaut a
Uu-v=xx"+yy =0

Norme d’un vecteur : U étant un vecteur de représentant le bipoint (A;B),

on appelle norme de i le nombre réel positif noté : ||i]| =d (A;B).

A /
@l = ||AB|| = d (A;B) = AB
Vecteur unitaire :
Un vecteur unitaire est un vecteur de norme égale a 1 (J|u]| = 1)
Propriétés : Soit V I’ensemble des vecteurs du plan
P):VUueV,|ul|>0
P):VUeV,|ul|=0 ©u=0
P;):VUEV,VUVEV,Vk€E€R,siu=kxvalors ||l = |k| |||
Repere orthonormé, base orthonormale

> Lerepere (0,7,)) est orthonormé si les vecteurs T et J sont
orthogonaux et unitaires. Autrement dit : (0,1, ]) est orthonormé
1Ljeil-J=0et
I =11l =1
» On dit alors que la (7, ) est orthonormale ;
Etude analytique du produit scalaire

signifie {

& Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

- - Y , -
Soit U (;C/) et v (;,) dans une base orthonormée (I, ]).
Ona:u-v=xx"+yy
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& Expression de la norme d’un vecteur dans une base
orthonormée

. d x d — 2 2
Smtlevecteuru(y),ona||u|| VX2 +y

< Droites perpendiculaire : Soit deux droites D et D’ d’équations
respectivesax + by+c=0; a'x+b'y+c' =0
et les vecteurs directeurs respectlfs Ti(g) etﬁ(Z:). Les droites

D et D’ sont perpendiculaires équivaux a aa’ + bb' = 0
Activité 7 : Relations métriques dans un triangle

Consigne 1: Soient trois points O ; A et B quelconques non alignés
représentant les 3 sommets d’un triangle ;

1) Trace le triangle OAB

—_— —\2
2) Calcule le carré scalaire de (OA — OB)
5) Montre que 0OA—-0B =BA puis déduis — en 0A.0B en
fonction OAZ, OB? et AB? ;

6) En déduis que AB? = 0A? + OB? — OA X OB cos (m)
Consigne 2 :
Soit ABC un triangle tel que AB=4cm ; AC=2cmet BC=5cm
Calcule 4B - AC ; AB - BC ; AC -BC
Synthese partielle :

Produit scalaire et triangle : Soit O, A, B trois points non alignés du

plan tels que % = O4 et ¥ = OB

B B . . 0A®+0B%— AB?
04 -0B =

0 —) 2

A
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Théoréme d’Al Kashi :
A Soit ABC un triangle quelconque.
¢ b Onpose:a = BC; b= AC;c = AB.
B Ona: a? = b?> 4+ ¢ —2bccos A
b%? = a? + ¢2 — 2accosB
a C c¢? = a% + b%—-2abcosC

Relations métriques dans un triangle rectangle :

Soit ABC un triangle, H le projeté orthogonal de A sur [BC].

Les énoncés suivants sont équivalents :
1) ABC est rectangle en A ;
2) BC*=AB*+AC?;

3) BA2=BH x BC; C
4) AH*=-HB x HC
B H
Théoreme de la médiane :
A
Soit ABC un triangle quelconque et
[AI] 1a médiane relative a [BC]. On a :
2
1) AB? +AC? = 2A1% + 2 ;
—_— — 2
2) AB-AC = A - 2=
B C
I
Calcul du sinus d’un angle orienté
Soient U(x; y) et ¥(x’; y’) deux vecteurs dans la base B (7 ;]) et o une
mesure de l’angle(ﬁTﬁ). Nous avons les formules suivantes :
_ dét (i ; 7) i
sina =—-———=— et cosa = — =
llull - 119l llull - 119l
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Evaluation 1 : Soit ABC un triangle tel que AB=AC=4etBC= 3;
Calcule la longueur de chacune des médianes.

Evaluation 2 : Soit ABC un triangle tel que AB=4; AC=7;
mesA=120°. Calcule BC. Détermine les angles B et € . Calcule la
longueur de chacune des médianes.

Evaluation 3 : ABC est un triangle tel que : AB = AB = 2BC.
Détermine les mesures des angles de ce triangle ;

Evaluation 4 : Dans le plan muni d’un repére orthonormé (o; 1; j) on
considere les points A(;) ; B(_lz) ; C (_53) Démontre que ABC est un
triangle rectangle en A. Détermine les longueurs de trois cotés et les
mesures en degrés des trois angles de ce triangle.

Evaluation 5 : Soit ABC un triangle, I le milieu de [BC], H le projeté
orthogonal de A sur [BC].

1) Démontre que :AC? — AB% = 2BC. Al ;
2) En déduis que :AC? — AB? = —2BC X IH
Activité 8 : Lignes de niveau :
MA> +MB%>=k ; MA>—MB*=k ; MAMB =k
Consigne 1 : soient AB = 6 et [ milieu de [AB] ;
D’apres Chasles : MA =MI +14 et MB = MI + 1B ;
1) En utilisant le théoréme donné, démontre que :

2
MA? + MB? = 2MI? + %

2) En déduis MI puis I’ensemble de points M dans les cas suivants :

MA? + MB? =18 ; MA? + MB? = 68; MA? + MB? =7
Consigne 2 : soient AB =7 et  milieu de [AB] ;
D’apres Chasles : MA =MI +14 et MB = MI + 1B ;

1) En utilisant le théoréeme donné, démontre que :

MA? — MB? = 2IM. AB
2) Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB) alors
2IM.AB = 2IH.AB . En déduis I'ensemble de points M dans

les cas suivants puis construis cet ensemble :
MA? —MB? =0 ; MA?> — MB? = 68;

Consigne 3 : soient AB = 6 et | milieu de [AB] ;
D’apres Chasles - MA = Mi + 1A et MB = Mi +ﬁ;

1) En utilisant le théoréme donné, démontre que :

N 2
MA.MB =M12—%

2) En déduis MI puis I’ensemble de points M dans les cas
suivants : MA.MB = 7 ; MA.MB = —-9; MA.MB =0

Synthese partielle :

Théoreme de la médiane : Soient A et B deux points du plan et I
milieu de [AB] ; pour tout point M du plan on a :

2 2 2, AB?
& MA*+ MB* =2M]I +T

= MA? — MB? = 2IM.AB ;
- 2
& MA.MB =M12—%

b

Lignes de niveaux : On appelle ligne de niveau K de 1’application f,
I’ensemble des points M du plan tels que f(M)=K

Lignes de niveau MA? + MB? =K

AB?

I milieu [AB] ; MA? + MB2 =K < 2MI? + —=K

oM = K — 2B o mpz = 2KAB
2 4
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& Si a >0 alors M appartient au cercle de centre I et de rayon Va
& Sia <0 impossible
= Sioa=0alorsM=1

Lignes de niveau MA> - MB* =K

Soient A et B deux points distincts, I milieu [AB]. Soit M un point du
plan et H le projeté orthogonal de M sur (AB).

MA*>-MB?2=K < 2IM.AB = K < 2IH.AB =K

L’ensemble des points M du plan tel que MA® — MB2 = K est la droite
perpendiculaire a la droite(AB) au point H

Lignes de niveau :MA.MB = K

N 2
Imilieu[AB];MA.MB==K=>M12—%=K

2 2
<:>M12=K+% (:»MF:@:a

& Si a > 0 alors M appartient au cercle de centre I et de rayon v
& Sia <0 impossible
= Sia=0alors M =1

Evaluation :

1) Soit AB = 6cm ; déterminer et construire MA* - MB* =48
2) Soient A et B deux points du plan tels que AB = 8cm; détermine
et construis MA% + MB? = 60

3) Soit AB= 5cm ; déterminer et construire MA.MB = 4

Activité 9 : Lignes de niveau: aMA? + BMB? =k ; 22 = k

" MB
Consigne 1 : Soient A et B deux points distincts tels que AB =4 et Soit
M un point du plan tel que 3MA” — 2MB?* = 48
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1)Soit I barycentre de points pondérés (A, 3) et (B, -2), exprime le
vecteur 14 en fonction de AB puis 1B en fonction de AB ;
2)Montre que 3MA? — 2MB? = MI? + 31A%? — 2IB?;
3)En déduis MI” en fonction de IA? et IB* puis MI” en fonction de AB*
4)En déduis puis construis I’ensemble de points M tel que
3MA? — 2MB? = 48
Consigne 2 : Soient A et B deux points distincts tels que AB = 4 et Soit

. MA 2
M un point du plan tel que i

1) Démontre les égalités suivantes en utilisant : % = 2 ;
a) 9MA*-4MB*=0;
b) (3MA + 2MB)(3MA - 2MB) =0 ;

2) Soit I le barycentre de points pondérés (A ;3)et (B;2);J1e
barycentre de points (A ; 3) et (B ; -2)
a) Montre que 3MA + 2MB = 5MI puis 3MA — 2MB = W
b) En déduis que 9MA? — 4MB? = 5M]. MJ puis MI.Mj = 0 ;

PP . . MA
¢) En déduis puis construis I’ensemble de points M tel que B

Synthese partielle :
Lignes de niveau: aMA? + BMB? = k
aMA® + BMB2 =K

& Si o+ = 0 (voir Lignes de niveau MA’- MB’= K)
& Sio+p #0 alors aMA® + BMB* = (a + ) MG2 + aGA*> + BGB* = K
& MG? = ﬁ(K — aGA? — BGBY) =r
v" Sir <o impossible
v' Sir=0alors M =1
v Sir>0alors M e C (G ;r)
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, . MA
Lignes de niveau : B k

& Sik=0alors M=A;
% Sik =1 alors M appartient a la médiatrice de [AB] ;
* Sik#lalorso=k  MA?—k?MB? =0

(Voir Lignes de niveau : aMA? + BMB? = k aveca = 1; B = —k?)
MA* - K*MB*=(1-K*) MG2 + GA> - k°GB*=0

1

& MG? =
1-k2

(—GA? + k2GB?)

On sait que GA — k%GB = 0 < GA? = k*GB? alors

2 _ K*(-k?) ..o 2 2,2
MG =WGB = MG =k“GB® < MG = kGB

Alors M appartient au cercle de centre G et de rayon kGB ;
Ou bien
@ Sik#lalors ==k & MA? —k?MB? =0
& (MA+ kMB)(MA—kMB) =0;

Soit I le barycentre de (A, 1) et (B ; k) et J barycentre de (A, 1) et (B, -k)

(MA + kMB)(MA — kMB) =0 < (1+k)MI.(1—k*»)M] =0;
(1-k>MI.Mj=0 & MIL.Mj=0
Alors M appartient au cercle de diametre [1J]
NB : G est le barycentre de points pondérés (A, a) et (B, B) avec a+p #0

Evaluation : Soient A et B deux points distincts, construis I’ensemble de

points tels que : MAZ — MB2 = 24B2 ; MA? + MB2? = AB? et 22 = =
MB V2
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Activité 10 : Projections

Consigne 1 : soient D et A deux droites non paralleles du plan P, soient
E ; F et G trois points non situés sur aucune de ces deux droites.

a) Tracer les droites D et A puis placer les points E, Fet G ;
b) Soient E’, F’ et G’ les projetés respectifs de E, F et G sur A
parallelement a la droite D, placer les points E’, F’ et G’

Consigne 2 : soit (d) une droite d’un plan P et A ; B ; C trois points
distinctes du plan non situés sur (d).

Placer les points A’ ; B’ ; C’ sur la droite (d) tels que (AA”) ;(BB’) et
(CC’) soient perpendiculaire a la droite (d)

Synthése partielle :
Définition 1: (La projection axiale)

On appelle projection d’axe A I’application du plan sur la droite D qui
a tout point, M du plan associe le point M’ de la droite D intersection
de la parallele a A passant par M et de la droite D. L’axe A n’est pas
parallele a D

A

Définition 2 : (Cas particulier : la projection orthogonale)
C’est I’application du plan sur la droite D qui a tout point M du plan
associe M’ de D intersection de D et de la perpendiculaire a D issue de M
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M’
La droite (D’) est appelée projectante de M sur D du plan, si u est un
MM’ = Au

heR
M' € (D) ¢

vecteur directeur de A, p(M) =M’ < {

Caracterisation : Une application affine p est une projection si et
seulement si pop = p

NB : Une projection n’est pas une bijection

L’application linéaire ¢ associée a une projection est applée projection
vectorielle ; elle est caracterisée par : pour tout vecteur u,

pop(u) = @(u)

Expression analytique de la projection

s (5w () )

MM’ = 2u

Soitp(M) =M’ < { M’ € (D)

x'—x=12a x'=x+2a
:){ y —y=2b @[ y =y+21b
ax +by +c =0 ax'+by +c =0

expression analyique 5(_;:') vecteur directeur de la droite (D)

NB : écrire A en fonction de x et y puis remplacer A par sa valeur dans
cl’expression analytique
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Activité 11 : Introduire les isométries

Consigne : Dans un plan muni d’un repere orthonormé, on place les
points A (4 ;2), B (-2;3), C(1;-1).

Construire le triangle ABC et son image :
a) Par la symétrie de centre B ;
b) Par la symétrie d’axe (BA) ;
¢) Par la translation de vecteur 2BA ;

d) Par larotation de B et d’angle —g ;

Activité 12 : Isométries

Soit A ; B deux points distinctes d’un plan et A’ ; B’ les images
respectives de A et B

Consigne 1 : soit ¥ un vecteur quelconque distincte du bipoint (A ; B),
construire A’ ; B’ par la translation du vecteur v puis comparer AB et A’B’;

Consigne 2 : soit O un point distincte de A et B ; construire A’ et B’
par la symétrie de centre O puis comparer AB et A’B’ ;

Consigne 3 : soit A une droite quelconque, construire A’ et B’ les
images respectives de A et B par la symétrique d’axe (A) puis comparer
d(A,B)etd (A’, B).

Consigne 4 : soit r (O ; 50°) une rotation de centre O un point
quelconque distincte de A et B et d’angle géométrique 50 degré,
construire I’image de A et B par la rotation r (O, 50°) puis comparer
les deux longueurs AB et A’B’;

Consigne 5 : soit h (O ; 2) une homothétie de centre O et de rapport k =2,
construire I’image de A et B par h (O ; 2) puis comparer la longueur AB et
son image ;
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Synthese partielle :

Définition 1: La racine grecque tient lieu de définition « Iso » : méme ;
« métron » : mesure. C’est une bijection qui conserve les distances.

Définition 2 : Une application du plan P est une transformation de f de
P telle que : pour tout M et N de P, M’N’ = MN ot I’on note f(M) = M’
et f(N) = N’ (on dit qu'une isométrie du plan P est une transformation
de P qui conserve les distances)

Exemples d’isométries :

& Les symétries ;
< La translation ;
& La rotation ;

Activité 13 : les angles géométriques et les angles orientés

Consigne : soit [EFG] un secteur angulaire aigu quelconque de mesure
géométrique o ; construire le secteur angulaire [EFG] et son image

a) Par la symétrie de centre O un point quelconque choisi ;
b) Par la symétrie d’axe (d) une droite ;

c) Par la translation de vecteur u ;

d) Par la rotation de centre O et d’angle g ;

e) Conclure ;
Synthése partielle :
Propriété 1 : Les isométries conservent les angles géométriques

NB : Une réflexion (symétrie d’axe ou axiale) change un angle
orienté en un angle orienté de mesure opposée ;

Activité 14 :_colinéarité, alignement.

Consigne 1 : soit A ; B et C trois points distinctes alignés d’un plan
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Construire A ; B et C et leurs images respectives :

a) Par la symétrie de centre O un point quelconque choisi ;
b) Par la symétrie d’axe (d) une droite ;

c¢) Par la translation de vecteur u ;

d) Par la rotation de centre O et d’angle % ;

e) Conclure ;
Synthese partielle :

Propriété 2 : Les isométries conservent les relations de colinéarité,
I'alignement et les rapports de longueurs ...

Activité 15 : droites, parallélisme et orthogonalité

Consigne : soient (d) et (d’) deux droites paralleles et (g) et (g°) deux
droites orthogonales. Construire les images de droites paralleles et
perpendiculaires dans chacun de cas suivants :

a) Par la symétrie de centre O un point quelconque choisi ;
b) Par la symétrie d’axe (A) une droite ;

c¢) Par la translation de vecteur u ;

d) Par la rotation de centre O et d’angle % ;

e) Conclure ;
Propriété 3 : Par une transformation des isométries:

< l'image d'une droite est une droite.

& deux droites paralleles ont pour images deux droites
paralleles.

& deux droites perpendiculaires ont pour image deux droites
perpendiculaires.

< Les isométries conservent le parallélisme et 1'orthogonalité.
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Les isométries (symétries ; translation ; rotation) :

» Symétrie orthogonale ou réflexion d’axe A :

Notation

La symétrie de centre O est notée Sp. M est
appelé le symétrique de M par rapport a O.

Points invariants

Le centre O est le seul point invariant par So.

e SiMeA alorsM'=M;
e siM & A, alors d est la médiatrice de

Relation vectorielle

Quels que soient les points M et N, on a :

Caractéristique M'N' = —MN
Transformation La transformation réciproque de So est So elle-
réciproque méme.

» Translation de vecteur u:

M a pour image M’ [MM]
signifie
x M A
Notation La réflexion d’axe A est notée Sp. M’est appelé

le symétrique de M par rapport a A.

Points invariants

Les points de la droite A

M a pour image M’
signifie
x M
Notation La translation de vecteur u est notée t#

Points invariants

* Aucun,siu# 0

» Tous les points, sizt = 0

Transformation La transformation réciproque de S, est Sy elle-
réciproque méme.
» Symétrie centrale :
M a pour image M’ O est le milieu de [MM’] x M
signifie x O

Relation vectorielle

Quels que soient les points M et N, on a :

Caractéristique M'N" = MN
Transformation La transformation réciproque de tj; est la
réciproque translation de vecteur —u, notée t_g
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> Rotation du plan orienté

Jusqu’a présent pour définir une rotation, il était nécessaire de définir
un sens de rotation ; la notion d’angle orienté nous permet de donner
une autre définition ...

Dans tout le paragraphe, le plan est orienté.
Définition : Soit O un point du plan et o un réel.

La rotation de centre O et d’angle o, notée r (O, ), est la
transformation du plan définie par :

¢ I'imagedeOestO;
% I’image d’un point M distinct de O est le point M’ tel que
OM’ =OM et (OM,0M’) = « N
XM

O x
Activité 16 : Expression analytique des isométries
Soit M (x ; y) un point quelconque du plan P et M’(x’ ; y’) son image

Consigne 1 : soit ¥ un vecteur quelconque du plan, placer le point M
puis construire son image M’ par la translation du vecteur v. Ecrire les
coordonnées de M’ en fonctions de celles de M et .

Consigne 2 : soit O (a ; b) un point du plan P, construire M et son
image M’ par la symétrie de centre O puis écrire les coordonnées de M’
en fonction de coordonnées de M et O.

Synthese partielle :
Soi f une isométrie du plan P ; M’ (X’ ; y') et M(X ; y)
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D’une manicre générale, I’expression analytique des isométries dans le
plan est :

x' = xcosf — ysinf + a

y' = xsin@ + ycos6 + b a,beR

f(M):M'=>{

Remarque:

[

e Sif =Oeta,b;é0a10rs{;,_

x + . .
—y+h expression analytique de

la translation
!

e Sif=m alors{;,:_x-}_a

— —y+b expression analytique de la
symétrie centrale

* Si f admet une droite (D) comme ensemble de point invariants
alors f est symétrie orthogonale d’axe (D)

* Si f admet un seul point invariant alors f est la rotation de

centre O (point invariant) et d’angle orienté (W; OM') =26
Activité 17 : Image de figures simples
Consigne : construire I’image par les isométries de :

% Un segment [AB] ;

< Un cercle de centre O et de rayonr ;

< Des triangles (isocele, rectangle, équilatéral) et des
quadrilateres (parallélogramme, losange, rectangle, carré) ;

& Le milieu d’un segment et le centre de gravité d’un triangle ;

% Les points de contact ou d’intersection ;

Synthése partielle :
Soit f une transformation isométrique :

= Le segment [AB] a pour image le segment [f (A) f (B)] ;
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< [.’image d’un cercle de centre O et de rayon r est un cercle de
centre f (O) et de rayonr ;

<" La nature des triangles (isocele, rectangle, équilatéral) et des
quadrilateres (parallélogramme, losange, rectangle, carré) est
conservée

< Le milieu d’un segment (conservation du milieu) et le centre de
gravité d’un triangle sont conservés.

& Les points de contact ou d’intersection sont conservés.

< Les symétries, les translations et les rotations conservent les aires ;

< Les isométries conservent le produit scalaire ;

NB : on appelle isométrie directe ou déplacement toute isométrie de
P pouvant se décomposer comme produit de deux symétries
orthogonales. Ce sont les isométries qui conservent les angles
orientés (translation ; rotation) ;

On appelle isométrie indirecte ou antidéplacement, toute isométrie
de P, soit une symétrie orthogonale, soit une symétrie glissée.

Activité 18 : similitudes

Consigne 1 : construire un segment [AB] et son image [A'B'] par
I’homothétie de centre A et de rapport k =2

Consigne 2 : construire un triangle ABC et son image A’B’C’ par les
isométries puis construire les images de A’ ; B’ et C’ par une
homothétie de centre B’ et de rapport k = -3 ; conclure.

Synthese partielle :

Définition 1 : I.’homothétie de centre O et de rapport k est I’application
du plan vers | lui-méme qui a tout point M du plan associe M’ tel que
O’ =k OM

M
O

< Homothétie de centre O et de rapport k (k #0) :

OM' = kOM
M a pour image
M’ signifie

L homothétie de centre O et de rapport — 1 est la
symétrie centrale de centre O.

L homothétie de centre O et de rapport k est

Notation notée h (O, k).

M’ est appelé I’homothétique de M .

* Sik=1, tous les points sont invariants

Points invariants * Sik#1,lecentre O est le seul point

invariant
Relation
vectorielle Quels que soient les points M et N, on a :
Caractéristique M'N' = kMN
La transformation réciproque de h ¢ x est
Transformation I’homothétie de centre O et de rapport % notée
réciproque h (o %)
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Propriétés : Par une homothétie

* [’image d’une droite d est une droite d’ parall¢le a d.

e L’image d’un segment [MN] est un segment [M'N’] tel que
M’N’ = |k|MN.

* L’image d’un triangle LMN est un triangle L’M’N’ dont les

cOtés sont paralleles et proportionnels a ceux de LMN.

Ona 22 =X _ "'V _ k|, On dit que LMN et L'M’N’ sont
LM LN MN

homothétiques
* L’image d’un cercle C de centre C et de rayon R est le cercle C
"de centre C’ = h(C) et de rayon |k|xR

Propriété : Si une homothétie de rapport k transforme une figure F en
une figure F °, alors :

@ Les dimensions de F s’obtiennent en multipliant celles de F par |k|
@ L’aire de F * s’obtient en multipliant celle de F par k.

Définition 2 : Une similitude est la composée d’une isométrie et d’une
homothétie.

On dit qu’une similitude est directe si elle est la composée d’une
homothétie et d’un déplacement.

On dit qu’une similitude est indirecte si elle est la composée d’une
homothétie et d’un antidéplacement.

Propriétés : Une similitude conserve 1’alignement, le parallélisme,
I’orthogonalité et les angles. Une similitude conserve les rapports : il
s’agit toujours d’une modélisation géométrique de la proportionnalité.
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Activité 19 : expression analytique d’une similitude
Consigne : soient O (1;2); M(x;y); M’(X’;y’) eth o une
homothétie de centre O et de rapport k = —% . placer le O ; M et M’ puis

écrire les coordonnées de M’ en fonction de coordonnées de M et de O.
Synthese partielle :
Soit f une similitude du plan P telle que f(M) = M’

L’expression analytique d’une similitude peut étre écrite sous la
forme :

x" = kx cos@ — kysinf +p keR

fM) =M= {y = kxsinf + kycos0 + q

Remarque :

< Sif@ = 0 alors f est une homothetie de centre

P x'=kx+p
0(1 T k) et rapportk € R — {1}:){y’=ky+q
& Si 0@ = malors f est une homothétie de0(1+k 131:) et
x'=—-kx+p
rapportk’' = —k;k € R — {—1 :>{,
pp U=y - —ky+q

Activité 20 : Utilisation de ces applications du plan pour résoudre
de problémes de construction ou de configuration.

Consigne 1 : ABC est un triangle équilatéral de centre O et de sens direct.
1) Démontrer que : S(OA)OS(OB) S(OB)OS(OC) 5

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des
transformations Spa)0SoB) €t S(oB)0S0c)
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Consigne 2 : ABCD est un carré. Soit (A) et (A’) les médiatrices
respectives de [AB] et[BC]. Déterminer les images des points A, B, C
et D par la transformation Sy-0S,°. Quelle est la nature de cette
transformation ?

Consigne 3 : ABC est un triangle.

Soit h et h’ les homothéties de centres respectifs B et C, de rapports

) 1
respectifs 2 et — p

Démontrer que h’oh est une homothétie et préciser son rapport.
Consigne 4 : ABCD est un carré de centre O et de sens direct. On
considére les rotations : r; = r(B, g) i =1(A, g). Déterminer I’image de
C par ryor; ; en déduire la nature et les éléments caractéristiques de r,0r;
Synthese partielle :

Propriété 1 : composée de deux translations

Soit u et ¥ deux vecteurs. La composée t;ot; des translations de
vecteurs respectifs U et v est la translation de vecteurs u + v. On a
tz0ls = tyyp

Propriété 2 : composée de deux symétries orthogonales d’axes
paralléles

Soit (A) et (A’) deux droites paralleles, O un point de (A) et O’ son
projeté orthogonal sur (A’), la composée Sy0S,, des symétries

orthogonales d’axes respectifs (A) et (A’) est la translation de vecteur 200’
Propriété 3 : composée de symétries orthogonales d’axes sécants

Soit (A) et (A’) deux droites sécante, O un point, de vecteurs directeurs
respectifs U et v. La composée S50S,, des symétries orthogonales d’axes

respectifs (A) et (A’) est la rotation de centre O et d’angle 2(17/,\ V)
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Propriété 4 : composée de deux rotations de méme centre

Soit r et r’ deux rotations de centre O et d’angles respectifs a et o’. r’or
est la rotation de centre O et d’angle o + o’.

Propriété 5 : composée de deux rotations de centres distincts

Soit r et r’ deux rotations de centres distincts et d’angles respectifs a et o’
& Sia+ o #0alors r’or est la rotation d’angle a + o’.
® o+ o’ =0 alors r’or est une translation.

Propriété 6 : composée de deux homothéties de méme centre

Soit h et h> deux homothéties de centre O et de rapports respectifs k et
k’, h’oh est ’homothétie de centre O et de rapport k’k.

Propriété 7 : composée de deux homothétie de centres distincts O et O’
Soit hiox) et ho k) deux homothéties de centres O et O’.

* Sik’k # 1, alors h’oh est homothétie de rapport k’k ;
e Sik’k =1, alors h’oh est une translation.

Evaluation Formative :

Evaluation 1 : le plan muni du repére orthonormé (O, L, J). Soith et h’

les homothéties dont les expressions analytiques sont

3
x'==x—4
2

respectivement .{x’ = et
W' =2y r=2
y =3Y

1- Démontrer que les transformations h’oh et hoh’ sont des
homothéties et déterminer leurs expressions analytique dans le
repere (O, 1, J)

2- Déterminer les coordonnées des centres de ces homothéties
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Evaluation 2 : Ie plan muni d’un repére orthonormé (O, 1, J). Soit h
I’homothétie de centre Q (-2,1) et rapport -3, t la translation de vecteur
v (;) et o la symétrie orthogonal d’axe (OI). Déterminer les expressions

analytiques de homothéties toh et hot. Déterminer les expressions
analytiques de similitudes coh et hoo.

Evaluation 3 : ABCD est un losange de sens direct tel que mes A = g

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des
transformations suivantes : f = S(BC)OS(AD) g = S(CD)OS(AB).

2. Démontrer que : gof = fog =t

Evaluation 4 : quelle est I’image par une isométrie d’un carré ? D’un
rectangle ? D’un losange ? Justifier chaque réponse.

Evaluation 5 :

1. Déterminer les symétries orthogonales qui laissent globalement
invariant un cercle (C) de centre O.

2. Déterminer les rotations qui laissent globalement invariant un cercle
(C) de centre O

Evaluation 6 : ABC est un triangle inscrit dans un cercle (I') de centre
O, H est un orthocentre, I milieu du segment [BC].

1. On considere le point M du plan tel que : OM = 0A + OB + 0C

a) Démontrer que : AM = 201 ; en déduire que le point appartient
a la hauteur issue de A.

b) Démontrer que les points M et H sont confondus.

2. Soit P la symétrie du point H par rapport a la droite (BC).
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a) Déterminer I’image du point P par la transformation définie
par : f=tzz055c).

b) Déterminer la droite (A) telle que tz; = Sca)- 0S5c)-

¢) En déduire que le point P est sur le cercle (I'). Enoncer le
théoréme ainsi démontré.

Evaluation 7: Soient A ; B ; C trois points du plan tels que
AB=AC=5etBC=6
1) Construire le triangle ABC et Calculer ABXAC

2) Soit G barycentre des points (A, 2) ; (B, 3) ; (C, 3) ; construire
le barycentre G

Evaluation 8 : Soit le parallélogramme ABCD.

1) Trouver le barycentre G des points pondérés
(A,2);(B,-5);(C,3);(D,-1)

2) Trouver les coordonnées de G relativement au repere (A, B, D)

3) Construire G

Evaluation 9 : Dans chaque cas, déterminer la valeur des coefficients
a; B ; y afin que le point G soit barycentre du systéme :

G{(A; a);(B; B); (C; y)} . Lespoints A, B, C vérifient les
relations :

a) 3GA—24B+GC =0;
b) M représente un point quelconque du plan :5MG = 2MA — BC + 3MC
Evaluation 10 : Soient les vecteurs

Y N R (0
U(?’E)' V(2 i ), W (1; 1) dans une base orthonormée (0; 1; J)
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Calculer : ||l7|| =1let ||I7|| =1.0Onpose W = U + XV ot X est un réel.
5 101 191 1wl
6) UxV; UxW; VxW
7) (20 +5V) x (U + 3W)
8) |T+V|; |2V+W|; |[U+V+W|

2
3) Exprimer (W) en fonction de X ;
4) Déterminer x de telle sorte que W soit un vecteur unitaire ;

Evaluation 14 : ABC est un triangle équilatéral de coté 4 cm. Soient P, Q

et R des points du plan tels que :CP = %ﬁ’, E = %E, BR = gﬁ’)
Evaluation 11: Déterminer les longueurs des cotés du triangle ABC et
les mesures des angles A ; B ; C dans les cas suivants :

10) A (2 : 3) ‘B (5 : 1) . C (4 : 0) 1) Fais la figure;
2) Démontrer que les droites (AR), (BP) et (CQ) sont concourantes.
299AG5-1);B1;4);C(-752)

3)AA:1D):BG:2);C254).

On pose G =bar{(A, 1); (B, 2);(C, 1)}

Evaluation 15 : ABC est un triangle quelconque, G le milieu de [AB] ,

E et F deux points définis par : EB = — 1 BC et 3FA+FC =

Evaluation 12 : Le couple ( U , Vv ) de vecteurs formulent ils une base
1) Exprimer E et F comme barycentres des systémes de points

pondérés a préciser.

orthonormée de v?

U= ‘/2_§f+ %j etV =—V31+3/;0=10+2]etV =471-3J; 2) Monter que les droites (AE), (BF) et (CG) passent par un point
= s S .= -3, 1, commun qu’on précisera.
U=-51+12jetV =—1+-

! J ¢ P 3) Soit H le barycentre de {(B, 3); (C, —1)} ; Montrer que H , F et

Evaluation 13 : Soient U er V deux vecteurs du plan tels que : G sont alignés.

GxV=2: | l7|| — et ”]—/” —3 Evaluation 16 : Soit ABC un triangle équilatéral de c6té 4cm.

. . 1= 4 = 1) Construire le barycentre I des points pondérés (A, 1) et (B, 3)
1°) A= (BU) X (_4 V) ; 2°) B= (E U) X (§ V) ) puis le barycentre J des points pondérés (A, 3) et (C, 1) .
2) Soit M un point du plan .Construire I’ensemble des points du

3°) C= l7><(l7+ V)) 3 4°) D:((_])+3]7)><(l7—2 V))' plan tel que :

5)(T+2V)x (T-V)+@BUT-V)x(U+ V) a) ||MA +3MB|| = 4;b) ||3MA + MC|| = 12;

Evaluation 14 : Soient U et V deux vecteurs du plan tels que : c) ”MA + 3W” = ||3MA + MC”

Fx7=2t. Evaluation 17 : On considere le segment [AB] de longueur 4 cm ;
2’ I son milieu.
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a) Exprimer MA? + MB? en fonction de MI*.
b) Déterminer I’ensemble des positions du point M puis
représenter si possible lorsque :

a) MAZ+MB?=8 :b)MA’>+MB?*=-9; ¢) MA’>+MB*=0

Evaluation 18 ; Soient A et B deux points du plan tel que AB = Scm.
On désigne par I le milieu de [AB].

a) Détermine et construire I’ensemble (C) des points M du plan tels
que MA” + MB? = 25.
b) Détermine I’ensemble (D) des points M tels que : MA? - MB? = 0.

c) Détermine I’ensemble (D) des points M tels que : MA? - MB? = -20.

Evaluation 19 : ABC est un triangle rectangle en C tel que BC=2 et
AC =3. T est le barycentre du systeme {(A, 2)(B, 5); (C,-3)} et le
point du plan tel que : F] = — %ﬁ ;

1) Montrer que le point J est barycentre des points B et C affectés
des coefficients que 1’on précisera.

2) Montrer que les points A,I et J sont alignés.

3) a) Placer les points I et J.
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de
I’ensemble (C) des points M du plan tels que : AM? + JM*= 35.
¢) Tracer ( C)

Evaluation 20 : On donne un repére orthonormé (O ;7; J).

1) On donne les points A (2;-1),B(1;3)etC (-1;-2).
Détermine 1’expression analytique de chacune des
transformations suivantes :

a) festla translation de vecteur AB.

b) festla symétrie orthogonale d’axe (BC)

c) fest1’homothétie de centre A et de rapport -2.
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d) festlasymétrie centrale de centre C.

2) Détermine la nature et les éléments géométriques
caractéristiques de 1’application f du plan dans lui-méme définie
analytiquement par :

o rf i s T o sl T)

y'=x
d)f{x_x y—y

—Xx
3) Pour chacune des applications de la question 2), détermine les

o £l -
images des points A, B et C.

PN e

Evaluation 21 : On donne deux segments [AA’] et [BB’] tels que les
droites (AA’) et (BB’) soient sécantes et (AB) parallele a (A’B’).

Montre qu’il existe une homothétie h qui transforme A en A’ et B en
B’. Construis son centre O.

Evaluation 22 : ABC est un triangle équilatéral de coté 6 cm et de
centre de gravité 1.

1) Construis le cercle (C1) circonscrit a ABC et le cercle (C2)
inscrit a ABC.

2) Détermine une homothétie transformant (C1) en (C2).

3) Combien d’homothéties répondent a cette question ?

Evaluation 23 : On considere un parallélogramme ABCD de centre O.
Soit I le milieu de [AB], J le milieu de [DC], (DI) et (BJ) se coupe en G.

* Montre que G est le centre d’une homothétie transformant I en
D,JenBet AenC.

* Exprime I’aire du quadrilatére AIGJ en fonction I’aire du
quadrilatere BGDC.
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Evaluation 24 : On donne la figure ci-contre ; les graduations sur les
droites sont régulicres et de méme pas.

1) Détermine le rapport de I’homothétie h dans chacun des cas
suivants

a) hapour centre B et h(C) = K.

b) ha pour centre C et h(K) = B

¢) hapourcentre A et h(J) =C.

2) Détermine le centre I de I’homothétie h dans chacun des cas
suivants :

a) h(B) = C et le rapport de h est 3 ; b) h(C) = K et le rapport de h est—%
c) h(B) = L et le rapport de h est z; d) h(B) = A et le rapport de h est%

e) h(I) = J et le rapport de h est -1.

Evaluation 25 : Sur la figure ci-contre, ABCD est un carré de centre I.
ICED est un parallélogramme de méme que CDEEF. f est une
application du plan orienté dans lui-méme.

Dans chacun des cas suivants, donne la nature si possible de f (rotation,
translation, symétrie orthogonale, homothétie ou symétrie centrale) ;
précise le cas échéant les éléments géométriques caractéristiques de f.
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NB: on ne considérera que les transformations dont les éléments
caractéristiques n’utilisent que les points indiqués sur la figure.

a)f(A)=Betf(D)=C;b)f(A)=Betf(B)=C; <% 2
o) f(A)=C,f(B)=Detf(D)=D;
d)f(A) =E, f(D)=Detf(B)=B
e)f(D=1Ietf(A)=F:
Dfd)=1; f{B)=Detf(A)=F; P
2 f(A)=C ; h)f(A)=A,{(C)=C, {(E) =E.

Evaluation 26 : Sur la figure ci-dessous, ABC est un triangle
équilatéral de centre de gravité G. g est une application du plan orienté
dans lui-méme.

Dans chacun des cas suivants, donne la nature possible de g (rotation,
translation, symétrie orthogonale, homothétie ou symétrie centrale) ;
précise le cas échéant les éléments géométriques caractéristiques de f.

NB: on ne considérera que les transformations dont les éléments
caractéristiques n’utilisent que les points indiqués sur la figure.

a)g(A)=Betg(B)=C;b)g(C)=B;
¢)g(A)=C;d)gB)=B’

e)gB)=G1) g(C) = A;

2) g(G) =G, gB)=Acetg(A)=A". B

Evaluation 27 : Sur la figure d’évaluation 26, ABC est un triangle
équilatéral de centre de gravité G.
1) Trouve les applications f (rotation, translation, symétrie
orthogonale, homothétie ou symétrie central) utilisant pour leur
définition seulement les points indiqués sur la figure dans chacun
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des cas suivants. Donne le cas échéant les €léments géométriques

caractéristiques de f dans chacun des cas suivants :

a) ftransforme le triangle AGB’ en GC’B ;

b) f transforme le triangle AA’C en ABB’ ;

c) ftransforme le triangle B’GC en C’GB.

d) ftransforme le triangle AB’C’ en BAC ;

e) ftransforme le triangle ABC en A’C’B ;

f) ftransforme le triangle A’B’C en AB’C’.

2) a) Trouve deux symétries orthogonales dont la composée
transforme le triangle AGB’ en GC’B.

b) Trouve une translation t et une rotation r dont la composée dans
cet ordre (rot) transforme le triangle équilatéral A’B’C en
BC’A’, triangle équilatéral.

Evaluation 28 : On considere un triangle ABC rectangle et isocele en
A et le cercle (C) de centre O et circonscrit au triangle ABC.

Le cercle (C) de diametre [OC] recoupe (AC) en I, (OI) coupe en E le
demi-cercle de diameétre [BC] contenant A. La médiatrice de [AB]
coupe en F le demi-cercle de diamétre [BC] ne contenant pas A.

Détermine les images des points A, B et E par la rotation r de centre O
et d’angle g et déduis-en que (AC) // (OF).
Evaluation 29 : ABCD est un losange. On considere les droites (d),
(dy) et (ds) telles que :

* (d)) passe par B et est parallele a (AC)

* (d) passe par D et est parallele a (AC)

* (d3) est le symétrique de (AC) par rapport au point B.

Détermine les images respectives des droites (d1) et (AC) par la

translation de vecteur BD et déduis-en que (d2) est parallele a (d3).
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Evaluation 30 : On donne un demi-cercle de diamétre [AB], O le
milieu de [AB]. On veut construire un carré [JKL tel que : T etJ
appartiennent a [AB], K et L appartiennent au demi-cercle.

1) On suppose un tel carré construit. Montre que I et J sont
symétriques par rapport a O.

2) On considere le carré ABEF tel que E et F soient dans le demi-
plan de frontiére (AB) ne contenant pas le demi-cercle. On
appelle K le point d’intersection de (OF) avec le demi-cercle.
Soit h ’homothétie de centre O qui transforme F en K. On pose
L=h(E), [=h(B) et ] =h(A).

a) Construis les points I, J et L.

b) Montre que IJKL est un carré répondant a la question.

3) Montre que I et J sont symétriques par rapport a O.

Evaluation 31 : On donne trois droites strictement paralleles (d;), (d»)
et (dz). On veut construire un triangle équilatéral ABC tel que A€(d,),
B € (dy) et C € (d3).

1) On suppose un tel triangle construit.

a) Montre que B est I’image de C par une rotation r de centre A
dont tu donneras I’angle.

b) Soit A I'image de (d3) par la rotation r. Montre que B € A.

2) Déduis de ce qui précede un programme de construction d’un
triangle ABC répondant a la question posée.

3) Combien de triangles répondant aux contraintes peut-on
construire ?

Evaluation 32 : On donne un cercle (C ) de diamétre [AB], O le milieu
de [AB]. Une droite passant par A recoupe (C) en M. Soit M’ le projeté
orthogonal de O sur (AM). Détermine 1’ensemble des points M’ (lieu
géométrique de M’) lorsque M décrit (C).
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FICHE DE SEQUENCE (PREPARATION)

La numérotation de la fiche n'est pas exigée, mais elle est utile en ce sens qu'elle permet a
l'enseignant d'organiser ses fiches dans une logique d'exécution et de les hiérarchiser.

CHAPITRE IX : GEOMETRIE DANS L’ESPACE
Compétences :
< Composantes, manifestations :
Contenu(s) : Géométrie dans I’espace

v' Espace et parallélisme. Il s’agit de consolider la représentation
de I’espace vue en 10°™.

v" Repérage d’un point de I’espace.

v Orthogonalité dans 1’espace : Droites orthogonales, droites et
plans orthogonaux, plans perpendiculaires.

v" Vecteurs de I’espace: définition, opérations, base.

v' Barycentre dans I’espace

Ressources éducatives

» Ressources humaines : Apprenants ; enseignants ; parent des
apprenants etc.
> Ressources matérielles :
» Ressources financieéres :
Stratégies d'animation : groupe de 5 éléves ou par table

Déroulement des activités (situations d'apprentissage)

Pré-évaluation : Construis et note un cube et un parallélépipede en
identifiant les dimensions et les faces

Situation probléme: Mamadou souhaiterait construire un magasin sous
forme d’un parallélépipede rectangle dans son champ pendant la saison
pluvieuse dans laquelle il se repose.et conserve les semences.
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Pour estimer le nombre de briques a confectionner pour construction du
magasin, le magon a demandé les dimensions du magasin qu’il souhaite
construire. Desquelles dimensions parle — t —il ?

En connaissant ces dimensions, comment peut — il déterminer le
nombre de briques ?

Activité 1 : Espace et parallélisme. Il s’agit de consolider la
représentation de ’espace vue en 10°™,

Consigne 1 : Pour les deux questions suivantes, utilise le
parallélépipede ABCDEFGH représenté ci — dessous.

F G

1

1
E :

T H

H

5

_.-"B c

A ks D

1) Vrai ou faux ? (avec deux droites)

a) (FH) est parallele a (BD) ;

b) (EB) est parallele a (GD) ;

¢) (HD) est orthogonale a (DC) ;

2) Vrai ou faux ? (avec un plan et une droite)

a) (EB) est parallele au plan (CDHG) ;

b) (HC) est parallele au plan (CDHG) ;

¢) (FH) est parallele au plan (CDHG) ;
Consigne 2 : voici un prisme droit o

a°) Cite les arrétes paralleles a la droite (GO) ; \ =
G

b°) Cite les arrétes orthogonales a la droite (EN)
c?) Cite les arrétes paralleles au plan (NARE)

d°) Cite les arrétes perpendiculaires au plan (GN/ 4
N
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Consigne 3 : on considére un cube ABCDEFGH e confondues (et donc paralleles) | @ non coplanaires
Cite - H G leur intersection est égale leur intersection est vide
1te : a di(et a dy) 4 N >
. ., 1 1
1) Deux droites sécantes ; 5 F e
2) Deux droites strictement paralléles ; d
. i 2
3) Deux droites non coplanaires ; D
< c
4) Deux plans sécants ; ,
5) Deux plans strictement paralleles ; S / “ Deux plans p; et p, peuvent étre :
6) Une droite sécante a un plan ;
. . N < - t . N s
7) Une droite strictement parauele aun plan ; le:f(;gl?erssection ost - strictement paralleles) T coﬂffndust(et dorzc par(tzlleles)
8) Une droite contenue dans un plan ; une droite teur intersection eat vide | (17 neTocetion eot et
. . 2, 2 . . p P1
Consigne 4 : Dans le cube de la figure précédente, indique (sans / 1; / ”
justifier) les positions relatives : \ ”2> i~
1) Des plans (EFA) et (GCD) ;
2) Des droites (EF) et (HC) ; . ) .
3) De la droite (DG) et du plan (ABE) ; & Par rapport a un plan p, une droite d peut d peut étre :
4) Des plans (CDF) et (ABG) ; l:jf?zz::sz::ion est = strictement parallele a p | = contenue dﬂ"} p (et donc paralléle a p)
5) Du Plan (EHB) et de la droite (DF) 5 un pgin:t ’ ' leur intersection est vide leur intersection est d
6) Des droites (AG) et (BH) ; N d
d
Synthese partielle : “ D
P
Droites et plans de I’espace
Positions et intersection de droites et de plans
. . Remarque :
< Deux droites d; et d, de ’espace peuvent étre :
» Dans I’espace, deux droites qui n’ont aucun point commun ne
- sécantes e strictement paralleles . . N
leur intersection est un point leur intersection est vide sont pas nécessairement paralleles ;
dy s ds » Il n’est pas possible que deux plans aient un seul point
/ commun ;
da
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Caractérisation d’un plan v" Si deux plans p; et p, sont paralléles; toute droite d sécante a p,
et aussi sécante a p; ;

< Dans I’espace il existe un seul plan p
v Si deux plans p; et p, sont paralléles; tout plan ps sécant a p; et

o passant par trois e passant par un point A et aussi sécant a p; et les droites d’intersection sont paralleles.
A ; Bet C non alignés contenant la droite d v" Pour que deux plans p; et p, soient paralléles ; il suffit que p;
qui ne passe pas par A contiennent deux droites sécantes d; et d’; respectivement
paralleles a deux droites sécantes d, et d’> de p2;
B X C d v" Pour qu’une droite d soit paralléle a un plan p, il suffit que d
X / soit paralléle a une droite de p ;
AX AX v Si deux plans p; et p; sont paralléles & un méme plan ps alors p;

et p; sont paralleles entre eux ;
v Etant donné un plan p et un point A, il existe un et un seul plan

e contenant deux droites | & contenant deux droites p’ passant par A et parall¢le a p, ce plan contient toutes les
secantes d; et da strictement paralleles d; et dy

droites passant par A et paralleles a p ;

ds Théoreme du toit :
dy dy
Si deux droites paralleles d et d’ sont dans des plans p et p’ sécants
d> suivant une droite § , alors d et d’ sont paralleles a 6 ;

Attention :

Si d est parallele a p et si d’ est parallele a p, on ne peut pas en déduire
< Parallélisme de droites et de plans que d est parallele ad’ ;
v" Si deux droites d; et d, sont paralléles a une méme droite d; Evaluation - On considére le cube ABCDEFGH

alors d; et d, sont paralleles entre elles ;

o~ . .
v" Si deux droites d; et d, sont paralléles alors tout plan contenant 1°) justifie que les quatre points A, D, F et G sont coplanaires ;

d; est parallele a d; ; (C’est — a — dire qu’ils appartiennent 2 un méme plan)

v Sid 1 t t l1eles, toute droite d cont .
Si deux plans pi ? p% sont parafieles, toute drotte ¢ contenue 2°) Démontre que les droites (CE) et (BH) sont sécantes ;
dans p; est parallele a p; ;

v" Si deux plans p; et p, sont sécants suivant une droite § ; toute 3°) a) Justifie que les droites (BD) et (FH) sont paralléles ;

droite d parallele a p; et a p; est paralléle a & ; b) Soient I et J les milieux respectifs de [AB] et [AD] ;
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Démontre que les droites (1J) et (FH) sont paralléles ;
4°) Démontre que les droites (FI) et (HJ) sont sécantes.

Soit Q leur point d’intersection. Démontre que QAHD est un
parallélogramme et donne la position de Q) par rapport a Aeta E :

Activité 2 : Repérage d’un point de I’espace.
L’espace est muni d'un repére(O, i ; f ; E) . Soit les
points A(1; 2; —3),B(—2;4; 0); C(3; 0; —2).D (4;—1;2) et
E(1;2;-3)etF(2;1;2)
e o

Consigne ;

1) Représente graphiquement les points A; B; C; D; E et F
dans 1”espace est muni d'un repére(O, i ; f ; E),

2) Déterminons les coordonnées de A’, B’ et(’, les milieux
respectifs de [BC], [AC] et [AB] puis place les
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Synthese partielle :

Repérage d’'un point de 'espace :

Soit 1; ]_'>et ktrois vecteurs non coplanaires et O un point de
'espace.

Le quadruplet (0 1 f ; E) est appelé repere de 'espace.

On dit que (7 ; f ; E) est la base du repere.

O est appelé l'origine du repere.

Le repeére est dit orthonormé lorsque les vecteurs i; fet k sont
deux a deux orthogonaux et ||f|| = ||f|| = ||E||

Tout vecteur U peut se décomposer de sorte que % = xi +yj + z k.

X, y et z sont appelés les coordonnées du vecteur .
X

On note : U (BZ’) ouu(x; y; z).

Pour tout point M de l'espace, on a: OM = xi + yf +zk.
x,y et z sont les coordonnées du point M.
x est'abscisse, y 'ordonnée et z la cote du point M.

X
On note M (32’) ouM(x;y; z).
Représentation d'un point dans le repére (0, 1,j, k) :
Soit (0, {,]_'), E)) un repere orthonormé de I'espace (voir répere)
Les coordonnées du milieu d'un segment :
Soit A(x4; va; z4) et B(xg; Yg; Zg) deux points de I'espace muni

- - - —_ XB—XA
d’'un repere (0; i; j k) .Alorsona: AB = (J’B—YA).

ZB—zA
xat+x
x[ — A B
2
, . YatyB
Les coordonnées du milieu I de [AB] sont < y; = =
ZptZz
kZI — A B
2
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Activité 3 : Orthogonalité dans I’espace : Droites orthogonales,
droites et plans orthogonaux, plans perpendiculaires.

Consigne 1 : Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par I ; J et K les
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b

milieux respectifs des segments [BF] ; [FG] et [AE] :

Démontre que :

a)

La droite (IK) est orthogonale au plan (ADF) ;

b) La droite (BE) est orthogonale au plan (ADG) ,E

)
d)
e)
f)

Consigne 2 : Soit ABCDEFGH un cube. Démontre que les plans

La droite (DE) est orthogonale au plan (IJK) ;
Les droites (AC) et (CF) sont orthogonales ;

Les droites (IK) et (CF) sont orthogonales ;

Les droites (IJ) et (ED) sont orthogonales ; A

suivants sont perpendiculaires
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a) (ABC)et (EAC);
b) (EAC) et (HDB);
c¢) (FCH) et (AGE)

On pourra utiliser cette définition : Deux plans sont perpendiculaires
lors que 1I’un d’entre eux contient une droite orthogonale a 1’autre

Synthese partielle :

Définition : Deux droites de & sont orthogonales lorsque, un point de
& étant choisi, les paralléles a ces droites passant par ce point sont
perpendiculaires

« « (D) est orthogonale a (2) » » se note ( 2) L (2)

_

@

Remarque : Deux droites de & perpendiculaires lorsqu’elles sont sont

orthogonales et sécantes
Propriétés :

< Si deux droites sont orthogonales, toute droite parallele a I’une
®1L®
YR RE)

< Si deux droites sont parall¢les, toute droite orthogonale a I’une

) oy = @ L @)

est orthogonale a I’autre. { = (A4) L (D)

est orthogonale a I’ autre. {

Droite et plan orthogonaux : Une droite (£)) et un plan (.9 sont

orthogonaux, lorsque la droite ( £) est (Qb)

orthogonale a deux droites sécantes du plan (.9 X
Onnote (2) L (Gou (T L(D) /)
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Remarque :

> On dit également que ( &) est orthogonale a (.F¥ ou que (¥ est

orthogonal a (9) ;

» Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle set sécante a
ce plan ; elle est dite orthogonale au plan en ce point ;

» Une droite peut étre orthogonale a deux droites paralléles d’un
plan sans étre orthogonale a ce plan

Propriétés :
@ Etant donné un point A et un plan (.9, il existe une unique droite

passant par A et orthogonale a (9%

A

P

— . f———

@ Etant donné un point A et une ( 9)), il existe un unique plan

passant par A et orthogonale a ( £)

Propriété fondamentale : Si une droite est orthogonale a un plan, alors
elle est orthogonale a toute droite de ce plan
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Méthode : Pour démontrer que deux droites sont orthogonales, il suffit
de démontrer que I’une d’elles est orthogonale a un plan contenent
I’autre ;
Autres propriétés :
Propriété 1 :
v Si deux droites () et (Z)) sont paralléles, tout plan (.ZF
orthogonal a (©) est orthogonl a (&)

(@) 11 (D)
{@) 1@ e
(D"
a)

P\

v' Si deux plans (9 et (&) sont paralléles, toute droite (£)

orthogonal a (9 est orthogonl a (&%)
(2P) /7 (&P7)
() L (&)

(D)
@\ :
(A"

(‘-’7))|
i :

(SD) L (2).
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Propriété 2 :
v Si deux droites (2) et (2)) sont orthogonales 4 un méme plan
(G olors elles sont paralleles

(@) L ()

D) 11 (D).
@) L (®) () /7 (')

7))
m")lﬁ\ ? (@)

yai

v Si deux plans (¥ et (.3 sont orthogonales & une méme droite

(9D olors ils sont paralléles

{ () L ()

@) L (@) (P) /i (2P°).

(D)

Propriéte 3 :
v Soit (©) une droite orthogonale a un plan (.9, toute droite
() orthogonale a ( ©) est paralléle a (Y

v @ iy

{(@”(@] = @)@ | /
(@) L (@) AN

Méthode :

Pour démontrer que deux droites sont parall¢les, il suffit de démontrer
qu’elles sont orthogonales a un méme plan ;

Pour démontrer que deux plans sont paralleles, il suffit de démontrer
qu’ils sont orthogonaux a une méme droite

Plans perpendiculaires : Deux plans sont perpendiculaires lorsque
I’un d’entre eux contient une droite orthogonale a 1’autre.

« (9G¥ est orthogonale a (2% » » se note (G 1 (&
Remarque : Si deux plans sont perpendiculaires, ils sont sécants
Conséquences :

*  Si une droite ( @) est orthogonale a un plan (¥, tout plan
parallele a (D) est perpendiculaire a (G,

* Sideux plans sont perpendiculaires, toute droite orthogonale a
I’un est parallele a I’autre.

{ (D) L (P)

@@ = DL

(D) 11 (P").

{ @) L (2
(2) L ()

Remarque : Si deux plans sont perpendiculaires, une droite parallele a
I’un n’est pas nécessairement orthogonale a 1’autre (il suffit seulement
de considérer par exemple leur droite d’intersection)
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Propriétés : Si deux plans sont perpendiculaires, tout plan parallele a
I’un est perpendiculaire a 1’autre

{(@m@') Al

. (@) L ().
@im = AL
Remarque : @/

v" Si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire a I’un est
perpendiculaire a I’autre ;
v" Deux plans perpendiculaires 2 un méme plan ne sont pas

forcément parall¢les entre eux. ;

Méthode : Pour démontrer que deux plans sont perpendiculaires, on
peut utiliser un des procédés suivants :

< Trouver une droite de I’un qui est orthogonale a 1’autre ;
# Trouver une droite parallele a I’un et orthogonale a I’autre ;
< Trouver un plan parallele a I’un et perpendiculaire a I’ autre ;

Orthogonalité dans I’espace :
(8)

Propriété :

Un plan est perpendiculaire a deux plans

sécants si et seulement si il est orthogonal /r<

a leur droite d’intersection

Evaluation 1 : On considére un cube ABCDEFGH

1) Justifie que les droites (HE) et (EB) sont perpendiculaires ;
2) Les droites (GE) et (EB) sont — elles perpendiculaires ?

3) Que peut — on dire des droites (HE) et (FA) ?

4) Justifie que la droite (EG) est parallele au plan (ABCD) ;
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5) Justifie que la droite (DB) est perpendiculaire au plan (EAG) ;
6) Justifie que la droite (HB) est sécante au plan (EGC). Construis
leur intersection ;
7) Soient I et J les milieux de [AB] et [AE] ;
a) Justifie que (1J) est parallele au plan (BCH) ;
b) Justifie que (IJ) et (BF) sont sécantes. Construis leur
intersection.
c) Justifie que (1J) est sécante au plan (DBF). Construis leur
point d’intersection ;

Evaluation 2 : Soit ABCD un tétraedre régulier. On désigne par [ et J
les mieux respectifs de [AB] et [CD].

1. Démontre que le plan (ABJ) est perpendiculaire aux plans
(ACD) et (BCD).

2. Détermine les faces du tétraedre dont les plans sont
perpendiculaires au plan (CDI).

3. Démontre que les plans (ABJ) et (CDI) sont perpendiculaires.

Activité 4 : Vecteurs de I’espace: définition, opérations, base.

Consigne 1 : L'espace est muni d'un repere orthonormal (O;f, ;’, 7() .
Soit A(-1;1:;2);B.(2;1;1);eti(—6;0;2)

1) Construis les points A ; B et le vecteur U ;

2) Montre qu’il un réel k non nul tel que AB = ki ;

3) Les vecteurs AB et U ont — ils le méme sens ?

4) Calcule les distances ou les normes suivantes : ||A—B)|| et ||ull ;

5) Détermine les coordonnées du point D tel que BD = i ;

6) Montre queﬁ + BD = ﬁ;

7) Calcule puis compare ||A—B)|| + ||ﬁ|| et ||ﬂ))|| ;
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Consigne 2 : I’espace est rapporté a un repere ( 0;1;7; E)
On considere les points A (-1;3;1);B@3;1;-1);C(1;-3;-1)et
D(G-5;0;2)
1) Justifie que ABC est un triangle rectangle ;
2) Montre que les vecteurs AB et CD sont colinéaires c’est —a —
dire qu’il existe un réel k non nul tel que AB = kCD ;
3) Exprime AC en fonction de AB et AD puis déduis- en que les
points A ; B ; C et D sont coplanaires ;

4) Quelle est la nature du quadrilatéere ABCD ?
5) Détermine les coordonnées du centre du quadrilatére ABCD ;

Consigne 3 : I’espace est rapporté a un repere ( 0;1;7; E)
On considere les points A(0;2;1);B(-2;3;1);C(1;2;-1);

1) Justifie que les points A ; B et C ne sont pas alignés c’est —a —

dire par exemple les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires ;
2) Détermine les coordonnées du milieu I de [AB] et du centre de
gravité du triangle ABC

Consigne 4 : I’espace est rapporté a un repere ( 0;1;7]; k)

1) Soient les vecteurs U ; V et W des coordonnées respectives

1 2 0
) ) .
1 0 2
— - . ., . — — . s s e
a) u et v sont—ils colinéaires ? ; u et w sont — ils colinéaires ?
— - . ., .
w et v sont — ils colinéaires ?
b) Détermine les coordonnées de vecteur 2U — ¥ — W ;

¢) Que peut — on en déduire pour les vecteursi ; U et W ?
2) lespoints A(2;3;-1);B(1;-3;1) etC(4;2;1)sont—ils
alignés
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Synthese partielle :

Définition : Un vecteur de l'espace est défini par une direction de
l'espace, un sens et une norme (longueur).

Egalité de vecteurs : les vecteurs AB et CD sont égaux si et seulement
si le quadrilatere ABDC est un parallélogramme ;

Somme de vecteurs : soit J et k deux vecteurs dans 1’espace.

D

On considere les points A ; B et C tels que
i =ABet: BC
Par définition, 7 + ¥ = AC

En particulier, la relation de Chasles reste

vraie dans 1’espace

Multiplication d’un vecteur par un nombre réel

SiZi = AB est un vecteur de I’espace et k un nombre réel, on définit le

vecteur k7 parkii = AMou M est le point de la droite (AB)tel que

& sik>0, AM et AB ont le méme
sens et AM = kAB ;
& sisik <0, AM et AB ont de sens

contraire et AM = —kAB ;
& sik = 0;onpose ki =0

Cas particulier :

Sik=0,M = A. le vecteur A4 s’appelle le vecteur nul et se note 0
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Coordonnées cartésiennes et calcul vectoriel
Théoréme (Admis) : I’espace est rapporté a un repere ( 0;1;7; E)
1) SoitM(x;y;z)etM'(x’;y ;z’). le vecteur MM’ a pour
coordonnées (X’ —X;y —-y;z —2)
2) Les vecteurs z_i(x A ) et ﬁ(x’,y’ ;Z’) sont égaux si et
seulementsix =x"; y=vy'etz=17
3) Soit z_i(x;y ; Z) et ﬁ(x’,y’ ;Z’) alors U + v a pour
coordonnées (x+x’;y+y ;z+2")
4) Siu a pour coordonnées (x ;y ;z)alors k d a pour
coordonnées (kx ; ky ; kz) pour tout réel k ;

Coordonnées cartésiennes et distance (Norme d’un vecteur):
Théoréme : 1’espace est rapporté a un repére (0; 75 J'; E)
Soit le vecteurii(x; y; z) et les pointsA(x, ; Va; Z4) €t
B(xg; yg; zg)de I’espace muni d’un repére orthonormé (0,?,]?, E) .
Ona:

© Nl =yt 22

* 4B = ”E” = (g — %)% + (Y5 —ya)? + (25 — 24)?

Vecteurs colinéaires :

Soit U et ¥deux vecteurs de 1’espace. On dit que U et ¥ sont colinéaires
s’il existe un réel k tel que ¥ = ki ou tel que U = kv

Pour savoir si des vecteurs sont colinéaires, on peut utiliser les
coordonnées cartésiennes ;

Séquences en APC tout le programme de Maths 11 ° Science : Prof : Mahamane BOUYA au LHDS de I’A.E de Mopti

Vecteurs colinéaires et droites paralléles :

Propriétés : Soit A, B, C et D quatre points du plan ( A différent de B,

C different de D). Les droites (AB) et (CD) sont parall¢les si et

seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires.

Cas particuliers : Si A = C, les points A, B et D sont alignés si et

seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires ;

Remarque : Trois points A ; B et C sont alignés si et seulement si les

vecteurs AB et AC sont colinéaires. On peut alors utiliser la propriété ci

_dessous : AB et AC sont colinéaires < AB = kAC avec k € IR
xp — X4 = k(x¢ — x,)

Sy —Va=k(yc—y4) aveck € IR
Zg — 2y = k(x¢c — x,)

Vecteurs coplanaires :

On prolonge la notion de vecteurs colinéaires du plan a celle de
vecteurs coplanaires de I’espace. Celle — ci fournit un outil vectoriel
pour les points coplanaires.

Exemple :

ABCDEFGH est un pavé. Soit P le plan

(ACE). Ce plan admet comme repere

(A ,R ,A—E>) car les vecteurs AC et AE

ne sont pas colinéaires

Comme AG = AC + CG = R+E,

le point G appartient au plan P.
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Plus généralement pour tout point M du plan P, il existe des réels aet b
tels AM = aAC + bAE

Définition : Soit i, ¥ et W trois vecteurs de 1’espace, avec U et U non

colinéaires. On dit que U, ¥ et W sont coplanaires si W peut s’écrire
— — - 2

sous la forme w = au + b v, avec e et b réels.

Remarque :
Quand u et ¥ sont colinéaires, U, ¥ et W sont toujours colinéaires ;

Pour savoir si des vecteurs sont coplanaires, on peut utiliser des
coordonnées cartésiennes

Caractérisation vectorielle des plans de I’espace :
Propriété : Soit A, B, C et D quatre points. Ces points sont coplanaires

si et seulement si les vecteurs AB , AC et AD sont coplanaires.

Exemple : Dans la figure ci — dessus, les vecteurs AE , AB et AD ne
sont pas coplanaires sinon le point E appartiendrait au plan défini par
A, B et D, ce qui n’est pas le cas.

Remarque : Les vecteurs de I'espace suivent les mémes regles de
construction qu'en géométrie plane : Relation de Chasles, propriétés en
rapport avec la colinéarité, ... restent valides.

Lorsque trois vecteurs i, ¥ et w sont coplanaires, on dit que les trois
vecteurs sont dépendants

S’ils ne sont pas coplanaires, on dit que les trois vecteurs sont
indépendants ou libres, (forment une base dans I’espace)

Evaluation 1 : Soient A ; B ; C et D quatre points de 1’espace.
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1) Soient I et J définis par Al = &E et A_)] = ?ﬁ . Démontre que

I_j et BC sont colinéaires ;
2) Soient K et L définis par AK = kAC et AL = kAD aveck € R ;
Démontre que KL et CD sont colinéaires

3) A quel théoréeme de géométrie classique ces résultats peuvent —
ils étre associés ?

Evaluation 2 : On considere un tétracdre ABCD. On appelle I, J ; K et
L les points définis respectivement par :

ﬂ:%ﬁ;ﬁzgﬁ;ﬁzgﬁj etﬁz%ﬁ;

1) Placel;J; K etL surle dessin.

2) Exprime I_j en fonction de AB et A—C>, puis en fonction de AC ;

3) Justifie que les points I ; J ; K et L sont coplanaires et que la
droite (AC) est parallele au plan (IJKL) ;

4) Démontre que la droite (BD) est parallele au plan (IJKL) ;

Evaluation 3 : On considére un cube ABCDEFGH.

1) Les vecteurs E, AD et AE sont — ils coplanaires ?;
2) Les vecteurs AB , AD et AC sont —ils coplanaires ?
3) Les vecteurs AB , AD et FH sont — ils coplanaires ?

4) Les vecteurs FD, AG et EH sont — ils coplanaires ?

Evaluation 4 : On considére un tétraédre ABCD

1) Justifie que les vecteurs AB, AC et AD forment une base dans I’espace
2)Soit I milieu de [AD] ; J milieu de [BC] ; K défini par BK = CA et L
défini parﬁ = kAD avec k € IR ;

a) Exprime le vecteur]_l: en fonction des vecteurs AB ; AC et AD ;
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b) Exprime le vecteur 1K en fonction des vecteurs AB ; AC et AD ;

c) Existe —t — il une valeur de k pour laquelle 1K etﬁ sont colinéaires

Activité 5 : Barycentre dans I’espace
Consigne 1 : Dans I’espace E muni d’un repére (0 ;157 I_c)), on donne
deux points : C (2;-1;0); D (-3 ;4;-2) et deux réels 3 et — 6.
Soit G (-8 ; 9 ; -2) un autre point du plan P ; (C ; 3) et (D ; -6) appelés
points pondérés.

1) Montrer que 3GC—6GD =0 ;

2)En déduire que CG = 2CD. On pourra poser GD=GC+CD;

3)Soita =3 et = —6, Vérifierquea?> = a‘%ﬁﬁ)} sia+f #0;
__axc+Pxp
{xG - a+f
4) Vérifier que les coordonnées de G sont égales :{ Vg = %
__azctPzp
%6 = a+p

5) Construire les points C ; D et G. Que remarques — tu ?

-

Consigne 2 : Dans I’espace E muni d’un repére (0 ;7;]; k),
On donne deux points : A (0;2;1);B(-5;3;0)

1) Soient les points pondérés (4;1) et (B;—3). Construire le
barycentre G du systeme :{(4;1) et (B;-3)} ;

2) Trouve les coordonnées du barycentre G des points pondérés ci
— dessus

Consigne 3: On donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A tel
que : AB = 8cm et AC = 4cm. Construire le barycentre G des points
(A,3);(B,-1):(C,2).
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Consigne 4 : Dans I’espace muni d’un repere (0 51T I_c)), on donne
quatre points : A (0;2;3);B(-5;3;-4);C(2;-1;-2);

Trouver les coordonnées du barycentre G des points pondérés : (A, —1)
;(B,2);(C,3);

Consigne S :

-

Dans I’espace muni d’un repére (0 51T I_c)), on donne quatre points :
A@0:;2:4):B(5;3;-1);C(2;-1;0)etD(-3;0:-0)

1) Construis le barycentre G des points (A, 3); (B, -1); (C, 2)
2) Trouve les coordonnées du barycentre G des points pondérés :
(A,-1);(B,2);(C,-3);(D;3)

Synthese partielle :
Définition 1 : Soit (A; a) et (B; ) deux points pondérés avec a + f§ # 0.

On appelle barycentre de (A, a) et (B, B), I'unique point G du plan tel
que aGA + ,8@) =0.

[G barycentre de (A; «); (B; B)] & aGA + ﬁ@) =0
o AG=—L_7B

a+p
Propriétés

3) Si Gest le barycentre de (A; «); (B; B) alors les points G, A et B
sont alignés.
4) Si G est le barycentre de (A; ); (B; B) alors G est le barycentre
de (A; ka); (B; kB) pour tout k # 0
NB : Le barycentre G de (A; a); (B; ) est appelé I’isobarycentre des
points A et B
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Coordonnées du barycentre de deux points pondérés

Soit(0; 7; J)un repeére orthonormé du plan et soit
A(xa; Ya;2a); B(xs; ¥B;2p)

Les coordonnées du barycentre G des points pondérés (A ; (x) ; (B ; B)

axa+pxp | _ aya+Bys __azpt+Pzp

sont: Xg = = Zc =
G a+p '’ VG a+p ’ G a+pB

Définition 2: Soit (A; «); (B; B); (C; y) trois points pondérés. On
appelle barycentre de (A; a); (B; B); (C; y), I'unique pont G du plan tel
que:aﬁ+ﬂ@)+yﬁ)=6

[G est le barycentre de (A; o); (B; B); (C; y)] & aGA + ﬂ@) + yﬁf =0

oRG-—F  _mB+—L _a¢
a+p+y a+pf+y
— a — Y
< BG = BA + BC
a+p+y a+p+y
Propriétés
@ Si G est le barycentre de (A; a); (B; B); (C; y) alors G est dans le
plan ABC ;

@ Si G est le barycentre de (A; a); (B; B); (C; y) etsi Hestle
barycentre de (A ; a) et (B ; B) alors G est le barycentre de
(H; a+p) et (C; )

Remarque : Construire le barycentre des points pondérés (A ; a) ;

AB +—L—AC
a+f+y

(B; o) ; (C; a) revient a construire la somme
a+f+y

NB : Le barycentre G des points pondérés (A ; a) ; (B ; a) ; (C; a) est
I’isobarycentre des points A ; B ; C

Coordonnées du barycentre de trois points pondérés
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Soit(0; T; J; E) un repere orthonormé de 1’espace et soient
A(xa; Ya;za) ;s B(xg; yB;2zp) et C(xc; yc;2c)

Les coordonnées du barycentre G des points pondérés

(A; a); (B; B); (C; v) sont :

axa+Bxp+yxc | _ ayatBystyyc
a+B+y A at+B+y

__azptPzptyzc

X = t =
G G a+B+y

Définition 3: Soit (A; o); (B; B); (C; v); (D ; w) quatre points
pondérés. On appelle barycentre de (A; «); (B; B); (C; v); (D ; w),
I’unique pont G du plan tel que : aGA + ,8@) + yaf + ,ua)) =0

[G est le barycentre de (A; «); (B; B); (C; y)]

@aa\)+ﬂ@+yﬁ +uﬁ)> =0

oAG=-—F 2B LA v; “
a+f+y+u a+f+y+u a+f+y+u
_— a — —
< BG = BA r BC s
a+f+y+u a+f+y+u a+f+y+u
R a R — P — B —
o CC = CA + P CB + a )
a+pf+y+u a+pf+y+u a+pf+y+u
Propriétés
@ Si G est le barycentre de (A; «); (B; B); (C; y); (D ; n) alors G
est dans le plan ABCD;

@ Si G est le barycentre de (A; «); (B; B); (C; y).(D; ) etsi Gy est
le barycentre de (A ; a) et (B ; B) et G; le barycentre de (C ;¥ ) et
(D ; w) alors G est le barycentre de (G ; a+p) et (Gy; ¥ + 1)
Coordonnées du barycentre de trois points pondérés
Soit(0; T; J) un repere orthonormé du plan et soient
A(xa; yasza) ;B(xg; y8;528); C(xc; yoizc) 5 D(xp;yp;zp)
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Les coordonnées du barycentre G des points pondérés
(A; a); (B; B); (C; y); (D, ) sont :

axpa+fxg+yxc+xp
a+B+y+u

_ aya+Bys+yyc+yp _ azpa+Bzp+yzc

= tz. =
» G at+B+y+u G a+B+y

Xg =
Evaluation 1 : Soit ABCD un tétraédre.

1. Soit G le barycentre de (A, 1), (B, 1) et (C, 1).
Quelle est la nature du quadrilatére ACBG ?
Représente ABCD en perspective et place G ;
2. a. Démontre que pour tout point M de I’espace on a :MA + MB —
MC —MD = DG
b. Soit I barycentre de (A, 1), (B, 1) et (D, -1). Démontre que CI = DG
c. Soit J barycentre de (A, 1), (C,-1) et (D, -1). Démontre que]? =DG
d. Soit K barycentre de (B, 1), (C,-1) et (D,-1). Démontre que KA = DG
3. a. Complete la figure obtenue a la question 1 en utilisant les
résultats de la question 2.

b. Représente en couleur les tétracdres AIBG et KCDI. Que peut — on
dire de ces tétraedres ?

Evaluation 2 : Dans I’espace E muni d’un repere (0 ;7;7; E),
SoitA(-2;1;0),B2;3;0),C(1;-1;0)etS(;1;5)
1) Représente les points A; B; CetS
2) Soit Gy le barycentre de (S, 1), (A, 1) et (B, 1). G, le barycentre
de (S, 1), (B, 1) et (C, 1). Démontre que les points G; ; G;; A et

C sont coplanaires.
Indication : On pourra, a I’aide de calculs de coordonnées,

démontre que GG, et ACsont colinéaires.
3) Reprend la question 2 sans utiliser les calculs de coordonnées
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Evaluation 3 : Dans ’espace E muni d’un repére (0 ;15T E),

On considéere le cube ABCDOFGH tel que

—

OH =1, OF = et 04 = k (voir figure).

1) Précise les coordonnées de chacun des
8 sommets du cube.

2) On donne les points M (0 ;1 ;i) ; H

2 2

N(l;l;g) etP(1;§;1>
Précise sur quelle aréte se trouve chacun de ces points. La suite
de ce probléme consiste a s’intéresser a la section du cube par le
plan (MNP).

3) Soit Q le barycentre de (M, 3), (N, -5) et (P, 5).
a) Détermine les coordonnées du point Q.,
b) Démontre que Q est I’intersection du plan (MNP) et de

I’aréte (OA).

4) Soit R le barycentre de (M, 8), (N, -18) et (P, 24). Démontre que
R est I’intersection du plan (MNP) et de I’aréte (AD) ;

5) Le plan (MNP) peut — il couper une autre aréte du cube ? justifie
ta réponse.

Evaluation 4 : Trouver un équilibre

Pour chacun de deux cas suivants , ou faut — il placer le crochét pour
réaliser I’équilibre ( les masses des triangles sont négligeables)

a. . b. )

j
(O
(By>
(b=

—
[w]
=

e}

5kg
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Evaluation 5 : Trouver un équilibre

On veut placer le crochét pour réaliser I’équilibre. Compare
I’emplacement du crochét dans les deux cas représentés.

&

Q M

>

Evaluation 6 : Trouver un équilibre

3

A

a) Quelle relation doit vérifier b pour que G soit barycentre des
points (A, 6) ; (B, b) ; (C, 4)

A G B C

b | 2 ] L L ]
I i i 4 I i

b) Quelle masse faut —il placer en B pour que le systéme représenté
soit en équilibre ?

A o/ B . C

-3 }

6g ? 4 g

1
(b

¢) Meéme énoncé que la question b pour les systemes suivants

A:::::Z;:::Q::CA::"“"g"c
B 8 g B
5g ? 2g 5g ? 3g

d) Pour chacun des trois cas suivants , ou faut — il placer le crochét
pour réaliser 1’équilibre

A‘.&,,.g‘lg A&l.l} ,,,,,, c 4 :2%
""" — = ST ———— ) ___A 9__
Ej 8 s?g &) e

100g 9 ?
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Activité 6 : systémes paramétriques d’une droite et du plan
Consigne 1 : I’espace est rapporté a un repere (0 ;LT E)
On considere les points A(3;1;-1);B(0;2;-2) etM(x;y;2)

1) Calcule les coordonnées des vecteurs AB et AM ;

2) Soit AM = kAB , exprime les coordonnées de M en fonction de k
3) Le point C(-3 ; 3 ; 1) appartient — il a la droite (AB) ?

Consigne 2 : I’espace est rapporté a un repére (0; T; J ; E)

Soient A un point de coordonnées (-1 ;2;3) ;4 (1;3;4) et v(3;1;5)
1) Démontre que les vecteurs i et ¥ ne sont pas colinéaires ;

2) Soit M(x ; y ; z) un point du plan, détermine les coordonnées de AM

3) On pose AM = ki + tB ; exprime les coordonnées de M en fonction
dekett

Synthese partielle :
Propriétés : L espace est rapporté a un repere (0 ;LT I_c))

Soit A des coordonnées (x4 ; Va; Z4) et U un vecteur non nul de
coordonnées (a; b ; c).

M(x ; y; z) est sur la droite passant par A et vecteur directeur i

X=x4+tXa
AM =t avect €IR ©{y=y,+tXb avect € IR
z=Zy+tXc

On dit que ce systeme est un systeme d’équations paramétriques de la
droite (A ; i) ou une représentation paramétrique de la droite (A ; %)

Remarque :

& Soient A(x, ; Va;24) et B(xg;yg; zg) deux points distincts
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M(x ; y ; z) appartient a la droite (AB)

X =2x4+t(xg—x4)
AM = tAB avect €IR &<y =y, +t(yg —ya4) avect € IR
Z=2z,+t(zg —2z4)

= ]l existe une infinité de systémes d’équations paramétriques d’une
droite, puisqu’on peut choisir d’une infinité de facons un vecteur
directeur et un point de la droite ;

< Dans le plan, une droite est caractérisée par une équation
cartésienne (relation entre x et y).

= Dans I’espace, une droite est caractérisée par un systéme
d’équations paramétriques (relation entre x et le parametre t ;
relation entre y et le parametre t ; relation entre z et le parameétre t)

Propriétés : L’espace est rapporté a un repére (0; 7; J; k)

Soient A des coordonnées (x4 ;V4;24) ;U (a;b;c)etv(a’ ;b ;¢’)un
couple de vecteurs non colinéaires.

M(x ; y ; z) appartient au plan passant par A et de couple de vecteurs
directeurs (U ; V)

xX=x,+txXa+kxa
AM =t + kv avect €EIRetk€IR SSy=y,+tXxXb+kxb'
z=2z,+tXc+kxc

On dit que ce systeme est un systeme d’équations paramétriques du plan
(A ; U ; D) ou une représentation paramétrique du plan (A ;U ; V)

Evaluation 1 : L espace est rapporté a un repére (0; 7; J ; E)
Soient A(3;1;-1)etB(0;2;-2).

1) Donne une représentation paramétrique de la droite (AB) ;
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2) Lepoint C (-3 ; 3 ; 1) appartient — il a la droite (AB) ?
Evaluation 2 : L espace est rapporté a un repére (0; 7; J'; E)

On considere les points A (2;-1;5);B(1;-3;2).etC(2;3;9)etun
vecteur u(1;0; 1)

1) Donne une représentation paramétrique de la droite (AB) et une
représentation paramétrique de la droite passant par C et de
vecteur directeur U

2) Détermine si ces deux droites sont sécantes et donne
éventuellement les coordonnées de leur point d’intersection.

Evaluation 3 : L espace est rapporté a un repére (0; 7; J'; E)

1) Justifie que I’ensemble de points M(x ; y ; z) tels que

x=2+3t
iy = —1 + 2t avect € IR, est une droite d que 1'onprécisera ;
z=3—4t
2) Justifie que I’ensemble de points M(x ; y ; z) tels que
x=5—6t
{ y=1-—4t" avect’ € IR, estune droite d’' que I'onprécisera ;
z=—-2+8t

3) Que peut — on dire des positions relatives de d et d’
4) Justifie que I’ensemble de points M(x ; y ; z) tels que
Xx=3—-«
y =1+ a avec a € IR, est une droite § que 1'onprécisera
zZ=2
Donne deux points distincts de §;
5) Que peut — on dire des positions relatives de d et &,

Evaluation 4 : L espace est rapporté a un repére (0; 7; J'; k)

On considere les points A(1;2;0);B(-1;2;3).etC(1;-2;1)
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1) Justifie que les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
En déduis qu’il existe un et un seul plan p contenant les points

A;BetC.
2) Soit M(x ; y; z). Montre que ME p < il existe deux réels
x=1-2t
tett' tels que {y =2 -4t
z=3t+t
x=1-2t
3) Ondit que le systéme {y =2 —4t' avect € IR et t’' € IR est une
z=3t+t
représentation paramétrique du plan p. Soit D (3 ;2 ; 1). Montre
queD € p;

4) SoitE (-3;5; 6). Montre que E € p. Exprime le vecteur AE en

fonction des vecteurs AB et AC
Evaluation 5 : On considére le tétracdre ABCD

Soit I milieu de [AB] et J milieu de [AD] et K milieu de [CI]

1) Justifie que la droite (DK) est sécante au plan (BCJ) en un point L.

2) Exprime le vecteur DL en fonction des vecteurs AB ; AC et AD ;
Activité 7 : produit scalaire de deux vecteurs dans I’espace
Consigne 1 :
1) Soient U et ¥deux vecteurs. Démontre 1’égalité :
@+ 9)?%+ (@ — v)? = 2u? + 2v?
2) En déduis que dans un parallélogramme la somme des carrées des

quatre cotés est égale la somme des carrées des deux diagonales.
3) Soit ABC un triangle et A’ le milieu de [BC]. Démontre que

AB? 4+ AC? = 244" + %BCZ
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Consigne 2 : Soit un triangle ABC rectangle en A. on désigne par A’ le
milieu de [BC], par H le pied de la hauteur issue de A et par [ et J les
projetés orthogonaux de H sur (AB) et (AC).

1) Démontre que ﬁl_j = —E’.ﬁ;
2) Démontre que les droites ( AA’) et (IJ) sont perpendiculaires

Consigne 3 : On considere un cube ABCDEFGH
L’espace est rapporté au repere (A ; AB ; AD ; ﬁ)
1°) a) Donne les coordonnées de A ; F; CetH
Calcule le produit scalaire AF.CH
Les droites (AF) et (CH) sont — elles orthogonales ?
b) En remarquant que CH = BE ; retrouve le résultat précedent.
2°) a) Calcule le produit scalaire EC.FD
Les droites (EC) et (FD) sont — elles orthogonales ?
b) En remarquant que EF = DC; retrouve le résultat précedent.
Consigne 4 : On considere le tétracdre régulier ABCD
On pose AB=AC=AD=BC=BD=CD=a
1) Calcule en fonction de a les produits scalaires
AB.BC ;R. BC ; AD.BC. Justifie que (AD) es orthogonale a (BC)
2) Montre queﬁ = %E + %R + %E
3) Déduis de calculs précédents le produit scalaire AG.BC;

4) Calcule AG.BD . Que peut — on en conclure

Consigne 5 : L’espace est rapporté a un repere (o ;1T k)
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x=1+43k
1) Soitd laroite de représentation paramétrique {y =2k
z=1—-Kk
avec k € IR, Donne un point et un vecteur directeur d ;
x=2+Kk
2) Soitd’la droite de représentation paramétrique { y=1
z=1+43k
aveck € IR,; Montre que d et d'sont orthogonales.
Sont — elles perpendiculares ?
3) Ondonne A(2;-1;-5);B@B;1;-4);C4;6;9etD(®5;7;6)
Montre que les droites (AB) est orthogonale a la droite (CD). Ces
droites sont — elles perpendiculaires ?

Synthese partielle :

Produit scalaire de deux vecteurs : Soit U et v deux vecteurs. On
appelle produit scalaire de U par ¥ le nombre réel noté i - ¥ défini par :

- = 0 si l'un des vecteurs U ou v est nul ;
o« u-v = |lullllvl COS(]f,\ﬁ) si les deux vecteurs U et U sont non nuls

N )

utre expression du produit scalaire,on a:

1
U = (R + 712 = llull® = llvil*)

Expression algébrique : Soient U et ¥ deux vecteurs du plan

&l

On appelle produit scalaire du vecteur U par le vecteur ¥ le réel noté :
UxD tel que : % X = OA xOB= OH x0B ol H est le projeté orthogonal
de A sur la droite (OB).
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UxV = OHX0B . (Expression algébrique du produit scalaire)
Remarque :

= Si OH et OB ont méme sens alors Uxv =OHxOB ;

= Si OH et OB sont de sens contraires alors uxv = -OHxOB
Expression géométrique : En utilisant I’expression algébrique du
produit scalaire et le triangle AOH rectangle en H. On a alors
OH = 0OA X cos a puis on déduit que :0A x OB = 0A * OB cos a.

(Expression trigonométrique du produit scalaire)
Propriétés de produit scalaire :
On démontre et on admettra les propriétés suivantes

Du-@+w)=u-v+u-w et@+vV) W=u-w+v-w;
v

NUu-u=0etsiu+0alorsu-u>0;
5)4-0=0;

Remarque : % - U se note u? = ||u||? et < on lit carré scalaire de i >

Orthogonalité de deux vecteurs dans une base orthonormée :
X

o S x' L \
Les vecteurs u <y> etv <yl sont orthogonaux equlvaut a
zZ ZI

Uu-v=xx"+yy +zz2=0
Norme d’un vecteur : U étant un vecteur de représentant le bipoint (A;B),
on appelle norme de i le nombre réel positif noté : ||i]| =d (A;B).

U
A/
@l = ||AB|| = d (A;B) = AB
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Propriétés : Soit V I’ensemble des vecteurs dans I’espace
P):Yuev,|ul|>0

P):VUEV,|U]l=0 ©u=0
P;):VUEV,VVEV,Vk€E€R,siu=kxvalors |ull = |k| |7
Repere orthonormé, base orthonormale

> Lerepere (0,7,7; k) est orthonormé si les vecteurs 7 ; J et k sont

orthogonaux et unitaires deux a deux. Autrement dit : (0, 1,7; E)
est orthonormé signifie
{u JikLlJjetilk ©i-J=k-j=i-k= Oet
120 = 170 = ] = 1
» On dit alors que la base (?,f; I_c)) est orthonormale ;
Etude analytique du produit scalaire

& Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

! —
Soit U (f;) etv (;C,r) dans une base orthonormée (7,]’; k).
zZ Al

Ona:u-v=xx"+yy +zz
& Expression de la norme d’un vecteur dans une base
orthonormée

Soit le vecteur U (f;),on a |[u]l = /x2% + y% + z2

VA
< Plans orthogonaux ou perpendiculaires : Soit deux plans P et P’

d’équations cartésiennes respectives
Piax+by+cz+d=0;P:a'x+b'y+c'z+d =0
et les vecteurs normaux respectlfs
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u (g) etv (‘;1) Les plans P et P’ sont orthogonaux ou perpendiculaires
cr

[
équivaux aaa’ + bb' +cc' =0
NB : On appelle un vecteur normal % (ou orthogonal) a un plan P, tout
vecteur U non nul, orthogonal a tous les vecteurs de P

Evaluation 1 : L’espace est rapporté a un repere (o ;LT I_c))
On considere les points A(3;2;1);B(1;-1;1).etC(5;2;3)

1) Détermine I’équation cartésienne du plan P passant par A et de

vecteur normal BC ;
2) Détermine une équation cartésienne du plan (ABC)

Evaluation 2 : L’espace est rapporté a un repere (o ;LT I_c))

Soient P le plan d’équation —x + 2y + z — 15 =0 et P’ le plan d’équation
3x-y+2z2+18=0;

1) Justifie que A (-1 ;7 ; 0) est un point de P ;

2) Détermine une représentation paramétrique de la droite d
perpendiculaire a P en A.

3) Justifie que B (62 ; 4 ; -4) est un pointde P’ ;

4) Détermine une représentation paramétrique de la droite d’
perpendiculaire a P’ en B.

5) Les droites d et d’ sont — elles orthogonales ?

Evaluation 3 : L’espace est rapporté a un repére (0; 7; J'; E)

On considere le plan P d’équation x + 3y -2z + 1 =0 et le plan P’
d’équation 4x -2y -z =0
1) Donne les coordonnées de vecteurs normaux 71 et ;') aPetaP
2) Justifie que 71 =0
3) En déduis que P et P’ sont des plans perpendiculaires
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