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Comment utiliser ce livret

Les &4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases *
les automatismes indispensables.

Niveau 2 - Bac * %
le niveau des devoirs surveillés.

Niveau 3 - Approfondissement * % %
pour viser la mention Tres bien.
Niveau 4 - Concours * % % x

|

écoles d’ingénieurs).

D.

problemes de concours (classes préparatoires,

Les encadrés du cours
M Définition : a savoir par ceeur.

M Propriété / Théoréme : les outils.
I Méthode : la démarche pas a pas.
M Exemple : un calcul entiérement rédige.
M Piége : l'erreur classique a éviter.
Astuce de concours Yr: le petit plus qui fait

gagner du temps.

Ce livret est « intelligent » : commence par le test d’entrée (page 4) ; en 15 minutes, il t'indique
par ou commencer et quels exercices faire en priorité. Le livret contient 66 exercices corrigés : la
partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1a 30) ; la partie C est une banque de 36 exercices
classés par théme (Modes de définition, Suites bornées et monotones, Suites arithmétiques, Suites
géométriques, Suites récurrentes, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro de page
du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé (il est cliquable dans le PDF).
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La carte du chapitre
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el trique

Téles- liaire
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rence

A la fin du chapitre, je sais...

O calculer les termes d’une suite ; utiliser une suite arithmétique ;

représenter : nuage, escalier, spirale ; utiliser une suite géomeétrique ;
montrer qu’une suite est bornée ; utiliser2b=a+cetb? = ac;
encadrer une suite par récurrence ; traiter u, , = au, + b (point fixe) ;
étudier la monotonie (trois méthodes) ; exploiter une suite auxiliaire ;

trouver un intervalle stable, un point fixe ; calculer une somme, télescoper;

O 0Oo0o0ooan
O O0Oo0ooogoao

étudier une suite u_, = f(u,); modéliser : intéréts, populations.
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Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

Test d'entrée : par oa commencer ?

(@ 15 minutes ) [E Sans calculatrice j (@ 1 point par question ) C/ Réponses sur ta feuille)

Avant le cours, fais le point : bloc 1, les calculs utiles au chapitre ; blocs 2 et 3, tes acquis des

chapitres 4 et 1. Aucune question ne demande le cours. Corrigé et orientation : page 68.

Bloc | - Calculs et puissances

|4

@ Puissances Pour n € N, écrire 2 x 571 -5"
sous la forme a x 5", puis simplifier
(27" x 4")/8".

@) Fractions (a) Calculer5 (3-1)+(3+3).

(b) Pour x # -2, réduire T*; -2 et factoriser.

@ Identités et équation (a) Factoriser
9x% - 12x + 4, puis x? - 49.
(b) Résoudre dans R: 3x>-5x-2=0.

@) Pourcentages (a) +25 % puis -20 % : quel
est le coefficient multiplicateur global ?
(b) Soldé a -20 %, un article colite 360 DH :

son prix initial ?

I (

Bloc 2 - Fonctions (chapitre 4) /4

@ Taux d'accroissement f(x) = u sur Une parabole f(X) = Xz - 8X + 13. (a) Ecrire
X+

3 _ _ 2 . .
[ = 1-3,+o0[. (a) Calculer le taux de f entre ;(Xzb_) (é(nc:(;re:[j‘g:)d;nztir)l(ef g/anatlons de

azbdel. (b)En déduire ses variations.

Courbe et composée

Ci-contre : la courbe Gf etla
droite y = x. (a) Lire f(0),
F(£(0)) et f(f(f(0))).

(b) Résoudre graphiquement

f(x) = x.

@ Majorant, minorant f(x) = |x +2| - |x - 2|
(x € R). (a) Montrer que -4 < f(x) < 4. (b) 4
est-il le maximum de f ? -4 est-il son
minimum ?

Bloc 3 - Récurrence et sommes (chapitre 1) — I4

| (

Sommes connues Calculer
S=4+8+12++80 et T=T+4+4%+. 445

La notation > (a) Ecrire sans 3, puis
calculer ¥, (k* - k). (b) Combien de termes
compte 3, (k?+1) (n23)?

@) Récurrence et inégalité (a) Pour quels
ne{0,1,2,3}a-t-on 2" >2n+17? (b) Le
démontrer par récurrence pour n = 3.

Récurrence et égalite Montrer par
récurrence : pour toutn =1,
Yh(2R-1) = % n(2n - 1)(2n + 1).

-
(.

'd N\
Temp s écoulé ? . Bloc 1 Bloc 2 Bloc 3 Mon score
Pose le crayon, compte tes points bloc par |4 W 4 v |4 = | 12
bloc et corrige-toi page 68. — — —

. J

Maths Olympiad



Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

0 Notion de suite

Une suite est une liste infinie de nombres numérotés par des entiers : le capital d'un compte
année aprées année, 'effectif d'une population mois aprés mois, les résultats successifs d'un calcul
que l'on répéte. Ce chapitre apprend a définir une suite, a I'étudier (bornes, sens de variation) et
a calculer des sommes ; presque tous les raisonnements reposent sur la récurrence du chapitre
1.

Définition : suite numérique

Soit n; € N. Une suite numérique est une application u de N, oude {n € N; n 2 n.}, dans R.
L'image u(n) de U'entier n se note u, : c’est le terme d'indice n (ou terme général). La suite

se note (u,) ou (u,) son premier terme est u,, ou Up, -

neN? nzng !

Ne pas confondre : (u,) est la suite (une application, une liste infinie) ; u, est un nombre. On dit
« la suite (u,) est croissante », « le terme u, est positif ». De méme, u,,, est le terme qui suit u,
(on remplace n par n + 1), alors que u, + 1 est le nombre u, augmente de 1.

B Définition : trois fagons de définir une suite

1. Explicitement : u, = f(n), ou f est une fonction définie sur [ng, +oo[ : chaque terme se
calcule directement.

2. Par récurrence: on donne le premier terme u, et une relationu,,, = f(u,) pourtoutn € N:
chaque terme se calcule a partir du précédent.

3. Par une récurrence double : on donne u, u, et une relation u, , = g(u,,,,u,) pour tout
n € N : chaque terme se calcule a partir des deux précédents.

Exemple : cinq suites, qui reviendront dans tout le cours

a-c 3n-1 1 2 5 29
- Explicite. u, = P pourneN: uy=-5, Uy =3, Uy=23, U

= 31
107527 StUnyg = (n+1)+2

M2 Comme3n-1=3(n+2)-7: |u,=3- 72. Indice de départ: v, =+/n-3 n'ade

n +
sens que pour n 2 3; la suite (v, )., commence parv, = 0, puisv, = 1,..,v, =2,..,Vv,, = 3.
4hn+2, h =2 p o832 _ 14 p _78 406
h,+3 ° 173" 727 2733 7 117 37 477 AT 2197
Pour obtenir h,, il faut calculer h,, ..., hy, tant qu'on n'a pas de formule explicite (section
9); etil faut s'assurer que h, # -3 a chaque étape (section 5).

* Le fil rouge du cours. hy=0eth,, =

* Récurrence double : la suite de Fibonacci. F, =0, F, =1etF, ,=F ., +F, doulestermes

+
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Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, ... (F12 = 144).

PP N1 _ 1 1 1 1,1_ 7

M = = —— et — > . = = = e =L
Une suite definie parunesomme. S_ =5, . S o (n=1): S, = S, 50 B S
Sy =1+ +¢ = 2. Quand n augmente, tous les termes de la somme changent.

Remarque. Un peu d’histoire. Dans son Liber abaci (1202), Léonard de Pise, dit Fibonacci,
pose le probléme des lapins : un couple devient adulte au bout d’'un mois, puis engendre
un nouveau couple chaque mois ; combien de couples aura-t-on au bout d’'un an, en partant
d’un seul couple ? Les effectifs mensuels 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... obéissent a la régle « chaque
nombre est la somme des deux précédents », et la réponse est 377. Quant au jeune Carl
Friedrich Gauss, son maitre lui aurait demandé, vers 1786, la somme 1 +2 +--+ 100 ; il aurait
répondu presque aussitot 5050, en groupant 1+ 100, 2 + 99, ..., 50 + 51 : 50 paires de somme
101 (section 6).

€ Représentation graphigue

Dans un repére, la représentation graphique de (un)nzno est 'ensemble des points M, _(n,u,),

pour n 2 n, : un nuage de points isolés. On ne les relie pas: entre n et n +1, la suite n’existe

pas.

_______________________________ y=3 Lecture : u, = 3:721 Les points « mon-

tent » et restent sous la droite y = 3: on

_ conjecture que (u,) est croissante et ma-

e jorée par 3. Une figure ne démontre rien :

11 My on le prouvera aux sections 3 et 4. Les
points sont sur la courbe (en pointillés) de

7 o ’ .
7 c 5 ol X = 3-——, mais seuls ceux d'abscisse en

* M (0"5 tiére représentent la suite.

Bl Méthode : Comment construire les termesde u, , = f(u,)

1. Tracer la courbe C et la droite A: y = x. 2. Placer u, sur l'axe des abscisses. 3. Aller
verticalement jusqu’a Cp:on atteint le point (uo,f(uo)) = (Ug,u,) ; u, est son ordonnée. 4.
Aller horizontalement jusqu’a A : on atteint (u,,u,), dont l'abscisse est u, ; on la reporte
sur l'axe des abscisses (pointillés). 5. Recommencer a partir de u,, puis de u,... Si f est
croissante, on obtient un « escalier » ; si f est décroissante, une « spirale » autour du point
ol C; coupe A.
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Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

A:y=x
y y < A
CQ
| €f
1
L - (2,2)
L (22) — |
| 1
: S 0
I o T i
o o
h o I
1 i : o : o I : :
| 1 ! (| 1 1 ! | i
I ! ! Il I | (- |
| I [ o (-
] I | 1 | I (- J
i | o o (I :
H, h, h, 4hh32 X Wy w,w, . w, W, X
H o - nt — H . — 6 —
(a) escalier: h, . = ey, h,=0 (b) spirale: w,_, = ot Wo = 1

Lecture. (a) f(x) = % est croissante : les h, augmentent et restent sous 2, abscisse du point
12

~ . _ 6 - . . _ _ _ 3 _
commun a C; et A (section 5). (b) g(x) = —- est décroissante : wy = 1, w, =3, w, = 3, w; = 7,

30 _"102

w, =5, Wg = sont alternativement a gauche et a droite de 2 : (w,) n’est pas monotone.

W7

© Suites majorées, minorées, bornées

B Définition : suite majorée, minorée, bornée

(U,) ey €St majorée lorsque IM € R, ¥n € N, u, <M (M est un majorant) ; minorée lorsque
dm € R, Yn € N, u, > m; bornée lorsqu’elle est majorée et minorée. Pour une suite (U )nzng
on remplace « Yn € N » par « Vn 2 n, ». Graphiquement, le nuage est sous la droite y = M,
au-dessus de y = m, ou dans la bande comprise entre elles.

Propriété. (u,) est bornée < 3K 20, Vn €N, |u,| < K (méme démonstration qu'au chapitre
4: K = max(|m|, [M])).

Négation : (u,) n'est pas majorée <= VM € R, 3n € N, u, > M. Lordre des quantificateurs
compte : « Vn, 3M, u, < M » est vrai pour toute suite (M = u, ) ; un majorant ne dépend pas de n.
Un majorant n’est pas unique (tout réel plus grand convient) ; si un majorant est atteint (M = un1),
c'est le plus grand terme de la suite.

B Méthode : Comment majorer, minorer, encadrer une suite

1. Encadrement direct : partirde n 2 0 (ou n 2 ”o) et construire I'encadrement étape par
étape ; formes utiles: a + % (aprés une division), carré (n - a)® 2 0 (forme canonique). 2.
Somme de N termes: encadrer chaque terme, puis additionner. 3. Suite récurrente: raison-
ner par récurrence (méthode suivante). 4. Non majorée : « Soit M € R », puis construire un

entier n (qui dépend de M) tel que u, > M.

Exemple : trois encadrements
7

_ 7 . 7 1 . 2o -
1. un-3—m.pourneN,n+222,doncO<EsE,et ‘55“n<3 : (u,) est bornée ;

—% = U, est son plus petit terme, et 3 est un majorant non atteint.
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Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

2. b,=n?-6n=(n-3)-92-9=b,: (b,) est minorée (plus petit terme b, = -9). Elle
n‘est pas majorée : soit M € R ; lentier n = max(7, E(|M|) + 1) vérifie n - 6 = 1, donc
b,=n(n-6)zn>|M|2M.

3.5, =357, n+k (n21):pour1<sksn, n+1<n+ks<2n,donc = < -~ < - ;enadditionnant

2n T n+k T n+1’!
ces n encadrements: == <S_ < -, soit .
2n n = n+ n
8 Méthode : Comment majorer par récurrence

Pouru,,, = f(u,), on ne connait pas u, : on démontre 'encadrement par récurrence, en trois
étapes nommeées.

0. Enoncer P(n): «m < u, < M » (conjecture tirée des premiers termes ou de la figure). 1.
Initialisation : vérifier P(0). 2. Héréedité : « Supposons P(n) vraie pour un entier n > 0 et
montrons P(n + 1) » ; partirde m < u, < M et encadrer u,_, = f(u,) étape par étape (ou par
les variations de f sur [m,M]) : on doit retomber dans [m,M]. 3. Conclusion : « D’apreés le
principe de récurrence, m < u, < M pour tout n € N. »

N|[—=

(o

Exemple: c,=2etc,,, =

Conjecture. ¢, = %, c, = % ~ 1,31, ¢; = 1,14 : on conjecture P(n): « 1<, <2 ».

Initialisation. c, = 2 et 1 <2 < 2: P(0) est vraie. Hérédité. Supposons 1 < ¢, < 2 pour un
entier n 2 0. Les nombres étant positifs, on peut éleverau carré: 1 < cg < 4,puis5 < c§+4 <8,
et1<c,,, < % < 2: P(n+ 1) estvraie. Conclusion. Pourtoutn e N, |1<c, <2|: (c,) est
bornée.

Attention, piege!

Avec la seule hypothése « c, < 2 », 'hérédité échoue : de c, < 2 on ne déduit pas c2 <
4 (penser a ¢, = -3). Pour majorer un carré, il faut aussi une minoration : on renforce
Uhypothése de récurrence en un encadrement.

@ Monotonie d 'une suite

Définition : sens de variation d'une suite (u,)

neN

(u,) est croissante lorsque Vn € N, u, ., 2 u, ; strictement croissante lorsqueVn e N, u,_, >

n+1
u, ; décroissante lorsque VYn € N, u, , < u,; strictement décroissante lorsque Vn €

n ;

N, u,,, < u,. Elle est monotone si elle est croissante ou décroissante ; constante si Vn €
N, u,,, = u, ; stationnaire si elle est constante a partir d'un certainrang: IN € N, Vn 2
N, u,., =u,. De méme, « croissante a partir du rang N » signifieVn 2N, u_, 2u,.

Propriété. (u,) est croissante <= V(n,p) € N2, (n <p=u, s up). En particulier, une suite
croissante est minorée par son premier terme, une suite décroissante est majorée par son premier
terme.

Démonstration. (<) Prendre p=n+1. (=) Fixons n et montrons par récurrence sur p = n que

. ? 1 - . 1
u,su,:cestvraipourp=n;siu, <uyalorsu, su,su O

P p’ p+1*
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Méthode : Comment étudier la monotonie d’une suite

1. Différence : étudier le signe de u, , - u, pour tout n (réduire au méme dénominateur,
factoriser). 2. Quotient : si tous les termes sont strictement positifs, comparer ul’]—1 ai
(pratique avec des puissances et des produits). 3. Fonction: si u, = f(n) et si f est mono-

tone sur [ng, +oo[, alors (u,) a le méme sens de variation (chapitre 4 : taux d’accroissement,
opérations, composée). 4. Récurrence: pour u, , = f(u,) (section 5).

N

Justifications. 2. u, ., -u, = u, (“3—1 - 1) a le signe de “3—1 -1caru, >0. 3.Si f est croissante,

n n

n<n+1donne f(n) < f(n +1). La réciproque est fausse (section 13).

Exemple : cinq études

. Diffé 3.7 . g = 11 . 7 . .
Difference. u, =3--—>: u ,-u, = —= - = e - 0: (u,) est strictement

croissante (la conjecture de la section 2 est démontrée). Pour S, = S}, -L, attention :

_ ey 1 1 g .
S, = R L e i e perd le terme — et en gagne deux:
s -5 1 1 1 1 1 1

n+1

i S _ _ 0
nTon+1 2n%2 n+l1 2n+1 2n+2 (@n+1)2n+2)

(S,) est strictement croissante (et % <S, < 1)

. i =n(2) : Poot _ 2n+1) . - 2041)
Quotient. p, = n(3) pourn 2 1: tous les termes sont> 0 et 5= o jor==—<1 &

2n+2<3n < n 22, avec égalité si et seulement sin = 2. Donc p, = % <p, = g =p, >
p, > Ps > : (p,) est décroissante a partir du rang 2, et son plus grand terme est g.

- Fonction. e, = % : f(x) = X2 = 2+ 5 est strictement décroissante sur [0, +cof (inverse
d’une fonction strictement croissante et positive) : (e,) est strictement décroissante :

= =4 =1> et1
e,=3>e,=3>e,=1>-et5<e <3

c2-5c,+4 _ (pMe,-4)
5

* Avec un encadrement. ¢, , - C, = "=
est strictement décroissante et minorée par 1.

- Stationnaire. z, = E("—”)= E(4—i): 2,=0,2,=2,2,= E(§)=2;pourn >3,0< # <1,

n+1 n+1
donc 3 < :—”1 <4etz =3:(z,) estcroissante et stationnaire a partir du rang 3. Enfin

((-1)") n’est pas monotone : 1> -1 < 1.

<0, car1<c, <2(section3): (c,)

© Lles suitesu . =f(u)

Soit f une fonction et I un intervalle inclus dans D;. I est stable par f lorsque Vx € I, f(x) €I
(on note f(I) c I). Un réel 2 est un point fixe de f lorsque f(?) = £: la courbe Gy coupe la
droite y = x au point (¢, ).

Théoréme (intervalle stable)

Sileststable par f etu, €, larelation u,, = f(u,) définit une suite (u,)
I. Siu, =2 estun point fixe, la suite est constante, égale a ?.

et €L VN EN, U €
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Démonstration. Récurrence sur P(n): « u, est défini et u, € I ». P(0) est vraie. Si P(n) est vraie,
u, €l cDgdoncu, , = f(u,) est défini, et il appartient a I car | est stable. O

Théoréme (sens de variation, | stable par f, u, € 1)

1. Si f(x) 2 x pour tout x € I, (u,) est croissante ; si f(x) < x pour tout x € I, elle est
décroissante.
2. Si f est croissante sur I, (u,) est monotone : croissante si u, < u,, décroissante si u, 2 u,.

Démonstration. 1. u, , - u, = f(u)-u,20,caru, €l. 2.Si Ug < Uy, posons P(n): «u, <u,, 4 »
P(0) est vraie. Siu, < u,, ,, ces deux nombres sont dans I, ou f est croissante : f(u,) < f(u,,,),
c'est-a-direu,,, su_ . Le casu, > u, estidentique. a

Attention : si f est décroissante, la suite n’est en général pas monotone (spirale de la section 2;
voir la section 12).

Méthode : Comment étudier une suite u,, = f(u,)

1. Etudier £ : variations (taux d’accroissement, forme réduite : chapitre &), points fixes (f(x) =
x), signe de f(x) - x. 2. Trouver un intervalle stable I contenant u : si f est croissante sur
[a, b], avec f(a) = a et f(b) < b, alors [a, b] est stable (car a < f(a) < f(x) < f(b) < b). 3.
Récurrence : u, € | pour tout n (suite bien définie et bornée). 4. Monotonie : signe de
f(x) - x sur I, ou f croissante et comparaison de u, et u,. 5. Conclure : « croissante et
majorée » est cette année un résultat complet.

Lx +2
X+3

Exemple : une étude compléte: le filrouge h, =0, h, , = f(h,), f(x) =

fx)-fy) _ __10 : i
S 0: f eststrictement

croissante. Points fixes: f(x) = x & 4x+2=x>+3x & x’-x-2=0 < x=2ou
x=-1. Et

1. Lafonction. Sur -3, +eo[, f(x) = 4--1=; pour x # y,

) - x = bx+2-x*-3x _(2-X)(x+1)

X+3 X+3

2. Un intervalle stable. f(0) = % 20et f(2)=2<2:[0,2] est stable par f.

3. Encadrement. Montrons par récurrence P(n): « 0 < h, < 2 ». Initialisation : h; = 0.
Herédité : si 0 < h, < 2, comme f est strictement croissante, f(0) < f(h,) < f(2), soit % <
h.., <2:P(n+1)estvraie. Conclusion: Vn € N,0 < h_ <2;en particulier h, # -3 : la suite
est bien définie. o o)
4. Monotonie. h, , -h = f(h)-h, = %

(Autre voie : f est croissante et hy =0 <h, = 2.)

>0,car2-h, >0,h, +1>0eth +3>0.

5. Conclusion. (h, ) est strictement croissante et |0 < h, < 2|pourtoutn € N: l'escalier de la

section 2 est justifié. La section 9 donnera la formule de h , et la section 14 mesurera ['écart
2-h,.
n

= g(w,), g(x) = Xi g est strictement décroissante sur

Une fonction décroissante: w, = 1, w, . -
]-1, +oo[ (inverse d’une fonction strictement croissante et positive); si 1 < x < 3, alors g(3) < g(x) <
g(1), soit % < g(x) < 3:[1,3] est stable, donc 1 < w, < 3 pour tout n (récurrence). Points fixes :

x?+x-6 =0, soit 2 et -3. Mais Wo=1<w,=3>w, = % : (w,) est bornée et pas monotone (spirale).
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@ Suites arithmétiques

B Deéfinition : suite arithmeétique

(u,),ey €St arithmétique lorsqu'il existe un réel r tel que ¥n € N, u, , = u, +r: on passe
d’un terme au suivant en ajoutant toujours le méme nombre r, la raison. Autrement dit :
(u,) est arithmétique <= la différence u,,, - u, ne dépend pas de n.

A

B Théoréme (terme général)
Si (u,) est arithmétique de raison r : et, plus généralement, |u, = u, +(n-p)r

pour tous n, p € N. Réciproquement, une suite u, = an + b est arithmétique de raison a.

A

Démonstration. Récurrence : u,
Puis u, -u, = (ug + nr) - (ug + pr)

u0+0xr;‘5|'un =uUy+nr,alorsu, , =u,+nr+r=uy+(n+1)r.
(n - p)r. Réciproque : u, , - u, = a. O

Conséquences. Les points M, (n,u,) sont alignés sur la droite y = rx + u,, de coefficient directeur

0 0 o o o ~ M-u o
r. Sir >0, (u,) est strictement croissante et non majorée (u, > M dés que n > TO) ;sir<0,
strictement décroissante et non minorée ; si r = 0, constante.

B Théoréme (somme de termes consécutifs)

n
Pourpsn: up+up+1+---+un=Zuk=(n-p+1)x
k=p

u,+u,

2

n(n+1)

nombre de termes x moyenne du premier et du dernier. En particulier 1+2+--+n = >

Démonstration (l'idée du jeune Gauss). Notons S la somme et N = n-p +1 son nombre de termes.
On l'écrit dans les deux sens:

S=EU U, +t Uy et S=EUy+Uy g+t U,
Les termes placés 'un SOL.IS. lautre ont la méme somme: Uy, +U, = (“p +Rr)+(u, - kr) = u,+u,
pour 0 < kR < n-p. En additionnant les deux lignes : 2S = N(up +Up). O

Trois termes conseécutifs

a, b, c sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’'une suite arithmétique <

(b est la moyenne de a et c).

Démonstration. (=)b =a+retc=b+r,doncb-a=c-b. (&)Avecr=b-a:b=a+ret
c=2b-a=b+r. O

Exemple : quatre situations

* Reconnaitre. u, = (n+ 1)? -(n-2)> = 3(2n - 1) = 6n - 3 : arithmétique de raison 6, de
premier terme u, = -3. v, = n®+n:v,-v, = 2 etv,-v, = 4: pas arithmétique (un
contre-exemple suffit).

+ Deux termes donnés. u, = 17 etu,, = 38: u,,-ug = 7r = 21,doncr = 3, puis u, = Uy - 5r =
2: u,=3n+2, U, =302. Somme: ug +Ug+ -+ U,; compte 20-5+1 = 16 termes :

16 x 1282 = (632 |

+ Les multiples de 7 entre 100 et 500. Ce sont les 7k avec 15 < R < 71 (7 x 14 = 98 et
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7x72 = 504): 71-15+1 = 57 termes, en progression arithmétique de raison 7: 57x102%27 =

57 x301=[17157].

- Trois termes inconnus. Trois nombres en progression arithmétique ont pour somme 27
et pour produit 585. On les écrit symétriquement: a-r,a,a+r. Alors3a=27,a=9, et

9(81-r?)=585,dour*=16: cesont .

€@ Suites géométrigues

B Deéfinition : suite géomeétrique

(v,),cy €St géométrique lorsqu'il existe un réel g tel que Yn €N, v, . =qv, : on passe d’un
terme au suivant en multipliant toujours par le méme nombre g, la raison. Si aucun terme
n'est nul: (v,) est ggométrique <= le quotient ‘/\’}—1 ne dépend pas de n.

n

N

B Théoréme (terme général et somme)

— n _ n- Art H — n
1 |v,=v,q"| et |v,=v,q"P| pourn = p. Réciproquement, une suite v, = ab" est

geometrique de raison b.

n 1- n+1
2. PourgzletneN: qu=1+q+q2+---+q” == qq ; pourg=1,ellevautn+1.
k=0
o 1- qn—p+1 . 1- qnombre de termes
Plus généralement: v +v, 4+ +V, =V x ————: premier terme x
1-q 1-q

Dém'onstration. 1 Réc_urrence DV = voq0 ;siv, =v,q" alorsv, ;= qv,q" = vo.q’i”. De méme a
partir du rang p. 2. SoitS=1+q+--+q". Alors gS =q+q°+--+g"™" ; dans la difféerence, tous les
termes intermédiaires s’en vont :

$-q5=(1+q+~+q")-(q+~+q"+q"")=1-q"",
et lon divise par 1-q # 0. Enfinv, +--+v, =v, (1+q+-+q"P). a

Conséquence (factorisation). Pour tous réels g, b: a"™'-b"™" = (a-b)(a" +a""'b+--+ab"" + b")
(développer et voir les termes s’annuler deux a deux) ; ainsi a-b divise a™"-b"" pour des entiers
a, b.

Trois termes consécutifs (a = 0)

a, b, c sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite ggométrique <= |b?=ac|

Démonstration. (=) b = aq et ¢ = ag?, donc b? = a?q? = ac. (<) Avecq = % :aq=betbgq-= t;_z =C

(Sans 'hypothése a# 0: 0, 0, 5 vérifient b? = ac sans étre en progression géométrique.) O

Théoréme (signe et sens de variation de v, = v, ", avec v, # 0)

g > 1: strictement croissante si v, > 0, strictement décroissante siv, < 0. 0<q < 1:
strictement décroissante si v, > 0, strictement croissante siv, < 0. g = 1: constante; g=0:
nulle a partir du rang 1 (stationnaire). g < 0: les termes changent de signe a chaque rang:
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I la suite n'est pas monotone.

Démonstration. v, -v, =v,q"(q-1);siq>0,q" >0, et le signe est celui de v,(q - 1). Sig <0,
VoV, = Q vﬁ < 0: deux termes consécutifs sont de signes contraires ; et v, - v, = g(v, - v,) est du
signe contraire de v, - v, # 0. O

° $ $
o | |
| [ ] : [ ]
o | } . l 2 ? .
([ ] G : o ) PS A ° n
‘ 2 4 6 n ‘ 2 4 6N ®
°
(@)0,5x1,5": g > 1 (b)4x0,6":0<qg<1 (c)3x(-0,7)":q<0

Inégalité de Bernoulli

Pour tout réel g > 0 et toutn € N : ‘q" >1+n(q- ‘I)‘. Conséquence : si g > 1, la suite (g")
n'est pas majoreée.

Démonstration. Récurrence: q° =1 2 1. Sig" 2 1+n(q - 1), on multiplie par g 2 0: g™’

g+nq(@g-1)=1+(+1)g-1)+n(g-1221+(n+1)g-1). Siq>1etMeR,toutentiern>";—

2
-1
1
donneg" 21+n(g-1)>M. O

Exemple : quatre calculs

ev, = 5x221; L

1 - 22 - 4 : géométrique de raison 4, de premier terme Vo =
. 0 . 131 _ -
2+6+18+-+2x3"9: 11 termes, deraison 3: 2x >~ =3""-1=[177146,

[8,]

7

Vi

- v,=12etv, =-96: ¢° = :—5 = -8, donc g = -2 (la fonction cube est strictement croissante :
2
10
chapitre 4), et v, = % = 3. Somme des dix premiers termes : v, + - +Vy = 3 x 11'('(2;) =

1-1024 =[-1023]

« x-1,x+1,2x+5 consécutifs dans une suite géométrique : (x +1)® = (x - 1)(2x +5) <
x2+Xx-6=0 < x=2o0ux-=-3;o0nobtient1,3,9(q =3)ou -4, -2, -1 (q=%),avec
bienx-1#0.

« Bernoulli: 1,01" > 1 + % > 1000 deés que n = 99901. (Linégalité est grossiere : en fait

1,01" > 1000 dés n = 695 ; mais elle suffit pour prouver que (1,01") n’est pas majorée.)

© Suites arithmético-géométrigues

Définition : suite arithmético-géométrique

(u,),cy est arithmético-géométrique lorsqu’il existe deuxréelsaetbtelsque Yn e N, u,, =
au,+b. Sia=1,elle estarithmétique; si b = 0, gé¢ométrique : on suppose désormais a # 1.
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Théoréme (point fixe et suite auxiliaire, a # 1)

1. L'équation x = ax + b a une unique solution |# b : le point fixe de x » ax +b.

“1-a
2. Lasuitev, = u, -? est geométrique de raison a; donc |u, = £+ (u, - £)a" | pourtoutn € N.

n 1 n+1

3. up=(n+1)l+(uy-0) 1‘“
k=0

7

Démonstration. 1. x =ax+b < (1-a)x=b,et1-a# 0. 2. On soustrait membre a membre
u,,=au,+bett=al+b: v, =u . -2=a(,-?)=av,;doncv, =v,a" (section7)etu, =£+v,.
3. U= 2p 0@+ v )=(n+ 10 +v (1 +a+-+a"). O
Comportement. u, - ¢ = (u, - £)a" : si a > 0, tous les termes sont du méme co6té de ¢ que uj ; si
a < 0, ils sont alternativement de part et d’autre de ¢, et la suite n’est pas monotone (si Ug # ?).

Méthode : Comment étudier u, , = au, +b

1. Calculer ¢ en résolvant £ = af + b. 2. Poserv, = u, -?etrédiger: «v, . =u, . -¥f=
o A . AL

au, +b-2=-=av, » donc(v,) est geometrique de raison a. 3. v, = v,a", puisu, = +v,

(controler avec u1). 4. En déduire sens de variation, encadrement, sommes.

Exemple: uy=0etu,,  =2u +2, puis t)=Tett,  =3-

1.P=§{’+2 & 0=6. Avecv, =u, -6:
Vouq = 3U, +2-6=2(u, -6) = 2v

il E 5 v, = -6, donc

n

_ 2\" _ _ 10 _38Y A
u, -6—6(5) (U, =2,u, = < Uz = ?). Ainsi

_ 2\ 2\ _ 5 (2\"
OSUn<6,etUn+1—Un—6(§) (1—5)—2(5) > y 6
0: (u,) est strictement croissante (escalier (a)).
Somme (théoréme, avec u,-#=-6et1-a-= %): 4
\H I : ‘\
n n+1 : :H i 3 :
> u=6(n+1)-18(1-(2)"). SRR .
k=0 T e
n Up ‘j1 u, “3‘ X h Ltz X
20=3-% = 0=2:1,-2=(t-2)(-1), (a)y = 2x+2 (b)y=3-%

2" 4 g

ternativement sous et au-dessus de 2 (spirale
(b)) : pas de monotonie ; et |t - 2| = 21—n <1,
donc1st <3.

n
t =2- (—%) 1,2, L 1 Les termes sont al-
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0 Suites auxiliaires

Quand une suite n’est ni arithmétique ni geometrique, on la transforme : une suite auxiliaire (v,),
en général donnée par l'énoncé, est arithmétique ou géométrique ; on calcule v,, puis on revient
au..

n

9 Méthode : Comment utiliser une suite auxiliaire

1. Ecrire v, a laide de u
Simplifier jusqu’a faire apparaitre v, : v
n. 3. Calculer v, puis v, en fonction de n. 4. Revenir a u, (exprimer u, en fonction de v,),
en vérifiant que les dénominateurs ne s'annulent pas ; controler avec u, et u,.

uis remplacer u ar son expression en fonction de u,_. 2.
n+1 n
=qv,ouv, , =V, +r,avecqourindépendant de

n+1?

n+1 n+1

4h_ +2
Exemple : une suite homographique : la formule du fil rouge h . = —"

h -2

On posev, = h”—+1, défini car h, > 0 (section 5). 1-2. On calcule séparément
n
4th +2-2h -6 2(h_ -2 4h +2+h_ +3 5(h +1
h 1 - 2 = n {1 = ( fl ) et h 1 +1 = l (L = ( (i )'
ik h, +3 h, +3 e h,+3 h, +3
d’ou, en divisant, v, , = % : (v,) est géométrique de raison —. 3. v, = % = -2, donc

n
vn=—2(§) . 4. v (h +1)=h_-2donneh (1-v,)=2+v ,avec1-v, >0:

2+V 2-2 2 n _ on+l
h"=1iV:=1+2E§;n= 2;"5+2n2+1 (h=5=% h=31=5 v)-

Pourquoi 2 et -1 ? Ce sont les points fixes de f (section 14). Si f n'a qu'un point fixe a, c’est
—L— qui est arithmétique (voir le parcours).

Chaque terme est la moyenne des deux précédents : 0, 3, % o 8 Posons d =m_ -
_ _ _ My My _ 1 o G2 _1
m,. Alorsd, , =m_ ,-m,, === =->d géometrique de raison 2, et d0 = 3. Par

télescopage (section 10) :

. _(_1\"
mn=m0+§dk=3"1(—2)= 2(1—(—l)n) (m2=2x%=

ZRRREs 4

Produits et quotients. Si (v,) et (w,) sont géométriques de raisons g et q’, alors (v w,) est

N W

geometrique de raison qq’, et( ) de ralson 9 (termes non nuls). Si (a ,) est arithmétique de

raison r et ¢ > 0, alors (c%) est geometrlque de raison ¢". Produit des termes : vyv, v, =
n(n+1)

v61+1 q0+1+...+n - v(;1+1 g 2z ; par exemp[e 3x6x12x24=3%x2%=5184.
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@ Sommes et télescopage

Rappels (chapitre 1). T;_ a, = a, + - +a, compte termes ; lindice k est muet; Y(a, +
b,)=%a,+¥b, et Z'Aak = A¥a,. Changements d'indice: Y, a,., = Z}’:;” a (j=k+1) et
Y h-00np = Lpeo A (0N lit la somme a l'envers).

2 _ n(n+1)(2n+1)

Sommes de référence: 57, k=" 57k , Yhoqt " (g # 1), et les sommes

de termes consécutifs d'une suite arithmétique ou geometrlque (sectlons 6 et7). Exemple:

. n(n +1
> (6k-2+3x2F)=6x (n+ )-2n+3(2"+1 -2)=3n%+n+6x2"-6.
k=1
B Théoréme (télescopage)
n
Pour toute suite (a,) et tous entiersp < n: kz Qp,q =) = 0Ap,q - Q)
=p

En particulier, pour toute suite (u,) ettoutn21: u, = u, + ZZ;; (uk+1 - uk).
P . e o el o 0o . . n n _ n+1 _
Démonstration. Par linéarité et changement d'indice : 3} a,., - ¥, a, = ¥, 0 - Tp. pak =

a,.,-a, :tous les termes d'indices p + 1 a n apparaissent une fois avec + et une foisavec -. [

Methode : Comment calculer une somme

AY
©
.o

1. Reconnaitre une somme arithmétique ou géométrique (et compter les termes). 2. Dé-
couper par linéarité. 3. Sinon, écrire le terme général comme une différence a,,, - a, :
décomposer une fraction, multiplier par la quantité conjuguée, ou chercher a, avec des co-
efficients inconnus. 4. Controler le résultat avecn=1etn=2.

Exemple : quatre telescopages

. Conjuguee =vkR+1-k(car(k+1)-k=1): Zgzoﬁa/nm—\/_: vn+1|;
pour n =99, lasommevaut‘IO

. —2 __1_1
Deux crans. WD -k ke

,
.o
AY

: il reste les deux premiers termes positifs et les deux derniers
négatifs :

n
Z 2 :(1+1)—( 1 + 1 ):E—L— 1 (n:']:g/),
£= R(k +2) 2 n+1 n+2/ 2 n+1 n+2 3

+ Produits d’entiers consécutifs. R(k + 1)(R + 2) - (R - 1)R(R + 1) = 3R(k + 1), donc

n(n+1)(n+2)
- a—

l\/l:

kik + 1) = %Z[k(k+1)(k+2)—(k—1)k(k+1)] _
k=1

=
n

1

Comme k2 = k(k+1)-k, on retrouve sans récurrence yy_, k? = 20102 00D . n(ne12n-),
- Coefficients inconnus. On cherche a, = (ak + B)2* tel que a,,, - a, = k2*: a,, -a, =
2k(ak +2a + B), donc a = 1 et B = -2. Ainsi 3 k2" =a . -a,=|(n-1)2""+2| (n=3:

0+2+8+24=34 ).
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@ Modéliser avec une suite

Pourcentages. Augmenter de t %, c’est multiplier par 1 + % ; diminuer de t %, c’est multiplier par

- L (coefficients multiplicateurs).

100
situation (d’'une période a la suivante) relation type de suite
intéréts simples au taux t (sur le capital initial) C,.,=C,+tC, arithmétique : C, = C;(1 + nt)

intéréts composeés au taux t (sur le capital acquis) =(1+1)C, géométrique : C, = C,(1+1t)"

population : taux p, solde migratoire m 1+p)P, +m | arithmético-géométrique

abonnés: on en perd la part p, on en gagne N

Cn+1

Pn+‘| (

a,,, =(1-p)a, +N | arithmético-géométrique
médicament : le corps en évacue la part p,dose D | d,, = (

Méthode : Comment modéliser

1. Définir la suite en mots (« u, est le capital au bout de n années ») et donner Uy. 2. Traduire
« d'une année a la suivante » par une relation u,, = ... 3. Reconnaitre le type, calculer u,.
4. Répondre a la question poseée (seuil, comparaison) par une phrase, dans le contexte.

Exemple : comparer deux placements de 20 000 DH

A: intéréts simplesa 6% : A, = 20000 + 1200n. B : intéréts composés a 45% : B, =
20000 x 1,045".

1-p)d, +D | arithmético-géométrique

n 1 6 10 13 14 20
A 21200 | 27200 | 32000 | 35600 | 36800 | 44000
B = | 20900 | 26045 | 31059 | 35444 | 37039 | 48234
Le placement B dépasse A a partir de la 14° année (pour 1 < n < 13, on vérifie que B, <A ).
Prouvons P(n) : « B, > A  » pour tout n > 14. Initialisation: B,, =~ 37039 > 36800 = A,,.
Hérédité : si B, > A, pour un entier n > 14, alors

B,,, =1,045B,>1,065A, =20900+1254n221200+1200n=A

n+1?

car 54n 2 300 dés que n 2 6: P(n + 1) est vraie. Conclusion: B, > A pour tout n 2 14.
Lhérédité est vraie dés n = 6, mais P(6) est fausse : Uinitialisation est indispensable.

Exemple : abonnés, médicament, population

Abonnés. 8000 abonnés ; chaque mois, 10 % se désabonnent et 1200 nouveaux arrivent :
a, = 8000, a,,, = 0,9a, + 1200. Point fixe # = 12000 : |a, = 12000 - 4000 x 0,9" | Donc
(a,) est strictement croissante et a, < 12000 : on n’atteint jamais 12000 abonnés. a, 2
11000 <= 0,9" < 0,25 ; comme (0,9") décroit, 0,9"* = 0,254 et 0,9" = 0,229 : C'est vrai
partir du 14¢ mois.

Médicament. Dose de 10 mg par jour, le corps en évacue 30% par jour: d, = 10, d, , =
0,7d, +10;8= % etd, = % - 7?0 x0,7" < % ~ 33,3 mg: la quantité présente reste sous ce
seuil.

Population. P,., = 1,02P, - 500 : f = 25000 et P, = 25000 + (P0 - 25000) x 1,02". Avec
P, = 30000, la population croit ; avec P, = 20000, elle décroit, et P, = 25000 - 5000 x 1,02"
devient négatif dés n = 82 : le modeéle cesse alors d’avoir un sens.

Qs v

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques
ller plus loi
Q@ Pour aller plus loin
Théoréme (récurrence linéaire d’ordre 2)

Soit a, b deux réels et (u,) telle que Vn € N, u,,, = au,, + bu,. Sil'équation caractéris-
tique r? = ar + b a deux racines réelles distinctes r, et r,, il existe deux réels A, y tels que

YneN, u, =Ar!+pur)|;onles obtientavecu, =A+petu, =Ar, +pr,.

Démonstration. 1. r*? = r'r2 = ar™" + brl : la suite (r]") vérifie la relation, de méme (r;'), donc

aussi w, = Az{’ :tuz” pour tous reels A, p. 2. Le systéme A+ = u,, Ar, +pr, = u, a une solution, car
1"1%0

ry#r,: 4= o A=uy-p. 3. Recurrence double sur P(n): «u, =w, etu, , =w,, »: P(0)est
vraie par le choix de A, p ; si P(n) est vraie, u,,, = au, , +bu, =aw, , +bw, =w,_ .. O

Exemple: j,=0,j,=1,j,.5 =Jp1* 2,

r’=r+2apourracines2et-1; A+p=0et2A-p =1 donnent/\=%=—u: j,p# (0,

1,1,3,5,11, 21, 43, 85). Comme les j, sont des entiers (récurrence), 3 divise 2" - (-1)" pour
tout n.

&I

(le nombre d’or) et ¢’ = % . elles

vérifient @2 = +1, 02 = @' +1 et -’ = /5. Montrons, par récurrence double, P(n): « F, = £~

La formule de Binet. Les racines de r? = r + 1 sont ¢ = %

J5
n+1_,rn+1 e e . 0_,p'0 0’ s o ge. o . .
etF . = % ». Initialisation : £ ‘/%" =0=F,et % =1 =F,. Hérédité: si P(n) est vraie,
n 1) - Mfn! 1 n+2 _ ,,/n+2
F L =F AP A e COn D N el e

n+1 n \/g \/g Z

donc P(n + 1) est vraie. Conclusion: pour toutn € N,

. 1445\ [1-45)
2 2

Une formule pleine de /5 qui ne donne que des entiers! Comme |¢’| < 1 ety/5 >2,0na |(p’”/\/§| <
% : F_ est Uentier le plus proche de ¢" /y/5 (par exemple ¢'°/\/5 = 55,004 et F,, = 55).

Définition : suite périodique

(u,) est périodique lorsqu'il existe un entier T > 1 tel que Vn € N, u_,; = u, (T est une
période). Alors u,, = Uy, ol p est le reste de la division euclidienne de n par T.

cy,=2ety, = 1-1yn DYy =1, =3, Y3 =2 =y, Parrécurrence, y, 5 = ¥, (siy, ; = ¥, alors
1 1

Yies = 75 = Ty Y,.1): période 3; 100 =3x33+1,doncy,,, =y, =-1.

*Siu,,, = Up.q - U, pOUF tout n, alors u,,; = U,,, - Upoy = ~Up donc u,,, = u, : période 6,
quels que soient u, et u, (ici r> = r - 1 n'a pas de racine réelle). C'est le cas de C, = cos? :

cos (x + 2?") +COS X = 2 COS (x + g)cosg = COS (x + g) (chapitre 7).
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Quand f est décroissante

Si | est stable par f, u, € I et f est décroissante sur I, alors f - f est croissante sur I, et
Up,, = (f - f)u,): les suites (u,,) et (u,,,,) sont monotones, de sens contraires.

Démonstration. f-f est croissante (deux maillons décroissants, chapitre 4); on applique la section

5ax,=u,,etax, =u, .. Siu, <u, . enappliquant f décroissante: u, . 2u, .. O
2 6(x+1
Exemple : pour la spirale w,,, = worr Wo = 1:(f )x) = E(X+7) s Wy =T1<w, = %, donc (w,,) est
: 3_30 P 12 _ 102
croissante (1 < Se -) et (w,,,) décroissante (3 > i o).
(3 ' [y
© Les piéges classigues
X Faux v Vrai
«u, = n?, donc U,,=u,+1= n?+1» onremplacenparn+1:
Uy =(n+1)2=un+2n+1
« 372 u, compte 17 termes » depan,ilyan-p+1termes:ici
20-3+1=18
- . - +1
«1+q+.--+q”=%» |lyan+1termes:%(q¢1)

« (u,) est croissante, donc elle n'est pas | u, =3 - % est croissante et majorée par 3
majorée »

«q<0:lasuite (q") est décroissante » (-2)": 1, -2, 4, -8; les signes alternent, elle
n'est pas monotone

n
«0<qg<1,donc(v,q")est cela dépend du signe de v, : —4(%) est
décroissante » croissante
« =21 > 1, donc (u,) est croissante » seulementsiu, >0:u, =-2" a pour quotient
un - -~
2 et decroit
« la suite commence an =1, donc u, n'existe pas: u, = u, +(n-1)r (et
U, =Uy+Nnr» v,=v,q"")
« I'néredite marche, donc la propriété est | il faut l'initialiser: « B, >A_ » (section 11) est
vraie pour tout n » héréditaire dés n = 6, mais n’est vraie qu’a
partir de 14
«u, est croissante », « (u,) >0 » « la suite (u,) est croissante », « u_ >0 pour
tout n » : u, est un nombre, (u,) une suite
« f est croissante, donc la suite elle est seulement monotone: (c,), avec
. 2 . - ~
U, = fu,) est croissante » f(x) = £=2 croissante sur [0, +oo[, décroit
« f est décroissante, doncu,, = f(u,) en géneéral, elle n'est pas monotone: la
définit une suite décroissante » spirale (w,)
« (f(n)) est croissante, donc f est X + sin(mx) n’est pas monotone, mais
croissante » sin(nm) = 0 : la suite est constante
«a, b, c en progression geométrique ilfauta#0:0,0,5 vérifient b® = ac

< bZ=ac»
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_sn 1 -
« Sn B zk:1 n+k' donc Sr|+1 - Sn *

» les termes dépendent den:

1 1
- + -
S S 2n+1 2n+2 n+1

« { est le point fixe, donc u,, = ¢ pour tout seulement siu, = ¥¢;#sertaformer la suite
n» auxiliaire u, - ¢

1
2n+2

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : chercher les points fixes d'une homographigue

Pouru,,, = Z:'”:Z (c £ 0, ad - bc # 0), les points fixes vérifient cf? + (d -a)f-b = 0. Silyen a
deux, a # B : ’
au,+b gq+p (ad-bc)(u, -a) .
u . -0o-= - = et de méme pour B, donc
L cu,+d ca+d (cu,+d)(ca+d) pour B
um—a cB+d un—a
Up.,-B “ca+d u,-B|
g (@a=4,b=2,c=1,d=3,a=2,B=-1),la
raison est '1*3 £, comme en section 9. On sait ainsi d’avance quelle suite auxiliaire essayer.

Y Astuce de concours : deviner la formule, puis la prouver par récurrence

Xo=3etx, , = ’;*3 x,: 3,9, 18, 30, 45, soit 3x (1, 3, 6, 10, 15) : les nombres triangulaires.

On conjecture x,, = w ; hérédité : x,,, = 22 x XD L 23 - (Aytre voje : le
o - o X, 3 4 +2 +1 +2
produit télescopique PR ol B = W.)

¥ Astuce de concours : télescoper en fabriguant une différence

- . 1 _ l 1 _ ‘] - . -~ - . P .
On ecrit R - 2 [k(k+1) ") (réduire au méme dénominateur pour le vérifier) :

’ -
cesta,-a,,, aveca, = . Donc

2R(R+1)

i ca-g _1[1_;_1_+<1
1k(k+1)(k+2) T U202 (n+1)n+2)] 4 2(n+1)(n+2) &

Y Astuce de concours : trouver soi-méwme la suite auxiliaire

a,=1eta, , =2a,+n: leterme n empéche d'utiliser la section 8. On cherchew, = a, +an+f
géométrique de raison 2: w,, = 2a, +n+a(n+1)+ B doit valoir 2a, + 2an + 23 pour tout n :
T+a=2aeta+B=2B,soita=P=1.Doncw,=a,+n+1=2x2"et |a, =2"1-n-1|(1,2,
5, 12,27 /).

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

¥ Astuce de concours : comparer u_ . -0 au -¥

Sans la formule explicite, on mesure 'écart au point fixe. Fil rouge :

" 4h +2 22-h) > . f .
- = - = < — - > -
2-h, =2 h 3 S _3(2 . carh +3>3et2-h >0.

n

n 20
Par récurrence (avec2-h,=2): |0<2-h, < 2(%) pour tout n € N; ainsi h,; > 2 -2(%) >

1,999. Chaque pas reduit 'ecart d’au moins un tiers.

¥ Astuce de concours : encadrer par deux suites géométrigues

Spirale :

2
= +1|Wn—2|.

n

|Wn+’| _2| =

Wn+1

Lintervalle [%,3] est stable par g (9(3) = %, g(%) = ]

6 _z‘z

N

) et contient w, = 3 ; donc, pourn 2 1,

n-1

2 )n_1 s|wn-2|s(§) pour tout n = 1.

wy,+1

<

<

S |9l

vl

, et par récurrence (avec |w, -2| = 1):

N =

¥ Astuce de concours : les termes équidistants

Dans une suite arithmétique, u, +u, = u,, +u, , (les deux membres valent 2ug + (p + n)r). Si

= = = 40 _ 7 i i
U + Uyg = 40, AlOTS Uy + Uy = 40, €t Uy + Uy + =+ Uyg = 21 x 22 = 420, sans connaitre ni u, ni
r. De méme, dans une suite géométrique, v,v, = v, v, .
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

Définir une suite

Explicite : u, = f(n); récurrente: u, et

U, =f(u,); double: uy,u,etu, =g, u,.

n+1 n+1' “n

(u,) est la suite, u, un nombre; u,_, (on

remplacenparn+1)zu, +1.

n+1

Graphique : nuage des points (n,u,) ; pour

u,., = f(u,), « escalier » ou « spirale » entre Cr

ety=x.
Bornes et sens de variation

Majorée : M, Vn, u, < M; non majorée:
VM, 3n, u, >M; bornée < 3K, Vn, |u,| < K.

Croissante : ¥n, u, , > u, (= minorée par u,);
stationnaire : constante a partir d'un rang.
Methodes;mgne deu,,,-u,; siu, >0,
comparer u—n’ a1; u, = f(n)avec f monotone;
récurrence.

Suitesu,, = f(u,)

I stable (f(I)c I) etu, €1 = u, €l pourtoutn
(récurrence).

Point fixe : f(£) =2; f(x) = x sur | = croissante.

f croissante sur | = monotone (comparer u, et
u); f decr0|s§ante = (uy,) (u,,,,) monotones
de sens contraires.

Encadrer: P(n): «m < u, <M », initialisation,
hérédité, conclusion.
Sommes

n . .
z’,TP a,:n-p+1termes;
Zk:p(ak+‘l B ak) = an+‘l - ap'

n _n(n+1) . <n 2 _ n(n+1)2n+1) |
Tp1 k= P X ROE T

2 ’
+1)(n+2
SN k(R+1)= w

-t L - Jr+e1-VR

Suites arithmétiques (+r)
U, =u,+r; u, =u0+nr=up+(n-p)r; points
alignés.
U+,

Uy ++ U, = (n-p+1)x - (nombre de termes
x moyenne des extrémes).
a, b, c consécutifs < 2b=a+c;
Up+Up = U+ Uy e
Suites géomeétriques (xq)

- . - n _ n-p
Vo =GV, V, =voq" = v, q".

1- n-p+1
=y 4
n P 1-q

1- n+1
1+q+---+q”=1qT(q¢1); N/
a, b, c consécutifs (a # 0) < b? = ac.

v, > 0: croissante si g > 1, décroissante si
0<qg<1; g<0:signes alternés, pas monotone.

Bernoulli: q20=qg"21+n(g-1); g>1:(q")
non majorée.

Arithmético-géométriques, auxiliaires

_ .p- b _p= - n
U,,=au,+b(az1):8= =, U, -¥=(u,-0a".
_ aun+b . Lu--a o P
Up,q = el points fixesa # B : e géométrique
de raison £:4 ; un seul point fixe a: ——
ca+d u,-a

arithmétique.
_ _ . _ n-1
dn FUpq-Ups U= Uy Zk:o dk‘

Modéliser

+t%: x(1 + %), intéréts simples :
arithmétique ; composés : geéométrique ; « on

perd p, on gagne N » : arithmético-géomeétrique.
Pour aller plus loin

- 2 _ ; .
Up,, = c:)un+1 +nbun, re=ar+bderacinesr, #r,:
u, =Ar +urj.
145 0 _ 145

; P oZ 90T _ _1-/5
Binet: F, = P 9=
Périodique: u, ;= u,, u, = u, (p reste de n par

7).

Bon courage ! Un terme aprés lautre, comme une récurrence.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

H o 5 H . 5N - o 5 H o o H A
Notations du cours: (u,),.y OU (u,) : une suite; 3, ju, = U, +u, +=+u_;r,q:raisons;E(x): partie entiere
de x. Monotonie d’'une fonction : par le taux d'accroissement, la composition ou les fonctions de référence.

@ Niveau | « Bases

Exercice 1 Calculer des termes * corrigé p. 39

1. Suite explicite. u, = 2" -3n (n € N). a) Calculer u, ..., u, et u,,. b)Exprimeru
a-t-onu, , =u,+1? c)Vérifierqueu, , =2u, +3n-3.

n+1? u2n et un +1 ,

. . _ V2 1 . Afini
2. Suite recurrente. v, = 1,v, , = i 1+ et Calculer v, ...,v, ; montrer que v, est défini et
3
>
- _ _ _ . _ F ~
3. Reécurrence double. w, =1, w, = 2, Wm? =w,,,w,. Calculer w,, ..., w, ; montrer que w, = 2", ou
Fo=0,F, =1,F, ,=F, , +F, (Fibonacci).

! n+2

quelsv, <

Exercice 2 Représentations graphiques * corrigé p. 39

1 u, = n?-5n+7, a, =7-2n: placer les points (n,u,) et
(n,a,),0<n<5;queremarque-t-on ? Le justifier.

2. Ci-contre : la courbe de f(x) = /x+1etA:y = x;
Uy =0,v,=6,u,, = f(u), v, =f(v,). a) Construire
Uy, U, €tvo, .., v,. b)Conjecturer le sens de variation 1
de chaque suite et sa position par rapport a l'abscisse
? du point commun & € et A; calculer £. o0 1T 2 3 4 5 Bx

64

f

Exercice 3 Arithmétique ou géométrique ? » corrigé p. 40

1. Nature de chaque suite (premier terme et raison s'il y a lieu) :
n+2
a)a, :4—52—”; b)b, = 32n ;o) c,=n(n-1); dd, =2""-2";e)f,=2,f ., =3-f; f)g,=5,
9p41 =9 _\/E; g) hO = %'hnﬂ = _3hn; h) kn =2"+n.
2. Trouver x et y tels que 2, x, y soient trois termes consécutifs d’'une suite arithmétique, et x, y,

9 d'une suite géométrique.

Exercice 4 Suites arithmétiques * corrigé p. 40

(u,),, est arithmétique, avec u, = 7 et u,, = 42. a) Calculer la raison r, u,, puis u,. b) 2026 et
2027 sont-ils des termes ? c) Calculer u, +u, + -+ U,y €t U, + Uy, + -+ Uy, d) Plus petit n tel que
U, +u,+--+u_>10007?
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Exercice 5 Suites géométriques * corrigé p. 40

1. (v,) ey €St gométrique, avec v, = -40 et v, = 5. a) Calculer sa raison g, v,, puis v,. b) Signe
dev,?la suite est-elle monotone ? ¢) Calculer Vg + Vg + + V.

2 6
2. CalculerA=5+10+20+-+5x2" etB=1+§+(§) ++(§)

3. On plie en deux une feuille de 0,1 mm d’épaisseur, puis encore en deux, etc. Epaisseur e, apres
n pliages ? Combien de pliages pour dépasser 1 m ?

Exercice 6 Sens de variation » corrigé p. 40

Sens de variation, par la méthode indiquée: a)u, = 3n-2" (signe de u
= 2n+1 Yna1 3 - _n_
b)v, = o (comparer " al). dw, = ==

la suite (w,),, est-elle monotone ? d)t,=0,t

2.1-U,); plus grand terme ?
n 2 1 (taux d'accroissement de x = —— sur[1, +oo[);

- 1.
ne = Tg + 5,z s montrer de plusqueO<st <n.

Exercice 7 Majorée, minorée, bornée * corrigé p. 4!

1. Ecrire avec des quantificateurs : « (u,) est majorée », « (u,) est bornée », « (u,) n'est pas
majorée ».
2. Majoré I fo 2 i 2 n%+2 . 3+1)"
. Majorée, minorée, bornée ? Plus grand, plus petitterme ? a)u, = 5*=; b)v, = =—=; ¢)

5 n2+1 ' n n+1
w,=n-2/n=(/n-1) -1; d)t, =(-1)"n.

Exercice 8 Premiéres sommes * corrigé p. 4!
1. Ecrire avec S et calculer: A=7+11+15+--+403; B = 3+%+%+---+2%; C=1-2+4-8+--+210,
2. Calculer 3 (3k +2) et Zifn k (combien de termes ?). 3. Télescopage. a) Calculer de deux

facons ¥p_, (kR + 1)* - k?) ; en déduire 1 + 2 + -+ n. b) De méme, retrouver 1+ 3 + - + 3" avec

z2:0 (3k+1 - 3k)'
Q Niveau 2 « Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : suite arithmético-géométrique » x corrigé p. 4l
U, +4
3
1. Calculer uy, u,, uy ; la suite est-elle arithmétique ? géométrique ? 2. Montrer par récurrence
que u, > 2; en déduire que (u,) est strictement décroissante.

3. On pose v, = u, - 2. a) Montrer que (v,) est géométrique (raison, premier terme). b) Exprimer
v,, puis u_, en fonction de n. c) Plus petit entier n tel que u, -2 <107 ?

4. CalculerS, =uy+u, +--+u, etP =v,xv, x--xv_ enfonctionden.

Soituy=5etu, = pour tout n € N.

Exercice 10 Type devoir surveillé (2) : une suite récurrente * corrigé p.42

Soit f(x) = X(32’X), Uy = % etu,,, = f(u,) pourtoutn € N.

3-x-y
2
croissante sur [O, %] b) Calculer f(%), f(1); résoudre f(x) = x. c) Tracer la courbe de f et la

droite y = x ; construire u, ..., U,.

1. a) Montrer que le taux d'accroissement de f est T(x, y) = ;en déduire que f est strictement

P u. (1-u
2. Montrer par recurrence que % su, <1 pourtoutn. 3. Montrerqueu,,,-u,= Un(1-tp) ; sens de

n 2
variation de (u,) ?
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o =w, puis que 1-u, , < 2(1-u, ). b)En déduire que0<1-u, <

%(%)n, puis que u, 2 0,99 pour n = 14 (on donne (4/3)" > 56).

4, a) Vérifier que 1-u

n+1 =

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : premier terme et raison * % corrigé p.42

1. (u,) est arithmétique, avec uy + U, + -+ Ug = 145 €t U, + Uy, + - + U,y = 445. ) Déterminer uy,
la raison r et u,. b) 2026 est-il un terme ? Résoudre u, +u, + -+ u, = 1926. c) Montrer que
tout 4% (k € N) est un terme de (u,).

2. (v,) est géométrique de raison g, avec v, + v, + Vv, + Vv, =30 et v, + v, + Vv, +V, = 480. a) Montrer
que g* = 16 ; en déduire les deux suites possibles. b) Pour chacune, calculer Vg + V4ot V.

Exercice 12 Type devoir surveillé (4) : une somme et un produit * % corrigé p. 42
LG oyn 2k (1 214 2. 2
Pournz1:S =3, . PITRD et P, = (1 + 1)(4)(1 + 2x5) (1 + n(n+3)).

1. CalculerS S, S5 ; montrer que (S,) est strictement croissante. 2. Vérifier que kzz(m)z = -

T 1)2 ; en deduire S, puis que—<S <1.

3. Calculer P,, P,, P, ; montrer que (P,) est strictement croissante. 4. Factoriser k? + 3k + 2 ;

en déduire, par télescopage, que P, = % Montrer que % < P, < 3; plus petit n tel que
P >2,997
Exercice 13 Modéliser : le flocon de von Koch * % corrigé p. 43

K, est un triangle équilatéral de coté 1. Pour obtenir K .,

on partage chaque c6té de K, en trois et l'on remplace le

segment du milieu par deux cotés d’un triangle équilatéral

exterlgur. K, a c, cotes de longueur £, un périmetre P, et
une aire A, .

1. Exprimer ¢, en fonction de ¢, et ¢, , en fonction de ¢, ; en déduirec,,?, etP, .

2. Avec l'inégalité de Bernoulli du cours, (4/3)" 2 1 + n/3, montrer que (P,) n'est pas majorée.
Premier n tel que P, > 100 ? (On donne (4/3)'? = 31,6 et (4/3)" = 42,1))

\/'(4 \/_

3. Montrer que A ., -A, = (3

) ;endéduire A , puis que A <

Exercice 14 Deviner, puis démontrer * % corrigé p. 43
Calculer les premiers termes, conjecturer une formule, puis la démontrer.

1. Tours de Hanoi. On admet que le nombre minimal h, de déplacements pour transférer une
tour de n disques verifie h, = 1eth_, =2h_+1: expliquer cette relation. h  ? h,, ? Combien
de disques pour dépasser un million de déplacements ?

2. Droites. n droites, deux a deux sécantes et jamais trois concourantes, découpent le planenr,
régions (r, = 1). Justifier quer, . =r +n+1.r ? r,? Combien de droites pour obtenir au
moins 2026 régions ?

Exercice 15 Une suite homographique * corrigé p. 43

Soituy=2etu,,, =5- i pour tout n € N.

1. Calculer u,, u,, u;. Montrer par récurrence que u, est bien définiet que2<u, <4.
(u,-1)(u,-4) X . L.
2. Montrer que u,,, - u, = -—"——"—; sens de variation de (u,) ?

n
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, " . . L e,
3. Soitv, = “”_1. a) Montrer que (v,) est géométrique de raison 1. b) En déduire que u, = 422
n
_ 6
etquebd-u, = -=.
Exercice 16 Vrai ou faux ? %% corrigé p. 43

Démontrer, ou réfuter par un contre-exemple. a) Si (u,) est arithmétique, alors (u, +u,,,) Uest
aussi. b) Si (u,) est géométrique, alors (u, + 1) U'est aussi. c¢) Une suite a la fois arithmétique
et géométrique est constante. d) Le produit de deux suites arithmétiques est arithmétique. e)
Siu,,,-u, <1 pourtoutn, alors (u,) est majorée. f)SiS, = u,+u, +-+u, définit une suite
croissante, alors u, 2 0 pour toutn 2 1. g)Si0<u, <1 pour tout n, alors (uﬁ) est décroissante.

O® Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Une spirale sans formule * x corrigé p. 44

Soit f(x)=2- %, u,=0,u, ., =f(u,),et?lasolution positive de f(x) = x.

1. Calculer uy,...,u, et ?; construire u, ..., U, avec la courbe de f et la droite y = x ; (u,,) est-elle
monotone ? 2. Montrer que f est décroissante sur [0, 2] et que f([1, %]) C [1, %] : en déduire

que 1su, <Zpournz2.

3. a) Vérifier que u,,, - ¢ = _ (= U2 ) ; en déduire que u,, < ? < u,, .. b)Montrer que f - f est

croissante sur [0, 2] ; en deduire que (u,,) est croissante et (u,,,,) décroissante.

13 . 1 [13\1-2
4. Montrer que |u,,, - €| < =|u, - 2| (n 2 2), puis que |u, - #] < E(E) )

Exercice 18 Deux suites auxiliaires * * x corrigé p. 44

1. Soita, = 3 eta,,, = 2a, +3". Montrer que b, = a, - 3" définit une suite geometrique ; en
déduire a,.

2. Soituy =1etu,,, =2u,+3x2". a)Calculer u,, u,, u;. b) Montrer qu'aucune suite (un - c2”),
c € R, n'est géométrique de raison 2. c) Montrer que v, = g—g définit une suite arithmeétique ;
en déduire que u, = (3n+2)2"". d) Vérifier que u, = w,,, - w,, ol w, = (3k-4)2*" ; en déduire
Yheo Up-

Exercice 19 Sommes et télescopage * * * corrigé p. 44

218 R+2 _ 1 1 . n R+2 2.8
1. Verifier que R = R2FT ok calculer ¥, _, PTOR 2. a) Verifier que k(R + 1)(k + 2)(k +

3) - (R - NR(R + 1)(k + 2) = 4R(R + 1)(R + 2) ; en déduire Y}_, R(k + 1)(k + 2). b) En développant

k(R + 1)(k + 2), et avec 3}_, k? = w, montrer que 13+ 23 + .+ n3 = (142 + -+ n)2,

3. SoitT, =Y) ﬁ a) Montrer que 2(\/1? + —\/E) < ﬁ < 2(\/5—\/k - ‘I) pour R = 1. b) En déduire
que2yn+1-2<T, < 2\/n -1 pour n 2 2, puis la partie entiére de [R—

Exercice 20 Discuter selon le premier terme * * * corrigé p.4S

Soit f(x) = z’gﬁ et (u,) définie paru, e Retu,,, = f(u,).
1. Montrer que f est impaire et strictement croissante sur R. Factoriser f(x) - x ; points fixes de
f?
2.Cas 0 < u, < 1. a) Montrer que 0 < u, < 1etque (u,) est décroissante. b) Montrer que
2u3+1 1

n
1 Ja-= i 1 n =15
3Up<Up QU 0UQq=—= ,pUIsque(3) Ugsu,<q'u,. c)CasuO-Z.
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n
3. Cas u, > 1. Montrer que (u,) est croissante et que u, - 1 2 (%) (uy - 1) ; est-elle majorée ?
4. Cas u, €{-1,0,1} ? u, < 0 (penser a la suite de premier terme -u,) ? Construire les termes
siu,=0,9 ou 1,05.

Exercice 21 Les nombres 1, 11,111, ... *x *x % corrigé p. 4S
SoitR,=0etR, , =10R, +1:pourn=21,R, s'écritavecn chiffres 1.

1. Montrer que R, 101 (suite auxiliaire R, + ). 2. Calculer 3 _, R, ; en déduire 1+ 11+ 111 +
1111+ 11111 et1 +‘I1 ++ 111111111 (neuftermes)

3. a) Montrer que R, - n est divisible par 9 (écrire R, = 3 ¢ 110k et 10k =1+ 9R,); en déduire que
3 divise R, si et seulement si 3 divise n. 4. Montrer que R =R, (1+10"++10m"") en
déduire que, si R, est premier, N est premier.

Exercice 22 Modéliser : deux villes * » corrigé p.4S

Deux villes A et B comptent en tout 600 000 habitants. Chaque année, 10 % des habitants de A
s'installent en B et 20% de ceux de Ben A; a,, b, : populations (en milliers) aprés n années ;
a, = 500, b, = 100.

1. Justifier que a,,, = 0,9a, +0,2b_ etb,  , =0,1a, +0,8b, ; calculer a,, b,, a,, b,. 2. Montrer que
a, +b, =600, puis que a,,, = 0,7a, + 120 ; en deduire a, et b, leur sens de variation et un
encadrement de chacune.

3. Au bout de combien d’années B compte-t-elle au moins 190 000 habitants ? 4. Montrer que le
solde migratoire 0,1a, - 0,2b, est géométrique.

Exercice 23 Une suite logistique encadrée * * * corrigé p. 46

Soitu, = 5 etu, , = u, - u2 pour tout n € N.

1. Montrer que O < u, < % pour tout n, et que (u,) est strictement décroissante. 2. a) Montrer que
u:+1 —uln=ﬁ,puisque1 su:—+1——<2 b) En déduire que 51> < u, < L.

3. Exprimer ¥} _, uﬁ et (1-uy)(1-u,)~(1-u,)alaidedeu,,, ; majorer ces deux nombres.

@ Niveau 4 < Concours

Exercice 24 Le défi de la couverture * x %% corrigé p. 46
Soituy=2etu, =

1. Montrer par récurrence que u, est bien défini et que u, > 1 pour tout n (calculer u, , - 1).
2. Soit v, = ——. Montrer que (v,) est arithmétique de raison . En déduire que u, = 1+ %, le

sens de variation de (u,), et que U, = 702
3. Generalisation : le point fixe double. Smtf(x) = X+fj’,avecc #0,ad-bc = 0 et(d-a)’+4bc = 0. a)
Montrer que f a un seul point fixe, a = =, etque a+d # 0. b)Siu,,, = f(u,) etu, # a, montrer
que u,,, -a =24, CL!'J" 3 Puis que —— = u:—a + 25 ¢) Calculer un siug=0etu,, = Z:;’
Exercice 25 Identités de Fibonacci * *x x % corrigé p. 46
(F,) est la suite de Fibonacci: F,=0,F, =1,F, ,=F, , +F,.
1. Montrer que F? = F,F,.. - F, ,F, (R21);en dedwre que ¥p_ F2 = F,F..,. 2.Identité de Cassini.

Montrer que F, .F. . -F2 =(-1)" pour n 2 1; en déduire que Fn et F__, sont premiers entre eux.

n+1" n-1 n
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-l’

3. Soitr, = Fl’;” (nz1)eto = 1*‘/_ . a) Montrer quer, , =1+1,¢ =1 +%, puisr, - = o b)
Calculerr,,,-r, (Cassini). Montrerque (p eststrictemententrer,_etr,_ ., puisque|r -@]| < - F
n'n+1
c) Encadrer @ a E pres.
Exercice 26 Encadrer u> pas a pas * % %% corrigé p. 47

Soitu,=1etu,,, =u, +l2pourtoutneN.

3.1
1. Montrer que u, > 1etque (u,) est croissante; calculer u,, u,. 2.Montrerqueu? , = u +3+E 5

en déduire que3n+1sul<7n+1.
3. Avecu, 22 (n 2 1), montrer que u> < 8 + ?—Z(n - 1) pour n 2 1; en déduire E (u,;).

Exercice 27 Sommes trigonométriques télescopiques * % x % corrigé p.47

1. a) Avec sin3a = 3sina - 4sin’ g, exprimer 4 x 3k sjn? 27 comme une différence. b) En déduire

que ¥, _, 3 sin® X = %(3”+1 X _sin 3x). c) Contrdler avec x = S et n = 1,

3k
2. a) Montrer que 4sin” a = 4 sin’ a—sin220 b) En déduire que 2214’*sin4—-4”sm ——sm X

(n >1). c)Montrer que la suite (4” sin’ )est croissante;casx=mn=37?

Exercice 28 La méthode de Héron pour /5 * %% corrigé p. 47

Soitu,=2etu,,, = %(un ¥ %) pour tout n € N.

-5\
1. Calculer uy, u,, u. Montrer que u, >0, u_,. -+/5 = %, puis que u_ >+/Setu . <u_ pour
n=1. 2. Montrer que i <5< u, (n21); encadrer J5 avec u,.
n
= Pn

3. Onécritu, = =2, avecp,=2,q,=1,p,,, = P> +592,4,., = 2P,q,- @) Montrer que p2 . - 5¢2,. =

(pn - 5qn) ;en deduwe que pn—Sqn = 1pourn = 1. b) Montrer que 0 < un—\/g =

1 < 1
qn(u,+/5)  2/5an
(n 2 1); précision de u, ?
Exercice 29 Suites et partie entiére * x x % corrigé p. 43

n(n-1)(4n+1)

1. Soit j € N*. Combien d’entiers k vérifient E(\/E) = j ? En déduire que 2221'1 E(\/F) = c ,

P
puis 3., E(\/F)
2. Pour n € N*, soitu, = n+ E(\/ﬁ+ %) a) Calculer u,,...,ug. b) Soit m € N*. Montrer que

E(\/ﬁ + %) =m < m?’-m+1<sn<m?+m. c)En déduire que (u,) est strictement croissante
et prend une fois et une seule chaque entier N > 1 qui n’est pas un carré parfait. d) Quel est
le 2026¢ entier N = 1 non carré ?

Exercice 30 Les puissances de 1++/3 *%x % corrigé p. 43
Soita =1 +\/§,B=1 -3 et, pourne N,a,=a"+p".

1. Montrer que a et B sont les solutions de x? = 2x+2 ; en déduire que a,.,=2a,,+2a,puisque
a, est un entier. Calculer a,...,a,. 2. Montrer par récurrence que, pour tout p € N, 2P divise
a,, et 2°*" divise a, ;.

3. ComparerB"a-1,0, 1selon la parité de n; en déduire E (a"), puis que 2P*! divise E ((1 + \/§)2P”).

Calculer E((1 + \/5)5) et E((1 + \/5)6).
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

(20 Modes de définition

Une suite peut étre donnée par une formule explicite u, = f(n), par une récurrence u,, = f(u,) et
un premier terme, par une récurrence double, ou par une propriété (solution d’'une équation...).
On précise toujours l'indice de départ.

Exercice 31 Suites explicites » corrigé p. 43

1. Pour quels entiers naturels n le réel a, = Vn? - 5n + 4 est-il défini ? Calculer a, pourn < 6

lorsqu'il existe. Méme question (sans calcul de termes) pour b, = .

2. Onpose u. = ™3 pourn e N
. On pose u, = T2 pou i

a) Calculer Ug, Uy, Uy, U3, U, puis exprimer u, , et u, en fonction de n.

n+1
b) Résoudre dans N les équations u,=3, u,=5etu, =h

c) Montrer que u, =n-1+ %, puis déterminer les entiers n pour lesquels u, est un entier.

3. Placer les points M _(n,u,), 0 < n < 8, et la droite D : y = x - 1. Montrer que les M_ sont
au-dessus de D, calculer I'écart vertical d, entre M_ et D, et dire a partir de quel rang d, < 0,1.

Exercice 32 Explicite ou récurrente ? » corrigé p. 49

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> - x.

1. On pose u, = f(n) pour n € N. Calculer uy, u,, u,, Uy, U,o, PUIS U, - U,.

2. Onposev,=3etv, , = f(v,)pourn e N. Calculerv,, v,, v, ;a-t-on (v,) = (u,) ? Montrer que v,
est un entier pair pour n > 1.

3. Soit a € R et (w,) définie par w, = aetw,,, = f(w,). Pour quels reels a la suite (w,) est-elle
constante ? constante a partir du rang 1 (w, = w, = ) ?

4. Onposet,=1ett =t +4n+1)pourneN. Calculert,,...,t,, les comparer a n?+(n+1)?
démontrer la conjecture obtenue et en déduire t, .

Exercice 33 Construire les termes * corrigé p. S0

Soit f(x) = |[x - 3] + 1 (x € R), de courbe C}, et (u,) la suite définie par u, = % etu,, = f(u,)

1. Tracer C’f et la droite A d’équation y = x pour x € [0, 4], puis construire u,, u,, .., us sur l'axe
des abscisses. Quelle conjecture peut-on faire ?

o - _ § _ E o
2. Calculer uy, ..., us, puis démontrer que u,, = 5 et u,, , = > pour tout entier k 2 1.
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3. a) Déterminer les points fixes de f (réels x tels que f(x) = x). b) Montrer que, si x € [1, 3], alors
f(x)=4-x, f(x)€[1,3] et f(f(x))=x.
c) Soit a € [1,3] et (w,) définie par w, = aetw, , = f(w,). Montrer que w,,, = w, pour tout
n € N. Pour quelle valeur de a la suite (w,) est-elle constante ?

4. Méme relation, avec w, = 2026, puis avec w, = 2027 : montrer que w, = w, - 2n pour 0 < n <
1012, puis décrire la suite a partir du rang 1012 dans chacun des deux cas.

Exercice 34 Une suite définie implicitement » % corrigé p. S0
Pour n € N*, on considére l'équation (E,): x*>+nx-1=0.

1. Montrer que (E,) a deux solutions de signes contraires. On note u, la solution positive : on
définit ainsi une suite (u,),.,. Exprimer u, en fonction de n ; calculer u,, u,, u,.

nz1°
2

n+Vn2+4

2. Montrer que u, =
1

n°

. En déduire que (u,),,, est strictement décroissante et que n% <u, <

nz1

n n+1
< < ——.
n2+1 Un n2+n+1

3. a) Montrer que u, = # pourtoutn > 1. b)En déduire 'encadrement plus fin

c) Exprimer u,, a l'aide de \/%; encadrer \/% par deux fractions distantes de moins de 107*.

Exercice 35 Une suite qui revient sur ses pas * * corrigé p. S|

Soienta >0 et b > 0. On définit (w,) parw, =a,w, =betw, , = W”W—M pour tout n € N.

n

1. Danslecasa=1,b =2, calculer w,, w, .., w

3 7°

. Montrer par récurrence que, pour tout n, w, et w,_, sont définis et strictement positifs.

. Danslecasa=1,b=2,calculer w,,,. et la somme w, + w, + - +w

202

2

3. Exprimer w,, w;, w,, w, et w, en fonction de a et b. En déduire que w, . = w, pour toutn € N.
~ 2025°

5

. Déterminer les couples (a, b) pour lesquels la suite (w, ) est constante.

Exercice 36 Deux suites définies ensemble * x * corrigé p. S|

On définit deux suites par u, = 2,v, = 1 et, pourtoutn e N: u,, , =2u,+3v, et v, , =u, +2v,.
n.on .
(v,) sont strictement croissantes.

1. Calculer (u,,v,) pour n < 3. Justifier que u,, v, sont des entiers naturels non nuls et que (u,),

2. Montrer que u? - 3v2 = 1 pour tout n € N.

3. Soit x 2 2 et ABC un triangle avec BC = 2x - 1, CA = 2x, AB = 2x + 1. a) Montrer (Al-Kashi) que
cosC = ﬁ : calculer sin C.

b) En déduire que l'aire %CA x CB x sin C vaut xy/3 (x2 - 1) ; calculer la hauteur issue de B.

4. Pour x = u,, montrer que l'aire vaut 3u v, etla hauteur 3v,. En déduire une infinité de triangles
a cotés entiers consécutifs et d’aire entiére ; donner les trois plus petits ainsi obtenus.
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@ Suites bornées et wmonotones

Monotonie : signe de u,, ,» comparaison de Zr:1 3 1 (termes strictement positifs), variations

de f siu, = f(n), récurrence. Bornes encadrement direct ou récurrence. Une suite peut n'étre
monotone qu’a partir d’'un rang.

Exercice 37 Trois méthodes pour la monotonie * corrigé p. S2

e rr2 . _ 9 . = . .
1. Difference. Soita, = n+= pourn 2 1. Calculera,, a,, a;, a,, puis a, ., -a,. Etudier la monotonie

de(a,),,, et montrer que a, 2 6 pour tout n 2 1.

2. Quotient. Soit b, = % (n € N). Comparer bt’)’”

n

a 1 et conclure. (b,) est-elle strictement
croissante ?

3. Fonction associée. Soit ¢, = v/n + 4 - Jn pour n € N. Montrer que c, = J_ 7 en déduire le
sens de variation de (c,), puis un encadrement de c,.

Exercice 38 Majorer, minorer, encadrer * corrigé p. 52

1. Montrer que la suite de terme général u, = % est bornée, en encadrant u,, par deux con-
stantes.

2. Soitv, =2+(- 1)” . Calculer vy, v,, v,, v;. Montrer que 1 < v, < 3 pour tout n € N. La suite

(v,) est—elle monotone ?

. 2, L . .
3. Soitw, = n+1 Montrer que (w, ) est minorée par 1. Ecrire avec des quantificateurs la phrase «
n+1 n

(w,) n’est pas majorée », puis la démontrer (comparer w, et n - 1).
Exercice 39 Une suite qui monte puis descend * % corrigé p.S3
Soit (u,) la suite définie par u,, ns 2220 pourn € N.
1. Calculer uy, ..., u,. Quelle conJecture peut-on faire ?

(n 1)(n -2)

2. Montrer que 2-u, , puis que u, < 2 (n € N). Plus grand terme ? A-t-on X=X *3X < 2 pour

toutréel x=207?

3. Montrer que u, > 1 pour toutn > 1.

(3n+4)(n-1)

4. Montrer que u, . - U, = " [e)(n2e2n+2)

et en déduire le sens de variation de (u,),.;-

5. Trouver le plus petit entier n, 2 1 tel que Up, < 1,01 ; montrer que 1 <u, < 1,01 pour n 2 n,,.

Exercice 40 Sept affirmations a trancher » % corrigé p. 53
Vrai ou faux ? Justifier par une preuve ou un contre-exemple ((u,) et (v,) sont définies sur N).
1. Toute suite croissante est minoreée.

. Si(u,) et (v,) sont croissantes, alors (u,v,) est croissante. Etsiu, 20etv, 20?

2

3. Si la suite (u2) est croissante, alors (u,) est croissante.

4. Siu, = f(n) pour tout n et si (u,) est croissante, alors f est croissante sur [0, +of.
5

. Si(u,,) et (u,,,,) sont croissantes, alors (u,) est croissante.
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6. Une suite non majorée est croissante a partir d’'un certain rang.

7. Si(u,) est majoreée et (v,) bornée, alors (u, +v,) est majorée ; et (u,v,) aussi.

Exercice 41 Monotonie par récurrence * * * corrigé p. S4
Soit (u,,) définie paru, =0 etu,,, =,/u,+n pour tout n € N.

1. Justifier que u, est défini et positif pour tout n. Calculer u,, u,, us, u,.

2. Montrer par récurrence que u, < u,_, pourtoutn € N. La suite est-elle strictement croissante ?
Montrer que u, 2 J/n pour tout n = 3. En déduire que (u,) nest pas majoreée.

Montrer que u,, </n + 3 pour tout n € N.

oo @

En déduire la partie entiére de u,.,, puis celle de u,, pour tout entier k > 2.

Exercice 42 Deux suites et une inégalité *  » corrigé p.S4

On utilise l'inégalité de Bernoulli du cours: g™ 21+m(q-1)(q 20, m € N). Pour n 2 1, on pose
+1
un:(’l +%)n etv, :(1 +%)n .

1. Calculer uy, u,, u, et v,, v,, v, (sous forme de fractions).

n+1
2. Montrer que =t = (1 + %)(1 - (n+11)2) , puis que (u,) est croissante.

n+1
3. Montrer que vv” = Z; (1 + n(; 2)) » puis que (v,) est strictement décroissante.
n+1 * *

4. Montrer que u, < v, pourtous n,m 21, puis, a 'aide de v, que 2 < u, <3 pourtoutn 2 1.

@ Suites arithmétiques

(u,) est arithmeétique de raison r siu,,, - u, = r pour tout n; alors u, = u,+ (n - p)r. Une somme

) x premier + dernier (

> compter d’abord les termes). Trois

de termes consécutifs vaut (nombre de termes
termes conseécutifsa, b, c: 2b=a +c.

Exercice 43 Reconnaitre, puis calculer * corrigé p.SS

1. Ces suites (définies sur N) sont-elles arithmétiques ? Si oui, donner premier terme et raison.

a)a,=2; b)b, = —2”2n++53”'3 ; oc,=V4n2+4n+1; d)d,=3etd, ,=d +n.
2. Soit (u,),y une suite arithmetique telle que u, = 11 et u,. = -22.
a) Déterminer sa raison r, u,, puis u, en fonction de n. b)-100 est-il un terme ? et 0 ?

c) Calculer uy+u, +-+u,,. d)PourquelnlasommesS, = u,+-+u, est-elle maximale ? Valeur ?

Exercice 44 Sommes de termes consécutifs * corrigé p.SS

1. CalculerA=1+6+11+16+-+2026 et B=3: (2k-3).
2. Calculer la somme C des entiers compris entre 1 et 300 qui sont multiples de 3 ou de 5.

3. On additionne 2+8+14+20+--: combien de termes faut-il au minimum pour dépasser 2026 ?
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Exercice 45 Trois termes consécutifs * corrigé p.SS

1. Déterminer les réels x pour lesquels 2x - 1, x? + 1 et 4x + 3 sont, dans cet ordre, trois termes
consécutifs d’'une suite arithmeétique. Préciser chaque fois les trois termes et la raison.

2. Soienta, b,c > 0. Montrer que a?, b?, c? sont trois termes consécutifs d’une suite arithmétique

: s 111 VAR _
si et seulement si bec! Toa’ 2b le sont ; verifier avec (a, b, c) = (1,5, 7).

3. Les mesures A, B, C (en radians) des angles d’un triangle sont, dans cet ordre, trois termes
consécutifs d’'une suite arithmétique de raison r > 0. a) Montrer que B = %

b) On suppose de plus que sinA +sinC = @ Déterminer A et C.

Exercice 46 Problémes concrets * corrigé p. 56

1. Dans un amphithéatre, la 1 rangée a 18 sieges, et chaque rangée 3 sieges de plus que la
précédente.

a) Sieges de la rangée n ? de la 25° ? b) Capacité avec 25 rangées ? c) Nombre de rangées
(méme régle) pour au moins 2000 places ?

2. Deux contrats : A, 6000 DH le premier mois puis 50 DH de plus chaque mois ; B, 6600 DH par
mois.

a) A partir de quel mois le salaire mensuel du contrat A dépasse-t-il celui du contrat B ?
b) Soient A , B, les sommes pergues en n mois avec A et B. Montrer que A, - B, = 25n(n - 25).
c) Quel contrat choisir pour une mission de 2 ans ? de 3 ans ? Préciser chaque fois ['écart.

Exercice 47 Sommes et suites arithmétiques * * » corrigé p. 56

1. Soit (u,),., une suite telle que, pourtoutn 21, S, =u, +uU, +--+u, = 3n? +2n.
a) Calculer u,, puis u, pour n 2 2. Montrer que (u,),,, est arithmétique.

b) Plus généralement, si S, = an? + bn + ¢, montrer que (u,),s estarithmeétique < c=0.

nz1
2. Soit (u,),,, une suite arithmétique de raisonr, et S, = u, +--+u, . On suppose S, = S, avec
p #q. Montrer que S, = 0. Illustrer avec u, = 23, r = -2 (tous les couples (p, q)).

3. Soit (u,),.y une suite arithmetique de raison r dont aucun terme n’est nul. Montrer que

n-1 _ 1 _ n_ ; 2 - i 99 1
T ur = pourn 2 1 (traiter a part le cas r = 0), puis calculer 3,2, T
Exercice 48 Entiers en progression arithmétique * % » corrigé p.S7

1. a) Montrer que la somme des k entiers consécutifsa,a + 1, .., a+Rk-1vaut Ra+k-1)/2.

b) Trouver toutes les écritures de 2026 comme somme d’au moins deux entiers consécutifs > 1
(1013 est premier).

2. a) Montrer qu’aucune puissance de 2 (2f,j e N) n'est somme d’au moins deux entiers consé-
cutifs > 1.

b) Montrer que tout entier N > 1 non puissance de 2 s'écrit ainsi (N = 2°d, d impair = 3).

3. a) Montrer que (5p + 2)% et (5p + 3)? (p € N) sont des termes de u, = 5n + 4 ; combien a-t-elle
de carrés ?

b) Montrer que la suite v, = 7n + 3 (n € N) ne contient aucun carré d’entier.
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© Suites géométrigues

_an+1 .
Rappels: v, = v,g"P;1+q+~+q" = 11: (@#1);siu,,, =au, +b(a=1), (un -%) est
geometrique.
Exercice 49 Raison, premier terme et sommes * corrigé p. 57

1. (u,),cy €St géométrique, u, = 6 et u, = 48. Déterminer sa raison q, u, et u,. Calculer uy +u, +
wet Uy €L Ug +Ug +++++ Uy, (combien de termes ?). Quel est le plus petit entier n tel que u, > 10° ?
n
2. Sans calculer de termes, donner le signe et le sens de variation des suites a, = —3(%) , b, =
3 n 1 n
5(2), ¢, =-2x3", d, =4(-1).
Exercice 50 Intéréts composés et régle de 72 * corrigé p.S8

On place 10000 DH a intéréts composes au taux annuel de 6% : chaque année, le capital aug-
mente de 6 %. On note C, le capital (en DH) au bout de n années (C, = 10 000).

1. Calculer C, et C,. Justifier que (C,) est géométrique et exprimer C, en fonction de n.

2. Montrer que les intéréts | = C . -C_ del'année n + 1 forment une suite géométrique et que
lg+++1 _,=C,-C,;total des intéréts en 10 ans ?

3. En combien d'années le capital double-t-il ? La « régle de 72 » dit qu'au taux de t %, un capital
double en environ % ans : la vérifier pourt =6 ett =4 ; montrer qu'elle échoue pourt = 8.

Exercice 51 Un lac a dépolluer * % corrigé p. 53

Un lac contient 1200 kg d'un polluant. Chaque année, une filtration élimine 20% du polluant
présent, puis une usine en rejette 60 kg. Soit p, la masse de polluant (kg) au bout de n ans;
p, = 1200.

1. Calculer p, et p,, puis justifier que p,_,, = 0,8p, + 60. La suite (p,) est-elle arithmétique ?
Est-elle geométrique ?

2. Déterminer le réel £ tel que £ = 0,8 ¢ + 60, montrer que (p, - ?) est géométrique ; expression de
P, ?

3. Montrer que (p,) est décroissante et que p, > 300. Le lac contiendra-t-il un jour moins de 300
kg de polluant ? moins de 400 kg (au bout de combien d’années) ?

4. Pour descendre sous 250 kg, la ville réduit le rejet annuel a a kg (0 < a < 240) : g, = 1200,
d,., = 0,8q, +a. Montrer que g, = 5a + (1200 - 5a) x 0,8", que l'objectif n’est jamais atteint si
a > 50, et trouver en combien d’années il l'est pour a = 40.

Exercice 52 Carrés emboités * x corrigé p. S8

Ko

Le carré K, a pour coté ¢, = 6 cm. Sur chaque coté, on place le point situé
au tiers, en tournant dans le méme sens (figure) : ces quatre points sont
les sommets d’un carré K, (on 'admet). On recommence avec K, etc. On
note c, le coté et a, laire de K, .
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1. Montrer que ¢, = 2y/5 (théoréme de Pythagore), puis que Chuq =
(a,) sont géométriques et exprimer a, en fonction de n.

c,. En déduire que (c,) et

w|G

2. Déterminer le plus petit entier n tel que a, < 1 (en cm?). Montrer que A, = a, + - +a, < 81.

3. Calculer lasomme L, des périmétres de K, .., K, et montrer que L, < 18(3 + \/E)

Exercice 53 Trois termes en progression géométrique * * x corrigé p.S9

1. a) Soit a, b, c trois termes consécutifs d'une suite ggométrique (donc b? = ac). Montrer que
a?+b?+c*=(a+b+c)a-b+c).

b) Trouver trois termes consécutifs d’'une suite géométrique dont la somme vaut 26 et la
somme des carrés 364.

2. Les réels non nuls a, b, ¢ sont trois termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison g, et
a, 2b, 3c trois termes consécutifs d’'une suite arithmétique. Déterminer q.

3. Soita>0,g>0etp = % a) On suppose g > 1. Montrer que a, aqg, ag? sont les longueurs

des cotés d’un triangle si et seulement si g2 - g - 1 < 0, c’est-a-dire g < . b) Vérifier que
% = (- 1ettraiter le cas 0 < g < 1. ¢) Pour quelles valeurs de g ce triangle est-il rectangle ?

Exercice 54 Rembourser un crédit * x x corrigé p. 59

Un couple emprunte 120000 DH. Chaque mois, la dette augmente de 0,5 %, puis le couple rem-
bourse une mensualité fixe de M DH. La dette (en DH) au bout de n mois vérifie D, = 120000 et
D,., = 1,005D, - M. Calculatrice autorisée.

1. Calculer D, et D, pour M = 2000. Trouver ? tel que £ = 1,005¢ - M ; montrer que (D, - ¥) est
geometrique et exprimer D, en fonction de n et M.

2. Montrer que si M < 600, la dette ne diminue jamais. Que représente 600 ?

3. On prend M = 2000. Montrer que D, = 400000 - 280 000 x 1,005", que (D,) décroit, et trouver
le nombre de mois nécessaires au remboursement (la derniére mensualité étant plus petite).

4. Quelle mensualité M rembourse le crédit en 60 mois exactement (D60 = 0) ? Quel est alors son
cout (total versé moins 120 000 DH) ?

@ Suites récurrentes

Outils : points fixes, signe de f(x) - x, intervalle stable, récurrence, suite auxiliaire.

Exercice 55 Des nombres triangulaires * corrigé p. 60

Soit f(x) = @ et la suite définie paru, =2 etu, , = f(u,).
1. Calculer uy, ..., u,. Vérifier que u, , =1+2+--+u_etque lesu, sontentiers.

_ X(x-1)
)

3. Soitw, €]0,1[etw, , = f(w,). Montrer que 0 <w, < 1 et que (w,) est strictement décroissante.

2. Montrer que f est strictement croissante sur [0, +oo[, que f(x) - x ; points fixes de f ?

. -1
4. On suppose w, > 1. Montrer que (w,) est croissante, que w,,, - w, 2 %

. - . . 9
pas majorée. Montrer que u, 2 n + 2. Construire les premiers termes de (w,) pour w, = = et
11

pour w, = 1.
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Exercice 56 Une racine en escalier * corrigé p. 6l

Soit f(x) =v3x+4 (x > —%) et la suite définie paru, =0etu, . = f(u,).

1. Calculer u,, u, ; montrer que f croit, que f(4) = 4, etque 0 < u, < 4.

(4-x)(x+1)

V3X+h+x

3. Montrer que & - u, , < 3 (4-u,), puis que 4 - 5= < u < 4; en déduire que u, > 3,99 pour tout
n 2 9. Construire uy, ..., U

2. Montrer que, pour x € [0,4], f(x)-x = ; en déduire le sens de variation de (u,).

5-

Exercice 57 Linverse d’'une homographie *x corrigé p. 6l
. _ 3x 1 . Arm G 1 _
Soit f(x) = S (x # —5) et la suite définie paruy = s etu, , = f(u,).
_ 3 3 PR 1
1. Calculer u,, u,, u;. Montrer que f(x) = 3 " @ary Aue f croit strictement sur ]—§,+oo[, que

0<u,<1etque(u,)croit.

. _ 1 _ l ; _ - - . - . _ 3n
2. Soitv, = .-. Montrer quev,, = 3 n*+5rque (v, -1) est géométrique, et en déduire que u, = -—.

3. Retrouver que (u,) est croissante et majorée par 1. Quel est le plus petit entier n tel que

u,>0,999 7 Calculer T, = - + L 4 s L,
Ug uyq u,

Exercice 58 Passer au carré *x corrigé p.62
On définit uy =3 etu,,, = 1,/u2 +3 pour tout n € N.

2

1. Calculer u,, u,. Montrer que u, > 1 pour tout n, puis que (u, ) est décroissante (comparer u?

2
et u?).

2. On pose w, = uﬁ - 1. Montrer que (w,) est géométrique de raison % et en déduire que u, =

, 8
1+4_n'

3. Montrer que O <u, - 1< 4i,, (écrireu, - 1= u':'j1 ), puis que u, -1 < 107 dés que n = 11. Calculer
U + U3+ + U2,
Exercice 59 Une suite qui peut s'arréter * x x corrigé p.62

Soit f(x) =v/5x -6 surD = [%,wo[. Pour a € D, on pose u, = a, U, = f(u,) (u,,, existe si u, € D).

(x=2)(x-3)
fO)+x

2. Sia-= % : montrer que u, existe pour tout n, que 2 < u, <3 et que (u,) est croissante. Sia=4:
montrer que u, > 3 et que (u,) est décroissante.

1. Montrer que f est croissante sur D, que ses points fixes sont 2 et 3, et que f(x)-x = -

3.Sia= % : calculer u, ; que se passe-t-il ?

4. On suppose g < a < 2 et, par l'absurde, que u, existe pour tout n. a) Montrer que u, < a et

Uy, < U, - 29 pour tout n. b) En déduire une contradiction. c) Pour quelles valeurs de a la
suite est-elle définie pour toutn ?
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Exercice 60 Lafonction tente * x % corrigé p.63

Soit f(x) =1-[2x- 1] pour x €[0,1], etu, , = f(u,) avec u, € [0, 1].

1. Ecrire f(x) sans valeur absolue sur [0, %] etsur [%, 1] ; montrer que [0, 1] est stable ; points fixes
def?

2. Soitu, = % Calculer u,, .., u,, montrer que u,,; = u, pour n 21, puis calculer u,y,, et u, +u, +

. _ é . . .
=+ Uyos. Si Uy = %, montrer que la suite est stationnaire.

3. Soit g 2 2 entieretu, = 5, p €{0,...,q}. a)Montrer que u, = % avecm, €{0,...,q}. b)Montrer
que u; = u; pour deux indices i <j < g+ 1, puis que u
partir d’un rang).

nej-i = Up POUr N 2 (suite periodique a

4. Déterminer les reels x € [0, 1] tels que f(f(x)) = x et f(x) # x.

@ Défis de concours

Ces problémes combinent récurrences, suites auxiliaires, sommes télescopiques et inégalités.

Exercice 61 Lesvaches de Narayana * x % % corrigé p. 64
Le mathématicien indien Narayana (XIV® siécle) étudiait un troupeau ot chaque vache donne une
génisse par an a partir de sa quatriéme année; on le modelise para, =a, =a,=1,a,,;=qa,,,+a,.

1. Calculer a;, ..., a,,. Montrer que les a, sont entiers, 2 1, et que (a,),,, croit strictement.
2. Montrer que a,+a, +--+a, =a,,,-1(écrire a, = a,,; - a,,,).
n-3 3

<a,<(2)" pourtoutn e N.

3. Montrer, par une récurrence initialisée aux rangs 0, 1, 2, que (%)
4. Comparer les parités de (a,, a,, a,) et (a,,aq, ay) ; en déduire que a,,, et a, ont méme parité,
que a, est pair si et seulement si n a pour reste 3, 5 ou 6 modulo 7, et la parité de a,,, et de

Ay + -+ Aypp3-

Exercice 62 Des entiers inattendus * x x % corrigé p. 64
amf uﬁﬂ +3
On définitu,=u, =1etu,,, = —, pour toutn € N.

n

1. a) Montrer que la suite est définie, que u, >0, etcalculeru,, ..., Us. b) Vérifier que umzun—uﬁ+1 =

3et, avec lesrangsnetn+1, que (u,,5 +u,,)/u,., = (U, +u,)/u,,. c)En déduire que
u,,,=5u,,,-u, puis que tous les u, sont entiers.

2. Montrer que le reste de u, par 3 vaut toujours 1; en déduire que u, etu,,, sont premiers entre
eux.

3. Montrer que (u,) est croissante, que U, 24u, pournz1,etqueu, 2 4"V pourn 1.

1
UpUpiq

4. Montrer que u,,, /Uy, = Uy, /U, = 3/(U,U,,,), exprimer S = ZZ=0 alaidedeu,,,/u,,,, et

n+1?

montrer que 2<S, <2 pourn>1.
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Exercice 63 Bornée ou pas? *x k% corrigé p.6S
Pour a € R, on pose f(x) = x> +aq, u,=0etu, , =f(u,): pourquels a la suite est-elle bornée ?

1 1 o 1).
1. On suppose a > . Montrer que u, , -u, 2a-,, puisque u, 2 n (a - Z) ; conclure.

2. On suppose 0 < a < 1 et l'on pose £ = 1252, Vérifier que 2 +a = £ et 0 < £ < 1 ; montrer que

0<u, s?etque(u,)est croissante.

1
2

3. On suppose -2 < a < 0. Montrer que [a, -a] est stable par f et conclure. Casa=-17?

4. On suppose a < -2 et l'on pose b = -a. a) Montrer que u, = b?>-b > 2. b)Soitc = u, et
6 = c? - c - b. Montrer que & > 0, puis que u, 2c+(n-2)56pourn 22;conclure. Pour quelles
valeurs de a la suite (u,) est-elle bornée ?

Exercice 64 Suites convexes * k x % corrigé p.6S

Une suite (u,),y est dite convexe si 2u, ., < u, +u,,, pour toutn. On posed, =u,,, -u

neN n+1 — n*

1. a) Montrer que (u,) est convexe si et seulement si (d,) est croissante. b) Montrer que (nz),

(n%) et (uyg") (u, > 0, g > 0) sont convexes.

2. Montrer par l'absurde qu’une suite convexe majorée est décroissante (si d,, > 0, minorer u,
pour n = m).

3. Soit (u,,) convexe avec u, = 0. a) Montrer que nu,, - (n+ 1u, = ¥p-3(d, -d,) (n 2 1) et en

déduire que (:—“) est croissante. b) En déduire que (an1) est croissante pour g > 0.
1 1

nz nz

4. Soit (u,) convexe et N 2 1. a) Montrer que Nu, <(N-n)u,+nu,si0snsN (comparer “n;“o et
UN—U

——1). b) En déduire que 1+q + -+ g" < w (g >0).

Exercice 65 Produits et inégalités * % x * corrigé p. 66

1. Soit a,, .., a, € [0,1], de somme s_. Montrer par récurrence : a) TT;_,(1+a,) 2 1+s,_;b)

Mp.,(1-a,)21-s_. c)En déduire,sis, <1:TT_,(1+a,) s 1-15,1'

2. Pour n 2 1, soit P, = TIj_, (1 + 217) Montrer que (P,) est croissante et que, pour n 2 3:

15

8

(% - 217) <P < % ; en déduire que 2,1 < P_<2,5 pour n 2 3.

1-x

n+1
3. a) Montrer que TTj_, (1 + sz) = % (x #1,n €N). b)Avec les nombres de Fermat F,, = 22" 4 1,

= 1 [ .
montrer que FF, - F =F, -2, puis que deux d’entre eux sont premiers entre eux.

Exercice 66 Le probléme de Joséphe * x %% corrigé p.67

n > 1 personnes, numérotées de 1 a n, sont en cercle. En partant de 1 (épargnée), on élimine une
personne sur deux (2, 4, etc.) en tournant parmi les restantes ; la derniére porte le numéro J(n).

1. a) Calculer J(1), ..., J(8). b) Avec 2n personnes, qui reste aprés un tour ? En déduire que J(2n) =
2J(n) - 1. c) Avec 2n + 1 personnes (n = 1), montrer que J(2n + 1) = 2J(n) + 1.

2. Montrer par récurrence sur m que J(2™ +1) = 2[+ 1 pour 0 < [ < 2™. Calculer J(2026). Montrer
que J(n) < n, avec égalité si et seulement si n + 1 est une puissance de 2.

3. Calculer Zf,m2:n1 J(n), puis 3271 j(n) et ¥2°25 j(n).

n
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1 a)uy=1,u,=-1,u,=-2,uy=-1,u, =4 u,, = 1024 - 30 =[994]. b) On remplace n parn +1,
puispar2n:u, . =2""-3n-3, u, =4"-6n, u, +1=2"-3n+1. Non: u, =-1alors que
Ug+1 = 2 (remplacer n par n+1 n’est pas ajouter 1 au terme). c)2un+3n—3 =2"1_-6n+3n-3 =
21 -3n-3=u_. .

n+1
_3 _72 _ 7 _17/5 _ 17 _ 4112 _ o, - . so
2.Vy =35, V= 52 -5 V3= 135 - 12 Ve T 393 - 290 Récurrence, 7(n) : « v, est déefini et

n Nilw

1<y, < % ». Initialisation. v, = 1. Hérédité.si1<v, < %, alorsv, +122>0:v,  estdéfini, et
0< vn1+1 s, doll<y, <3, Conclusion. pour tout n € N.

3.w, =2, w; =4 w, =8, wg, =32, w, = 256 : des puissances de 2, d'exposants 0,1,1,2,3,5,8.
Récurrence double, P(n): « w, = 2f» et w,_ . = 2f1 ». Initialisation. w, = 1 = 2fo, w, =2 = 21,
Hérédité. si P(n) est vraie, w,,, = w,_,w, = 2f1*a = 2fn2 2 P(n + 1) est vraie. Conclu-
sion. (par exemple w,, = 2°°).

® Corrigé de l'exercice 2

2 A f —
79, °
5 ..‘. ‘\‘ : :
1 ‘H 1 |
3 e m . Do !
o |
1 e .o . :H P
| |
2.3 4 5n ; Dot !
oy 0 E i wl ‘%
-3| ®(n.a,) n 1 2 3 4 5 6 X

1.(u,):7,3,1,137;(a,):7,5,3,1,-1,-3 (figure de gauche). Trois remarques. « Les points(n,a,)
sont alignés sur la droitey =7-2x:a, , - a, = -2, la suite (a,) est arithmétique de raison -2.
» Les points (n, u,) sont symétriques par rapport a la droite x = g tUg_, =(5- n¥2-5(5-n)+7 =
n’>-5n+7= U,. su,,-Uu,=2n-4estnegatif pour n <1, nul pour n = 2, positif pourn 2 3:

(u,) décroit jusqu’au rang 2, puis croit ; plus petit terme . Les points sont isolés :
on ne les relie pas.

2. a) Figure de droite : de u, sur l'axe, on monte (ou on descend) verticalement jusqu’a Cs, puis
on rejoint horizontalement A et on revient sur l'axe : ony litu,,, = f(u,). b) Conjecture: (u,)
est croissante, (v,) est décroissante, et u, < £ <v,. Calculde?: f(x) = x < Jx+1=x
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Avect=x20:t+1=1t> < t?-t-1=0 < t= % (l'autre racine est négative). Donc

P=t?=t+1= % = 2,62. (Pourmémoire:u1 =‘I,u2=2,u3=‘l+\/§.)

® Corrigé de l'exercice 3

1. Arithmétique: u, ,-u, constant; géométrique : = q u, ; pour réfuter, trois termes suffisent.

n+1
a) a,,, -a, = - : arithmétique, a, = 4,r = -2. b) b, = 9(5) : géométrique, by = 9,q = 2. ()
=6 =0,¢,=2:¢,-¢,#¢, -, et une suite ggométrique de premier terme nul est nulle :
ni une ni lautre. d)d, =2"(2-1)=2": géométrique,d,=1,g=2. €)2,1,2:-1#1 et% 22
ni 'une ni autre. f) Arithmétique, g, =5, r = -/2. g) Géométrique, h, = %, g=-3. h)1,3,6:
2 # 3 et 3 # 2 : ni lune ni l'autre.

2. Caractérisations : g, b, c arithmétiques < 2b = a + c ; géométriques < b? = ac. Il
faut 2x = 2 +y et y?> = 9x = §(2+y),soit2y2-9y-18 =0:A=225y=6o0uy-=-2

(x,v) = (4,6) ou (l -i).Contrale:2,4,6et4,6,9(q 2);2,1,-2(r=-1)et1,-2,9(q=-6 )

4' 2 "4’ 2 4’ 27

® Corrigé de U'exercice 4

ané _ VU U = hr = _5|lyy -y _Epo 1 _ 5n-16
a) Terme généralu, = u, +(n-p)r: u,y-ug = 14r =35,donc|r= 2|, u, = ug-5r=-=" etju, = 22|

b) u, = 2026 <= 5n = 4068 : impossible (4068 n’est pas multiple de 5) ; u, = 2027 <= 5n =
4070 < n = 814: 2027 = ug,,. c) Somme = (nombre de termes) x (premier + dernier)/2 :

20(-11442 R
Up #0004 Uyg = % = s Ujg + - + Uy compte 30 - 10 + 1 = 21 termes : m 882 d)
S,=U ++uU = n(u12+u”) = ”(5" 27) ,etS >1000 < 5n%-27n-4000 > 0. Le trindme a pour

racines 2/:y80729 “18(;)729, soit environ —25,7 et31,1: pourn € N, S_ > 1000 < n 2 32 (contréle :
S;, =992, S,, = 1064). Réponse : [n = 32|

® Corrigé de l'exercice 5

n
1. a) Terme généralv, = v, q"?: v, = v;q°, donc g* = - L et|q = —% PV, = ;—g =320, |v, = 320(—%) .

b) v, > 0 si n est pair, v, < 0sin est impair- Vo, = 320 > v, = -160 < v, = 80, la suite n’est pas
1

monotone (g < 0). ¢) zk oVe = Vo= =320 x 1024 - % I
2

1-(2Y
2. A=5(1 +2+...+z”)=5(212-1)= 20475 (12 termes). B = 1(_35) =3(1-42) - | 22|

3. Chaque pliage double I'épaisseur : (e,) est géométrique de raison 2, (en mm),

croissante. e, > 1000 <= 2" >10*; or 2" = 8192 et 2" = 16 384 : il faut [14] pliages.

® Corrigé de U'exercice 6
a)u,,,-u, =3-2":positif pour n = 0 et n = 1, négatif pour n 22 (2" 2 4). Donc u, < u, < u,, puis
(u,),s, €st strictement décroissante : plus grand terme (valeurs -1,1,2,1,-4). b)v, >0

et ‘/“3—1 = 5(22”n++31) < 1,car(2n+3)-(10n+5) = -8n -2 < 0: (v,) est strictement décroissante. c)

n

Pour x # y dans [1,+oo[ : T(x,y) = ( X <0, car xy > 1. f est strictement décroissante sur

x241)(y2+1)
ns1 = (f(n)) aussi. Maisw, = 0 < w, = % >w, = % : (w,),cy Nest pas monotone.

t, = = > 0: (t,) est strictement croissante. Récurrence : t, = 0;si 0 < t, < n, alors
*n

n+1 = “n
L Sto+lsn+1: pourtoutn.
Maths Olympiad @
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Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 7

1. Majorée: M e R, Vn e N, u, <M. Bornée: Im,M e R, Vne N, m<su, <M (ou 3K, Vn, |u, | <
K). Non majorée VM €R,IneN, u, >M.
2.a)u,=1+——-et0< n2 <1: 2}, bornée; plus grand terme u, = 2. (u,) est strictement

décroissante (n +1 cr0|t), doncu,,, < u, : pas de plus petit terme. b) 2<3+(- 1)” < 4, donc

n+1

: bornée, plus grand terme v, = 4. Pas de plus petit terme : % sv, < —, et pour
4 2 L .
tout p, Vopep S 93 < o V). c) w, 2 -1 = w, : minoree, plus petit terme -1. Pour n 216,

\/ﬁ >4,do0+/n < Zetw, > 2:sin>max(16,2M), w, > M. Non majorée, donc non bornée. d)
=2pett, 241 = -(2p + 1) : pour tout réel M, ty>Mett, ,<-M dés que 2p > [M[ ; (t,) n'est
n| majorée, ni minorée.

N

® Corrigé de U'exercice 8

R
1. A=502(7 + 4k): 403 =7+ 4x 99, ily a 100 termes et A = 122493 = [20500]. B = z§=o3(%)

i 1-(-2
3 il [ oo g o - B - 200 ey,
2
2. 37_,(3kR+2): n+1termes d’une suite arithmétique, (””)(22*3”*2) = (”*1)(23”*") S R:2n-n+1-=

(n+1)(n+2n) _ | 3n(n+1)
2 L2 7

3. Dans une somme télescopique, seuls restent le dernier et le premier terme. a) La somme vaut
(n+1)*-12=n?+2n; d'autre part (k + 1)* - k> = 2k + 1, donc la somme vaut 2 5;_, k + n. Ainsi

1+2+...+n=@. b) 57, (3F1-3k) = 3m71 - 1 et 3k -3k = 2 x 3 1+3+...+3n=3n+21_1.

n + 1 termes,

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

<

- -7 =19 -u. = - -y, = -2 i ati o B
Toup=3,Uy=3,U3="5. U -Uy=-2#U,-U, = -3 pasarithmetique ; -t =
géometrique.
T . s o geros . u,+4
2. P(n): «u, >2» Initialisation. u, = 5 >2. Heredite.siu, >2,alorsu +4>6etu, = ”3+ > 2.

. g _ ug+4-3u, — 2(u,-2) . c
Conclusion. pour tout n. Puisu, , -u, = =——" = -=2= < 0: (u,) est strictement
décroissante.

y+4) . u,+4 u,-2

3. a) Onretranche le point fixe =2 (¢ = =*): v, “T -2= ”3 = lv ] (v ) est gégométrique de

n
raison 1 , de premier terme v, = 3. b)v, = 3( " et . AQu,-2<10" <

3"1>1o4 or 3% = 6561 et39—19683 n-129, [n=10]

ul|w

#-2=1L:pas
L9

1- 1 n+1 )
be Sy = Tpoo(2 V) = 2(n + 1) + 3 x L =2+ 1)+ 2(1- ) P, = TM0y31F = 3Th(1oR)

3

n n+1) (n+1)(2-n)

e dls =32 |(contrble: P, =3x1x % =1).

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 10

N[5 2
1. a) f(x) - fy) = LLEL) | EAEIN o 7(x,y) - a

3’2‘—y Si x # y sont dans [0,%], alors x+y <3etT(x,y)> ©

0: f est strictement croissante sur [0, %] b) f(%) = g,
f(1)=1;fx) =x <= x(B-x)=2x < x(1-
x)=0 < |xe{0,1}. c)Figure ci-contre (escalier qui
monte vers le point (1, 1)).

2. ?(n)- « 2 <u, <1» Initialisation. ug = 2.
2 < u, < 1, f étant strictement croissante sur [1 1] |

f(%) f(u,) < f(1), soit 2 < u,, < 1. Conclu- ] 4
sion.|- < u, < 1| pour tout n.

Hérédite. si

NIA A 3

3un—u% u,(1-up) c 0
-u, = -u, = >0,car0<u, <1:(u,) est strictement croissante.

n+1 n 2 n 2
2-u
St s etT-u, >0:T-u, < 2(1-u,)

_2-3uprul (1-up)(2-u,)

4.a)1-u,, = = . Comme u, 2 7, = u
3\" SRR =) Ay )
(Z),alors1—un+1sz —() -5() . Avec 2.:

2 2
1
2
14
3 1
Z) <%,dou1—u <5 <0,071etju, >0,99|

3.u

b) Récurrence : 1 - u, = % .

n
O<1—uns%(%)n.Pourn214 (%)ns(

® Corrigé de l'exercice 11
1. a) Zf9e=0 u, = 10uy+r(0+1+--+9) = 10u, +45r = 145 etzk 10 Up = 10U +r(10+--+19) = 10U, +145r =
445, Par différence, 100r = 300 : ‘r 3,up=1,u,=3n+ 1\ b) 2026 = 3 x 675+ 1 = u,, : oui.

Uy + -+ v, = SIS ot (04 1)(3n +2) = 3852 &= 3% +5n-3850 = 0: A = 46225 = 2157,

(lautre racine est négative). ¢) 4% -1 = (4-1)(1+4+--+45") = 3m, avecm € N :
48 =3m+1=u_. (Ainsi1=uy 4 =u, 16 =ug, 64 =u,,.)
2. a)Onfactorise g*: v, +v,+v +v, = * (v, + v, + v, + v;), donc 480 = 30q“, q“ = 16,¢% = 4 et q = 2.

Siq=2:vy(1+2+4+8) = 30,v, = 2, [v, = 2™7]. Siq = -2: v;(1-2+4-8) = 30, v, = -6, [v, = -6(-2)"]
=9 o - +1 _[on+2 o 7 = . - -2 _ +2
b)g=2:3p v, =2(2™"-1)=[2"2-2]; q=-2: 3} Vv, = -6x = =|-2-(-2)"?]

® Corrigé de l'exercice 12

SR ST e e T g - _2m3 _gq. - :
1 S = 5= e T35 9 T T e OO0 T TR(n2R 0:(S,) est strictement croissante.
A1 (R1PoR2 2k ; _ 3815
2. 4 "G T mwer © ey - Telescopage: S, =1 (n+1)2 (on retrouve 2, 5, -2). Comme
1 1.[3
)2 Sz. ASSn<1.
=3 -3,86_29 -2 ,10 _ Poa _ 2 . i
3. P =5, Py=Sx2=5,Py=cx=2 P >0et P = 1+ e 1: (P,) est strictement
croissante.
2 R2+3R+2 _ kel ks2 its ta i e 2530t
4. R°+3R+2 = (R+1)(R+2), donc1+k(k+3) e -k ke Produits telescopiques : TXo XX T =
3 h g2 3 . _ 30 3 6 b 3.3
n+1et x5x B B e=8 F B =3 poct’ . Comme n + 3 2 4, O<n+ €3¢ 2sPn<3.
Enfin P, >2,99 & 2 < < n+3>600: [n=598]

Maths Olympiad e



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 13

1. Chaque c6té est remplacé par 4 cotés trois fois plus courts : ¢, = 4c, et? , = %” Suites

P—c{’—3().

geometriques: ¢, =3 x 4", £, -3,,,

n

2. P2 3(1 + %) = 3+n: pour tout réel M, P, > M dés que n > M ; (P,) n'est pas majorée.

W\" O 12 4\13 )
P,>100 < (5) — %= 33,3; or( ) %31,6 <33,3<42,1= (5) et (P,) est croissante : le

premier rang est
3. Pour passer de K, a K, _,, on ajoute c, triangles équilatéraux de coté 3" = 3,“1, d'aire £ 9,11

n+1?

chacun: A, ,-A, = 3x4"x il =\/_() Par télescopage, A = A +z”1‘/_(9) B, \/_ (5)'

4x9m+T 12 k=0 712 ETE >

soit |A, = g (8 - 3(%) ) < 82—‘{)5 = 2—‘5/5 L'aire reste inférieure aux % de l'aire de K, alors que le

périmetre n’est pas majoré.

® Corrigé de l'exercice 14

1. Pour déplacer n+1 disques, il faut a un moment déplacer le plus grand : les n autres sont alors
empilés sur la troisiéme tige (h, déplacements au moins), puis on déplace le grand disque (1),
puis on remet les n disques sur i (h,): h ., =2h +1. h, =1,h,=3,h;=7,h, =15: on
conjecture h, =2" - 1. Preuve: h . +1=2(h_ +1),lasuite (h, + 1) est ggométrique de raison
2, de premierterme hy +1=2:|h =2"-1] h, = 1023. Enfin 2'° = 524 288 et 2°° = 1048576 :
il faut [20] disques.

2. La (n + 1)¢ droite coupe les n autres en n points distincts, qui la partagent en n + 1 morceaux
(n-1segments et 2 demi-droites) ; chaque morceau coupe une région endeux: r, , =r, +n+1.

r,=2,r,="4,r;=7,r, =11 Télescopage: r, = r, +Z‘;;(1)(k+ 1) =1+ @, soit |r, = r'z*T”*z,

ryo=56. r, 22026 < n(n+1)24050;0r 63 x 64 = 4032 et 64 x 65 = 4160 : [64] droites.

® Corrigé de l'exercice 15

1. u,=3u,-= %, us = :*—f P(n): «u, estdéfiniet2 <u, <4 ». Initialisation. u, = 2. Hérédite. si
2<u, <4alorsu, z0etu, , estdéfini;x 5- % est strictement croissante sur ]0, +oo[, donc

5-2<u,,<5-2s0it3<u,, <4 Conclusion. pour tout n.

5u,-4-u? (u, 1)(u -4) . .
2. U, U, = T ;pour2<u, <4:u -1>0,u,-4<0,u, >0,doncu,, ,-u,>0:

(u,) est strictement cr0|ssante

i

d _ _up _ UnTh 1L G4 Atri i 1 = =
3. a)u, # 1,donc v, existe, etv, . = el i LV, : géometrique de raison ¢, v, = -2. b)

n
_ Ay _ . I s 1 DAL _ 448412 [
V, = -5 Z.dev (u,-1)=u, -4ontireu, = v = o = | i ,eth-u, =t ==t
® Corrigé de U'exercice 16

a) Vrai U, + U, , =2Uy+(2n + 1)r, suite arithmétique de raison 2r. b) Faux: u, = 2" donne 2,3, 5,

ety c)Vral siuy =0,alorsr=u, =qug =0. Sinon, r = (g - 1)u, et 2r = u, - u, = (g* —1)u0,
d’ou (g —1—2q+2)u0-(q—1) uy=0:g=1etr=0. d)Faux: nxn=n?donne0,1,4,et 1 # 3.
e) Faux: u, = n vérifieu, , - u, = 1 mais n’est pas majorée. f)Vrai: pournz1,u, =S -S, ,20
(u0 = S, peut étre négatif) g) Faux : u, = 2%1 € 10, 1[ est croissante et posmve donc (uﬁ) est

croissante (u2 = —<u ")

Maths Olympiad @
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Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de U'exercice 17

7 5 _ 49 _ 79

Lu=2u="u=7u,= == fX)=x < y

X2+ hx-8=0 e x=-2:23:0=2/3-2|=146. a
La figure est une spirale : u, < u, > u,, la suite n'est pas
monotone.

2. x » x? est croissante sur [0, 2], donc f est décroissante

i 7 7 . 79 1 : : | f
sur[0,2].S|1sxsZ:f(z)sf(x)sf(‘l),smtasf(x)s Cob
f([‘l,%]) c [‘I,%]. Comme u, = 1, une récurrence a X o
partir du rang 2 donne|1 suns% pourn22(et0$uns I 1
2 pour tout n, car f([0,2]) = [1, 2]). S
U, u, u; u; X
3. a)u g = £ o ) o £>0 Petu -2sontd
- a I’l+1 - f(u ) f( ) = - % . omme Un + > 0, un+1 -{e un - ? son e

signes contraires (et non nuls u, est rationnel, £ ne l'est pas). Avec u, < £, une récurrence
donne . b) Si0 < x < y < 2, alors f(x) = f(y), nombres de [1,2] c [0, 2], puis
f(f(x) = f(f(y)) : f - f est croissante sur [0,2]. Récurrence: u, = 0 < u, = 1;siu,, < U,,.,,
en appliquant f - f : u,. ., < u, . Donc (u,,) est croissante ; de méme, u, = % <u, =2donne
(u,,.,) décroissante.

bolu -8 = |u -8 x
- -
récurrence, |u, - £| < (16) |u2—l’|,et|u2—{’|=2\/§-3<%(\/§<%)1 lu, ’”<%( )n i

-
w

): Un"‘f <

” . Par

s%(nzz)et{’<%(2\/§<%car12<ﬂ

o=
(o)}

® Corrigé de l'exercice 18

1. b,,,=2a,+3"-3""=2a, -2x3"=2b_:(b,)estgéométrique de raison 2, b, =2; b, =2"" et
o322

2.a)u, =5,u,=16,u; =44 b)u, , -c2™ =2(u, -c2")+3x2": pour une raison 2, il faudrait
3x2" =0, impossible. c)On divise par2™':v, . = 2”’;,,—312n =V, + % : (v,) est arithmétique de

raison 2, vy = 1, d'oliv, = 1+ 30 et‘un = (3n +2)2"" ‘ d) w,,, - w, = (3k - 1)2% - (3k - 4)2%" =

(2k‘1(6k ; 2-3k+4) = (3k+2)2%" = u, v. Télescopage : Tp_ U, = W, , - W, = |[(3n-1)2" +2

w, =-2).

® Corrigé de U'exercice 19

1 1 2(kR+1)-k k+2 - n R+2 1
- = S v oo =] -
1 o (R+1)2k ~ R(R+1)2R ~ R(R+1)2k 7 par telescopage, 2., k(lm)zk L (n+1)2n [

2. a) On met k(R + 1)(k + 2) en facteur : k(k + 1)(k + 2)[(k + 3) - (R - 1)] = 4k(k + 1)(k + 2). Avec p,,

R(k+1)(R+2)(k+3): Sy, k(k+1)(R+2) = 1 37 (p), - Pp_y) = p~4p0 = | 2020023 | ) (k1) (R +2)

R® + 3R? + 2R, donc D R3 = n(n+‘|)(rz+2)(n+3) - n("+1)2(2n+1) -n(n+1)= n(n+1) (n +5n+6-4n-2- 4)
M ‘13 vee n3 = (‘| vee F n)z‘

3. a)\/k+ ‘/—_J_[ \/_et\/_ VR - —\/_\/_ \/_

pour k de 1 a n (a gauche) et de 2 a n (a droite) : T, > 2(\/n+ —1)et T,<1+2(y/n-1). Pour

: d’ou l'encadrement. b) On somme

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

n'=10000: 198 < 210001 - 2 < T, 000 < 199, donc |E (T, 4000) = 198

10000)

® Corrigé de l'exercice 20

1.

f(-x) = -f(x) : f est impaire. x » 2x3 et x » x y e )

sont strictement croissantes, leur somme aussi : f est 47/ v
. o 3_ I

strictement croissante sur R.  f(x) - x = ZZ2 - |

2x(x-1)(x+1) .

== :points fixes[-1, 0, 1]

a) Récurrence : si 0 < u, < 1, alors f(0) < f(u,) < f(1),

soitO<w,,, <1.Surlo,1, f(x)-x<0:u,,,<u,(u,)

P 2u?
est décroissante. b)u, , =u, x =2
2u +1

1 0 o
,avec0<u, <ug:

<

|
ros 1 , !
< g, d'ou ju, < U, < qu,. Parrécurrence, |

1
3
( ) su,<q"u,|: (u,) est encadrée par deux suites

1
2x 3n - U 2n+1

]1, +oo[ est stable (f(x) > f(1) = 1) et f(x) - x > 0 sur cet intervalle : (u,) est croissante. De plus

1= (up-1)(2u2+2u,+3)
n+1 - 3

(1 " )(u0 - 1) (Bernoulli) : (u,) n’est pas majorée.

Siu, €{-1,0,1}, la suite est constante. Si u, <0, w, = -u, vérifiew, , = -f(u,) = f(-u,) = f(w,),
avec w, = -u, > 0: on se raméne aux cas précédents par symétrie. Pour -1 < u; <0, (u,) est
croissante et -1 < u, < 0; pour u, < -1, elle est décroissante et non minorée. Figure : u, = 0,9
(escalier qui descend) et u, = 1,05 (escalier qui monte).

geometriques. ) Uy =73:q= 3, donc

n
u > %(un - 1), car2u2 +2u_+3 27 ; par récurrence, u, - 1 2 (%) (Uug-12

® Corrigé de l'exercice 21

1.

Suite arithmético-geomeétrique, point fix 9 SRt % =10R, + % 10(R + —) geometrique
1

de raison 10, de premier terme 5 tR +1= %, R, =5 =i

_ 1 R _ 1({10™1-10 _ [10™1-9n-10 _ 999945 _ .
ShoaR, = —(Zg=110 -n) = E(T'n)' 0 Pourn = 5: 2229 = [12345]; pour
n=9:1 '91: 123456 789].

R, = -2"110ket‘|0k-1+9R donc R, =337 (1+9R,) = n+ 9537 R, : |9 divise R, -nl.

n 10 1
Ainsi R, =n+9m (m e N) : 3 divise R, si et seulement si 3 divise n (par exemple Ry = 9 x

12345679).

O

Somme géomeétrique de raison 10" : 1+ 10" + - + 10" yaut 12=1 10 , et le produit demandé
vaut 10;'1 x 110;:1 = 10';"'1 = R . Par contraposée : si N 2 2 n est pas premier, N = mn avec

1<n<N,etR, estundiviseurde R, tel que 1 <R, <R, : R, n'est pas premier (R, = 1 non
plus). Donc\RN premier = N premier‘ (la réciproque est fausse : R, = 111 = 3 x 37).

M Corrigé de l'exercice 22

1. A garde 90 % de ses habitants et recoit 20 % de ceux de B ; B garde 80 % des siens et recoit

10 % de ceux de A: d'ou les relations. a, = 470, b, = 130, a, = 449, b, = 151.

a,.,+b,.,=a +b :lasomme estconstante, égale a 600. Donc b, =600-a, eta, ,=09a, +
0 2(600 an) = 0,7a, +120. Point fixe: £ =0,70+120 < {=400; (a, - 400) est géométrique
de raison 0,7, de premier terme 100 : ’an = 400 + 100 x 0,7”\ et ’bn =200 - 100 x 0,7”\. (a,) est
strictement décroissante, (b, ) strictement croissante ; 400 < a, < 500 et 100 < b, < 200.

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

3.b,2190 < 0,7"<0,1;0r0,7°=0,118 et 0,7’ = 0,082 : au bout de[7 ans|. 4.0,1a, -0,2b, =
40 +10x0,7" - 40 + 20 x 0,7" = |30 x 0,7"|: suite géométrique de raison 0,7 (chaque année, A
perd au profit de B un solde de plus en plus faible).

® Corrigé de U'exercice 23

2 - (x - %)2 est strictement croissante sur [0, %] Récurrence : 0 < ugy < 7 ; si
0<u, <1, alors g(0) < g(u,) g(%), S0it 0 < u,,, < 7. Donc|0<u <2 etu,  , -u, =-ut<0:
(u,) est strictement décroissante.

2. a) 1 _ 1 1 10w

1. g(x) = x-x% =

Upq  Up u,(1-u,) u

;comme 2 <1-u,<1:1< 11u < 2. b) Télescopage

n n

1

1-u
dek=0an-1:n<s+-1<2n soitn+2<s - <2n+2: |[——<u <-1|
u, U u, 2n+2 N~ n+2
2 -y, - clyn 2=l 1 9.y, = Lk i & i - -
3. Up = Uy~ Upq o [ZpogUp =5 - Upq|< 50 1-U, = m : le produit est telescopique, (1 - u,)(1

u)-(1-u,)= “u—01 =[2u,q < 5.
€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. P(n): « u, est défini et u, > 1 ». Initialisation. u, = 2 > 1. Hérédité.siu, >1,alorsu, +1>0,
doncu,, est défini, ety -1 =2 - 2D 5 o conclusion. pour tout n € N.

el el

up+l (u,-1)+2 1 1

2. v, existe (u, 2 1) etv,,, = o = 505 =20 0

‘] . 0 P . ‘]
=V, +5t (v,) est arithmetique de raison >

— _ n _ n+2 _ 1 _ 2 |. . . .
avecv, =1.Doncv, =1+ ="etu, =1+ Vs T+-=1: (u,) est strictement decroissante, et
_ 2 _ _1__|1015
1<u, <2 Enfinu, =1 * 5028 =1+ 7072 = 1074t
3. a) Pour x # —% : f(x) = x < cx?+(d-a)x-b =0, équation du second degré (c # 0) de

discriminant (d - a)? + 4bc = 0 : une seule solution, a = %. Il faut encore ca +d = % #0:si

a+d=0,alorsd = -a, 4a® + 4bc = 0 et ad - bc = -a® + a® = 0, exclu. Donc et a est
'unique point fixe. b) a étant racine, b = ca® + (d - a)a, donc b - da = ca® - aa = -a(a - ca) et

_ (a-ca)u,+b-da_ (a-ca)(u,-a) _ _ a+d o 2 o _ _
Upo =0 = =i =~y g »aveca-ca="=r. Puis, en écrivant cu, +d = c(u, -a)+(ca+d)
asd . 1 c(up-0)+ 452 1 2c : 1 TP :
etca+d==": = ——2 =|— :la sulte( )est arithmétique. (Pour le défi:
2 Upy,q-a S (u,-a) u,-a a+d u,-a
a=3,b=-1,c=d=1,a=1,raison %.) c)a=1,b=-4,c=1,d=-3:(d-a)’>+4bc=16-16 =0,
. -2 .
ad -bc =1, a = 2, raison 12 =-1. Parb),u,,,-2= —Z:—_3 :siu, <2, alorsu, . <2;tous les
: 1T _ 1. 1 1 _podanly —o_ 2 Sla. gy = b
termes existent et sont < 2. Avec el Rt n,dou|u, =2 T (controle : Uy =3,
_8
U2 = g)

® Corrigé de l'exercice 25

1. Pour kR 2 1, Foq = Fpq = Fp, donc F2 = Fy (Fuuq = Frq) = FuFpe - FrqFr- Télescopage (et F2 = 0) :
(X0 F2 = FyFouy = FoFy = FoFpuq|(€X.: 0+ 14144+ 9425+ 64 = 104 = 8 x 13).

n- n+l n-n+l
. _ 2 o o . . _ 2 _ » » o » _ 2 _
2. Soitc, = F ,,F,_, - F;. Initialisation. c, = F,F, - F; = —1.' Heredite. c,,, = F F, - F ., =
(Fpq +F)F -F ,(F +F ) =F-F .F . =-c ;doncsic, = (-1)", alors c,,, = (-1)"".
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Conclusion.’F F .- Fﬁ = (—1)”‘. Un diviseur commund € N* de F, etF, . diviseF, ,F -F?

n+1" n-1 n+1" n-1 n
+1:d="1.
_ Fnathn 1 _ _ _ 1 1 _ @ _
3.a)rn+1-F—-1 r—,cp =@+1,donc o = 1+—etr cp-r——a-”p.b)rn+1 r, =
2 n+1 n n
Fn+2Fn Frs1 _ (_1)n+1 C O t td t 2 ( l . @
e ommer, ¢ >0,r ., -@etr -y sontdesignes contraires (nonnuls: r, € Q,
+ n+
. i _ 1 _
@ ¢ Q): @ est strictement entre r,etr, ., donc||r, -@|<]|r, ,-r,|= Fr ol c) Fio = 55,
144 89 144 1 1
=] = cl—< < —= _ = —— = —
F 1 89, F12 144: 89 ¢ 55 et 55 89  55x89  4895°

® Corrigé de l'exercice 26

: c = - - a —u =L
1. Récurrence: u; =1, etsiu, 21,u,, =u,+-5>u, 21 Doncu, 21, etu, “n'u%>0 (u,)

v

est croissante. u, =2, u, = 3

1) _ 3 1,0 3 3,4 3 3
2.(u+u—2)=u +3“xu_2+3“xF+$=“ +3+ 5+ -5 Commewu, 2T:3< U, -U,<7;e€n

sommant de k=0an - 1 (télescopage): 3n < u’-1<7n,soit|3n+1<u’<7n +1‘.
3. Pour k 2 1, u, 2 u; =2,doncuy, -up $3+2+1 =27 ;ensommantdekR=1an-1:

up s ui+Z(n-1)=8+2x(n-1). pour n - 333 : 1000<u33358+217"f32 1133,7 < 1331 = 113,
Donc 10 < Ugy5 < 11 |E(Uy55) = 10).

® Corrigé de l'exercice 27

1. a) Aveca = 3k, ona3a-= 3k—1 et 4sin’ a = 3sina - sin3a; en multipliant par 3% : 4 x 3% sin ik

3
kil gin X _ 2k - 3k k x
3% sin & - 3%sin y—_1, SOit [S,,; =S, ou s, = 3%sin 3,?—_1. b) Télescopage : 3, ,3“sin —k

sn+1_SO_l(”+1' X _gj ) = si =T n=1:sin°C in® o 25l
il 3 sin =2 sin3x), car s, = sin 3x. c)x-z,n-1.sm 2+35|n 6_1+8_ 5 et
1 T s 3 1(9 11

1 n_ 221 ==-(2 ==V

4(9sm6 smz) 4(2+1) s /-

2. a) sinZZa = 4sin*acos’a = 4sinza(‘| - sin’ a) = 4sin*a - 4sin*a /. b)Aveca = o ett,

4k sin? ,en multlpllant par T ¢ e sm4 ~ =t,-t,_,;par télescopage, la somme vaut t, -t
4" sin® £ - sin’ x. ot -t _, =4" sin* in > 0 (t,) est croissante. Pour x =m, n = 3 : la somme

2
vaut 64 sin g=32(1 —cosz)=(contr61e: 4+16x%+64(¥) = 32-1612).

® Corrigé de l'exercice 28

2-25u 5 (ug-V5)

9 161 51841 ;
= 2 = = - = =| >
1. u, o Up 5 U3 = S a Par recurrence, u, > 0. u,__, 5 20, 2 2 0, et
. 5-u?
Up, # V5 (u,,, estrationnel) : |u, >v5/pourn 2 1. Alors u, ;- u, = =2 < 0: (u,),,, est

n

décroissante. 2.Pourn 2 1: u, >/5,donc = < % J5. Avec u, : ?2? <\5< 28]

pn+ - pn 5q
3. a)(p? +5¢°)" -5(2pa)’ = p* - 10p*q? + 250" =(p -507)" (et 2 = £ 20 28

o 2 2 _ ba e 2 _ _ P54, _
u,.,). Comme pj - 5g2 = -1: p7 - 5q2 = 1, puis |p2 - 52 = 1| pour n = 1. b)un—\/g-T-

pn_sqn _ _ 2. _ 2 8 _
PYFTS -q%(un+\/§),etun+\/§>2\/§. Pourn=3:q,=23184 et 2//5x231842 > 4x 5x 108 =

2x10%: [0<u;-/5<107,

) on retrouve bien
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B Corrigé de l'exercice 29

1 E(JE):] = j<kh<j+1 = j2< k< (j+1)?:[2j +1]entiers. Pour‘lsksn2—1,E(\/E

prend chaque valeur j = 1,...,n - 1 exactement 2j + 1 fois, donc ZZiﬂ E(\/F) = Z}’;ﬂ j(2j +1) =

(n-1)n(2n-1) . (n-1)n _ n(n-1)(4n+1) Pourn =10:1615
3 2 6 : : i

2. a) 2,3,5,6,7,8,10,11 (les carrés 4 et 9 sont sautés). b) E(\/ﬁ+%) =m < m —% < Jn <

m+3 & m’-m+7sn<m?+m+1(nombres positifs, on éléve au carré) e m?-m+1<

n < m?+m, car n est entier. c) E(\/n +1 %) 2 E(\/ﬁ + %), doncu,,,-u, >1: (u, ) eststrictement
croissante. Pour les 2m entiersn de |, = [m2 -m+1, m?+ m], u, = n+m déecrit les 2m entiers
m?+1,...,m?+2m, C'est-a-dire exactement les entiers strictement compris entre m? et (m +1).
Les blocs I, ={1,2}, I, ={3,..., 6}, ... se suivent (m®> + m + 1 = (m + 1) - (m + 1) + 1) et recouvrent
N*: (u,) prend une fois et une seule chaque entier non carré, et jamais un carré. d) Le 2026¢
non carré est U, g, ; 452 - 45+ 1 = 1981 < 2026 < 2070 = 45% + 45, donc m = 45 et u,,, =[2071].

® Corrigé de l'exercice 30

1.a+B=2etaf=1-3=-2:aqa,psontles racines de x> - 2x - 2 = 0. En multipliant a? = 2a + 2
par a" (et de méme pour B), puis en ajoutant : a,, =2a,,+2a,. Commea, =2eta, =2
sont entiers, une récurrence double montre que a, € Z: a,,...,a, = 2,2,8,20,56,152,416.
2. P(p): « 2P | a,, et 2P+ | Aypq > Initialisation. 1 | 2 et 2 | 2. Héreédité. 2P divise a,, et

a,.1, donc 27" divise a,,,, = 2(a2p+1 * azp) ; puis 27" divise a,,,, et a, ,,, donc 272 divise
Ayp,3 =2 (a2p+2 i azp+1). Conclusion. P(p) est vraie pour tout p € N.

3.0<y/3-1<1,doncO<|B|"<1(et<1sin=1):-1<B"<0sin estimpair,0<p" <1sin est
pair. Ora" =a_ -B": sin estimpair,a, <a" <a, +1 et; sinestpaira,-1<a"<a,
et. Ainsi E((1 + \/5)2'””) = a,,,, estdivisible par 2°*". E((1 + \/5)5) = =8x19
etE ((1 + \/5)6) =[415]

€@ Corrigés : modes de définition

® Corrigé de l'exercice 31

1. a, est défini si et seulement si n?-5n+4 = (n-1)(n-4) 2 0. Le trin6me est positif a l'extérieur
de ses racines 1 et 4: |a, estdéfini < ne{0,1}u{4,5,6,..}| (a, et a; n'existent pas : on

étudie plutdt (a,)..,)- a,=2, a, =0, a, =0, a; =2, a, =/10.

2n - 5 est un entier impair, donc jamais nul : | b, est défini pour toutn e N|(le « n = % » n'est

pas un entier).

2. a)u, =5, u1=%=3, u2=%=3, u3=%=%, u4=2?1. On remplace n par n + 1, puis par 2n :
(n+1)?+5 n2+2n+6 4n%+5 .
Mg T nag 0= S (etnonu, +1ni2u,).

bJu,=3 < n?+5=3n+3 < (n-1)(n-2)=0:ne{1,2}, u,=5 < n’-5n=0:
ne{0,5}.un=4<=>n2—4n+‘l=0 & n=2%/3¢N: aucune solution.
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c)n- e 2 6 ("1rf+”)+6 =u, v.Commen-1€Z:u,€Z <> n—eZ < n+1divise

6 = n+1e{1 2,3,6}: ne{0125 (valeurs 5, 3, 3, 5)

n+5

3. Le point de D d’abscisse n est (n,n - 1), donc
6 .
d =u,-(n-1)= — >0 :

tous les points M sont au-dessus de D, de plus
en plus prés (I'écart diminue quand n
augmente).

6 _ 1

< — < —
d <01 < =<

<~ n+1>60:

d,<0,1 < n260

(dgy = 0,1 exactement).

Le nuage n'est pas aligné :

il « descend » de M,

a M,, reste au méme niveau en M,, puis remonte
en longeant D.

® Corrigé de U'exercice 32

1.u =n?-n: uy,=0, u; =0, u,=2, uy =6, U ,=(n+12-(n+1)-n*+n=|2n|

= f(6) = 30, v; = f(30) = 870. v, = 3 # u, = 0: les suites sont différentes
= f(v,) sont deux modes de définition distincts).

=90. v, ,,-u

2.v,=f(3)=6, v,
(u,=f(n)etv, .
Récurrence : v, € Z et, siv, € Z,alorsv,,, = v2-v, € Z; donc tous les v, sont entiers.
Pourn = 1,v, = v, ,(v,,-1)est le produit de deux entiers consécutifs, dont 'un est pair :

v, est pairpourn =1,

3. Si f(a) = a, une récurrence immédiate donne w, = a pour tout n ;
constante, w, = w,, soit f(a) = a. Ora’-a=a < a(a-2)=0:

reciproquement, si (w,) est

(w,) constante <= a €{0,2}|

De méme, w, = w, = - < f(w,)=w, < w, €{0,2}. a’-a=0 < aec{0,1} et
a’-a=2 < (a+1)a-2)=0 < aei{-1,2}: ]ae{—1,0,1,2}‘ (par exemple a = -1 donne

-1, 2, 2, 2,..., suite stationnaire).

4.t =5,t,=13,t,=25 1, =41;etn*+(n+1)*vaut 1,5, 13,25, 41 pourn =0,
«t =n?+(n+1)7%»

.., it. Soit P(n):

Initialisation. t; = 1 = 0% + 1%. Heérédité. Supposons P(n) vraie pour un entiern = 0 :
n2+(n+1)2+4n+4=(n+1)>+(n+2)>; t =n?+(n+1)>?

toutn €N, ett,,=100+121=221]

T

n+1

P(n + 1) est vraie. Conclusion.

pour
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® Corrigé de l'exercice 33

1. C; est formée de deux demi-droites: y = 4 - x pour
x<3ety=x-2pourx3(sommet(3,1)). On part de
ug = % : verticalement jusqu’a s (ordonnée u,),
horizontalement jusqu’a A, puis on redescend sur
l'axe, et ainsi de suite. Conjecture : a partir du rang 2,
la construction tourne sur un carré ; la suite prend

alternativement les valeurs % et %
3

= 5'
Soit P(R) : « u,, = % et Uy, =2

Initialisation (R =1): u, = 2, u, = % Hérédité : si P(R)
est vraie (R 2 1), U,,,, = f(%) = % etu,,,, = f(%) = % :
P(k + 1) est vraie. Conclusion :

S -7 =3 =3 =3
2.u1-|2 3|+1-2,u2 Uy =3, U, =3, Usg=>.

u

_ 3 _5
Upp = 5 u2k+1-§(k21).

1" Bac Sciences Mathématiques

Y
>

Y
)

32)Six23:f(X)=x-2#x.Six<3:f(x)=4-x=x < x =2(quivérifie bien x < 3).

‘Seul point fixe : 2 ‘

b)Si1<xs3:x-3<0,doncf(x)=3-x+1=4-x;puis1ss-x<3,etf(f(x))=4-(4-x)=x

c) Par récurrence, w, € [1,3] pour tout n ([1,3] est stable par f d’aprés b)). Donc w,,, =

n+2

f(f(wn)) =w, : lasuiteesta, 4-aq, a, 4-a,.. (périodique de période 2). Elle est constante

< bL-a=a <= .

4. Six 23, f(x) = x-2. Soit P(n) : «w, =w, -2n », pour 0 <n < 1012. P(0) est vraie ; si P(n) est
vraie avec n <1011, alors w, 2 w, - 2022 > 4, doncw,, =w, -2 =w, - 2(n +1).

Siw, = 2026 : w,,,, = 2, point fixe: |w, =2 pour tout n > 1012 | (suite stationnaire). Siw, =

2027 : Wy, = 3, PUis W, 4,5 = f(3) = 1 €[1,3], et d’aprés 3c) : la suite vaut alternativement 3 et
1: (W, =3, W,,,, =1(kR2506)| La parité de w, décide de tout.

® Corrigé de l'exercice 34

1. A = n>+4 > 0: deux solutions réelles, dont le produit vaut '1—1 < 0 : elles sont de signes

T

contraires. La positiveest |u, = ———— | u, = 51

n 2 1

2. On multiplie par la quantité conjuguée : (\/n2 +4 - n)(\/n2 +4+ n) =4, doncu, = -

UZ:@:\E—’I, u4:@:\/§—2.

v
n+/n2+4

Monotonie. La suite (n +/n2 + 4) est strictement croissante et positive (somme de deux suites

strictement croissantes) ; sin < p, alors n +Vn2+4 < p +,/p2+4, doncu, > u

strictement décroissante.

Encadrement. n?> < n> +4 <n® +4n+4 = (n+2)? (carn

2n<n+\yn2+4<2n+2: n11 <un<%.
+

2 =1 Sécri - :
3. a)ul+nu, =1s'ecritu (u, +n)=1,avecu, +n>0: u

Maths Olympiad
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b) D’aprés 2: n + n1—1 <n+u_<n+ % En passant aux inverses (nombres positifs) :

u = 1 > 1 = n et u, < ! = nel
" n+u, pn+l nZ+1 " np+L nZsin+1
n n n+1
B . | 515 . 266 566 _ 515 _
o) u,, = Y1%10 _ /55 - 5, donc L 2 < V26-5 < L Top SV26< g7} avec iR -y =
57166-57165 _ <107 (soit 5,09900 < /26 < 5,09910).

11211 11211

® Corrigé de l'exercice 35

1. w, -21;1 3, w3=%=2, w,=21=1, wy =21 =1, w, =11=2 w7=21;1=3: on retrouve

57 2
1, 2 3,2,1,1,2,3,..

=

2. Soit P(n) : « w, et w, . sont définis et strictement positifs ». P(0): a >0etb > 0. SiP(n)
est vraie, w, # 0, doncw,, = an_1+1 est défini, et strictement positif comme quotient de deux
n
réels strictement positifs : P(n+1) est vraie. Donc tous les termes existent et sont strictement
positifs.

3. On calcule de proche en proche (en remarquantab+a+b+1=(a+1)(b+1)):

b+1 W1 a+b+1 Wy+1 (a+1)b+1) a _a+1
W2 = 0 W3 = = 0 W4 = = X = 5
a b ab w, ab b+1 b
w, +1 we +1
4 a+b+1 ab 5 b
W, = = =] ) W, = =(a 1 =] L
> W, b a+b+1 La] °©  w, (@73 6]
Récurrence1sur Q(n 2 «w,,.=w,etw, . =w,  » Q(0)vient d’étre établie. Si Q(n) est vraie :
W, .+ + . .
a7 = ;’/n—es = % =W, ., etw, . =w,, :Q(n+1)estvraie. ’Wn+5 = w, pour tout n ‘: la suite

est périodique de période 5, quels que soienta>0etb > 0.

4. 2026 = 5 x 405 + 1, donc w,y,, = w, = 2] Les 2026 termes wy, ..., W,,; forment 405 blocs
2025

(wsj, 5M)de somme 1+2+3+2+1 =9, suivis de W, ,c =w, = 1: Z W, = 405x9+1 = 3646 |,
k=0

5. Si (w,) est constante, b = aetw, = q, soitﬂ=a = az—a—’l=0,d'oﬂa-i(cara>0)

1
“‘/_ , alors 2 = ¢ + 1, donc w, = ‘% = (p, et par récurrence

1+/5 1+J’) .

Réciproquement,sia=b = ¢ =

double tous les termes valent . |(a,b) = (

B Corrigeé de l'exercice 36

1. (ug,vy) = (2,1), (uq,vy) = (7,4), (uyv,)=(26,15), (us,v;) =(97,56). Par récurrence, si u, etv,
sont des entiers naturels non nuls, 2u, +3v, etu, +2v, aussi. Alorsu, , -u, =u, +3v, >0et
Vo -V, =u, +v, >0: les deux suites sont strictement croissantes.

5 2 2 _ =1 Siy2 2_1.
2. Recurrence. ug-3vy=4-3=1.5Slu;-3v; =1:

2 2R 2 _3(y2 AR 2 _32 -
us,q —3vy,, =4us +12u v, +9v;y 3(un+4unvn+4vn)-un 3vy =1. up-3vy =1
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3. a) Al-Kashi : AB2 = CA2 + CB2 -2 CA x CBcos C, donc

COSC_4X2+(2X—1)2—(2X+1)2_ 4x%-8x | x-2
N 2x2x(2x-1) _4x(2x—‘l)_ 2x -1

Comme sinC > 0 (angle d’un triangle) et (2x - 1) - (x - 2)> = (x + 1)(3x - 3) = 3(x*-1):

- = [{/3(x2-1
sinC = V1 - cos? =¥.

2x -1

[ 2_ 5
b) Aire = %xZXx(ZX—‘I)x 32()’:_11) =|xy/3(x2 - 1)|, etlahauteurissue derautz"g‘% =3 (x2-1)

(pour x = 2, € est droit : triangle 3, 4, 5).

4. Pour x = u, : d'aprés 2,3 (u? - 1) = 9v2, donc /3 (u2 - 1) = 3v, : |aire = 3u,v, et hauteur = 3v, |,
deux entiers. Les cotés 2u, -1, 2u,, 2u, +1 sont trois entiers consecutifs, et (u, ) est strictement

croissante : ces triangles sont deux a deux distincts, il y en a une infinité. Les trois premiers :
3,4,5 (aire 6) ; 13,14,15 (aire 84); 51,52,53 (aire 1170) ‘

© Corrigés : bornes et monotonie

® Corrigé de l'exercice 37

13
’

2
n“+n-9
- -a =1+9—2:1— 9 =]
2 n

n+1 n n+1 n(n+1) B n(n + 1) :

Le numérateur vaut -7 pourn =1,-3 pourn =2, et,pourn >3,n’+n-9>9+3-9 =3 > 0. Donc

1. a,=10, a, = a;=6,a,==. Pournz1: a

3

a,>a,>ayeta; <q, <a; <-: |(a,) décroit jusqu’au rang 3, puis est strictement croissante |;
3)2 .
elle n'est pas monotone sur N*. Enfina, -6 = ”22—”*9 = @ 20: |a, 26=a,|(plus petit
terme).
: o b e 2(n + 1
2. Les termes sont strictement positifs et — 1, o 2 x kAl ( ) =1 1 5
b n+2 2" n+2 n+2

n
(b,) est croissante |. L'égalité n'a lieu que pourn = 0: b, = b, = 1, donc la suite n'est pas

strictement croissante (elle l'est a partir du rang 1).

3. Quantité conjuguée : c, = \;:_”’);ﬁ = ‘/n_‘* 7 La fonction g : x +— /x +4 +/x est strictement

croissante et strictement positive sur [0, +oo[ (somme de deux fonctions strictement crois-

santes) ; si n < p, alors g(n) < g(p) et c, = ﬁ > ﬁ =Cp,: (c,) est strictement décroissante ,

et 0<cnsc0=2.

® Corrigé de l'exercice 38

1. -1 scosn<s1donnel1<2+cosns<3; -1<sinn<1donne2<3-sinn < 4. On divise des
nombres positifs (le plus petit numérateur par le plus grand dénominateur, et inversement) :

%suns% : (u,) est bornée.
2vp=2,v;=3,v,=8, vy =2 Comme0s -t <1:-1<(-1)"-L <1, doi|1<v, <3| vy>v,

etv, <v,: (v,)n'est pas monotone.
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3w, -1= % = % > 0 pour tout n € N (si n = 0 le produit est nul, si n > 1 les deux facteurs

sont positifs) : |w, 21| (w, = w, =1).

« (w,) n'est pas majorée »: (YMeR, dIneN, w, >M | Orwn=n-1+%>n—’l.50itMeR

etn=E(M|)+2:alorsw,>n-1=E(M|)+1>|M| 2M. (w,)n'est pas majorée.

® Corrigé de l'exercice 39

_ _ _ 10 _ _18 _9 _ 28 9 . 9 q s .
1. uy, =0, 'u1 = 2f uz‘- 5 = 2, uy = o= U= 55 Conjecture : la suite monte jusqu’a 2 (atteint
deux fois), puis décroit.
2.9 _pn2_ 2_ - - . .
2.2-y, = A0 o rognd . (n ’:2)(:; 2. Pour un entier n : sin < 1, les deux facteurs sont

négatifs ou nuls; si n 2 2, ils sont positifs ou nuls ; il n’existe aucun entier strictement compris
entre 1 et 2. Donc(n-1)(n-2)20, et |u, <2} avec égalité si et seulementsin € {1,2}: le
plus grand terme est u, = u, = 2.

Pour un réel, c'est faux: en x = %, (x-1)(x-2)= —% <0,et Xe3X _ 27 5 9 e fait que n soit

] > X2+1 13
entier est essentiel.

_ 3n-1 .
3. u,-1===>0pournz1: u,>1}

4. On réduit au méme dénominateur (n? + 1)(n? + 2n + 2) ; le numérateur vaut
(n?+5n +4)(n?+1)-(n?+3n)(n®+2n +2) = (n* + 50> + 5n? + 5n + 4) - (n* + 5n° + 8n? + 6n)
=-3n>-n+4=-3n+4)(n-1).

Ainsiu,-u, =0etu, ,-u, <0pournz2: |(u,),, estdécroissante strictement a partir du

rang 2 (et uy < u,).

5. Pournz1:u, <101 < f]’;;] < -5 & 300n-100<n”+1 < n(n-300)2-101. Si

1<n<299:n(300-n) =299 > 101, l'inégalité est fausse ; sin = 300: n(n - 300) = 0 > -101,

elle est vraie. |n, =300 (usy, = % = 1,00999). Pour n = 300, la décroissance et la question

3donnent 1 <u, <u;,,<1,01.

® Corrigé de l'exercice 40

1. Vrai. Si (u,) est croissante, u, 2 u, pour tout n (récurrence immédiate) : elle est minorée par
son premier terme.

2. Faux. u, = v, = n -3 sont croissantes, mais u, v, = (n - 3)? vaut 9,4,1,0,1,... Vrai si u, 20et
v, 20: U, v, -uv,=u, (v, -v,)+Vv,(u,, -u,) =0 (somme de produits de positifs).

2

3. Faux. u, = -n : (u?

) = (n?) est croissante, mais (u,) est décroissante.

4. Faux. f(x) = 3x-1)?: u, = (3n - 1)? vaut 1,4, 25,64, ... et est croissante (3n - 1 est positif et
croissant pour n 2 1, et u,, < u,), mais f(0) = 1 > f(%) = 0: f n'est pas croissante sur [0, +oo[.

5. Faux. u, = (-1)": (u,,) et (u,,,,) sont constantes (donc croissantes), mais u, = 1> u, = -1.

6. Faux. u, = n(1+(-1)")vaut0,0,4,0,8,0,... : u,, = 4k dépasse tout réel M dés que k > % (non
majorée), mais pour tout rang N, aveck 2 1et2R 2 N: u,, = 4R >0 = u,, . ; elle n’est croissante
a partir d’'aucun rang.

7. Vrai pour lasomme : siu, < Met|v,| <K, alorsu, +v, <M+K. Faux pour le produit: u, = -n
(majorée par 0) et v, = -1 (bornée) donnent u,v, = n, non majoreée.
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® Corrigé de l'exercice 41

1. Récurrence: u, =020, etsiu, 20,alorsu, +n 20,doncu, , = /u +n existe et est positif.
u;=y0=0, uy=y0+1=1, uy;=/1+2=13, u, =V3+3.

2. Soit P(n) : «u, < u, . » Initialisation : uy, = 0 < u, = 0. Hereédité: siu, < u
u,+n <u, . +(n+1), et lafonction racine carrée est strictement croissante : u
Conclusion : |(u,) est croissante | L'hérédité donne méme u, , < u, , pour tout n: elle est

neqs alors

n+1 < un+2

strictement croissante a partir du rang 1, mais pas sur N (u = u1).

3. Soit Q(n) : «u, 2/n» pourn 3. Q3 = /3. siQ(n)estvraie(n23):u, = /u+n2
Jyn+yn=2yn+1,carynz1. Donc unz\/ﬁ nz3)|

Nonmajorée:soitMeRetn=E(M2)+3;alorsn23etn>M2,d’oOun2\/ﬁ>\/M_=|M|2M.
4. Soit R(n): «u, < n+%». R(O):Os%. Si R(n) est vraie, un+1s,/n+ n+— or
(VasTed) =nevns1+2 2 neyn+d,
d’oﬂ,/n+\/ﬁ+%s\/nT1+%etR(n+1). u, <v/n+ 1 pourtoutn|,

5. Pour n = 2500 = 507 : 50 < U, < 50,5 < 51, donc |E(u,5,,) =50 De méme, si k = 2, alors

k>23etRsu,<sk+3<R+1: |E(ug)=k]

B Corrigé de l'exercice 42

_ _9 _ 64, - = 27 = 236
u1-2,u2-4,u3-27,v1-4,v- V3= o

2. Les termes sont strictement positifs. On fait apparaitre 'exposantn +1:

Upy (n+2\™17 n \™n+1  [n(n+2)\"" 1 1 ! 1
() R (1+a)=0- [1+2):
u, n+1 n+1 n (n+1)2 n (n+1)2 n
n+ n+1 Upa1 n n+1
Bernoulllavecq-1-( 1)Z_Oetm=n+1 (1-(n+1)2) 2 _W'm Donc - u Ehath T
1: |(u,) est croissante |
- Vi n+ 1\ n+ 1\ " n+1 n+1[(n+1) ! (n+1)2
3. De méme: = ( ) ( ) = ,et —/—= = Bernoulli
Vit n n+2 n+2 n+2\n(n+2) n(n+2) n(n 2)°
- 1 - .
(g=1+ + ey M = n+1):

Vi n+1( , _n+1 )_(n+1)(n2+3”+1)_n3+4n2+4n+1>

Vo, N+2 n(n +2) n(n +2)2 "~ n3+4n2+4n

Les termes étant positifs, v, <v, : |(v,) est strictement décroissante |

n+1

p <V, SV, (monotonies

6
des questions 2 et 3) : . Avecm=5:v5=(g) =?§2§§~2986<3 etu, 2u, =2:

2<u, <3pourtoutn 21| ((u,)est croissante et majorée).

bov,=U, (‘I + %) >u,.Soientn,m =1 et p le plus grand des deux: u, <u
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© Corrigés : suites arithmétiques

B Corrigé de l'exercice 43

1.

On calcule u, ., - u, (ou on simplifie d’'abord la formule).

arithmétique, a, = 2, r=-2|,

_ 5-2n-2-5+2n _ 2,
a, = 30 3

a)a, . -a, s =-5:

b)2n2+5n—3:(2n—1)(n+3)etn+3;tO,doncbn:2n—1: arithmétique, by =-1, r=2|

c)4n*+4n+1=(2n+1)?et2n+120,doncc, =2n+1: |arithmétique, ¢, =1, r=2|

dd, =3d,=4:d,-d,=0=d,-d, =1: ’non arithmétique‘ (la différence d,,, -d, = n
dépend de n).

a)u,g =u, +11r,donc -22 =11+ 11r, [r=-3]; u,=u, - 4r=[23] et [u_=23-3n|

b)23-3n=-100 < n=41: |-100=u,,| 23-3n=0 < n=§§£N: 0 n'est pas un
terme.

Cm s . g 234(37) _
c) 21 termes, de Uy = 23 8 Uy = -37 5 Uy + -+ Uyg = 21 x =022 = [-147 |

d)S,-S,,=u,etu, >0 < n< ? < n<7. Lasuite(S,) croit donc jusqu’au rang 7, puis

décroit (u, < 0 pour n 2 8): maximum pourn =7, S, =8x 22 =[100].

® Corrigé de l'exercice 44

1.

Les termes de A sont les 1 + 5k, et 1 + 5k = 2026 <= k = 405 : R varie de 0 a 405, soit 406
1+2026
termes. A = 406 x —= 0 E 203 x 2027 = 411481 |

B compte 40-10 + 1 = 31 termes (et non 30), de raison 2, de 173 77 : B = 31 x@ =31x47 =

[1457]

Multiples de 3 : 3,6,...,300 (100 termes), somme 100 x 23% = 15150. Multiples de 5 : 60

termes, somme 60 x % = 9150. Les multiples de 15 (20 termes, somme 20 x % = 3150)
sont comptés deux fois: C=15150+9150-3150=|21150|

Le k-iéme terme est 6k - 4, et la somme des n premiers vaut S,
suite (S,) est croissante (on ajoute des termes positifs), avec S,
S,, =27 x80 = 2160 > 2026 : il faut au minimum |27 |termes.

nx 282 - n(3n - 1). La
26 x 77 = 2002 < 2026 et

B Corrigé de U'exercice 45

1.

On utilise 2b = a+c: 2(x*+1) = (2x-1)+(4x+3) > 2x*-6x=0 > 2x(x-3)=0:
x €{0,3}|. Pourx=0:-1,1,3(raison 2); pour x =3: 5, 10, 15 (raison 5).

Les dénominateurs sont strictement positifs. En multipliant par (a+ b)(b+c)(c+a)>0:
2 _ 1,1
c+a b+c a+b
Or2(a+b)(b+c) = 2ab+2ac+2b?+2bc et (c+a)(a+2b+c) = (a+c)>+2b(a+c) = a®+2ac+c?+2ab+2bc;
leur différence vaut 2b? - a® - ¢2. Donc la condition équivaut a 2b? = a? + ¢?, c'est-a-dire a a?,
b?, c? termes consécutifs d’'une suite arithmétique v . Avec(1,5,7): 1, 25, 49 (raison 24) et 11—2,
%, % (raison 21—4).

< 2(a+b)(b+c)=(c+a)a+2b+0c).
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a)A=B-retC=B+r;commeA+B+C=m:3B=m, B—%.

b) Par la formule de transformation : sin A A = 2sin g COST = \/§cos r.
Donc /3 cosr = @ & COoSr = % Comme A = g-r> 0,ona0<src< %,d’oﬂr= %:

A=L C-7—" (contr6[e:@+@=§/).

12’

® Corrigé de l'exercice 46

a) Les nombres de siéges forment une suite arithmétique de premier terme s, = 18 et de raison
3:(s,=18+3(n-1)=3n+15}, |s,. = 90|

b) T, = 25 x 18220 - places.

18+3n+15 _ 3n(n+1 1)

c) Avec n rangées: T, = n x
T,, = 2323 - 2064 > 2000 : il faut |32 ] rangées.

2. a) Salaire du mois n avecA:a, = 6000+50(n-1). a, >6600 < 50(n-1)>600 < n>13:
a partir dum0|s( = 6600)

b)A, =nx a“;a =nx%‘r’o(n1)=6000n+25n(n—‘|)etBn=6600n;doncAn—Bn=25n(n—1)—

600n = 25n(n - 1 - 24) =|25n(n - 25)|.
c)2ans: A, -B,, =25x24x(-1) = -600 : le contrat B rapporte 600 DH de plus. 3 ans:

Ajp-By =25x36x11=9900: le contrat A rapporte | 9900 DH |de plus. (Les cumuls sont égaux
au bout de 25 mois exactement.)

, Suite croissante. T, = 22242 - 1953 < 2000 et

® Corrigé de U'exercice 47

1. a)u, =S, =5et,pournz2:u, =S -S ,=3n"+2n-3(n-1)y-2(n-1)=6n-1,formule

n
encore vraie pourn = 1. Ainsiu, . -u, = 6: |arithmetique, u, =5, r=6|

b)u,=a+b+cet,pourn=2,u, =S -S, ,=a2n-1)+b. Doncu,,,-u, =2apournz2,et
u,-u,=(3a+b)-(a+b+c)=2a-c.

Si(u,) est arithmétique: u,-u, = u;-u,,soit2a-c = 2a,d’'ouc=0. Sic=0:u, = 2an+b-apour

tout n > 1 (y compris n = 1), suite arithmétique de raison 2a. |(u,) arithmétique < c=0|

(n-1)r 1)r

2. S, =nu, + nn1), _p [u1 ] Donc

+(p+q2—1)r].

7
S, =S, =(P-q)u, +§(P2-p-q2+Q)=(P-q)[“1
o ) (pra-1)r] _
SiS, =S, avecp #q, le crochetestnul etS, =(p+ q)[u1 + %] =[o]
Illustration : S, = n(23 - (n - 1)) = n(24 - n), et S, =5, & (p-9)24-p-qg) =0: les

couples sont les |(p,24 -p)|avec 1 < p <23, p # 12 (par exemple S,, = S, = 140), et S,, =0
/(23421 +-+(-23) = 0 par symétrie).

3.Casr#0.u, . -u,=rdonne —— =11 -1} On télescope:
k+1 k u r\u, u
R k+'| kR R+1
n-1 -
z (__l)_lxun Y 1 _nr __n
Zu uk+1 up u | r ugu, rougu, Uy,
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n

Casr = 0. Chaque terme vaut u1—2 et la somme vaut :—2 = Y Application : uj, =3R+1(u, = 1,
0 0

oln
99
1 100
r=3,u,,,=301): = L
' 2100
;(3k+1)(3k+4) 301

® Corrigé de l'exercice 48

1.

a) C'est une somme de k termes consécutifs d’'une suite arithmétique de raison 1: kx
k(2a+k-1)
==

b) On cherche k 2 2 et a > 1 tels que km = 4052 = 2?2 x 1013, o m = 2a + k - 1. Comme
m-Rk =2a-1estimpairet>1: m > Rk etR, msont de parités contraires. Le facteur impair
divise 4052, donc vaut 1 ou 1013 ; l'autre vaut 4052 ou 4. Avec 2 < R < m, il reste seulement
k=4,m=1013, d'ot a = 21 = 505 ;

a+(a+k-1) _
== =

12026 = 505 + 506 + 507 + 508 est la seule écriture.

a) Par 'absurde, si 2/ = M aveck>2,a21:km=2""0oim=2a+k-1323.Lun des deux

facteurs est impair (parités contraires) et divise 2/*' : il vaut 1, ce qui contredit k = 2 et m 2 3.
Aucune puissance de 2 ne convient.

b) Soit N = 2°d, d impair, d 2 3. Posons k = min (2°*!,d) et m = max (25", d) : ils sont distincts

(Uun est pair, lautre impair), donc k < m, k 2 2, et m - k est impair ; a = ™1 est un entier = 1.

2
kQak-1) _ km _ 2°1d _ o, (Exemples : N = 2026 redonne k= 4; N =15: k=2,a = 7,

Alors > >

15=7+8.)

a) (5p +2)% = 25p? +20p + 4 = 5(5p? +4p) + 4 = Uspr.yy €8 (5P + 3)2 = 25p2 +30p + 9 =
5 (5p2 +6p + 1)+ b= Ugp,gp.q- LES carrés (5p +2)? sont deux a deux distincts : la suite contient
une infinité de carrés (4, 9, 49, 64, 144, ...).

b) Par l'absurde, si x*> = 7n + 3 avec x € N : par division euclidienne, x = 7qg +p avec 0 < p < 6,
et x> = 7(7q% +2qp) + p*. Les restes de p? (0,1,4,9,16,25,36) dans la division par 7 sont
0,1,4,2,2,4,1: le reste de x? appartient a {0, 1, 2, 4} et ne vaut jamais 3. Contradiction : (v,)
ne contient aucun carré.

© Corrigés : suites géométrigues

® Corrigé de l'exercice 49

1.

Pour une suite géométrique, u, = u,q>, donc g> = % =8 et (seul réel dont le cube vaut

8) ; puis u, = ”?1 =3et|u, =3x2"| uj+-+u, = 3><228%1 = |765] Lasomme u, + - +u,,
- 0 - 06 - 281 _ 5

compte 12 -5+ 1 = 8 termes, de premier terme u; = 96 : 96 x el 24480 u, >10° <

10° i : = =
2" > 12 ~ 33333,3. Or (2") est croissante, 2'° = 32768 et 2'® = 65536 : (uys = 98304,
Uy, = 196 608).

Pour une suite géométrique, u,,, -u, = u,q"(q-1). (a,): termes négatifs,a_ ,-a, = —%an >0:
strictement croissante. (b,): termes positifs, b, -b = —%bn < 0 : strictement décroissante.
(c,) : termes négatifs, ¢, , - ¢, = 2c, < 0 : strictement décroissante. (d,): d, >0 sin est pair,

d, < 0sinestimpair;d,=4>d, =-2<d, =1: pas monotone (raison négative).

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Les suites numérigues 1"® Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 50

1.

C,=10000x 1,06 =|10600, C, =10600x 1,06 =| 11236 |. Augmenter de 6 %, c'est multiplier

par 1,06: C,, = 1,06 C,, donc (C,) est geomeétrique de raison 1,06 et| C, = 10000 x 1,06" |

I, =1,06C, -C, =0,06C, =600x1,06": (I) est ggométrique de raison 1,06 et de premier

terme 600. La somme est télescopique : 22;3 (Ck+1 - Ck) = Cn - C0 (on retrouve 600 x R

0,06
10000(1,06" - 1)). En 10 ans : 10000(1,06" - 1) = | 7908 DH |.

C, 220000 < 1,06" > 2. La suite (1,06") est croissante, 1,06"" ~ 1,898 < 2 et 1,06'2
2,012 2 2 : le capital double au bf)ut de [12 ans], et Z=12v. Ab%: 1,047 =1,948 <2<
1,048 = 2,026 : 18 ans = % /. A8%: larégle annonce 9 ans, mais 1,08° = 1,9990 < 2 (le
capital vaut environ 19990 DH) : il faut (1,08 % 2,159) : la régle est en défaut, de
justesse.

1Y

® Corrigé de l'exercice 51

1.

p, = 0,8 x 1200 + 60 = [1020), p, = 0,8 x 1020 + 60 = [876]. Eliminer 20% laisse 80% du
polluant, soit 0,8 p,, puis on ajoute 60: p,., =0,8p, +60. p,-p,=-180# p, -p, = -144: pas

arithmétique ; £—1 =0,85 # E—Z ~ 0,859 : pas géométrique.
0 1

?=080+60 < 020=60 < [£=300] Avecv, =p -300:v . =08p, +60-(0,8 x
300 + 60) = 0,8(p, - 300) = 0,8v, : (v,) est géométrique de raison 0,8, avec v, = 900. Donc

p, =300+900x0,8"|

P,.. - P, = 900x0,8"(0,8 - 1) = -180 x 0,8" < 0 : (p,) est strictement décroissante. Comme
900 x 0,8" > 0, (p,>300]: le lac ne contiendra jamais moins de 300 kg. p, < 400 <

1 o A @ 9 . 10 . ~
0,8" < 1 = ;),111 ; or (0,8") décroit, 0,8° ~ 0,134 et 0,8'° ~ 0,107 : il faut[10 ans| (p, = 420,38,
P.o = 396,6).

Le point fixe est 5a (' = 0,8¢"+a < ¢ = 5a) et, commeen?2,q,., -5a=0,8(q, - 5a), d'ou
g, =5a+(1200 - 5a) x 0,8" |. Comme a < 240, 1200 - 5a > 0, donc g, > 5a: sia > 50, q, > 250
pour tout n et l'objectif n'est jamais atteint. Poura =40:q, =200 +1000x0,8" <250 <=

0,8" < 0,05;0,8" = 0,055 et 0,8"* = 0,044 : [14 ans|.

® Corrigé de l'exercice 52

1.

A chaque coin de K, le triangle découpé est rectangle, de cotés de l'angle droit 2 et 4 (un tiers

et deux tiers de 6) : ¢, = V22 + 42 =,/20 = | 2y/5|. De méme, les triangles découpés dans K, ont
2
n 2 \/_

b5 _ 5 oo z 2o o
ndouc, , =%2c,. Ainsi(c,) est ggométrique de raison

NP 4c2 g
pourcotés Let=t:cl =L+t =2
J5

3

2 _C

C

n
S 2 s B O -36(2
,eta, , =cp.q=3a,:(a,) est geométrique de raison 3, |a, = 36(9) .

a,<1 = (%) >36; (g)6 = 34,0 et (g)7 = 61,2, et (a,) décroit : (ag = 1,06, a, = 0,59).

PUiSAn =36 x ‘I_gg—)n” =81 (1 _(g)m‘l) <81, car (g)nﬂ > 0.

-3
9
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3. Le périmétre de K, est 4c,, = 24(

“|&

k
) de raisonr = 2 e]01[(\/§<3) Donc

1 72 o) 723*‘/5)
1-r _3_\/§( 9 5

et r"™' > 0 donne L, < 18(3 + \/E) ~ 94,25 cm : la longueur totale tracée reste inférieure a 95
cm.

L, =24x

S - |18(3 +J§)(1 - (@)M) ,

® Corrigé de l'exercice 53

1.

a)(a+b+c)a-b+c)=(a+c)>-b> =a’+2ac+c?-b?> =a?+2b%>+c?-b?> =a’?+b?+c?, carac = b>.
b) D’aprés a), a- b+c-—-‘|4 aveca+b+c =26, 0n obtient 2b = 12, soit b = 6, puisa+c = 20
etac-b2-36.aetcsont les racines de t2 - 20t + 36 = (t - 2)(t - 18). |2, 6, 18 |(raison 3) ou

18, 6, 2 |(raison %), 4 +36+324 =364 .

b = ag et c = ag?. La condition « a, 2b, 3c arithmétique » s'écrit 2x2b = a+3c, soit 4aq = a+3aq?,

et,commeaz0:3¢°-4g+1=0 < (q-1)(3g-1)=0 < qe{1,%}. Réciproquement, a,

2a,3aeta, 2, % sont bien arithmétiques.

a)Sig 21, alors a < aqg < aq?. Trois longueurs x < y < z forment un triangle si et seulement si

z < x+y (les deux autres inégalités triangulaires sont alors automatiques). Ici: ag® < a+aq <

ﬁw'
2

g’>-q-1<0. Le trindbme a pour racines ¢ = < 0, et il est négatif entre elles; comme

g=21>0: ’triangle = 1sq<(p‘.

b) @? = @ + 1, donc @(p - 1) = 1 et% =@-1 ‘/_1 .Si0<qg<1,les longueurs s'écrivent a’,

a'Q,a’'Q* aveca’ =aqg’etQ = % > 1: d'aprés a), |lfaut et il suffit que 5 < (, soit g > 5' Bilan :

V51 <qg< /5 I
2 2

c)Siq 2 1, ’hypoténuse est le plus grand coté: a’q* = a’+a%q> < q*-q¢*-1=0 < ¢*>=¢
(seule racine positive de t>-t-1), soitq = /g = 1,272, qui vérifie bien 1 < |/ < . Par la symétrie

deb): |[g=,/pouq-= ﬁ (« triangle de Kepler »).

® Corrigé de l'exercice 54

1.

D, =1,005x120000-2000 ={ 118600}, D, = 1,005x118 600-2000 = 119193-2000 = 117193 |
Ensuite, £ = 1,005/-M < 0,005/ =M < [P =200M| Puis D, = 1,005Dn—M—(’I,005{’-M) =
1,005(D, -?): (D, - ¥) est géométrique de raison 1,005, de premier terme 120 000 - 200M, d’ou
D, =200M + (120000 - 200M) x 1,005" |.

D,,,-D,=0,005D, -M = 0,005 (D - 200M) = 0,005(120000 - 200M) x 1,005". Si M < 600,
alors 120000 - 200M > 0 et D, , 2 D, : la dette ne diminue jamais (elle reste égale & 120000
si M = 600). Le nombre 600 est l'intérét du premier mois (0,5% de 120000) : une mensualité
M < 600 ne paie méme pas les intéréts.

Avec M = 2000 : £ = 400000 et | D, = 400000 - 280 000 x 1,005" |; D..,-D,=-1400 x 1,005" <
0: (D,) est strictement décroissante. Le crédit est remboursé dés que D, < 0, cC'est-a-dire
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1,005" > gggggg 12 ~1,6286: 1,0057" = 1,4249 et 1,005 = 1,4320. Ainsi D,, = 1022,5 DH : la

72° mensualité (environ 1027,6 DH) solde le crédit : |72 mois ), soit 6 ans.

x 60
4. Dgy = 0 < 200M(1,005% - 1) = 120000 x 1,005%° < |M= % ~ 2319,94 DH

(1,005%° = 1,34885). Le couple verse 60M = 139196 DH : le coiit du crédit est d’environ

19196 DH},

€ Corrigés : suites récurrentes

® Corrigé de l'exercice 55

f(2)=,U2=f(3)=@,U3=f(6 =r y @ T 2o
u, f(2‘l)=. Comme‘l+2+--+m=m(21), i
onabienu,  , =1+2+-+u,. Récurrence, P(n):
«u, € N». Initialisation. u, = 2 € N. Hérédite. Si

u, € N, l'un des deux entiers consecutifsu_, u, +1
est pair, doncu,(u +1)est pairetu, . = ”"(”2””) eN. | (1,1)

Conclusion. Tous les u, sont des entiers naturels.

1. u,

<
n

2. Pour x # y dans [0,+oo[ : f(x) - f(y) = (x2—y22)+(X-y)'

1
d’ou le taux X”“

> 0: f est strictement croissante.

+X-2 Xx(x-1) |. .
Puis f(x)-x = Kox2x _ | Xx1) | ag points fixes sont Z 1 x

2 2
[0et1}

3. Recurrence, P(n): «0<w, <1». Vraieaurang0;si0<w,A <1, lastricte croissance de f donne

f(0) < f(w,) < f(1),s0it0 <w,_,, < 1. Donc 0 <w, <1 pourtoutn,etw,, -w, = M <0:
(w,) est strictement décroissante.
4. De méme, w, > 1 pour tout n (car f(x) > f(1) = 1si x> 1),doncw, , -w, = M >0: (w,)est

X(X 1) est croissante sur [1 +oo[ (produit de fonctions

WO(WO 1)
2
tout réel M, l'entier n = E(I ') + 1 vérifiew, >né > |[M| 2 M : (w,) nest pas majorée. Pour (u,):

croissante et w, > w,. La fonction x ~

positives croissantes), d'od w, , -w, 2 6 = > 0, puis, en sommant, w, > w, + n6. Pour

w,=2,6=1,donc|u, 2n+2|;(u,)est croissante et non majorée.

Sur la figure, f est croissante: on obtlent des escaliers. Depuis = =5+ les termes descendent vers
0 (w, = 0,855, w, = 0,793, ...); depws , ils montent de plus en plus vite (w; = 2,24) : le point

fixe 1 « repousse » les termes, tandis que les termes compris entre 0 et 1 restent entre 0 et 1.
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® Corrigé de l'exercice 56

1.

u, =& =[2], u, =| /10| La fonction x + 3x + & est / y=x
strictement croissante et positive sur [—§,+oo[, et la
racine carrée est strictement croissante sur [0, +oo :
leur composeée f est strictement croissante. Et f(4) = @
V16 = 4. |Initialisation. 0 < u, = 0 < 4. Hérédité. Si

0<u,<4alors f(0) < f(u,) < f(4),soit2su, , <4 2 1
donc 0 < u,,, < 4. Conclusion. |0 <u, <4 |pourtout |
n. 1 1

Pour x € [0, 4], avec la quantité conjuguée (v/3x + 4 +

x22>0): Uy uy u, us X

3x+4-x2 _(4-x)x+1)
V3X+4+X V3X+h4+X

Pour x = u, € [0, 4], ce quotientest>0:u, , >u
(u,) est strictement croissante.

f(x)-x =

n'

16-(3u,+4) _ 3(4-u,)
4o fBup+h b f3u 44

b-u, =4~ /3u, +4= .Commeu, 20,,/3u, +4 22 et le dénominateur est

26: 4—un+1_1(4 u,). Par récurrence immédiate, 4 - u, <( ) (4 -u,), d'ou 4-isu <4

Pourn 2 9: Zin < = 512 < 0,01, donc u, > 3,99. Figure ci-dessus : f est croissante, les termes

montent en escalier vers le point (4, 4), sans l'atteindre.

® Corrigé de l'exercice 57

1.

1 B 9/5 9 27/11 27| 3 3 3(2x+1)-3 ] [
= =|= = —/— = | = = —— = | =| =- = = , OO
U §+1 ' ) 11/5 1 [ Us 29/11 29 2 2(2x+1) 2(2x+1) 2x+1 . Sur

2x + 1 est positif et croit, donc 2X1—+1 décroit et f est strictement croissante. Comme f(0) =

etf(1)=1:si0<wu, <1,alors0O<u, , <1 et0<u,<1: parrecurrence, 0<un<1.Enﬁn

f(x)-x= 3"2)2(’:1 X = Z’Z‘S 1") >0sur]0, 1[ : (u,) est strictement croissante.

u, #0,doncv, existeetv,, %
n
pointfixe 1(t=1+2 < t=1). Doncv,,,-1=1(v,-1): (v, - 1)est géométrique de raison

2 1
=4+ -V _+
3 3vn

wIN

: (v,) est arithmético-géométrique, de

w|=

x L =
ul’l

2 _ 3" ok
, AVeC Vv, -1=2. Douv _1+3n_ m et un-3n+2

_2
(ug = T V).

u, = 1- 3,,2—+2 : 3" + 2 croit, donc ﬁ décroit et (u,) croit, avec u, < 1. u, > 0,999 <

2 1 n . 6 _ 7 _ . - _ 5N 2\ _
L < > 3">1998;0r3%=729et3” =2187: [n=7| EnfinT, =37 (1+3)=

(n+1) +2><1(1—)n+ (n+1)+ 3( )- n+l+—l (T,=3=21v).

1 +
3 3n+1 3n 0 ug
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® Corrigé de l'exercice 58

1. u

=12 = V3, u, = %\/5 = @ Récurrence, P(n) : « u_ > 1 ». Initialisation. u, = 3 > 1.
Hérédité. Siu_>1,alors u?+3 > 4,donc \Ju2+3>2etu, . > 1. Conclusion. u_> 1 pour tout n.
u2+3 2 3(1—u%)

s 2 2 _ Up*3 _ 3(1-up) X 2 ang . .
Pl‘JIS Upw ~Up = == —Up = =772 < 0; les termes étant positifs, u, , <u, : (u,) est strictement
decroissante.

2w = U3ty : (w ) est géométrique de raison 1, avec w, = 8. Donc u? = 1+ £ et
R I T 4 T 4'nc n g q 4! 0o~ * n~ 4n =
- 8
commeu, >0, |u, -,/1 *our b
2

_ Ut o wy - Wn _ 4 in> A 11

3.u,-1= v e >0,etu, +1>2,donc|O<u, -1<=2,Sin211: &S 55= 50r<

_ln+‘l
1076, Enﬁnzgzouﬁ=zzzo(‘l+4%)=(n+1)+8x1(‘*) = n+1+33—2(‘|— 1 )

1 n+1
1 7 4

® Corrige de l'exercice 59

1. x — 5x-6 est croissante et positive sur D, la racine y
est croissante : f est croissante sur D. Pour x € D
(x>0): f(x)=x < 5x-6=x> & (x-2)(x-3)=
0 : les points fixes sont [2 et 3] Avec la quantité (3,3)
conjuguée (f(x) + x > 0): :

N

) = 5x-6-x° =_(X‘2)(X‘3). C’f @2
f(x)+x f(x)+x : |
2. Recurrence, P(n) : « u existe et 2 <u,_ <3 ». Vraie
pour n = 0. Si P(n) est vraie, u, € D, donc u,,
existe, et f(2) < f(u,) < f(3) (stricte croissance), ‘
soit 2 < u,,, < 3. Donc P(n) est vraie pour tout n.
Sur 12,3[, (x - 2)(x - 3) < 0, donc f(x) > x : (u,) est
croissante.
Sia=4:deméme, P(n): «u, >3 »se propage, car f(u,) > f(3) = 3, et sur 13, +oo[, f(x) < x:
(u,) est décroissante et reste > 3 (escalier de droite, u, = J14).

ulo
(S ol
~
>

3. u;=\7-6= : or1< %, doncu, ¢ Detu, = V-1 n’existe pas : la suite s'arréte au rang 1.

4. a) Posons § = 2%’ > 0. Par hypothése, tous les u, sont dans D. Si g < u, < a(vrai pour n = 0),

alors2-u,22-qa,3-u,>"1etf(u,)+u, < f(a)+a<f(2)+2=4,donc

_(2—un)(3—un)>(2_a)x1 i}

-u, .= > 6,
n n+1 f(un) + un 4

u

soitu,,, su,-6<a: parrécurrence,u, <aet|u, , su, -6|pourtoutn.

b) En sommant, u, < a-né. Pourn > “’2/5

c)Si2 <a<3,[2, 3] eststable par f (f croissante, f(2) = 2, f(3) = 3); si a 2 3, [3, +oo[ est stable:
tous les termes existent. Si g < a < 2, la suite s'arréte (b).

,onobtientu, < g, C'est-a-direu, ¢ D: contradiction.

Conclusion : | (u,) est définie pourtoutn < a=22| Sur la figure, depuis % DUy = V3, u, =

1,631, uy = 1,468, u, =~ 1,158 < % : l'escalier de gauche sort du domaine et u. n'existe pas.
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® Corrigé de l'exercice 60

1.Si0<x<2,2x-Ts0et|f(x)=2x|;si5<x<1, v e
f(x) =2-2x|. Dans les deux cas f(x) € [0,1]: [0, 1]
est stable. Points fixes: 2x = x & x =0, et 2o

- =2c|11]: 2
2—2x-x<=>x-3e[2,‘|]. Oet3.

IN

[LIFS

e

wIN
——— Wi

~

|
= 2 = 2 =2-8_-58 =2-12_2_ |
2.u1-7,u2-7,u3-2 > = U, = e Ze e
u,. Recurrence surn=1:u, =u,,etsiu, . =u,

alors un+4 = f(un+3) = f(un) = un+1' Donc

pour tout n > 1 (cycle 2 » 2 - £ - 2 triangle

rouge). Comme 2026 = 1+3x675, | U0 = Uy = 5 | €t

les 2025 = 3 x 675 termes de u, a u,,, forment 675

2+4+6 _ | 8100
7 7 |

~i=
NIN f——————
Nl - ————f——
NIo F—————

=

x

cycles: 675 x

Siu, = % tuy = %, u, = %, uy =1,u, =0, et0estun point fixe: u, =0 pour tout n 2 4, la suite
est stationnaire.

3. a) Récurrence : my = p. Si u, =

T avec 0 < m_ < q: lorsque 2m_ < u - 2 avec
q = n - q . q n - ql n+1 = q

_ 2g-2m,
Upy = —5 - avec 0 < 29 -2m, < g. Dans les deux cas

0 <2m, < q; lorsque 2m,_ 2 gq,
m,., €{0,..,q}.

b) Les g + 2 nombres u, ..., U,,, Ne peuvent prendre que g + 1 valeurs =, ..., % : deux d’entre
eux sont égaux, u; = u; aveci < j. Posons T =j -i 2 1. Récurrencesurn 2i: u,, = u;, etsi
u,;=u,alorsu, . .=f(u ;)=f(u,)=u,,. Doncu, . =u, pourtoutn 2i: toute suite issue
d’'un rationnel de [0, 1] est périodique a partir d’'un certain rang.

4. sur[o0, 1], f(x) = 2x & [0, ] et f(f(x)) = 4x; sur [1, 1], f(x) € [1,1] et f(f(x)) = 2- 4x; sur [1, 2],
F(F() = 2-2(2-2x) = 4x -2 sur [2,1], f(F(x)) = 2(2 - 2x) = 4 - 4x. Les solutions de f(f(x)) = x

alo

sont 0, %, %, % (chacune dans le bon intervalle) ; on retire les points fixes: |x € [%, %} - avec

5
f(3) = 2 et f(2) = 2 (carré vert de la figure).
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€© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1. a3=az+ao=2,pui504=3,a5=4,06=6,a7=9,as=13,ag=19,a10=28,a11=41, a,, =60,

Sia,, a,,, a,,, sontdes entiers > 1,alors a5 = a,,, +a, aussi : par récurrence (initialisée aux
rangs 0, 1, 2), tous les a, sont des entiers > 1. Enfina,,;-a,,=a, 21> 0 pourtoutn=0:
(a,),,, est strictement croissante.

2. @, = 0,5 - G, donc la somme est télescopique : 70, = Spo (0.3 - p.y) = @
a,,-1 (pourn=4:1+1+1+2+3=8=a,-1").

_az=

o

343" 49" 7
< 1, tandis que (%)n > 1. Héredite. Supposons P(n), P(n + 1), P(n + 2) vraies. Alors

n n n n+3
- 3)'(2.1)=(3) 26 <(3) 22 _(3
n+3'an+2+a”s(2) (4”)'(2) "8 S(2) * 8 _(2) !
n-3 n-3 n-3 n
Groale) (e 0EE sesaly) Sl
n+3 5 25 5 125 5 125 5

n-3 n
P(n+3) est vraie. Conclusion. (—) <a s(%) pourtoutn: (a,) est encadrée par deux suites

3. P(n): « (%)n_3 <a, s (%)n ». Initialisation. Pour n € {0,1,2}, a, = 1, et (%)n_3 € [E = 5} est

geometriques.

4. Les parités de a,, .., a, sont : impair, impair, impair, pair, impair, pair, pair, impair, impair,
impair : (a,,ag,ay) = (9,13,19) a les mémes parités que (a,,a,,a,). Or la parité de a,_ , =
a,., +a, nedépend que de celles de a, ,, et a_ : par récurrence (aux rangs n, n + 1, n + 2),

a,., et a, ont méme parité pour tout n, et le motif des parités se répéte avec la période 7 :

a, pair < lereste den par7vaut3, 50u 6| Comme 2026 = 7 x 289 +3, | a,,,, est pair|, et

Ao+ + Uy0,3 = Oy0,6 = 1 €St impair.

® Corrigé de l'exercice 62

1. a) Récurrence double, P(n): «u, etu . existentetsont> 0 ». Vraie pourn = 0;si P(n) est vraie,

2
_ Upat3 8 . i = 143 _ = 16+3 _
u, # 0,doncu, , = == existe et est > 0: P(n + 1) est vraie. u, = == = (4], uy = === [19),

. P . 2 5 —u? . =

b) En multlpllantzla deﬁrzntlon paru,: u,,u,-us ., =3. Aurangn+1:u, .u, , -u; ., =3.
~ . ~ ; N

DoNC u,,3U, ., + U2, = U2 +u, U, soitu, . (u,5+u,,) = u,,(u,,+u,) etlon divise par

un+1un+2 >0.

o _ Upptuy o - - ﬂ — LY — _ 5 —
c) La suite w, = S est donc constante : w, = w, = =— = 5,d'ou |u,, =5u, ,-u, | Recur

rence double: u,, u, sont entiers, etsiu, , u, , lesont,u, ., =5u, ,-u, aussi: touslesu, sont
entiers (alors que la définition comporte une division !).

2. Récurrence double: u, = u, = 1s'écrivent3x0+1;siu, =3s+1etu,,, =3t+1(s,tentiers),
alorsu,,, =5(3t+1)-(3s+1)=3(5t-s + 1)+ 1. Le reste vaut donc toujours 1. Sid 2 1 divise

u,etu, ., ildiviseu, u -u2 . =3,doncd €{1,3}; or 3 ne divise pas u,, : [d=1]

n+1?
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3. P(n):«u, ,2u, » U, =uq;siu,,,2uy,alorsu, ,-u, , =4u, ,-u, 23u, ,>0.Donc(u,)est

n+1 =

croissante, et pourn=1:u, , =5u,-u, , 25u, —un = 4u . Par récurrence, |u, > 4"y, = 4"
pourn > 1.

2
u u Uy, o Up=Ub, < . up, u .
4, 2 - k1 o Tk2kTked o 3 Epsommant de 0 & n, la somme télescope : 3S, = -2:2 - -1, sojt

Yeer  Ur YU+ UpUp1 Uper  Uo

1 (Uno2 Uy 1 .
S, == -1l orfe2 -5_ <5,doncS, < 7;et, pourn 21, — < - (question 3), donc

3 u un+‘| n+‘| n*‘l =

n+1

un+2>ﬁ >l 15 3. §< 4 = l=§./
un+1'4et5n-3x4'4' 2 SSn<3| Sy =T+gp=27)

B Corrigé de l'exercice 63

2
-2 _ - _1 _1 _ _l Qo 9n2
T u,, -u,=u; un+a-(un 2) +a-,2¢avece=a-, >0. En sommant ces inégalités de 0

an-1:u,2u,+ne=ne. Pourtout réel M, l'entier n = E(I I)+‘I vérifie u, > M: (u,) n’est pas
majorée, donc pas bornée.

2. 1-4a 2 0 est le discriminant de x>-x+a, et £ en est une racine: {’2+a =f. Comme0<+1-4a<1,

ona0c<?c< % f est croissante sur [0, +oo[. Récurrence : 0 < <?;si0<u, < alors

<a=f(0)< f(u,) < f(?) =% Donc|0O<u,<?|: (u,)est bornee. De plus u, = a 2 u,, etsi
u, s u,., (deux nombres de [0,¢]), alors f(u,) < f(u,.,) : (u,) est croissante.

3. Soit x € [a,-a]: |x| < -a,doncO0<sx’<a’etasf(x)<a’+a.0ra’+as<-a < a(a+2)<0,
ce qui est vrai pour -2 < a < 0: [a,-a] est stable par f. Comme u,, = 0 € [q,-a], par récurrence
u, € [a,-a], d’ou |u,| < -a < 2: (u,) est bornée. Poura = -1:0,-1,0, -1, ... : la suite est
périodique de période 2.

4. a)u,=-betu,=b>-b=bb-1)>2x1=2,carb>2etb-1>1.
b)c=bb-1)etc-1>1,doncé=c(c-1)-b=bb-1)(c-1)-b=b[(b-1)(c-1)-1]>0,car
(b-1)c-1)>1. Récurrence surn 2 2 : u2=c;siun2c+(n—2)6(2c>%),alors,xn—>x2—x
étant croissante sur [%,wo[, U, -U =ul-u -bzc’-c-b=6,etu,,2c+(n-1)5. Comme

en 1, (u,) n'est pas majorée. En réunissant les quatre cas: |(u,) estbornée < -2<as

FSYEN

Remarque. Lensemble des nombres (réels ou complexes) a pour lesquels la suite 0, a, a® +a,
.. reste bornée est le célebre ensemble de Mandelbrot ; nous venons de déterminer sa trace
sur la droite réelle : le segment [-2, %]

® Corrigé de l'exercice 64
a) W S Uy * Uy & Uy -U, S U
croissante.
2.4 - o a4 -
b) Pour n®: d, =2n+1 croit. Pour —=: d, = (m)(n 5
d =u,q"(g-1)etd,, , -d, =uy,q"(q- 1)? 2 0. Les trois suites sont convexes.

pey &= d <d . :(u)convexe < (d,)

croit, car (n + 1)(n + 2) croit. Pour u,q" :

2. Supposons (u,) convexe, majorée par M, et (par 'absurde) non décroissante : il existe m tel
qued,_ >0. Pour nzm,d >d_,doncu, + Y ! d,2u_+(n-m)d_, qui dépasse M dés

que n >m + — : contradiction. Doncd_ <0 pour tout n : (u,) est décroissante.

d

m
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3. a)Comme u, =0,u, =¥p3d,, dodnu, ,-(n+1)u, = d ~u, =¥p5(d, -d,) 20, chaque terme

n
étant positif ((d,) cront) En divisant par n(n +1)>0: 2l 5 20, (“—”) est croissante.
nz

b) v, = g" - 1 est convexe (méme suite (d,) que (q”)) etv, = 0. D'aprés a), la suite (an1) 1
nz

1

q"+1_1 q"-1 . . q"- g-1 ye - " .
> . En particulier — = “— : on retrouve l'inégalite de Bernoulli
n 1

n+1 n
q" 21+n(g-1)du cours.

est croissante :

4. a) Pour n = 0 ou n = N, c'est une égalité. Pour 0 < n < N, la moyenne de termes d’une suite
croissante est comprise entre le plus petit et le plus grand :

u -u d,+-+d d +--+d U, -u
n 0 _ 0 n—1< <d<n N—1:N n

= <d . < < .
n n n-1="n N-n N-n

Donc (N-n)(u,-u,) < n(uy-u,), soit| Nu, < (N - n)u, +nu, |: le point(n, u,) est sous la « corde »
joignant (0, u,) et (N, u,).

b) Avec u, = q" (convexe) : Nq < (N -n)+ng" pour 0 < n < N. On somme, avec 3 (N - n) =
yNon= N(';”) : N(1+g+-+q") s N(N”)( q"), d'oi le résultat : la somme est maJorée par

la « formule des trapézes ».

® Corrigé de l'exercice 65

1. a) Pour n = 1, c'est une égalité. Si l'inégalité est vraie au rang n, on la multiplie par 1+a,,, >0:
Mei(1+a)z(1+s N1+a, )=1+s, ,+5,0,,21+S,.

b) Méme méthode, en multipliant par1—a neq 20 ]'["”( ) 2(1-s,)1-a,,,)=1-5s
1-s

+5,0,.4 2

n+1
n+1°

0 _ 2 1
c)Sis, <1,chaquea,est<1,et(1+a,)1-a,)=1-a;<1donnel+a,s T Donc, avec b)

: 1 1
(M(1-a,)21-s,>0):T_,(1+a,)s ey S s

P,.

_ onQ . _ 3 5 1
2. Pn = 1+ 57 > 1 (termes positifs) : (P,) est croissante. Pourn23,P, =2 x 2 HZ=3(1 + z—k), et
o =22=32—k =%——n<‘| D’aprés 1a) et 1c) :
15/8 . 15/8 15 4 5
15 15 (5 1
3(1"0,1)5’%51_0”' el ?(Z‘z‘n)spns 3.1°8 %373
4 " 2n
Comme - % P2 ?5 % = % ~2,109: [2,1<P_<2,5|pourn 2 3 (une suite croissante et
majoree).
3.a)Pourn =0:1+x = % Si la formule est vraie au rang n, on multiplie par 1 + x2"
n+ n+1
('I—X2 )(1+X2 ) _ 1 X2”+2 car X )2 _ X2n+2
1-x 1-x :
n+1 + . . .
b) Avec x = 2 : FoF, - F, = 12 =22 1= F,.i -2} Soitm<netd 21 un diviseur commun

deF, etF,:F, -2=F,~F, _, estun multiple de F, donc de d;ainsi d divise F, - (F, -2) = 2.

Comme F, est impair, [d=1]

Remarque. Chaque F, (= 3) a au moins un diviseur premier, et ces diviseurs sont deux a deux
distincts : on retrouve qu'il y a une infinité de nombres premiers.
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® Corrigé de U'exercice 66

1. a) J(1) = 1; avec 2 personnes, on élimine 2 : J(2) = 1 ; avec 3, on élimine 2 puis 1: J(3) = 3
Avec 4 personnes, on élimine 2, 4, puis 3 : J(4) = 1. On trouve de méme J(5) = 3 (ordre 2, 4,1, 5),
](6) = 5 (214161311)71(7) = 7 (2147611'5'3)1](8) = 1 (2141618131715) : 11 31 51 71 1 o
b) Aprés un tour, 2, 4, ..., 2n sont éliminés ; il reste 1, 3, ..., 2n - 1, et l'on repart de 1, épargné.
C'est le méme jeu a n personnes, la i-ieme portant le numéro 2j - 1: ’j(Zn) =2J)(n) -1

c) On élimine 2, 4, ..., 2n, puis 2n+1 est épargné et 1 éliminé; il reste 3, 5, ..., 2n+1 (n personnes)
et Uon repart de 3, épargné : la i-iéme porte le numéro 2i + 1, d’'ol

2. Initialisation (m = 0): [ = 0 et J(1) = 1. Hérédité. Supposons la formule vraie au rang m et soit
0sl<2™l Sil=20,avecOs " <2™: (2™ + 1) =J(2(2M+[") = 221" +1)-1 = 21+ 1. Si [ = 2['+1,
avec0<l'<2™: 1(2(2m +l’)+1) =2(2l'+1)+1 = 2[+1. Conclusion. La formule est vraie pour tout
m. 2026 = 2'0+1002: |J(2026) = 2005|. Toutn > 1 s'écritn = 2™+ lavec 0 <[ < 2™ (2™ est la
plus grande puissance de 2 inférieure ou égale an). Alorsn-J(n)=2m-1-1>0, avec égalité si
etseulementsil=2M-1, c'est-a-diren = 2M"1-1: ’j(n) =n < n+1estune puissance de 2 ‘

3. Zn i Ty(n) = Zz '1(21 +1)=2M2M-1)+2" = (somme des 2™ premiers nombres impairs).
En regroupant par blocs : 327" j(n) = 2}261 W = | Enfin 32926 )(n) = 40 '1 + 30220+ 1) =

3
349525 +1003% = 1355534 |,

Remarque. Lhistorien Flavius Joséphe (I*" siécle) raconte avoir survécu a un tel « tirage » en
choisissant la bonne place dans le cercle.
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Corrigé du test d'entrée

Baréme : 1 point par réponse juste et justifiée, % point si une seule des deux parties est juste. Reporte tes
points bloc par bloc dans la case score de la page 4.

Bloc | « Calculs et puissances Bloc 2 - Fonctions (chapitre 4) Bloc 3 - Récurrence et sommes

@ 9x5"; 2. 10x5"-5"; © (a) (a+3)lzb+3) . (b) f (@) 40; (b)n-2 termes.
4" =220, 8" =2°", d'od strictement croissante. 2+6+12+20; de3an:
2 tan=sn, Taux>0cara+3>0 et i =2k

@ (@) 1; (o)D), 1.5, b+3>0. @ S=840; T =1365.

X+
ZEilAve) . Bied (a) (x - 4)? - 3: f décroit S=bx —20221 ; T= If—:
X+2 X+2 -
sur ]-oo, 4], croit sur e e e

© (a) 3x-2)? et (4, soo[ s (B) -3 < F0) < 1. In|t|1al|sat|on. -
(X—7)(X+7); f(4)=-3, f(6)=1. 1 =§x1 x 1 x 3. Herédite :
(b)s={-1;2} In@n-1)2n+1)+(2n+1)?
a?-2ab+b?, a’-b2: @ ga) f(X2)]=[—‘2+, 22]XE24 su[r Z %(2n . 1)(2,,,2 o 5 3)
A=49,X=E. =00, -2, |=4,4), [£,+90] ; _1

6 (b) oui et oui. -4 <2x <4 = 5(n+1)2n+1)2n + 3).

© (a) 1: prixinchangé; sur[-2,2]; f(2) =4, @ (@n=0etn=3;
(b) 450 DH. 1,25x 0,8 = 1; £(-2) = -4 (b) 2 > 7. Herédite :
0,8 x =360 (et non (a) 2, 4et5; (b)S ={5}. N+ 22(2n+1) 2 2n+ 3.
360 x 1,2). f(2) = 4, f(4)=5; un seul

point commun : (5, 5).
- J \ J J
e K
Ton orientation les renvois sont cliguables dans le PDF

1. Selon ton score total : par ou commencer, quels exercices faire en prioritée.

Commence par tes erreurs (ce corrigé sert de rappel), puis le cours pas a pas,
sections 1a 4 d’abord. En priorité : le niveau 1, exercices 1a 8, p. 23 ; puis
exercice 31, p. 29 et exercice 43, p. 32. Refais le test dans une semaine.

0as

bases a revoir

Commence par le cours complet (sections 1a 11), puis les piéges de la section 13.
En priorité : le niveau 2, exercices 9 a 16, p. 24 ; puis les thémes C et D, exercices 43
a 48, p. 32 et 49 a 54, p. 34.

6a9
bon départ

Commence par le cours (sections 1a 11 en lecture rapide), puis les sections 12 a 14.
10a12 En priorité : le niveau 3, exercices 17 a 23, p. 26 ; les thémes B et E, exercices 37 a
OINTIITIEN 42, p. 31 et 55 @ 60, p. 35 ; puis le niveau 4, exercices 24 a 30, p. 27, et le théme F, 61

a 66, p. 37.

2. Selon ton bloc le plus faible (2 points sur 4 ou moins) : fais d’abord sa case, puis ta ligne ci-dessus.

Bloc | - Calculs et puissances Bloc 2 - Fonctions (chapitre 4) Bloc 3 - Récurrence et sommes

Relis : les sections 6,7 et 11 du Relis : les sections 2, 4 et 5 du Relis : les sections 3,5 et 10
cours. cours. du cours.
Fais : exercice 3, p. 23, Fais : exercice 2, p. 23, Fais : exercice 8, p. 24,
exercice 5, p. 24, exercice 49, exercice 6, p. 24, exercice 33, exercice 14, p. 25, exercice 32,
p. 34 et exercice 50, p. 34. p. 29 et exercice 56, p. 36. p. 29 et exercice 44, p. 32.
\\ J J |\ J
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o .
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Modes de définition 31336 /6
Théme B - Suites bornées et monotones 37 a 42 /6
Théme C - Suites arithmétiques 43 a 48 /6
Théme D - Suites géomeétriques 49 a 54 /6
Théme E - Suites récurrentes 55a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = La rotation dans le plan
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