TRIGONOMETRIE : 11leme Sciences
Les prérequis :

Notions d’angle

Notions de repéres cartésiens
Résolution d’équation et d’inéquation
Calcul dans R
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Pré évaluation :

1) Trouvez une valeur de x pour laquelle sin2x = g
2) En déduire cos 2x et tan 2x
3) Placez sur le cercle trigonométrique les différentes valeurs de x .

Solution :

1) Trouvons une valeur de x pour laquelle sin 2x = ?

sin2x=§:sin2x=sin§:>2x=§:>x=%
2) Déduisons cos 2x et tan 2x
e cos?(2x) +sin*(2x) = 1 = cos?(2x) = 1 —sin*(2x) = 1 —% =

2 -1
cos“(2x) = "
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= cos(2x) = % ou cos(2x) = 71

__sin(2x) _ E _ _1
e tan(2x) = osam — 2 2= V3 pour cos(2x) = >
__sin(2x) _E N — _ 1
e tan(2x) = coszn) = 2 % (—2) = —V/3 pour cos(2x) = .
3) Placons sur le cercle trigonométrique
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Situation probléme :
Le plan est muni d’un repére orthonormé (ﬁ, @))
M est un point quelconque de cercle trigonomeétrique.

On se propose de déterminer toutes les positions de M telles que (O—A 5_1\/7) = %,ne(@

1) Déterminez la valeur de n pour laquelle cosn3—” = %



2) Exist-il des valeurs de k pour que cos% = sin% ?
3) Déterminez si possible toutes les positions de M telles que (07 O_M) = g + 2km

puis conclure.
Activité 1 : Mesure d’un angle orienté ; Calculs sur les angles orientés
P est un plan orienté (0,1,)) est un repére orthonormé direct deP.
C est le cercle trigonomeétrique
Consigne :

1. Placez le point M dans chacun des cas suivants puis donnez le sens du
triplet (M, O,Det (1,0, M) :

a. (O_I),W) =§ :

—_— > T
b. (0I,0M)=2m+;
c. (0I,0M) = —2m+:.

2. Quelle remarque faites-vous entre les trois points de 1. ?

Solution
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2. On remarque que ces angles sont les mémes sur le cercle trigonométrique.
Synthése générale :

Orienter un angle, c’est lui donner un sens.

Le sens trigonométrique est le sens contraire a celui des aiguilles d'une montre ;
Ce sens est dit positif.

Le sens des aiguilles d'une montre est appelé sens négatif.

Exemples :
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Dans le 1er cas, 'angle 6 est orienté positivement (dans le sans contraire de celui de
laiguille d'une montre) tandis que dans le 2nd cas, 6 est orienté négativement.

En posant (O_M; O_M) = a, chacun des réels a, a + 2w, a + 47, ..., a + 2km est une

mesure en radian de 'angle orienté (W; W). Ainsi un angle orienté admet une
infinité de mesures. Mais ces mesures difféerent les unes des autres au méme
multiple de 2. On dit que la mesure d’'un angle est & 2km pres. Ainsi si ¢ est une

mesure d’un angle (OM; OM), toute autre mesure x de cet angle s’écrit : x = a + 2kn
avec k € Z.

Parmi toutes les mesures de 'angle (O_M; O_M), une seule appartient a | — r, ]. Elle

est appelée mesure principale de ’angle (OM; OM).
Détermination de la mesure principale d’un angle :

Pour déterminer la mesure principale d'un angle orienté, on procede soit par la
meéthode de proche a proche ou soit par encadrement de ’angle a.

» Meéthode de proche a proche :
Soit x la mesure d’'un angle donné. On a: x = a + 2kn © a = x — 2km puis on
donne une valeur a k pour laquelle ae] — w, ]. Cette mesure correspond a la
mesure principale de x.

Exemple : Déterminer la mesure principale de chacun des angles suivants :
Sm 237
37 4°
5T 51
Posonsx=?x= a+2knea=x—-2kn=> x= a+2kn=>a=?—2kn
TL'

51 __r __r
k—1,a—?—2(1).n— ;@ 5

b . . 5m
- est la mesure principale de 5

Pourx:ﬂ
4
Ona:a=x—2kﬂ=$—2kn
Pour k = -3 on «a =_243n—2(—3)7r=_243n+24n=%
—23m

Vs . .
a =, est la mesure bprincipale de 2

» Meéthode par encadrement :



Soit x une mesure d'un angle donné. On a :x = a + 2kn = a = x — 2km; (k € Z)

a€l-mr]l>-nTt<a<sm

> —n+2kn<a+2kn <mw+ 2km

= —n + 2kn < x < + 2kn (ajoutons © partout)

= 2kn < x +n < 2m + 2kn (divisons le tout par m)

X+

Ona k<=—<1+k
21

Ou encore :

a€E]l-mme n<a<m

© —n<x—-2kn<m

o —x;<-2kn<m—x &

Exemple:

Propriétés des fonctions trigonométriques :

VxER,ona:

1. |cos?x + sin?x = 1| RFT;

—1<cosx<1 et —1<sinx<1

X —T

2T

X+

. . . . 123w —-56m
Déterminons la mesure principale de: -

3. Vk € Z,cos(x + 2km) = cosx : On dit que la fonction cosinus est périodique de

période 2.

4. Vk € Z,sin(x + 2km) = sinx : On dit que la fonction sinus est périodique de

période 2.

Angles opposés :

A

X

Va € R,

cos(—a) = cosa: la
fonction cosinus est
paire

Sin(—a) = sina : la
fonction sinus est

impaire
tan(—a) = —tan(a) : la
fonction tangente est
impaire



Angles supplémentaires :

F WA
B Y
—a e cos(mr—a) =—cosa
a Ay e Sin(w—a) = sina
X’ cos(a) X e tan(mw —a) = —tan(a)

Remarque : Deux angles
supplémentaires ont le
méme sinus et de cosinus
OppOSEs.

y°

Angles complémentaires :
VYa € R,

BT Y
; e cCoOS (g — a) = sina

. T
e Sin (E — a) = cosa

e tan (g — a) = cotan(a)

Remarque :

Si deux angles sont
complémentaires alors le sinus de
I'un est égal au cosinus de 'autre.
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x’ — cos(a)

P
cos@ | Ty e tan (E + a) = —tan(a)
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Angles dont la différence est 7 :



Va € R,

e cos(mr+a)=—cosa
e Sin(mw+ a) = —sina
e tan(m+ a) = tan(a)

e Conséquences des propriétés :
Périodicité : cos(x + 2km) = cos(x); sin(x + 2km) = sin(x)

On trace les courbes de cos(x) et sin(x) sur un intervalle de longueur 27 et on
endeduit la construction sur R par une reproduction identique sur chaque
intervalle de longueur2n.

Parité :
v" cos(—x) = cos(x) On trace la courbe sur un intervalle de longueur 2m puis on
acheve la construction sur R par la symétrie axiale d’axe des ordonnées.

v' sin(—x) = —sin(x) On trace la courbe sur un intervalle par la symétrie
centrale de centre 0.

Représentation graphique des fonctions :

1. La fonction cosx:
X —T —_— 0

1 \
CcoSsXx
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2. La fonction sinx:



=N
S|

sinx

3. Fonction tanx sur | — %g [:

x _= _z 0 T T
2 4 4 2
| | +oo
tanx _
—0Q0
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Activité3 : Formules usuelles de transformation

Soit deux réels a,b et M X N leurs points images sur le cercle trigonométrique, voir
figure ci-contre.

Consigne :



1) Déterminez la mesure de ’angle sl ¥
M

2) Calculez OM x ON sous forme analytique. N
3) Calculez OM X ON sous forme trigonométrique. of P

X’ cos'! a » cos(b :
4) Que peut-on conclure. x \ ®
Solution : ‘

1) Déterminons la mesure de ’angle (OW, OW)
D’aprés la figure (07, ON)=b et (07, O_M)=a
(04,0N)=b = (04,0N) = —b

(07,?N)+(071W) =—b+a

S (Wﬁ)=a—b

2) Calculons OM x ON sous forme analytique

On sait que O_M(cos a;sina) et m(cos b; sin b) alors

OM x ON = (cosa; sina) X (cosb; sin b) :>|WXW= cosacosb +sinasinb

3) Calculons OM x ON sous forme trigonométrique

OM x ON = ||0M|| x |[ON]||  cos (O_N)/\O_M)) =1x1xcos(a—b)

mezcos(a—b)

Conclusion :

|cos(a—b) =cosacosh + sinasinb|

Syntheése :

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

Application :

Calculer sin (%), cos (%), sin (Z—:), cos (%), sachant que cos (g) = %, sin (E) = g

3
cos(5) = sin(5) =

Formule de multiplication (ou de duplication) :

2

En posant b = a dans les formules , ; @; et|4], on a:

cos(2a) = cos?a — sina[5] cos?(a) = 222

i . . 1-cos(2
sin(2a) = 2cosasina  [6] sin’a = —“’25( a)

¢ Formules de transformations :



v' De produit en somme :

+=>cos(a—b)+cos(a+b) =2cosacosb =

[cos(a — b) + cos(a + b)]|[9]

N | =

cosacoshb =

—|2|= cos(a — b) — cos(a + b) = 2sinasinb =

N | =

sinasinb = -[cos(a — b) — cos(a + b)]

[3]+[4] = sin(a — b) + sin(a + b) = 2sinacosb=

N | =

sinacosb = = [sin(a — b) + sin(a + b)]

—|4|= sin(a — b) — sin(a + b) = —2cosasinb=>

cosasinb = —%[sin(a — b) — sin(a + b)]

v' De somme en produit :

p=a-b [a=21
-u 2
Posons{q:a_l_b:{b:;q

2
[1]+[2]= cosp+cosq:2cos(p7+q)cos(¥)
—[2]=|cosp + cosq = —sin (PT“I) sin (g
+:> sinp+sinq=zsin(PT+q)wS(?)
B]+[a]= SinP—SianZCOS(pTHI)sin(?)

Equations - Inéquations trigonométriques
Activité 4 : équations de type cosx =a, sinx=aa€R
Consigne :
Trouvez toutes les valeurs de x dans les cas suivants :

1. cosx=—= ;

2
2. sinx = \/_g.
2
Solution

Syntheése :

1. cosx=a,a€eR:
v' Sia € [—1;1] alors cosx = a n’admet pas de solution. S =0
v’ Sia € [-1;1] alors 3a €] —m, 7], tel que cosa = a.
Alors cosx = cosa &



x=a+2kn

> ou avec k € Z.
x =—a+ 2kn
S={a+2kn,—a+ 2k k € 7}
Exercice d’application : A .
. . N
Résoudre dans R, les équations suivantes :
b 1
a) cos (Zx - 5) =3
. s
b) cos3x = sin (x - 5)
c) coxx =—5
2. sinx=a,acR: 1
» Sia¢[-1,1],sin(x) = a n’admet pas de solution .On a S( , :
> sia€[-1,1] soit ae]—m, 7] tel que sin(x) = a

WA

x=a+ 2km ou

sin(x) = a © sin(x) = sin(a) = {x = —a 47+ 2k

|S = {a + 2kn; —a + 1 + 2km, keZ}|

3. tanx=a,a€ R:
tanx =a=>3a € Rtana = a tanx =tana & x =a +kn; S ={a + km }.
Exercice d’application :
Résoudre dans R, les équations suivantes :

tan(2x) =1 tanx = ?
Activité5 : Equation du type : acos(x) + bsin(x) + c =0 aveca+0eth # 0

Soit I’équation 3 cos(x) + sin(x) = 2

Consigne :

V3
) cosQp = —
1) Déterminez I’'angle ¢ tel que f
sing = 3

2 V2

2) Résoudre dans R; cos(x — ¢) = 5

Solution

Synthése

Pour résoudre 1’équation (E):acos(x) + bsin(x) + ¢ =0 aveca # 0etbh + 0 On
proceéde ainsi :

— On calcule le réel r = Va? + b2.
Soit ¢ 'angle formé par les axes (O_I)) et (W) On a cosp = % =>a=
rcos et sinp = g = b = rsing.

— En remplacant a et bpar leur valeurs dans I’équation (E), on a :
rcosgcosx + rsingsinx = ¢ © r(cospcosx + singsinx) = c © rcos(p —x) =c
& cos(p —x) = E (& résoudre).



Exercice d’application :

Résoudre dans R, les équations suivantes :

1. 3cosx —+/3sinx = —3;
2. sinx+cosx —\V2=0;
3. cosx + 3sinx = %

Activité 6 : Inéquations trigonométriques

Résoudre dans R, les inéquations suivantes :

1) x € R; sin(x) S%

2) x € ]—m, m],cos(x) = ?
cos(x) > %

3) x€eR;
sin(x) < vz

2

Solution



