TRIGONOMETRIE 2021-2022

IFiche de séquence N°4|

Classe : 11 Sciences Durée : 8 h
1. Domaine : Sciences Mathématiques et Technologies (SMT) Discipline : Mathématiques

2. Compétences :
Résoudre une situation-probleme

Composantes
Diagnostiquer la situation — probleme

Manifestations

Sélectionner les données mathématiques, scientifiques et technologiques qui sont en rapport avec la situation.
Etablir des relations entre les données retenues.

Comparer cette situation — probléme avec des situations semblables déja résolues

Formuler le probléeme

w

. Contenu : TRIGONOMETRIE

4. Ressources éducatives

e Ressources humaines : Néant

¢ Ressources matérielles : craie, tableau, la régle
¢ Ressources financiéres : Néant

5. Stratégies d’animation :
[ )

[ )

[ )

6

Travail individuel
Travail en petit groupe
Brainstorming
. Déroulement des activités (situation d’apprentissage)

Pré — évaluation :
Placer sur le cercle trigonométrique les angles suivants :
a) 0°; 30°; 45°; 60°; 90° ; 120°; 135°; 150° et 180°

3

21 5w
Trd : ?rd et mrd

—rd ;
3

s

—-rd ;
3

s

byord ; Zrd; Zrd ; -rd ;
6 4 2

Situation probleme :

1) Trois éléves (Oumar, Mariam, Issouf) de 10° CG se retrouvent chaque jeudis soir pour une séance d’exercices au

lycée Alou Koné.

Le trajet de leurs domiciles au lycée est assimilable au triangle rectangle

ci — dessous.

(domicile de Oumar)

M
(domicile de Mariam)

3km

L (Lelycée)

(domicile de Issouf)
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a) Sachant que O + I + L = 180°. Déterminer la mesure des angles O ; I et L en radians puis en grades.
b) Calculer OI ; OM et MI

c) Quelle distance sépare le domicile de Mariam au lycée ?

d) Quelle distance sépare le domicile de Issouf au lycée ?

e) Lequel des trois éléves parcours le plus grand trajet ?

Rappel : 1 4
1) Définition :

Dans un repere ortho normal direct, o est I’angle orienté dans
le cercle unité, onaalors: /L L

P
v

tana

Cos

projection de I'angle sur 'axe des abscisses

sin a = projection de I'angle sur I'axedes ordonnées -1 O co8 R 1

tan a = projection de 'angle sur la droite tangente au cercle

2) Tableau des angles remarquables :

T T T T -1
x 0 — — — =
6 4 3 2
1 2 3
sin & 0 — £ V3 1
2 2 2
_ v v
COos (X 2 T E 0
3
tan a 0 \é— 1 V3 %)

3) Relations trigonométriques

a) Relations de base

e Ona les encadrements suivants : —1 < sina <1 et —1<cosa <1.

o On vérifie facilement avec le théoréme de Pythagore dans le cercle unité, la relation : cos®a + sina = 1.

e On vérifie avec le théoréme de Thalés, la relation : tan @ = >——

cosa’
e A l’aide des relations précédentes, on déduit que : 1 + tan?a =

b) Relations de symétrie
e Avec I’angle opposé :

2

os*a

sin(—a) = —sina
cos(—a) = +cosa
tan(—a) = —tana

e Avec I’angle supplémentaire :
sin(m — @) = +sina

cos(m — a) = —cosa

tan(m — a) = —tana COS (
e Avec I’angle diamétralement opposé :

sin(m + a) = —sina :

cos(m + a) = —cosa e

tan(m + a) = +tana

Remarque :
On peut constater que les fonctions sinus et tangente sont impaires tandis que la fonction cosinus est paire.
4.3.3 Relations de déphasage
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- Avec le complémentaire
sin (g - a) =cosa

T .
Cos (E_ a) =Ssina

- Avec un déphasage d’un quart de tour

. (1
sin (E+ a) =cosa

b4 .
cos (E + a) = —sSina

Activité 1 : Calcul sur les angles orientés — mesure d’un angle orienté

2) Soit ABCD un carré de centre O tel que (ﬁ , AD ) = +§ (On dit que ABCD est un carré direct).

Déterminer une mesure en radians de chacun des angles
(4B ;D) ; (BO;BC) ; (DC;DA) ; (04 ; 00)
(CO ; DA) ; (oC ; BC) ; (DB ; 4B) ; (40 ; CB)

Synthese partielle :
1) Le radian :

Le radian est une unité de mesure d’un angle comme le degré. Il est défini comme la longueur de I’arc entre 2 points

du cercle unité.

Le demi-cercle unité a une longueur de 7 et donc correspond a un angle de 7 radian. On a alors :

180° =mrd
La mesure en degré de 1 radian vaut donc : 1 rd = % ~ 57° 1
Remarque :

Le radian est une grande unité qui n’est pas intuitive contrairement 7
au degré qui est notre unité premiere

1rd

Tableau des angles remarquables en radian : 3 0
Degré | 30" | 45" | 607 | 90°
it T

4 | 3

Radian

=
e

Deux vecteurs 1 et v’ non nuls déterminent un angle orienté noté(u’ ; v’). U
u et v sont deux vecteur non colinéaire

L’arc de cercle compris entre Ui et v est I’angle orienté (u ; ¥ ).
Cet angle va de ¥ vers u. Le cosinus de cet angle est donné par :
uUv
uv=|ull x|[v]lcos(@ ,¥) © cos(i ,V) = 550
' ' 1 || x |7 |l

Sur la figure ci-contre, on a représenté deux angles orientés,
représentant le méme angle (i ; v ). Le premier est orienté dans le
sens direct et [’autre dans le sens indirect.

2) Mesure d’un angle orienté :
Definitions :

e |

e Ondit que les mesures (en radian) 6;et 8, d’'un méme angle orienté (il ; ¥ ) sont égales modulo 27, s’il existe un

entier relatif k tel que : 6, = 6; + 2km on écrit alors 6, = 6,[2x]
Exemple :
e On appelle mesure principale d’un angle orienté (i ; ¥ ) la mesure 6 avec 6 €] — 7, 7).
e On appelle mesure positive d’un angle orienté (i ; v ), lamesure 6 avec 8 € [0 , 27].
- Si x est une mesure en radians sa mesure principale notée 6 est telle que :
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x=0+2kn avec k€Z < 0 =x—2kn avec 6 € |—m ; m].- Pour tout vecteur non nul ’, ona:
@ ;w)=0[2r] ; @; uw)=mn(2n]

Exemple : Voici ci-dessous le cercle trigopnométrique avec les angles remarquables exprimés en mesure principale.

2T 7

T T
"

—

- Pour tout vecteur nonnul w’ et v, ona:

@; v)=-@,;uw) ; ((v;-v)=@W;7v); W;-v)=
Si k et k' sont deux réels strictement positifs : (ku” ; k'v’ ) =W ; v')
- Pour tout vecteur nonnul o’ ; ¥’ et wona:

@; v)+ @ ; w)=@@ ; w) (Relation de Chasles)

W ; v)+mn[2n]

Evaluation formative :

1. On considére deux vecteurs et v telsque (W ; ') = = [2x].

3
Déterminer (' ; —v') ; (—u; v) ; (v;-uw); (-« ;-v) ; (_37; %7)
2. Déterminer les mesures principales des angles dont les mesures sont :
7 . 8m . 3 ' 157 ' 107 . 88m 131m 253m
6 ’ 3 ’ 2 ’ 8 / 3 ' 4 ’ 6 ’ 12

Activité 2 : Formule usuelle de transformation
Activité 2-1 : Formules d’addition
On consideére les points M et N, images respectives des nombres réels a et b sur le cercle trigonométrique

sin

J

N(b)
M(a)

cos

On note que a et b sont des mesures respective de (01 ; OM )et (0I ; ON)

a) Déterminer les coordonnées du point M et N

b) Déterminer la mesure de I’angle (W ; OM )

c) Calculer de deux manieres différentes le produit scalaire ON.OM.

d) Montrer que cos(a — b) = cosa.cos b + sina.sin b. En déduire I’expression de cos(a + b)

e) Sachant que sin 8 = cos (g — 9). Calculer sin(a — b). En déduire I’expression de sin(a + b)
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Activité 2-2 : Formules de multiplication

1) En utilisant les formules d’addition, démontrer que pour tous nombres réels a et b, ona:
2sina.cosb = sin(a + b) + sin(a —b) et 2cosa.cosb = cos(a + b) + cos(a — b)
2)Enposanta+b =p et a—b = q. Endéduire:sinp +sinqg et cosp + sing.

Synthése générale :
On retient les formules suivantes :
Formule d’addition :

cos(a + b) =cosa.cosh —sina.sinb cos(a—b) =cosa.cosb + sina.sinb
sin(a + b) = sina.cosb + sinb.cosa sin(a — b) = sina.cosb —sinb.cosa
Remargue :

sint =0 cosm = —1

sin% =1 cosg =0

sin0 =0 cos0=1

cos(8 + 2km) = cos 8 sin(8 + 2km) = sin @

2) Formule de multiplication : (Transformation de produit en somme)
cosa.cosbh = % [cos(a + b) + cos(a—Db)] ; sina.cosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)]

3) Formules de transformation de somme en produit :

sinp —sinqg = 2sin (pT) . COS (?) ; sinp + sinqg = 2 sin (%) . COS (?) .

Evaluation formative :
1) En utilisant les formules d’addition. Calculer cos 2a et sin2a . (On pourra poser a = b)

2) Sachant que : cos®a + sina = 1.

1+cos2a 1—-cos2a

2

Montrer que : cos®a = et sina =

Activité 3 : Propriétés des fonctions trigonométriques
1) Soit x un nombre réel.

a)Trouve cos(—x) ; sin(—x) ; tan(— x) ; cotg (—x); cos(x + 2m) ;
sin(x + 2m) ; tan(+m) et cotg(x + m) en fonctiondecosx ; sinx ; tanx et cotgx

2) Compléter les tableaux suivants :

X -7 — 0 n -1
2 2
sinx
X - - 0 - —I
2 2
Ccos X
X n 0 n
2 4 4 2
tan x
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3) Dans un repére orthonormé. Représenter graphiquement les fonctions
sin:]-m; if] R ; cos:]-w; t] >R ; tan:R—{g}—HR

sin x

X +— sinx X FH— COSX x +— tanx =
cosx

Synthese partielle :
1) Définitions :

o On appelle fonction cosinus, la fonction cos : R — R

X — COS X
o On appelle fonction sinus, la fonction sin : R— R

X — sinx

2) Propriétés :

e Pourtoutréel x: cos(x + 2km) =cosx et sin(x+ 2km) =sinx. Avec k € Z
On dit que les fonctions cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de période 2.

e Pourtoutréel x: cos(—x) =cosx et sin(—x)= —sinx.
On dit que la fonction cosinus est paire et la fonction sinus est impaire.

Conséquence :

e Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction cosinus est symétrique par rapport a ’axe des
ordonnées.
o Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de la fonction cosinus est symétrique par rapport a 1’origine.

e La fonction tangente, notee tan: R — {g + kn/k € Z} — R
X — tanx = % est impaire et m périodique
o Les fonctions tangentes et cotangente sont périodiques de période .
car : tan(x + k) = tanx et cotg (x + km) =cotg (x) Avec k € Z
o Les fonctions tangentes et cotangente sont impaires :
Ona: tan(—x) = —tanx et cotg(—x) = cot g(x).

Activité 4 : Résolution d’équation de type cosx =a ; sinx=a et tanx =a

a) Calculer 7 — %

b) En utilisant le cercle trigonométrique. Résoudre dans R les égquations suivantes :
cosx = % et sinx = % (On écrira les solutions en fonction de 8 + 2km aveck € Z

Pour toutréel xona:—-1<cosx <1 et —1<sinx<1.

Synthése partielle :
1) Résolution des équations dans R: cosx = a et sinx = a

e Silal > 1,iln’y a pas de solution.

e Sila] < 1, ona les solutions pour :

a)cosx=a © cosx =cosa

On détermine @ € [0; m] tel que a = arccosa a I’aide du cercle trigonométrique.

D’apreés les régles de symétrie: x = a 0U x = —a
On trouve toutes les solutions réelles en ajoutant les multiples de 2z
cosx=a © x=a+2knoux=—a+2kn,k € Z

Remarque : ’expression x = a + 2 km peut s’écrire x = a [2m] qui se prononce "x = a modulo 2"
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Exemple 1:
Résoudre dans R : V2 cosx —1 =0

1 V2 T
\/ECOSX—l=0¢>COSX=E=>COS)C=7@COSX=COSZ
Les solutions dans R sont : x = % + 2kt ou x = —% + 2km  avec k € Z.
Exemple 2 :

Résoudre dans R les équations suivantes :  cosx = ? et 2cos (Zx + g) =1

x=%+2kn

V3 n
® COSX =— & COSX = COS_ & avec k € Z.

x=—%+2kn

L’ensemble solution est S = {% + 2km ; —% + 2kn} avec k € Z.

b) sinx = a © sin x = sina

On détermine an [—% ; %] tel que a = arcsina a I’aide du cercle trigonométrique.
D’aprés les régles de symétrie: x =aoux =n—«a

On trouve toutes les solutions réelles en ajoutant les multiples de 2z

sinx=a © x=a+2knroux=n—a+2kn,k € Z.

Exemple 1 : Résoudre dans R : 2 sinx —+/3 = 0

V3 T
25inx—\/§=O(Ebsinx=7(=>sinx=sin§

) T T T 2m
51nx=51n§<=>x=§+2kn 0ux=7r—§+2kn=?+2k7t
Exemple 2 :
Résoudre x réel, sinx=§ ; sindx =sin2?ﬂ.
T T
x =—+4 2km x ==+ 2kn

sinx =22 & sinx = sin® < - a avec k € Z.

2 4 X:7T—2+2k77.' X:T+2k7'[

T 3
S={2+2kn ; T+2kn}aveckEZ.

Autre exemple :
, , . 1
Résoudre dans R I’équation ; cos 2x = >
On visualisera les solutions sur le cercle trigonométrique.

1 s
CcoS 2x = > & cos2x = cos§ les solutions dans R sont donc :

T T > -
2x=§+2kn x=g+kn 6 6

T 74l T kel 57T _n
2x=—§+2kn x=—g+kn Ny 6

2) Equation tanx = a avec (a € R XER):
tanx = a © tanx = tana avec a =tanc.
tanx =tana < x =a + kn aveck € Z.

Exemple 3 : Résoudre x € |- ; m|, tanx = g et tan2x =3

3 s s .
tanx=?(=>tanx=tang(:>x=g+kn ou k € Z.
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U T
S:{x/xE]—n; ] ; x=g+kn}keZ<=>5={g;

3) Lignes trigonométrie dans le cercle :

_
V3
r
;J‘
I
#
r
,
e
- )
?‘ 4
27 t_ 1
= s
E 12 1
ol —
: \ "/
e % 7l 3
N HYERNS 1| 22| 3
7T - 2 2 2 2

5
—?n}oﬁk €{0; —1)

L J

\
/

- 21
o ? =
=17 T2\ -2
V2 _
3 2 -
1 /3 .
_— 2 T
& = - R
- — 3 _1
- \
- A
A
b
A
!
%
%
k =
b _\,1'3

Activité 5 : Résolution d’équation du type acosx + bsinx = ¢

Soit a résoudre dans R 1’équation (E) : %cosx — ?sinx = g

a) Que vaut cos (—g) ; sin (— %) et cos (g)

¢) En utilisant les formules d’addition, écrit I’équation (E) sous la forme cos(x — a) = cosp

d) En déduire les solutions de I’équation (E).

Synthése partielle

Soit a résoudre dans R une équation du type acosx +bsinx =c (a#0; b#0

On calcule le réel strictement positif noté r = v/ a® + b?

a b

c
acosx + bsinx = c & —cosx + —sinx = —.0On cherche a unréel tel que :
r r r

Ll

T Q

yr . .. \ . . c c . ,
L’¢quation est équivalente & cosx.cosa +sinx.sina = - cos(x —a) = — puis on résout cette nouvelle

équation déja étudier.
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Exemple : Résoudre x réel, cosx + /3 sinx = V2.
Ona: a)l ; b=vV3 et c=+2

2 1 V3 V2
r=,f12+\/§ =V4=2, donc Ecosx+7sinx:7

cosazi .
Déterminons « tel que : 5 ea=3
sina=7
Ainsi : lcosx+£sinx=£<=>cos£.cosx+sin£.sinx=£4:>cos(x+£) =¥z .
2 2 2 3 3 2 3 2
+ 2T ok %ok -Z
m V2 T T *T3=, n x=7 n—3
cos(x+§)=7<=>cos(x+§)=cosz<=> n3 47r = f; 13r
—=——+2k =—+42kn —=
x+3 4+ T X 4+ T 3
Vs
x =—+2kn
SN 12 D'ot §={Z+2kn; —Z+2kn} k€EL
X=—E+2kﬂ' 12 12

Activité 5 : Résolution dans R d’inéquation trigonométrique du type sinx < a et cosx<a
1) Résoudre x réel I’inéquation sin x > —%
a) Dans I’intervalle [0 ; 2m];

b) Dans ’intervalle [—m ; 7]
c) Dans R.

; sk Lo 1
2) Résoudre x réel I’inéquation sin x < >

Solution : ) - 117 , _

M estl'image de I'angle—g ou —— et M’ estl'image de

, —-5m 7T

'angle —— ou —.
6 6

Les solutions de I'inéquation sinx = — sont les images des points situés

sur I'arc de cercle MM' contenant A et B.Ou les points ordonnées y sont

supérieures ou égales a la droite d’équation y = —%.
a) Dans l'intervalle [0 ; 2m],S = [0 ; 7?” U [1177[ ; 27‘[] ;
b) Dans l'intervalle [-m ; @], S = [—n ; 7?” U [HTn ; n].
) c) DansR,S:[—n+2kn;%n+2k7r]u[117n+2kn;n+2k7t]k€Z
Evaluation :
1) Résoudre dans R les équatiols eL 1epreseriter 1es SUIULIULS SUT Ul GEIGIE UHIYUHUTTIEU IYUE .
y 1 . V2 . V2
a) sinx =~ ; sinx = — ; cosx = —1 ; sinx = —
b) 2cosx+1=0 ; sinng
2) Résoudre dans R les équations :
2sin?x—1=0 ; cos2x+cosx=0 ; 2cos’x+cosx—1=0 ; 2sin’x—3sinx—2=0
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