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Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases *
les automatismes indispensables.

Niveau 2 - Bac * %

le niveau des devoirs surveillés.

Niveau 3 - Approfondissement * % %

pour viser la mention Trés bien.
Niveau & - Concours * s % %

problémes de concours (classes préparatoires,
écoles d’ingénieurs).

Les encadrés du cours

M Définition : a savoir par coeur.
M Propriété / Théoréme : les outils.
M Méthode : la démarche pas a pas.
M Exemple : un calcul entierement rédige.
M Piege : 'erreur classique a éviter.

Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
gagner du temps.

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
1 a 30) ; la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Cercle et angles
associés, Formules d’addition et de duplication, Transformations et identités, Equations et
inéquations, Courbes et extremums, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés
dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énonce.
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Addition

A la fin du chapitre, je sais...

O convertir en radians, mesure principale ;
O lire cos x, sin x, tan x sur le cercle ;

O utiliser cos? x +sin®x=1et1+tan®x;
O valeurs remarquables, angles associés ;
O démontrer cos(a - b) (produit scalaire) ;
0O formules d’addition et de duplication ;

O linéariser, utiliser t = tan § c
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Extre-

mums

Courbes et
extremums

Formules

Sinu-
soides

Période,
parité

Arcs
coloriés

Equations,
inéquations

Produit

g
somme

= &
t-tanz

Dupli-
cation

transformer produits et sommes ;
écrire acos x + bsinx = rcos(x - @) ;
résoudre cos x = cosa, sinx = sina... ;
placer les solutions sur le cercle ;
résoudre une inéquation sur le cercle;
tracer y = Acos(wx + (), compter ;

calculer cos %, produits et sommes.



Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

© Le cercle trigonométrigue

& Définition : le radian

Sur un cercle de centre O et de rayon R, un angle au centre de un radian (1 rad) intercepte
un arc de longueur égale au rayon R. Le cercle entier, de longueur 2R, correspond donc a
2m radians :

6(enrad) a (ené:gres) arc: (6 en rad).

m

degrés | 0 |30 | 45 | 60 | 90 | 120 | 135 | 150 | 180 | 270 | 360

g Jud m m m 2n 3n 5m 3m
radians | 0 s ol 313 3 . S m > 2m

Ainsi 1 rad = % =573 et 1 = % rad = 0,017 rad. Sur un cercle de rayon 5 cm, un arc de 72,

soit % = 2?" rad, mesure £ = 5 x 2?” =21 ~ 6,28 cm.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 7,J), avec
I(1,0) et J(0,1). Le cercle trigonométrique C est le
cercle de centre O et de rayon 1, d’origine I, orienté
dans le sens direct (sens contraire des aiguilles d’'une
montre).

On enroule sur C la tangente en I, graduée comme
'axe des ordonnées : la graduation x vient se poser
sur un point M du cercle. On dit que x est une ab- 4 B
scisse curviligne de M, et que M est le point image
de x. Comme C a pour longueur 21 :

X =1,2vientenM, x' =-0,8enN:

les abscisses curvilignes de M sont les x+2km, k € Z. larc de | a M mesure x

A

B Mesure principale

Tout point M de C a une seule abscisse curviligne dans lintervalle ]-m, ] : c’est la mesure
principale. On écrit x = y [2r] (« x congru a y modulo 2m ») lorsque x -y = 2km avec kR € Z :
x et y ont alors le méme point image.

A

Demonstration. Si x est une abscisse curviligne de M, on cherche k € Z tel que - < x + 2km < m,

Maths Olympiad o
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soit % -1<ks % : un intervalle de la forme ]Jc - 1, c] contient exactement un entier, k = E(c).

Méthode : trouver la mesure principale de x = p—;

On écrit p = 2q x n + r (division par 2g) avec un reste r choisi entre -q (exclu) et g (inclus) :

X = 2N + %, et la mesure principale est %.

Exemple : mesures principales

L 3
37?”:37=12x3+1' donc377"=6n+%—>- _297":—29=8x(—4)+3—> ol
110, 44 _ _ n 2026 | _ _ 2026m _ _2m AL
T 1M =6x2-1 - 3| = 2026 =6x338-2, donc—3 = 6761 5 = 3t

Remarque. Un peu d’histoire. Les rapports trigonométriques ne sont pas nés dans le tri-
angle rectangle, mais dans le cercle, chez les astronomes. Hipparque (11° siécle av. J.-C.),
puis Ptolémée (l1° siécle) dressent des tables de cordes : dans un cercle de rayon 1, la corde
d’un arc de mesure 0 vaut 2 sin g (section 5). Les astronomes indiens (Aryabhata, vers 500)
préférent la demi-corde, jya ; transcrit en arabe jiba, le mot est relu jayb (« pli, poche »),
traduit en latin au XII® siécle par sinus. Les savants de langue arabe (al-Battani, Abu al-Wafa,
X¢ siécle) systématisent le sinus, utilisent les « ombres » (nos tangente et cotangente) et
établissent des formules d’addition.

© Cosinus, sinus et tangente

B Définition : cosinus, sinus

(B)

Soit x € R et M son point image sur C. Le cosinus J
et le sinus de x sont les coordonnées de M :

cotan x

M(cos X, sinx), ~ OM = cos xT+sinxJ.

A

Bl Premiéres propriétés (x € R, k € ) o @ ]
H

«-T<cosx<1 et -1<sinx<1;

* cos(x + 2Rm) = cos x, sin(x + 2Rm) =sinx;

. |cos?x +sin*x =1/ (car OM? = 1).

Lien avec le triangle rectangle. Si 0 < x < 7, le triangle OHM (H projeté orthogonal de M sur (OI))
OH _ cOté adjacent HM _ cOté opposé |
oM ~ hypoténuse oM ~ hypoténuse °
retrouve les définitions du collége (et, par Thalés, dans tout triangle rectangle d’angle aigu x),

mais elles ont désormais un sens pour tout réel x.

est rectangle en H, d’hypoténuse OM = 1: cosx = , sinx = on

Définition : tangente, cotangente

sin x
cosXx |

Pour x # g + kit (c’est-a-dire cosx # 0): [tanx =

Pour x # kRm (sinx # 0) :

Maths Olympiad o
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COS X
sinx |

cotanx =

Six# k% : cotanx = ta%' Lecture : la droite (OM) coupe la tangente (A) au cercle en |

(droite x = 1, '« axe des tangentes ») au point T(1,tan x), et la tangente en J (droite y = 1)
au point K(cotan x, 1).

A

Démonstration de la lecture. Un point P(X, Y) est sur (OM) si et seulement si OP et OM sont col-
inéaires : Xsinx-Ycosx = 0. AvecX = 1(etcosx #0): Y =tanx; avecY = 1 (etsinx # 0):
X = cotan x.

9 Relations fondamentales xe [0, 5 ||| |-m-5|]| |50
- cosx| + - - +
1+tan?x = (cos x # 0) : _ -
C052 X Sin X + T
tan x + - + -
2 _ o
1+ cotan® x = B 7 (sinx #0) signe de cos x : a droite ou a gauche de (Oy);
{ signe de sin x : au-dessus ou au-dessous de (Ox)
. 2 2 . 2
p . SIN“ X _ COS” X +SIn” X 1 A . 2 P .
Déemonstration. 1 + = = ; de méme avec sin“ x au dénominateur.
cos? x cos? x cos? x

Méthode : d’une ligne trigonométrique aux autres

1. On calcule le carré de linconnue avec cos? x +sin’ x = 1 ou 1+tan? x = co_:_zx 2. On choisit
le signe en placant x sur le cercle (quadrant). 3. On en déduit les autres lignes, puis on
contrdle que cos? x +sin x = 1.

Exemple: tanx = -2 avec x € ]g,n[

C012X =1+tan’x=1+4=5, donc cos?x = %
2. x est dans le deuxiéme quadrant, ot cosx < 0: ,
1 V5
cosx=-—==-2|
N

3.|sinx =tanx x cosx = (positif : cohérent avec le

25
5

quadrant) et cotanx = —%.

Contrdle : cos? x +sin’ x = % + % = 1. Lecture: la droite (OT),
avec T(1,-2), coupe le cercle en deux points diamétralement $7(1,-2)

opposés ; on garde celui du deuxiéme quadrant.

Exemple : simplifier, démontrer une identité

. sinx - cos* x +2cos? x = (sin2 X - COS? x) (sin2 X + COS? x) +2cos2x = sin®x +cos?x = 1
pour tout réel x.

. 1 1 .
- Six#RE: — > = cos?x +sin’x = 1.
1+tan“x 1 +cotan‘x
. . 1+sinx CoS X ; .
« Sicosx # 0 (doncsinx # 1) : = ——, car les « produits en croix » sont
COS X 1-sIinx

égaux : (1+sinx)(1-sinx) =1 - sin® x = cos? x.

Maths Olympiad o
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© Angles associés, valeurs usuelles

B Valeurs remarquables

mo|m|m n
X 0 6 | 4 | 3 2
i 14248
sin x 0 5 | 5| 5 1
B2 1
COS X 1 > 15| 3 0
tan x 0 g 1 \/5 non déf.
cotan x | non déf. \/§ 1 @ 0
Ao i i S8 i ?
MemosisinxivatEsuccessivement 2" 21 2! les 16 points remarquables (mesures
@, % ; cosx : la méme liste, a 'envers. principales)

2,

Démonstrations. Pour x = %, M est sur la bissectrice y = x: cosx = sinx > 0 et 2cos® x = 1, d’oli >
Pour x = g, le triangle OIM est isocéle (Ol = OM = 1) avec un angle de 60" en O : il est équilatéral,

donc M se projette au milieu de [0/] : cosT = J etsin = J -1= ‘/23

Enfin % = g - % (angles
associés, ci-dessous). Les symétries du cercle donnent ensuite tous les points de la figure : par

exemple, le point image de 37" est (-g, g)

B Angles associés (pour tout réel x, la ot les tangentes existent)

angle -X m-X T+ X g—x g+x

cos Cos X - Cos X - Cos X sin x -sin x

sin -sinx sin x -sinx CoS X CoSs X

tan -tan x -tan x tan x cotan x - cotan x

pointimage | symétrique symétrique symeétrique symétrique | quart de tour
par rapporta | par rapporta | par rapporta | par rapporta direct
(0x) (0y) 0 y=x
Lecture : cos(m - x) = - cos x, tan (g - x) = cotan x, etc.

Démonstrations (lecture sur le cercle).
Soit M(cos x, sin x) le point image de x.
« X + 1 : on ajoute un demi-tour, on arrive au point
diamétralement opposeé (- cos x, - sin x). Comme 1 =
-1 [2m], c'est aussi le point image de x - .

« -x: la symétrie d’axe (Ox) conserve les longueurs et
renverse le sens : l'arc de | a M, de mesure x, de-
vient l'arc de mesure -x. Le point image de -x est
(cos x, - sin x).

points images de x et des angles associés
(ici x = 25)
« m-Xx =1+ (-x): on combine les deux : (- cos x, sin x).

Maths Olympiad
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. g - x : la symétrie d’axe y = x échange I et J, échange les coordonnées et renverse le sens :
un arc de mesure x issu de I devient un arc de mesure -x issu de J (abscisse ) d’ou le point
(sin x, cos x).

- Z+x =5 -(-x): point (sin(-x), cos(-x)) = (- sin x, cos x).

Les formules pour tan s’en déduisent par quotient : en particulier ’tan(x + Rmr) = tan x ‘

Y Astuce de concours : retrouver les angles associés en 3 secondes

Le nom : avec i ¢ x (et -x), on garde la méme fonction ; avec g + X, on échange cos & sin
(et tan « cotan). Le signe: on imagine x petit et positif, on place le point associé sur le
cercle et on lit le signe. Par exemple, % + X est dans le 2¢ quadrant, ou le cosinus est négatif :

cos(— +x) = -Ssin x.

Exemple : calculer, simplifier

» cos 2 =cos(rr—ﬂ)=—£”' sin(—37")=—sin(rr—ﬂ)=—§”; tan I =tan(rr+%)= 5,

6 2! 4

- Avec la mesure principale (section 1) : cos@ = cos(—%) = cos(rr—g) = —% et
2026 _ _ io2m _ 43
sin 22281 - _sjn & =3

« A =sin(m - x) + cos(g+x)+sin(3n+x) - cos(%”—x). Comme 3m + x = (I + x) + 2m et

51-,- _ m . _ . . . . _ .
7—x-(——x)+2n. A-smx—smx—smx—smx-.

« Apparier les termes: sm 25 = €os - et sm S cos— (car 2 -5 = “") donc
.2 M .22 . 230 . 24T (.zrr rr) ( 221 2217)
sin — +sin” == +sin” =— +sin° — = (sin“ — + cos? sin’ cos 2.
107" 707 707 70 1077 70 170 7% 70

De méme, cos(m - x) = - cos x donne cos ¢ + cos AL cos +CO0S %’T = 0.

@ Formules d'addition

Pour tous réelsaetb: ’ cos(a-b)=cosacosb +sinasinb |

Démonstration (par le produit scalaire). Soit A et B les points images de a et b : les vecteurs
OA(cos a, sin a) et OB(cos b, sin b) sont unitaires. Calculons OA - OB de deux fagons.

- Analytiquement (repére orthonormé) : OA - OB = cosacosb +

. ] A
sinasinb. —

- Géométriquement: OA- OB = OA x OB x cos 6 = cos 6, ol 6 € [0, ]
est 'angle géométrique AOB. Larc orienté qui va de B a A mesure B
a - b (a 2m prés), et sa longueur est 6 ou 2mr-6: donca-b = 6 |

0
ou a-b =-6[2n]. Dans les deux cas cos(a - b) = cos 6 (parité et o
périodicité du cosinus). icif=a-b

En égalant les deux expressions : cos(a - b) = cosacosb +sinasinb. O

Maths Olympiad °
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B Formules d’addition (pour tous réels a, b)

cos(a+b) =cosacosb-sinasinb cos(a-b)=cosacosb +sinasinb
sin(a+b) =sinacosb +cosasinb sin(a-b)=sinacosb - cosasinb
tan(a + b) = tana+tanb tan(a - b) = tana-tanb

1+tanatanb
(les formules en tan supposent que toutes les tangentes écrites existent).

1-tanatanb

Démonstrations. cos(a + b) = cos (a - (—b)) = cosacosb - sinasinb (parité). Puis sin(a + b) =
cos(g -a- b) = cos((g - a) - b) = sinacosb + cosasinb. On remplace b par -b pour sin(a - b).
Enfin, si cosa, cosb et cos(a + b) sont non nuls, on divise le numérateur et le déenominateur de

—12((2+Z)) par cosacos b ; tan(a - b) s'obtient avec tan(-b) = -tan b.

Remarque. Mémo : le cosinus est « contrariant » (cos cos, sinsin, avec le signe contraire : +
devient -) ; le sinus « mélange » (sin cos puis cossin, avec le méme signe).

Exemple : valeurs exactes

.M _nm_m T o_ 1 2 3 2_\/6"'\/E -n_ﬁﬁ1ﬁ_\/€'\/§
IR kT I Rl st e Ml Rl IR T s st Rl il Ry
2
3
5 m m 51 1+? 3+‘/§ (3+\/§) 12+6\/§ \/— m
-E=Z+€:tanﬁ= 3=3\/§= 9-3 = 6 = |2+ 3,ettana=
1—? -
Sm_ 1 _o5_
cotan 3% = 1 =2 3
« Pour tout réel x : sin(x+ g) +sin(x— %) = Zsinxcosg = sinx (les termes 1cosxsin%
s'éliminent).

L*: 17/20

1-2 ~17/20
1. Ora+b €]0, [, et dans cet intervalle seul % a pour tangente 1 (les solutionsdetany = 1

« Retrouverunangle: g, b € ]O, %[ avectana = % ettanb = % tan(a+b) =

sont les % + RmT, section 8): |a+b = % .

© Formules de duplication
L oupicaion oot ot

‘cosZa = cos?a-sin®a=2cos’a-1=1 —Zsinza‘ \sin20 =2sinacosa
tan2a = Lng (si tana et tan 2a existent).
1-tan‘a

§

Déemonstration. On prend b = a dans les formules d’addition, puis on remplace sin’a par 1-cos’a
(ou cos? a par 1 -sin®a).

Maths Olympiad @
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B Conséquences : linéarisation, demi-angle, angle triple

2 1+ cos2a . 2 1-cos2a . sin2a
cos*q= ——— sin“g = ———— sinacosa =
2 2 2
a 1+ cosa 1—cosa
CoOS =| = | ———— sm—
2 2
cos3a=4cos*a-3cosa sin3a=3sina—4sin3a

Démonstrations. On isole cos? a (resp. sin’ a) dans cos2a =2cos’a-1(resp. 1-2 sin’ a), puis on
remplace a par g : le signe de cos% se lit sur le cercle, selon la position de g Ensuite cos3a =

cos(2a+a) = (2 cos>a-1)cosa-2sin*acosa = (2cos?a-1)cosa-2(1-cos?a)cosa = 4cos’a-
3cosa; de méme sin3a=2sinacosza+(1 - 2sin? a)sina =3sina-4sin’a.

Formulesen t = tan  (pour a # i + 2km)

1-t sing = =2 tana =
1+1t2 1+t2 1-1t2

cosa =

siaz I +Rkm).
(siawZ+km)

TT

Démonstration. g # I+ km, donc cos? # 0 et cos? ¢ = 1+1t2-
t

cos® £(1-1%) = =5 et sina=2sin S cosd = 2tcos® § = 2. Intérét: toute expression rationnelle
en cosaetsina dewent une fractlon ratlonnelle ent.

Alors cosa = coszg - sinzg =

Exemple: g, une linéarisation, des cordes

T+cosD 5,/ /
. 2m o_ 4 2+ 2 n T al . m_ 2442 ) R
Cos*g = ——F— =—,— etcosg>0aary E]O,E[. cosg = ———; de méme
8 2-42
sin g B

Pourt=tan%>0: tan% = 1% =1, soitt2+2t-1=0, de racines -1/2: tang =2-1|

3+4+1 = 1) .

- Linéariser cos” x (controle en x = 0 : 2

A (1 +c052x)2 1 +2C0S 2X + COS% 2xX
COS* X = =
2 4
2
=2+l+c052)§3+2cos 2x= 3+4c0528x+cos4x (car 2 cos? 2x = 1 + €0S 4X).
e Gj a_ =4 _ _3 & i___ ! S'na__é
Sitang=2: cosa=.7 =-3, sina =2, tana = == (et l'on vérifie o= 3).

- La corde de Ptolémée : si M est le point image de 6 € [0,m], IM? = (cos@ - 1)? +sin’ 0 =
2-2c0s0 = 4sin? g, donc IM = 2sing (sin % > 0).

% Astuce de concours : ne plus jamais oublier le facteur 2

1. Lestestsa=0eta=2": cosO=1et2cos?0-1=2-1=1, mais « cos®>a-1» donnerait

0. cosm=-1et1-2sin

NN|=|

g = -1 v, mais « 1 -sin® a » donnerait 0 (c’est cos? a, pas cos 2a!).

Maths Olympiad a
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Dans 2 cos?a-1 et 1-2sin’ a, la somme des coefficients vaut 1 = cos 0.
2.letesta=1: sinZ=1; 2sinTcosT=2x % =1 v, sans le 2 on trouverait %
3. Le slogan : « angle doublé, 2 devant » (2 sinacosa, 2 cos?a-1, 1-2sin’ a, 2219): et dans

l'autre sens, « carré, donc moitié » : cos?a = % (testa=0: 1%1 =1 V).

© Transformer produits et sommes

B Produit » somme (pour tous réels a, b)

cosacosb = %[ cos(a - b) + cos(a + b)] sinasinb = %[ cos(a - b) - cos(a + b)]

sinacosb = %[sin(a +b) +sin(a - b)]

§

Démonstration. On additionne, puis on soustrait, cos(a-b) = cosacosb +sinasinb et cos(a+b) =
cosacosb-sinasinb; on additionne sin(a + b) et sin(a - b).

B Somme — produit (pour tous réels p, q)

cosp+cosq:2cosp;qcos¥ cosp—cosq:—2sinp+qsin¥
sinp+sinq=25inp;qcos¥ sinp—sinq=2cosp+qsin%

Demonstration. On pose a = % etb= %, desortequea+b=peta-b=q,eton litles formules
précedentes de droite a gauche : par exemple cosp + cosq = cos(a + b) + cos(a - b) = 2 cosacosb.

Remarque. Mémo : on écrit toujours la demi-somme en premier, la demi-difféerence en sec-
ond; « COS+COS =2C0SCOS », « COS-cos =-2sinsin » (le seul signe -, a ne pas oublier), «
sin+sin » donne un sin et un cos.

Exemple : linéariser, factoriser, simplifier

cosm oo 1 T _cocrn]o|1z A 5m L_l[ it E]_l
sin 2X sin 12-2[cos3 cosz]-E, et de méme cos 2T cos & = 2 [cos T+ cos 2| = 1.

* |sin(a + b)sin(a - b) = sin®a-sin’b pour tous réels a, b. En effet, ce produit vaut

%[cost—cosZa], et cos2b-cos2a-= (‘I - 2sin’ b)—(‘l - 2sin’ a) =2sin®a-2sin’b.

sin3x+sinx _ 2sin2xcos X
COS3X+COSX 2C0S2XCOSX

=tan 2x, pour les x tels que cos2x cos x # 0.

« Grouper les termes de méme demi-somme: sin x+sin 2x+sin 3x = (sin 3x+sin x)+sin 2x =
2sin2Xxcosx +Sin2x = ‘ sin2x(2cosx + 1) ‘ (résolution section 8).
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€@ L expression acosx + bsinx

Théoreme

,

Soit a, b deux réels non tous les deux nuls et r = a2 + b2. Il existe un réel ¢ tel que cos ¢ = %

etsing = %, et pour tout réel x :

acosx+bsinx:rcos(x—(p)‘ donc -va2+b2<acosx+bsinx <va?+b2.

Le maximum r est atteint pour x = ¢ + 2km, le minimum -r pour x = @ + w+ 2k ; 'équation
acosx + bsinx = c a des solutions si et seulement si |c| <.

S

r’r
rcos(x - (p) = rcosxcos +rsinxsin = acosx + bsinx. Comme cos(x - () décrit tout [-1, 1],
l'expression décrit [-r, r].

2 2
Déemonstration. (%) + (%) = 1: le point P’ (9 9) est sur C, il a une abscisse curviligne @. Alors

N . P
b = e oEpe
7
® \ X
T
a=
P(a,b), P'=1PsurC, p=1%
Exemple : mettre sous la forme r cos(x - ), extremums
«J3cosx +sinx : r = 3+1 = 2 cosp = 73, singp = %, o = %

o T o o o o
J3cosx+sinx = 2cos(x— E) (figure : maximum 2 en %, minimum -2 en %", Zéros en

et 2 sur [0, 2m]).

V2 V2 n

* COSX-SinXx: r=42, cos<p=7,sin(p=—7, p=-7: COSX -sinx = 2cos(x+%).

« f(x)=3cosx+4sinx+1: r=y9+16=5,donc-5<3cosx+4sinx <5, lesbornes étant
atteintes: maxf = 6 et minf = -4 (ici ¢ n'est pas un angle remarquable : cos = %,
sing = % ; on n'a pas besoin de le connaitre).

- Linéariser d’abord : ¢g(x) = cos’x + 2\/3sinxcos x - sinx = cos2x + J3sin2x =
2 cos(2x - g) Maximum 2 pour 2x—§ = 2km, soit x = %+kn; minimum -2 pour x = 23—"+kn.

Remarque. On peut aussi écrire acos x + b sin x = rsin(x + ), avec sin g = % etcosy = % : par
exemple v/3 cos x + sin x = 2sin (x + g) Limportant est de factoriser par r et de reconnaitre

un cosinus et un sinus.
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© CEguations trigonométrigues

B Théoréme (équations fondamentales;a € R, k € Z)

COSX =C0SA < X=a+2Rm ou X =-a+2Rm

sinx=sinag & x=a+2RmM ou X=m-a+2km

tanx =tana < x=a+Rkm (x,a¢g+krr) !
L méme cos : droite verticale ;
méme sin : droite horizontale

Démonstration. Section 6 : cos X - cosa = -2 sin % sin "2;", etsinu=0 < u =km(points /et

I’ du cercle). Donc cosx = cosa <= %9 = kmou £2 = km, soit x = -a + 2Rm ou x = a + 2km. De
2 2
méme,sinx—sinazzcos%sin% et cosu=0 u:%+kn(pointsjetj’): X+a=Tm+2Rm
sinxcosa-cosxsina Sin(x-a .
ou x -a = 2km. Enfintanx -tana = = ( ) est nul si et seulement
COS X COS a COS X COS a

Si X -a = Rm.

cosx=0 | cosx=1] cosx=-1 | sinx=0 sinx =1 sinx = -1

x=g+kn X=2Rm | x=m+2kRM | x=Rm X=g+2kn X=—g+2kn

Si |c| > 1, les équations cos x = ¢ et sin x = ¢ n'ont aucune solution ; 'équation tan x = c en a pour
tout réel c.

B Méthode : résoudre une équation trigonométrique

1. Se ramener a cosU = cosV, sinU = sinV ou tanU = tanV, grace aux angles associés :
cosV = sin (g - V), -cosV = cos(m - V), -sinV = sin(-V). 2. Reconnaitre les équations «
déguisées » : du second degré en X = cosx ou X = sinx (avec-1<X<1); acosx+bsinx=c
(section 7) ; homogénes en sin x et cos x (on vérifie si cos x = 0 convient, puis on divise par

cos" x) ; sommes a factoriser (section 6) puis produit nul; t = tan § (section 13). 3. Dans un

intervalle : pour chaque famille x = x, + %, on encadre U'entier k, on liste les solutions, et

on les place sur le cercle (une famille « modulo 27" » donne n points réguliérement répartis).

N

Exemple : se ramener a une équation fondamentale

my__1_ 2m
1. cos(2x 3)- 5 = C0os =

mo_2m _m__2n
= 2x 3—3+2k1T0u2X 3 3+2I’err

= |x= g +Rm ou x = -% +Rm, ReZ (on divise aussi 2km par 2).

Sur ]-m, m]: on encadre k.
»-m<lsrnsn & -2<kR<] & kRe{-1,0};

. _n<-%+krrsrr = —%<ks% < kef{0,1}

Quatre solutions: —g, —%, g, 5?" . Chaque famille « mod-
ulo m » donne deux points diamétralement opposes.

=
2

les 4 solutions sur ]-m, ]
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2. sin3x = cosx:sin(g—x):

= 3x=§—x+2krr ou 3x=rr—(§—x)+2krr = 4x=%+2krr ou 2x=§+2krr

m , R
— ==+ —
X 8 2

ou x=T+km, ReZ| (contrdle: sin3 = cosT).

Exemple : équations « déeguisées »

3. Second degré. 2cos?x+3sinx-3=0 <> 2(1-sin’x)+3sinx-3=0 < 2X2-3X+1=0,
avec X =sinx € [-1,1]. Les deux racines, X =1etX = %, conviennent:

sinx =1 <=>x=g+2krr : sinx:%:sin%@x=%+2kn ou x=5?"+2kn.

4. acosx+bsinx=c. 3cosx-sinx=42. Icir:22\/§:ily

a des solutions. On divise par r = 2 et on reconnait cos% = @
N l .
etsinz =-:

NE] 1 _ ( n)_ﬁ_ m
2COSX 2SlnX—COSX"-6 —2—COSA,

doncx+%:%+2kn ou x+%:—%+2kn:

= - 31
x-12+2kn ou X = 12+2kn, kRez|

Les deux points images sont symétriques par rapport a la
droite d'angle -¢.

5. Homogeéne. sin’x - (1 +\/§)sinxcosx +\/3cos?x=0. Sicosx =0, ilrestesin’x=1%0:
aucune solution n’annule cos x, on peut donc diviser par cos? x : tanzx—(1 +\/§)tan x+3 =

(tanx—‘l)(tanx—\/§)=0, d’ou x=%+krr ou x=g+krr,

6. Factoriser. Section 6: sinx +sin2x +sin3x =sin2x(2cosx+1)=0 < sin2x=0 ou

cosx=—%=cosz?", soit x=k77T ou x=12?"+2krr. Sur[0,2m[: 0, &, 2 g, 40 30

737?1 13y

© /véquations trigonométrigues

Méthode : lire une inéquation sur le cercle

1. Se ramener a cosx [ ¢, sinx O ¢ ou tan x O ¢ (éventuellement aprés un changement
d’'inconnue X = ...). 2. Tracer la droite x = ¢ (pour cos), y = c¢ (pour sin), ou la droite (OT)
avec T(1,c) (pour tan). 3. Colorier l'arc des points qui conviennent (a droite de la droite
verticale pour cosx > ¢, au-dessus de la droite horizontale pour sinx = c...) ; extrémités
fermées pour <, 2, ouvertes pour <, >. 4. Lire les extrémités dans le sens direct en restant
dans lintervalle imposé : si l'arc colorié contient le point de départ de lintervalle (I' pour
]-m, ], I pour [0, 2m[), la solution est une réunion de deux intervalles.
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\_/
7
\.

/TN

COS X > —% sur ]-m, ] sinx < —% sur [0, 2] —% < cosx < 1surJ-m, ]
* COSX 2 —% la droite x = -= coupe C aux points +27 ; on garde l'arc situé a droite (il passe
par I). Surl-m,m]: —23—",23—" : sur [0, 2m[, le méme arc s'écrit [0,2?"] U ["3—",217[.
. sinx < —% sur [0,2n] : la droite y = —% coupe C en %" et 1T arc situé au-dessous,
extrémités exclues : 7—", 11"[ (sur ]-m,m]: ]—%",—%[).

» 2cos’ x-cosx-1<0sur]-mm]: avecX = cosx, 2X*-X-1=(2X+1)(X-1) <0 & -7 <

X<1. Orcosx<1 < x=zO0sur]-mmn]: ]—2?",0[ U ]0, 2?" (troisiéme figure : le point

| est exclu).

s tanx < 1sur]0,2n[: sur]—g, g[, le point T(1, tan x) est au-dessous de (1, 1) si et seulement

six< % (lecture sur 'axe des tangentes ; tan est croissante, section 10) ; par m-périodicité :

[O 4] ]" o ]32—",211[ (g et 37" sont exclus : tan n'y est pas définie).

« cosx +sinx > 1sur[0,2n]: ﬁcos(x——)>1 = cosX>§ avecX=x—%e[—%,7T"[.

Dans cet intervalle, l'arc solution est ]—%, %[, donc [x € ]0, g[ . (Controle: pour0<x < g,

0<cosx<1 et0<sinx<1,donccosx+sinx>coszx+sin2x=1.)

@ Les courbes trigonométrigues
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4 Les trois fonctions de référence

cos sin tan
domaine R R R\{§+kn, keZ}
période 2m 2m m
parité paire impaire impaire
monotonie strictement strictement strictement

décroissante sur croissante sur croissante sur
m m m 1m

[0,m] =24 [

valeurs prises [-1,1] [-1,1] R

Démonstration des variations, sans deérivée. Si0<a<b <m: cosb-cosa=-2sin “2;" sin bz;" <0,

car %b €10, m[ et % € ]O, g] (deux sinus strictement positifs). Si —g <a<bcs g : sinb-sina =
. b . sin(b-a
75 Z2 2L = 0 @y Z2 g ]—E,E[. Si-Z<a<b<Z: tanb-tana = S=c) >0 car
2 2 2 22 2 2 cosacosb

b-a €]0,m[ et cosa, cosb > 0. Enfin, sur un intervalle de longueur une période, on connait tout
grace a la parité : on étudie cos sur [0, ], puis on symétrise par rapport a (Oy) et on translate de
2km.

sin x = cos (x - g) : lasinusoide C, est l'image de C_,_ par la translation de vecteur gT

B Symeétries des courbes

C..s admet pour axes de symétrie les droites x = R et pour centres de symétrie les points

(g + R, 0) ; C;, admet pour axes les droites x = g+krr et pour centres les points (km, 0); C,,,

admet pour centres les points (%", 0) et pour asymptotes verticales les droites x = g + R,

Démonstration (pour cos). cos(2Rm - x) = cos x : la courbe est symétrique par rapport a x = R ;
cos(m + 2km - x) = -cosx : elle est symétrique par rapport au point (% + krr,O). Pour sin, on
translate ; pour tan : tan(km - x) = -tan x.

B Les fonctions x — Acos(wx + @) (A # 0, w # 0)

La fonction f(x) = Acos(wx + ) est périodique de période |T = |27n| et prend toutes les
valeurs de [-]|A], |A]1(|A] est lamplitude). Comme wx+@ = w (x + %), sa courbe se déduit de

Cos Par: x = cos(wx) (affinité horizontale de rapport ﬁ), puis la translation de vecteur
—%T, puis la multiplication des ordonnées par A.

A

Démonstration. f(x + %) = Acos(wx +  +2m) = f(x); et wx + @ décrit tout R quand x décrit R.
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<

=T

| =
: m=-1
1 \/

I I I | 2 -t .

y = tanx sur ]—3—" 3—"[ branches |dent|ques

(période m), asymptotes x = £ + kmr

ol
wiz
v
wl]y

\o|S

|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
!
|
|
|

f(x) = 2cos (2x = %) sur [0, ] et les droitesy = m

Exemple : étudier f(x) = 2 cos (2x - g) et compter les solutions de f(x) = m sur [0, ]

Période 2 - m, amplitude 2. f(x) 2 & 2x-T=2km = x=L4km; f(x)=-2 <
x=2 +kn fx)=0 & x= —+—, f(0) = f(m ) 2cos§-‘l. CommeX 2x—§croTtde
quand x décrit [0, ], et que cos croit sur [-m, 0] et sur [m, 2], décroit sur [0,m]: f
cr0|t de 1a2sur [0 ] décroit de 2 a -2 sur [" 2"] croit de -2 a 1sur [ ]
Lecture graphique (on fait glisser la droite horizontale y = m)

m m<-2 | m=-2|-2<m<1 | m=1|1<m<2  m=2 | m>2
nombre de solutions 0 1 2 3 2 1 0
Pourm=1:cos(2x—§)=%<=>x=§+knoux R : O,g,n Pourm =-1: x-—+knou

- _I . I ap 5T
X = 6+i'err.2et .

@ Pour aller plus loin

S|nl COSZ_H—E Cosﬂ—'l-'-\/g Sian_M
10 5 4 5 4 5 16
Démonstration. Soit a = % : 5a = %, donc 2a = E -3a et sin2a = cos3a. Ainsi 2sinacosa =
4cosia - 3cosa, et comme cosa # 0 : 25|na = 4cos’a-3 = 1-4sina. Doncs = sina
vérifie 4s2 + 2s -1 = 0, de racines == ‘/g, ets>0: sm— = Q = cos(g—%) = cosz?". Puis
cosT = 1-2sin? XL = 1-6265 _ ﬁ, et sin’Z = 1 - 6+2‘/§. On reconnait le nombre d’or :
5 10 8 4 5 16
m _
2cos§- 3
Produits cos a cos 2a cos 4a - cos 2"a (si sina # 0)
sin(2"a) on 4w 1
cosacos2acos4a--cos(2"a) = ———— ar exemple cos—cos—cos— —.
O e pe B P 99 95 "3

Démonstration (on multiplie par sin a). Récurrence sur n, avec P, le produit : pour n = 0, ;'s"”f‘; =
. . . ~ ne1 -\ _ 2sin(2™a)cos(2""a)  sin(2"2a)
cosa. Sila formuli estvraieaurangn: P, =P, cos(2""a)= . = Smaoo- Avec
in 8¢

_n _ .smg_l '8_77_'(_E)-'E .. . . o 1
a=getn=2: BsnT = grcarsin g =sin(m-7)=sin g (en degrés : cos 20" cos 40° cos 80 -8).
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Sommes Y cos(kx) et ¥ sin(kx) (n € N*, x ¢ 2nZ)

sin 1X cog (X n sin 1X gip (11X

n
Zcos(kx)= z___ 2 Zsin(kx)= z__ 2
k=1 sin s k=1 Sl's

Démonstration (télescopage). Produit » somme : 2sin 2 cos(kx) = sin En

sommant de k = 1 a n, tout se simplifie sauf le dernier et le premier terme: 2sin § ¥ pq COS(RX) =
(2n+1)x (n+1)x

2
2sin % sm(kx) = COS

(2k;1)x _ i 2R1x

sin -sin 2 = 2 C0S —=

(Zk 1)x

sin "2—" (somme — produit). On divise par 2 sin % #z 0. De méme avec
(k+1)x
=

- COS

Exemple : le polygone régulier : 3 cos ZkT" =

Pourn22etx=27”: sin 2 = sinm = 0, doncZ“coszk’T:O; le

terme k = n valant cos2m = cos0: ,» \

1
cossz7T =0  (etde méme Y, sin 2T = 0).

S

=
11

: \
Interprétation : les sommets du polygone régulier a n cotés in- \» /

scrit dans C, de sommet I, ont pour isobarycentre O Con-

trole pour n = 5: cos® = cosz—rr et cos® = cos ¥, donc abSCiSSGS 1, puis deux
1+2cos 2?" + 2cos‘*?'T = 0, soit cos 2" L cos 41 = %, ce que con-  fois cos 2 etdeux fois

cos—"
firment les valeurs exactes : @ - % = —%. 7

Identités dans un triangle (A, B,C >0,A+B +C =)

1. Si le triangle n’est pas rectangle : \tanA +tanB+tanC =tanAtanBtanC \
2. Pour tout triangle : sin2A +sin2B +sin2C = 4sinAsinBsin C.

Démonstrations. 1. A+B=m-C,etC # % doncA+B # g : tan(A + B) = tan(m - C) = -tanC, soit

AEAIERE -tan C; on chasse le dénominateur: tanA+tanB =-tanC +tanAtanBtanC. 2.
1-tanAtanB

sin2A+sin 2B = 2 sin(A+B) cos(A-B) = 2sin C cos(A-B) et sin2C = 2sinCcosC = -2sin C cos(A+B);
la somme vaut 2 sin C [cos(A - B) - cos(A + B)] = 4sinAsin Bsin C.

© Les piéges classigues

X Faux v Vrai

cos(a + b) = cosa+cosb cos(a+b)=cosacosb-sinasinb; testa=>b =
g:cosn=—1, mais0+0=0

sin2a =2sina sin2a=2sinacosa; testa=§:sinn=0¢2

cos2a=cos’a-1 (le2 oublié) cos2a=2cos’a-1=1-2sin*a; testa=0:
1=2-1

cos’ q = x4 cos® a = 14%24 (« carré, donc moitié de l'angle
double »)
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1+tan®x = —% 1+tan® x = —5— (test x = 0); c'est 1+cotan? x
SIin~ X COS4 X
ui vaut

q sin® x

cosx:% = x=% x = Z+2km ou x = -Z+2km, k € Z: une infinité
de solutions

sinx =sina < x=za+2km X=a+2Rm ou x =m-a+2km (le « +»est
réservé au cosinus)

tanx =3 <= x-= % + 2R X = §+kn: la période de tan est "3—" est aussi
solution)

COS2X = cos% = Xx-= t% + 2Rm 2X = i% + 2km, donc x = 1% + R : on divise

aussi 2km par 2

sinxcosx = cosx < sinx =1 (ona | cosx(sinx-1)=0: x:g+kn; la division a

divisé par cos x) perdu les x = —% + 2Rm

sinzx:%@sinx:% sinx =11 & x=tL+km

cos 4 =, [1*92¢ toujours le signe dépend de : poura =4, cos &' = -2,
alors que la racine vaut %

la mesure principale de ZT est 7t Melmmn]: cest f-2m=-1

le maximum de 3cos x+4sinxest3+4 =7 | cosx etsinx ne valent pas 1 en méme temps :
le maximum est /32 +42 =5
1 it I

COSX>- & X<3 (sur ]-m, ]) cos n’est pas monotone sur ]-m, ] : —g <X<3
(lecture sur le cercle)

tan(a + b) = % pour tous a, b il faut tan a, tan b, tan(a + b) définies : pour a =
b= %, le dénominateur est nul et tan g n’existe
pas

sin30 = % (calculatrice en radians) sin30° = sin% = %, mais sin30 = -0,988 (30
radians)

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : les triplets pythagoriciens

. 2 2 . . . .
Si p? + g% =r?, alors (%) + (%) = 1: chaque triplet donne un cosinus et un sinus rationnels.
A connaitre : (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17), (7,24, 25).

« Sicosx = % et x € ]—%,0[ . sans calcul, sin x = —% ettanx = —% (Le signe se lit sur le
cercle).
S 0 q . 2_p2 . 2
- D’oli viennent-ils ? Avec t = tan £ = 2 (section 5): cosx = L& et sinx = =2L, d 2
2 g q%+p? q2+p? 2" 3

1,2 donnent (3,4,5), (5,12,13), (15,8,17), (7, 24, 25).

« Ils se combinent : a, b aigus avec cosa = %, cosb = % (sina = %, sinb = %) : cos(a+b) =

15-48 _ 33 : _ 20+36 _ 56 . : 2 2 _ ge2
== =-2= et sin(a + b) = 5 = g - encoreun triplet, 33 + 56° = 65°.

Maths Olympiad @



Calcul trigonométrigue 1" Bac Sciences Mathématiques

Y Astuce de concours : un produit de cosinus ? multiplier par un sinus

= n 20, cin T p_1cin20 2n _
P-c055cos5.5|n5P 25|n5c055

Seconde preuve de cos I = “f. Le polygone régulier (section 11) donne cos 2 + cos 4 = -2,
1

et cos"?" = —cos% : cos% - cosz?'T = 5. Les nombres cos% et - cos 2?" ont donc pour somme

> et pour produit -7 : ce sont les racines de X* - 2X - 1 = 0, soit 4X* -2X - 1= 0, et cos T est
1+\/§

L

lginm = 1t 21
L Sin< = sing, donc P-4.

la racine positive,

* Astuce de concours : t =tan: rend l'éguation algébrigue... mais attention 4 x =

2sinx-cosx =1. Pour x # m+2Rm: 1%—1:5:1 = 4t-1+2 =1+ & t=2. Le

degré a baissé (les t? se sont éliminés) : c’est le signal qu’une solution s'est « échappée » a

ou t n'existe pas. En effet 2sinm-cosm=1: x = m+2Rkm est solution. Bilan: x = m+2km ou
- 1 g afini X _ 1 ast-3-di =3 sj =% (tri

X =X, +§kn, ou x, € ]0, 2[ est défini par tan > =5 c'est-a-dire cos x,, = ) SINX, = < (triplet

(3,4,5) ).

Autre usage :

1+sinx-cosx 2t2+2t
1+sinx+cosx 2+2t

=t=tan§ (pourx:trr+2krretx¢—g+2krr).

Y Astuce de concours : <«<le maximum, c'est \/a2 + b2 »

h(x):sinx(\/gcosx+sinx) = gsin2x+% =%+(§sin2x—%cos2x)=%+sin(2x—%).

1 3 : .. .
Donc "5 < h(x) < 5 p maximum en x = %+ Rm, minimum en x = —% +Rkm. Pourquoiya? + b2?

acosx + bsinx est le produit scalaire de (a, b) et du vecteur unitaire (cos x,sinx) : il est
maximal quand les deux vecteurs ont la méme direction et le méme sens.

Y Astuce de concours : tester une identité avant de la démontrer

Avant une longue preuve, on teste x = 0, g, g, % : C'est gratuit et cela détecte les erreurs de
signe ou de facteur.

143
‘I+2

ot sleo e x=0:‘l=ﬁ\/'x=§: =21, Preuve : on isole cos? x dans

. 3 =
cos x ; =,
cos 3x = 4 cos> x - 3 cos X.

. sin3x - 35|nx;sm3x

3+1 _
(T_1 /).

Jslxesindx 2 x = Z: 1 contre £1 = 1 : faux. Le bon signe : sin’x =
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Cercle trigonométrique

mrad =180 ; arc: £ = RO. Abscisses curvilignes
de M : x + 2km ; mesure principale dans ]-m, m].
M(cos x,sinx); tanx = % (x 2 % +Rmr);

cotan x = £5X (x # k).
sSin X
cos?x+sin®x=1 1+tan?x= ——
COS“ X
1+cotan?x = ——
sin” X
Valeurs remarquables
m m m m
IR
. 1 2 3
sin | 0 f- f- > 1
3 2 1
cos | 1 > 15 3 0
tan |0 @ 1 \/§
no_ /62 m_V22 o 5
COs 5 = = €S o = =5 tan8-ﬁ1
m_ 15/5 o 2m _ 51
cos z = — sin o5 = cos ¢ = =—

Angles associés
-X: COSX, -sSinx M-X: -COSX, Sinx

T+X: -COSX, -Sinx %—x: sin X, €osx

§+x: -sin X, €osx tan(x + Rm) = tan x

Addition
cos(a+b)=cosacosbzsinasinb
sin(a+ b) =sinacosb +cosasinb
tanattanb

tan(a + b) = 1stanatanb

Duplication

cos2a =cos?a-sina=2cos?a-1=1-2sin’a
sin2a = 2sinacosa tan20=12_:j—:2“a

.2 .
sin‘a = 1-cos2a

C052 a-= 1+c;sZa

cos3a=4cos’a-3cosa
sin3a=3sina-4sina
1-t2

- a. =12
t=tan?: cosa= 17,

g 2t
sina = 2%,

2t

tana=m

Produit - somme

cosacosb = % [cos(a - b) + cos(a + b)]
sinasinb = % [cos(a - b) - cos(a + b)]
sinacosb = % [sin(a + b) + sin(a - b)]
Somme - produit

P+q

cosp +cosq = 2 cos 22 cos 22

2
cosp - cosq = -2sin &2 sin Z4

sinp ¢ sinq = 2sin &2 cos 22

acosx +bsinx (r=+a2+b?)

= rcos(x - ), cosp = %, sing = % ; valeurs:
[-r,r].

Equations (k € Z)

COSX =C0Sa < X=ta+2km

sinx=sina < x=a+2kRmoux=m-a+2km
tanx=tana < x=a+km

Second degré: X = cosx € [-1,1] ; homogeéne :
diviser par cos" x aprés avoir testé cosx=0;

t =tan % : tester x =T

Inéquations

Droite x = c ou y = ¢, arc colorié, lecture dans le
sens direct, en respectant l'intervalle.

Courbes

COS : paire, 2m; sin: impaire, 21 ; tan: impaire,
.

Acos(wx + ) : période I%nl' amplitude |A]|.

Concours
1 n+1
cosacos?2a--cos zna - sin 2 : a
21 sina
sin ™ cos (n+1)x . ) .
Sher COSRX = —2o5—— (multiplier par 2sin 7)
2

A+B+C=m: YtanA=TJ[tanA
Triplets: (3,4, 5), (5,12,13), (8,15,17), (7, 24, 25).

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations du cours : cotan x = % ; k désigne un entier relatif ; les angles sont en radians sauf mention

contraire. Dans un triangle ABC : a = BC, b = CA, ¢ = AB, et A, B, C désignent aussi les mesures des angles.
Q
O Niveau | - Bases

Exercice 1 Radians et cercle trigonométrique * corrigé p. 4l

1. Convertir en radians : 157, 105", 288 ; puis en degrés : %", %

2. Donner la mesure principale de chacun des réels : ”T", —“;—", ”T", @

3. Les réels suivants sont-ils deux abscisses curvilignes d'un méme point du cercle ? a) 257" et

—250 ¢ h) 138 o I+ ¢) 2T of =

4. Combien de points distincts du cercle ont une abscisse curviligne de la forme g + ’*—f (kez)
Les placer (mesures principales) ; quelle figure forment-ils ?

5. Une roue de rayon 30 cm roule sans glisser sur 1 km : de quel angle a-t-elle tourné ? combien

de tours complets a-t-elle faits ?

Exercice 2 Cosinus, sinus, tangente, cotangente * corrigé p. 4!

1. Sans calculatrice, donner le signe de cos 2, sin 2, cos 4, sin 4, tan 4 et sin 6.

2.a) X e ]g,rr[ ettanx = —% : calculer cos x, sinx, cotanx. b)y e ]rr, 37"[ et cosy = —% : calculer
siny, tany, cotany.

3. Existe-t-il un réel x tel que cosx = 2 et sinx = -3 ?

4. Montrer (la ot c’est défini) : (cos x +sin x)2 + (cos x - sinx)? = 2; tan?x - sin®x = tan x sin’ x;
tan x + cotanx = —

sinxcosx’
Exercice 3 Valeurs remarquables et angles associés * corrigé p.42
1. Calculer: cos %, sin (—”T"), tan 3;—", cotan (—5?"), sin “T"
2. Simplifier: E(x) = cos(% - x) sin(m - x) - sin (g + x) cos(m+x) et F(x)=tan(m-x)+cotan (% + x).
3. On pose ¢ = cos T et s = sin I. Exprimer en fonction de c ou de s : cos &, sin &, cos £T, sin 27,

cos ?—Z (placer les points sur le cercle).
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Exercice 4 Premiéres équations * corrigé p. 42

1. Résoudre dans R: a)2cosx+y2=0; b)sinx=—§; c)V/3tanx+1=0.

2. Résoudre dans ]-m, ] et représenter les solutions sur le cercle : a) cos2x = % : b)sin2x =
sin(x + %), c) cos(x - %) = -sin x.
Exercice 5 Formules d’addition * corrigé p. 42

1. p,q € ]0, g[, sinp = % etcosqg = % : calculer cos(p + q), sin(p + q), tan(p + q) et sin(p - q).

2. Montrer que cos(x + 23—") + cos(x - 2?") = - COS X, pUis que coOS X + cos(x + 23—") + cos(x + "3—") = 0.

3. Montrer que tan (x + %) = % (pour quels x ?) et que 'équation tan (x + %) = 3tan x n'a pas
de solution.
Exercice 6 Formules de duplication » corrigé p. 43

1. Soit x € ]-g,o[ tel que cos x = % Calculer sin x, sin 2x, cos 2x, tan 2x et cos 4x.
2. On suppose tan x = 3. Calculer cos 2x, sin 2x et tan 2x sans calculer cos x ni sin x.

3. Linéariser sin’ x cos? x. Montrer que 022X - tan x lorsque sin 2x # 0.

4. Résoudre dans R l'équation sin x cos x = —@.

Exercice 7 Premiéres inéquations * corrigé p.43
Résoudre en s'aidant du cercle trigonomeétrique :

a)2cosx-1<0 dans|[0,2n[; b) sinx —@ dans ]-m, ] ;

¢)tanx > -/3 dans ]—g, g[ : d)0<cosxs ? dans [0, 2.

Exercice 8 Premiéres courbes * corrigé p.43

1. Donner une période et la parité de: x » cos3x, x — sin %, X — tan %, X — |sin x|. Montrer
que 12m est une période de x cosg +5sin %

2. Tracer la courbe de la fonction sinus sur [0, 3m]. Lire le nombre de solutions dans [0, 3rr] des
équations sinx = %, sinx = -%, sin x = 1, puis résoudre les deux derniéres.

3. Quelles translations envoient la courbe de cos sur celles de sin et de x = 2 + cos (x + %) ?

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Type devoir surveillé (1) : valeurs exactes * x corrigé p. 44

On pose a = 2T

1. Calculer cos2a. En déduire que cosa = @ etsina = ‘/2;_‘/5, puis que tana = 1 ++/2.

2. En déduire tan %" et tan 7?” Vérifier que 1 + \/E et1- \/5 sont les racines de X2 - 2X - 1.

3. Résoudre dans ]-mr, ] 'équation tan? x-2tan x-1 = 0; placer les solutions sur le cercle. Quelle
figure obtient-on ?

4, Résoudre dans ]—g, g[ l'inéquation tan?x - 2tanx - 1< 0.

5. Retrouver 3. en montrant que 'équation équivaut a cos2x +sin2x = 0.

Maths Olympiad e
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Exercice 10 Type devoir surveillé (2): acosx + bsinx =¢c *x% corrigé p.44

Soit f(x) = (\/§+ 1)cosx + (\/5— 1)sin x. On rappelle (cours) : cos % = @ et sin % = @

. Vérifier que +/3 + 1 = 2y/2 cos % et3-1=2/2sin %, puis que f(x) = 2\/§cos(x - %)

. Déterminer le maximum et le minimum de f sur R, et les réels ou ils sont atteints.

. Résoudre dans R l'équation f(x) = V6, et représenter ses solutions de ]-m, ] sur le cercle.
. Résoudre dans ]-m,m] : a) f(x) 21/6; b) f(x) < -/2.

> WO N A

Exercice 11 Type devoir surveillé (3) : une inéquation-produit * * corrigé p. 4S
Soit g(x) = sin 2x ++/2 cos x.

1. Montrer que g(x) = cosx(2 sinx + \/5), puis résoudre dans [0, 2r[ 'équation g(x) = 0.

2. Dresser le tableau de signes de g(x) sur [0, 2m[ et résoudre dans [0, 2m[ l'inéquation g(x) = 0.
3. En déduire les solutions de g(x) = 0 dans ]-m, ], et les représenter sur le cercle.

Exercice 12 Equations qui se raménent * % corrigé p.4S
Résoudre dans R :

a) 2sin®x-5cosx -4 = 0; b) 3sin2x—2\/§sinxcosx+ cos? x = 0; C)COSX+COS3X=C0S2X;
d) sin3x = cos 2x (placer les solutions de [0, 2m[ sur le cercle); e)tan2x =3tanx.

Exercice 13 Sommes et produits * * corrigé p.4S

1. Calculer sans calculatrice : sin % cos L et cos 111—2" +COS ?—’27

2. Montrer que cos x + cos3x + cos 5x = cos 3x (1 + 2 cos 2x), puis résoudre dans [0, ] I'équation
COS X + COS3x + cos5x = 0.

3. Montrer que COS X + COS2X + COS3X + COS4X = 4CoS % COS X COS 52—", puis résoudre dans [0, 2r[
l'équation cos x + cos2x + cos3x + cos 4x = 0.

Exercice 14 Latangente de 'arc moitié * % corrigé p. 46
Pour x & m +211Z, on pose t = tan 2.

1. Rappeler les expressions de cos x, sin x et tan x en fonction de t.
2. Résoudre dans R l'équation sinx +tan 7 = 2 (on factorisera un polynéme de degré 3 en t).

3. Résoudre dans R l'équation % = 2 (on donnera cos x et sin x pour les solutions non
+
remarquables).
4. Montrer que B _sinx @ pour tout réel x. Quand a-t-on égalité ?

3 7 2+cosx

Exercice 15 Etude d’une fonction trigonométrique * corrigé p.46
Soit f(x) = cos® x - sin x cos X.

+

SIS

1. Montrer que f(x) =
minimum.

2. Dresser le tableau de variations de f sur [0, ] (sans dérivée) et tracer sa courbe.

3. Résoudre dans [0, ] I'équation f(x) = 0 de deux facons (avec 1., puis en factorisant f(x)).

4. Résoudre dans [0, ] l'inéquation f(x) = 1; controler sur la courbe.

% cos(2x+ %) En déduire une période de f, son maximum et son
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Exercice 16 Trigonométrie du triangle *x corrigé p. 47

1. Montrer que l'aire d'un triangle ABC est S = %bcsinA, et en déduire la loi des sinus : ﬁ =

2. En écrivant BC = AC - AB, démontrer la formule d’Al-Kashi : a® = b? + ¢2 - 2bc cosA.

3. Ondonneb=3,c=8etA= g Calculera, cos B, sin B, cos C et S. Verifier que a = b cos C+c cos B.

4. Une hauteur inaccessible. D’un point A du sol, on voit le sommet T d’une tour sous l'angle a ;
aprés d meétres vers la tour, en B, on le voit sous l'angle B > a. Montrer que la tour a pour

_ dsinasinf 2 = I _ I = ?
hauteur h = ~n(a) ; valeur exacte si o = 3 B = L d=20m?7?

) Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Langle de deux droites * * % corrigé p. 47
La droite y = mx + p fait avec l'axe des abscisses l'angle 6 € ]—g, g[ tel que m =tan#6.
1. D,, D, ont pour pentes m,, m, (m,m, # -1). Montrer que leur angle aigu ¢ vérifie

m-s-m o
——L| Etsimm,=-17

tangp = | -
iy iy

2. Quel angle forment les droitesy =2x ety =-3x+17?

3. Déterminer les droites passant par A(1,2) qui forment un angle de % avec la droite y = 3x.

4, Calculer les tangentes des angles du triangle de sommets 0(0, 0), B(3,0), C(2,2), et veérifier

lidentité du cours tan O + tan B + tan C = tan O tan Btan C.

Exercice 18 Laformule de Héron * x x corrigé p. 47

Soit ABC un triangle d’aire S et de demi-périmétre p = —‘“g*c.

1. Avec S = %bc sinA et la formule d’Al-Kashi, montrer que 1652 = 4b%c? - (b? + ¢? - az)z, puis la

formule de Héron: S = \/p(p -a)(p - b)(p - ¢c).
2. Application: a = 13, b = 14, ¢ = 15. Calculer S, cosA, sinA, le rayon R du cercle circonscrit
(a = 2RsinA) et la hauteur issue de B.
2A _ plp-q) + 2 A _ (p-b)(p-c)
3. Montrer que cos® 5 = = — etsin® 5 = ==
de Héron, et tan % dans U'exemple de 2.

. En déduire une seconde preuve de la formule

Exercice 19 Inéquations sur le cercle * x * corrigé p. 43

1. Résoudre dans [0, 2mrt[ l'inéquation sin 3x > sin x (factoriser sin 3x - sin x).
2. Résoudre dans ]-m, ] l'inéquation tan x > 2 sin x.

Exercice 20 Optimiser sur le cercle * » corrigé p. 48

Dans un repére orthonormé : A(-1,0), B(1, 0) et M(cos 6, sin 0), 6 € [0, ], sur le cercle de centre O
et de rayon 1.

1. Montrer que MA = 2 cos & et MB = 2sin 2.

2. Déterminer le maximum et le minimum de MA + MB. Ou placer M pour que MA + 2MB soit
maximal ?

3. Soita € ]O, %] Le rectangle PQRS est inscrit dans le secteur d’'angle a: P = M(6) (0 < 6 < a), Q,

sin 6 sin(a-0)
————= de

R sur [Ox), S sur la demi-droite d’angle a, (PS) || (Ox). Montrer que son aire vaut —

i 1 a L )
maximum 2tan > Casa 13
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Exercice 21 Triangles particuliers * * x corrigé p. 43
ABC est un triangle (notations du cours).

1. Montrer que acosA = b cos B si et seulement si ABC est isocéle en C ou rectangle en C.
sinA +sin B

. COosA+cosB i i )
3. Si les tangentes des trois angles sont des entiers relatifs, montrer que les angles sont aigus,

puis (avec tan A +tan B +tan C = tan Atan Btan C) que ces tangentes sont 1, 2, 3. Un tel triangle
existe-t-il ?

2. Montrer que sinC = si et seulement si ABC est rectangle en C.

Exercice 22 Une équation a paramétre * x * corrigé p.49

Soit a un réel et (E,): cosx +cos(x +a) = 1.

1. Montrer que (E,) < 2 cos 9 cos (x + 9) = 1, puis que (E,) a des solutions si et seulement s'il
existe k € Z tel que -=* + 2kn <as <+ 2Rm.

2. Résoudre (E,) poura = 2, puis pour as= 23—" Pour quelles valeurs de a le réel 0 est-il solution ?

3. Pour quelles valeurs du réel m l'équation cos x+/3 sin x = m a-t-elle exactement deux solutions
dans [0, 1] ?
Exercice 23 Un produit télescopique * * * corrigé p. 49

= 18124 |5rsque ces expressions sont définies.

1. Montrer que 1+ — c052u S

2. En déduire que TTj_, ( ! ) = an2% (hour quels x ?). Calculer de deux facons le produit

cos 2kx tan x
(1+ 1")(“ 1")'
cos & cos &

~ n-1 kR 2" tan x 2 2n
3. Montrer de méme que TTp-) (1 - tan? 2*x) = AN et calculer(1 -tan E)(1 -tan E)‘

@ Niveau 4 - Concours

Exercice 24 Laformule detan3a *x*x* corrigé p. S0
3tana-tan3a . .
1. Montrer que tan3a = e lorsque ces expressions sont definies.
-3tana

2. Résoudre tan3a = /3 ; en déduire que tan = tan tan T sont les racines de P(x) = x> -

3/3x2-3x+4/3.

3. En déduire que tan I - tan 2—" +tan 4¢ " = 3/3 et tan? +tan +tan2 "" = 33.
4. Controle avec tan 3a =Nk factorlser le polynome obtenu retrouver tan o et tan =

Exercice 25 Sommes de cosinus et polygones réguliers * x % x corrigé p. S0
1. Montrer que, pour x ¢ 2nZetn=1: 1+23%; . coskx = sin (2n- 1)X/sm (multiplier par sin 2
et télescoper).
2. Résoudre dans [0, 2n[ l'équation 1 +2cosx + 2 cos2x + 2cos3X + 2 coS 4x + 2cos5x = 0.
2k _ 1 i I 2n 3m_ 4m sm_1

3. Montrer que 3 _, oS =T 2ne1 = -5, Puis que €OS -7 - COS {7 + COS 2 - COS 75 + COS 3 = -

2 _km__ 2n-1
4. Montrer que Zk=1 Cos® 5 = = = —.
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Exercice 26 Une inégalité dans le triangle * % x x corrigé p. S0

A, B, C sont les angles d’un triangle.

1. Montrer que cosA+cosB+cosC = 1+4sin ’% sin gsin % En déduire que cosA+cosB+cosC > 1.

2. En posant s = sin %, montrer que cosA + cosB + cosC < 1+2s-2s? < %, avec égaliteé si et
seulement si le triangle est équilatéral.

3. En déduire que sinsin 2sin £ < T et que sin’ 2 sin’ 2y sin’ s 2

W

Exercice 27 Combien de solutions ? * x xx corrigé p. S|
Soit m un réel et (E, ) : sin2x = m(sin x + cos x), d'inconnue x € [0,2m[. On pose t = sin X + cOS X.
1. Montrer quet = J2 cos (x - %) etsin2x = t?-1. Pour t, € [—\/5,\/5], combien de réels x € [0, 2m[
verifientt=t, ?
2. Montrer que (E,) <> t?-mt-1 =0,
t2<\/§ = m<§,t1>—\/§ = m>—§.
2

3. En déduire, selon m, le nombre de solutions de (E, ). Résoudre (E, ) pour m = 0 et pour m = .

equation qui a deux racines t, < 0 < t,, et que

Exercice 28 cos(sin x) et sin(cos x) * *x*x* corrigé p. S|

1. Montrer que |sin x| + | cos x| < V2 < g pour tout réel x.
2. Montrer que cos(sin x) > sin(cos x) pour tout réel x (parité de cos, monotonie de cos et sin).
Parité, période et ensemble des valeurs de x ~ cos(sin x) ?
3. Résoudre dans [0, 2m[ I'équation sin(rr cos x) = cos(m sin x) : montrer qu'ellj_équivaut a: CcosX+
1 2

sinx = 5 ou COSX -sSinx = % ; on notera a le réel de ]0, [ tel que cosa = i

Exercice 29 Léquation cos x COS 2X COS 4X = % 1 8. 2.8 ¢ corrigé p.S2

1. Montrer qu’un réel x tel que sinx = 0 n’est pas solution, puis que l'équation équivaut a :
sin8x =sinx etsinx # 0.

2. Résoudre 'équation dans [0, 2r[ (on trouvera 14 solutions) et placer les solutions sur le cercle.

3. Montrer que €O0S X C0S 2X COS 4X - €0s2" 1 x = 21—,, (n 2 1) a exactement 2" - 2 solutions dans
[0, 2.

Exercice 30 Le défi de la couverture * %% * corrigé p. S2
On pose a = g
1. En multipliant par sina, montrer que cos % cosz7’T cos "7" = —%. Controler avec l'exercice 29

(x = 27").

2. Montrer (avec 2sina, ou U'exercice 25) que cos2a + cos4a + cosba = —% : en déduire cos% -

2 3m _ 1
Ccos 7 + COS 7 =5

3. Montrer que cos2acos4a + cos4acos6a + cos6acos?2a = —% et cos2acos4acos6ba = % En

développant 8(x - cos 2a)(x - cos 4a)(x - cos 6a), en déduire les racines de 8x> + 4x? - 4x - 1.

2 2m Sin2 3m

2m - ouiccin T cin 20 in 4 _ 7 LG]SR
7 7 = 64,pUIS Sin 7Sln 7 Sin 7 3 et tan 7tan 7 tan \/7

4. Montrer que sin’ %sin -
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

@ Cercle et angles associés

Deux réflexes : x et x + 2km (kR € Z) repérent le méme point du cercle, et chaque angle associé (-x,
mtX, g + ) traduit une symétrie du cercle. On réduit d’abord tout angle « encombrant » modulo
2m (modulo m pour la tangente).

Exercice 31 Radians, mesures principales et horloge * corrigé p.S3
1. Convertir en radians : 75', 252", -330"; puis en degrés : L2, 1L,
2. Déterminer la mesure principale (dans ]-m, m]) de chacun des réels 53", o A S

4 1 4 ’ 8 1
-45m, puis placer les points correspondants sur le cercle trlgonometrlque

1711 2311

3. Les réels ~¢ et -= repérent-ils le méme point du cercle ? Et “& 7" et - 511’ ?

4. On donne 3,1415 < 1 < 3,1416. Trouver 'entier k tel que 100 - 2kn € ]-m, m], puis le quadrant
du point d’abscisse curviligne 100 et les signes de cos 100 et sin 100.

5. L'horloge. On repére chaque aiguille par l'angle dont elle a tourné depuis la direction de midi
(sensindirect). a) Quel angle géométrique (en radians, dans [0, ]) les aiguilles forment-elles a
3h40?a10h107? b)De quels angles ont-elles tourné t minutes aprés midi ? A quels instants,
entre midi et 13 h, sont-elles perpendiculaires ? ¢) Combien de fois sont-elles superposées
entre midi (inclus) et minuit (exclu) ?

Exercice 32 Angles associés : simplifier et calculer * corrigé p. 53

1. Simplifier les expressions suivantes (pour les réels x ou elles ont un sens, a préciser pour C) :

A(x) = cos(3m-x)-sin (x+2)+3sin (x+ ), B(x) = sin(7m+x) cos (x- ) - cos(x +9m) sin (x+ ),
C(x) = tan (x + 37”)tan(x - 7m) + cotan (x + g) cotan(5m - x).

2. Calculer sans calculatrice: U = sin 13T +cos(
(produit de 8 facteurs).

1;”)+tan29—” et P= tan—tan—tan— tanf—;r

g n 3 - 3 3= &f 3 n s5mo_
3. Smtg € ]5,17[ telquesina = " Calculer cosaettana, puis sin (a + 7), cos (a + 3), tan (7 a)
et sin(-a - 7m).
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Exercice 33 Familles de points sur le cercle ** corrigé p. 54

2km .
n

Les solutions des équations trigonométriques s'écrivent a + : on apprend ici a les lire, les

regrouper et les compter (k et m décrivent z).

1. Combien de points distincts du cercle ont une abscisse curviligne de la forme a) E + ’*3—" ; b)
7kn

s ) "’;—" ? Les placer sur un cercle.

2. Ecrire chacune des conditions suivantes sous la forme d’une seule famille « x = a +kB, R € Z ».

a)x-6+kn0ux—3+kn b)x——+2knoux— +2Rm; c)x=%oux-4+k2—";
- T, 2kn = I, 2Rm Im , 2km
d)x = 5+ 5L ou X =+ =T ou X= 12+3.

3. Déterminer les réels qui sont a la fois de la forme % + % et de la forme % Méme question

m . R m ., mm
- + — —-— —_—
avec 5 > et 4 3

4. Combien de réels de la forme % 2'"’ appartiennent a [-m, 41] ? Les écrire.

Exercice 34 Angles associés en récurrence * % corrigé p.SS
Soit x un réel.

1. Montrer par récurrence que, pourtoutn € N: cos(x+nm) = (-1)" cos x et sin(x+nm) = (-1)" sin x.
Etendre ces égalités a n € Z, puis en déduire que tan(x + nm) = tan x lorsque tan x est défini.

2. Exprimer cos (x + ) et sm(x + —) a l'aide de cos x ou de sin x, selon le reste de la division
euclidienneden € Z par 4.

3. Calculer S, = 37;%° cos(x + km), S, = ¥723° cos & et S, = 5,% ksin &1
(_1)n(n+1)/2

4. Pourn € N*, on pose P, = cos(g + n)xcos(g + 2rr) xcos(— + nrr) Montrer que P, = *———,

puis déterminer les entiers n tels que P, > 0.

Exercice 35 Loctogone des angles associés * x x corrigé p.SS

Soit a € ]O,%[. On note A,,A,,...,A; les points du cercle
trigonometrique d’abscisses curvilignes respectives

+a, m-a, m+a, T -q, +q, 2m-aq,

ig
a’2 a, 2 2

N3

et 0, l'octogone A;A, ... Ag (figure : a = §). On pose ¢ = cosa et

s=sina.

1. Donner les coordonnées des huit sommets en fonction de ¢
et s, et indiquer pour chacun la symétrie ou la rotation de
centre O qui transforme A, en ce sommet.

2. Montrer que les arcs consécutifs A;A,, AJA,, ..., AZA, (sens di-
rect) mesurent alternativement % - 2a et 2a. En déduire que
l'aire de O, vaut A(a) = 2(cos 2a + sin 2a) (aire d'un triangle :
10M - ON - sin MON).

3. Ecrire A(a) sous la forme rcos(2a - ). Pour quelle valeur de a l'aire est-elle maximale, et que
vaut-elle ? Vérifier que l'octogone est alors régulier.
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4. Montrer qu’une corde qui intercepte un arc de mesure 6 € [0, ] a pour longueur 2 sin g. En dé-
duire que le périmétre de O, vaut p(a) = 8(sin a+sin (% - a)), puisque p(a) = 16sin % cos (a - %)
Conclure.

5. Déterminer les réels atels que A(a) = 1+/3 (on utilisera cos % = @). Expliquer géométrique-
ment pourquoi on trouve deux octogones de méme aire.

Exercice 36 Symeétries du cercle et angles associés * * » corrigé p.S6

Pour tout réel t, on note M(t) le point (cost,sint) du cercle trigonométrique. Pour 6 € R, on note

D, la droite (O M(8)) et s, la symétrie orthogonale d'axe D,. Soit x € R.

1. Soit N = M(26 - x) et [ le milieu de [M(x)N].
a)Alaide des formules de transformation somme — produit, montrer que 0/ = cos(8-x) OM(G)
et que M(x)N =2sin(6 - x)V, ou v (-sin 8, cos6).
b) En déduire que sy(M(x)) = M(26 - x).

2. Utiliser les cas 8 = 0, g, % et 37" pour retrouver les formules des angles associés -x, 1 - X, g - X,
et établir que cos(%’T - x) = -sin x et sin (37" - x) = - COS X.

3. Montrer que Se,*Se, transforme M(x) en M(x+2(92—61)). Que donnent les couples(6,,6,) = (0, g)
et(0,1)?

4. Soit x, € R. On pose M, = M(x,) puis, pour toutn € N: M, . = s,(M,) si n est pair, M, =
Say5(Mp) si n est impair.

a) Montrer que, pour tout k € N, M, = M(x, + 1) et M, , = M(-x, - 2T},

b) Montrer que les points M, sont au nombre de 10 si x, n'est pas un multiple de g, etde5
sinon.

c) Pour x, = %, montrer que les points M, sont les sommets d’'un décagone régulier.

@ Formules d'addition et de duplication

Tout découle de cos(a - b) = cosacosb + sinasinb. Repérer la structure des angles (somme,
double, moitié) ; pour un angle moitié, situer U'angle pour choisir le signe de la racine.

Exercice 37 Une seule donnée, toutes les valeurs * corrigé p. 57

Soit x € ]n, 37"[ tel que cos x = -7.

1. Calculer sin x et tan x, puis cos (x - g)

2. Calculer cos2x, sin2x et tan2x. Dans quel quadrant se trouve le point d’abscisse curviligne
2X7?

3. Calculer cos3x en écrivant 3x = 2x + X.

4, Préciser un intervalle contenant %, puis calculer cos %, sin % et tan %
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Exercice 38 Développer et simplifier * corrigé p.S7

Démontrer les égalités suivantes pour tout réel x pour lequel elles ont un sens (préciser ces réels
dans c), d) et e)).

H m m

a) sm(x+z)—cos(x Z) V2 sinx; b) cos(x+€)+sm( 3) J3 cosx;
in3x cos3x

c) tan{x+ I)tan(x-%)=-1; SN 2X_ =
) ( * 4) ( ‘*) ' sinx  cosx

COSX+SINX _COSX-SiNX o000

COSX-SinX COSX +SinXx
Exercice 39 Un produit de tangentes qui vaut2 ** corrigé p. S8

1. Soient a et b deux réelstelsquea+b = %, tan a et tan b étant définis. Montrer que (1+tana)(1+
tanb) = 2.

2. Réciproquement, soienta,b € [0, g[tels que (1+tan a)(1+tan b) = 2. Montrer quetanatanb # 1,
puisquea+b =1

3. Calculer P = (1 +tan —)(‘I +tan = )(‘I +tan == )(1 +tan 0)(1 +tan 20)

= e L) e 451\ ract-3-di : e
4, Calculer Q = (1 +tan 180)(1 +tan 180) (1 +tan 180) c'est-a-dire, en degrés, (1 + tan1)(1 +
tan2’)-- (1 +tan 45).

Exercice 40 Une fonction qui revient au point de départ * x corrigé p. S8
On pose f(u) = \/‘/__ pour u # ‘g

1. Montrer que, pour tout réel ¢ tel que @ et @ + % n'appartiennent pas a g +mZ: f(tang) =
tan((p + g)
2. Caleuler £(0), f(£(0)) et f(f(£(0))), puis £(2), f(f(2)) et f(f(f(2))) (avec des dénominateurs en-

tiers).

3. Montrer que, pour tout réel u ¢ {—@, @}, f(f(f(u))) est défini et égal a u. Que se passe-t-il

4. Pour a > 0, on pose g,(u) = -“% (u # 2). a) Montrer que g,(g,(u)) = -1, puis que l'on a

g1(g1(g1(g1(u)))) = u pour u ¢ {-1,0,1}. b) Déterminer les réels a > 0 tels que g,(g,(g,(u))) = u
pour tout réel u ou cette expression est définie.

Exercice 41 Lestangentes de /24 et de 5m/24 * % corrigé p. 59

1. Montrer que, pour tout réel x qui n’est pas multiple de ﬂ : cotan x -tan x = 2 cotan 2x.

2. a) En appliquant l'égalité du 1a x = montrer que t = tan - verlﬁe t2+2/3t-1=0,et
retrouvert=2 - \/5
b) Montrer de méme que u = tan 2—’2 est la racine positive de u? + 2(2 + \/§)u -1 = 0. Vérifier

2
que(\/—+\/§) :8+4\/§, puis en déduirequetan%:\/—ﬂﬁ—ﬁ—z.

) En déduire cotan =

12'

et controler le résultat a l'aide de l'égalité tan x + cotan x = — =

24' sin X cos x

(on rappelle sin % @).

sin 2x
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3. Montrer de méme que tan g—z = \/6— \/_+ \/5— 2.

= I s In Nn
4. Calculer S =tan - + tan 3 + tan 77 + tan == de deux facons.

Exercice 42 Une suite de tangentes * x * corrigé p.S9

Soitu, € R;on poseu, . = 12_”"2 tant que u, # 1 (la suite s'arréte si un terme vaut +1). On admet
- i _nm

que u, = tan 6 pour un unique 6 € ] - 2[.

1. Montrer par récurrence que u, est défini si et seulement si aucun des réels 26,46, ...,2"6
n'appartient a g +1Z, et qu'alors u, = tan(2"6).

2. Décrire la suite lorsque : a) u, = V3; b) Uy =2 - /3 (vérifier par le calcul que u, = ﬁ) )

3
u, = \/5— 1.
3. a) Montrer que, si 6 est un multiple de %, tous les u, sont définis. b) Montrer que u, est défini

et égal a u, si et seulement si 76 € nZ. ¢) En déduire les six valeurs non nulles de u, pour
lesquelles u; = u,, et montrer qu’elles forment deux cycles {u,, u,, u,}.

4. Combien de valeurs de u, donnent une suite définie pour tout n, telle que u, = u, mais u, # u,
(suite de plus petite période 4) ?

@ Transformations et identités

Somme en produit pour factoriser, produit en somme pour linéariser. Dans un triangle, A+B+C =

se traduit par sin(A + B) = sinC, cos(A+B) = -cosC, cosZE =sin% et tan £ = cotan £.

Exercice 43 Factoriser pour simplifier * corrigé p. 60

1. Factoriser : A(x) = cos7x + cos3x, B(x) = sin4x -sin2x, C(x) = cosx - cos5x, E(x) =1+
2 cos 2x + cos 4x. Simplifier % en précisant pour quels réels x ce quotient est défini.

2. Ecrire D(x) = cos x - cos 3x - cos 5x + cos 7x comme produit de trois facteurs trigonométriques
(regrouper le premier et le dernier terme). En déduire les solutions de 'équation D(x) = 0 dans
[0, m].

3. Montrer que cos 2% + cos Zf = cos n

o m s 5T _ o n
et que sin - + sin 22 = sin 2.

I
18
Exercice 44 Linéariser pour calculer * corrigé p. 6l
1. Transformer en sommes les produits 2 sin 3x cos x et 2 cos (x + %) cos (x - %), puis les produits
4sin x sin 2x sin 3x et 4 cos x COS 2x COS 3X.
mn g 0 U 8= 3 n m
2. Calculer cos >, €OS 5, etsin 27 sin -7, puis tan 2 tan .

3. La prosthaphérése. Au xvi® siécle, avant les logarithmes, les astronomes (Tycho Brahe) rem-
placaient une multiplication par des additions grace a cosacosb = %[ cos(a+b) +cos(a - b)] et
a une table:

) 10 20 30° 50° 60 70 80’
cosO | 0,9848 | 0,9397 | 0,8660 | 0,6428 | 0,5000 | 0,3420 | 0,1736

Calculer ainsi, sans multiplication, 0,9397 x 0,6428 et 0,9848 x 0,3420, puis comparer avec le
calcul direct.
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Exercice 45 La loi des tangentes * % corrigé p. 6l
Dans un triangle ABC, on note a = BC, b = CA, ¢ = AB, et on admet la loi des sinus: =3~ = -2 = €|
sinA sinB sinC
. . . sinx -siny
1. Montrer que, pour tous réels x et y tels que les expressions aient un sens: ———— =
sinx +siny
X+ y
tan 2= tan 22Y
2 / 2
2. En déduire la loi des tangentes % =tan 2L tan £ (justifier que tout a un sens dans un trian-

gle).

3. Application. Ondonnea=+3+1,b=y/3-1etC= g Calculer les angles A et B, puis la longueur
C.

4. Etablir de méme la formule de Mollweide %2 = cos %/ sin %, et la verifier sur 'exemple de la
question 3.
Exercice 46 Reconnaitre un triangle * * corrigé p. 62

ABC est un triangle d’angles A, B, C (éléments de ]0, [, de somme ).
1. Montrer que sinA = 2 sin B cos C si et seulement si le triangle est isocéle de sommet A (B = C).

2. A l'aide de lidentité sin(p + q)sin(p - q) = sin’ p - sin® g, montrer que sin® A = sin” B + sin’ C si
et seulementsiA= 7.

3. a) Montrer que cos?A + cos?B = 1 - cos C cos(A - B), puis que cos’A + cos’ B + cos’C =
2cosAcosBcosC.

b) En déduire que le triangle est rectangle si et seulement si cos? A+cos? B+cos? C = 1, et qu'il
a un angle obtus si et seulement si cette somme est strictement supérieure a 1.

4. Déterminer les angles d’un triangle qui vérifie a la fois sinA = 2 sin Bcos C et cos® A + cos? B +
20 .
cos“C=1.
Exercice 47 Un systéme trigonométrique * * corrigé p.62
Pour X,y € R, on pose a =cosx +cosy etb =sinx +siny.

1. Montrer que a = 2 cos = cos = et b = 2sin =¥ cos =. En déduire que a® +b? = 2 +2 cos(x - y).

2. On suppose (a, b) # (0,0). Montrer que cos(x +y) = z'gz et sin(x+y) = aif’;z.
3. Résoudre dans R? le systéme coSX +CoOSy = ‘/_”, sinx+siny = Q

4. A quelle condition sur x et y a-t-ona = b = 0 ? Interpréter a l'aide des points M(x), M(y) du
cercle trigonométrique et du milieu de [M(x)M(y)].

Exercice 48 Demi-angles d’un triangle * * % corrigé p.63

Soit ABC un triangle. On pose x = tan 2 Y= tan =, Z= tan =

1. Justifier que X, y, z sont définis et strictement positifs. Montrer que tan % = cotan %, puis que
Xy+yz+zx =1.

2. a) Montrer que, pour tous réels u, v, w : u? + v +w? > uv + vw + wu, avec égalité si et seulement
siu=v=w.

b) En déduire que (u + v + w)? 2 3(uv + vw + wu) et (uv + vw + wu)? 2 3uvw(u + v + w).
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3. Endéduire quetan4 +tan2+tan£ > /3 ettanftan S tan £ < @, avec égalité dans chaque cas
si et seulement si le triangle est équilatéeral.

2 -
(x+y)(x+2)
2(2y-x-z)
(x+y)y+2)(z+x)"
cet ordre) en progression arithmétique si et seulement si cosA, cos B, cos C le sont.

4. a) Montrer que 1+ x? = (x + y)(x + z) et que cOSA =

b) En déduire que cosA +cosC -2 cosB = Conclure : tan %, tan g, tan % sont (dans

@ Eguations et inéguations

Tout se raméne a cosX = cosa, sinX = sina ou tanX = tana : on transforme (changement
d’inconnue, factorisation, forme r cos(x - ¢)), on résout dans R, puis on encadre k pour lintervalle
demandé et on place les solutions sur le cercle.

Exercice 49 Equations de référence * corrigé p.63
Résoudre dans R, puis dans l'intervalle indiqué :
1. 25in(x+ %) +/3=0, dans [0,2n[;
2. COS3X = COS (x + %), dans [0, [ ;
m\ _ mml.
3. tan (2x - Z) = \/5, dans ]—5, 5[ ;

4. sin2x = cos (x - %), dans ]-m, ] (placer ces solutions sur le cercle trigonométrique).

Exercice 50 Inéquations de référence * corrigé p.64
1. Résoudre dans[0,2m[: a)2cosx++y3<0; b) 2sin x ++/2 > 0.

2. Résoudre dans ]-m,m]: a)(2cosx-1)sinx >0 (tableau de signes) ; b) [2sin x| < 1.
Exercice 51 Changer d’inconnue * % corrigé p.6S

1. Résoudre dans ]-m,m] : 2sinx + (2 - \/5) sin x - \/5 = 0.
2. Résoudre dans R: cos2x-3cosx+2=0.

3. Résoudre dans R l'équation \/§sin2x +2Sin XCOS X - \/§cos2 x = 0 de deux facons : a) en se
ramenant a une équation en tan x ; b) en montrant que le premier membre vaut 2 sin (Zx - %)
Comparer les écritures obtenues.

4. Résoudre dans R: tanx + cotan x = 4.

Exercice 52 L'équationacosx+bsinx=c xx* corrigé p.6S
1. Montrer que, pour tout réel x : /3 cos x + 3sinx = 2y/3 cos (x - g)

2. Résoudre dans R : /3 cos x + 3 sin x = /6. Placer les solutions sur le cercle trigonometrique.
3. Résoudre dans ]-m, ] l'inéquation J3cosx +3sinx <+/6.

4. Soit mun réelet(E,_): mcosx+(m+1)sinx = 1. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles
(E,,) admet des solutions. Résoudre (E,) et (E_,).
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Exercice 53 Factoriser pour résoudre * * * corrigé p. 66

1. Montrer que sin 2x +sin 4x -sin3x = sin 3x (2 cos x - 1), puis résoudre dans R: sin2x +sin 4x =
sin3x. Que remarque-t-on ?

2. Résoudre dans R, puis dans [0, [ : sin’ x +sin’3x = 1 (linéariser).

3. Résoudre dans [0, ] 'inéquation cos x - cos3x > sin 2x.

Exercice 54 Avect = tan 2, puis un systéme * * x corrigé p. 66

X X t(t-1)°
1. Pour x € ]-m, [, on pose t = tan > Montrer que cos x +tan 5" 1= ETT
+

2. En déduire les solutions dans ]-m, it[, puis dans R, de l'équation cos x + tan§ = 1, et résoudre
dans ]-m, [ U'inéquation cos x +tan§ > 1.

m
X—yzg

3. Résoudre dans R? le systéme A (transformer la somme en produit).

COSX+COSYy = - >

@ Courbes et extremums

La courbe de x — Acos(wx+®)(A >0, w > 0)a pour période %", pour maximum A et pour minimum
-A. Sans dérivée, on obtient variations et extremums par composition (variations de cos et sin
sur des intervalles), par un changement de variable (X = sinx, ¢ = cosx, s = sinx + cos x) ou par
Uécriture r cos(x - ).

Exercice 55 Période, parité, symétries * corrigé p. 67
1. Montrer que T est une période de f: a) f(x) = sin(2x - %), T=m; b)f(x) = cos 5 T=6m; c)
f(x)=tan2x,T=2; d) f(x) = cos?x, T = (linéariser).

2. Etudier la parité de: a) x = sinxcos2x; b) x = cosx +xsinx; ¢) x = tanx-sinx; d)
X > Sin X + COS X.

3. Soit f(x) = sin (2x - %) et C sa courbe. a) Montrer que la droite d’équation x = g est un axe de

symétrie de C et que le point I(%,O) en est un centre de symétrie. b) Expliquer pourquoi il

suffit d’étudier f sur [%, g] pour tracer toute la courbe.

Exercice 56 Une sinusoide renversée corrigé p.67

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = -2sin (2x + %)

1. Montrer que f est m-périodique et que f(x) = 2 sin (Zx - 5?") pour tout réel x. Comment obtient-
on sa courbe a partir de celle de la fonction sinus ?

2. Calculer f(0) et f(r). Déterminer les réels de [0, ] ol f atteint son maximum, son minimum,
et ceux ou elle s'annule.

3. Sans dérivée, dresser le tableau de variations de f sur [0, ], puis tracer sa courbe.

4. Résoudre graphiquement, puis par le calcul, dans [0,m]: f(x) =1, puis f(x) = 1.
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Exercice 57 Le ressort * % corrigé p.63

Une masse accrochée a un ressort os- y
cille verticalement ; sa position (encm)a 2
Uinstant t (en s) est , /\ /\ /
y(t) = Acos(wt + ), 1 2 4t
3
-1
avecA > 0, w > Oety € ]-mn]. La

courbe ci-contre représente y pourt €
[0, 4] (quadrillage : % s horizontalement,
0,5 cm verticalement).

1. Lire lamplitude A et la période T ; en déduire w.

2. Lire y(0) et l'instant du premier maximum. En déduire ¢, puis écrire y(t) sous la forme a cos(mt)+
b sin(mt).

3. A quels instants de [0, 4] la masse passe-t-elle par la position y = -1 ? Vérifier sur la figure.

4, Pendant quelle fraction de chaque période la masse est-elle a au moins 1 cm de sa position
d’équilibre (Jy(t)] =2 1) ?

Exercice 58 Extremums sans dérivée * x corrigé p.63

Déterminer le maximum et le minimum sur R de chacune des fonctions suivantes, et les réels ou
ils sont atteints.

1. g(x) = cos2x +2sinx (poser X = sin x).
2. R(x) = cos x cos (x - g) (transformer le produit en somme).

3. h(x) = sinx cos x + sin x + cos x (poser s = sin X + COS X ; montrer que s € [—\/5, \/5] et exprimer
sin x cos x en fonction de s).

Exercice 59 Nombre de solutions selon m * * » corrigé p. 69
Soit f(x) = cos2x + 2 cos x et, pour m réel, 'équation (E,_): f(x) = m.
1. Montrer que f est paire et 2rmr-périodique, et que f(x) = ¢(cos x) ol ¢(c) = 2¢? + 2¢ - 1.

2. Etudier les variations de ¢ sur [-1,1]. En déduire, sans dérivée, que f est décroissante sur
[0,2?"] et croissante sur [2?",11]. Dresser le tableau de variations de f sur [0, 7] et tracer sa
courbe sur [-m, m].

3. Discuter, selon m, le nombre de solutions de (E, ) dans [0, ] (on utilisera que cos est une
bijection de [0, ] sur [-1, 1]), puis dans [0, 2m].

4. Résoudre (E_,) dans [0, 2n[ et vérifier la cohérence avec la question 3.

Exercice 60 Superposer deux sinusoides * x * corrigé p. 70

Soita > 0, b > 0, @ trois réels et s(x) = acos x + b cos(x + () (deux vibrations de méme période qui
se superposent).

1. Montrer que s(x) = (a + bcos ) cos x - bsin ¢ sin x, puis qu’il existe A > 0 et un réel y tels que
s(x) = Acos(x + ) pour tout x, avec A% = a® + b2 + 2ab cos . En déduire que [a-b| <A<a+b.
Quand a-ttonA=a+b?A=07?
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2. Exemple: a=3,b =5, ¢ = g a) Montrer que A = 7 et calculer cos @ et sinyw. Quel est le

maximum de s ? b) Montrer que s(x) =0 < tanx = % c) Interpréter A = 7 a l'aide d’un

triangle de cotés 3, 5, 7 (formule d’Al-Kashi). d) Tracer sur [0, 2m] les courbes de 3 cos x, de
5cos (x + g) et de leur somme.

3. Pour quelles valeurs de ¢ € ]-m, ] la fonction x + cos x + cos(x + ) a-t-elle pour amplitude
1243207

@ Défis de concours

Six probléemes de concours, sans dérivée ni nombre complexe : latrigonométriey sert la géométrie
(Ptolémeée, Langley), les inégalités, les sommes télescopiques et méme l'arithmétique.

Exercice 61 Ptolémée et 'heptagone * x % corrigé p.70

Ptolémée (I1° siécle) a bati ses tables de cordes grace au théoréme qui

porte son nom ; on le démontre ici par le calcul.

1. Montrer que, pour tous réels a, b, c: sin(a+b)sin(b+c) = sinasinc+
sinbsin(a + b + c).

2. Sur un cercle de centre O et de rayon R, on considére
M(R cos 6, Rsin 8) et N(R cos(6 + 2u), Rsin(6 + 2u)), avec u € [0, ].
Montrer que MN = 2R sin u.

3. Théoreme de Ptolemeée. A, B, C, D sont quatre points d’un cercle de rayon R, rencontrés dans cet
ordre en tournant dans le sens direct ; les arcs AB, BC, CD, DA (parcourus dans le sens direct)
mesurent 2a, 2b, 2¢, 2d (a,b,c,d >0, a+b+c+d = m). Montrer que AC xBD = ABxCD +AD x BC.

4. AJA, ...A, est un heptagone régulier inscrit dans un cercle de rayon R; on note £ = A/A,, d, =
AA;etd, =A A, (figure).

a) Exprimer ¢, d et d, a l'aide de R et de sin I, sin 27", sin 37"

b) En appliquant le théoréme de Ptolémée aux quadrilatéres A,A,A A, et A,A,A A, montrer
que d? = £ + 0d, et d,d, = £(d, +d,).
1+ __1 .1

c) En déduire que = — —.
1 S|n27" S|n37"

5|n7

Exercice 62 Le probléme de Langley * x % corrigé p. 7

Le triangle ABC est isocéle en A, avec BAC = 20" (donc ABC = ACB =
80). Le point D de [AC] vérifie DBC = 60" et le point E de [AB] vérifie
ECB = 50°. On cherche l'angle BDE (probléme des « angles adven-
tices », Langley, 1922). Les angles sont mesurés en degrés et l'on
prend BC = 1.

1. Loi des sinus. Dans un triangle de cotés a, b, c opposés aux an-
gles A, B, C, justifier que son aire vaut %bc sinA, puis montrer que
a_ _ b __¢C
sinA sinB sinC
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2. a) Montrer que le triangle BCE est isocéle et que BE = 1. b) Calculer BDC, puis montrer que
BD =2 cos 40'.

3. On note x la mesure de BDE. a) Montrer que EBD = 20", BED = 160" - x, puis que sin(160 - x) =
2 cos 40" sin x.
sin(160° - x)

- =sin 160° cotan x - cos 160°
sin x

b) Vérifier que x = 30" convient. c) Montrer que g(x) =
est strictement décroissante sur ]J0°, 160°[, et conclure.

Exercice 63 Deux minorations * % corrigé p. 72
1. a) Montrer que, pour tout réel x : sin1 = sin(x + 1)cos x - cos(x + 1)sinx. En déduire que
| sinx| +|sin(x +1)] 2sin1.
b) Pour quels réels x a-t-on 'égalité ? Quel est le minimum de x = |sinx| + |sin(x +1)| ?
2. (Concours Putnam, 2003.) Pour x tel que sinxcosx # 0, on pose
1
+

f(x) = sinx + cos x +tan x + cotan x + — .
sinx Ccosx

a) On pose s = sin x + cos x. Montrer que s € [—\/5,\/5], s#+1,etque f(x)=s+ 521.

b) On pose u = s - 1. Montrer que v+%22\/§ pour tout v > 0, puis que f(x) 2 1+2y/2siu>0et
f(x)<1-2y2siu<o.

c) En déduire le minimum de |f]|, et montrer qu’il est atteint.

Exercice 64 Sommes télescopiques * x x corrigé p.72

. 1
a) Montrer que, sisina # 0 : cotan 4 _cotana = gt
i

b) Soit n > 1 et x tel que sin(2 x) # 0 pour0<k<n-1. Montrer que

n-1
X _
= cotan = - cotan (2" 'x).
X cotan (21

Zo sin (2kx)

c) Avec x = 27” et n = 3, retrouver l'identité de l'exercice 61 (question 4.c).
2. a) Soit k € N* et x tel que tan x # 0 et que tan(kx), tan ((k + 1)x) soient définis. Montrer que

tan ((k + 1)x) - tan(kx)

tan(kx)tan ((k + 1)x) = tan x

tan ((n + 1)x)

o - (n + 1) (pour x convenable).

b) En déduire que Ztan (kx)tan ((k + 1)x) =
k=1

c) Calculer 32 tan k" tan(k + 1) en fonction de tan 1°, puis

m 21 21
tanStan 5 +tan 5 tan 5 +tan tan
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Exercice 65 Quand cos(rm) est-il rationnel ? * x % corrigé p.73

Soit r = £ un rationnel (a € Z, b € N*) et, pour k € N, u, = 2 cos(2rm). On va montrer que si

cos(rm) est rationnel, alors cos(rm) € {0, i%, 11} (théoreme de Niven).
1. Montrer que u,,, = Uz - 2 pour tout k € N.

2. En notant m,, le reste de la division euclidienne de 2%a par 2b, montrer que la suite (u,) prend
au plus 2b valeurs distinctes.

3. On suppose u, rationnel : Uy = g avec p € Z, q € N* premiers entre eux.

2_942 g o o .
a) On suppose q > 2. Montrer que u, = £ qiq et que cette fraction est irreductible.

b) En déduire que, pour tout k, u, est une fraction irréductible de dénominateur qzk, puis une
contradiction.

c) Conclure.
4, Applications. a) Montrer que, si sin(rm) est rationnel, alors sin(rm) € {0, 1%, +1 }
b) Montrer que, si tan(rm) est défini et rationnel, alors tan(rm) € {0, 1} (étudier cos(2rm)).

c) Un triangle rectangle a des cotés de longueurs entiéres (par exemple 3, 4, 5). Montrer que
la mesure en degrés de chacun de ses angles aigus est un nombre irrationnel.

Exercice 66 Périodique ou pas ? * x %% corrigé p.73
1. Soit n 2 3 un entier. a) Montrer que, pour tout t € [-1, 1], t" < t?, avec égalité si et seulement
sit €{0,1} (n impair) ou t € {-1,0, 1} (n pair). b) Résoudre dans R: sin” x + cos" x = 1.

2. Soit f(x) = cos x + cos (\/fx) a) Résoudre f(x) = 2 (on rappelle que J2 est irrationnel). b) En
déduire que f n'est pas périodique, bien qu’elle soit la somme de deux fonctions périodiques.

3. Soita >0, b >0 et g(x) = cos(ax) + cos(bx). Montrer que g est périodique si et seulement si %
est rationnel.

4. Déterminer la plus petite période strictement positive de h(x) = cos 2x + cos 3x.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

n m AL ._|8m| . sm ; n .
1. (Xﬁ) E y 105 = E, 288 = ? y ? = , 12 3
% = . s?n
47n T

=
N

2. On écrit x = x,, + 2km avec x, € |-m,m] : o = 8m- % donne

. _sm _ _ n . 99m _ _n I r

el C 14n+3donne, - = 20m 5donne = | -un )
. 6m 6

1000 = 7 x 142 + 6 (142 pair) donne | —

7 I - _5m

3. Méme point <= la différence est un multiple de 2m. a)
25m , 23m couic B) 3T 2 7T 4 oui s o) O 4 9T - O _
. T-Srr.om, b) =h o+ = 4T oui; c) =l =
41'r+— non.

4. Les absasses associéesa ket k" donnent le méme point <

(kf)"eznz < 8divise k-k': ilya[8 points|(k = 0,...,7),

MMm _2m _5m _m m m 7m 51
de.mesures E)rlnlepales ETEERRETY —6 12 3" IR Deux
points consécutifs sont separés par 7 : clest un octogone
régulier.
1000 _| 10000 . 0 _ 10000
5. 2=RO: 6= T =|——— rad|= 3333 rad, soit ;- = T = 530,5 tours: 530 tours complets|.

® Corrigé de l'exercice 2

1.% 1,57 <2 <m: cos2 <0,sin2 > 0. 1T<4<—’r 4,71: cos4 < 0,sin4 < 0, tan4 > 0.
7<6<2rr:6,28.sm6<0.
400 _ 841 21 AR &R 52 = -
2. a)COSZ =1+tan?x=1+ e S etcosx<Osur] rr[ cosx-—ﬁ,pwssmx-tanxcosx-
20 21 . 2 2 2
—|et|cotan x = -=|(triplet 20° + 21° = 29°).
29 20 (trip i )
_ 81 _ 1600 40 _ 40 9
b)sm Y=1- e = Teat etsmy<0$ur]n, .smy--ﬂ, tany-?, cotany-m.
3. 2+ 2 =3% 41 non, car on doit avoir cos? x +sin® x = 1.

25 16 400

4. (cosx +sinx)? + (cos x - sinx)? = 2(cos X +sin x) =2; tan?x - sin’x = sinzx(colzx —1) =
2 2 2
sin® x - SIX - gin? xtan? x ; tan x + cotan x = S XS x _ _1__
OS X SIN X COS X SIN X COS X
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® Corrigé de l'exercice 3

i 5m
17n n ﬁ 11m 5m 1 &
> |

1.—=2n+(rr——):cos—=—cosg=— - T CAme S o ]

sin57"=—g. T =1 cotan( 5") "/%2=

courn o (my |1 . o X 13m
smT-sm( e)' > (exercice 1). 7 \J 7

2. E(x) = sin x-sin x-cos x+(- cos X) = sin” x+cos? x =[1]. tan(m-
X) = -tanx et cotan(% +x) = 20X = _tanx : |[F(x) = -2 tan x|

COsS X
3. c0567’T = cos(rr——) = [=¢ ; sin87" = sin(rr+§) = [5s] ;
cosBT" = cos(2rr——) [l ; sin?—zr = sin(g—g) = [ ;

cos— -cos(—+ﬂ)=.

7

® Corrigé de U'exercice 4

o V2 _cpe3m. |, o3 _ .3 §
1. @) cosx = - = cos 3T x-4+2krroux- 4+2Ie17,I?~EZ. . '
. . m 4T ur °
b)smx:sm(—g): x=—§+2knoux=?+2krr (rr+§=%). 12 /
-1 _ 4 WO IV [}
c)tanx = ﬁ-tan( 6). X=-g+hkm ReZ| e x
2. a)c052x=cos§ = 2x = §+2kn = X = %+kn dans -
5m m m 5m 12
- :|-—, -—, =, —|(un rectangle, en bleu).
]-m, ] 6,6,6,6(u gle, u)
b)2x—x+%+2kn soitx—%+2kn ou 2x =1 - x—%+2kn
50|tx—— Zk” (qui contient la premiére famille). Dans ]-m, ] :
Smom 1‘Irr
n triangle équilatéral, en orange).
i b |0 EtEngle ca ’ ge)

) -sinx = cos(g +x). Ou bien x - £ = x + Z + 2km, impossible
(—— ¢ 21Z) ; ou bien x - £ = -x - 7 + 2k, soit x = -T + R :

m 5m
6 6

(points déja placés en a)).

® Corrigé de U'exercice 5

1. p et g sont aigus : cosp = ,/1- 2t = 2 etsing = %.Alorscos(p+q)=%~§—%-§=g,
. 84 84 36/, .
sin(p+q)=2-3+22.2 - g5 tan(p+a) =| 5} , sin(p-q) = 220 = -3e (triplet 132 + 842 = 852).

2. Les termes en sin xsm T se compensent : cos (X + 3 )+ cos (X - ?) = 2 COS X COS 2?" = |- COS X|.

Comme X + ? = (x - ?) + 2, la somme demandée vaut cos x - cos x = [0].

tan x+tan I
4 _ T+tanx 1+t - s

1—tanxtan% ~ 1-tanx’ Avect = tanx: 1-t 3t

m n . m) _
3. Pourx:t5+I?rretx¢z+krr.tan(x+4)-

1+t=3t-3t> < 3t>-2t+1=0,de discriminant -8 < 0 : aucune solution (et pour x = g + R,
tan x n’existe pas).
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® Corrigé de U'exercice 6

V5| . : 4[5 7

1. sinx<0:sinx = - 1—% == : Sin2x = 2sinXcos X = —on 1 C0S2X =2c0s’x -1 = "9 :

_ : =2cos22x-1=2_1=|-1%
tan2x-,cos4x-2cos 2x-1=2-1= 31l

2 o
2. cos2x = cos® x(1-tan?x) = A x - —% . sin2x = 2tanxcos? x = 28X - ; tan2x =

1+tan? x 1+tan? x
2tanx_ _ _§
1-tan? x 4

. in2 1-cos4x - in2
3. sin®xcos? x = SN2 _ | lscos2x o _2SINX_ _yap i,
4 8 sin 2x 2sin X oS X
g I . . _ \/5 _ . m _ n =
4, SINnXCOSX = Esm2x. Sin2x = -5 = sin(-3 &= 2X = -3 + 2R ou 2x = T + 2Rm :

x=—%+knoux=2?"+kn.

® Corrigé de l'exercice 7

On lit les arcs sur le cercle (en couleur)

a) cos x < - : points d’abscisse < -, a gauche de la droite
1, m Sm
oo s

X =

b) sin x < —£ seulement sur l'arc ]—— ——[ (sous la droite

y= —@) 1S = ]—n, —?] U [—E,rr] (figure de gauche).
. . m 1 my _
c) tan est strictement croissante sur ]—5, 5[ et tan (—5) =
e | T
-/3:s '] 3'2
d) cosx > 0 sur [O, %] [37", 211[ et cos x <

5= [%,g 3—", 11"] (figure de droite).

V3

m 11| .
2SUF[ ]

6’ 6

® Corrigé de l'exercice 8

1. cos3(x + 23—") = cos(3x + 2m) : perlode <%, paire. sin X*—"" = sin(% + 2rr) : période 4m, impaire.
tan% = tan(— +rr) période 3m, |mpa|re. [sin(x + rr)| = |-sinx| : période m, paire. En-
fin cos X321 = cos( + 6rr) et sin X121 _ sm( + 417) 12m est une période (12 est multiple

3
commun de 417 et 6m).

2. La droite y =  coupe la courbe (deux Lo ]
fois sur [0, m], deux fois sur [2m,3m], jamais /.\ /.\ 0
sur ]m, 2r[ ol sinx < 0). sinx = -1 : seule- \ / N

2 i m 3m /2n 51 3m
ment sur m, 2] : [x = U ou L (2 solu- i : ’ ‘ 3
, : = = \_/
5m

. . _n m_. 51
tions). sinx =1 < x-2+2krr 2et >t

2
0

inx = cos (x - E) : la courbe de sin est l'image de celle de cos par la translation de vecteur

% ; celle de 2 + cos (x + ) par la translation de vecteur -Z I +27.
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€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

2
1. COSZCI = COS3T,T =] —£. Avec COSza = 1+cos2a - \/_

5 > T' sin‘a

Rl=co7/ # etae ]0, g[ (cosinus et sinus positifs) : cosa

: V22 | ) 2+\/'
,Sina === . Puistana = e & -

2. tan%"=tan(%”—n)=—tana=m tan——tan(—+a) i
L = —(\/5—1) =. La somme de 1 *+/2 vaut 2 et leur

tana
produit 1-2 =-1: ce sont les racines de X? - 2X - 1.

3. Pourx¢g+krr posons T =tanx: T?2-2T-1=0 < T-=

142 = tan TouT=1-2= tan”-tan(—ﬂ), 50|tx_—+krr
5 m 3m 7m
ou x = -< + Rm. Dans ]-m,m] : S={-—,-—,—,—}
5" =, m] 8' 8 8'8
points espacés de 7 : un carré (ci-contre).

-

]

AN

=

, quatre

4, T2-2T-1<0 < 1- 2<T<1+\/_ = tan(-—)<tanx<tan— tan étant strictement

croissante sur]—— —[ §= ] ",3?" .

5. En multipliant par cos?x # 0 : sin®x - 2sinxcosx - cos?x = 0 <> -c0s2X - sin2x = 0. Si
cos2x = 0,alorssin2x = 21 # 0: on peut diviser,tan2x = -1 < 2x = -%+kn = Xx= —g+k7"
(jamais cos x = 0) : ce sont bien les quatre points du carré v.

® Corrigé de l'exercice 10

1. 2/2. Y82 L 122 _ 3, q et 2/2. Y852 - |31, Donc f(x) =
Zﬁ(cosxcosﬁwmxsm ﬁ)= 2\/5cos(x—1).

3
4
1 // a)
2. |maxf = 2\/2, atteint pour x - E = 2km, soit x = % + 2Rm ; b) -
min f = -2/2|, pour x = 20 4 2k,

3. f(X)=\/6 = cos(x—ﬁ)=%=§ — X-E=t%+2kn: -

_n __ I . _ . 4T
x-4+2knoux- 12+2kn,dans]n,n]. 12et4.

13

V3

4. On poseX=x—l. a)costT = —%SX %(aer prés):|(S = [ Bl 4 (arc bleu).
b) f(x) < -2 < cosX<—E = 2?"<X<?"( 21 prés) < 3T"<x<m(a2rrpres) Cet
arc contient le point d’abscisse m ; dans ]-m, ], avec L& 17" -2m = —%’ 15 = ] M- ]3" ]

(arc rouge).
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B Corrigé de l'exercice 11

NS

1. sin2x = 25sin x cos X, doncg(x)=cosx(25inx+\/§). g(x)=0 < cosx=0ousinx = -

=[x, 25, 27, ]
2" 42" 4

2. cosx>05ur[0,§[ ]3—" 2rr[; 2sinx+y2 >0 < sinx > u
\/5 5
-5 = xe[O —[U] 211[.
5 3 7
0 ¢z x = o
COS X + 0 - - 0 + +
2sinx+\/§ + + 0 - - 0 + an o
9(x) +0-0+0 -0 + . '
5n 3n VALl
5=[o. 2o %, o [, o]
2 ') 4

3. gest 2rr-per|od|que On garde -0 E] et on translate de -2m les

morceaux de Jm, 2n[ : 2 - 21 = 34", 32" om=-1, 0 _op=-I.
3", "] [—— — (ci—contre).

® Corrigé de l'exercice 12
a)Avecsin®x = 1-cos?xetc=cosx:2-2c2-5c-4=0 < 2c2+5c+2=0 c:—%ou

c =-2(exclu, car |c| £1). |x =+=— +2km, k€ Z|

b) Si cos x = 0, l'équation devient 3sin’x = 3 = 0 : impossible. On divise par cos? x : 3tan?x -

2
2\/3tanx+1:=0 < (ﬁtanx—1) =0 = tanx=ﬁ: x=%+krr.(0u:l’équations'écrit

(\/§sinx - cosx)2 = 0, soit 4 sin’ (x - %) =0.)

km
2
Iy 2Rm i

d)c052x=sin(ﬂ—2x)' 3x = E—2x+2krr soit x = ﬁ"T’ ou

3x = rr——+2x+2krr soit x = —+2krr Piege: 5 = ﬁ+_ la seconde //
9
famille est contenue dans la premiére: |x = I 2k" , k€ 7| Dans b

C) COS X + C0S3x = 2c0os2x cos x, d'oli cos2x(2cosx-1)=0: |x =

I

+

“10 5
[0,2n]: &, 2, ?—g, 113—87, 117(;7, sommets d’un pentagone régulier.

e) Uéquation a un sens si cos x # 0 et cos2x # 0 (soit tan® x # 1). 131

Avect=tanx:1%=3t & t(2-3+3t?)=0 < t=00ut2=%

(permis): |x = kR ou X=+2 4 Rl
P 6

B Corrigé de l'exercice 13

an L coen) o1 (3, 1) 2| 25V3]. o 1m o oen |_V2
(sm12+sm12)-2(2+‘|)- ,cos12+cos I -2cos 3 COS = >

|—=

s 7T T _
1. sIn n COS12 =3

k" ; €COS 2X

2. COSX + Cc0Ss5x = 2cos3xcos2x, d'ou la factorisation. cos3x = 0 < x = % +

-% = x=t§+kn. Dans [0, ] : S={—,—,—,—,—}.

3. COSX + COS4X = 2cos57"cos37" et cos2x + cos3x = 2cos%cos§ ; puis cos%" + cos§

Maths Olympiad @



Calcul trigonométrigue 1" Bac Sciences Mathématiques

2cosxcos§ : la somme vaut 4cos§cosxcos 57" Dans [0, 2m[ : cosﬁ =0 & X=T1;C0SX =

_m 3m ., 5x _ _m, 2kRm ., m 3m 7T 9m Tl'1T31T 71731T91T
0 < X—E,?,COST—O = x=o+roio T, T S= {5 25 A — 5y 5}
(7 solutions).
® Corrigé de l'exercice 14
1t HEY)
1. cosx = 775, smx—T, tanx = =5 L (sit? #1).

2. equatlonlmposex$n+2nZ 12:2+t 2 & 2t+t+t3 =242t & 2-2t°+3t-2=0.t=1
m

estracine: (t-1)(t*-t+2) = 0, et t> -t + 2 a pour discriminant -7 < 0. Donc t =1, £ = T+ krr :

4
x=g+2krr.

‘It)

o et1+cosx = = : 'équation

3. Ilfaut1+cosx #0,donc x ¢ m+2nZ et t existe. 1+sinx =

2
devient%=2 & t=1lout=-3 t=1:x=0+2km t=—3.cosx=%=—§,
i -_6 __3 I = J —7 =T vari L =3
sinx =--5=-2. x-2+2kn ou x-x0+2kn,ouxoe]rr, 2[ver|ﬁecosx0- = Sinxy =-<.

4, Si x € m+2nZ, la fraction est nulle. Sinon,%=3%et
2

V3 2t _t?2-2/3t+3 (t-V3) 20 2t 3\ ) 20

3 3+2 33+2) J3(3+12) ' 3+2 3 33+1)
Egalités: t =+ 3,soitx=¢23—"+2kn (controle : 2‘/_1—//22 g 7).

® Corrigé de l'exercice 15

1. cos?x = LEOSZX ot ginxcosx = % f(x) = 3 + 3(cos2x - sin2x), et cos2x - sin2x =
P 1 2 .
\/Ecos(ZX + %) f est m-périodique ; imax f = +2‘/_ pour 2x + % = 2km, soit x = —% + Rm ;
. 1-v2
mlnf:T‘/— pour x = 3T + k.
2. Pourx e[0,m],u=2x+=2 7 parcourt [" 9"] cos 1+/2
décroit sur [Z'"]' croit sur [m, 2m], décroit sur 1 /.\
[217,9—”
X ‘ 0 3?” %" m
f“l\%;‘hﬁ\"l A n n 3n m X
m\ _ 5m 1 m\ _ m\ _ 4 2 “
Points utiles: f () = (%) = 3, £ (§) = £ (3) = 0
my _ \/5 mo_ 3’
3. cos(2x+z)-—7 = 2X+7 —iT+2kTT =

57 = % + R OU X = —g + kRmm. Autrement : f(x) =
cosx(cosx-sinx)=0 < cosx=0outanx =

T
1.D S =3—, =t
ans [0,m]:|S {4,2}

4, f(x) 21 = cos(2x+%)2§ = —%+2kn52x+%s%+2kn = —%+knsxskn. Dans

[0,m]:|S ={0}u 3777,17] : la courbe n’est au-dessus de la droite y = 1 qu’en 0 et sur [%",n] (en

orange) v
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® Corrigé de U'exercice 16

1. Soit H le pied de la hauteur issue de C: CH = ACsinA = bsinA (aussi si A est obtus, car
sin(m - A) = sinA), d'o S = 2AB - CH = 1bcsinA. De méme S = ZcasinB = Zabsin C ; en divisant
sinA _ sinB _ sinC

2S par abc : b ==

2. a = BC” = (AC —AB) = AC? + AB2 - 2AC - AB = b? + ¢2 - 2bc cosA.

2 _ 1 5 — a?+c2-b? 104 _ 13 . _ 169 _ 3\/3 3

3. a -9+64—2-3-8-5-49.. cosB = === -—112-—14,S|nB-,/ N b (loi des
e . 3sinA _ 49s9-64 _|_1 =1.3.8.23 _|gy =
sinus: =212 ). cosC = =220 = 7 (Cestobtus), S=--3-8-% -. bcosC +ccosB =

3,52 _ 5 _
-3 + 7 =7=av.
4. Soit H le pied de la tour. Dans le triangle ABT, l'angle en A
vaut a, l'angle en B vaut m - 8, donc ATB = B - a. Loi des
sinus: 2 = —9___ Dans le triangle BHT rectangle en H :

sina ~ sin(B-a)

_ . dsinasin 62 ., _
h =BTsinB = G Avec sm = = h = e b
10(J§+1)=27,3 ml.

20\/_
=

=20 _
= A

&l

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1. Les deuxdroites forment les angles |6,-6, | etm-|6,-6, |, de tangentes opposées; l'angle aigu

vérifietan @ = | tan(6,-6,)| = —| Sim.m, =-1:cos(8,-6,) =cos 6, cosb6,(1+m,m,) =0,

|1 +m,m
les droites sont perpendiculaires (c’est aussi (1,m.) - (1,m,) = 0).

2. tan(p:|% =1: cp:%.

3. La verticale x = 1 ne convient pas (tangente %). Pour une pente m : |%| =1 << m-3-=
1+3moum-3=-1-3m < m=-2o0um = %: y=-2x+4 et y—g % (elles sont

perpendiculaires).

4. Pentes: (OB): 0;(0C): 1;(BC): -2. Les angles sont aigus (OB -OC = 6, BO-BC =3,CO-CB =2
sont > 0) : ce sont les angles aigus des droites, tanO = 1, tanB = 2, tanC = |A| 3, et
1+2+3=6=1x2x3 /.

® Corrigé de l'exercice 18

1. 452 = b2c2sin® A = b2c? - (bc cosA)? et 2bc cosA = b2 +c%-a?, d’oll 1652 = 4b2c2 -(b?+c? - az)z.
Par difference de carrés :
1652 =[a? - (b - ¢)?][(b + ¢)* - a?] = (a-b+c)(a+b-c)(b+c-a)(a+b+c) = 2(p-b)-2(p-c)-2(p-a)-2p,
donc S = p(p - a)(p - b)(p - ¢).

=21:5=y21-8-76 = - - 196225169 _ (3| pa o 25 168 _ |4
2.p=21:S5=121-8-7-6 =7056 = [84]. cosA = 12222 -,smA-bC-zm—S,
o _[65

R = 2sinA = | g ! hauteur issue de B : % =[12](le triangle est formé de deux triangles rectangles

5-12-13 et 9-12-15, et 5+ 9 = 14).
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_ (b+c)®-a® _ (b+c-a)(b+c+a) _ 2p(p-a) .~ 2A _ 1:xcosA _ p(p-a) . a _ _
3. 12+(bco)s;A = ( f,?(c )- T ( -b)( b)c , d'oll cos T ; de méme 1 - cosA =
a~(b-c)> _ 2(p-b)(p-c in2A _ (e-b)p=c A o[ . ¢ = 1pcsinA = besin® cos? =
e S = etsin® 7 = e Comme S € ]0,2[. Si= 2bcsmA = bcsm2c052 =
Vp(p-a)p-b)p-c) . . N L 2A_218 _ 4 i 2A_ 76 _ 1 A_1
bc - — ¢ Héron, a nouveau. Exemple: cos 37 570 =5 SIN"5 =05 =g, tan 5 =3
® Corrigé de l'exercice 19
1. sin3x - sinx = 2cos2xsinx. Sur [0,2n[ : sinx > 0 sur ]0, m|, . .
: ol 13 s ]zm 3 i
<Osur]n2n[,c052x>05ur[0,4[u]4,4[U]4,2n[,<05ur 4 4
]" 3"[ ]5:, 77"[ Le produit est > 0 quand les deux facteurs ont
le méme signe:
_ g 3 Sm 7m R
S-]O,A[u]4,n[ ]4,4 (ci-contre). o o

sin x (1-2 cos x)
cos X

2. Pourx¢+ :tanx-2sinx = ,et1-2cosx>0 < cosx<%.

L EE S SN NN
sin x - - -0+ + +0

1-2cosx + + 0 - -0 + +
COS X - o+ + o+ + | -

quotient + ] -0 +0-0+1] -0

Gl O 1t 12

u Corrigé de U'exercice 20

1. MB% = (cos 6 -1)? +sin®0=2-2cos0 = 4sm29etMA2 2+2c0s6 = 4cos? 2, avec £ [0,2]
MB-25|n§,MA-2cos§.

2. MA+MB=2\/§cos(%—%)avec%—% e[—— —] oU cos varie entre ‘/_et‘l 25MA+M852\/§,

maximum pour 6 = Z (M(0, 1)), minimum pour M = A ou M = B,

MA + 2MB = 2cos—+4sm 2\/§cos(——(p) ouwe]o,z[ cosy = ‘/_,sm(p \/_ Le maximum
2\/5/ est atteint pour 6 = 2p € [0,m] : cosB = 2cos’p - 1 = —g, sinB = 2sinpcosp = 2

3 4 ~ 2
M|-=, = : MA = MB = .
( = 5) (controle = 5)

3. P(cos6,sinB), Q(cos 6,0), et S, sur la demi-droite d'angle a a la hauteur sin 8, a pour abscisse
sinB<osa nonc PQ = sin 6 et PS = cos § - snfcosa _ a9 g pjre

sina sina sina
a 5 o 2
sin@sin(a-6) cos(26-a)-cosa _1-cosa __ 2SIN g T a
A(e)= . = 2 < 7 E —tan —|,
sina 2sina 2sina 4sing > C0s 2 2 2
e el . . . - 3
avec égalité si et seulement si 0 = % a-= g : (un carré de coté g); a= % ° %tan % = \/?_

® Corrigé de l'exercice 21

1. Loi des sinus: a = AsinA, b =AsinB(A>0). acosA=bcosB < sin2A=sin2B < 2A=
2B + 2Rm ou 2A = - 2B + 2km. Or 2A - 2B € ]-2m, 2n[ et 2A + 2B €10, 2n[ : donc A = B (isocéle
enC)ouA+B-= g, c'est-a-dire C = g La réciproque se lit sur les mémes équivalences.
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2.

2sin &8 cos A8

A+B g A-B A+B A-B i Z 2 72 _
> e]o,z[etl > | : COSA +COSB =2 cos == cos > >0, etle quotlentvautuos%cos%

C
o on o o o Cos = o o
tan(— —9) = cotan £. L'égalité devient 2sin £ cos % = —% = 25|n2§ =1 < sint
2

2
2 _
> = C-= > |
Aucun angle n’est droit (tangente non définie), aucun n'a une tangente nulle. Si un angle,
disons C, était obtus: z=tanC < -1, et x = tanA, y = tan B seraient des entiers > 1. L'identité

x+y+z=xyzdonne z(xy-1)=x+y:sixy=1,0=2;sinonz= ):% > 0 : contradiction. Donc

les trois angles sont aigus et 1 < x < y < z (quitte a renommer). Alors xyz = x + y +z < 3z, d’oll
xy € 3:(x,y) =(1,1) donne 2 + z = z, impossible ; (1,3) donne z = 2 < y, exclu ; (1,2) donne
3+z=2z,z=3. Les tangentes sont |1, 2, 3|

Existence: si B,C € ]0 [ tanB = 2,tanC = 3, alorstan(B + C) = iG -1etB+C €]0,m[, donc

B+C-= 3;7 Z +B+ C=m;exemple: le triangle OBC de l'exercice 17.

® Corrigé de U'exercice 22

1.

2.

3.

cos(x +a) + cosx = 2cos(x+ 9)c059 Si cos 2 = 0, on obtient 0 = 1: pas de solution. Sinon

(E,) = cos(x a,qmadessolutlonss etseulement5||2cos |>1 = |cos |

e
2 2cos 5

1 m a m 2 2
5 = —§+knsis§+kn = —?+2knsas?+2kn.

a=%:\/§cos(x+%)=1 & x+T=2042km: x=2knoux=—g+2kn. a=23—":cos(x+%

~—
1

1:|x= —g + 2Rkm| (cas limite : une seule famille). 0 est solution < 1+cosa =1 <
as= g + krr| (ces valeurs vérifient bien la condition de 1. : |cos g| = g).
cos x +y/3sinx = 2 cos (x - 5) Quand x décrit [0,m], x-Z decrlt [—— <1 |: la fonction croit de 1

(en0)a2(en 3) puis décroit jusqu’a -1 (en m). Elle prend deux fois chaque valeur de[1,2[ (une
fois sur [0 [ une fois sur ]" 2t 1), une seule fois 2 et chaque valeur de [-1,1[ : exactement

deux solutions < |m € [1,2[.

® Corrigé de U'exercice 23

3.

o 2
Poursinu #0, cosu # 0, cos2u =0 @n2u - __2__ _ _2cosTu _ Trcosdu _q, _1_
tanu 1-tan‘u cos2 u-sin“u cos2u cos2u

Pour sinx # 0 et cos2®x # 0 (0 < k < n), cest-a-dire sin2™'x # 0 (car sin2™'x =
n+1 o; . n Oy 2 . TN 1 _ tan2x tan4x  tan2"x _
2" sin x cos x cos 2x -+ c0S 2 )i), le produit télescope: TT,_, (1 coszkx)_ el oLt
tan2"x I _ o, By gE ( )_ I _ =2 - .
=% Avec X = 2 n=2: el 2-\/5_‘/5 2+43)=13+2/3 (tan12 = =2 -4/3, cours) ;
directement : (1 + ﬁ)“ +2)=3+2/3 v.

= 2 = 2tanu 4oy A n-1 2tan2fx _ 27tanx _ _ 5, 4(2-\/3) _
1-tanu = &=, d'ou par télescopage TN, o =57, = Goon,: AVEC X = =, n = 2: =
8v3-12| . 4\/_6

\/—T ; directement : (1 —(7 4\/_)) ( )
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€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1.
2.

2
2t tan2astana _ 2t+t(1-t%) _ 3t43

-2 ° tan3a = 1-tan2atana  1-t2-2t2 ~ 1-3t2°

-
tan3a=\/§ = 3a=g+kn = a=g+k3—". Pourcesréels,cosa¢0et’l—3tanza¢0

(sinon a = +I [m]), donc t = tana vérifie 3t - t> = 3(1-3t?), soit P(t) = 0. Les valeurs %,
S g~ = —%" sont distinctes dans ]—g,g[, oU tan est injective : t,
t, = tan 77" = -tan %" sont trois racines distinctes de P, de degré 3 : ce sont toutes ses racines
et P(x) = (x - t,)(x - t,)(x - t5).

En développant et en identifiant: t, +t, +t; = 33, Bty o Gl o G5 = -8, &k = -/3. Donc

Avect =tana et tan2a =

= tanf, t, = tan %",

tang—tan%"ﬂan%n:Bﬁ ettan’ T +tan® A +tan’ M = t2 + 2 + 3 = (t, + t, + ;)7 - 2(tyt, +

t,t, +t5t;) = 27 + 6 =[33] (le produit redonne tan 2 tan 2" tan 4T = |/3).
tan3a=1 < a= T+ % : tan 7, tan ?—’27, tan%’T = -1 sont les racines de 3t - t> = 1 - 3t?,
soit 3 - 3t2 -3t + 1 = (t + 1)(t? - 4t + 1). Les deux autres racines sont 2 /3, et tan & < tan 22 ;

tan % =2- \/5, tan 51_’—’2’ = 2 +\/§, comme dans le cours v.

® Corrigé de l'exercice 25

1.

(2R+1)x sin (2R-1)x

Zsingcoskx = sin ; en sommant de k = 1 a n, tout se télescope :
2sin % Y p.q COSRX = sin @ -sin %, d’ou le résultat en divisant par sin % z 0.

. x = 0 n'est pas solution (le membre de gauche vaut 11). Pour x €]0, 2m[, sin % # 0 et I'équation

équivaut a sin HTX =0 & x-= 21’?—1" 1 |S = {%, 1<k< 10}, les sommets du hendécagone

régulier sauf le point d’abscisse 0.

n

_ 2m e 2ne)x - _ n 2R _ . Z 2Rm __1
Avec x = >*= & 2/ : sin=—-— =sinm = 0, donc1+2%, , cos> = =0: 2 cos one1 - of

- ém _ _ on 8m _ _ 3n 10m _ _ LU 2n 4o _ ElL
Pougn-S,aveca:s11 cos 2%, cos 3T = - C0s 7T, C0S - €os - : cos {7 + oS 1T - cos 27
cosﬁ - cos % = -7, d’ou l'égalité demandée. (n = 3 : voir l'exercice 30.)

2 kn__ 1 2k n,1(_1)y-(2n-1 _5. 2

cos® 5Tt = 2 (1 +cos = ), donc la somme vaut 7 + 2( 2) ===z (pourn=5: 7).

® Corrigé de l'exercice 26

1.

2.

A - -2, donc cos®E = sin 2. D'une part cosA + cosB = 2 cos 2% cos 22 = 2sin £ cos &2 ;
d’autre part cosC = 1 - 2sin’ % =1-2sin £ cos 28, En ajoutant :
A+B

COSA +CosB +cosC =1 +2$in§(cos%—cos :

_ inAcin Bsin &
)-‘I+4$|n25|n25|n2.
Les demi-angles sont dans ]0, g[, leurs sinus sont > 0 : la somme est > 1.
s> Oetcos% <1:cosA+cosB<2s,etcosC=1-2s2 dolicosA+cosB+cosC < 1+2s-2s%=

2-2(2s-1) < 2. Egalité < cos®E=1ets=2 < A=BetC=1 « triangle équilatéral,
Par 1. et 2.: 1 +4sin§singsin% < %, soit singsingsin%s % Etsinzg = % : Zsinzg =
2 - 2% cosA23 -2 = =/(égalités pour le triangle équilatéral).
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B Corrigé de l'exercice 27

1. sinx + COS X = \/f(cosxcosE +sin xsin E) = \/Ecos(x— E) ett? =1+ 2sinxcosx =1 +sin2x.
Quand x décrit [0, 2r[, u = X-% T décrit un intervalle de longueur 2m: cosu = ﬁ a 2 solutions si
It,| <V/2, et 1 seulesit0=i\/_ x=zoux=7).

2.(E,) & t?-1=mt < t*-mt-1=0;leproduit des racines vaut -1 <0:t, <0 < t,.
Soit ¢(t) = t2 - mt - 1, négatif entre les racines et positif a U'extérieur. Comme 2 > 0 > I
t2<\/5 = (p(\/i)>0 = 1-m/2>0 m<§;demémet1 >2 = (p(-\/i)=
1+m250 = m>—§(ett2:\/§ = ng).

3. On compte 2 solutions pour chaque racine de | |
]—\/5, \/5[ 1 pour une racine égale a +/2:

- V2
< |m| < £ : t,, t, conviennent : [4 solutions|; 2 SN N y =0
5 Toon in o2
-m:£:t2:\/_(1 solutlon)ett1 S (2): ? 2\ 2 — 4
2 t2 2 | |
[3]; de méme pourm=—§; | |
s m| > ﬁ : une seule racine convient (lautre, -
est dans ]—7, 7[)
m=0:sin2x=0: {0,%,17,37"}. m=§:t=\/5
ST.po 2 _n\o_1 e m_
donnex-4 4= donnecos( 4)- o X=4 =

+2_ﬂ-{E 11 1911}
"3 0lle’ 12 12 ]
(t

Graphiquement (t = 0 n’est jamais solution) :
sin 2x o
(E ) — g(X) = m, g( ) = Smxecosx ; la droite

y = m coupe la courbe 4, 3 ou 2 fois.

® Corrigé de l'exercice 28

1. (] sin x| +|cosx|)2 =1+2|sinxcosx|=1+|sin2x| <2, ety2~1,414< g ~1,571.

2. cos est paire : cos(sinx) = cos|sinx|. Par1,0 < | sinx| < g— | cos x| < g et cos est strictement

décroissante sur [0, 1] : cos | sin x| > cos(% - cosxl) = sin | cos x|. Enfin cos x < | cos x|, deux

réels de [-1,1] c [—%, g] ou sin croit : sin | cos x| = sin(cos x). Donc]cos(sin X) > sin(cosx)\.

X + cos(sin x) est paire (cos(-sin x) = cos(sin x)), m-périodique (sin(x + m) = -sin x), et, sin x
décrivant [-1, 1] et cos décroissant sur [0, 1], elle prend toutes les valeurs de [[cos 1, 1]|.
3. cos(msin x) = sin (g -msin x), donc 'équation équivaut a imcos x = % -msinx+2Rmoumcosx =

2+ sin x+ 2R, S0it cos x +sin x = %+2k 0U COS X-Sin X = %+2k. Comme | cos xtsinx| /2 < %,

seul k = 0 convient. \/fcos(x—ﬂ)=% = cos(x—ﬂ)=§=cosa = x—ﬂ+a+2kn'

cosx—sinx=\/§cos(x+%)=% = x=—z+a+2kn Aveca~121e] [dans[ozn[
PO mo/m_ . 9m } . ) } .

s_{a T oas T, oo, 2T -all(0,42;1,994,29 1 5,86).
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B Corrigé de l'exercice 29

1.

Sisinx = 0: cosx = +1 et cos2x = cos4x = 1, le produit
vaut 1 # % Pour sinx # 0 : 8SinXCOSXCOS2XCOS4X =
4sin2xcos2xcos4x = 2sin4xcos4x = sin8x ; en multipli-
ant par 8sin x # 0, 'équation équivaut a sin 8x = sin x.

8x=x+2k1‘r,soitx-2'"r ou 8x = - x + 2Rm, soit x =

LIE]

(2I?+'I)Tr
9
Dans [0, 2mt[, on écarte 0 et i (sinx = 0) : 2"” pour 1<kR<6(6
valeurs, en bleu) et 2T pour 2k+1 € {1,3, 5,7,11,13, 15,17}
(8 valeurs, en orange). Pas de valeur commune (18k = 7(2j +1)

est impossible : pair contre impair) : |14 solutions|.

cos2"'x = sin2"x, et sin x = 0 donne un produit +1 # 21—” :

'équation équivaut a sin2"x = sinx, sinx # 0, soit x = 22:”; ou X = % Dans [0, 2m[ :
kR =1,..,2" - 2 pour la premiére famille (jamais x = m: 2" - 1 est impair) ; les 2" + 1 impairs
2R +1 < 2™ +1,sauf 2" + 1 (x = m), pour la seconde ; pas de valeur commune (parité). Total :

21 _2[(n=3:14 v).

Par récurrence, 2" sin X oS X COS 2X -

® Corrigé de l'exercice 30

1. Comme en 29 : 8sinacosacos2acos4a = sin8a = sin(m + a) = -sina, et sina # 0,
. 2 41t 1 2 g c
d’ou cos7cos7cos7 "3 Controle : x = 27" est solution de l'exercice 29, donc
cosz7"cos"7"coss7" = %, avec coss7" =-cosT v
2. 2sinacos2a =sin3a-sina, 2sinacos4a = sin5a -sin3a, 2sinacos6a = sin7a - sin5a. En
ajoutant (télescopage) :
2sina(cos2a +cos4a+cosba)=sin7a-sina=-sina, dou |cos2a+cos4a+cos6a= —%.
T 21 3m 1
Avec cos 6a = - cos I et cos4a = - cos 3T : [cos = - COS = + COS — = —|.
7 7 7 7 7 2
3. 2cos2acos4a = cosba + cos2a ; 2coshacosba = cos10a + cos2a = cos4a + cos2a ;

2cos6acos2a = cos8a + cos4a = cos6a + cos4a (car 10a = 2m - 4a et 8a = 2m - 6a). La
somme des trois vaut 2(cos 2a + cos 4a + cos 6a) = -1, d'oli 0, = —%. Et cos6a = - cosa donne

co0Ss2acos4acos6a =-cosacos?2acosiba = 1. Avec 0, = —1 (question 2):

8(x - cosZa)(x cos4a)(x cos6a) 8(x —ox +0 x——) 18x3 +4x2 - 4x -1 :

ses racines sont cos 2, cos 4¢
4. Notons Q(x) =

T et COS

8x3 + 4x - 4x 1= 8(x cos 2a)(x - cos 4a)(x - cos 6a). Alors

. 21 - 29m - 237 (1-cos2a)(1-cos4a)(1-cos6a) Q(1) 8+4-4-1 7

sin® Tsin” 20 sjin” 3T = - - |2

n s s 5 8 64 64 64
Les trois sinus sont positifs et sin 4 = sin 3T : |sin 7sm 27"5 in 47" = % En divisant par le
produit des cosinus (question 1) : tan 7tan 27ﬂtan 47" -7l
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® Corrigé de l'exercice 31

1. On multiplie par %. 75 = 2 252" = | — | -330 =

o 11 o
2. Onretire un multiple de 2 pour tomber dans ]-m, ] : 537" = 81T+5?"

donne ol

6

(point P,); -2T = -8m - 3T donne _3m (P,); 2%27r .

5061 + 2T avec 5061 = 253 x 2 donne 37" (P,); -2 =-8m+ 2

5m
donne| —
8

de lintervalle).

(P,); -45m = -46m +m donne [m] (P, ; et non -, exclu

sm 5 n . _ | 1Nn

1" Bac Sciences Mathématiques

3. Deux réels repérent le méme point si et seulement si leur différence est un multiple de 2m.

5 5
principales -T et 3")

4

100 _ 1
4, 100-2km e ]-m, ] E'ES’RE

12 h, soit - 360 par minute. A 3 h 40 (220 min aprés m|d|) minutes =X “0
13m

écart 24— | _=7 1(130°). A10h 10 (610 min) : heures &T minutes &

18 18 36

donc l'angle géométrique est 2m - ‘?—g = f’—: (115°).

12m

36 '

. 0r6,283 < 2m < 6,2832 donne 15,91 < —

= ‘*” , heures 22%r

i _ (—23—") =8m=4x2m: oui. I - (-57") = 31, qui n'est pas un multiple de 2 : non (mesures

< 15,92,
2
d’oli |k = 16| Puis 100,528 < 321 < 100,5312, donc a = 100 - 32m € ]-0,5312;-0,528 : comme

—E < a <0, le point est dans le 4 quadrant, et |cos 100> 0}, |sin 100 < 0 |

5. a) Lalgwlle des minutes tourne de 2w en 60 min, 50|t 5 par minute ; celle des heures de 2m en

220m _
360

écart "9—" >,

1m .

18 '

b) Aprés t minutes : "t et ML, d'écart &(t) = ”"t Perpendiculaires <= 6(t) = 2+ km <

360’
180(2k+1)

11
’12 h 49 min 5 s\environ.

=

11

Dans [0,60]. t =18 - 16,36 ett = 340 - 49,09, sout]12h16 min 22 s| et

c) Superposées < 6(t)=2km < t=22% ot0<t<720 < 0<ks<10:

177
12 : environ toutes les 65,45 min).

B Corrigé de U'exercice 32

[11 fois] (et non

1. On retire des multiples de 2m, puis on applique les formules des angles associés.

cos(3m-x) = cos(m- x) = -Ccos X ; sin(x+ 57") = sin(x+ g) = COSX; sin(x+

- cos x. D'oti A(x) = - €OS X - COS X - 3€0S X = [ -5 cos x|.

5m

77")=Sin(x+g+n)=

sin(7m+x) = sin(m+x) = - sin x et cos (x - —) = COS (x - g) = sin X ; cos(x+9m) = cos(x+1T) = - COS X

2

. 3T _ =8 m\ _ PPN _ ) 2 =
ets|n(x+7)_s|n(x—5)_—cosx. D’ol B(x) = -sin’ x - cos? x =[-1]

C(x) est défini si et seulement si x n’est pas un multiple de g Alors, la tangente et la cotan-

gente étant m-périodiques : tan (x + 37") = tan (x + g) = _C:ﬁ = -cotan x, tan(x - 7m) = tanx,
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cotan (x + g) = % = -tan x, cotan(5m - x) = cotan(m - x) = - cotanx. D'ol C(x)=-1+1 = @

16 6’ 3 37 4 n % % =-

2. Bl-on. X - 6n+L, Bl-7p+0: U=
-R)n

(O-Rm _ m _ km Rt (9 Rm R _
Pour 1 < kR < 8, = = 18, donc tan tan 18 = tan & 18 T cotan & 18 = 1. En groupant les

facteurs par paires (1et8,2et7,3et6, 4 et 5): P= .

2 4.9 _ 1 e . _| V7 _3s | 3T

3. cosfa=1-=== et cosa < 0 (2® quadrant): cosa = 7 ,tana-_ﬁM- - . Puis
. 3\ _ m\ _ _ | V7 m\ _ H _ 3
sinfa+ =) =sin(a-7)=-cosa=|| cos(a+7)=-sina=|-2|

tan (57" - a) = tan (% - a) = cotana = -g \ sin(-a - 7m) = -sin(a+m) =sina = .

® Corrigé de l'exercice 33

1. Deux réels de la famille donnent le méme point si et seulement si leur différence est un mul-
tiple de 2m.

a) 2 e o7z > k-k'€6Z: |6 points|(k=0,...,5):
X In, M sn Dn 2 sommets d’un hexagone régulier.
b) Pourk =0,1,...,11, le reste de 7k modulo 12 prend les R 0 9

valeurs 0,7,2,9,4,11,6,1,8,3,10,5 : toutes les valeurs
de 0 a 11, une fois chacune ; et R —» R + 12 ajoute 14m.

On obtient les |12 points| d'abscisses %T (dodécagone

régulier).
o, &, & = 2om + 2L puis 4m (retour au départ) :
, d’abscisses 0, 23—", %" (triangle équilatéral).
2m _nm,m. L2km o, QReT s | T RT
2. a) S "ty les deux familles donnent oo et o+ ==, dou|x= et 5|
0 S BV kr _ 2km om , km _ ke)m, | RT
b)5-5+rr. x-5+hrr. c)2-4et4+2- ki el
T__M ,Daplm_ _m 21, i i o  3km _m Bk wm BRe2)T Gy s
d) 5= Ttz =-m S : les trois familles sont SR Tt st , d’ol
__M  km
12 3

3. On multiplie par % : %+ '*2—" = % < 1+3k=2m. Il faut 1+ 3R pair, donc k impair, kR = 2j + 1,

@+,
5

et alors m = 3j + 2 convient. Les réels communs sont % + X = 2?" +jm, jeZ|

En multipliant par % g + %" = % + % & 2+6R=3+4m < 6R-4m =1, impossible (pair

= impair) : aucun reel commun.
2k 19 9 57 2
< —< —= =Z & = .
soE s = S_k 10<=>Iee{10 ,5}: |7 reels|,

_7_1T n 13m 23m M1 431 53m
15" 5’ 15 ' 15 ' 5 ' 15 ' 15 °
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B Corrigé de l'exercice 34

1. Pour n = 0, c'est clair. Si cos(x + nm) = (-1)" cos x, alors cos (x + (n + 1)) = cos((x + nm) + m) =
- cos(x+nm) = (-1)"" cos x ; de méme pour le sinus. Pourn = -p (p € N), on applique le résultat
ay=x-pm: cosx =cos(y+pm) =(-1)° cosy, d'ol cos(x - pr) = (-1)’ cosx = (-1)Pcosx ; de

méme pour le sinus. Enfin tan(x + nm) = CIsinX _ yan x
: (—1)”c 0S X :
2. On écritn = 4q +ravecr € {0,1,2,3}: x+ =" = x + '7" +2qm, d’ou le tableau (angles associés
I +x T+ X, +x)
reste r 0 1 2 3

cos(x+”7") COSX | -Sinx | —cosx | sinx

sin(x+”2—") sinx | cosx | -sinx | -cosx

3. S, = cosx T1028(-1)k: les 2026 premiers termes s'annulent deux & deux et il reste (-1)20%6 = 1
S1 = COS X |.

cos % vaut0,-1,0,1 pour k=1,2,3,0 modulo 4 : la somme de quatre termes consécutifs est
Q 2025 2026
nulle. Comme 2024 = 4 x 506, il reste S, = cos 2231 4+ cos 22261 = 0 + (-1) = [-1]

sin &0 T est nul pour k pair, vaut 1si k = 4j+1et-1sik = 4j+3. DoncS; = ijfo (4 +1)-(4j+3)] =
25x( 2)=[-50]

(_1)1+2+~-+n (—1)n(n+1)/2

- k ~ . . .
b, cos(E + krr) = (-1)¥ cos H = ﬂ, d'ou P, = *—5— = > . Ainsi P, > 0 si et seulement

n(n 1)

si est pair. Sin =4q: =2q(4q+1)pair;n=4q+1:(4q+1)(2q+1)impair;n=4q+2:
(2q+1)(4q+3)|mpa|r,n-4q+3:(4q+3)(2q+2)pair. P.>0 < n=0ou3(mod 4) (P3=l

87
= L S
Pu= 36 Ps 32)'

® Corrigeé de l'exercice 35

1. A(c,s); Ay(s,c): symétrie d'axe y = x; A;(-s,c) : rotation de centre O d’ angle ; A=C,s)
: symetrie d'axe (Oy); Ac(-c,-s): symétrie de centre O ; A,(-s,-C): symétrie d’ axe y=-X;
A,(s,-c) : rotation d'angle —g ; Ag(c, -s) : symetrie d’axe (Ox).

2. CommeO<a<f:a<f-a<f+a<m- a<n+a<3’7’T a<I+a<2m-a<2m+a: les

sommets se suivent dans cet ordre, et les écarts successifs valent g - 2a, 2a, % -2a, 2q, ..., le
dernier étant (2m + a) - (2 - a) = 2a. Chaque arc est inférieur a m: l'octogone est la réunion
des huit triangles OA A, ,, d'aires %sin (g - 2(1) = % cos 2a (quatre fois) et %sin 2a (quatre fois)

: ]A(a) = 2(cos2a +sin 2a) ‘

3. cos2a+sin2a = \/f(cos 2a cos% +sin2asin %), donc [A(a) = 2\/§cos(20 - %) . Comme 2a - % €

, et vaut 2\/5. Alors

]—%, %[, aire est maximale si et seulement si 2a - % = 0, soit |a =

|

g -2a=2a-= % : les huit arcs sont égaux, donc les huit cotés (cordes de méme arc) et les huit
angles aussi : l'octogone est régulier.

4. Si MON = 6, la hauteur issue de O du triangle isocéle OMN est aussi médiane et bissectrice :
MN = 2x0OM sin g =2sin g. Les quatre cotés qui interceptent un arc 2—20 mesurent 2 sin (% - a),
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les quatre autres 2sina : p(a) = (sma +sm(— —a)). Avec sinp +sing = 2sin %cos% :

p(a) = 16sin g cos(a - g) . Comme a - g € ]—g, g[, p est maximal poura=1=2

. - in [
8.pmax-‘l6sm§-

8V2 -2 = 6,12 (< 2m, périmétre du cercle). Conclusion : parmi les octogones 0,, l'octogone
régulier a a la fois la plus grande aire et le plus grand périmétre.
5. Al@)=1+3 = cos(Za— ) 123/__ \/_Z‘/_ = cos=. Avec2a- € ]—— —[ 2a - =+, soit
m m

= Ju - B4 A o n nt) _
as= e ou a-12 (controle.2(c056+S|n6)-\/§+1 V).

k" ;en lestournant de %, on obtient les points * (% - a)+

Les sommets de O, sont les points ta+ =%
1L m_ 1 2 H ’ ’
21 sommets de O%_a. Les octogones O"/12 eto, ¢ (E +e= Z) se déduisent l'un de l'autre par

la rotation de centre O d’angle % : ils ont la méme aire.

® Corrigé de l'exercice 36

1. a)Avecp=20-xetqg=x: p;q =0 et % = 0 - x. Les formules somme — produit donnent
cos x +€0s(26 - x) = 2 cos B cos(O - x), sin x +sin(26 - x) = 2sin 6 cos(d - x),

cos(26 - x) - cos x = -2sinBsin(6 - x), sin(26 - x) - sin x = 2cos B sin(6 - x).
Les deux premiéres donnent O/ = cos(8 - x) (cos 6, sin 6) = cos(6 - X) OIVT(G), les deux derniéeres
M(x)N = 2sin(6 - x) V.

b) Le point I est sur Dy, et v - OIVT(G) = -sinBcosO +cosBsinB = 0. Sisin(0 - x) # 0, la droite
(M(x)N) est perpendiculaire & Dy en le milieu I : D est la médiatrice de [M(x)N]. Si sin(6-x) = 0,

alors N = M(x), point de D,. Dans les deux cas, | s4(M(x)) = M(26 - X) |

2. 6=0:5;estla symétrie d’axe (Ox), (u,v) ~ (u,-v), donc M(-x) = (cosx -sinx): cos(-x) = cos X,
sin(-x) = -sinx. 6 =2 : axe (Oy) M(m - x) = (-cosx,sinx). 68 =2:axey = x, (u,v) » (v,u),
M(E—x) (sinx, cosx) 6==2:axey=-x, (u,v) e (-v,-u), doncM(— x)-( sinX,-cos x):

cos(%’T -Xx)=-sinx|et sm(%’T - X)=-CoSX|

3.5 (M(x)) = M(26, - x), puis So, (M(26, - x)) = M(26, - 26, + X) : la composée est la rotation

de centre O d’angle 2(6, - 6,). Pour ( g) (u,v) » (u,-v) » (-u,-v), symétrie centrale,
d’ol M(x + ) = (-cosx,-sin x). Pour (0,%) : (u,v) » (u,-v) » (-v,u), quart de tour, d'ou

M (x + g) = (- sin x, cos Xx).

- . . k .
4. a) Récurrence sur k : vrai pour My. Si M,, = M(xo + 2?") alors (2k pair) M,,., = s,(M,,) =

2(R+1
M(—Xo 2kn) puis (2k + 1 impair) My, = S, s(Myp,) = M(Z?" + X, + 2’??") = M(Xo ., Al = )”).

b) Les points M (x + 2'*—") sont 5 points distincts (ils ne dépendent que du reste de k modulo 5)

; de méme pour les points M( Xo = 2’"—") Un point de la premiére famille est dans la seconde

5
si et seulement si 2x, + € 2nZ, soit X, + @ € nZ. Si x, ¢ %Z, c’'est impossible :

. Si x, = %", pour chaque m on choisit k tel que j + kR + m soit multiple de 5 : les deux
familles coincident, .
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Q) X, = % ¢ %Z : 10 points, d’abscisses i%, soit

76727 70" 10’ 10 St 7 137730770 10, modulo 2m : ce so:t
les 10 multiples impairs de 0" regulierement espaces de X
décagone régulier (figure : M, ..., M, et les axes D, Dnls).

€@ Corrigés : addition et duplication

® Corrigé de l'exercice 37

L2 1_ 15 : s . oy o | V1D _ 154 _ | fAE :

1. sin" x = 1 > ﬁetsmx < Osur]n,7 : SInx = sl tanx = el 15| Puls
m\ _ n . o s _ 1 W45 _ _1+3\/§
cos(x—g)-cosxcos§+smxsm§- s~ % = T |

. . -/ _ V15 V15

2. CO0S2Xx = 2cos?x -1 = —%, sin2x = 2sinxcosx = 2"%"71 = |5} tan2x = |-

Comme cos2x < 0 < sin2x, le point d’abscisse 2x est dans le 2¢ quadrant (en accord avec
2x € 12m, 3m|).

. . 11 “
3. cos3x=costcosx-S|n2x5|nx=3l2+;—;’= T (controle:4cos3x-3cosx=—11—6+

W
1l
I
N
~—

X m 3m X o X 2 x _ 1+cosx _ 3 + 02 x _ 1-cosx _ 5,
4, 2e]z,l*[,donccosz<0<sm2.Aveccos S=—5 =getsin“o="—5"=

2 2 8"
cosZ = - §=—ﬁ, S|n—=@, tan % = - §=-E.
2 8 4 2 4 2 3 3

® Corrigé de l'exercice 38

IS

2

a) sin(x+ %) = 2(sinx + cos x) et cos(x+ %) = &

T2
J2sinx.

b)(@ COS X - %sinx)+(%sinx+gcosx)a/?cosx.

(cos x - sinx) ; la difféerence vaut g x 2sinx =

. . . . m
c) Lexpression a un sens si et seulement si x+% & gHTZ etx—% & g+1TZ, soit| x & W + EZ . Avec

5 L L) - )\ o 2CBY o _ i - = o
y-x+4.tan(x 4)-tan(y 2)- Sy - cotany, donc le produit vaut -tany cotany = -1.

d) Sens si et seulement si sinxcosx # 0, soit | x & gZ. Au méme dénominateur, le membre de

sin 3x cos x - cos 3xsinx _ SiN(3x - x)

gauche vaut - -
sin x cos x %stx

= 2.

e) cosx-sinx = ﬁcos(x+ %) etcosx+sinx = ﬁcos(x - %) sens si et seulementsi| x ¢

Maths Olympiad @

N
+
NTE
N




Calcul trigonométrigue 1" Bac Sciences Mathématiques

(et alors cos 2x = cos? x - sin® x # 0). Au méme dénominateur :

(cosx +sinx)? - (cosx -sinx)> 4sinxcosx _ 2sin2x

- 2 = = 2tan 2x.
CoS?2 x -sin“ x C0S 2X COS2x

® Corrigé de U'exercice 39

1. cosacosb # 0, et cos(a + b) = cosacosb (1 -tanatanb), sin(a + b) = cosacosb(tana +tanb).
Comme cos % = sin %, onobtienttana+tanb = 1-tanatanb, soit 1+tana+tanb+tanatanb = 2

: ’(1 +tana)(1 +tanb):2‘.

2. Posonsp=tana=0etqg=tanb>0: 'hypothése s'écritp+q=1-pqg.Sipg=1,alorsp+q =0,

d'oip=qg=0etpqg=0:absurde. Donccos(a+b) = cosacosb(1-pqg) # 0 ettan(a+b) = % = 1.

Ora+b e[0,n], et le seul réel de [0, [ de tangente 1 est % la+b= % .

Mo, 4m_2m,3m_n sm_ m s e _
3. LM -2, 30 et1+tan3l =1+tan’ = 2. Parla question1: P=2x2x2=[8]

4, Pour 1< k<22, % + % = % : les facteurs d’indices k et 45 - R (22 paires, 45 - k allant de

44 @ 23) ont un produit égal a 2, et le facteur d'indice 45 vaut 1 +tan % = 2. Donc Q = 2°? x 2 =
1223 - 8388608).

® Corrigé de l'exercice 40

1. Comme tan = V3 et que o, S, ¢ + 7 sont hors de 7 + nZ, la formule d’addition donne

o ((P . %) - tan p+/3

o f(tan @) (le dénominateur est non nul).

2. f(0) = /3, f(V3) = % = -/3, f(-v3)=2=0: onrevient a|0]en trois étapes (tan 0, tan Z

4
tan 23—", tanm).

f(2) = (2+/3)(1+2/3) _ _8+5\/§
(1-2//3)(1+2/3) 11

: puis, avec u = f(2): u++/3 = 6‘(#eﬂ -3u = 26;?‘/5,

N _ - - 53-8 _
d’od f(f(2)) = 133‘5\/‘% yEVE 41)(2113 “3) \/1—1 ; enfin, avec v = f(f(2)): v+3 = @ et

1-V3v = 824 doir f(f(£(2))) =[2]

3. Ecrivons u =tanf avec 8 € ]—g, %[ ; 'hypothése signifie 6 # :%. Par la question 1:

+(p=0:0+2%2(car 1) donc f(u)=tan(6+1);
. Lp:e+§;e+2?"$§+nz(car6¢—%),doncf(f(u)):tan(6+2?");
~p=0+2:6+me+nz donc f(f(f(u) =tan(6 +m) = tan 6 = [u]

Pour u = —@ (6 = —%) : f(u) = 2‘/_%/3 = @, et f(@) n'existe pas: la composée n’est pas définie.

|

4. a)g,(u) =%, etg(u)#1 < u=z0. Alorsg,(g,(u) =5 = —%. Siu ¢ {-1,0,1}, alors

=
<

<

=

u
V= -% ¢ {0,1}, et g1(g1(v)) = —% = u. (g, ajoute % a l'angle : quatre fois, on ajoute m.)
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b) Soit a € ]0, g[ tel que tana = a. Comme en 1, g (tan @) = tan(p + a) dés que @ et @ + a sont
hors de 7 + Z. Si a convient, choisissons ¢ € ]—g, g[ tel que @ + a, @ + 2a, @ + 3a soient hors

de 7 +mZ (tous les ¢ sauf un nombre fini) : tan(y + 3a) = tan ¢, donc 3a € nZ. Or 3a € ]0, 37"[ :

3a=m, a = 7. Réciproquement, a = J/3 convient (question 3) : |a = /3| seulement.

® Corrigé de l'exercice 41

cos?x -sin X _ €0S2X

- - = 2 cotan 2x.
sin x cos x %smzx

1. Pour x ¢ gZ, sin X cosx = %sin 2x # 0 et cotanx-tan x =

2. a)%—t=2cotan%=2\/§,soitt2+2\/§t—‘l =0, de racines -/3+2:commet>0:t={2-/3] et

m__1_ _
cotanﬁ-z_ﬁ-2+\/§.

b) % -u = 2cotan % = 2(2 + \/5), soit u? + 2(2 + \/§)u -1 =0. Le produit des racines vaut -1 :

2
une seule racine est positive, c’est u = tan i > 0. Le discriminant réduit vaut (2 + \/§) +1 =

8+4\/§=(\/_+\/§)2(car(\/_+\/§)2=6+2\/ﬁ+2). Donc
tan1=—(2+\/§)+\/_+\/_= \/_+\/§—\/§—2 =~ 0,1317.

24

c)cotani=u+2(2+\/3)= V6 + +\/3+2.Contréle:u+%=2\/6+2\/2,et5m%=\/€8ﬁ=
12 -
M) o (5 y2) v

3 =

w
b
<I|=

- v = 2cotan ':’—’2‘ = 2tan % = 2(2 —\/5), d’ol v? + 2(2 —\/§)v -1 = 0, de discriminant réduit

2 2
(2-\/5) +1 =8—4\/§=(\/€-\/§) . La racine positiveesttan§—2’= \/g—\/_+\/§—2 = 0,7673.

m _m_5m
& 26 2 24

m

M _m _ m
et 24 2 24

donc S = (tan + cotan) 7 + (tan + cotan) 27.

\/6?\/5 =2(\/_+\/§)+

Premiére fagon (tanx + cotanx = =2-): S = 2 + —Z =2(\/—+\/5)+
12

sin2x sin 35 sin
2(V6-2) =46
Seconde fagon (valeurs) : cotan 2% = v + 2(2 - \/5) =6 -2 -/3+2, doi (tan +cotan)! =

26 -2y2 ; avecc), S = (2J€+ 212)+ (216 - 2J§) = 4,/6 29,798 /.

B Corrigé de l'exercice 42

1. Pourn =0: u, = tan 6, sans condition. Supposons le résultat vrai au rang n. Le terme u, , est
défini si et seulement si u, l'est et tan(2"6) # +1. Ortan(2"6) = 1 < 2"0 € 1% +M7 <
29 e t§+2nZ = g+nZ. D’ou la condition au rang n+1; et alors, par la formule de duplication
(valable puisque 2"8 et 2"*'9 sont hors de g +17Z) :

2tan(2"0)

= ——  =tan 2"”9 o
"1 1-tan?(2n0) (29)

2.a)0= g tuy = % = /3 = tan 2?", puis u, = V3 : la suite alterne [/3, V3, /3, ... | (période 2).
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_2(2"/5)_ 23 _ 3 m.ip_ I _ _ _ . :
b) u, = ) " ) Tetang:icif= 5, etu, = V3, us = -3, u, = V3...: la suite est
périodique a partir du rang 2.

2(v2-1) o A , i (oo T _n
Qu, = m = 1: la suite s'arréte, u, n'est pas défini (6 = g et4d = 5).

3.a)Si0 =5 et2"6 =2+ mm (k> 1),alors 2*'j = 7(2m + 1) : un nombre pair égal a un nombre
impair, absurde. Par la question 1, tous les u,, sont définis.

b) Si u, est défini et u; = u, : tan86 = tan 6, donc 86 - 6 € 17, soit 76 € mZ. Réciproquement,
si 76 € mZ, tous les termes sont définis (a) et tan 86 = tan(6 + 76) = tan 6.

c)Ge]—%,%[etMerrZ:6=k—7",—3sk53. Enécartant9=0:u0=tank7",

kR = 1, +2, +3 (distinctes, tan étant strictement croissante sur ]—g, g[) Pour 0 = g :u, =tan 27",

3n
7

change chaque terme en son opposé, l'autre cycle est {— tan g, -tan 27", tan 37"}

= amo_ _ 3n = 8m _ m. n AL -
u, =tan=t = -tan =%, u; = tan < -tan7.cycle{tan7,tan7, tan } Comme u, - -u,

4. Comme en 3: u, = U, (suite définie) < 1660-0enZ < 0= %, -7 <j <7 (15 valeurs

; tous les termes sont définis car 2%*1j = 15(2m + 1) est impossible). Parmi elles, U, =u, <

36 enz < 06 ¢€ {—%,0,%}. Il reste de u, ; en suivant j - 2j modulo 15,

elles forment trois cycles de quatre valeurs: j € {1,2,4,8}, {3,6,12,9} et {7,14,13,11} (avec

jm (j-15)m
tan - = tan == ).

€ Corrigés : transformations

® Corrigé de l'exercice 43

1. A(x) = ]2c055xc052x\; B(x) = ; C(x) = -2sin3xsin(-2x) = ’2$in 3xsin2x|;

E(x) = (1+Cc0oS4X)+2C0S2X = 2C0S% 2X +2€0S2X = 2 cos 2x (1 +c052x)=’4coszxc052x.

Le quotient est défini si et seulement si B(x) # 0, c'est-a-dire cos3x # 0 etsinx#0: x ¢ % + gZ

. . C(x i i
et x & mZ. Alors, avec sin 2x = 2sin X coS X : (9 _ 2sin3x « 2sin x cos x =2 cos xtan 3x/|.

B(x) 2 cos3xsin x

2. COSX +COS7X =2Cc0S4xcos3x et cos3x +cos5x =2cos4xcosx, dol D(x) = 2cos4x(cos3x -
COSX) = ] -4sin x sin 2x cos 4x \ (car cos3x - cos x = -2 sin 2x sin x).

Sur[O,rr]:sinx=0pourx=0,n;sin2x=Opourx=0,g,rr;cos4x=0 &= X = %+

m 3m 5m 7m ’ H . : m 3mr m 5m 7m
888" 8" En ne comptant qu'une fois 0 et i : | 7 solutions | O, 5 8" 2 g g T

kRm

W soit

5m n Jud Jud i s T Y14 s T m
— + —_— = -— —_— = — _— —_— = -— -—
3. COS18 COS18 2COS3COS18 COS18 et sin 18 SII’]18 ZSII’IGCOS9

sin % (en degrés: cos 50 +cos 70" = cos 10" et sin 10" +sin 50" = sin 70°).

= TR =sin (= =
—COS9 Sln(2 9)
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B Corrigé de l'exercice 44

1. 2sin3xcosx = ]sm 4x +sin2x|;

1" Bac Sciences Mathématiques

mo_
2cos(x+—)cos(x— —) = c052x+cosg =|CoS2x |

2sinxsin3x = cos2x - cos4x, donc 4sinxsin2xsin3x = 2sin2xcoS2x - 2SiN2XCOS4x =

sin4x - (sin 6x - sin 2x) = | sin 2x + sin 4x - sin 6x |

2C0SXCOS3X =
[1+0S2x +COS 4X + COS 6X|.

M cos I = 1 i m) -
2. cos 2 cos & = 2 (cos T+ cos 4)
Par quotient : tan 2% tan 2 %'1

3. 0,9397 x0,6428 = c0s 20" cos 50" =
donne 0,60404 ...

0,9848 x 0,3420 = cos10°cos 70" =

donne 0,33680...

Une addition et une division par 2 remplacent la multiplication ;

table.

® Corrigé de U'exercice 45

1. sinx-siny = 2cosx+ysm

P 8 in XY X+y
sinx-siny SIn=- C€Os—= tan=

cos4x + cos2x, donc 4 cos X cos2x cos3x =

2C0S2x coS 4x + 2 cos? 2x, soit

v2-1)

1412 et sin Zsin & = A

1
4 2677 24 " 2

n m\ _
(COS4 COS3)—

Y etsinx+siny =2sin & y cos %’, d’ou

- (V2-1) <[3-2/2]
M = . le calcul direct

1(cos 80 + cos 60°) = 01732& =10,3368]; le calcul direct

(cos 70" + cos30) =

la précision est celle de la

~

XY

= X
sinx+siny cos =X sin =Y

2. Soit k la valeur commune des rapports de la loi des sinus : a =

- 2V
> tan >

kRsinA, b = kRsinB. Dans

un triangle, 42 ]O "[ et e |5, g toutes les tangentes sont définies, tan £2 > 0 et
SinA+sinB > 0. Comme &8 = g = %, Tl 2 = cotan g, et la question 1 donne
A-B
a-b sinA-sinB tan=- A-B C
=2 — = =[tan == tan = |.
a+b sinA+sinB cotan% 2 2
ab _ 2 _ 1 C_ _ 1. AB _lmn[.aopg.T -
3. — m-ﬁettanz-tan \/_,donctan 1;avec > e] 2,2[.A B-Z.CommeA+B-
_n_2n. A I L T A kashi: 2 = 2_ _ _ _ 1.
m-f=2 A= B =LAl Kashi: c? = a?+b 2abcosC-(4+2\/§)+(4 2\/5) 2x2x1 = 6,
c=6|
. . 2sin A*B cos?B  cosAB
g, 250 SaElng zZ - 2 carsin®E = cos ¢ # 0. Vérification : &2 =
¢ smC 2sm—cos% sin & 2 2 c
zf v2/2 _
=V2 et ng' 1/2 =V2v.
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® Corrigé de U'exercice 46

1.

SinA = sin(n—(B + C)) = sin(B + C) = sinBcosC + cosBsinC. Donc sinA = 2sinBcosC <
cosBsinC-sinBcosC=0 <= sin(C-B)=0. Comme C - B € ]-m, [, cela équivaut a[B = C|.

. sin?A-sin®B = sin(A + B)sin(A - B) = sin C sin(A - B). Comme sinC >0 :

sin?A =sin’B+sin’C < sin Csin(A—B)=sin2C & sin(A-B)=sinC =sin(A + B).

Or sin(A + B) - sin(A - B) = 2cosAsin B avec sinB > 0 : la condition équivaut a cosA = 0, soit

A= g . C'est la réciproque du théoréme de Pythagore, via la loi des sinus.

a) Par linéarisation, cos? A+cos? B = 1+ (cos 2A+c0s 2B) = 1+cos(A+B) cos(A- B) = 1-cos C cos(A-
B). Puis, en remplacant cos C par - cos(A + B) dans l'un des facteurs de cos? C = cosC x cos C :

cos?A +cos? B +cos? C = 1 - cos C(cos(A + B) + cos(A - B)) =[ 1 -2 cosAcos BcosC|.

b) La somme vaut 1 si et seulement si l'un des cosinus est nul, c’est-a-dire si un angle est droit.
Elle dépasse 1 si et seulement si cosAcosBcosC < 0, donc si un nombre impair de cosinus
sont négatifs ; or un triangle a au plus un angle obtus : cela équivaut a « un angle est obtus ».

Par 1, B = C; par 3, le triangle est rectangle, et l'angle droit n'est ni B ni C (sinon B = C = 7).

Donc A=g, B=C=% (controle: 2sinZ cos—-1 =sinA v).

® Corrigé de U'exercice 47

1.

Ce sont les formules somme — produit. Avec s = =¥ etd = =X : a® + b* = 4cos®d(cos®s +

sin®s) = 4cos?d =2 + 2 cos2d, soit|a®+b? =2 +2cos(x - y)|

K = a? +b? = tcos’d = 0. Alors a - b? = 4c052d(coszs—sin25) = Kcos2s et 2ab =

. . — {5 . 2ab
2 _ . - . _ _
8cos“dsinscoss =Ksin2s;comme2s=x+y: [COS(X+Y) = perel sin(x +y) = perels
Ici @® = % b? = & 2‘/_ : a2+ b? = 2 a® - b? = /3, 2ab = = 1. Conditions nécessaires :
cos(x - y)- M 1= 0 cos(x +y) = sm(x+y)- 1, d'od
x+y=%+2krr et x—y=g+mrr (kR,m € 7), soit x=g+krr+%, y=—%+kn—%.

Tri des cas (les entiers R +j et k - j ont méme parité) :

e m= 2j i X = E+(I?+j)17,y = —%+(k—j)n. SikR+jetk-jsontpairs: (x,y) = (g,—%), qui convient

(1 ‘/_ 1 /). S'ils sont impairs : cos x + cosy = —% - @ =-a: non.
. m=2j+1 x-—+(k+])n y-——+(k j)m. Pairs : cosx+cosy——§ %:non. Impairs :

(x,y) = (—— —) qui convient.

Les solutions sont les couples (g + 2pTI, —% + 2qn) et (—% + 2pTI, g + 2qn) , p,q €7Z.

a=b=0 & a®+b’=0 & cosZ =0 < ]x—yerr+2rrZ‘. Le milieu | de [M(x)M(y)]

a pour coordonnées (" b) = cosd(coss,sins): Ol = | cosd|, et | = O si et seulement si M(x)
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et M(y) sont diamétralement opposeés. Sinon, la droite (OI) fait l'angle s = 2 Y (3 m prés) avec
'axe des abscisses : la question 2 donne le cosinus et le sinus du double de cet angle.

M Corrigé de l'exercice 48

E

e 0,
= cotan £ = 1; de plus cos 2 = cos 4 cos 2 (1 - xy) > 0, donc1—xy¢0et y=z s
Z(x+y)=1-xy: xy+yz+zx=1.

A
1. >

[

it

]O [ les tangentes sont définies et strictement positives. Comme === A+B =

|—‘|_|

o N|=l

2. a)2(u?+v? +w? - uv-vw-wu) = (u-v)?+(v-w)?+(w-u) 2 0, avec égalité si et seulement
siu=v=w.
b) (u+v+w)? = u?+v?+w?+2uv+vw+wu) 2 3(uv +vw + wu). En appliquant a) a uv, vw,
wu : (uv)? + (vw)? + (Wu)? 2 uv - vw + v - wu + wu - uv = uvw(u + v +w), d'ol (uv + vw + wu)? =
Y(uv)? + 2uvw(u + v + w) 2 3uvw(u + v + w).

3. Avec xy +yz+zx=1:(x+y+2)? 23, donc (positivité) X+y+22\/§ ;puis 12 3xyz(x+y+2)2

1 V3

= X2 | l'égalité x + y +z = \/3 impose x = y = z, soit A = B = C (tan

3/3 9

3\/§xyz, donc | xyz <

est strictement croissante sur ]0, g[) ; légalité xyz = @ impose x + y + z = /3, donc aussi un
triangle équilatéral. Réciproquement, siA =B =C = % iX=y=2z= \/_, de somme /3 et de
produit é v

4. a) (x+y)(x +2) = x>+ (xy + xz+yz) = x> + 1. Avec la formule en tan% : COSA = % = 1+2X2 -1=

2 -
(x+y)(x+2)
b) De méme pour cos B et cos C. En réduisant au dénominateur commun (x + y)(y + z)(z + X) :

20y +2) +2(x +y) - 4(z + x) 2(2y - x - 2)
(x+y)y+2)(z+x) | (x+y)Ny+2)z+X)|

Le dénominateur étant non nul, cosA + cosC = 2 cosB (=> X + z 2y : cosA, cos B, cos C sont
en progression arithmétique si et seulement si tan = tan = tan = le sont.

cosA+cosC-2cosB =

© Corrigés : équations

® Corrigé de l'exercice 49

: ). _B _qin(-r n__n LA :
1.sm(x+6)- > sm( 3)4=>x+6 3+2I?rroux+6 rr+3+2krr.

x=-—+2kn ou x=11 +2kn kRez|

Dans [0,2m[ : kR = 1 dans la premiére famille, k = 0 dans la seconde: S = {%", 37"}

2. cos3x=cos(x+%) = 3x=x+%+2kn ou 3x=—x-%+2kn, soit

_n - _I , km
x-8+krroux 16+2,keZ.

Dans [0,[ : ¢ (kR =0); 0<_E+_<1 & 1sk<d & Re(1,2} S:{%,Z_’;,%}.
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3. Domaine: 2x - I # I + km, soit x # 3T + kT tan(2x—ﬂ)=tanE &= 2x-T =T ,pm
) 8 2 4 3 43
7m . km o mom 1 7 kR 1 19
= — + = . -— =< =+ < = -—= <
X 24+2,keZ(valeursdudomalne) Dans]z,z[ R A RN > R
. g ]5m Im
ke{-1,0}: s={-&, I}

4. Ontransforme le cosinus en sinus: cos (x - g) =sin (g - X+ %) =

=
~
=]

(=

sin2x=sin(5?"—x) = 2x=%"—x+2krr ou 2x = &+ x+2km,

sin (22 - ). Donc | /
\_

soit [x = 20 + 2 ou x = X+ 2km, ke Z| “m

R -
Dans ]-m,m]: -1 < "

+23—k51 — —§<k513 ke{_1yo’1}l
plus £ :

12 12!
_[.zm m smo7m
S'{ 18" 6' 18’ 18}'
Les trois solutions de la premiére famille (-70°, 507, 170°) for-

ment un triangle equilatéral : le pas 23—" partage le cercle en
trois.

® Corrigé de l'exercice 50

V3 V3

1.a) cosx s -2 cosx = -2 en B %’T, et l'arc ou
l'abscisse est la plus petite va de 'un a l'autre en passant

. |g=|an Im
par S-[6,6 .

\/5, . _\/5 5 7
> SInx =-==en <~ et -,

l'arc « du bas » [57", 77"] On garde le reste de [0, 2nT[ (figure
1) :

2 D

. . 2 u
b) sinx > - etsinx < - sur figure 1(1.b) figure 2 (2.b)

5= 2o o

2. a)Sur]-mm]:2cosx-1>0 < xe]—g,g[ et sinx>0 < x€]0,n].

X - —g 0 % m
2cosx -1 - 0 =+ + 0 -
sin x - - 0 + +
produit + 0 - 0 + 0 -
5= ]—n,—g[ U ]0, g[ (x = m est exclu : le produit y est nul).

b) |2sinx| <1 < —% <sinx < % : on garde les points du cercle situés strictement entre les

droites y = —% ety = % (figure 2), soit deux arcs, autour de 0 et autour de m. Dans ]-m, ],

autour de m se coupe en deux morceaux :

) e el el il

Maths Olympiad
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B Corrigé de l'exercice 51

1. On poseX:sinxe[-1,1]:2x2+(2-J§)x-J§=o, A=(2—\/§)2+8\/§=7+4\/§=(2+\/§)2,

d'ou X = M : X = g ou X = -1 (deux valeurs acceptables). Dans ]-m,m], sinx =

NS

donne I et 20

R — _ _m. _]_mm2m
3 3 Sinx = 1 donne > S { }

2303

2. cos2x = 2 cos? x-1: l'équation devient 2c¢>-3c+1 = 0 avec ¢ = cos x, soit (c-1)(2¢c-1) = 0. cos x =

1 & x=2km; cosx=% = x=¢g+2kn: x=2knoux=g+2knoux=—g+2kn,keZ.

3. a)Sicosx =0, alors sinx=1etle premier membre vaut J3 #0: ces x ne sont pas solutions.

On peut donc diviser par cos? x : \/§tan2x+ 2tanx—\/— =0, A" =1+3 =4, tanx = '\1/%2 :
- - _ TV { - _T
tan x = ﬁoutanx- 3, soit x o + R ou x 3 + R,
b) Comme sin® x - cos? x = - oS 2x et 2.5in X COS X = Sin 2x :
\/§(sin2x - cos? x)+ 2sin x cos X = sin 2x - /3 cos 2x = 25in(2x - %)
(formule d’addition, avec cos% = % et sin% = é). Léquation équivaut a 2x - % = Rm, soit

X = % + '*2—", ke 7| Les deux écritures décrivent le méme ensemble : % + % donne % + Rt (R

pair) et 2?" + R = —% + (kR + 1) (R impair) : quatre points du cercle, sommets d’un carré.

3 3 a 872 2
4. Domaine : sinx # 0 et cosx # 0, soit x # T, Alors tan x + cotan x = Sx+cos"x _ _2_
2 Sin X COS X sin2x

'équation équivaut a sin 2x = % 12X = % + 2R ou 2x = 5?" + 2km, soit (toutes ces valeurs sont
dans le domaine)

x=I

_5m
-12+krr ou x-12+kn,kez.

® Corrigé de l'exercice 52

_ _ Bl o ot 3-8 _cink
r-\/3+9-2\/§, 2\/5-2-cos3 et B2 -sm3,donc

w

3cosx+3sinx =2y3(cosxcos=- +sinxsinz)=2y3cos(x-=z).

. m «

4 . 12 I’
x=%’+2knou x =1 +2krm, REZ| /}\
/I/

El

=
N

Sur le cercle : deux points symétriques par rapport a la droite
d'angle 7 (en pointillés), a +{ de part et d'autre.

2

3. OnposeX=x-Ze ]—%, 2?"] Sur cet intervalle, cosX 2 2 <
mm 8 mon ooz . H \/5
X e ['Z'Z]' soit x € [ﬁﬁ]‘ Linéquation stricte cosX < £

donne le complémentaire dans ]-m, ] (arc vert) :

s<JmaloJ ]
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4. Le couple (m,m + 1) n'est jamais (0,0): r =,/m2+(m+1)2 >0 etil existe ¢ tel que mcos x +

(m +1)sinx = rcos(x - ). Donc (E,) <= cos(x - @) = %, qui a des solutions si et seulement
si % < 1, C'est-a-dire

r’>1 < 2m?+2m>0 < m(m+1)20 < m<-1ou m20|

Pour -1 < m < 0, le premier membre ne dépasse jamaisr < 1. (E,): sinx = 1,|x = g +2Rm |;

(E.): -cosx = 1,[x= e 2km] (k € 2.

® Corrigeé de l'exercice 53

1.

sin4x +sin2x = 2sin3xcos x, donc sin2x + sin4x - sin3x = sin3x(2cosx - 1). Léquation

o 5 5 0 6k+1 0o
équivaut a sin3x = 0 ou cOSX = 1 : x = %" ou X = t% + 2Rm. Or :g + 2Rm = % est deja

2

de la forme '*3—" : la seconde famille est absorbée et |S = {’%", R e Z}. (Si cosx = %, alors

cos3x = 4cos>x -3cosx = -1, donc sin3x = 0 : le facteur 2 cos x - 1 ne s'annule qu’en des
zéros de sin 3x.)

On linéarise : 1'“;52"+ 1'“;56" =1 < C0S2X+C0S6X =0 <> 2c0skxcos2x = 0.
Costx = 0 & X = %+k7"; C0s2X = 0 & X = %+k2—" (k € 7). Dans [0, :

_[momo3n smo3n 7m)| (o -
5—{8,4, AR 8} (six solutions).

€0S X-€0S 3x = -2sin 2x sin(-x) = 2sin 2x sin x: 'inéquation équivauta 2 sin 2x sin x-sin 2x > 0,
soit sin2x(2sinx-1)>0. Sur [0, ] :

Jud m 5m
X 6 2 6
sin 2x 0 + + 0 - - 0
2sinx -1 - 0 + + 0 -
produit [0 - 0 + 0 - 0 + O
RIETNE!
S_]e 2[U]6'"[
® Corrigé de l'exercice 54
X mm _ﬁ
1. Pourx € ]-m,m[, 7 € ]—5,5[ et cosx = =5 (cours). Donc
T-2+(t-D)(1+8) _Petad-1-2 -2+t tt-1)
cosx+t-1= = = = .
1+¢2 1 + t2 1 +¢2 1+ ¢2
2. L'équation équivaut a t(t- 1) = 0,soitt=0ou t = 1. Comme%e]—%,%[:tangzo < x=0
ettan§=1 = §=% = x=g. Dans ]—rr,n[:{o,g}. L'équation n'a de sens que pour

X # T+ 2R et son premier membre est 2m-périodique :

X =2Rkm ou x=g+2krr,keZ.

Inéquation: 1+t>>0et(t-1)>20,donccosx+tan >1 < t>0ettz1 < %e]o,g[et
X I
274

s=pafofar]

En g (racine double en t), le premier membre touche 1 sans le traverser.
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3. COSX +COSY = 2COS % cos % = 2cos "21 cos¥ = V3 cos Xziy La seconde équation équivaut a
i/ |
cos =¥ =~
257

> =+?+2kn = x+y—+—+4kn

Avec x -y = % (demi-somme et demi-différence) : x = % + ?" +2Rkmety = —% + 2?" +2RM:

(x,y) = ( +2km, 5+2kn) ou (x,y)=(—g+2kn, ——+2kn) kez,

3

Piege : écrire x +y = +— + 2Rm ajouteralt des couples faux, comme (%,7) pour lequel

COSX +COSY = ﬁ. Controle : cos 2T + cos —% +0 /.

© Corrigés : courbes, extremums

® Corrigé de l'exercice 55

1. a) f(x +m) = sin (2x -5 2rr) = f(x). b) cos*2C X"6" = cos(g + 211) = cos 3. ¢)tan2x est définie si
x# T+ "7" : ce domaine est stable par x = x + I, et tan(2x + m) = tan 2x. d) cos® x = 1522

cos(2x + 2m) = cos 2x (ou : cos?(x + ) = (- cos x)?).

et

2. Les domaines sont symétriques par rapport a 0 (R, ou R privé des 7 + km pour c).

a) sin(-x) cos(-2x) = - sin x cos 2x : impaire. b) cos(-x) + (-x)sin(-x) = cos x + x sin x : paire. c)
tan(-x) - sin(-x) = -(tan x - sin x) : impaire. d) Pour u(x) =sinx+cosx: u (%) =y2etu (—%) =0,

qui n’est ni /2 ni -/2 : ni paire, ni impaire (un seul contre-exemple suffit).
3. a) La droite x = a est un axe de symétrie si f(2a - x) = f(x) ; le point I(a, b) est un centre si

f(2a-x)=2b- f(x):
f(% x) sm( 2x) sin(n-(Zx—%))=f(x)/, f(%—x) sm(—-2x) -f(x) .

b) La symétrie d'axe x = £ compléte la courbe sur [g ?21] puis la symétrie de centre I (qui
échange [%, %’1 et [—?—’27, % ) donne la courbe sur [—?—’;, Z—’z’ , intervalle de longueur m (une péri-

ode) ; les translations de vecteurs Rmii font le reste. On étudie donc f sur un quart de période.

® Corrigé de l'exercice 56

1. f(x+m) = —25in(2x+ % +2rr) = f(x). Comme sin(6 - m) = -sinB : f(x) = 2$in(2x+ % —n) =
2sin (2x - 5?") = 25in(2 (x - 5—"))

A partir de y = sin x : contraction horizontale de rapport % (v = sin 2x), translation de vecteur
?—TZ‘T, puis dilatation verticale de rapport 2.

2. f(0) = -2sing = -1 et f(m) = f(0) = -1. Maximum 2: sin(2x+%) =-1 & x=-7+km,

soit| x = 23—" dans [0,]. Minimum -2 : sin(2x+ %) =1 & x-= % + R, soit| x = % . Zéros:
m km 5m 11m
2x+6 km < x-= 2t , soit S et
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3. Quand x croit de 0 am, u = 2x + X croit de T & 13—” Le sinus croit sur[ ] décroit sur [" =

etcr0|tsur[3Tr 13"] a cause du facteur -2, ffalt Uinverse :
y
2
: pI
x |0 : m I I Z T N
2

fx) | _ / \ N

4. Graphiquement (figure) : la courbe coupe la droite y = 1 en deux points, et est au-dessus entre

eux. Parle calcul: f(x) =1 < sin(2x+ %) =-1- sin(—%) = 2x +% = —% + 2Rm ou

m

i i
6 2

w|y
olF

2

n_7n oy o T - . _|m 5m
2x+g- - + 2R, soit x = 6+knoux-2+Ierr.dans[0,rr], S-{Z,B}.

m 13m
6' 6

fix) 21 sinus—%avecu=2x+ﬂe[

e8] = velpE] = [

6' 6

(segment vert).

® Corrigé de l'exercice 57

. . _ . - . . _ l
1. La courbe oscille entre -2 et 2 : . Deux maximums consecutifs sont atteintsen t = - et
t=1: , et w = 2 =[m](rad/s).

2. y(0) = 1 et le premier maximum est en t = % : y est maximal quand it + ¢ = 0 [2m], donc

g +( = 2km ; dans ]-m, m], [ = —g . Controle : y(0) =2 cos(—g) =1 /. Puis

y(t) = 2 cos (nt - g) = 2 cos(mt) cos T + 2sin(mt) sin § =| cos(mt) + V3 sin(mt) |

)

, 1?} la courbe coupe quatre fois la droite y = -1, de part et d’autre des minimums
v.

3. cos (Tl’t

tefr3
t=

A
t—§ et

w|=l

e B nt-g=12?"+2krr = t=1+2kout=-%+2h. Dans [0, 4] :

(.-J

1o
3

4, Sur une période, 6 =mt-Z 3 parcourt un intervalle de longueur 2m, et | cosB| 2 % sur [—g, g] et

[23", "3”] (a 2m prés), de longueur totale "?” . fraction % = . sur[0,2[:te [O, 5] [1, g], soit

ESSUI’ZS.

® Corrigé de U'exercice 58

1. (x):1—2X2+2X:§—2(X—%) avec X =sinx € [-1,1]. MaX|mumpourX :E+2knou

1.
2"
X = +2krr Minimum quand |X - —| est maximal sur [-1, 1], c'est-a-dire pour X = -1 (distance
3 contre Jpourx=1):g=2-2 — ,en x = -+ 2km,

2. cosacosb = 5( cos(a + b) + cos(a - b)) P R(x) =5 (cos (2x - g) +COS g) =
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Maximum pour 2x - g = 2Rkm, soit x = % + R ; minimum |-- | pour 2x - % = m + 2Rm, soit

X=2?"+I?1T.

S =4/2cos (x - %) prend toutes les valeurs de [—\/5, ﬁ], et s? = 1+25sin x cos x, d’oll Sin X cos X
2 2 _
o (s+1)° -2
h(x) = = —
(x) > +S >

Pour s € [—\/E,\/E]: s+1e [1 -\/5,1+\/§] et|1 —\/§| < 1+4/2, donc 0 < (s + 1) 5(1 +\/§)2

3+2/2.

. 1 . . o o _ . _ 2
Maximum | 1 +/2 | pour s = /2, soit x = T + 2km; minimum[-1]pour s = -1: cos(x - %) =-¥2
Soit X = 1+ 2Rm ou X = -7 + 2km.

® Corrige de l'exercice 59

1.

cos(-2x) + 2 cos(-x) = f(x) et f(x +2m) = f(x); cos2x = 2cos’?x - 1 donne f(x) = 2cos® x +
2cosx -1 = ¢(cos x).

d(c) =2 (c + %)2 -3 : ¢ décroit sur [—1,—%] et croit sur [—%,1] s (-1) = -1, 4)(—%) =-3,6(1)=3.
cos décroit sur [0, ] et cos%’T =-2.Si0sx<x s 2?" 112 cosx >cosx’ 2 -1 et¢ croit sur
[—%,1], donc f(x) > f(x'). Si &' s x < X <m: -2 2 cosx > cosx’ = -1 et ¢ décroit sur [—1,—%],
donc f(x) < f(x’'). D’'ol: f(0)=3 f(23—") =-2 » f(m) = -1; la courbe sur [-, 0] s'obtient
par symétrie par rapport a l'axe des ordonnées.

y

VARN

m=2 Sur la figure, on compte les points
/ ; \ d’intersection avec y = m sur ]-m, ]

(une période) : 2 pour m = 2, 4 pour

/ \ X m = -1,25, 3 pour m = -1 (x = +7 et
o~ S EEEEEEEE S T X = m).

o~ N m =-1,25
- _om n m
3 3

Comme cos est une bijection de [0, m] sur [-1,1], le nombre de solutions dans [0, ] est le
nombre de racines c € [-1,1] de 2c? + 2c - 1-m = 0, de discriminant réduit A’ = 3 + 2m.

-m<—%:aucuneracine. oem = 2.c=—%(x=23—"). -m>—%:c1='1'— V23+2m<—%<c2='“— f*zm

161 & V3+2m<3 <& m<3, etc,2-1 < V3+2m<1 < ms<-1.
Dans [0, 2n[ : f(2m - x) = f(x), donc chaque solution de ]0, [ en donne deux; 0 (c = 1, m = 3)
etm(c=-1, m=-1) ne comptent qu’une fois.

- _3.

m m<-2| -2 ]-%,-1[ 1 [1-1,3[| 3| m>3
dans [0, ] 0 1 2 2 1 1 0
dans [0, 2n] 0 2 4 3 2 1 0

4. (E_,): 2¢2+2c=0 < c=0o0uc=-1,dou|S = {" m 3—"} : trois solutions, comme annoncé

20

v.
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® Corrigé de l'exercice 60

1. cos(x+ ) = cosxcos @ -sinxsing donne s(x) = pcosx-gsinxavecp =a+bcosy, q=bsing.

2 2
Soit A = \[p2+q2. SiA > 0, (%) + (%) = 1: il existe y tel que cosy = &, siny = 1, et
s(x) = A(cos x cos - sin xsin ) = Acos(x + @) (siA=0, s = 0 et tout @ convient). Puis

A% = az+2abcos¢p+b2(cosz(p+sin2(p)= a’ +b?+2abcos |

Comme-1<cosps<1:(a-b)2<A’<(a+b)’, dou|a-b|<A<a+b. A=a+b < cosyp =1
(vibrations en phase); A=0 < A% =(a-b)’>+2ab(1+cosp)=0 < a=betcosy = -1
(opposition de phase : les vibrations s'annulent).

2. a)p=3+§=%,q=#,A2=9+'2.5+15=49: [A=7] cosw=%,sinw=%. Le maximum de
s est 7 (en x = -y + 2km), son minimum -7.

b) s(x) =0 <= 11cosx =5/3sinx. Sicosx = 0, alors sinx = 0: impossible. Donc cos x # 0 et
1|13

s(x)=0 & tanx=—¢

5/3 | 15
c)A? = a’+b%+2ab cos  est le carré de la longueur de la somme de deux vecteurs de longueurs
a et b formant 'angle ¢ (construction de Fresnel). Avec 3, 5 et l'angle g, on obtient un triangle

de cdtés 3, 5, 7 dont 'angle opposé au coté 7 vaut - % = 2?" : Al-Kashi, 72 =32 +52 -2 x 3 x
5cos & =49 .

d) Figure ci-contre : les maximums des deux

composantes (3 en 0 et 2m, 5 en 5?") ne coinci-

dent pas, d’'ou une amplitude 7 < 3+5; le max-

imum de la somme est atteint en 2 -y = 5,62, : o g2

et ses zéros sont I - y = 0,90 et 37” -y =405 3

M /).
15

w o N<

(ot tanx =

3cosx 5cos(x+g) somme

3.1cia=b=1:A=2+2c0sp. A=1 < cosp=-3 < |p=:ZT

= |0=1;A=0 & cosp=-1 = [p=m]

i A=+3 < cosy =

€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de U'exercice 61
1. Avec 2sinpsing =cos(p-q)-cos(p+q):
2sinasinc+2sinbsin(a+b+c) = cos(a - ¢) - cos(a + c)] + [ cos(a + ¢) - cos(a + 2b + ¢)]

= cos(a - ¢) - cos(a + 2b + ¢) = 2sin(a + b) sin(b + c).

2. MN? = R?[2-2(cos(6 +2u)cos 8 +sin(d + 2u)sin 8)] = 2R(1 - cos2u) = 4R*sin’u ; comme
u e[0,m],sinu=0: MN =2Rsinu (une corde vaut 2R fois le sinus de la moitié de l'arc).
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3. D'aprés 2 : AB = 2Rsina, BC = 2Rsinb, CD = 2Rsinc, DA = 2Rsind = 2Rsin(a + b + ¢) (car
d =m-(a+b+c)), et, les arcs AC et BD mesurant 2(a + b) et 2(b + ¢) : AC = 2Rsin(a + b),
BD = 2Rsin(b + ¢). D’aprés 1:

AC x BD = 4R?[sinasin ¢ +sinbsin(a + b + ¢)| = AB x CD + BC x DA.

(Pour un rectangle, AC = BD = 2R et l'on retrouve Pythagore : AC? = AB? + BC2.)

4. a) Deux sommets consécutifs sont séparés par un arc de 27" : P = 2Rsin %, d, = 2Rsin 27",
d, = 2Rsin 37", et A A, = 2Rsin "—7" = d,.
b) Dans A,A,AA, : A A, =AA, =d,, A A, =d,, lestrois autres cotés valent€: d,-d, = £-0+d,-¥,
soit|d? =2 +8d, | DansAAAA, : AA, =AA =d,,AA =AA =d,: d,d,=0d, +d,?, soit

d,d, =2(d, +d,)|

c) On divise par #d,d, : % = di + di, puis on simplifie par ;—R (2,3048 ~ 1,2790 + 1,0257 ) :
1 2

1 1 1
0 m = . 21 s .
sinZ  sin<=- sin

s
7

® Corrigé de l'exercice 62

1. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB): CH = ACsinA = bsinA (si A est obtus, sin (180 -
sinA). Laire vaut %AB .CH = %bc sinA, et de méme %ca sinB = %ab sin C. En divisant bcsinA =

b)&)

casinB = absinC par abc: SNA - sinB _ sinC

b c °
2. a)Dans BCE : EBC = 80", ECB = 50", donc BEC = 50" = ECB : BCE estisocéleenBet|BE =BC =1/,
 BRr - . . - [ h . s e. _BD _ _BC s _sin80° _
b) Dans BCD : BDC = 180" - 60" - 80" = [40]. Loi des sinus : Sngo = sncor dou BD = ry o

2sin 40" cos 40°
: = -2 CoS 40" |
sin 40°

3. a) La demi-droite [BD) est entre [BA) et [BC) : EBD = 80" - 60" = 20", puis, dans BDE, BED =

180"-20"-x = 160°-x. Loi dessinusdans BDE: 25 = —B2_ 'd’0(i sin(160°-x) = 2 cos 40" sin x.
sinx  sin(160°-x)

b) sin 130" = sin 50" = cos 40" et 2 cos 40°sin 30" = cos 40" .

c) sin(160° - x) = sin 160" cos x - cos 160" sin x, d’'ot g(x) = sin 160" cotan x - cos 160". Comme
sin 160" > 0 et que cotan est strictement décroissante sur ]0°, 180°[, g est strictement décrois-

sante sur ]0°, 160 : I'équation g(x) = 2 cos 40" a au plus une solution. Donc | BDE = 30 |.

Remarque. Les solutions purement geéomeétriques de ce probléme demandent une construc-
tion astucieuse ; la loi des sinus et la monotonie de cotan donnent une méthode systéma-
tique.
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® Corrigé de l'exercice 63
1. @) sin1 = sin((x + 1) - x) = sin(x + 1) cos x - cos(x + 1)sin x, donc, comme | cos | < 1:
sin1 < |sin(x+1)] | cosx| + | cos(x + 1)| | sinx]| < | sin(x + 1)| + | sin x]|.

b) En cas d'égalité, la seconde inégalité est une égalité : | sin(x + 1)|(1 - | cosx|) + | sinx|(1 -
| cos(x + 1)|) = 0, somme de deux termes positifs, tous deux nuls. Si sinx = 0: x = kRmr. Sinon
| cos(x +1)] =1, doncsin(x+ 1) =0 et x = -1+ k. Réciproquement, pour x = kit ou x = -1 + km,
la somme vaut 0 +sin1 v. Egalité <= x € {km}u{km - 1}; le minimum est .

2.a)s = \/fcos(x—%) [ \/—\/_] et sinxcosx = 527'1 # 0, donc s # +1. Puis tan x + cotan x =

- = —D>— -+t — = = a
sinxcosx  s2-1 Sinx ~ CosX _ Sinxcosx s2 1

2(1 +5) 2

f(X):5+m=S+S_1.

2
b)v+%—2\/§=(ﬁ—\/2/v) > 0, avec égalité si et seulement si v = /2. On a f(x) = u+1+— si
u>0,f(x)2‘|+2\/§;siu<0,avecv=—u>0:f(x)=1—(v+3)s1—2\/§.

c) Dans les deux cas |f(x)] = 2v/2 - 1 (car 1 + 22 > 2y/2 - 1), avec égalité si et seulement si
u-= —\/— c'est-a-dires =1- \/_. Cette valeur est dans [—\/—, \/_] et difféerente de +1: cos (x - Z) =

1\/‘[ \/_' € [-1,1] a des solutions, pour lesquelles sin x cos x = —' =1-y2#0. Le minimum

de |f| est[2v2-1~1,83 ]

® Corrigé de l'exercice 64

1. a)sina:25in§cos§¢0, doncsin%#O,et

. a o @ . _a
SII"ICICOS2 cosasmz_sm(a 2)_ 1

cotan 2 - cotana = s S DR
2 sinZsina sinZsina sina

b) Avec a = 2Fx : Sinékx) = cotan (2""x) - cotan (2"x) ; la somme de k = 0 & n- 1 est télescopique

et vaut cotan 5 - cotan (2n—1 X).

c) x = <, n = 3 (cotan est m-périodique) :

1 1 1 T 8
—= t —— * g7 - cotan - - cotan —- = 0.
sin<t sinZt sin =% 7 7

Orsin 2 = sin 3¢ et sin & = -sin % : on retrouve l'identité de l'exercice 61.

tan(k + 1)x - tan kx 3 . cosx
o BT T (le dénominateur vaut T

isole 1 +tan kxtan(k + 1)x et on divise par tan x # 0.

2. a)tanx = tan((k+1)x Rx ) #0);0n

b) La somme des quotients est télescopique :

L tan(n + 1)x - tan x tan(n + 1)x
Ztankxtan(kﬂ)x: (n+1) -n= ﬁ—(nﬂ).
— tan x tan x
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c)x=1,n=88(lescosk’, 1< k<89, sontnon nuls) et tan 89" = cotan1":

88
> tank tan(k+1) =| —=— -89 = 3193,14.
k1 tan< 1
x =%,n=4:lasomme des quatre termes vaut 207 - 5 = -5 et le quatriéme, tan < tanm, est
5
nul : la somme demandée vaut|-5].
® Corrigé de l'exercice 65
1. Avec 0 = 2°rm: u,,, =2c0s260 =2(2cos?6 - 1) = (2cos0)* - 2 = u? - 2.
2. 2*a=2bgq, + m, avec 0 < m, < 2b, donc 2*rm = 2kT"rr = 2q), T+ 7% et u, = 2 cos T : au plus 2b

valeurs.

2 2 2
3.a)u, = Z_Z -2=2 ;iq . Si un nombre premier ¢ divise g2 et p? - 2g?, il divise g, puis p? =

(p? - 2g?) + 2g?, donc p : contradiction avec p A g = 1. La fraction est irréductible.
b) Récurrence : vrai pour k = 0; si u, = :T*; est irréductible, avec qzk 2 2, le a) appliqué a u,,
montre que
R+1
p;-2q?

Upyq = T est irréductible.

Deux fractions irréductibles égales ont le méme dénominateur; or g < g* < g* < --: les u, sont
deux a deux distincts, en nombre infini, ce qui contredit 2.

c)Donc g = 1: u, = 2 cos(rm) est un entier de [-2,2], et | cos(rm) € {O, t%, 11} (valeurs atteintes

pour r = %, %, %,0,1).
. _ ’I 'I .
4. a) sin(rm) = cos ((5 - r) n) et -rest rationnel.

b) Soit t = tan(rm) € Q :

c
impossible (1-12=-1-12), ett? = 1TE c {0
te{0,+1}.

c) Si l'angle aigu a mesurait un nombre rationnel p de degrés, alors a = rm avec r = % € Q.

Or cosa et sina sont des quotients d’entiers (c6té adjacent ou opposé sur hypoténuse), donc

cosa € {0,1%,11}0]0,1[, cosda = %, a =60 etsina = @ irrationnel : contradiction. (Pour 3, 4,

5:a=36,87 et53,13".)

= cos(2rm) = % est rationnel, donc ¢ € {0,1%,11] :c = -1 est

,%,1,3}. Comme /3 est irrationnel, t2 # % ett? #3:

® Corrigé de l'exercice 66

1. a)t" < |t|" = t2|t|"? < t? car |t| < 1. Egalité dans la seconde inégalité < t=0o0u|t| =1;
dans la premiére < t">0:d'out e {0,1}sin estimpair,t € {-1,0, 1} si n est pair.

b) sin” x+cos" x < sin® x+cos? x = 1, avec égalité si et seulementsit = sin x et t = cos x réalisent

tous deux l'égalité du a). n pair: sinx,cosx € {-1,0,1}, soit| x = ’?2—" . nimpair: sin x,cosx €

{0,1} et sin® x + cos? x = 1, donc (sin x, cos x) = (0, 1) ou (1,0) : | x = 2k ou X = g + 2R |,

2. a)Commecos<1: f(x)=2 < cosx=1et cos(\/fx) =1 < x=2kmet2x = 2mn

(R,meZ).Sik#0,2 = % serait rationnel: donck=0et |S ={0}|
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b) Si T > 0 était une période, on aurait f(T) = f(0) = 2, donc T = 0 : contradiction. f n'est pas
périodique.

3. Si % = g (p,qg € N*), T = 2"7" = qu" > 0 et g(x + T) = cos(ax + 2pm) + cos(bx + 2qm) = g(x).
Réciproquement, si T > 0 est une période, g(T) = g(0) = 2 impose cosaT = cosbT =1: aT = 2pm

et bT = 2qm avec p,q € N*, d'ol & = % € Q.
4, 2m est une période. Si T > 0 est une période : h(T) = h(0) = 2, donc cos2T =cos3T =1:T = pm
et 3T = 2gm, d’ou 3p = 2q, p pair, et T € 2nN*. La plus petite période est .

Remarque. Les sommes comme COS X+C0S (ﬁx), de périodes « incommensurables », ressem-
blent a des fonctions périodiques sans en étre : H. Bohr (1924) les a appelées fonctions
presque périodiques.
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Mown bilan sur le chapitre

Partie B - Le parcours en 4 niveaux

\.

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire

Niveau 1 Bases % 1a8 /8
Niveau 2 - Bac * % 9316 /8

Niveau 3 - Approfondissement * % % 17a23 /7

Niveau 4 - Concours * % % % 243 30 |7

J

Partie C - La bangue d'exercices

Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Cercle et angles associés 31a36 /6
Théme B - Formules d’addition et de duplication 37 a 42 /6
Théme C - Transformations et identités 43 3 48 /6
Théme D - Equations et inéquations 49 & 54 /6
Théme E - Courbes et extremums 55a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.
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Et maintenant : les devoirs surveillés de 1"® Bac SM
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