11° sciences

Les applications

Exercice 1:
Détermine Df dans chacun des cas suivants

Dfx)=x?+2x—4 _ Yxit
N =7=
2)f(x)=Vx?—4x +3 o1
. 8) f(x) = \/;
f()=2x+1+,— 3x+5
s N =57
HfX) =m0 10) F(x) =VxZ + 2x + 6
5) f(x) = —”‘2);‘2"‘*3 11) f(x) = |x2_:6::2
6) f() = == 12) f() = 50
Exercice 2 :

Soit f et g définiespar:f(x) =x>+1 et g(x)=2x—3.
1) Déterminer Dy , Dy , Dfog et Dyor.

2) Calculer f o g(1) et go f(1).

Exercice 3 :

Précise si les applications suivantes sont injectives, surjectives ou
bijectives :

f: Rt >R ;g R—[—1; 4oof h: R—>R
x— x> +1 x—x% -1 x+—3x+5
Exercice 4 :

On définit 'application
frR= 5]
x+—3x2—-2x+1
f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?

2) On définit 'application :

f: R—{2} > R—{1}
x—1
X+ =—
xX—2
a) Prouve que fest une bijection.
b) Détermine sa bijection réciproque.
¢) Trace la courbe (C) de fsur R* et en déduis celle de sa bijection

réciproque (Cp) .

Exercice 5 :

Etudier si f de E vers F est injective, surjective, bijective dans les cas
suivant

aA)E=F=Ret f(x) =x*+2

b)E=R—{1}; F=R et f(x):li—x

_2x+1
x-1

OFE=R-{1}, F=R—{2} et f(x)
dD)E=R"; F=Ret f(x) =3x*—4

Exercice 6 :
Reconnaitre les applications ou restriction d’application parmi les
fonctions suivantes
a) f: R—>R
x?-3x+4
x3-1

X —

b) g: ]—%; 2[U]2;+00[ — R

X — 4 + !

(x=2)V3x+1
c)h: R—R
2x+1
X +—
5—x
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Exercice 7 :
1) Déterminer I'ensemble B pour que f soit surjective dans les cas

suivants
f: R—{-2}—>B ; f:[1; 4 —B
t— — a+V—a?+5a—4
t+2

2) Déterminer I'ensemble B pour que f soit bijective dans les cas suivants
f: Rt —B : h: [-2; 4+ > B

x+— 2x% 45 x —Vx + 2
Exercice 8 :

Soient fet gdeux fonctions définies respectivement par:
3x-1
f)=2x—-T7etglx) = —

1°) Quelles sont les images par f de (=5); 0; 57

2°) Quelles sont les images par g de (—3); 1; 37
3°) Quels sont les antécédents de 14 ; (—4); Spar f?

4°) Quels sont les antécédents de 11; 2; 7par g?

Exercice 9 :

Soient f et g deux fonctions numériques définies par :

X

f=x+x*> ; gk)=—

x-2'
1) donner les domaines de définition Dy et D, de f et de g.
2) f et g sont - elles des applications de R dans R ? Justifier.

3) L’application f est - elle injective ? Surjective de R dans R ? Justifier.
4)SoitU(x) =gof(x) et V(x)=fog(x).Calculer U(x) et V(x) puis

donner D, et Dy.

Exercice 10 :

Soitles fonctions f : R — R ; g:R — R
|x+1 x+1

X+ |— X — —

xX—2 x=2

1) Exprimer f sans le symbole de la valeur absolue.

2) Trouver un ensemble A sur lequel f et g coincident et un ensemble B
sur

lequel f # g.

Exercice 11:

[-Soit f : [3; +oo[> [0; +oo [ définie par

x- f(x)=x*— 4x+3

1) Déterminer deux réels a et b tels que f(x) = (x —a)®> —b

2) Utiliser ce résultat de la premiere question pour montrer que
six € [3; +oo[alors f (x) € [0; +oo [. Que peut-on alors dire de f.
3) Soity € [0; +oo [

a) Quel est le nombre de solutions dans [3; +oo [de f(x) =y ?

b) f est-elle injective ? Est-elle bijective ?

lI-Soit £ + IR - |2 ; +oo|définie par f(x) = 3x*- 2x + 1

La fonction f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ? Justifier
III-Soitg: [-1;1] - A

x— 1 —x2
Déterminer A pour que la fonction g soit surjective

Exercice 12:
Soient les fonctions p et q définies par:
p:1-3;5 — R ; g:[3; 4 — R
x = |x+ 1]+ |2 —x| x—2x—1
1) Ecrire p sans le symbole de la valeur absolue.
2) Quelle est la restriction de p a l'intervalle [0 ; 1]?
3) L’application q est - elle la restriction de p dans [3 ; 4]?
4) Trouver le prolongement de ¢ a [1 ; 5] (On donnera une
représentation graphique de p).
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Exercice 13 :

Soit f et g les fonctions définies respectivement par :
fx)=2x—12—-2x|+|x+1] et g(x)=3x-3

1) Ecrire f(x) sans le symbole valeur absolue.

2) Déterminer le plus grand ensemble B sur lequel f et g coincident.

Exercice 14 :
Soient les fonctions f; g définies respectivement par:
f+:IR— {1} »IR—-{1};g: IR —{1} > IR"

X

X — — x— 3x —2

-1
1) Les foncx‘:cions f et g sont-elles des bijections ?

2)Calcule fog(0) ; gof(0) ; fog(x) et gof (x).

3) Trouve f([—2; —1]); g([—2; 0D f71([2;3[); f (] —; 0]
4) Résoudre I'équation f (x) = g (x)

5) Sur quel intervalle I, f et g coincident ?

Exercice 15:

Soit les fonctions f et g définies par: f(x) =x? —x—2 et g(x) = i:

o
1) Trouver 'image directe pargde: A=[—-1; 4] ; B=[-2; 0];
C=1]3; 4.

1

2) Déterminer f 1 ({6 ;=4 ; ——}) s fH (=2 oD.

2
3) Déterminer f([—1 ; 2]).

Exercice 16:

—x+2si x<-1
On considere la fonction f définie par: f(x) = {1 si —1l<x<?2
x—3 si x=2

1) Représenter graphiquement la fonction f.
2) Déterminer I'image par f des intervalles :

] ; =1] ; [0; 4o ; [0; 1]

Exercice 17 :

Soit g la fonction définiepar: g : R — E} — R- {%}

x+1
3x—-2

X

Démontrer que g est bijective puis expliciter sa bijection réciproque.

Exercice 18 :

soit la fonction h définie par : h(x) = %

1) Déterminer 'ensemble de définition de h.

2) Déterminer les réels a et b tels que pourtoutx € D, ; h(x) =a+
ﬁ. Puis déterminer I'image directe par h de chacun des ensembles

suivants :

Exercice 19:

Soient les fonctions £, g et h définie respectivement par :
flx)=3x —1; g(x) =-5x+2; h(x) =x* +1

1°) Trouver les images directes par fde chacun des intervalles
A = [-54]; B =]3,8[; C =]-9,0]; D = [-11,-8]

2°) Trouver les images directes par gde chacun des intervalles
A = [-54]; B =]3,8[; C =]-9,0]; D = [-11,-8]

3°) Trouver les images directes par A de chacun des intervalles

I =1005];] =168 K = [-4,-1]
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Exercice 20 : Soit la fonction f définie par sa représentation graphique ci-
dessous

-~

B

1°) Déterminer 'ensemble de définition Df de f

2°) Trouver graphiquement I'image par fde chacun des intervalles

I =[-4,-2];] =[-2,0]; K =]0,2[; L = [2,4]; E = [-3,1]
3°) Trouver graphiquement I'image réciproque par fdes parties
suivantes: F =]2,3[; G = [-2,0]; H = [-2,3]; P =]0,2]

Exercice 21 :

1) Soit I'application f définie sur IR par:f(x) = [2x- 1] +|x- 3| —1
a) Ecris f ans le symbole de la valeur absolue ;

b) Détermine f([—1; 1]) et f~1(]5; + o [)

2°) Soient les fonctions f et g définies sur IR respectivement par
f(x)=12-x] —|3x + 9] + 2etg(x) = —4x-5

a) Ecris f sans le symbole de valeur absolue ;

b) Détermine la partie C de IR sur laquelle f et g coincident.

Exercice 22 :

Soit fla fonction de IR vers IR par f(x) = 3x + |x - 2| + 3

a) Ecris f(x) sans le symbole valeur absolue.

b) Donne la restriction g de f al'intervalle [2 ; +oo]
¢)Ondonnel = [3; 5]et] = [9; 10]. Trouve g (I) puis g (J)

Exercice 23: Soitf : IR — IR
x — |2x — 1] + [x- 3|
1) Ecris f(x) sans le symbole de valeur absolue
2) Détermine la restriction de f a chacun des intervalles suivants

1 1
]—00;;[ ; ];;3[ ;0 135 4]
Exercice 24 :

Chercher I'image des intervalles [3 ; 4] et [2 ; 3] parlafonction
f+R — R

1
X — —
xX—2

Exercice 25 :
Soitlafoctionf: R — R

1
X —_
|x|

a) Quel est 'ensemble de définition de f ?

b) Représenter graphiquement f dans le plan muni d'un repere
orthonormé.

¢) Trouver I'image de [-2 ; 1] par f al’aide de la représentation
graphique, puis vérifier ce résultat par le calcul.

Exercice 26 :
Calculer I'image réciproque de 'intervalle [1 ; 2] par la fonction
f+R — R

1
X ;
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Exercice 27 :
1) Soit I'application f : [-2; 4] — R

vxe[-2;0 , fk)=0
telleque: { Vx€e€[0; 2] , f(x)=x*
Vxel2; 4], f(x) =x.

a) Représenter graphiquement f dans le plan muni d'un repére
orthonormé.

b) Utiliser cette représentation graphique pour trouver I'image
réciproque par f de chacun des ensembles suivants :

oy ; {4y ; [2; 4] ; ]4; 5]

2) Soitlafonction f: R — R

X — x+1
x—2

Calculer I'image réciproque de [0 ; 4] par f.

Exercice 28 :
1) Soitlafonctionf: R — R
x — |2x—1]+]1—x|.
Trouver une fonction g, différente de f, qui coincide avec f sur
I'intervalle E ; 1].

2) Soit les fonctions

f: R — R et g: R — R
x-2 x=2

Trouver un ensemble A sur lequel f et g coincide et tel que f(x) # g(x)

pour tout élément x de Dy — A.

Exercice 29 :
Soit les fonctions

f+R — R et g: R — R
x - = x — =2
x x=9

a) Trouver les ensembles de définition des fonctions f, g, geo f et fog.
b) Calculer g(f(x)) et f(g(x)).
Exercice 30 :
1) Les applications :
f+ R, — R et g: R — R
x — 2x%2+3
sont - elles injective ?
2) 1) Les applications :
f+R — R et g: R — R,
x — x2
sont - elles surjective ?
Exercice 31 :
1) Montrer que I'application f : [-1 ; +o[ — R, estune bijection
x—Vx+1
2) L’application f : R—{—1} — R  est- elle injective ? Surjective ?

2x—1
X
x=1
Exercice 32 :
1) Soit deux fonctions
f+R — R et g: R — R
x 2x—1 —x24+mx+1
X — —— X — —,
x+1 x x(x+1).

Déterminer m pour que f et g soient égales.
2) Les fonctions
fi:]-nm; ] — R et g:l-m; ] — R
x +— (sinx + cosx)? x — 14+ 2sinx.cosx.
sont - elles égales ?
3) Les fonctions
f:R — R et g: R — R
e x — x2+x+1
x-1
coincident - elles sur R — {1} ?

X
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Exercice 33:

Trouver les ensembles de définition des fonctions f, g, go f et fog,

puis calculer (g o f)(x) et (f o g)(x) dans chacun des cas suivants :

af: R — R et g:R — R
x x+3
bf: R — R et g:R — R
x +— x? x — Jx—1
of: R — R et g:R — R
x x*-1 (x—1)Vx+1
df: R — R et g: R — R
x+1 2x-1
x — x —
2x-1 x+1
Exercice 34 :

Soitla fonction f: R — R
x-1

X — .
|x|-1

a) Quelle est la restriction de f a chacun des ensembles suivants :
R*Y — {1} et R~ —{-1}.
b) g estlarestrictionde f a]—1 ; 0]. g est - elle injective ?

Exercice 35 :
1) Soit I'application: f: R— {1} — R—{2}
2x-3
X — :
x—1

Démontrer que f est bijective. Déterminer son application réciproque f 1.

2) Soit I'application f : [—% ; +oo[ — R*

x—V2x +1
a) Démontrer que f est bijective. Déterminer f 1.
b) Construire la courbe représentative de f ! dans le plan muni d’un
repére orthonormé.
¢) En déduire celle de f.

Exercice 36 :

Le plan est muni d’'un repeére orthonormé (0 ; I ; J).

Soit I'application f de [-3 ; 1] dans[—1 ; 3] définie par sa
représentation graphique [AB] U [BC].

|

C

1

A
a) Soit x un élément de [—3 ; 1]. Calculer f(x).
b) Montrer que f est bijective. Déterminer f 1.
c) Construire la représentation graphique de f 1.
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Exercice 1:
Déterminons Df dans chacun des cas suivants
Dfx)=x2+2x—4
Df =R =]—o0 ; +oo[ car f est une fonction polynome

2) f(x) =VxZ —4x +3

Df ={x/x€R ; x*—4x+3=0}
Posons x* —4x+3 =0

A>0 ; x1=1 et x,=3

Les applications

Df={x/x€R ; x** —4x+3=20et x+2#0}
Posonsx? —4x +3=0 et x+2=0
x;=1let x,=3 et x =-2

X —o00 -2 1 3

x% —4x+3 +

X —0o0 1 3

x2—4x+3

Dy =]-o0 ; 1[U]3 ; +oof

_ 2
Nfx)=2x+1 toa
Df={x/x€R ; 3x—4=+0}

Posons3x—4=0<:>x=§

4 4 14
=R~ {3} = |- j[U]5 i +o|
x—4
4) f(x) = 5x2+6x+1
Df ={x/x€R ; 5x*+6x+1=0}
Posons 5x2+6x+1=0

A>0 ; x;,=-1 et x2=—§
Df=R—{—1: —§}=]—00;—1[u]—1 y —%[u]—é
5) f () = L

x+2
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; +00[

Df =]-o0 ; —2[U]-2; 1[U]3 ; +oo]

6) f(0) = =
Df={x/xE]R{; 2x — 3 > 0}

Posonst—3=0<:>x=§

3

X —00 2 +o00
2x — 3 +

3

Dp=f s+
_ Wx+1

Df={x/x€R ; x+1=0et x—3>0}

Posonsx+1=0et x—3=0x=—-1etx=3

X —00 -1 3 400
*=3 N\ +
Df =13 ; +oof
8) f(x) = |2

x-3
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x+1
Df={x/xE]R{ ; —— =0 et x—3¢0}
x—3

Posons x+1=0etx—3=0x=—-1et x=3
X —0o0 -1 3 +00
x+1 - O + +
x—3 - - +
x+1
~—3 + +

Df =]—o00 ; =1[U]3 ; +oof

3x+5
x24+1

9) f(x) =

Df={x/x€R ; x¥*+1+0}
Posons x*+1 =0 x? =—1 Impossible
Df =R =]- ; +oof

10) f(x) =VxZ +2x + 6

Df ={x/x€R ; x*+2x+6 =0}

Posons x? 4+ 2x +6 =0
A=b*—4ac=4—-24=-20<0

L’équation x? + 2x + 6 = 0 n’admet pas de solution

X —00 +o00

x> +2x+6 +

Dy =]-00 ; +oof

2x+3
|x+1]-2

1) f(x) =

Df={x/x€R ; |x+1] -2 = 0}

Ix+1]-2=0=|x+1=2ox+1=2oux+1=-2
Sx=1 ou x=-3

Df=R—{-3; 1} =]-o0; =3[U]|-3; 1]1; +oo[|

_ x2-2x+47

12) f(x) = P

Df={x/x€R ; |x—1]+5 # 0}

lx—1|+5=0< |x—1| = =5 impossible

Dy =R =]—00 ; +oo

Exercice 3 :

Précise si les applications suivantes sont injectives, surjectives ou

bijectives :

f: R" =R ; g: R—[-1;4+0] h:R—R
x—x*+1 x— xt—1 x+—3x+5

* V¥V y €R résolvons I'équation f(x) =y dans R*.
f=yeox*+1l=yox=,/y—-1 R oux=—/y—1¢R*
— V y € ]—o0 ; 1] I'équation f(x) = y n’admet pas de solution S = {}
— V y €[1; +oo[ I'équation f(x) = y admet une solution S =
Vy-1}

Conclusion :

Vv y € R, l'équation f(x) = y admet 0 ou une solution dans R*, alors
f estinjective.

* V y € [-1; +oo[ résolvons I'équation g(x) =y dansR.

g =yex’-1=yox=/y+1€R ou x=—/y+1 €R

V y € [-1; +oo[ I'équation g(x) =y admet une ou deux solutions dans
R. Alors g est surjective.

* V y € R résolvons I'équation h(x) =y dansR.

h(x)=y<:>3x+5=y<:>x=y3;5€R
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V y € R, 'équation h(x) = y admet une et une seule solution dans R,
alors f est bijective.

Exercice 4 :

On définit 'application

R

x+—3x2-2x+1

Vérifions si f est injective, surjective, bijective
2
=3x? — = 2_2 N _ _1 1,1
f(x) =3x 2x+1—3(x 3x+3)—3[(x 3) +9+3]

[ 1\% | 4 .
=3 _(x - 5) + ;] Forme canonique de f.

Ou encore :
(x) = ( +3)2—A]F ique d
fx =allx+5 22| Forme canonique ef.
A= b%* —4ac=4—-4@3)(1) = -8

L0 1% s _ 1% 4
f(x)—3_(x——) +5c —3[(x—§) +—]

3 9

[ 1\? | 4 .
f(x) =3 (x - 5) + 5] Forme canonique de f.

VyE E ; +00[ résolvons I'équation f(x) = y dans R

2 2
1 4 1 y 4
f(X):y@?)[(X—E) +;]=y<:>(x—§) :E—;
2
1 3y—4 1 J3y-4 1 —/3y-4
@(x——) =22 o x—2= oux —=-=—=—
3 9 3 3 3 3
J3y—4 1 -f3y-4 1
S x=—4+- ou x= + =
3 3 3 3
J3y—4+1 —/3y—4+1
S X = T ou x = T

4 . . —
VyE€ [5 ; +00[ admet au moins une solution. Alors f est surjective

2. On définit 'application :
f: R—{2} > R—{1}

x—1
X +— —
x—2
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a. Prouvons que fest une bijection.
f est bijective si et seulement si, pour tout y € R — {1} ; I'équation
f(x) = y admet une et une seule solution dans R — {2}

vy eR —{1}; f(x)=y(:)i—:;=y(:)x—1=xy—2y

(:)x(l—y)=—2y+1(:)x=$
_ _2y-1
f@=yex=23

Vy € R — {1} I'équation f(x) = y admet une et une seule solution dans
R — {2}. Alors f est bijective

b. Déterminons sa bijection réciproque.

Vy € R — {1} I'équation f(x) = y admet une solution unique

_2y-1 _
X = eER—{2}
ffl: R—{1} > R—{2}
2x-1
X —
x—1

c. Tragons la courbe (C) de fsur R* et déduisons-en celle de sa bijection
réciproque (Cp) .

(Cy)

(Cy)
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Exercice 5 :

Etudions si f de E vers F est injective, surjective, bijective dans les cas
suivant

aA)E=F=Ret f(x) =x*+2

Vy € R, résolvons I'équation f(x) = y dans R
f=yex*+2=yox=Jy—-2oux=—Jy—2

Vy € R, 'équation f(x) = y admet zéro, une ou deux solution dans R.
Alors f est surjective.

b)E=R—{1}; F=Ret f(x) = —

V y € R, résolvons I'équation f(x) = y dans R — {1}.
1 y-1

f=ye Z=yey-w=lex="—r

Vy € R, I'équation f(x) = y admet zéro ou une solution dans R — {1}
Alors, f est injective

2x+1

QOE=R—{1}, F=R~-{2} et f(x) ==

Vy € R — {2} résolvons I'équation f(x) = y dans R — {1}
2x+1

f(x)zy(:)x_l =y 2x+tl=xy—yeoxy—2x=y+1
o x=21
y-2

Vy € R — {2} I'équation f(x) = y admet une solution unique dans
R—{1}
Alors, f est bijective.

DE=RY; F=Ret f(x) =3x*—4

V y € Rrésolvons I'équation f(x) = y dans R*

f(x)=y=)3x2—4=y=)x2=y7+4

,+4 +4
o x = yTER+ ou x=-— %ERJr

Vv y € RI'équation f(x) = y admet zéro ou une solution dans R*
Alors f est injective.

Exercice 6 :
Reconnaissons les applications ou restriction d’application parmi les
fonctions suivantes :

f:R—R
x2-3x+4
X — —
x%-1
Df ={x/x€R ; x* =1+ +}
¥*—-1=0=x=1oux=-1

Df=R—{-1; 1}cR
f est une restriction d’application.
g: ]—% ; 2[U]2 ; o[ = R

x— 4+ !

(x=2)V3x+1
Dy={x/x€R ; x—2+0 et 3x+1> 0}
x—2=0et3x+1=0=x=2 0ux=—§
X 2 400
3x+1 + +

1 1
Dy=]-2; 2[ulz; +oo[c|-1; 2[Ul2 ; +oof
g est une restriction d’application
h: R—R
2x+1
2]
5-x

Dy=R-{5}cR
h est une restriction d’application
Exercice 7 :
1) Déterminons I'ensemble B pour que f soit surjective dans les cas
suivants
* f:R—-—{-2}—>B
t

tr— —
t+2
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f est surjective si et seulement si, pour tout y € B, 'équation f(t) =
admet une ou deux solutions dans R — {—2}

VyE€B, f(t)—y(:H—zzy(:)t—yt+2y(:>t(y—1)=—2y(:)t——1

Ainsi, V y € R — {1}, I'équation f(t) = y une solution unique. Alors f est
bijection, donc f est surjective
Conclusion :
L’ensemble B pour que f soit surjective est B = R — {1}
* f:[1; 4 —B
¢~ V=a"F5a—4
VyeB, fla)=y ©V—-a?+5a—-4=y < —a’*+5a—4=1y"
5 2

a2—5a+4=—y2@(a—5)2—7+4=—y2<=>(a—§) =—y2+3

2 2 [ 2
5 —4y“+9 5 —4y<+9
= (a _._) :;__AL__ S a—-= j:___zL__

2 4 2 2
J—4y2+9+5 —/—4y2+9+5
sSa= yT ou a= +

Pour que f soit surjective, il faut et il suffit que —4y? + 9 > 0
—4y?+9=04y*=9 @y =+>

X - +o0o
2
—4y%+9 +
303 g2
Surxe[ S 2], 4y +9=0
Conclusion :
L’ensemble B pour que f soit surjective est B = [— 7 z]

2) Déterminer I'’ensemble B pour que f soit bijective dans les cas suivants
* f: Rt —>B

x+— 2x%+5
f est bijective si et seulement si, pour tout y € B, I'équation f(x) =y
admet une solution unique dans R*.

VYEB, fX) =y & 2x2 +5=y & x2 =22

<:>x=/ e R ou x =— / > ¢ R*

Pour que f soit bijective, il faut et il suffit que y — 5 > 0 c’est-a-dire
y €[5 ; +oo].

Conclusion :

L’ensemble B pour que f soit bijective est B = [5 ; +]

* h:[-2; +o[ > B
X = Vx + 2
VyeEB, f)=yeoVvVix+t2=yox+2=y*x=y>-2

Conclusion :
L’ensemble B pour que f soit bijective est B = R = ]—o00 ; +oo[
Exercice 8 :
Soient fet gdeux fonctions définies respectivement par:
fx)=2x—-7et g(x) —3x !

1°) Les images par f de (—5) ; 0; 5sont:
f(=5)=2(=5)—7=-10—7 = —17 & f(=5) = —17
f(0)=20)-7=-7<f(0)=-7
f5)=25)-7=10—-7=3 < f(5) =3

2°) Les images par g de (—3); 1; 3 sont:

g(-3) =22 =210 g(-3) =10

(=3)+2
_3(D-1 N _2
IV =55 =3290) =3
33)-1 _8 _8
O 3)+2 93 = 5

3°) Les antecedents de 14; (—4); 5par f sont:
f(x)=14«:2x—7=14=>2x=21<:>x=%
f(x)=—4<:>2x—7=—4<=>2x=3<:>x=§
f) =5 2x—T7=55=2x=12=x=6
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x? x _ x° x(x=2) _ x*+x*-2x _ 2x*-2x

4°) Les antécédents de 11; 2; 7 par g sont :

¥l o le3x-1=11x+2=8x=-23x = -2
xX+2 8

g =11

g(x)=2(:>39:21=2<:>3x—1=2x+4<=>x=5

=7 7ok -1=Tx+ltetr=-15cx=—12
Exercice 9 :

Soient f et g deux fonctions numériques définies par :

f=x+x* ; g =xxT2'

1) donnons les domaines de définition Dy et D, de f et de g.
Dy = Rcar f est une fonction polynome.
Dy = R — {2}
2) f estune application de R dans R car Dy = R.
g n'estune application de R dans R car D; # R mais,

g estune restriction d’applicationde R dans Rcar D, = R—{2} c R

1\2 1 1\2 1
DVYER [ =y (x+3) —j=ye(x+]) =y +]
2
<:>(x+l) =4y+1<:>x+l=i 4y+1
2 4 2 2
<:>x=V4y:1_1EIR{ ou x=_—v4yz+1_1€]R

Vy €R, l'équation f(x) =y admet zéro, une ou deux solutions dans R
Conclusion :

L’application f n’est ni injective, ni surjective, ni bijective de R dans R.
4)SoitU(x) =gof(x) et V(x) = fog(x). Calculons U(x) et V(x)
puis donnons Dy et Dy.

U) = gof(x) = glf()] = LEL = () _ xex

T -2 (x2+x)-2  x*+x-2

UG = 25
X 2 X
V) = fo g = flgl] = I@I2 + g = () +(5)

V) = ot i o o - e - w2
2x%-2x

V(X) - (x—Z)Z

Dy={x/x€R ; x**+x—2+0}

+x-2=0x=1et x,=-2

Dy ={x/x€R ; (x —2)*+ 0}
x—2)?=0=x=2
D, =R — {2}

Exercice 10 :

Soitles fonctions f : R — R ; g:R — R
— |x_+1 — X1
X x-2 x x—2
1) Exprimons f sans le symbole de la valeur absolue.
Posonsx+1=0et x—2=0
x=-1¢et x=2
x —0 -1 2 +o
x—2 - — O +
x+1
+ — +
x—2
|x+1 x+1 —-x—-1 x+1
x—2 x—2 x—2 x—2
x+1
— Si X €]—o0 ; —1]U]2 ; +oo[
fo={*-2,
- sixe[-1; 2

2) Trouver un ensemble A sur lequel f et g coincident et un ensemble B
sur
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lequel f # g.
f et g Coincidentsur A = ]—o ; —1]U ]2 ; +oo[
f#+gsur[-1; 2[

Exercice 11:
[-Soit f : [3; 400 [— [0; +oo [ définie par
x+— f(x) =x%— 4x +3
1) Déterminons deux réels a et b tels que f(x) = (x —a)? — b
fX)=x?>—4x+3=(x—-2)2-4+3=(x-2)?%-1
f(x)=(x—2)2—1 donca=2 et b=1
2) Utilisons ce résultat de la premiere question pour montrer que
six € [3; 4o [alors f (x) € [0; +o0 [. Que peut-on alors dire de f.
xE[3; to[®x=23ox-221 (x-2)?>1
S(x-22-120f) =20 f(x) €[0; +oo|

conclusion :
V x €[3; 40 [< f(x) €[0; +oo[alors f([3; +oo[) =[0; +oof
3) Soity € [0; +oo [
a) Le nombre de solutions dans [3; +oo [ de f(x) = y est:
Vyelo; +of ,f() =y (x-2)2-1=ye (x-2?=y+1

ox—-2=+Jy+1

Sx=\y+1+2 ou x=—\/m+2
xX=y+1+2 €[3; +o[ ou x=—\/m+2 € [3; +oo
Conclusion :
Vv y € [0; +oof,l'équation f(x) =y admet une solution unique

s={/y+i+2}

b) f est-elle injective ? Est-elle bijective ?
Vv y €[0; +oof,l'équation f(x) = y admet une solution unique, alors la
fonction f est bijective

II- Soit f : IR — E ; +00[définie par f(x) = 3x*-2x + 1
La fonction f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ? Justifions
Vye E ; +00[ ; résolvons I'équation f(x) = y dans R.

f(x) =y & 3x%- 2x + 1=y(:>3(x2—§x+§)=y

3
1\%  3y-4 +/3y—-4
Slx—=) = —==
3 9 3
J3y-4+1 —/3y—4+1
Sx=r——" ou x =
3 3
Conclusion :

VyE€ E ; +00[ , 'équation f(x) = y admet deux solution dans R

Alors f est surjective

I-Soitg : [-1; 1] » A

x— 1 —x2
Déterminons A pour que la fonction g soit surjective
f estsurjective si et seulement si pour touty € 4; f(x) = y admet au
moins une solution dans [— 1; 1]
yeEA;fx)=yeoVl—-xt=yol1-x*=y?ox?=1-y2
Sx=41—-y2 ou x=-—1-y?
f(x) = y admet deux solution dans [— 1; 1] ssi1l —y* >0
1-y?=0oy=+1
D’aprés le tableau de signede y € [-1 ; 1]
Conclusion :
La fonction g est surjective pour A = [—1 ; 1].
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Exercice 12:

Soient les fonctions p et g définies par:
p:1]-3;5 — R

x —|x+ 1]+ 12— x|
1) Ecrivons p sans le symbole de la valeur absolue.
Posons x+1=0 et 2—x=0
x+l1=0sx=-1et 2—-x=0x=2

)

q :

[3; 4 - R
x—2x—1

x —o0 -1 2 +o0

x+1 - 0O + +
lx + 1] —x—1 x+1 x+1
2—x + + -
|2 — x| 2—x 2—x —2+x
p(x) —2x+1 3 2x—1

—2x+1 si x€]—o0; 1]

p(x) =<5 3 si xe€[-1; 2]
2x—1 si x€[2;
2) La restriction depél’intervalle[ ; 1] est:

[0 ; 1] estun sous ensemble de [—

I'intervalle [0 ; 1] est: f /

1 ; 2], alorslarestrictiondep a

(x) =3

Les applications

Représentation :

Exercice 13 :

Soit f et g les fonctions définies respectivement par :
f)=2x—12-2x|+|x+1] et gkx)=3x-3
1) Ecrivons f(x) sans le symbole valeur absolue.

3) L’application g est - elle la restriction de p dans [3 ; 4] ?

[3 ; 4] estun sous ensemble de [2 ; +ool. Alors, I'application g telle que :

q:[3; 4 — R
x—2x—1
4) Trouvons le prolongement de g a [1
représentation graphique de p).

(3 si x€[1; 2]
f(x)_{Zx—l si x€[2; 5]

est la restriction de p dans [3 ; 4]

; 5] est: (On donnera une

Posons2—2x =0 et x+1=0
2-2x=0=x=1 et x+1=0x=-1

x —o0 -1 +o0
2—2x + + —
|2 — 2x| 2 —2x 2 —2x -2+ 2x
x+1 - ¢ + +
[x + 1] —x—1 x+1 x+1
p(x) 3x -3 5 —1 x+3

Issa Mallé / +223 76 14 60 91



11° sciences

Les applications

3x —3 si x €]—o0 ; —1]
fx)=45x—1 si xe[-1; 1]
x+3 si x€[1; 4o |

2) Déterminons le plus grand ensemble B sur lequel f et g coincident.
le plus grand ensemble B sur lequel f et g coincidentest B = |- ; —1]
Exercice 14 :
Soient les fonctions f; g définies respectivement par:
f+:IR— {1} »IR—-{1};g: IR —{1} > IR"
X

X — — x+— 3x —2

x—1
1) Les fonctions f et g sont-elles des bijections ?
* Vy €IR— {1}, résolvons I'équation f(x) = y dans IR — {1}.
VyeIR-{1}, f=ye Z=yox=yx-yox@y-1D=y
= -
@x—y_lelR {1}

Conclusion :
Vy € IR — {1}, 'équation f(x) = y admet une solution unique S = {ﬁ}
Alors la fonction f est bijective
* Vy € IR*, résolvons dans IR — {1} 'équation g(x) =y
Vye€lIR*, g(x) :y<:>3x—2=y<:>x=yT+2
Poury=1ona:x=1¢IR — {1}
Conclusion :
vV y € IR* I'équation g(x) = y admet zéro ou une solution dans IR — {1}.
Alors la fonction g n’est pas bijective.
2) Calculons fog(0) ; gof(0) ; fog(x) et gof (x).
* f o g (O) :7

-2 2
g(0) = =2, donc fog(0) =flg(0)] =f(-2)====3
2

f°g(0)=§
* gof(0)=?
f(0)=0, donc gof(0)=g[f(0)]=g0)=-2<gof(0)=-2

3) Trouvons f([-2; —1D; g([=2; 0D); f71 ([12;3[); f71 (] —e; 0D

« fl=2;-1D =2 fO=S=1+—=

Vx€[-2;—1] et x€Df alors x€[-2; —1

]
Ona: 2<x<-1e-3<x-1<-2 —-<—

— x-1
1 1 2 1 2
@ES1+DC_—1S2§<=>ES]C(X)SE
1
=feel; ]
) AY 1
Douf([-2; -1 =[5 ; 2
+ g([=2;0]) =2
vxe€[-2; 0] et x € Dy alors x € [-2; 0]
Ona: —2<x<0&e -6<3x<0&-8<3x—2<-2
S -8<f(x) -2 f(x)e[-8; 2]
« fH([2;3]) =2
f1:IR- {1} > IR — {1}
S
x—1
Vx€([2; 3[ et x€Ds-1 alors x€[2; 1[U]1; 3[
Ona:2<x<1 ou 1<x<3
1<x-1<0 ou 0<x—-1<?2
L <1 ou L>21+-<2 oul+—>3
x-1 x—1 x-1 x-1
Sflx<2ou f1x)>3
& frH(x)€]-oo; 2]U]3 ; +oof
Donc f~ ([2; 3[) =]-o0 ; 2]U]3 ; +oof
« fT1(Q-o;0D=7
Vx€]-o; O[ et x €Dp-1 alors x€]-o0; 0f
Ona: x<0ex-1<-le—>-lel+—>0f1x)>0
e fT1(x) €10 ; +oof

S_

N | =
W=

Donc f1(] —0; 0[) =10 ; +oof

4) Résolvons I'équation f (x) = g (x)

f )= g(x)<=>xx71=3x—2<=>x=(x—1)(3x—2)
©3x2—2x—-3x+2-x=03x2-6x+2=0
AN=b?—ac=(-3)2-3)2)=9-6=3

3-V3 3+/3
xl - et xZ == 3
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I e
3 3

5) Sur quel intervalle I, f et g coincident ?

- , 3-V3 3+/3
f et g Coincident sur 'ensemble § = {T ; T}
Exercice 15 :
Soit les fonctions f et g définiespar: f(x) =x?—x—2 et g(x) = x—;
1) Trouvons I'image directepargde: A =[-1; 4] ; B=[-2; 0];
C=1]3; 4.
g(X)_x_H x;i;3:1+: et Dg=R—{2}
* (A) =?
VxeEA=[-1; 4] et x€e R—{2} alors [-1; 2[U]2; 4]

Ona:—1<x>2o0u2<x<4

—3<x—-2<0o0ou 0<x—-2<2
1 1 1
—-2-— ou —==

x—2 x-2 2

Wk

{l
| [w
N

]

|

0> g(x)
g(x) €l-0; 0]U [ ; +oo[

g = g([~1; 4D =1-00; 0] U3 ; +oo
* g(B) =?
x€B=[-2; 0] et D; alors x€ [-2; 0]
Ona:—2<x<0& —4<x-2< 24:»—% ST :
<:>——<—<——<:>——s1+ — <
2 x—2 1x 14-
@——<9(X)< @g(x) [5:;]

D'ou g(B) =g([-2; 0]) = [_E ; Z]
* g(C) =?

Vx€C=]3; +oo[ et x€ D, alors x €]3 ; +oof

Ona: 3<x<=>1<x—2(:>1>—(:>3>—(=>4>1+—2
S4>g(x) < gx) €]-mo; 4]

D’ou g(€) = g(I3 ; +oo[) =]— ; 4]

2) Déterminons ! ({6 i —4 __}) . (=2 o).
fe)=x2—x—2=(x=2) ~1_a=(x-1)' -2

< (fe -4 -3 =

[uy

- f)=6ox*?—x—-2=6x*-x—-8=0
x?—x—8=0

A= (-1)?2 —4(1)(-8) =1+32=33
1-v33 1+4/33
Xy = et x4 =

2 2

f)=—-4ox*—-x-2=-4Sx>—-x+2=0
x2—x+2=0
A= (—1)? —4(1)(2) =1 -8 = —7 < 0 .Donc pas de solution
- f(x)=—%<=)x2—x—2=—%<=>2x2—2x—4=—1
& 2x2—-2x—-3=0
AN=(-1)?-2)(-3)=1+9=10

_ 1-10 _ 1+V10
X = et x,=

f‘l({6:—4:—1})={{1_m ;1+m} A G I {1—@ ;

2

« fTH([=2; 0] =?
V f(x) €[-2; 0] et x € Df ona:
1\% o9 1 1\% o9
—2sf@s0e-2<(x-1) -2<oeic(x-3) <2
o <x—-<colsx<2oxe(l; 2]
Dou f71([-2; 0D =[1; 2]
3) Déterminons f([—1 ; 2]).
« f([-1; 2] =?
Vx€[-1; 2] et x € Dy alors x € [-1; 2]

N
IA
» |

3 1 9
Ona: ~1<sx<2e-i<x-Is @Zs(x— )

o) =te (e -2 =0

N|w
N |-

o

=2
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S f(x)=0
Dou f([-1; 2]) = {0}
Exercice 16:
—x+2si x<-1
On consideére la fonction f définie par: f(x) = {1 si —1<x<2
x—3 si x=2
* Pourx € |—o0 ; —1], f(x) = —x+2
X -2 -1
f(x) 4 3

* Pourx €]-1; 2[, f(x)=1 constant
* Pourx € [2; 4o, f(x)=x-3

X 2 3
f(x) 5

1) Représentons graphiquement de la fonction f.

T

..
-

2) Déterminer I'image par f des intervalles :
]=o0; =1] 5 [0;+e[ ; [0; 1]

Graphiquement :
fQ-c0; =1]) =[3 ; 4o ; f([0; +oo]) = [-1; +oo ;
f([o; 1]) = {13

Exercice 17 :

Soit g la fonction définie par: g : R — {%} — R- E}
x+1
3x-2

Démontrons que g est bijective puis explicitons sa bijection réciproque.

X

g est bijective si et seulement si, pour tour y € R — E} , 'équation

g(x) = y admet une solution unique dans R — E}

1 +1
VyE]R—{E}, g(x)=y<=>;;_2=y<=>x+1=3xy—2y
<=>x(3y—1)=2y+1<=>x=3:

Ainsi Vy e R— {%} I'équation g(x) = y admet une solution unique S

dans R — E} telle que S = {3—:} Alors g est bijective, et bijection

réciproque est g1 telle que :
-1, p_{1 _i2
g R {3} — R {3}
2x+1
3x—1

X —

Exercice 18 :
—2x+3
x—1 '

soit la fonction h définie par : h(x) =
1) Déterminons I'ensemble de définition de h.

D, =R—-{1}

2) Déterminons les réels a et b tels que pourtoutx € D, ; h(x) =a+
ﬁ. Puis déterminons I'image directe par h de chacun des ensembles

suivants :
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A=[-1;2] ; B=[-1;1] ; C={—2;—1;—%;%;1}
_ b ax—a+b a=-2
hG) =a+ 7 ==—"7 ‘:’{—a+b=3<=>2+b=3<=>b=1

a=-2 et b=1 alors h(x)=—2+ﬁ

h(4) =?

VxeA=[-1; 2]et xeD,=R—{1} alors xe[-1; 1[U]1; 2]
Ona:—1<x<1 ou 1<x<?2

ou 0<x<1

1
ou —2=>1
x—1

24— ou -24+4—>-1
x—-1

x—-1

h(x) ou h(x)=>-1
h(x) e]—oo ; —g] UL ; +oo]
Donc h(4) = h([-1 ; 2]) = |- ; 3| U1 ; +oo]
h(B) =?
Vxe€B=[-1; 1l et x€e Dy, =R—{1} alors xe[-1; 1]

Ona: —1<x<le 2<x—-1<0e —1>1 o -2>-24+-L
2 x—1 2 x—1

© =22 h(x) © h(x) € |- ; 2|

=
|
—_
IA
o

IV IA
B

0
[y

v

NIANTG G N

v

c={-2;-1;-2;1;1}=
-2 =22 = Lo h(-2) = -1
-1 = T = S o h(-D = -3
1 _-2(-l)+3_ 4 1\ _ 8
h(-3) = (_1)2_1 = oh(-3)=-3
2 2

1 _—2(l)+3_ 2 1 _

h(E)— (1)2_1 =1 ‘:’h(z)——4
2 2

h(1)=%=%=»h(1)=¢
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h(C)=h({—2 ;=1 —% ; % ; 1})={—Z ;=2 =2 g Q)}

3 2 3

Exercice 19:
Soient les fonctions £, g et h définie respectivement par :
f(x)=3x —1; g(x) =-5x+2; h(x) =x* +1
1°) Trouvons les images directes par fde chacun des intervalles
A =1[-54]; B =]3,8[; C =]-9,0]; D= [-11,-8]
f4) =2
Vx€EA = [—5,4] etx € Dr =R alors x € [—5,4]
Ona:-5<x<4eo -15<3x<12-16<3x—-1<11

= -16<f(x) <11 & f(x) € [-16 ; 11]

f(4) = f([-54D =[-16 ; 11]

f(B) =?

Vx€EB =]3; 8[etx€Ds, x€]3; 8|
Ona:3<x<8©9<3x<24©8<3x—1<23<x€]8; 23]
Donc f(B) = f(I3 ; 8[) =18 ; 23]

fo)=?

Vx€eC =]-90] et x€Df, x€]-9,0]
Ona:-9<x<0e -27<3x<0e-28<3x-1<-1
e f(x) €]-28; -1]

Donc f(C) = f(]1-9,0]) =1-28 ; —1]

f(D) =?

Vx€D=[-11,-8]et x€ Dy , x € [-11,-8]
Ona:-11<x<-8¢e -33<3x<-24 -34<3x—-1<-25
& f(x) € [-34 ; —25]

Donc f(D) = f([-11,-8])

2°) Trouver les images directes par gde chacun des intervalles
A=1[-5;4];B=]3;8[; C=]-9;0]; D=[-11; -8]
gx)=—-5x+2
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g(4) =?

Vx€A=[-5; 4] et x €Dy, x €[-5; 4]

Ona:-5<x<4 -20<-5x<25< -18< —5x + 2 < 27
& gx) € [-18 ; 27]

Donc g(A) = g([—S; 4]) =[-18; 27]

g(B) =?

x€B=]3;8 etx€eDy;, x€]3; 8|

Ona:3<x<8e® -40<-5x<-15 -38< -5x+2<-13
& —38< gx) < —-13 < g(x) €]-38 ,—13]

Donc g(B) = g(]3 ; 8[) =]-38 ,—-13]

g(C) =?
Vx€eC=]-9;0] et xeD,;, x€]-9; 0]
Ona:-9<x<0o0<-5x<452<-5x+2<47 &2 < g(x) <47
S gx)ef2; 47]
Donc g(€) = g(1-9; 0]) =[2 ; 47[
g(D) =?
vx€eD=[-11; -8]et x€D, , x € [-11; -8]
Ona:-11<x<-8<40<-5x<55<38<-5x+2<53
& 38<g(x) <53 < g(x) €[38; 53]

Donc g(D) = g([-11; -8]) =[38; 53]

3°) Trouver les images directes par /#de chacun des intervalles

I'=10,5];] =]6,8[; K=[-4; -1]

h(x) =x* +1

h(D) =?

Vxel=][0;5]et xeD,, x€[0;5]

Ona:0<x<50<x?<251<x>+1<26=1<h(x)<26
& h(x) €[1; 26]

Donc h(I) = h([0 ; 5]) =[1 ; 26]

h(J) =?

Vx€e] =]6; 8 et x € D, alors x €]6 ; 8]

Ona:6<x<8e36<x?2<64=37<x2+1<65<37<h(x)<65
< h(x) €137 ; 65]

Donch(J) = h(]6; 8[) =137 ; 65]

h(K) =?

VxEK=[—4; —1]ethDh,xE[—4; -1]

Ona:—4<x<-121<x?<16=2<x*+1<17=2< h(x) <17
& h(x) €2 ; 17]

Donc h(k) = h([-4; -1])=1[2; 17]
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