[ LES APPLICATIONS ]

Exercice 1

Détermine I’ensemble de définition de chacune des fonctions de R vers R ci-dessous :

1) £ = 52 ) g 1, 2 3 _2x+3 _ 3x*—2x+3
VW =at—x=2 ; D@ =52 -3x-5 ; D) ="—7 5 D@ ="F"7
5 Fx) = —x% 45 6 ()_ 2x% — 4 . ()_x2+2x g ()_2x2—3x+1
W =mrey=e ¢ O/ =Ty ¢ DW=y 5 /W=y

3x—6
x+ 1| —|x—=35]

1
9 f0) =1 ; 10)f(x) = |x? —4x +3| ; 11)f(x)=|i| 5 12) f(x) =
|1+— X |

13)) f(x)=vV2x+1 ; 14)f(x)=+14+x% ; 15 f(x)=+/3x?2—-2x+1 ; 16) f(x) = 2x2—5x+

17)f() =+/x2 —2x+1 ; 18) f(x) =/]x2—2x—3| ; 19) f(x) = / i ; 20)f(x)—’ x4_x1+3

x2—3x+2 x—3 VxZ -1

21 x) = ;22 X) = — ; 23 X)=——— ; 24 x—x++—

) f6) — O = s W 3|_5 () =VEF 2+ ——
25) f(x) = . 26 __ Ozl 27 = . 28 _ 1

O R T I B R AC Rl y:Tow v gy )f(x)_E(x)—x' VD) = TE=x
Exercice 2
Parmi les relations suivantes, identifie celles qui sont des applications :

E—E = F
=

Exercice 3
Parmi les fonctions suivantes, précise celles qui sont des applications :
DfR->R ) R-—{1}->R 3)f:R—[—1;+0] 4) f:[0; +oo[ > R
2x+3 x—1 x2_1
X - — X X
x—2 x+1 x2+42x+3 1-x2
5 fR->R 6) ffR->R 7)f:[0;2[ > R 8)f:R">R
1 2x+1
x e x| X =Vx —5 X = it
9) f:[2;+o[ >R 10) f:]—o0; =2] U [2; +oo[ > R 11) f:[1;2] - R
xA\-2+x x e L/|x]—2 x> V—x?+3x — 2.
Exercice 4

1) Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 2x% + 4x — 1

a) Trouve I’image directe par f des réels suivants: 1; —2 et — %

b) Trouve I’image directe par f des ensembles suivants : A = [1;3]; B = {1;0;3}; C =] —3;-2]; D = [-2; 3].
2) Soit la fonction g définie sur R par : g(x) = x? —x — 2.

Détermine g7*({0}) et g~*({-2}).

Exercice 5
Soient f(x) = 2x +5 g(x) = 2=
1) Trouve les antécédents par g de chacun des nombres réels suivants : 0 ; %

2) Trouve les images réciproques par f et par g des intervalles : A = [3;7] et B = |—o; 6].
3) Trouve les images directes par g des intervalles : A = [2;4] et B = [—2; +oo].
4) Trouve ’image réciproque par h de I’intervalle : A = |—1;5].
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Exercice 6
(Cf) est la courbe représentative d’une fonction f, définie sur [—3; 4].

O R 1

1) Détermine graphiquement 1’image par f de chacun des nombres réels suivants : —3; —2; 3; 4.
2) Détermine graphiquement les antécédents par f de chacun des nombres réels suivants : —2; 0; 4.
3) Détermine graphiquement I’image directe de |—2; 2] et ]1; 3] par f.

4) Détermine graphiquement I’image réciproque de [—2; 4[ et [0; 7[ par f.

Exercice 7
Les fonctions suivantes sont-elles égales ?
Df+R->R et g R->R 2)fR->R et g R->R
x%+x x—1 x3—x%+x-1
xx+1 X X > xXw —
X xc—1 x*—1
HfR->R et g:R->R 4HfR->R et g:R-oR
x_—1 x—1 A 3 3 _ 2 _
X Xe = xeH (x—1) x> x°—3x“+3x—1
5 fiR">R" et g:R"->R" 6)f:R=R et -~ g:R->R
N Vi+x2-1 X x N x+1 X VxZ+2x+1
x 1+V1+x2 |x+1| x+1
Nf:R->R et g:R-R 8)ffR-R et gR-R
2x%—x-3 x%+x—6
xH2x—3 x> = X | x e |x—2].
x+1 x+3
Exercice 8

On considére les applications définie sur R par: f(x) = |3 — x| + |2 — x| + 2x et h(x) = 2x + 1.
1) Ecris f(x) sans le symbole de la valeur absolue.
2) Prouve que h est une restriction de f sur un intervalle’ K a préciser.

Exercice 9
1) Soit la fonction f: R » R
xe |2x— 1|+ |1 — x|
a) Exprime f sans les signes de valeurs absolue.
b) Détermine la restriction g de f a E 1].

2) Soit les fonctions f: R - R et g:R->R
x+1 x+1
x—2 xX—2
a) Exprime f sans les signes de valeurs absolue.

b) Trouve un ensemble A sur lequel f et g coincident.

X =

Exercice 10
Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = |x — 1| + 2|3 — x|.
Détermine I’application affine g qui a méme restriction que f sur un I’intervalle [1; 3].

Exercice 11
On considére la fonction f de R vers R définie par : f(x) = |x — 2|
Parmi les fonctions suivantes de R vers R suivantes, détermine celles qui sont égales a f :

_ _9\2 2 —
lox —12] G2 ke = 8 i) =V —axr 4

a) g(x) = 3 ; b)h(x)=m ; X+ 3
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Exercice 12

On considére les applications f, g et h définies par: f(x) = 2x — 1, g(x) = ﬁ et h(x) = x? — 2.
1) Détermine g o f et f o g puis compare-les.

2) Détermine g o f o het h o g o f puis compare-les.

Exercice 13
Ondonne: f(x) =4x—x3; g(x) =4x—1; h(x) =Vvx2+1 et k(x)=
1) Détermine le domaine de définition des fonctions ci-dessus.
2) a) Détermine f o g; f oh;hok;gok;ho g.
b) Calcule f o g(2) et h o g(0).
3) Détermine le domainede f o g;f oh;hok;gok;hog.

-1
3x242°

Exercice 14

Soit a et b deux nombres reels.

On considére les fonctions f et g de R vers R définies par: f(x) = —2x + 3 et g(x) =.ax + b.
1) Pour tout nombre réel x, calcule gof (x) et fog(x).

2) Détermine un couple (a; b) de nombres réels tel que : gof = fog.

Exercice 15
Dans chacun des cas suivants, on considére les fonctions f et g de R vers.R définies par:

1
A fO) =77 90)=vx—1

3x+1
b)f(x)_x+1 ; g(x) =2x+3
Afx)=x*—x-2; gx)=+x
p ()_S—Zx. ()_x—l
) f(x x—1 P g 2x + 3

) 2x —5
() = —4; g) =

1) Détermine les ensembles de définition des fonctions f,g,f 2 g,g ° f.
2) Calcule f o g(x) et g o f(x) dans les cas suivants:

Exercice 16
Dans chacun des cas suivants, dis si ’application f est injective, surjective ou bijective.
1)f:N->Z 2) f:N>N 3f:R->R HR-{-1}->R"
xw2x—3 X V2% x+»3x+5 xx—1
5 f:R\{1}-»R 6) f: R* > R\ {1} 7) f: R\ {1} > R\ {-2} 8)f:Z-R
x+1 x+1 2x+1
— — - x e 2|x|
x—1 x 1-x
9) f:R- R 10)f:[—1; +oo[ > R, 11) f:R->R 12) f:R, > R
x - x x> Vx+1 x - 2x2+1 x - 2x%+3
13) f*R= R 14) f:R>R 15) f:R> R X R 16) f:Rx R> R x R
x — 2x? +3x x> x%2—4x+5 x & (2x;3%) (y)~» (x—3;y+2)
17)f:RXR->RXR 18) f:RXR->RXR 19)f:R-Z 20) f:10; ] = [0; 1]
(x; )= (x—=y;3+y) (x;y) = (x—7y; =3x+ 2y) x - E(x) x = sinx
Exercice 17

On définit I’application f de R \{2} vers R\ {1} par: f(x) = %

1) Prouve que f est une bijection.

2) Détermine sa bijection réciproque.

3) Trace la courbe (C) de f sur R* et en déduis celle de sa bijection réciproque (C").
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Exercice 18
On considére la fonction f: R — E +oo[

x+ 3x2—2x+1
f est-elle une injection, une surjection ou bijection ?

Exercice 19
Soit I’application f: [—%; +00[ ->R
x> V2x +1

1) Démontre que f est une bijection et détermine la bijection réciproque £ 1.
2) construis la courbe de £~ et en déduis celle de f.

Exercice 20
On considére I’application g : [—1 ; 1] - A

x - 4/1—x2
Détermine I’ensemble A pour que g soit une surjection.

Exercice 21
Dans chacun des cas suivants, démontre que I’application f est bijective et détermine sa bijection réciproque.
D f: R\ {2} >R\ {2} 2)fiR->R 3) fiRx R >RXR 4) fiR\ {-1} > R\ {0}
4x -1 1
P— x+~5—3x ;) (x —2y;x + 3y) X —
5 f: R, > ]—;2] 6) f:[2;8[ > R* 7) f:[1;+oo[ > |—00;4 | 8) f:[0; +oo[ — [0; 1]
x e 2—x? x> \2x—4 x> =x*+2x + 3 x b —
x+1
Exercice 22
On considére les fonctions suivantes :
f:10;2] » [-3;1] g:E—-> F
xHx?—4x+1 tzjzz

1) a) Détermine I’ensemble E pour que g soit-une application.

b) Détermine 1’ensemble F pour que g Soit surjective.

c) Pour les ensembles E et F trouvés, prouve que.g est une application bijective et définis sa bijection réciproque.
2) a) Démontre que Vx € [0; 2], f (%) = (x—2)% —3.

b) Démontre que f est une application bijective dont tu préciseras sa bijection réciproque.

Exercice 23
Soit I’application.f: [—%; +00[ - R
xHA2x+1

1) Démontre que f est une application injective.
2) a).Résous dans R les équations suivantes : f(x) =3 et f(x) = 0.
b) f est-elle une application surjective ? Justifie.

Exercice 24

Soitla fonctionf: R - R
x+3
2-x

1) f est-elle une application ? Si non trouve le plus grand sous-ensemble A de R pour que la fonction f soit une application.
2) f est-elle bijective ? Si non trouve le plus grand sous ensemble B de R pour que I’application f soit bijective A de B.
En déduis alors sa bijection réciproque f 1.
3) Détermine f o f~1(x) et f~1 o f(x).
4) Trouve deux réelsa etb telsque : f(x) = a + 2%{.
En déduis f([—2;3]) et f~1([—1; 1]).
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Exercice 25
Le plan est muni du repére orthonormé (0; 7; J). (C) est la courbe représentative d’une fonction f, affine par intervalle

d’ensemble de définition [—3; 2].

|-

5 Za 7 2 -1 [] 1 2 3
-1

1) Définis explicitement cette fonction.
2) Démontre que f est une bijection de [—3; 2] vers [—1; 3].
3) Construis la courbe représentative de la bijection réciproque de f.

Exercice 26

On donne les fonctions f et g définies par :

f:A->B g R\ {-2}-> R\ {-3}
xe 2x2+3x—5 xH_ji;I

(avec A et B des sous-ensemble de R)
1) Justifie que g est une bijection et détermine sa bijection réciproque g7?.
2) a) Ecris g(x) sous la forme a + xb? (avec a € R).
b) Détermine I’image directe et I’image réciproque par g de Pintervalle ] = [—1; 3].
3) Soit I’intervalle I = [—3; 4].
a) Ecris f(x) sous forme canonique.
b) En déduis f(I) et f(R).
4) a) Détermine les plus grand sous-ensembles-possibles A et B de R-pour que f soit bijective puis définie sa bijection
réciproque.
b) Déduis-en alors la nature des applications.f =% fet f o f~1.
c) Définie foget(fog) L

Exercice 27
On donne les fonctions suivantes :
u: [—1; +oo[ » [—13; +oo[ et v [\/§; +00[ - [—1; +oo[
x - Vx+1—13 x e x%—4

1) a) Démontre que u est une application.

b) Démontre west bijective puis détermine sa bijection réciproque u™1.
2) Démontre v est une application bijective puis détermine sa bijection réciproque v 1.
3) Déduis-en que u o v est bijective puis définis u o v et (w0 v)™1.

Exercice 28
On considére les applications suivantes :

2 2
ffR-R et g:]R\{g}—HR\{g}
x e x?—2x x o 2t

3x-2

1) a) Résous dans R, I'équation f(x) = 0.

b) f peut-elle étre une bijection ? Pourquoi ?
2) a) Résous dans R, l'inéquation f(x) < 3.

b) Déduis-en I'image réciproque de ]—oo; 3] par f.
3) a) Démontre que g est une bijection.

b) Définie la bijection réciproque de g~ de g.

c) Calcule (g o g)(x) pour tout x de R \ {%}
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Exercice 29

On considére la fonction f définie par f: R - R
5x+3

2—x "

1) Trouve A I'ensemble de définition de f.
2) Trouve B I'ensemble image de A par f.
3) Soit l'application g: A - B
5x+3
2—-x"
a) Montre que g est injective.
b) Trouve g~ 1.
c) Trouve par g l'image directe de [—7; 4].
d) Trouve I'image réciproque par g de [—9; 0].

Exercice 30
A/l On donne les fonctions f et g définies par :
ffR-R g R-R
x A /lx| =2 x P \x — 2.

1) Détermine I'ensemble de définition de f et g.
2) Trouve I'application associée aux fonctions f et g.
B// Soit f: [3; +oo[ - [0; +oo]
x - x?—4x + 3.
1) Détermine deux réels a et b tels que : f(x) = (x —a)? — b.
2) Utilise le résultat de la premiére question pour montre que si x € [3;+oo[alors f(x) € [0; +ool.
Que peut-on alors dire pour f.
3) Soit x € [0; +oo|.
a) Quel est le nombre de solutions dans [3; +oo[ de f(x) =b ?
b) f est-elle injective ? Est-elle bijection ?

Exercice 31
On considére les fonctions suivantes :
fiR->R g R-R hR-R t:R*-> R
x—1 2+v2x—6 |2 —2x-3| x—1
x> [ X - X — X =
2+x x—5 x+1 X
k:R- R p: R\{1} > R\{2} £:03; +oo[ > ]—00;8]
x+-x—3 -—>2;_+11 x - —x?+6x—1.

1) a) Détermine le domaine de définition de chacune des fonctions ci-dessous.
b) Les fonctions f, gi'h, t, k, p et£ sont-elles des applications ?

2) a) Ecris h sans le.symbole de la valeur absolue.
b) Prouve que k est une restriction de h sur un intervalle 1 & préciser.

3) a) Ecris £ sous forme. canonique.
b) Détermine I’image réciproque de [4; 7] par £.

4) a) Determine les réels a et b tels que : p(x) = a + %.
b) Determine I’image directe de ]2; 4] par p.

5)‘a) Détermine le domaine de définition des fonctions: po £ ett o k.
b) Calcule p o/#(x),t o k(x) et f o p o £(x).

6) a) Démontre que p est bijective et en déduis sa bijection réciproque
b) Démontre'que ¢ est bijective et en déduis sa bijection réciproque
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