SERIE D’EXERCICE N°2-LES POLYNOMES ET FONCTIONS RATIONNELLES
CLASSE : 11%me S

Exercice 1 : Pythagore

A/Détermine parmi les expressions suivantes ceux qui sont des polynémes, puis donne si c’est possible leurs degrés.

P(x) =%x3+\/2—7x2—\/§; Q(x) = 2x%2 —x —Vx;R(x) = 5[x2] + 4[x] = 5; M (x) =§x2+x+2—7x4;

1
N(x)=x2+;+3;0(x)=4;E(x)=(a—l)x4+x2+x+1

B/On donne le G polyndme défini sur R par : G(x) = —125x3 + 300x2 — 205x + 42

Développe, réduis et ordonne (5x — 3)? et (5x — 3)3
Détermine les réels a, b et c tels que : G(x) = a(5x —3)3 + b(5x — 3)? + c¢(5x — 3)
Déduis-en la factorisation du polyndme G sous forme de produits des bindbmes du premier degré.

Résous dans R les équations :
a. Gx)=0 b. G(x) =42.
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Exercice 2 : Thales

1. Détermine un polynéme de degré 2 tel que: P(0) = P(1) = 5et P(-2) =3
2. Lesquels des polyndmes ci-dessous sont égaux ? Justifie ta réponse.
P(x) =2x3—2x>+x—3etQ(x) =2x%(x —2) + (x — 1)(2x + 3) et R(x) = 2x3 + 3x?> —2x — 3
3.  Soitles polyndmes P et Q telsque: P(x) = x* —2x3 +x2 —1et Q(x) = ax®> + (b + O)x* + (c + d)x> + dx? + e
Détermine les réels :a, b, ¢, d et e pour que les polyn6mes soient égaux.
4. Soit les polyndmes P et Q tels que : P(x) = 12x* — 36x3 + 47x%2 —30x + 7 et
Q(x) = (2x2 = 3x + 1)(ax? + bx + ¢).
Détermine les réels :a, b et ¢ pour que les polyndmes soient égaux.

Exercice 3 : Cardan
Soit le polynéme P défini par: P(x) = x3 — 3x%> — 6x + 8

Calcule I'image de : 1; —3 par le polyn6me P. Déduis-en une racine du polynéme P.
Détermine les réels a et f tels que : P(x) = (x — 1)(x? + ax + B)
Détermine toutes racines du polynéme P
Résous I'équation P(x) = 8
x3-3x2-6x+8
x2+2x-3
a. Détermine le domaine de définition de la fonction rationnelle Q.
b. Simplifie Q(x)

c. Trouvetroisréelsa,b et ctelsque:V x € Dy; Q(x) =ax +b + XC:
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On donne la fonction rationnelle Q telle que Q(x) =

Exercice 4 : Cauchy

On donne le polynéme P tel que: P(x) = 2x? —x — 1

1. Vérifie que 1 est racine de P.

2. Factorise P(x).

3. Etant donné le polyndme P défini par P(x) = x® + 3x%> —2x — 6
a. Calcule P(—3). Que peut-on dire ?
b. Détermine le polynéme Q tel que : P(x) = (x + 3)Q(x)

4. Soit le polyndme P défini par :P(x) = 2x3 — 5x% — 4x + 3
a. Montre que P(x) est divisible par x — 3
b. Factorise P(x).

5.  Soit le polyndme P tel que P(x) = x3 — 2x%2 —5x + 6
a. Effectue la division euclidienne de P(x) par x + 2 puis détermine le quotient Q(x) et les reste.
b. Démontre que : Q(x) est divisible par x — 3
c. Déduis-en une factorisation du polynéme P. On écrira P en produit de polynémes du 1" degreé.

Exercice 5 :Gauss

Soit le polyndme P défini par :P(x) = x3 — 3x% — 6x + 8

Montre que : 1 est une zéro du polynéme P.

Montre que : P(x) = (x — 1)Q(x), ol Q est un polyndme a déterminer.

Démontre que : —2 est un zéro du polyndme Q

Déduis-en une factorisation du polynéme P. On écrira P en produit de polynémes du 1¢" degré.
Résous dans R, I'équation : P(x) = 0
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Exercice 6 : Euler

On donne le polynéme P déterminé en fonction de x par P(x) = 2x3 + 3x? + ax + b avec a et b deux réels.
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1. Trouve a et b tels que

a. P(x) soit divisible par x — 2

b. Lereste de la division euclidienne de P(x) par x — 1 est —12.
2. Factorise P(x).
3. Soit le polyndme P défini par P(x) = x> —3x + 2

a. Calcule P(1) et détermine Q(x) tel que: P(x) = (x — 1)Q(x)

b. Vérifie que :P(x) = (x + 2)(x — 1)?
4. Soitaunréeltelque:l<a <2

a. Donne unencadrement de de a + 2 et de (a — 1)2

b. Déduis-enque:0 < P(a) <4

Exercice 7 : Leibniz
On considere le polyndme P tel que :P(x) = 2x* — 9x3 + 14x% — 9x + 2

Vérifie que 0 n’est pas un zéro du polyné6me P
. . R 1 . . N
Montre que, si a est zéro du polyndme P, alors > est aussi un zéro du polynéme P.

Vérifie que 2 est une solution du polynéme P.
En effectuant la division euclidienne de P(x) par x — 2, trouve un polynéme Q tel que P(x) = (x — 2)Q(x)

Déduis-en que : Q G) =0

Détermine les réels a, b et c tels que :Q(x) = (x — %) (ax?® + bx + ¢)
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Déduis-en une factorisation du polynéme P. On donnera P en produit de polynémes du 1°" degré.
Exercice 8 : Néper
P est un polyndme de degré 3 tel que :v x € R, P(x) — P(x — 1) = x? et P(0) = 0

Calcule P(—1),P(1) et P(2)

Détermine le polynéme P

Déduis-en une expression de lasomme § = 12 + 22 + 32 + - ........ +n?

Détermine un polynéme P du quatrieme degré satisfaisant aux cing conditions suivantes :
e Iladmet —2 pour solution ; e |ladmet 180 pour reste de sa division parx — 3 ;
e llestdivisible parx +1; e P@2)=0.
e |ladmet le facteur x dans sa décomposition ; a

5. Factorise complétement le polyndme P donné par sa formule : P(x) = x* + 6x3 + 7x? — 6x — 8 sachant que : P(—1) = P(—4) =0
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Exercice 9 : Newton

Soit le polyndme f défini par: f(x) = —x3 + 2x2? + 5x — 6. Le polyndme f a trois racines a, b et c toutes non nulles, sans calculer ses racines :

1. Exprime f(x) en fonction des réels a, b et c.
2. Détermine:a+ b +c; ab + bc + ac; abc; a? + b? + c? et %+%+%.
3. Calcule f(2) et détermine f(x) sous forme de produit de trois polyndmes de degré 1.
4. Déduis-en les zéros du polyndme fet leurs ordres de multiplicité.
5. Aprés avoir déterminer 'ensemble de définition, simplifie les fonctions rationnelles suivantes :
x—1
a. x) = xZ+x-2
)= ¢ h(x)=22
b (x) = 3x*-3 x%—4x+3
-9 2x+4 2x®-3x%-8x-3
d k(x) ==——7"71——
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Exercice 10 : Archiméde 2x°=x*—5x-2

On consideére la fonction polyndme H défini par : H(x) = 2x3 + 3x%2 + 2x + 1

1. Trouvetroisréelsa,b et ctelsque:Vx € R,ona:H(x) = (x? + ax + b)? — x*.
2. Déduis-en la factorisation de H(x)
3. Résousdans l’équation: H(x) =0
3 2
4. On considére la fonction rationnelle [ d’expression I(x) = w
xX“+3x+2

a. Détermine D;
b. Détermine quatre réels a, b, ¢ et d tels que : [(x) = ax + b + — + .
x+1 | x+2
5. On considére les fonctions f et g définies sur ] — 2 ; +oo[ par les relations : f(x) = ;2—_:1 etg(x) =
—3x3+5x2-x—1
(x2+1)(2x+4)

3x-3
2x+4

a. Etablis I'égalité suivante : f(x) — g(x) =

, . , . _ __ (x—1)(ax*+bx+c)
b. Détermine lesréels a,b et c tels que : f(x) — g(x) = D)
6. Détermine I'ensemble solution de I’équation : f(x) — g(x) =0

7. Dresse le tableau de signe f(x) — g(x).

]
« Si vous voulez vivre une vie heureuse, attachez-la a un but, pas a des gens ou des choses »



