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Nous reproduisons ci-dessous la partie du programme officiel traitée dans

volume. Elle est commune aux trois
du théoréme (llI, 39) :
toute autre base posséde n éléments”
D et E; 2° Les quatre derniéres lig
programme de la section D,
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|. Notions géndrales.
plications.

iaclives : composition des ap '
B i des parties d'un ense

obabilités : ensemble mble

1o Applications injectives, surjectives,
2¢ En vue de la statistique et du calcul des pr
(cf. chapitre VII).

3= Application d'un ensemble fini vers un en
tives, leur dénombrement ; parties a p éléments d’

semble fini: cas des applications injectives et bijec-
un ensemble fini, leur dénombrement. '

il. Fonctions numériques d'une variable réelle. N
e fonction. (On se bornera aux défini-

les: & I'énoncé, sans démanstration,

fonctions.)

dérivée en ce point. _
d'un quotient de fonctions déri-

1o Continuité « en un point » d’une fonction. Limite d'un
tions indispensables, illustrées d’exemples et de contre-exemp
des théordmes relatifs aux limites de somme, produit, quotient de
29 Fonction linéaire tangente en un point & une fonction donnée ;
Fonction dérivée : calcul de la dérivée d’'une somme, d'un produit,
vables.

Interprétation géométrique de la dérivée (repdre cartésien) dquation de la tangente.

a .

3 Applications. . '
En s'appuyant sur le théoréme énoncé sans démonstration, permettant de déduire, du grgna de la
dérivée d'une fonction dans un intervalle le sens de vanation de cette fonction sur cel lqlervalla '
a) étude, uniquement sur des exemples, de fonctions polyndmes et de fonctions ranonr_nelles.
Représentation graphique. On pourra faire constater aux éldves, & propos d’'exemples numériques,

I'existence d asymptotes obliques ' aucune méthode de recherche n'est au programme.

E]

1ll. Equations et inéquations.

1¢ Sur des exemples : dtude d équations et d'inéquations du premier et du second degré; étude
de systdmes d'équations 3 plusieurs inconnues. Etude de problémes dont la résolution conduit 3 des
équations ou des inéquations du premier et du second degré.

IV. Géométrie vectorielle,

1° Espaces vectoriels sur IR : définition et exemples (révision)

Sous-espace vectoriel. Vecteurs linéairement dépendants Irdipendants. Sase.

2° Coordonnées d'un vectsur dans une base donnfe; vor-donnges d'une somme de vecteurs,
du produit d'un vecteur par un nombre réel.

Condition de dépendance de deux vecteurs.

3° Si un espace vectoriel admet une base de 7 £iéments, lolls alilie base posséde n éléments;
dimension d'un espace vectoriel, plan vectoriel. Dimevsion d'un sous-espace vectoriel ; intersec-
tion de deux sous-espaces vectoriels. (Onss bormneraa s =1, 20u 3.)

4° Matrice, dans une base donnée, d'une application lingaire d'un plan vectoriel dans lui-méme.
Composition de ces applications linéaires et multiplication des matrices 2 X 2; déterminant d'une

matrice 2 x 2,

VIl. Statistique et probabilités.

19 Description statistique d'une population ou d'un échantillon.

Documents statistiques ; représentations graphigues.

Effectifs, fréquences.

2° Espaces probabilisés finis (Q, T(0Q), P).

Exemples (dés, pipés ou non, cartes, urnes).

Variable aléatoire numérique; événements liés & une variable aléatoire X (par exemple : X = a
donné; X < a donné),

Fonction de répartition, croissance.

Distributions dans IR, Distribution binomiale.



Avertissement

ans cet ouvrage |a premiére partie du Programmg
D et E de la classe de Premiére paru au B, o di

' tir de I'année scolaire 19y
.1 1970 et applicable a par . ! o.
23 ivr-l[n1ogti0“5 générales, fonctions numeériques d'une variapy,
:ége;e -géométrie vectorielle (espaces vectoriels et Matrices)

statistiques et probabilites.

Les programmes de ces trois sections sont suffisammem
e

o ifiés pour qu'il soit possible de publier un livre unique poy,
: Sl A

les sections scientifiques. : :

Les seules différences qui subsistent, pour cette premiére partjg,

entre les programmes des sections C, D et E sont :

Nous traitons d
des sections C,

10 La démonstration du théoréme : « Si un espace vectorig|
admet une base de n éléments, toute autre base posséde p
&léments », ne figure pas au programme des sections D et E;

20 Les notions : « variable aléatoire numeérique, événements
liéss & une variable aléatoire, fonction de répartition, distri-
bution binomiale » ne figurent pas au programme de la sec-
tion D (chap. 20 et 21).

Un second volume contiendra la seconde partie du programme :
géométrie affine, produit scalaire et fonctions circulaires, géo-
métrie métrique dans le plan et dans 'espace, étude de mouve-
ments rectilignes, calcul numérique.

A la fin de chaque chapitre, de noinoreux exercices, classés par
centre d'intérét, sont proposés aux éléves; leur nombre a per-
mis d'en graduer la difficulté.

Enfin, nous avons placé a'la fin de ce volume, un choix de pro-

F[emES qui recouvrent les différenzes notions abordées dans ce
vre.

Nous avons vouly
leurs éléves un in
c'est avec
et les sug

que ce livre soit pour nos collégues et pour

strument de travaii sympathique et efficace;
féconnaissance que nous recevrons les observations
gestions qui nous permettront de I'améliorer.

LES AUTEURS.
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1

HappEl de n0ti0ns et de notationsﬁa

Vocabulaire de la logique.

Il existe des assertions vraies et des assertions fausses.

Toute assertion est soit vraie, soit fausse ; mais il existe des assertions dont Personn
jusqu‘a présent, n'a réussi 3 démontrer ni gu‘elles sont vraies, ni gu’elles sont faussee'
Les axiomes sont les assertions dont nous admettons qu'elles sont Vraies: |:3'
théorémes sont les assertions dont nous démontrons qu’elles sont vrajes 3 F;ﬂl‘t'lr

des axiomes.

Si I'assertion <t est vraie, I'assertion (non +) est fausse.

Si I'assertion +t est fausse, I'assertion (non #) est vraie.

Pour toute assertion #, I'assertion [/ et (non )] est fausse.
Pour toute assertion -, I'assertion [4 ou (non #)] est vraie.

Si l'assertion 4 est vraie vraie fausse | fausse

et
si I'assertion Best | vraie | fausse | vraie | fausse

I'assertion : AetBest | vraie fausse | fausse | fausse

I'assertion : AouBest | vraie vraie | visie | fausse
]

I'assertion : & = B est | waie fausse yrala vraie

I'assertion : 4 <= Best | vraie fausse | fausse vraie

3 SiI'assertion 4 est vraie, et si limplication : % — % est vraie, 'assertion B est

vraie,

Si les implications . &
el waie.p P A= B et: B — Csont vraies, I'implication : ..-1? — 0

Si les équivalences logj .
valence : 4 <—> C est yraie. et: B 4?:'\’.6 sont vraies,

Quelles que soient les assertio
ns £ et B, on a les équi ' :
: quivalences logiques :

(# <=> B) < ((non #) <<= (non 3)).

6



RAPPEL DE NOTIONS ET DE NOTATIONS

Vocabulaire des ensembles.

Ensemble; élément.

Si a est un élément de I'ensemble A, on dit que a appartient 3 A, et I'on note :
a €A,

Si b n'est pas un élément de I'ensemble A, on dit que b n‘appartient pas a A, et I'on
note : bz A,

Détermination d'un ensemble.

1. Pour déterminer un ensemble, on peut, dans certains cas, donner la liste de ses
éléments, c’est-a-dire énumérer les éléments de cet ensemble; par exemple :
A={01,23,4).

2. On peut aussi indiquer une propriété caractéristique des éléments de cet
ensemble, ¢’est-a-dire une propriété que possédent tous les éléments de cet ensem-
ble et qu'ils sont les seuls 2 posséder; par exemple, 'ensemble précédent, A, est
I'ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux a 4.

Lorsqu'on détermine un ensemble E par une propriété P qui caractérise ses élé-
ments, on note, en désignant par x un élément quelcongue * de |'ensemble E :
E={x|P(x)}.

Par exemple, pour: A ={0,1,2,3 4}, on note : A = x| xeN et x< 4},

Ensembles égaux.

On dit que deux ensembles A et B sont égaux si tout élément de A appartient 3 B
et si tout élément de B appartient & A: or note © 4 -

Ensemble vide.

On appelle ensemble vide, noté &, I'erc. 10 qui st sidment.

Singleton; paire.

On appelle singleton {a} 'ensemble dont le seul &iéme

-

On appelle paire {a, b} I'ensemble dont les éléments sont = et b,

Sous-ensemble, ou partie, d'un ensembie E.

" On appelle sous-ensemble, ou partie, d'un ensemble E tout ensemble A dont
les éléments appartiennent tous 2 I'ensemble E.

On dit alors que A est inclus dans E et I'on note : AcCE.

(ACE) <= (JacA, ae E).

* On dit aussi que x est |'élément générique de I'ensemble E, ou encare que x décrit E.



RAPPEL DE NOTIONS ET DE NOTATIONS

Un ensemble B n’est pas un sous-ensemble de E s'il existe au moins un élémeny o
in’ i E.

qui n‘appartient pas a 7 ' |

On dit alors que B n'est pas inclus dans Eetl'onnote : B¢E.

(BEE) <—> (Jb B, beE).

Remarques : 1. Deux ensembles A et B sont égaux si et seulement g'jg Vé

jes inclusions : AcB et BCA.

On note : (A= B) <= (ACB et BcA).

2. Pour tout ensemble A, on a les inclusions : ACA et @CA.

A est la partie pleine de A; & est la partie vide de A.

Toute partie de A qui nest ni la partie pleine ni la partie v.ide est une partie Propre

10 riﬁﬁm

Ensemble des parties de E.

11 Soit un ensemble E; les parties de I'ensemble E constituent un ensemble appejg
ensemble des parties de E. On note cet ensemble Te ou T(E).

On a I'équivalence logique : (A e Tg) =—=> (ACE).
Pour tout ensemble E,ona: Eele et & e

Sous-ensembles complémentaires.

12 Soit une partie A d'un ensemble E. On appelle complémentaire de A dans E
I'ensemble, noté (e A, des éléments de E qui n'appartiennent pas a A.

Intersection de deux ensembles,

13 On appelle intersection de deux ensembles A «f = |‘ansemble, noté ANB,
des éléments qui appartiennent a I'ensemble A et 4 | 2 sorble B,

14 Quels que soient les ensembles A, B, C, on a les égalités
‘ANB = BnA; (AnB)NnC=An(BnC) = AnSnc.

Reéunion de deux ensembles.

15 0”_ appelle_ réunion de deux ensembles A et B I'ensemble, noté AU B, des éléments
qui appartiennent a I'ensemble A ou 3 I'ensemble B.

16 Quels que soient les ensembles A, B, C. on a les égalités :
AUB =BUA; (AuB)UC = AU (BuC) = AuBuUC.

Couple; produit cartésien de deux ensembles.

17 Les couples (a, b) et (a', b') sont égaux si et seulement si a est égal 3 2 ®
b est égal ab: ((8, b) = {a" b'}) < (a —2a et b= b!)

8
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RAPPEL DE NOTIONS ET DE NOTATIONS

On appelle produit cartésien d'un ensemble A par un ensemble B I'ensemble,
noté Ax B, des couples (a, b) dont la premiére coordonnée a appartient a A, et
dont la deuxiéme coordonnée b appartienta B :

((a, b) e Ax B) <—> (aeA et beB):

p-uplet; produit cartésien de p ensembles.

On dit qu‘une suite rangée de p objets a4, a», ..., @, est un p-uplet; on le note
(81, [- - PR ap}. , , ) '
On dit que le p-uplet (a,, a5, ... a,) est égal au p-uplet (a5, a5, ... @) si et

seulement si, pour tout entier naturel / supérieur ou égal a3 1 et inférieur ou égal a p,
onal'égalité : a; = a.

Soient p ensembles A,, Az, ... A, donnés dans cet ordre.
On appelle produit cartésien de ces ensembles I'ensemble, noté A, X A; X ... X A,
des p-uplets dont la premiére coordonnée appartient a A,, dont la deuxiéme

coordonnée appartient a A, . . ., dont la pi*me coordonnée appartient a A,.
Le produit cartésien A; X A; X ...>xX A, est donc 'ensemble dont les éléments
sont les p-uplets (a,, a,, . .., a,) qui vérifient la condition :

¥Vie{l.2, ..., p} a; e A,

Si les ensembles A,, A,, ... A, sont tous égaux a un ensemkble E, le produit car-
tésien EX EX ... X E est noté E~,

En particulier, le produit cartésien E< E est noté E¢ et |z produit canésien Ex EX E
est noté E3,

Considerons le produit cartésien Ex Ed'un ensemble L oo lui-méme.

On appelle diagonale de EX E le sous-ensemblc ' (' £ E constitué par les
couples dont les deux coordonnées sont égales
Nous avons : A = {(x,y) |x€E yeE x= v

i

Quantificateurs,

Le quantificateur universel | signifie : "Quel que soit..” ou encore : "Pour
tout...”

Le quantificateur existentiel J signifie : "Il existe au moins un... tel que...”

Le quantificateur existentiel d’unicité 3! signifie : “Il existe un et un seul...
tel que...”
La négation de I'assertion: jxeA, t(x)est logiquement équivalente a |'assertion :

ix€A, non (x).

La négation de I'assertion: JxeA, st(x)estlogiquement équivalente a |'assertion :
fxeA  non(x).



1. b .
Relations. Applications

Relations d'un ensemble vers un ensemb|e,

Notion de relation
d'un ensemble vers un ensemble,

Soient deux ensembles A et B. Nous avons acquis, dans les class
notion de relation binaire de A vers B, En particulier, nous avons montré que |'op
peut définir une relation R de A vers B en indiquant un procéde, ou un mécanisme,
qui associe certains éléments de A & un ou plusieurs éléments de B,

Si un élément a de A est en relation avec un élément b de

Siun élément a’ de A n’est pas en relation avec un élémen
\ i
at ;be- .\l.‘ - 1

- P | T A
Considérons alors le produit cartésien A % B et chercho s
éléments de ce produit cartésien qui vérifient la relation
couples (x, y) qui vérifient les trois conditions :

es pré-::éd&ntes, la

B, nous notons : g R b,
t 5’ de B, nous notons '

ious les couples (x, y)
. c'est-a-dire tous les

Xeh ;& B, xRy,
Désignons par G I'ensemble des couples (x, ¥) ainsi forn:%s . 2st un sous-ensemble
du produit cartésien A X B : nous appelons cet ensemble ©* - yraphe de la relation .
La fagon dont nous avons construit le graphe G perme. _ {crire les équivalences
logiques :

I xeA, YyeB,

Nous adoptons Ia définition suivante :

I
DEFINITION : Soient deux ensembles A et B. On appelle relation % dé”

:e;sBB tout triplet (A, B, G) ou G est une partie du produit cartésien

__—-'-'
L'ensemble A est a

7 est
3 Ppelé ensemble de départ de la relation R ; I'ensemble B
appelé ensemble d'arrivée de |a relation R,



1. RELATIONS. APPLICATIONS

Exemple : Considérons les deux ensembles : A = {0,1,2,4} et B ={1,3, 4,5}
Décidons qu'un élément a de A est en relation avec un élément b de B si et seulement
silasomme a + b estinférieure ou égale 34 : (aRb) <— (a + b < 4).

Le graphe de larelation R estI'ensemble:  {(0, 1), (0, 3), (0, 4), (1,1), (1, 3), (2, 1)}.

Représentation d'une relation.

Pour représenter une relation ‘R d'un ensemble A vers un ensemble B, il est commode
d'utiliser, lorsque le nombre des éléments n'est pas trop grand, I'un des procédés
suivants :

Représentation par un tableau de correspondance : Nous représentons les
éléments des ensembles A et B comme I'indique Ia figure 1 et nous mettons des

croix dans les cases qui correspondent 3 un élément 2 de A et 3 un élément / de B
tels que a R b.

Représentation par fléches, ou représentation sagittale : Nous représentons
les ensembles A et B comme l'indique la figure 2 et, chaque fois qu'un élément a de A
est en relation avec un élément b de B, nous tracons une fléche qui part de a et qui
aboutit a b.

Représentation cartésienne : Nous représentons les ensembles A et B comme

l'indique la figure 3; chaque couple élément du oroduit caridsien A X B est repre-
senté par un point situé a l'intersection de la ligne verticals 7ui passe par la premigre
coordonnée du couple et de la ligne horizontale 2ui rasze sar iz deuxiéme coor-
donnée du couple. Marquons en bleu ies poini. qu zpifsentent les couples
éléments du graphe G; nous obtenons ainsi 12 (2 sei 0 carésienne de la
relation R.

."’.:-.‘L
5 .u-t-T
% 4@
3 38
1 1e
B
Na[o [ 2] 2 Xals ¢ 2 Q

1



1. RELATIONS. APPLICATIONS

Relation dans un ensemble.

| 3 I'ensemble de départ A, on dit que la relation 5

Si I'ensemble d'arrivée B est éga '
Le graphe G d’'une relation dans A est donc

de A vers B est une relation dans A.

sous-ensemble du produit cartésien AZ,
Pour la représentation par fleches d'une relation dans un ensemble A, on trace

les fléches a I'intérieur de la “"patate” qui représente I'ensemble A; en particulie
si un élément a de A est en relation avec lui-méme, on trace une fleche qui part de 3
et aboutit & a ; une telle fléche est appelée une boucle autour de a.

Exemple : Considérons I'ensemble: A = {0, 1, 2} ; décidons qu'un élément a de A
est en relation avec un élément b de A si et seulement si a est inférieur ou égal a b:
nous déterminons ainsi une relation S dans A: (aSh) == (a<b).

Le graphe de la relation S est :  {(0, 0), (0, 1), (O, 2), (1. 1), (1, 2), (2, 2)}.

La figure 4 est une représentation par flaches de la relation 8 dans A; la figure 5 est
une représentation cartésienne pour cette relation.

® ®

Egalite de deux relations.

Considérons deux ensembles A, et By, et une partie G, du produit cartésien
A; X B, ; soit R, la relation définie par le triplet (A, By, Gy). D’une fagon analogu®
définissons une relation R, par le triplet (A3, By, G3)

] el 271

DEFINITION : Deux relations 1, et R, sont égales si et seulement 5
elles ont le méme ensemble de départ, le méme ensemble d'arrivée et
méme graphe.

e

Les relations &, et .5"12 sont donc égales si et seulement si les trois égalités d'en-
sembles sont ve‘rlfaeesﬁz A=A, B, = B,, G, = G, clest-a-dire si €
seulement si le triplet (A,, By, G,) est égal au triplet (A, Ba, Gz)
Nous écrivons alors : R, = R, & TR

12 -.
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1. RELATIONS. APPLICATIONS

Applications d'un ensemble dans un ensemble.

Notion d'application d'un ensemble dans un ensemble.

DEFINITION : On dit qu‘une relation / d'un ensemble A vers un ensemble
B est une application de A dans B si et seulement si chaque élément de A
est en relation avec un élément unique de B.

Les applications de A dans B constituent un ensemble, noté F (A, B), appelé
ensemble des applications de A dans B.

Pour exprimer que f est une application de A dans B, nous disons aussi que f
applique A dans B; nous écrivons : f: A —— B,

Exemple : Considérons les ensembles : E = {1,2, 3,4} et F = {2, 3,4,5, 6}.
Soit la relation o de E vers F définie par : (xoy) <— (y—x=1). '
Chaque élément de |'ensemble E est en relation avec un élément unique de
'ensembleF: 1¢2; 203; 3p4; 4¢b5.

La relation ¢ de E vers F est donc une application de E dans F.

Image d'un element par une application.

Soit f une application d'un ensemble A dans un érszembie B.

Pour tout élément a de I'ensemble A, Il exisie un élémeant 5 2t un seul de I'ensemble B
qui satisfait a la condition : afb.

Cet élément b est appelé image de a par | appiicaicn 7, nous notons ;. f(a) = b.
Pour exprimer que |I'élément b de B est I'imaage dz | ¢icmasst = de A par 'application f,

nous disons aussi que a@ donne b par [‘applicaton 7,
f
Nous écrivons : @ ~n— b.

Reprenons I'exemple de |'application ¢ de E dans & celinle par 1y — x = 1.
Nous notons : (1) =2; ¢(2)=3; »@8)=4;, nl{4) =25;

=4

=] = =
ou encore : 1 n— 2; 2 A 3 3 A~ 4: 4 n—» 5.

D’une maniére générale, I'application f de A dans E qui transforme a, élément de A,
en f(a), élément de B, est notée : f: A — B, a n— f(a).

Graphe d'une application.

Il résulte de I'étude précédente que le graphe G d'une application f de A dans B
est I'ensemble des couples (a, f(2)) dont la premiére coordonnée est un élément a
de A et dont la deuxiéme coordonnée est I'image f(a) de cet élément par £.

Pour tout élément a de A, il existe un couple et un seul de G dont la premiére coor-
donnée est a.

13
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1. RELATIONS, APPLICATIONS

Représentation d'une application.

Une application d'un ensemble A dans un ensemble B est une relation de
NOUS pouvons donc représenter cette application en utilisant I'une des tr
sentations indiquées pour les relations. Toutefois, I’
Pour tout élément a de A permet de donner

A vers B:
0is repré.
existence d'une image unique
les précisions suivantes :

Représentation par un tableau de correspondance : Dans chaque colonne du
tableau de correspondance d'une application 7 de A dans B, il y a une croix et Une
seule. C'est ce que nous constatons sur la figure 6, tableau de correspondance de
I'application ¢ de E dans F.

Représentation par fléches Sur |

de A dans B, 1T part une fl3che et une seule de chaque élément de A,
C'est ce que nous constatons sur la figure 7, représentation par fléches de I'appli-
cation ¢ de E dans F.

a représentation par fléches d'une application ¢

Représentation cartésienne : Sur la représentation cartésienne d'une appli-
cation Fde A dans B sur chaque

verticale issue d'un élément de A, il Y @ un point
représentatif unique.

C'est ce que nous constatons sur la figure 8, représentation
cartésienne de |'application % de E dans F.

6
5
4
3
2
e
\-E1234

® @

t wgd ]
V7 %_

@
NN

@ [no

Image d'une partie de I'ensembie de départ.

Considérons une application f de A dans B, etun ensemble A, inclus dans I'ensemble
de départ A. Tout élément a de A,

a une image b par f qui appartient a I'ensemble B.
L'ensemble E, des images b de tous les éléments a de A, est donc inclus dans
I'ensemblz B.

On ditqu cet ensemble E, est I'image par f de I'ensemble A, et I'on convient
de noter* : E, = f(A,).

* Lorsqu’on associe & chaque partie Ay de A son image dans B, on définit une application F de T4
dans 9'g. La notation correcte pour I'image de A, est donc F(A,). Il est d’'usage de la noter FlAq)
comme nous l'avons fait; cet abus de notation n'entraine aucune difficulté pratique. ;



18

19

20

1. RELATIONS. APPLICATIONS

Sil'ensemble A, est la partie pleine de A, c'est-a-dire si A, est égal 3 A, I'ensemble E

des images de tous les éléments a2 de A est inclus dans B, et est I'image par f de
I'ensemble de départ A : E = f(A).

Pour toute application f de A dans B, nous avons l'inclusion : f(A) cB.

Application dans un ensemble.

Si I'ensemble d'arrivée B est égal a I'ensemble de départ A, nous disons que |'appli-
cation fde A dans B est une application dans A. Le graphe G d'une application dans A
est donc un sous-ensemble du produit cartésien A2 tel que, pour tout élément a de A,

il existe un couple et un seul de G dont |a premiére coordonnée est a; la deuxiéme
coordonnée de ce couple est f(a),

Application identique dans un ensemble.

DEFINITION : On appelle application identique dans un ensemble A
I"application dans A qui, a tout élément 2 de A, associe cet élément a.

Cette application est notée : ida.

Pour tout élément a de A, I'image /ida(a) est egale a a.
Nous notons : jda : A — A, a rn— a

Egalité de deux applications.

Nous avons défini I'égalité de deux relations: cets

: : aidiminn s'appligue a l'egalité
de deux applications :

Deux applications /, et /; sont égales sicr “2-n. 7« +lles ont le méme
ensemble de départ, ie méme ensembi!= d'arr] = o0 ia —Gme graphe.

A . 4 s

s el Lwicalions sont égales
si et seulement si le graphe G, de I'applicaiiz=n ¢ coi &02% 50 graphe G, de 'appli-
cation 7.

Désignons par a un élément quelconcgue de A, L= & " osge de a par £, et par b»
I'image de a par £ :

f f,
a n— by; a ~n—» b,
Dans chacun des graphes G, et G., il existe un couple unique dont la premiére
coordonnée est a; dans G,, la deuxiéme coordonnée de ce couple unigue est by,
dans G, la deuxiéme coordonnée de ce couple unique est b,.
Les graphes G, et G, sont donc égaux si et seulement si, pour tout élément a de A,
les images respectives b, et b, de a par f, et par f, sont égales.
Nous avons les égalités : b, = £, (a), et b, = £ (a).
Pour deux applications f; et7, de A dans B, nous en déduisons |'équivalence logique :
(= f;) <= {Ha eA, fi(a) = fz(a))-
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1. RELATIONS. APPLICATIONS

Exemple : Considérons les ensembles: E = {1, 2, 3, 4} et F={234 5, )
et I'application ¢ de E dans F, étudiée ci-dessus, et définie par : ‘
(Xpy) <= (y — x=1). |

Considérons la relation ¢, de E vers F définie par :

(X¢1¥) == (x<y < x+ 2).

Cette relation ¢, est aussi une application de E dans F et, pour tout élément x de E,
nous avons les égalités :

ex)=x4+1 et g, (x) =x+1.
Les applications ¢ et o, sont donc égales.

Restriction d'une application.

DEFINITION : Soient f une application d’'un ensemble A dans up
ensemble B et A, une partie de A. On appelle restriction a I'ensemble A,
de lI'application f, I'application f, définie par :

ACA;  Ya,eA,, f(ay) = f(ay).

Exemple : Considérons dans un plan P, une direction de droites 8, une droite D
qui n'appartient pas a cette direction, et une droite 1.

La projection p' de L dans D suivant la direction 3 est la restriction a L de la pro-
jection p du plan P dans D suivant la direction 5

Prolongement d'une application.

m— —

DEFINITION : Soient f une application de A dius B 2t A, un ensemble qui
contient A. On dit qu‘une application f> de A; dans B est un prolongement
de 7a A, si et seulement si la restriction de /5 a A est I’application /.

Il résulte de la définition précédente que, si f, est un prolongement de f 3 A, ona:
ACAz: VYaeA f(a) =F(a).

Remarques : 1. Si fest une application de A dans B et A, un ensemble qui contient
A, pour construire un prolongement de £ 3 A, on définit I'image de chaque élément
a de A par 'égalité : 7,(a) = f(a); puis I'on choisit arbitrairement dans B |'image
de chaqgue élément de A, qui n‘appartient pas a A.

2. 1l peut exister plusieurs prolongements & A, d'une application f de A dans B.
Par exemple, soit I'application f :{0,1} — R, X Nn— 2,

Les applications g et h de {0, 1, 2, 3} dans R définies par :

9(0) =9(1) =g(2) =g(3) =2, et par:

h(0) =h(1) =2, h(2) =h(3)=0,

sont des prolongements distincts de £ & I'ensemble {0.1,2, 3}.
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Notion d'équation.

Soient deux ensembles A et B, f une application de A dans B et 5 un élément de B.

DEFINITION : Résoudre, dans I'ensemble A, I"'équation : f(x) = b,

c’'est recherchar s’il existe des éléments de A dont I'image par f est 5, et
déterminer ces éléments lorsqu’ils existent.

Tout élément a de A tel que : f(a) = b est appelé solution de I'équation.
L'ensemble E des solutions de I'équation : f(x) = b est donc le sous-ensemble
de A constitué par les éléments dont I'image par f est b.

Lorsqu'il n'existe pas d'élément de A dont l'image par f soit égale b, I'équation :
f(x) = b n'a pas de solution; I'ensemble E est vide,

L'ensemble E des solutions de I'équation : #(x) = b est non vide si et seulement
siona: bef(A).

Composition de deux applications.

Application composée de deux apzlications.

Soient A, B, C trois ensembles, f une applicaticr. de A dans B et g une applica..on
de B dans C :

f:A— B, x> f(x); g B —=C, yrre v

A tout élément x de A, I'application f asscrie up diceima: Lnigus de B - f(x).
A cet élément f(x) de B, I'application g associe un &idment uridue de C g [F(x)].
Nous pouvons donc définir une application /7 de A rans O pgar

xeA, x n—> h(x) = g[f(x)].

-—— e e — e

DEFINITION : On appelle application composée #'una application 7 de A
dans B par une application g de B dans C, I'application /7 de A dans C
définiepar: jxeA, x rn— h(x) = g[f(x)].

Cette application A est notée : h=gof
On lit : h égale g rond f.

Nous avons alors : YxeA,  (gof)(x) = g[f(x)].

Pour indiquer que A est la composée de f par g, il est commode d’utiliser les dia-
grammes suivants :

B .
/ \a\ PR S i gn
3 i
A s

h=guof h=gof

17
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Exemples : 1. Considérons les applications f et g définies par :
I :N-— Z, X n—» x — 4,

g.Z — @, ym——r%y—z.

Pour tout élément x de IN, nous avons :

9L (0] = glx — 4] = 3 (x — 4) — 2 = % (x — 10).
L'application A composée de f par g est donc définie par :
h:N — @, xm—r%(x—m).

2. Soit f une application de A dans B. Nous avons: foida=/f et idaof=Ff
En effet, nous avons les égalités :

VaeA  (foidn)(a) = f[ida(a)] = f(a);

YoeA  (idsof)(b) = idal[f(b)] = F(b).

Remarque : Si f appartient & 7 (A, B) et si g appartient a F(B,C), alors gof
appartient a 7 (A, C).

Application composée de trois applications.

Soient A, B, C, D quatre ensembles, f une applicancn de A dans B, g une appli-
cation de B dans C et h une application de C dais D

f:A— B x~n— f(x):

9:B—C, yar—g(y:

h:C— D, zna—> h(2).

Nous nous proposons de comparer l'applicaion £ o iy f) composée de gof

par h, et I'application (4o g)o f composée de f
Nous avons : gofeJ(A, C)
donc un élément de F (A, D).

Nous avons de méme : fe F(A.B) et hogeF (B, D):
est donc un élément de J (A, D)

T T o
| 2L TR N

et heJ(C D), lapplication ho(g of) est

zpplication (A o g)of
D’autre part, pour tout élément x de A, nous avons les cqalitds

[he{gef)l(x) =hl{gof)(x)] = [a(7())];

[(hog)ofl(x) = (hog)lf(x)] = h[g(f(x))].

Nous en .décfuisons C ixeA, [he(gof)](x) = [(hog)orfl(x).

Les applications A o(geof)et (hog)of ont le méme ensemble de départ A,

le m-ém:i: ensemble d'arrivée D, et |es images de tout elément x de A par ces deux
applications sont égales.

Ces applications sont donc égales: ho(go fy=(ho g)of.

THEOREME : Soient f une application de A dans B, ¢ une application

de B dans C et / une application de C dans D Les de ot
. ux appl
ho(gef) et (hog)ofsontégales, pplications

Nous notons : ho(gof) = (heg)of=hogoft

18
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1. RELATIONS. APPLICATIONS

EXERCICES , 1 Soitfensomble: A= (0,1,2,3,4,5)
1o (?n définit une relation .t dans A en décidant Qi Slémisnt s de esten
Relations. relation avec un élément b de A sj et seulementsil'ona : a + b< 5.

Déterminer le graphe G de |a relation .t
2° On définit une autre relation M dans A en décidant qu‘un élément a de A
est en relation avec un élément b de A s et seulementsil'ona: a—b6< 2
Déterminer le graphe H de Ia relation 0,

3° Dessiner, pour chacune des relations -+ et B, une représentation par
fléches et une représentation cartésienne,

/ 2 Méme exercice que le n® 1, pour I'ensemble :

([ A=12.3,4,5,6,7 8,9, 10} et pour les relations .t et /A suivantes :
(8t b) <«— (a =3b);
(@ Bb) <==> (abeA).

3 On considere I'ensemble : A = {0, 1, 2}.
1° Déterminer toutes les parties propres de A. On désigne par 4 |'ensemble
de ces parties propres.
2° On définit une relation it de A vers B en décidant au'un élément a de A est
en relation avec un élément B de 1§ si et ssulement si @ appartient & B
Détermine: le graphe de la relation i
3° Dessiner une représentation cartésienne pour | relaion i

4¢ Indiquer les éléments de 5 avec lesqunls | &4m e 0 te A =st =p relation.

4 On considére I'ensemble © E = {0,1, 2.4 4!

1° On définit une relation M dans E en Jecidone autn Sidment 2 de £ est
en relation avec un élément b de £ si ef sevieme t & i) oo e a - b oos
divisible par 2. Déterminer le graphe de la retaticn .« | 32rines e représen-
tation cartésienne de cette relation.

2° On désigne par H |z sous-ensemble suivaat iy rrodull cavdsien Ex E -
H={(1.0). (3.0), (4,1), (3.4), (0,3}, (0, 1), (2.%), 71,4}, {¥.2),

(2.2, (4,3), (2,3)}.
Soit ‘WL la relation dans E dont le graphe est lz compementaire de H dans
E X E. Les relations A et WL sont-elles égaies 7

5 On considére les deux ensembles : A= {a, b, ¢); B = {1, 2}.
/  Parmi les ensembles suivants, indiquer ceux qui sont le graphe d'une appli-

cation de A dans' B ;

G ={(a 1), (1) (¢ 2)};/ H={(a1), (6,2), (a.2)}: »

K={(c.1). (c.2), (b, 1)};» L = {{a. 1), (e 1), (b, 1)).

I

s & On considére les ensembles : A = {a, b}; B ={0,1)}.
" Trouver toutes les applications de A dans B. On définira chacune d'elles en
indiquant son graphe et on en donnera une représentation u:ar'tésianme:t ,
|.)‘L , l| ¢ -'I s “; ﬂ\.- . 1|‘ rn-’-. 1 E .‘_]. '},\ ¥ % : G\. '. .b"l*.l:r, i ! ‘.._'_\u 'i\._"?
.7 Meéme exercice que le n® 6 pour les ensembles A et B suivants ;
A= {abc}; B={01)

. 8 Meéme exercice que le n® 6 pour les ensembles A et B suivants :
VA= {ab}); B={0,1,2}
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{. RELATIONS. APPLICATIONS

EXEHCICES ¢ Dans chacun des exercices suivants (n°*9 & 15), on considére deux appli-
cations f et g. Déterminer les applications composées gof et fog :

Compnsit:;: 9 f R—> R,  xn—>x+2;
applications. | g R — R, X A—+ X — 3.
210 f:R— R, X n—» X—2;
g R — R, xn—>3x—1
X
/ 11 f:R-——l—R, Xf'\r—"—i'f“l:
X
g:R— R, xm——b—i—t
1
12 R} — Ri, X:‘\r—i‘};
g:R; — R, x N> 2%4+1
3
13 flﬁl_"'m;f x.‘"\f——i"}:
g R} — R, xm—p%‘+1.
14 R —» R., xn—>x2+1
g:R; — R}, X n—s X+ 2
15 F:IR —-PIR, x,’\_r——:-vx:--l?_;
g:R — R, X N> 2X -1,

7 16 Soient E un ensemble et A une partie proors da £, On définit deux appli-
cations ¢ et ¢ de ¥(E) dans ¥(E) par: ¢(X) = and =2 w(X)=AUX
1o Déterminer les images de & (E) par les appleations ¢ 81 4.

20 Déterminer les applications gol et woq.
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Relations dans un ensemble

Proprietés des relations dans un ensemble.

Considérons un ensemble E et une relation R dans cet ensemble. Cette relation
K peut. eventuellement, présenter certains caractéres que nous allons étudier.

Reflexivite.

DEFINITION : On dit qu'une relation i dans un ensemble E est réflexive
si et seulement si, pour tout élément v de £, ona: xiix

Une relation R dans E est donc réflexive si ot seulement si son graphe G vérifie la
propriégté: fxeE (v x)eG

Une relation R dans E est donc réflexive s et seulament si la diagonale A de Ex E
est une partie du graphe G de R

Symeétrie.

DEFINITION : On dit qu'une reiut on 400 un ensemble E est symé-
trique si et seulement si, pour touy coupls v 1) d'éléments de E, on a
Vimplication : (xHy) —s (y i«

— - e —

Une relation R dans E est donc symétrique &1 i seulement si son graphe G vérifie
la propriété :
{xeE YyeE ((xy)eG) —> ((y,x)eC).

Transitivite.

DEFINITION : On dit qu'une relation i dans un ensemble E est transitive
si et seulement si, pour tout triplet (x, y, z) d'éléments de E, on a I'impli-
cation : (xRy et yRz) = (x#2).

Une relation R dans E est donc transitive si et seulement si son graphe G vérifie la
Propriéteé :
¥xeE YyeE YzeE ((x.y)eG et (v, 2)eG) = ((x 2)eG).
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2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE

Antisymeétrie.

DEFINITION : On dit qu'une relation R dans un enseml.:le E est antj.
symétrique si et seulement si, pour tout couple (x, y) d'éléments de F,
on a l'implication: (xRy et x 3 y) —> (y Kx).

——

Une relation R dans E est donc antisymétrique si et seulement si son graphe G vérifie
la propriété :

UxeE  YyeE  ((xy)eG et x3#y) = ((r.x) #G).

L'implication qui définit une relation antisymétrique dans un ensemble E est log;-
quement équivalente a l'implication :

fxeE  YyeE (xRy et yRx) = (x=y).

Remarque : Les quatre caractéres des relations dans un ensemble que nous
venons d'étudier sont indépendants les uns des autres. Une relation dans un en-
semble peut présenter certains d’entre eux sans présenter les autres. Par exemple,
une relation dans un ensemble peut étre antisymétrique et transitive sans &tre
ni symétrique ni réflexive. Une relation dans un ensemble peut aussi n'étre ni
symétrique ni antisymétrique.

Exemples.

Considérons, par exemple, I'ensemble : E = {1,2,3 4 & &t ia relation R dans
E définie par : (x#y) <= (x + y est pair).

Pour tout élément x de E, nous avons I'égalité © x + » = 2 . , nous en dédui-
sons que, pour tout élément x de E, on a : x R x. L3 r=lation 0 ~ans E est réflexive.
Sur la représentation par fleches de cette

relation, il y a une boucle autour de chaque

élément (fig. 1).

Pour tout couple (x, y) d'éléments de E,
nous avons I'égalité: x+ y= y + x; nous
en déduisons que, siona : si x Ry, alors
on a: yRx La relation R dans E est
symétrique. Sur la représentation par fleches
de la relation symétrique R,chaque fois qu'il
y a une fléche qui part de x et aboutit 3 Y.
il y a une fléche qui part de y et aboutit a x.

Pour tout triplet (x, y, z) d'éléments de E,
nous avons : 2
x+y)+(y+2)=(x+2)+2y,

Si x + y est pair et si y + z est pair, *

(x + z) + 2 y est pair; nous en déduisons

que x + z est pair. La relation ‘R dans E est E @
donc transitive.

22
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2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE

Sur la représentation par flaches de cette relation, chaque fois qu'il y a une fléche

qui part de x et aboutit 3 y, et une flache qui part de y et aboutit 3 . i y a une fldche
qui part de x et aboutit 3 z.

Remarquons que, pour les éléments 1et3
nousavons: 1TR3 et 13 gt 3R,
La relation R dans E n'est pas antisymétrique.

Considérons le méme ensemble :

E={1. 2 3, 4, 5} et la relation § dans E .
définie par : (x8Sy) <— (xy est pair).
Pour I'élément 3 par exemple, nous avons
3 &3; il existe donc au moins un élément
x de E pour lequel x 8x. La relation § dans E 2

n'est pas reflexive (fig. 2). 4
Pour tout couple (x, y) d'éléments de E,
nous avons l'égalité: xy = yx; nous en dé-
duisons l'implication: (xSy) —s (y8&x).
La relation S dans E est symétrique. Nous
avons d'autre part 182 et 283 et 183. La
relation 8 dans E n'est pas transitive.

Enfin, pour les éléments 2 et 3 de E, nous E 5 @
avons: 283 et 3#2 et 382

Larelation 8 dans E n'est pas antisymétrigue.

Considérons la relation © dans IN® deiinis aar - (x Gy} === (x divise y).
Pour tout entier naturel non nul, rnous zvons » Ty la relation T dans IN* est
réflexive.

Pour le couple (2, 4) par exemgie, o0 auans - 254 ot 4 Z2; larelation ©
dans IN* n'est pas symétrigue.

Pour tout triplet (x, y, z) d'eléments di. N7 o © 2vons F'impiication :

(x divise y et y divise z) =3 (xaivies ;1o elilion U dans IN* est transitive.
Pour tout couple (x, y) d'éiéments de 47, 5 =« ives 1+ =t sl x est différent de y,

alors y ne divise pas x.
La relation © dans IN* est antisymétique

Considérons la relation U dans I'ensemble ) des droites d'un plan P définie
par: (xWy) = (x7y). _

L’étude faite dans les classes précédentes montre que la relation UL dans D est
réflexive, symétrique, transitive; elle n'est pas antisymétrique.

Considérons la relation U dans le méme ensemble D définie par :

(xVy) <= (xLy). ) ) vl * ;
La relation U dans D est symétrique; elle n’est ni réflexive, ni transitive, ni anti-
symeétrique.
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Relations d'équivalence.

Relation d’équivalence dans un ensemble.

DEFINITION : Une relation R dans un ensemble E estune relatiop _d’équi.
valence si et seulement si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Si R est une relation d'équivalence dans un ensemble E, la notation xRy est

souvent remplacée par la notation : x =y [mod R].
On lit : x est congru a y modulo A.

Exemple : Considérons la relation ‘R dans 'ensemble Z des entiers relatifs définie
par: (xRy) =— (JkeZ x —y = 3Kk).

Montrons que cette relation R dans Z est une relation d'équivalence.

1. Tout élément x de Z vérifie I'égalité : x — x = 3 x 0; la relation i dans Z
est donc reflexive.

2. Si (x, y) est un couple d'éléments de Z pour lesquels il existe un entier relatif
k qui vérifie 'égalité : x — y = 3 k; nous avons alors : ¥y — X = 3(—k); la
relation R dans Z est donc symétrique.

3. Si (x, y. z) est un triplet d'éléments de Z pour lesauels il existe deux entiers

relatifs m et n qui vérifient les égalités : \x — y = 2 2t ¥y — z=3n; nous
avons alors : x — z = 3(m + n); la relation R dans & 23 genc transitive.

Classes d’éguivalence.

BV

—— e . —E—

DEFINITION : Soient une relation d'éguivaience i dans un ensemble E
non vide et un élément x de E. On appelle classe d'éguivalence de x, et
I’'on note x, I’'ensemble des éléments de E équivalents a x, modulo R,

Nous notons
x={y|yeE et yRx}, ou encore : x={y|yeE et y= x [mod R]}.

Remarque : Pour tout élément x de E, nous avons: x = x [mod R]; la classe
d'équivalence de x n’est pas vide; elle contient au moins lI'éelément x.

L'élément x est un représentant de la classe x; si cette classe x n'est pas un sin-
gleton, tout autre élément de x est aussi un représentant de la classe x.

THEOREME : Si deux classes d'équivalence ont un élément commun,
elles sont égales.

24
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16

17

18

"THEOREME : Les classes d’équivalence d‘une relation d'éq

2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE

soient une relation d’équivalence R dans un ense -
d'équivalence X et y. mble E non vide, et deux classes

Supposons que ces deux classes d'équivalence aient un élément commun a:
nous au:uns donc: aex et aey, cest-a-dire : aRx et ak ’
La relation R dans E est symétrique : (s Rx) —» (xR a) y.

Goit X' un élement de x; nous avons : x' Ry '

La relation R dans E est transitive :

(x' Rx et Kﬂaé = (x'Ra);  (¥Ra et aRy) — (¥ Ry)

Tout élément x' de la classe x appartient donc 2 Ia ¥ :

! =2 classe y; nous avo
I'inclusion : XxCy. y ns donc
En prenant un element y' de y nous démontrerions, d'une facon analogue, l'inclu-
Siﬂﬂ : ycx' ;:_-L." I:h' Iy ‘:- . e -I : f“’}f! " “.l \. 2 ﬂ ’_’F' J. f'\ " e /\l
Des inclusions : XCY et ycCX, nous déduisons I'égalité : X = y.

Nous venons d'établir, pour deux classes d'équivalence X et y quelconques,
I'implication : (XxNy # &) = (x = y).¥]

Cette implication est logiquement équivalente a I'implication :

x£y) = xny = 2). ( cnd ot > ule ()

Pour traduire cette implication, nous énoncons :

THEOREME : Si deux classes d’équivalence sont distinctes, elles sont
disjointes.

———

Partition d'un ensembis.

DEFINITION : On dit qu‘;ﬁ ".-'i':IS:";'z'm““.'LXE;_: de parties d'un ensemble E est
une partition de E si et seuioman? = les srois conditions suivantes sont
vérifiées :

1. Chacune de ces parties =5t non vide @ A€ T, Az#dg.

2. Laréunion de ces parties est {'ensemble E: fxeE JAe€ ¥,  xeA.

3. Deux parties distinctes gueicongues sont disjointes :

YAed, yBed, (A ##B)—> (AnB=J)

Remarquons qu‘une partition ¥ de E est un sous-ensemble de e et qu'un éle-
ment A de T est une partie de E.

Relation d'équivalence et partition.

Il résulte des résultats précédents et de la définition du n° 17 le théoréme :

uivalence

dans un ensemble E non vide constituent une partition de E.
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19 Réciproquement, nous allons mo

20 THEOREME : Soit J une partition d'un ensemble [: rI:*J*!-‘-'

21

3. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE Ny
ation R dans Z définie par :

rel 3
Exemple : Nous avons démontré que la - Wéquivalence.

— y = 3k), est une relatio
xMy) = (QkeZ, x—V ’ :
Les trois classes d'équivalence de la relation & sont

={...,—6—3 0,+3 +6 ...}
..,—5.—2,+1,+4,+7,...}:

0

pe. 5 48 ...}
i={...,_'4,_'1f+2r+ :+ .-.'... ) z-
Ces trois classes constituent une partition de I'ensemble

ntrer que la donnée d'une partition d’'un ensemble E,

e relation d'équivalence dans E.

non vide, permet de définir un it win. ensemblis e pariies

Considérons une partition J' de I'ensemble E, c’e
de E telles que :

1. JAed, AF .

2. fx ek JAeT, x €A

3. JAeT, |{Bed, (A # B) = (ANB = &).

Soit R |a relation dans E définie par: (xRy) <= (JA e, xeA et yeA),

La relation R est réflexive; en effet, pour tout élément X de E, il existe, d’aprés la

condition 2, un élément A de § tel que : x € A. _
Nous avons alors : xe A et xeA, c'est-a-dire : x R x.

La relation ‘R est symétrique; en effet si x et y sont deux éléments de E pour les-
quels nous avons x R y, il existe un élément Ade ¥ tel que : x € A et yeA.
Nousavonsalors: yeA et xeA, cest-a-dire: yRx

La relation R est transitive; en effet, si x, y, z sont trois éléments de E pour lesquels
nous avons : xRy et y#z il existe un élément A de I’ et un lement B de ¥ tels
que: (xeA et yeA) et (yeB et zeB).

L'ensemble An B est donc non vide; il résulte de la condition = 1 egzalité ;. A = B.
Nous avons alors: x€ A et zeA, c'est-a-dire x i z.

La relation R est donc une relation d'équivalence dans {'enceroiie & et il résulte
de la définition de R que les classes d'équivalence de 4 ==::: I== Zléments de la
partition .

-

d E défini J .'-.f'-'.-*La relation R
ans E définie par : (xRy) <—— JAed, xeA e ye A), est une

relation d’équivalence dans E dont les classes sont les éléments de ¥,

Ensemble quotient.

DEFINITION : Soit  une relation

26



| 2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE
Cot gnsemble quotient est noté : E/R.
L‘onsamhle E R est donc la partition de E associée a la relation d'équivalence R

gxemples : 1. Considérons la relation R dans Z définie par:

- (xRy) <= (3_* € Z, X — y = 3k); c’est une ralalionpdféquivahnca
|'ensemble quotient a trois éléments: 0, 7, 2. ‘
|| est d'usage de noter cet ensemble quotient : Z3Z
Nous avons alors : Z/3Z = {0.1,2}. |

_2. Soit I'ensemble D des droites d'un plan P la relation U dans 9 défini ;
(ly) <= (x y) est une relation d'équivalence. o
La classe d'équivalence modulo ‘Il d'une droite \ de ‘D est I'ensemble des droite
paralléles @ A ces droites definissent une direction de droites & rones
L'ensemble quotient DIl est I'ensemble des directions de droites du plan P.

Relations d’ordre.

Relation d'ordre dans un mhle

22 DEFINITION : Une relation <. Y A118 e - estune relation d’ordre
si et seulement si elle est réf 5 rigue et transitive.

_ Exemples : 1. Considérons la = jans ™ définie par :
(xRy) == (x est un multiple de ;
Montrons que cette relation i dans O =50 unE ton d'ordre.
Tout élément x de IN vérifie I'égalité : x = x x 1 ia relation ‘R dans N est donc
réflexive.

¥ soit un multiple de y et que y soit

Tout couple (x, y) d’éléments de IN tels gue
- x = v la relation R dans N

un multiple de x vérifie nécessairement I'égalité
est donc antisymétrique.
Soit un triplet (x, y, z) d'éléments de
m et n qui vérifient les égalités : x = my €l y =0z i
Nous avons alors : x = (mn)z; la relation # dans IN est donc transitive:
— 2. Considérons la féle&ﬂid’n "Sljﬁrahs R définie par : (x8y) <= (x <y
Montrons que cette relation 8 dans IR est une relation d’ordre. _
Tout élément x de IR vérifie la relation : x < x;la relation S dans IR est réﬂexw:e.'f.e
Tout couple (x, y) d'éléments de [R pour lesquelsona: X Ly et y<xvenl
I'égalité : x = y; la relation 8 dans IR est antisymétrique.
Soit un triplet (x, y, z) d'éléments de IR pour lesquels on a :
nous avons alors : x < z; la relation S dans [R est transitive.

N pour lesquels il existe deux entiers naturels

X<y et Yéz;

21
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3 MELATIONS DANS UN ENSEMBLE

Eléments comparables dans un

23 Si une relation R dans un ensemble E est une rela
ble E est ordonné par la relation R.

DEFINITION : On dit que deux éléments x et y d'un ensemble E_ordofmé
par une relation d’'ordre R sont comparables pour cette relation sj ot

seulement s'ils vérifient: xRy ou y R x.

ensemble ordonné.

tion d’ordre, on dit que I'ensep,.

Exemple : Considérons I'ensemble N ordonné par la relation R :

(xRy) == (x est multiple de y). o ,
Les entiers 4 et 12 sont comparables pour cette relation : 12 R 4.
Les entiers 2 et 3 ne sont pas comparables pour cette relation: 2X3 et 3 R2

Relation d'ordre total.

24 DEFINITION : On dit qu‘une relation d'ordre i dans un ensemble E est
une relation d'ordre total si et seulement si deux éléments quelconques
de E sont comparables pour H.

On dit alors que |I'ensemble E est totalement ordonné par Jt.
Exemple : Soit la relation S dans [R définie par : (x8y) === (x < y).

Deux réels sont toujours comparables pour cette relation. L= relation S est une
relation d’ordre total dans IR.

Relation d'ordre partiel.

25 DEFINITION : On dit qu'une relation d’ordre dans 1n ensemble E 6ot une
relation d’ordre partiel si et seulement si elle n‘est pas d'ordre total.

Pour qu'une relation d’ordre R dans un ensemble E soit

: i une relation d'ordre partiel,
il suffit qu'il existe un couple d’éléments de -

E non comparables pour la relation .

Exemple : La relation d’ordre R, dans IN définie par :
(xRy) <—> (x est multiple de ¥). -

est une relation d'ordre partiel : n
- NOUs avons vu, en eff 8|6 3
de N ne sont pas comparables pour R, G B
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2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE

EXERCICES / 1 Soientl'ensemble : E = {a, b, c, d} et la relation 1\ dans T définie par :
(A R B) <—> (Ia nombre d'éléments de A a méme parité
Relations que le nombre d'éléments de B

. d.‘quiualenua. 1o Démontrer que R est une relation d'équivalence,
2° Ecrire les éléments de la classe d'équivalence de la partie vide
éléments de la classe d’équivalence du singleton {a}. :
3¢ Quel est le nombre des classes d'équivalence?

et les

2 Soit E un ensemble muni d'une relation & reflexive et transitive. On

définit dans E une relation S par : (x8y) <=—> (xAyetyRx)
Démontrer que S est une relation d'équivalence, .

;3 On consiaére |'ensemble E des points d'un plan P; on désigne par A et
par B deux points distincts de ce plan, et par E' I'ensemble : E — {A, B}.
Soit & la relation dans E' définie par :

(M R M) <—> (AMB = AM'B).

10 Démontrer que R est une relation d'équivalence. gl LU S =il

20 Quelle est la classe d'équivalence d'un point C de |'ensemble E'?

@ Dans chacun des exercices suivants (n°* 4 a 8), on définit une relation
R dans I'ensemble IR* des réels non nuls.
10 Démontrer que lz relation 1 dans IR* est une relation d'éguivalence.

2¢ Déterminer la classe d'équivalence a d'un élément a de R*.

Yrg (aRb) <—> (82 —52=a—b).
5 (aRb) =— F ! = ]
: { ! T4

4 5 (aﬂb)"‘-.:;' 31‘,-- -.;.'.': L‘_-B;_

i i 1
B |
1

1 ;
, 8 (aRb) < llaz—-;-—-bi—sg)-

) ) ) § g ;
9 On considére la relation & dans I'ensemble IN2 définie par

((a b) S (@, b)) <> (@+b'= & + b).
1o Démontrer que S est une relation d'équivalence.
20 Quelles sont les classes d’équivalence ?

10 On considére la relation = dans l'ens

((a.b) B (&', b)) <= (ab' = ba'). ,_

1o Démontrer que G est une relation d‘équivalence.

' ?
20 Quelles sont les classes d’équivalence

. P définie par -
11 On considére la relation W dans un plan yvectoriel P
(Ve V) <—— (IreRr", \.”_:_— M‘) o
1° Démontrer que W est une relation déql-:y'v'ﬂ O | o v
20 Quelles sont les classes d'équivalence? ;o :

&

emble ZxZ* définie par :

i



2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE --

EXERCICES ~

30

'

y

{

15

+12  On considére un ensemble E et une partie E,
Soit & larelation dans T¢ définiepar: (A R B) =—= (AU E, =By E,).
Jde Démontrer que R est une relation d'équivalence dans Te.
2° On suppose : E; = E. Quelle est alors la relation R ? Quelle est la classe
d'équivalence d'une partie A de E?

3° On suppose : E; = . Quelle est alors |a relati
d’équivalence d'une partie A de E?

de cet ensemble,

on R ? Quelle est I3 clagse

13 Soit f une application d'un ensemble A dans un ensemble B,
On considére la relation & dans A définie par :

(@B b) === (f(a) = f(6)).
1° Démontrer que T est une relation d'équivalence dans A.

2° Ondonne: A=Z et B = N, et f est I'application de A dans B définie
par @ f(x) = x2. Quelles Sant_les classes d'équivalence de 7
b | r'* % \j i b

14 Soient A et B deux ensembles non vides et £ une appl

dans B. Soit R une relation d'équivalence dans I'ensemble
On considére la relation § dans A définie par :

(28b) «—s (f(a] .'Rf{b)).

1° Démontrer que S est une
2n

ication de A
B.

relation d'équivalence.
Quelles sont les classes d'équivalence de |3 relation §?

1° On considére la relation dans
(xR y) <—> (xy> 0).

Démontrer que R est une relation ' Equivaang
d'équivalence ?

2° On considére la relation S dans Veisamole
(x8y) <= (xy>0).

La relation S est-elle une relation 4°

Qequivalence ?

Yensemble R définie par -

2. Qwelles sont les classes

IR définie par :

16 On considére I'ensemble des points d'un plan P rapporté a un repére

cartésien x'Ox, y'Oy. On désigne par (x, y) et par (x', ¥') les coordonnées
respectives des points M et M.

On considére la relation 9t dans P définie par :
(MRM) == (x+y=x + ).
1° Démontrer que N est une relation d'équivalence.

]
2° Quelles sont les classes d'équivalence de la relation R.? !
. 1o

, 17 Méme exercice que le n° 16 pour la relation R dans P définie par :

x.‘

'
[M.‘JtM‘)-::_—::-(x:x’:D ou (xx’#.[] et L 1"))

. 18 On considére un ensemble E: muni d'une relation d'équivalence R

€t un ensemble E, muni d

une relation d'équivalence R®,.
On définit une relation M d

ans I'ensemble : E = E, x E., par :
((xX2) R (yy, y2)) <= (x; Ry yy et X2 Ry y3).

» 1° Démontrer que R est une relation d'équivalence dans E.

20 Légalité : E[f = (E\/fy) % (EofRy) est-elle vérifie? /.

-



Relations
d'ordre.

2. RELATIONS DANS UN ENSEMBLE

19 Soit l'ensemble : E={x|xelR et 0L x< 1}; on considére

I'ensemble A des applications de E dans IR, et la relation # dans A définie
par: (fRg) <> (jxeE f(x)< g(x)).

1 Démontrer que R est une relation d'ordre.

20 L'ensemble A est-il totalement ordonné par la relation R?

20 On définit la relation & dans I'ensemble IR par :

(x Ry) <= (y*—x320).

1o Démontrer que R est une relation d’ordre.

20 L'ensemble IR est-il totalement ordonné par la relation &7 -/ =

21 On définit la relation § dans |'ensemble [R? par :

((xy) 8 (. ¥)) === (x< X' et y<y)

10 Démontrer que S est une relation d‘ordre.

20 'ensemble IRZ est-il totalement ordonné par la relation 87

22 On définit la relation R dans I'ensemble IR2 par :

({xh"‘fz} R (1. ?’2)) <> ([t < 1)

10 Démontrer que R est réflexive et transitive et démontrer qu'elle n'est
ni symétrique, ni antisymétrique.

20 On définit la relation § dans IR2 gar :

({xn xz) 8 (Y1, 1’2)) -~ {(’f-.' x=) & (y1, ¥} € (y1,v2) R (anz)}
Démontrer que 8 est une relation «'éguivalence.

30 Démontrer que l'on peut munic Vensemble quotient [R2/S d'une relation

d'ordre T définie par @ ({x,, x2) B oy Vo) ) = ((x1.x2) R (r1 y2))-

Wrr ¢

23 On considére un enssmols A DL - e relation R réflexive et tran-
sitive et la relation 8 dans
(a8 b) <> (a RbH et bia).

1o Montrer que 3 est uneé relation d'équivalence,

20 Dans I'ensemble guotient A/s on délinit |8 relation T par :
(M“GN)-::#—(]aeM et 1beN, a i b). y

Démontrer que la définition de T est indépendante des éléments a et b
choisis respectivement dans M et dans N.

3¢ Démontrer que G est Une relation d‘ordre sur A/S.

PR {1 P pEre e,
A QeI e

24 On définit une relation ® dans [R? par :
((x,, y1) R (X2 ya)) <= (% < x2 ou (xy = X2 € Vi < Iv"z))-.
1¢ Démontrer que 3 est une relation d'ordre dans |R2. Est-ce une relation
d’ordre total 7
2s On considére I'ensemble des points d'un plan P rapporté 3 un repére
cartésien MW Si M, et My sont deux points de P on désigne par
(%1, y1) les coordonnées de M, et par (X2, ¥2) les coordonnées de M.
On définit dans P une relation S par :
(My 8§ M) = ((’fw y) R (X2 Yz))-d | i

: e § est une relation d'ordre ans P. -
Z)',i [S)::ohr;telreq:oint de coardonnées (Xa. Yo)- Caractériser les points du

plan pour lesquels on a: Mo 8 M.

31
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3
Lois de composition. Groupes

Lois de composition interne.

Loi de composition interne dans un ensemble.

DEFINITION : On appelle loi de composition internc dans I'ensemble A,
toute application d'une partie E de A % A dan

L

e T

Au lieu de dire loi de composition interne dans A, on ¢it aussi opération dans A.
Exemple : Si A est I'ensemble N des entiers nature'=. I'adaition dans IN est la loi
de composition interne qui, a tout elément (a, &) de 042, associe |2 somme 3 + b,
élément de IN.

Opération partout définie. Opération non partout deéfinie.
Si I'ensemble E est |a partie pleine de A x A, on dit que I"opération est partout
définie dans I'ensemble A.

Si I'ensemble E est une partie propre de A x A, on dit que I"'opération n'est pas
partout définie dans I'ensemble A.

' ns I'ensemble Z des entiers if e opera-
tion partout définie qui 3 tout élé " ! gl

: . b) de I'ense 2 : i#farence
a — b, qui est un élément de Z. mble Z2, associe la différ
La soustraction

32



3. LO/S DE COMPOSITION. GROUPES
Notation d'une loi de composition interne.

3 Pour désigner une loi de composition interne, on emploie un si i
arbitraire @ *, L, T, A+, — X, .. i’ B HRSdERS e
Si nous désngpons la loi par *, et si ¢ est I'image du couple (a, b) de E par cette

loi *, nous disons que c est le composé de a par b, ou | | { i
_ i e résul ;
I RO t o tat de I'opération ;
par exemple, d.a.ns I'gnsembie IN des entiers naturels, la multiplication est une
loi de composition interne partout définie; au couple (3, 5) elle associe le

nombre 15; nous écrivons : 15 =3 x b.

Table d'une loi de composition interne.

4 Lorsque le nombre des éléments de I'ensemble E n'est pas trop grand, il est com-
mode, pour déterminer une loi de composition interne, de rassembler les résultats
sous forme de tableau, appelé table de la loi.

Soit, par exemple, I'ensemble E = {a, &, c}

et une loi notée » dans cet ensemble, /

pour laquelle on a les égalités : 1

axa=>b; bxa=b; cxa=c. x

axbh=a, b+b = €; c+xh = a .

axc = C; bxc=a2a; c*cCc = a. 1| 2 b b c
|

Nous donnons ci-contre la table de la lot * S
dans I'ensemble E :

Dans les autres cas, en particulier pour les
lois de composition interne partout définies SIS S
dans IN, on donne des tables partielles de ]
la loi (table d’addition, table de multiplica- |
tion dans IN). b= i

Propriétés d'une loi de composition interne.

5 Considérons un ensemble A et, dans cet ensemble, une loi de compos_ition interne
notée + que, sauf mention contraire, Nous supposons partout définie. Cette loi
présente, éventuellement, certains caractéres que nous allons étudier.

Commutativiteé.

ne dans un ensem-

6 DEFINI . i ' loi de composition inter
TION : On dit qu une o1 P i taut S et

ble A, notée i, est commutative si et seulement Ssi,
(a, b) du produit cartésien A on a I'égalité : axb=D*a

33
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) LOIS DF COMPOSITION. GROUPES

Exemples : 1. L'addition dans I'ensemble IN des entiers naturels est ung loi
commutative; nous avons en effet : Y(a, b) €eIN2, a+ b =5+ a.

2. Considérons un plan vectoriel P. L'addition des vecteurs dans P est commutg.
tive; nous avons en effet: h‘ﬂ?, W)s PXP, V4+W=W4V.

Remarques: 1. Pour établir qu'une loi de composition interne dans A, notée L, N'est
pas commutative, il suffit d'établir I'existence d'au moins un couple (a, b) pour
lequel @ L bnestpaségala b L g :

(La loi L dans A n'est pas commutative) <— (J(a, b) € A2, albhs=p 1 a).
Par exemple, la soustraction dans |'ensemble Z des entiers relatifs n’est pas une
opération commutative parce que les couples (4 1, + 3) et (+ 3,4+ 1)
n‘ont pas la méme image dans Z.

2. Lorsqu’une loi + dans un ensemble A n’est pas commutative, il peut cependant
exister des couples (a, b) pour lesquels on a: axb = b +a,

On dit alors que 2 et b sont des éléments commutables pour la loi +.
Par exemple, la soustraction dans Z n'est pas une opération commutative, mais
deux éléments égaux de Z sont commutables pour cette loi.

Associativité.

DEFINITION: Onditqu’une loide composition interne dans un ensemble A,
notée », est associative si et seulement si. peur tout triplet (a, b, ¢)

d’éléments de I'ensemble A, on a Vegalité: (26 «c = ax(bxc).

Si la loi * est associative, nous notons - (@#D) »c =24 0rg)=anxbxc.
Exemples : 1. L'addition dans I'ensemble R BSY L 0t msLaiciative: nous avons
en effet: Y(a, b, ¢) € IR3, (a+b)+c=a-+ 5.

2. L'addition des vecteurs dans un plan vectoriei F =2t 4ne iof associative; nous

avons en effet : lj(lj, V, W)E_ﬁ X P x ﬁ (G +V)+W=1U - (i{f’+ W).

Remarques : 1. Pour établir qu'une loi de composition interne n'est pas asso-
ciative, il suffit de montrer I'existence d’au moins un triplet (a, b, ¢) pour lequel
(2 %b) xc n'est pas égal 4 a « (bxc) :

La loi » dans A n'est

( pas associative ) <= (1@ b, c) e A3 (axb) xe# ax(bxc)).

Par exemple, la soustraction dans I'ensemble Z n'est pas une opération associative ;
en effet, si ¢ est différent de zéro, les entiers relatifs: (a — b) —cet a— (b—¢)
ne sont pas égaux.

2. Si la loi * est associative, le composé de plusieurs éléments peut étre obtenu en
composant entre eux deux ou plusieurs éléments 2 condition de respecter |‘ordre
dans lequel ils se présentent. Par exemple, nous avons les égalités :

([(a+b) xc] xd) xe = (a+b) x (c xd) xe = (@a+xbxc)*(dxe) =axbxcrd*e
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3. LOIS DE COMPOSITION. GROUPES

pistributivité d'une loi sur une autre loi.

10 DE]:INITION : Soient un ensemble A et deux lois de composition interne

11

12

13

. et L partout définies sur A. On dit que la loi L est distributive sur la

loi  si et seulement si, pour tout triplet (a, b, c,) de I'ensemble A2, on
a les égalités : *

al(b*c)={a_l.b)*(a.l.c) et (bxc)La= (b1la)

—

* (c L a),
_E_xg_g’l_li_lﬁ_ Dans |e”$emP|B .[N. la multiplication est distributive sur |'addition:
pour tout triplet (a, b, ¢) d’entiers naturels, nous avons les égalités :

ax (b+c)=1(axb)+ (axc) et:
(b+c)xa= (bxa)+ (cxa)

Remarque : Si la loi L est commutative, pour établir qu'elle est distributive sur la
ioi *, il suffit de montrer que 'une ou l'autre des égalités suivantes est verifiée :
al (bxc)=(aLlb)yx(@alc) ou (brc)la= (bLa)~(cla).

Element neutre.

e Sl el ¥ W TR

DEFINITION : On dit qu'un élémei® 2 0e ensamble A est un élément

neutre pour la loi de composition « wnne /& we =snlement si, pour tout
élément 2 de A, on a les égalités: Gaw =2 GY 248 =

Exemple : Pour la multiplication dans Z, 507 @i (st a vérifie les égalités -
ax (+1)=a et (+ 1) x a=a. U'entier reizm 4 1 est un élément neutre

pour la multiplication dans Z.

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

THEOREME : Si une loi + dans un ensemble A admet un &lément neutre
e, cet élément est unique.

Soit, en effet, e un élément neutre pour 1a loi * dans A; pour tout glément a de

nous avons les égalités : axe=a et e*xd = a. (1}
Si e’ désigne aussi un élément neutre pour la loi * dans A, nous avons les égahte;}.
Ecrivons les égalités (1) pour: a = e'; nous avons alors (3)
E‘*e =¢ et exe' =e'

crivons les égalités (2) pour: a = €; NOUS avons alors : (4)

ED* E‘ —] e et el‘ *e — e'
: H . (¥4 o — ’
es égalités (3) et (4) nous déduisons I'égalite : € = €.
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JON. GROUPES
(OIS DE COMPOSIT 4 s
: i « dans A est commutative, pour établir qudunAéléo - ru“:;:
. It')llsuh‘h de montrer que, pour tout élément a ae A,
|

u exa=a
¢ établir qu'un élément & de A est élément

A, on a les deux égalités :

Remarque : Si
st elément neutre, i
I'autre des égalités : @ ¥é = a o
ive, pou

i i % n'est pas commutat
St talo) . tout élément a de

neutre, il faut montrer que, pour

=4 et exa=a. - ‘
o pour tout entier relatif @, on a

: ntiers relatifs ) .
dans I'ensemble Z des e ' loi commutative ;

Par exemple, dans Z n’est pas une

I'égalité: a — 0 = a; mais la soustraction

sianestpasnu,ona: 0—a#a _ ~
0 n'est pas un élément neutre pour la soustraction dans 4£.

Symeétrique d'un élément.

DEFINITION : Siune loi + dans un ensemble A admet un élément neutre
g, on dit qu'un élément a2 de A admet un symétrigue pour la loi *~ si et

seulement s’il existe un élément a, de A qui vérifie les égalités :
g*a; =€ et a, va=e.

e

Exemples : 1. L'entier relatif + 1 est un élément neutre pour iz multiplication
dans Z, Nous avons :_(+ 1) X (+ 1) = 4+ 1; I'entier retetif -~} e un symetrique
de + 1 pour la multiplication dans Z. Nous avons aussi : {—- 1} » (— 1) =+ 1

Fentier relatif — 1 est un symétrique de — 1 pour la multipficatic.n dans Z.

2.(-|I! zr;*existe pas d'entier relatif qui vérifie les égalités {4+ 2)a, = 1 et
a, = + 1; I'entier-relatif + 2 n'a hds dé e - 2 =1
' symetrique oour Iz

Nous allons démontrer le théoréme suivant -

THE : Si i
é.gmg:fﬂE :B.S| une loi + dans un ensemble A est associative, et si un
e A admet pour cette loi un symeétrique a,, ce svmét'rique est

I i II M

Si a, désigne aussi u st
N symetrique de a poy :
r
a%a;=e€ et a,%g =g, Pourla loi + dans A, nous avons :

+ NOUS avons les égalités :

Nous avens alors leg égalités : a, — ¢ *d; = (ay%a) % g
. ¥ - 5 . 2.
La loi + est associative ; nous avons donc : (ay +a) xa, — (1)
Nous avons alors: a, « (a *23) = a; kg = 3 *= hlava). ()
., - 1
Des égalités (1), (2), (3) nous déduisons :a, = 5 &
- — 1-
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3. LOIS DE COMPOSITION. GROUPES

. 1. L'élément neutre e de A est un symétrique de e pour la loi .

loi = dans A est commutative, pour montrer qu'un élément a de A admet

2 = :I métrique I'élément a, de A, il suffit de montrer que I'une ou l'autre des
é;:iri:é: suivantes est vérifiée: ayxa=e ouU a*a, = B,

g™ sgalités : a*ay =€ et a, +a = e expriment que, si @ admet a, pour

métrique. I'élément @, admet a pour symétrique. ‘
T\Tous disons que a, et a sont symétriques pour la loi » dans A.

4 Deux éléments symétriques pour la loi + dans A sont toujours commutables

pour cette loi.

Element régulier.

DEFINITION : On dit qu'un élément a de A est régulier pour la loi » dans
A si et seulement si, pour tout couple (b, ¢) de I'ensemble A?, les éga-
lités : asb=a=+c et b+«a=c+aimpliquent I'égalité : b = c.

Exemples: 1. Quels que soient les entiers naturels 2, b, ¢, les égalités:a+ b=a+ ¢
&t b+ a = ¢ + a impliquent I'égal

Tout élément @ de IN est donc requlivs po wddition dans IN.

2. Pour la multiplication dans IN, | calne © < 6 = 0 x ¢ n'implique pas I'égalité :
b=ec¢.

L'élément O n'est pas régulier pou plication dans IN.

3. Quels que soient les entiers naturels - ot ¢ et fantier non nul a, les égalités:
axb=axc et bxa=c x aiinghyuent I'égalité : b =c¢.

Tout élément non nul de IN est danc réoulier nour fa multiplication dans IN.

Partie stable.

:EFIN_ITlDN : On dit qu’une partie B d’un ensemble A est stable pour
s;!& loi de composition interne * partout définie dans A si et seulement
- Pour tout couple d'éléments de A, on a I'implication :

(_tB et yeB) = (x+yeB).

Elem . v 5 s

: Emes + 1. Considérons I'addition dans I'ensemble IR et le sous-ensemble
(KeR - Four tout couple (x, y) de réels positifs ou nuls nous avon
R ot & YER) — (x+yeR,). -

es .
a: Bntn::"”c Une partie stable pour |'addition dans [R.
€ IR, n'est pas une partie stable pour la soustraction dans [R. En effet,

€15 sont d 4 : . :
Un &lément :: gtTents de R, mais la différence : (3) — (5) = — 2, n'est pas
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2. L'ensemble IR, est une partie stable pour la multiplication dans IR ; l'ensemhla
[R_ n'est pas une partie stable pour la multiplication dans IR.

3. Les ensembles @, Z, IN sont des parties stables de [R pour |'addition et pour
la multiplication dans [R.

Loi induite.

Si B est une partie stable pour une loi de composition interne * partout définie
dans A, la restriction & B < B de la loi  est appelée loi induite sur B parlaloj «, .
La loi induite sur B est donc définie par: fxeB, YyeB, (xy) n—> xxy

En général, nous utiliserons la m&me notation pour désigner la loi définie sur A et I3
loi induite sur B.

Exemples : 1. La loi induite sur Z par I'addition dans R est I'addition dans Z.
Ces deux lois sont notées +.

2. La loi induite sur @ par la soustraction dans [R est la soustraction dans ©. Ces
deux lois sont notées —.

Remarques : 1. La loi induite Sur une partie stable B par une loi + partout définie
dans A est partout définie dans B.

2. Silaloi » dans A est associative, la loi induite gsi 2ecori tiye

3. Silaloi * dans A est commutative, la loi induiie es: ~pren stive,
C'nmp'atihilité d'une loi interne ayee oo . 2:ation
d’équivalence.

Soient A_un BPSEFT:ib[E, * une loi de composition interne partout définie sur Aet R
une relation d'équivalence dans A

Si nous a:u'ons'x Ry, nous notons : x = Vi et nous désignons par z la classe d’'équi-
valence d'un élément a de A

DEFINITION : On dit que Ia loi » dans A e
d’équivalence R dans A sj et seulement sij :

Lorsqu’une loi * est compatible avec une relation d'é
une loi interne dans l'ensemble quotient AR par :

fxeAR, YreAR  (xV) A~ xuy.

38
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3. LOIS DE COMPOSITION. GROUPES

grne ainsi définie est appelée loi quotient de la loi * par la relation

nce :“. .
al, nOUS utiliserons la méme notation pour désigner la loi définie sur A et la

définie sur AlR.

L3 joi IM
" u.
geén

e : Considérons I'ensemble Z et la relation d'équivalence R dans Z
Z&finie par Ry} == Qled, «—y=23K)

vu que I.!E;,nsemble quotient Z[R, noté Z[3Z, est I'ensemble {0, 1, 2}

I'addition dans Z est compatible avec la relation d'équivalénc;e 3{

coient X, X, ¥, y quatre gléments de Z, '

our lesquelsona: X =x et y=y.
deux entiers relatifs k et A

Montrons que

|| existe donc
elsque s X —X = 3k et y—y =3h
Nous en déduisons ]: ( ”

._,'{'-I-}f’:X—X’ y—V - .- _
) — ¢ oy Tl ) + - 1 .

= 3(k + h).
Nous avons donc @ X +y=x'4+Yy. . .
L'addition dans Z est donc compatible g 0 ¥ 2
avec R. Nous pouvons alors définir sur
Z/3Z la loi quotient de I'addition dans Z = _ B
par la relation d'équivalence R. 1 1 2 0
Cette loi quotient est appelée addition dans
Z/3Z et elle est notée +. _
. 2 0 T

La table d’addition dans Z[3Z est doinnse
ci-contre. \

Proprietés d'une loi quoti=

Silaloi + dans A est commutative, i« (o
effet, nous avons :
Xsy=Xky=yxX=Y*X

Silaloi + dans A est associative, la loi quotient

ngs_a\.rnns .

(i) sz= (x37) w2 = ey sz =xxy*2) =X (y+2) =x*{y»2).
Silaloi « dans A admet un élément neutre e, la loi quotient dans A/R admet e pour
€lément neutre.

Eneffet,nous avons : }*E:m=} et E*E=E'Hr=

S. 2 I - -

s;“[‘ '?'Bment a de A admet un symétrique a’ pour la loi = dans

3 Metrique pour la loi quotient dans A/R. En effet, nous avons :
*a=a*aize et -a_d*5=a.l*a=9-

nuotient dans A/R est commutative, En

dans A/R est associative. En effet,

x.
A, 7 admet @' pour

Remarque : En général, la loi quotient dans A/ posséde aussi des propriétés a1e

ne .
Possede pas la loi * dans A.
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3. LOIS DE COMPOSITION. GROUPES

Groupes.

Notion de groupe.

25 DEFINITION : Soient A un ensemble et + une loi interne Partout défin,

26

27

dans A. On dit que A est un groupe pour la loi *, ou encore que (A ,
est un groupe, si et seulement si les trois conditions Suivanteg sont

vérifiées :

1. La loi * est associative;

2. Il existe un élément neutre ¢ pour la loi + :

3. Tout élément a de A admet un symétrique a’' pour la loi «.

Un ensemble A est donc un groupe pour une loi interne * partout définie dang
A si et seulement si les propriétés suivantes sont vérifiées -
1. Y(a b, c) € A3, (@axb)*c=a+(bxc);

2. JeeA  Ya eA, a*e =e*a=a,

3. YaeA JoeA ara=asz=o

Si, de plus, la loi * est Commutative, le groupe (A, ») est dit commutatif ou
abélien.

Exemples : 1. L‘ens_gmble Z est un groupe commuiai’ 20our I'addition dans Z.

2. Un plan vectoriel P est Un groupe pour I'addition des vecteurs. Il est commutatif.
3. .L‘ensemble Q" = Q — {0} est un groupe pouwr i2 :nultiplication des nombres
rationnels. Il est commutatif.

4. L'ensemble IR muni de l'addition dans IR est un groupe; il est commutatif.
(IR, +) est appelé groupe additif des réels. .

5. L'ensemble R* muni de la multiplication dans IR ESTL un groupe; il est commu-
tatif. (R*, .) est appelé groupe multiplicatif des réals non nuls.

§. L'ensemble Z/3Z muni de la loi quotient définje aun® 22, p, 39 est un groupe;
il est commutatif.

7. Nous étudierons au no 24, P. 57, un exemple de groupe non commutatif.

Propriétés d'un groupe,

Il résulte des théorémes no 13, p. 35 &t no 18, p. 36 que dans un groupe (A *)

n‘.ex;ste un .élément neutre unique et que chaque élément a de A admet un symé-
trique &’ unique pour la loj +

- —
THEOREME : Dans un groupe, tout élément est régulier.

——

Considérons un groupe (A, +). Soient 3 b, c trois éléments de A, e I'élémen’
neutre et a' le symétrique de a.

40



28

29

30

31

3. LOIS DE CcOMPOSITION. GROUPES

Nous avons l'implication : (a+b =axc) — (2’ (a3 4b) = 2 (a*c)).

La loi  dans A est associative; nous avons donc :

o x(arh) = (a'"*a) *b et a'x(axc) = (a’ xa) «c.

Le composé &' x a est I'élément neutre e ; nous avons donc les égalités :
(@xa)xb=exb=1b et (a'*a)+c=exc=c.

L'égalité : @b = axc implique donc I'égalité : b = ¢,

On démontre, d'une maniére analogue, I'implication : (brxa = cxa) = (b =c).

Résolution dans un groupe des équations :
axx=5b et xxa=5.

Soient 3 et b deux éléments d'un groupe (A, * ) Nous nous proposons de résoudre
dans A I'équation: axx = b.
Supposons que cette équation admette une solution x, dans A. Désignons par e
I'élément neutre et par a’' le symétrique de a.
Nous avons successivement : a'+ (a*xp) = @' +b;
(@' *xa) *xxg = a’ xb;
exXg=a +i;
Xo = a'~ 6.
Si I'équation : a *x = b admet une solution, nécessairement cette solution est :
a' xb.

Réciproquement, nous avons : a+ (&' *b) = (243} b =2+h=ph,
L'élément 2’ * b est donc |'unique solution d= { éguation : 2+ x = 5.
On démontre, d'une maniére analogue, que !'élément (- st 'unique solution

de I'équation : x+a = b.

Remarque : Sile groupe (A, * ) est commutatif, la solution de I'équation: a *x = b
est aussi la solution de I'équation: x+a = b.
Nous avons en effet I'égalité : a’ b = b a.

Utilisons le résultat précédent pour déterminer le symétrique du composé a + b
de deux éléments a et b d'un groupe (A, +).
Désignons par e I'élément neutre, par &' le symétrique de a et par b’ le symétrique
de b.
Le Symétrique de a « b existe et est unique ; notons-le x.
Nous avons : x (axb) — e, clest-d-dire : (x*a)+b =e.
Nous en déduisons successivement : x+a = e xb’;
X*xa=h;
x=b'+xa"

THEOREME : Dans un groupe (A, +), le symétrique du GOI;I‘lPus‘é a*l‘z
de deux &lgments de A est le composé b’ a' du symétrique b’ de b par
SYmétrique 2’ de 4.

A 4
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Notation additive pour les groupes commutatifs.

Lorsqu’un ensemble A muni d’une loi interne partout définie est un groupe comm,,.
tact'irfsqcette loi interne est généralement notée +. Cette loi interne est alors appelég

ition dans A.
::cz:nmposé de deux éléments x et y de E, noté x + y, est appelé somme de X

et de y. .
L'élément neutre du groupe est noté : Qa. )

Le symétrique d'un élément x de E est noté — x et est appelé opposé |.:|e X,
Avec ces notations, les propriétés de définition d'un groupe commutatif (A, +)
s'écrivent :

1. §xeA YyeA YzeA (x+y)+z=x+ (v +2).

2. Il existe un élément neutre Oa : fx e A, X+ 0a=0a+4+x=x

3. ¥xeA J(— x)eA, X+ (—x) = (— x) + x = Oa.

4. YxeA, HYyeA x+y=y+x

Dans le groupe commutatif (A, +), nous savons que I'équation : a2 + x = b aune
solution unique dans A : (— a) + b, et que I'équation : x + a = b a une solution
unique dans A : b + (— a).

De plus, ces deux solutions sont égales : (—a)+b=0>b+ (- a).

Cette solution unique, commune aux deux équations: a4+ x=5h et x + a=ph,
est appelee différence de b et de a; elle est notée : H — a,

Nous avons : b—a= (—a) + b=p + (— a).

La loi interne dans A qui, 3 tout couple (b, a) de A x 4 s350cie 'élément b — a
de A est appelée soustraction dans le groupe conviutatif (A, +).
Sous-groupe.

"

DEFII\IITII{IN : Soit (A, ) un groupe. On appeiis sous-groupe de (A, «)
toute partie B de A qui est stable pour la ioi « et qui est elle-méme
un groupe pour la loi induite sur B par laloi +,

e

I! résuItP: de la définition que, si B est un SOus-groupe de (A, «), les trois condi-
tions suivantes sont nécessairement vérifiées -

1. B est stable pour |a loi « :
fxeA, VyeA, (xeB et yeB}z-_:-(x*yeB).

2. L’élément neutre e de (A, «) appartient a B :

Par définition, (B, *)’ est un groupe: il posséde donc un élément neutre e'.
Nous avons, en Particulier : ¢ xg' — e'. -

D’autre part, si e est I'élément neutre de (A, *) i

SR ! . +NOUS aVoNs : exp' = o' xe = €
Nous en déduisons I'égalité : ¢ *e' = g xg
Dans le groupe (A, %), tout élément est régulier ;

Nous avons : eeB; un SOus-groupe est donc

42

il en résulte I'égalité : & =&

une partie non vide de A.
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s gymétrique a' dans A d'un élément 5 de B a

o B, x) est un groupe: tout 816 Ppartient 3 B.
par définition, ( ; ment a de B pos
wique @' dans B. Posséde donc un symé-

Nous avons les égalités @ a+a" =a"+g3=¢ — ¢
L'élément a" de B est donc égal au symétrique 2’ de a dans A - & gt
Il en résulte que @’ appartient a B. ' .

cioroquement, nous allons montrer que toute parti ' _
E:rifit les trois conditions : partie B d'un groupe (A, +) qui
1. yxeA VyeA
2. e€B,
3. si x' désigne le symétrique d'un élément x de A :
fxeA (x e B) — (x' € B),
est un sous-groupe de (A, x).

(xeB et yeB) = (x *y € B),

La premiére condition exprime que B est stable pour la loi %

Vérifions alors que B est un groupe pour la loi induite.

La loi » est associative, la loi induite est donc associative,

L'élément neutre e de A appartient & B, pour tout élément a de B, nous avons
donc : a*e = e+a = a, I'élément neu're de la loi induite est donc e.

Le symétrique x' de tout élément x de B appartient 2 B; nous avons donc
fxeB, ]x' € B, XxX = X #X = s

Il en résulte que B est un groupe oo 'a ol induite.

En résumé, nous avons démonte

THEOREME : Soient (A, =) '-._J-;. o, e V' élément neutre de (A x) et X’
le symétrique d’un élément qucicoii. s x e A, Une partie B de A est un
sous-groupe de (A, +) si et seuien oni st les trois conditions suivantes
sont vérifiées :

1. xeA, Yy eA, (xeB et veB) = (x+xyeB)

2. eeB:

3 §xeA  (xeB) => (x' eB).

Exemples de sous-groupes.
Dans tout groupe (A, #), {e} et A sont des sous-groupes de (A, +).

itué entiers
Considérons le groupe (Z,+). Le sous-ensemble de Z constitué par les

'elatifs pairs est un sous-groupe de Z; on le note : 2Z.
N effet, nous avons :

"xez, VveZ,  (xe2Z et YEZZ)=:"(X+VEZZ};
2'0'522;

3 ixez, (xe2Z) — ((— x) € 27Z).
43
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Un plan vectoriel P est un groupe commutatif pour I'addition des vecteurs, Toute
droite vectorielle D du plan P est un sous-groupe de P.

Soit a un réel non nul. Désignons par P I'ensemble des puissances entiéres de a-
P={x|xelR, JneZ, a"=x}

Montrons que P est un sous-groupe du groupe multiplicatif (IR*, ) des réels
non nuls.

Si: x=a".et y= a™ sont deux éléments quelconques de P, nous avons -
Xy=a".am = a"tm

n et m sont des entiers relatifs; n + m est donc un entier relatif; il en résulte I'imy.
plication : {xe [R", fveR", (xeP et yeP) = (xyeP).

P est donc une partie stable de (IR", .).

L'élément neutre de (R",.) est le réel 1. Nous avons I'égalité : a© =
résulte que 1 appartient a P.

Enfin, si : x = a” est un élément de P, son symétrique dans le groupe (R*, . ) est

1: il e

j U
le réel % inverse de x.

1 1 .
SR, Il en résulte que % appartient aP.

puissances entiéres d'un réel a non nul est donc un SOUs-groupe

—

Nous avons :

Xx|—

L'ensemble P de
de (R", .).

wn

Remarques : 1. Si le groupe (A, *) est commutatif, iout sous-groupe de (A, *)
est un groupe commutatif.

2. Si le groupe (A, *) n'est pas commutatif, il existe des sous-groupes de A qui
sont commutatifs et des sous-groupes de A quine soni nas commutatifs, Par exem-
ple : {e} est un sous-groupe commutatif et A est un LOUE-g alupe non commutatif

Lois de composition externe.

Loi de composition externe dans un ensemble.

DEFINITION : Soient Q et A deux ensembles. On appelle loi de compo”

sition externe dans A, & opérateurs dans (, toute application f du produit
cartésien () < A dans A,

Si f est une loi de composition externe dans A dont I'ensemble des opérateurs
est(), nous avons : f :Q;-_c: A—s A YaeQ, YaeA, (z a) ~— (o a).
L'élément /(o, a) de A est appelé le composé de o et de a par f.

En général, ce composé est noté «.a, ou méme oa.

44
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Euﬂmplas: 1+. Soient & =R et fk= P. La multiplication des vecteurs dy
olan vectoriel P par les réels est une l‘i' dicompﬁfjtion externe dans P 3 Opérateurs
PR nous avons < Jue R, YV eF, (5,0) A oy,

considérons un ensemble A muni d'une loi interne

Partout défini
. deux applications de A > A dans A : Mg notée .
LieA. faeA (¢, @) ~—> w*xa;
'ueA. YaeA (e, @8) ~v—> a+*a.

sont deux lois de composition externe dans A 3 opérateurs dans A,

Une loi de composition interne dans A est donc un cas particulier de loj de compo-
sition externe dans A.

Propriétés des lois de composition externe.

Soit f une loi externe dans A, c'est-a-dire une application de Q x A dans A.
Lorsque chacun des ensembles () et A est muni d'une loi interne, la loi externe f
peut présenter, vis-a-vis de ces lois internes, certaines propriétés. Nous introduirons

au chapitre 13 les propriétés les plus importantes lors de I'étude des espaces
vectoriels sur [R.

Partie stable.

DEFINITION : Une partic & - ensemble A est stable pour une loi

externe dans A, notée ., 3 o érsveurs dans (. si et seulement si on a
limplication : VeeQ, {xe=a4, (x € B) = («.x € B).

— e

E—"E'_“_E_IEJ Considérons la loi externe dans IR, 4 opérateurs dans Z, définie par :

L?fSou&ensemble Q" de IR* est une partie stable pour cette loi externe; en
“iet nous avons - feeZ, jxeR* (xeQ') — (x*€ Q).
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EXERCICES ¢ Dans chacun des exercices suivants (n°* 1 a7) on détermipe une |oj
de composition interne dans un ensemble A, notée *, en définissant |,

composé a * b de deux éléments quelconques 2 et b de A, (On Vérifiers
que * est une loi de composition interne).

1° La loi  est-elle partout définie?

20 La loi + est-elle commutative? Si elle ne I'est pas, existe-t-il des &|4.
ments commutables ?

30 La loi  est-elle associative?

40 La loi + admet-elle un élément neutre?

5o Tout élément admet-il un symétrique pour la loi % ? Dans le cas oy |,
réponse est négative, existe-t-il des éléments qui admettent un symétrique ?
§o Existe-t-il des éléments réguliers pour la loi * ?

8 LOIS DE COMPQSITION. GROUPES

1 A=Z; axb=(a—0b)>2

siag< b, axb=a;
sia> b, axh =b.
siag< b, axb=bh;
sia> b, axbh=a.

2 A=IN; j

3 A=IN;

4 A=Z; axb=a+ b+ ab.
Y‘S A=Z,; axb=a+ b — ab.

6 A=0": axh =

> o

7 A=N": axh = ab.

8 On considére I'ensemble : E = (0, 1. 2. 3} muni de la loi de composi-
tion interne, notée *, définie par |
sig4 b 3, axh=a4k:
siga+ bH> 3, axbh=48 - {a- &
1° La loi * est-elle partout définis -
2° La loi + est-elle commutative ?
3° La loi * est-elle associative ?
40 La loi + admet-elle un élément neule /
52 Trouver tous les éléments de E qui admettent un symétrigue pour la loi *.
8¢ Existe-t-il des éléments réguliers pour la loi + ?

3 On considére un ensemble E muni d'une loj L associative et qui posséde

un élément neutre. Démontrer que tout élément de E qui posséde un symé-
trique pour la loi L est régulier pour cette loi.

10 On considére I'ensemble : A = {a, b}.

10_ .D.-:mner la table de toutes les lois de compaosition interne partout
définies que I'on peut construire dans I'ensemble A,

" : : S

2° Parmi les lois précédentes, indiquer celles qui sont commutatives,

cel.les qui sont as.sociatiuas, celles qui admettent un élément neutre, celles
qui conférent & I'ensemble A une structure de groupe

:: Soient (A, *) un groupe, et e I'élément neutre de ce groupe,
Démontrer que, pour tout &lément a dy groupe, les égalités : a x = @

et X+ a = a sont vérifides si et seulement si x est :é al a |

2° Résoudre dans A I'équation : x % x = X. . -
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4. LOIS DE cOMPOSITION GROUPES

tre un groupe commutatil (A, « ), soiant e I'dlémant noutre
ot = un dlément de A, On

détinit dans A la loi de composi
d Lb=gubwnx poston

a lov L contére & l'ensemblo A une structure de groupo.

un ensemble A & deux éléments a ot b Détarminar
« dans A pour laquelle (A, «) est un Qroupe. Congtruirn

la {abli cette low.

W i Lo

14 1 excivice que le n® 13 pour un ensemble A & wois dlédmants
15 Onconsiddre 'ensemblo: E = © - - 121 muni de la loi « définie
par 3 a !' - | + f' + zl'h.

Démontrer que (E. «) est un groupe commutatif,

16 On considére 'ensemble ©@ muni de la loi » délinie par :
aeh=08-+0b+ ab

Démontrer que (©Q — [— 1}, «) est un groupe commutatif,

17 On considére un groupe (A, *). On désigne par x, le symétrique,
dans A, d'un élément x quelconque de A.

Démontrer qu'une partie B non vide de A est un sous-groupe de (A, *)
si el seulement st on a :

YyaecA JoeA, (2€B et beB) = (axb, €B).

18 On considére un groupe (A, *) et un élément a de ce groupe. On
désigne par B 'ensemble des éléments de A qui commutent avec a

1° Dépontrer que, si le groupe (A, *) n'est pas commutatif, I'ensemble
B est une partie non vide de A.

2= Démontrer que B est un sous-groupe de (A, +).

19 On considére un groupe (A, *). On désigne par C I'ensemble des
éléments de A qui commutent avec tout élément de A, '

15 Démontrer que, si le groupe (A, %) nest pas commutatif, I'ensemble
C est une partie propre de A qui est stable pour la lot *. ,

2¢ Démontrer que I'ensemble C est un sous-groupe commutatif de (A, *).

20 On considére I'ensemble A des fonctions affines sur R :
(feh) <—> (JaeR, JbeR, yxeR, /(X = ax + b).

i ition o

On désigne par % la restriction a I'ensemble A X% A de la loi de compostil
i i y = f. .

des applications de IR dans R : fxg=go° S ddfinie.
1 Démontrer que la loi  est une loi de composition interne partout
2¢ La loi * est-elle commutative ? _ i
3% Déterminer tous les éléments commutables de l'ense
45 La loi # admet-elle un élément neutre ?. e
5o Tout élément de A admet-il un symétrique P““?
6° L'ensemble A muni de la loi + est-il un groupe
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1 LONE DE COMPOGRITION GCROUPES
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48

. : o que le ne 20 paur Fensomble A et la 1ol * suivang :
- (Jae R, JreR. YreR f(x)=ax):
( .
L] L
\ce aue I+ n® 20 pour I'ensemble A et la lol » suivams
- [‘_j e IR 1helR 'l; yve R, fix) =8X + b);
| ,".l )
23 Méme ¢ ~ie i \ 0 mirur 'ensemble A ot la lei » Sui\l’ants
o IVICITIE® B2 Ik L . !
(feA) w=> (JaeR 1pelR YxelR J(xj_-ax);
J"‘ii = I + o
24 Démontrer que. podr tout element n de N, I'ensamble nZ défini par :

(xenZ) <==> (JyeZ, x= ny) est un sous-groupe de (Z, +).

25 Soit E un ensemble de quotre éléments a, b, ¢, d.

On considére I'ensemble A des applications P,, P,, P, P4 de E dans E dont
les graphes respectifs sont .

graphe de P, (..f a), (b, b), (c.2). (d D']):

graphe de P : ((a. 0). (b, €). (c, d), (4, ﬂ:‘)i

graphe de P, - ((a. c), (. d). (¢, a). (d, b}).'

graphe de Py : {{a. g}, (b, 2). (c. b), (d. c}).

On désigne par = |a restriction 3 I'ensemble A x A de la loi de composition a
des applications de E dans E. On a par exemple : P,%x P, = P;0P,.
Démantrer que (A, =) esl un groupe.

26 On détermine une loi de compaosition interne dans [R2, notée *, en
définissant ainsi le composé de deux éléments de IR? ;
(. y)*x(x".y) = (xx". xy’' +y).
On considére I'ensemble des points d'un plan P rapporté & un repare dont
les axes m’et ;’E.y ont pour vecteurs unitaires respectifs ?et;.
Soient M, M’, N des points de P dont les coordonnées sont respectivement
(x.y). (x".¥"). (X.Y). On définit dans P une loi de composition interne
notée L par : (M LM =N) <—> X=xx' et Y=uxy' +y)
1= Démontrer que les lois + et L ne sont pas commutatives.
Démontrer qu'elles admettent respectivement pour élément neutre le couple
(1. 0) et le point A de coordonnées (1, 0).
Déterminer I'ensemble des éléments de IR2 et I'ensemble des points de P
qui admettent un symétrique.
2° Démontrer que I'ensemble E des points d'abscisse différente de z€r0
forment un groupe pour la loi L.
j;ssp‘:ilmf::qul;ur:c:int de coordonnées (x,, yo). Déterminer I'ensemble Eo
Montrer que psi Mesm‘f:‘m} s s Ms.
Bt A 51 1k Uu: B:ut iStinet df* A, E; est la droite déterminée par l€s
¥ Hohs I':ﬁsernbp:e d-cm dl'le si Mg est confondu avec A?

'€ des points M qui sont leur propre symétrique.
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OIS pg cow-\osmon anoup“
- Scieat (A I & i
27 + Am 8T0upe com Utatif et 8 SOUs-groupe ¢
est un @ TMant e on déds L g & &
o o # 1gne par Xy son SYMétrique dans A S'I %
dans A une reiatign H par - (e Rp T (a+p € B) s i
Y A T Ué R & 1 ‘ .
. e R gt une relation d'équwaienca
- 3 las les 2 i .
2 . eléments de Ia Classe déqmvalehca d'un élém
e ive M est Compatible avec la |gj 4 o
4° Démons; que la loi qQuotient mynp;
it A/m
s /R d une Structure de 9roupe
28 Soient (A *) un groupe et B yp Sous-
Si x est un élément de A,

On définit dans A, ¢
(2 Rb) «—
(@ R' b) -

1:1-

GuX relations R el R'
(g « b, e B);

== (b, * aeB).
Démaontrer que M et ¢

R" sont des relationg d'équivalence.
20 Caractériser les éléments des classes d'équivalenca madulo R pt modulg
R d'un élément g
3° Démontrer que R et

R' sont compatible

S avec la loi # g et seulement
si B est un Sous-groupe tel que :

Yaea, Vb eB, axbxa, 8B,

4° Montrer alors que R et

R’ sont é
muni de la loi

gales et que I'ensemble Quotient A/R
induite est un groupe

=

29 Soit (A, +) un groupe commutatif. Considérons Iz loj de composition
exierne, notée ., 3 opéra

teurs dans Z, définie par les égalités suivantes :
0.a = OAI
1.a=3;
(—1).a=— a;

si: n> 2 Na=a4+a+...+a;

ntermes
ng —2, n.a= —[(— n).a)].
Démontrer les propriétés suivantes : - 5
1° ya e A, YneZ, VpeZ, (np).a—n_,(:ail‘n-b
2° Ya e A, VbeA, YyneZ, n.{a+b):n.a+p-ai
3° ya €A, YneZ, ipeZ, (n+p)l.a=n.

de (2.
it e I'élément neutre
emble. Soit e I'é e
: n groupe et A un ens . &e .. a opéra

30 SD.It.(ﬂ, *) : ugna loi de composition externe, nmsnnt vérifides :
s déﬁﬂng i e que les deux propriétés suivantes
dans ), On suppos

= 02, J
V(e w) €Q,, YaeA, (wq%ws3).8 = w;.{w2.3
'ﬂ €A, eda = a.

On définit une relation A dans A pata.)
b= w.a).
(@R b) «—— (Jueq, g S
re
Démontrer que R est une

49
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3. LOIS DE COMPOSITION.

EXERCICES

50

GROUPES
nsemble A des nombres réels de la forme m 4 V3

ntiers relatifs quelcongues.
able de IR pour I'addition et Ia mulg

31 On considére I'e
ol m et n sont des €
1o Démontrer que A est une partie st
plication dans R. '
20 Démontrer que (A, 4+) est un groupe commutatif.

30 Démontrer que la multiplication dans A est associative,

4° Démontrer que la multiplication dans A est distributive sur I'addition

dans A.
On dit alors que A muni des lois + et X est un anneau.

32 On considére 'ensemble Z et la relation d'équivalence R dans 7
définie par : (x Ry) === (jkezZ, x—-y= 4 k).

1o Vérifier que R est une relation d’équivalence.

20 Définir 'ensemble gquotient Z |4 Z de Z par .

30 Démontrer que |'addition dans Z est compatible avec fi.

4o Démontrer que (Z /4 Z, +) est un groupe commutatif.

5o Démontrer que la multiplication dans Z est compatible avec R,

6o Démontrer que la loi quotient X dans Z |4 Z est associative et distri-
butive par rapport  la loi quotient +. On dit alors que Z /4 Z est un anneau,

7o Déterminer les éléments a et b de Z /4 Z tels que : axb=0.

33 On considére I'ensemble Z et la relation d'équivalence R dans Z
définie par : (xRy) <> (JkeZ, x—yv= 5 k).

1o Traiter les six premiéres questions de 'exercice précédent,

2¢ Démontrer que |'ensemble des éléments s % 5 Z différent de I'élé-
ment neutre 0 de I'addition, muni de l'op® s« est un groupe.

On dit alors que Z /5 Z est un corps.
3° Démontrer I'équivalence logique :

yiez/5z Ybez/s5Z, (axb=0) <= 1a=0 ou



proprie’=s des applications

Applications injectives.

Injection d'un ensemble dans un ensemble.

DEFINITION : On dit quune application f d’'un ensemble A dans un
ensemble B est injective si et seulement si :

fa; A faze A (f(a1) = f(a;)) —> (a1 = a2).

On dit aussi que f est une injection de A dans B.

Limplication qui définit une injection est logiquement équivalente a l'implication.:
faeA  YaseA,  (ay #* az) —> (f(a) #f(a2)-

Une application f de A dans B est donc une injection si et seulement si. pour tout
couple d'éléments distincts de A, les images dans B de ces éléments sont distinctes.

. injection si et
Il résulte de la définition qu‘une application f de A dans B est unslz m:;c::;ution
seulement si, pour tout élément b de B, I'équation: £ x) = b, aauplus

dans A,
G i ; - x n—> X ,

EFEL"_E[ES-: 1. Considérons [|'application f:IN N. sqaux sont nécessai-
Nous savons que deux entiers naturels dont 1es carrés sonrlt dgns 5
'ement égaux; I'application f est donc une injection de BN ction de Z dans N
Lapplication g. Z — N, x> x? n'est pas une_l:'l; et g(—x) =%
En effet pour tout élément x de Z, nous avons - g(x). -—ctioﬂ dans A; en effet
2 L'application identique dans un ensemble A est une ll")l; (=)
0us avong Ya, e A faz €A (ida(a:) = o |

' b

i |
|

B e




EROPRIETRS OFS APPLICATIONS

, = y . f.‘ e L'
Compesition de deux mjectiens.

i e — s
" e —————— —

: - H Eoa P
"‘I‘;GEOREME Soient A B, U trois ensembles. Si/ est une injection de 4
dans B et si ¢ est une injection de B dans C, alors I"application COMpogg,
g o { est une injection de A dans G

et

- —— p——

STl o : e
Si x. ol x» sont deux éléments de A, désignons par y, et y; leurs IMages respectiyg,

par f. Nous avons ¥i = fix,) ot y; = f(x;)

Les images respectives de x; el x, par g f.sun{ alors :

(gof) (x,) = glf(x))] = gly)). et (gof)lxz) = g[f(xz)] = g(y,).
L'application g est injective, nous avons donc I'implication :

(gly:) = g(y2)) => (v, = ;). c'est-a-dire :

((g=h)(x) = (gof)(x2)) = (F(x)) = F(x2)).

L'application f est injective, nous avons donc l'implication :

(fx) = f(x2)) == (x; = x,)

Des deux derniéres implications, nous déduisons :

((goh(x) = (@of)(x)) = (x; = x3).

L'application g « f composée de l'injection f par l'injection g est donc une injection,

Applications surjectives.

Surjection d'un ensemble sur un ensemble.

DEFINITION : On dit qu’une application f d’un ensemble A dans un

ensemble B est surjective si et seulement si tout élément b de B est I'image
d’au moins un élément a de A, '

On dit aussi que f est une surjection de A sur B.
Une application f de A dans B
elle vérifie la propriéts - VoeB, Jaea, f(a)
Il en résulte qu'une applicatio

seulement si, pour tout élém
solution dans A.

nfde A dans B est une surjection de A sur Bsi®!
ent b de B, I'équation - f(x) = b, a au moins uné

_Exe_rmples :_ 1: Consjdérons, dans un plan P, une direction de droites § et uné
droite D qui n'appartient pas a cette direction. La Projection p du plan P dans

suivant la direction 3 est une surjection. En effet, pour tout point M de D no%®

avons : p(M) = M. Pour tout point M de D, I's : nc 8l
moins une solution dans P, la solution : =='M HiARon e = ok o

62



4. PROPRIgTES DEs

. Lapplication dentique dans un ensemble A eg une surjectj

: y A, nOUs avons - § lon.

" | lg,h}n]ﬂ.nl x e | .I-I l“ & -.L:\I':} IC‘f,\(X) = x. n En effe'l‘ pour

} considérons Ul \! i 10N vide et une relation d'équivale

. de A dans | ensemt . 4 : ‘

prln:allon o de i . isemble quotient AR qui, A tout élém nce R dans A,
1'“!55"" x @sl une surection de A sur Af.'l’., ent xdeA-&ssocie

§ @ 3 classe o eql 4 -

gn effet soit C um., | ass *quivalence de |3 relation R, Nous savo

qon vide Il existe dont du moins un élément x de A tel Qb : xcC ns que C est

nous savons gue limage ¢ (x) de x ar i et s s
pe plus. MO . O ! p. Cest-a-dire | —
lance de I'élément x est C o(x) = C. a classe d equiva-

Cette surjection ¢ est appelée surjection canonique de A sur A/R

image de I'ensemble de départ par une surjection,

THEOREME : Une application / de A dans B est une surjection si et
seulement si I'image de A par / est égale a B.

Nous notons : (f de A dans B est surjective) <—> (f(A) = B).

Démontrons d abord que, si f est une surjection de A sur B, I'image f(A) est égale 2 B.
Si b est un élément de B, il existe au moins un élément a de A tel que b soit égal a
f(a). Tout élément de B appartient donc a f(A); nous avons donc l'inclusion :
Bcf(A).

D'autre part, pour toute application 7, nous avons : f(A)cB.

Il en résulte I'égalite : f(A) = B.

Démontrons alors que, si I'image f(A) est égale & B, I'application f de A dans B
est surjective. )

Si B est égale a f(A), pour tout élément b de B il existe au moins un éléement a
de A dont I'image par f est b. L'application f est donc surjective.

Composition de deux surjections.

———

THEOREME : Soient A, B, C trois ensembles.
de A sur B et si g est une surjection de B sur C, alo
ff_f_ﬁi_“_f est une surjection de A sur C.

Si f est une surjection
rs I"application compo-

ur tout élé-
. montrer que, po :
Pour montrer que g o f est une surjection, NOUS allons g[f(x)] = ¢ aau moins

ment ¢ de C, I'équation: (gof)(x) =¢C c'est-a-dire : .
“"e solution dans A. de C |'équation : gly) =
aaﬂﬁlicatinn g est surjective; pour tout élément c 4 ol
U moins une solution b dans B: g(B) =€ moins une solution @
l‘amlji‘iczmnn f est surjective ; |'équation: Flx) = -
- Ha) = p o {gcf)(a Bt

Noyg ; . c'est-a-dire:

vons alors: g [f(a)] = g(b) = & 53

—_

——
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4L PROPRIETES DES APRLICATIONS

Applications bijectives.

Bijection d'un ensemble sur un ensemble.

= o - —— -

DEFINITION : On dit gu'tne application / d'un ensemble A dans up
ensemble B est bijective si et seulement si elle ast injective et surjective,

On dit aussi que / est une bijection de A sur B

Il résulte des propriétés des injections et des surjections, gqu'une application f de A
dans B est une bijection si et seulement si, pour tout élément b de B, il existe un
élément a de A unique dont |'image par / est b: f(a) = b.

Une application f de A dans B est donc une bijection si et seulement si, pour tout
élément b de B, I'équation: f7(x) = b a une solution et une seule dans A.

Exemples : 1. L'application f : IN" — IN, x n—» x — 1 est une bijection

de IN* sur IN. En effet, pour tout élément n de IN, I'équation x — 1 =n a une
solution et une seule dans N* ;. x=n + 1.

2. L'application identique dans un ensemble A, /da, est injective et surjective.
C'est donc une bijection de A sur A.

Composition de deux bijections.

THEOREME : Soient A, B, C trois ensembles. Si f est une bijection de

A sur B et si g est une bijection de B sur C, alors I'application composée
g o f est une bijection de A sur C.

Si f et g sont bijectives, f et g sont injectives et surjectives. Il en résulte que 'appli-

cation composée g o f est injective et surjective (n° 4, p. 52 et n° 8, p. 53); c'est
donc une bijection de A sur C.

Bijection réciproque d'une hijection.

Soit f une bijection de A sur B. Considérons |a relation R de B vers A définie par :
foeB, YaeA  (biRa) =< (b= f(a)).

Le graphe G de cette relation ‘i est le sous-ensemble de B % A constitué par les
couples (b, a) pour lesquels on a: b€ B, aceA, b = f{a).

Pour tout élément b de B, I'équation : f(x) = b a une solution unique dans A. Il en

résulte que, pour tout élément b de B, il existe un couple et un seul de G dont la
premiére coordonnée est b.

G est donc le graphe d'une application g de B dans A. L'image g(b) d'un élément b
de B par g est l'unique élément a de A tel que : f(a) = b.

b4
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4. PROPRIETES p
- donc l'equivalence logique s
vheB a = v
yoe sotte équixfalencg(;b))' s
_ ~a e logique que, pour t
A out élement a de A, I
. I'éguation -

i ¥E-
i wur solution unique dans B I'élé
gi m —1 & 2
~tion de B sur A. ent y = 7(a). L'application g est

N

dom

—CoREME ET DEFINITION

TH : Si f est une bijecti

relation de B vers A définie par : uection de 4 sur B, i
yo ek Vaeh. (bR a) <> (b =f(a)). est une bijection de B sur A.
Cette bijection est appelée bijection réciproque de la bijection /
——— 3

La bijection reciprogue de f est notée : f .
Si f est une bijection de A sur B, nous avons l'équivalence logique:

yheB,  (f(a) =b) <> (a = f1(b)).

ya € A
Exemples : 1 Soient un réel « et l'applicationf: R — R, a ~—> 2 + z
L'application # est une bijection de R sur R.
La bijection réciprogue f-1 est définie par : ! R—R br>b—u=n
2. Considérons un réel 5 non nul et I"application g : R —» R, a~ > Za
L'application g est une bijection de R sur R. b

-1: R — R, b —7

La bijection réciproque g ' est définie par : g

Propriété caractéristique d'une bijection.

ement

de A dans B est bijective si et seul

THEOREME : Une application /
B dans A telle que :

s'il existe une application ¢ de
g:f=ids et fog = ids.

A sur B. Soit f-1 la bijection réciproque

1. Supposons que £ est une bijection de
def Nous avons : facA  YfboeB (a=f"(b)) e (b:f(a]}.
Nous en déduisons :
VEEA' F= o f) (a} = f! [f{a)] = f~1 {b} =4a= J'dﬁfﬂ);
{beB, (for-1)(b) = £[f~" (B)] = fla) = b =ide(B)
f-1of=ida et fof™ ' = ids.

No
us avons donc les égalités :

L'applicas B ,
pplication : g = £, satisfait donc aux conditions de I'énonce.

n gdeB dans A telle qué :

bijection de A sur B
ns limplication :

2. Dé

g feﬁm?n"ons que, s'il existe une applicatio

F"tlur? ida et fog = ids, alors f est uneé
out couple (a,, a,) d'éléments de A, nous avo

Ve = fla;)) — (g[f(a))] = g[f(a2)])-

b5
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D'autre part, nous avons

gifia,)] = (g~ fay) = ida(a,) = ay:

ﬁ?l?‘(”’z?] = (g~ f)(az) = 1dala;) = a;

Nous en déduisons |'implication .

Ya, €A, ¥a.eA, (7(ay) = f(a3)) => (a, = a,)

L application 7 est donc injective,

Pour tout élément & de B. nous avons : b = ida(h) = (fo g)(b) = f[g(b)],
L'image g(b) estun élémentde A, posons: a = g(b); nous avons: b= f(a),
L'application f est donc surjective.

Nous savons déja qu'elle est injective : elle est donc bijective.

ﬁt_a_marque_: Appliquons le théoréme précédent a I'application g nous avons -
fog=1ids et gof=ida Lapplication g est donc bijective.

THEOREME : Si / est une bijection de A sur B, la bijection réciproque

f~' de f est I'unique application g pour laquelle on a les égalités :
gof=ids et fog=ids.

En_effet, de I'égalité: ¢ - f = ida, par exemple, nous déduisons successivement:
(gof)of~' =jdacf:

go(fof~1) =f-1:

gofds =f-1;

g=/f1

Appliguons le théoréme précédent & la bijection f—'
fof~'=jdg et f~'of=ida

La bijection réciproque de - est donc |a bijection f :  (f~1)-1 = ¢,

. Nous avons les égalités :

Groupe des permutations d'un ensemble.

Permutation d'un ensemble.

DEFINITION : O - : e
SpnEne n appelle permutation d'un ensemble A toute bijection

—

L'ensemble des permutations d'un ensemble A est noté B(A, A). C'est un sous-

ensemble de F (A, A).
Exemples : 1. La bijection f : IR —, R,
de IR.

2. Pour tout ensemble A, la bijection id est une permutation de A.

X 7> x 4+ 1 est une permutation

o
JD



4. mmrm!rll Des APH!CAHON:

sroupe des permutations d'un ensemble.

Loi de composition interne dans h(A, A).
0

gifetg sont GRUK K g de B(A, A); I"application COmposée g o f est une bijec-
jonde Asut A g - 7€ B(A A)
Lensemhle -'i‘s[ A A) est donc

une partie stable de Fensemble 5 (A. A) muni de la
ol -

La loi induite sur (A A) est définie par :
yie B(A A Jge DA A), (. 9) gl
Cente loi de compositian interne dans (A, A) est partout définie.

Propriétés de la loi - dans (A, A).

19 Quelles que soient les permutations /. g. h de A, nous avons (n® 29, p. 19)
holgof)=(hog)of

La loi © dans {B(A. A) est donc associative.

20 Pour toute permutation £ de A. nous avons . fojda=idaof =f

En effet, pour tout élément 3 de A. nous avons les égalités :

(Foida) (a) = flida(a)] = f(a);

Vda=1)(a) = idi[f(a)] = f(a).

Lapplication ida est donc I'élément neutre de la loi o dans $(A, A).
3|

Pour toute permutation f
=1

=1 de A sur A pour lag
haque &g

DA,

de A, nous savons (n° 13, p. 55) qu'il existe une bijection
uelleona : fof-1=f"10f=jda

ment f de B(A, A) admet donc un symétrique pour la loi o dans
A); ce Symeétrique est la bijection ' réciproque de f.

I résulte ge

Yot S lrois propriétés précédentes que l'ensemble J(A, A) est un groupe
ur a !,n'l

o,

n"““""“e importante.

En g5 |
- i { : mmutatif.
Par exeé: I'l & groupe des permutations d'un ensemble n'est pas co
Ple |

Ujecy € groupe M(IR, R) n'est pas commutatif. Considérons les deux

e tﬁnsfelgde R dans R -

TR T rg X o 2x:

“ap D ' X r—» x — 1. B

Lan?}:’ital'_ﬁn 9 = f est définie par . gof : R — R, X ro—» 2X _1;”
Dplicay e par : fog :

ONs g f et fo g ne sont pas égales.

b7
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d. PROPRIETES DES APPLICATIONX

Homomorphismes. lsomorpiismes.

Etude d'un exemple.

Considérons le groupe (£, 4 ) et le groupe (P les puissances entiéres d'un rée|
non nul @ (n® 40, p. 44). Soit ¢ Vapplication de Z dans P définie par -
o Z —> P, 0 pn)=a

Soient n et /mn deux éléments de Z . leur composé, dans le groupe (Z, +), est:

n 4 m
Nous avons les égalités : 4 (n) = a”, wim) = am, wln + m) = antm,
Nous en déduisons I'égalite © 5 (n + m) = 4 (n) . (m)

L'image par ¢ du composé n + m de n et m dans le groupe (Z, + ) est le composé
2(n) .o (m), de I'image de n par 3 et de I'image de m par w, dans le groupe (P, ,).

Pour traduire cette propriété, nous disons que - est un homomorphisme du groupe
(Z. +) dans le groupe (P, .).

Homomorphisme.

D’une maniére générale, nous donnons la définition :

DEFINITION : Soient A un ensemble muni d'une loi interne, notée +, et B

un ensemble muni d'une loi interne, notée L. On dit qu’une application o
de A dans B est un homomorphisme si et seulement si :

UxeA YyeA olxsy)=a(x) L ay).

On dit aussi que =+ est un homomorphisme de (A, *) dans (B, L),

Exemple : Soit A un ensemble muni d'une loi de composition interne, notée =+,
compatible avec une relation d'équivalence dans A (n° 22, p. 38).

La surjection canonique v de A dans A/R définie par :

o A — AR, X n—» w(x) = x,

est un homomorphisme de A muni de la loj « dans A/R muni de la loi quotient.
En effet, nous avons, par définition de la loi quotient :

X* Yy =Xuxy, c’est-a-dire : o (x) xp(y) = p(x*y).

Isomorphisme.

DEFINITION : Soient A un ensemble mu

B un ensemble muni d’une loi interne, notée 1. On dit qu‘une application ¢
de A dans B est un isomorphisme si et seu

L 4 fement si ¢ est un homo-
morphisme bijectif de (A, +) sur (B, 4).

ni d’une loi interne, notée », et

—

b8



4. PROPRIETES DES aPpiica Tions

."; -] 1 j_‘.‘! a
Elg_mplg r ! I rjl de 0, de 1 ot do — 1. Nous allons montrer que
(homomorphis dans (P, ) construit au n° 24, p. 58, est un is
morphisme Nous o ot cela, démontrer que ¥ @8t une bijection 'de Z g ?-"l
Par définttion T, NOUs savons que < asg SUfiBCtiVB o
Considerons -:1-_-. s relatifs m BL N pour lesquels on g - P(n) = o (m)
cest-a-dire 3 d Jus en déduisons legalite : a7-» — 1 y -
Le reel a est different de Je 1 etde — 1l en résulte I'egalité - 5 — m= 0
cest-a-dire 1 n = '
L'application ¢ est donc injective
L'homumﬂfp*1'5f“e d¢ &£, +) dans (P, .) est injectif et surjectif; il est donc
bijectif.

Cest un isomorphisme de (Z. +) sur (P, .). Pour traduire I'existence de I'isomor-
phisme 2 de (Z, +) sur (P. ). on dit que le groupe (Z, +) est isomorphe au
groupe (P. .).

EXERC'CES 1 On considére un ensemble E et I'application f de T¢ dans ¢ définie par :

F: U‘E —_— 3‘E, A N—» cE A
Injections. 1° Démontrer que f est une bijection sur .
Surjections. 2¢ Déterminer la bijection réciproque 7.

Bijections.
2 On considére I'ensemble : E = {a, b, ¢} et I'application f de J'e dans g
definie par : F: 4y —» U, A n— AU el
1e Déterminer le graphe de cette application.
2° L'application f est-elle injective ?
3° L'application f est-elle surjective ?

3 On considére I'ensemble : E = {a, b} et I'ensemble : F = {a, b, c}.
Soit I'application f de Jg dans U'g définie par :

i —» T, A n— AU {c}

1@ Déterminer le graphe de cette application.

20 L'application f est-elle injective ?

3¢ L'application f est-elle surjective ?
4° Quelle est la partie de I'ensemble &'z dont les éléments ne sont pas

les images par f d'éléments de JE?

4 On considére une surjection f d'un ensemble A sur un ensemble B &
n €léments, et la relation Mt dans A définie par :

(a R b) <==> (f(a) =1(b)).

Démontrer que R est une relation d'équivalence et déterminer le nombre de
classes d'équivalence pour la relation M.
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PPLICATIONS

s e IR® dant 2 daterminda par | f[,tj - 1

§ On considere [‘application | )
1 ant hljectivo
10 Démontrer que cutte applicaton &3 ;
é" Quelle est la bijgetion réciprogue [
ans IR détarminge par -
& On cnnsldémI'.1[1mir.,'|r;r.-n ¢ de IR dans IR detarmingt ¥ (@) =2a 413
el at B '-I__II'JI:
1o Démontrer que cello application r- |
20 Quelle est la bijection réciproqus f
roupe (A, &) et on désigne par & "l symétrique

7 On considére un o
de I'élément a pour la lol & .
Soit / I'application de A dans A . a /o> @
16 Démonlirer que f est une bijection sur A.

26 Quelle est la bijection réciproque [ 17

A, *) non commutatif
couple (a, b) d'éléments de A, les applica
gy + X fr—> x* b sant

8 On considére un groupe (
1e Démontrer que, pour loul
tions dans A définias par f, @ X /A—» akX el
des bijections.

20 Déterminer les bijections réciproques ! 77 et gi'
30 Déterminer les bijections composées goofee  feogs, f'ogs',
gitofyt, frvoge gsofi'. ga'coh fhogi'.

49 Déterminer les bijections f, et g, qui sont commutables.

9 Soient trois ensembles A, B, C, une bijection fde A sur B et une bijection g
de B sur C.
On désigne par b la bijection de A sur C définie par : h = gof.
Démontrer que la bijection réciprogue de A est f~'og ™.
Application : Soient « et [} deux réels non nuls et les bijections et g sur R
définiespar: f: R —» R, a8 —e xad;

g:R— R, an— pa
12 Déterminer les bijections h = gof et k = fog.
2° Déterminer les bijections réciproques A~' et k1,

10 On considére trois applications £, g, & d’'un ensemble E dans E.
Démontrer que I'égalité : fog = foh implique I'égalité : g =h si et
seulement si / est une application injective.

:;: On considére trois applications £, g, h d’un ensemble E dans E.
nl-mntrer que ['égalité : gof= hof implique I'égalité : g =h si et
seulement si f est une application surjective.

12 .Soient A, B, C trois ensembles, f u
application de B dans C. On pose :
12 Démontrer que si A est
2° Démontrer que si 4 est
3° Démontrer que si
4° Démontrer que si

ne application de A dans B, g une

h=gof,

injective, alors f est injective.

‘Slfria{::tive. alors g est surjective.

i :5: injective et f surjective, alors g est injective.
(Bst surjective et g injective, alors f est su rjective.



Homo-
morphismes.
Iso-
morphismes

f une application d’'un anp
nwer que £ ast une in
v B dang A telle que -

er que / est une sSurpection

e B dans A telle que : f.

Misidére quatre ensembles A B
ans B g une application de B dans
jue si gof et ho

C. D. Soient s une application

C. hune application de €
L f dans D.
g sont des bijections, f. g et h sont des bijec-

t5 Un considére trois ensembles A, B, C. Soien
ns B, g une application de
1° Démontrer que si

t 7 une application de A
B dans C, / une application de C dans A.
hogof et gofoh sont des Injections et si fohog
est une surjection, alors £, g et A sont des bijections.

Démontrer que si hogof et gofoh sont des surjections et si fohog
est une injection, alors 7, g et A sont des bijections.

16 On considére une surjection d'un ensemble A sur un ensemble B et la
relation R dans A définiepar: (a R b) <—> (f(a) = f(b)).

17 Montrer que R est une relation d'équivalence.

2° On désigne par E I'ensemble quotient A/ et par ¢ la surjection canoni-
que de A sur E. Montrer qu'il existe une bijection ¢ de E sur B telle que :
f=yog

17 Soient A un ensemble muni d’'une loi notée x, B un ensemble muni
d’'une loi notée L, et ¢ un homomorphisme de (A, ») dans (B, L). Démon-
trer que ¢ (A) est une partie stable de B.

18 Soient A un snsemble muni d'une loi notée », B un ensemble muni
d'une loi notée L et 3 un homomorphisme de (A, x) dans (8,1).
On considére la relation AR définie sur A par :

(3, Ra)) <—> (3(a) =2(a2)). | |
Démontrer que # est une relation d'équivalence compatible avec la loi *.

(A, = ). Soita un élément de A; on désigne par &, le

19 Soit un groupe A dans A définie par :

symétrique de 2. On considére I'application ¢ de

X No—» 3 % X % 34.

Démontrer que @ est un isomorphisme de (A, w) sur (A, *).

oi notée *, B un ensemble muni

; ble muni d’une |
20 Soient A un ensem d'une loi notée T.

d’une loi notée L, C un ensemble muni B . L1 Eaiheme-
On considére un homomorphisme @ de (A, *) r;? ? e i G
morphisme ¢ de (B, L) dans (C. T). Démontrer qué ¥
rphi ¥ "
morphisme de (A, +) dans (C, T). :
. f le
muni d'une loi *. On considére |'ensemb

21 Soit A, un ensemble

des isomorphismes de (A, *) sur ;:d: };mupa B(A, A) des permutations
Démontrer que E est un sous-grou
de A.
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APPALICATIONS

72 Wi i uee A e ) ol un ensemble B muni d'une loi
Sail = uin wrphisron e (A, ) dans (B, _LJ
1+ Démoniser que piAY B85 une partle stable de B,

2t Dmonier gue

S(AY, munl de ia 1o induite par L, est un groupe_ En
déduire que. 81 5 ost un izomorphisme, 'ensemble (B, 1) est nécessaire.
ment un gloupea.

3° Sait € un sous-groupe du groupe (g(A). J.), On désigne par A, I3
partie de A : A, = |o | p(a) € C} Démontrer que A, est un SOUS-groupg
de A

4° On suppose que (B, L) est un groupe. On désigne par e I'élémem
neutre de A et par &' I'élément neutre de B.
Montrer que la partie Nde A =~ N = |a | g(a) =
de A

50 Soit b un dlément de (A), résoudre I'dquation : o(x) = b.
6° Montrer gue 4 est injective si et seulement si : N = {e|.

e’} est un sous-groupe

23 On considére un groupe (A, #) el une bijection de A sur un ensembla B.
Si b et &' sont deux éléments quelconques de B, on désigne par a et 3’ les
éléments de A pour lesquelson a: f(a) =b et f(a') =5

Soit L laloidans B défimepar: b L b =Fflaxa) wu

12 Démontrer que (B, L) est un groupe.

2° Démontrer que f est un isomorphisme de (A, +) sur (B, L),
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Ensemble des parties
d'un ensemble

Définition de I'ensemble des parties d'un ensemble.

DEFINITION : On appelle ensemble des parties d'un ensemble E I’

ensem-
ble Je dont les éléments sont les parties de I'ensemble E.

Nous avons donc I'égalité : e = {X | XCE).
Si A est une partie de E, nous avans ['équivalence logigue :
(ACE) === (A e T¢).

En particulier, si @ désigne ur ~'¢inant de E, nous avons les équivalences logiques :
(2€E) == ({a}CE) =—» (s} = %%).

Remarques : 1. Pour tout ersemble E, nous avons : @ cE et EcE.

Nous en déduisons, pour tout = 2emble E @ & efe et Eede

2. Si E est I'ensemble vide, 7: =i ie singleton {&}.

(E=g) — (0 = {&)).

3. Si Eest le singleton {a}, ¥ esr iz partie : {@, E.
(E={a}) — (Fc = {@, E}).

Opération intersection dans JE.

Nous avons rappelé au début de ce livre, la définition de l'intersection de deux
fNsembles Aet B: ANB = x| xe A et xeBlL

lles ensembles A et B sont des parties d’'un ensemble E, tout élément x de I'ensemble
AnB appartient a I'ensemble E; I'ensemble AN B est donc inclus dans E.

°US notons : (AcCE et BcE) —> (ANBCE). 1

OUs en déduisons limplication : (Aede et Bele) — ‘(A‘I"I B e JE). I

“Ouple (A, B) appartient au produit cartésien Te>< Je; si, & chaque cou!:;_e

. =) Nous associons |'ensemble AN B qui appartient a I'ensemble ﬂ'e._ nous défi-
ssons une application de T X 7t dans I'g, c'est-a-dire une loi de cumpos_ttlon mte;l‘wf
&ns . Cette |oj de composition interne est appelée opération intersection dans e

® st partout définie.
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5. ENSEMBLE DES PARTIES 0D'UN ENSEMBLE
Proprictés de l'opération intersection,

4 Pour deux ensembles quelcongques A et B, nous avons établi "égalite :
= A. : .
g_l"::; ensBeTnh!es A et B sont deux éléments quelconques de I'ens
[

Emble tj.E. "
avons donc : |f(A. B) edexUe: ANB = BnA.

THEOREME : L'opération intersection dans It est une loj c;nm

5 Pour trois ensembles quelconques A, B, C, nous avons établi Iégalite -
(AnB)nC =An(BnC). o |
Si les ensembles A, B, C sont trois éléments quelconques de I'ensemble Te, nous
avons donc : {(A. B, C) edexueXx e, (ANB)NC = An (BnC).

1 [ - L —
THEOREME : L'opération intersection dans 9: est une loi associative,

——

6 Pour toute partie A de I'ensemble E, nous avons les égalités : ANE = EnA- A

THEOREME : L'ensemble E est I'élément neutre

Pour l'opération inter-
section dans .

7 Nous avons I'égalité : ENE = E.

THEOREME : L'ensemble E est son

Propre symétrique pour |'opération
intersection dans V.

Soit une partie A de I'ensemble E disti
Ou une partie propre de E.
Il existe au moins un elém
Pour toute partie A’ de E,
L'ensemble An A’ est di

de A pour I'opération int

ncte de E; cet ensemble A est la partie vide

ent x de E qui n'appartient pas a A. )
nous avons l'implication - (xzA) — (x# Anﬁ't | ue
stinct de E: aucun élément A’ de J& n'est le symelnd
ersection dans . s
THEOREME : Aucun élém ' di '
pour l'opération intersect;

on dans .

Operation réunion dans ;.

9 Nous avons rappelé au début de celj
blesAetB: AUB = {x|xecA

64
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5. ENSEMBLE DEs PARTIES D'UN ENSEMBLE

Siles ensembles A et B sont des‘p?rties d’'un ensemble E, tout élément x de I'ensemble
Ay B appartient a I'ensemble E; I'ensemble AUB est donc inclus dans E.

Nous notons :  (ACE et BCE) — (AuBcE).

Nous en déduisons limplication : (Aef: et Beff) —» (AUB e Te).

Le couple (A, B}'appa’t'em au PdeU]t cartésien Je X if¢ ; si, & chaque couple (A, B),
nous associons |E”5Fmblf3 AUB qu appartient a |'ensemble 4, nous définissons
une application de JeX Ye dans g, c'est-a-dire une loi de composition interne

dans e. Cete lol 06 composition interne est appelée opération réunion dans ¢ ;
olle est partout définie.

Proprictés de l'opération réunion.

pour deux ensembles quelconques A et B, nous avons établi I'égalité :

AUB = BUA.

Si les ensembles A et B sont deux éléments quelconques de I'ensemble ¢, nous
avons donc : Y(A, B) e Jexx T, AUB = BUA.

THEOREME : L'opération réunion dans i/t est une loi commutative.

Pour trois ensembles quelconques A, B, C, nous avons établi I'égalité :

(AUB)UC = Au (BuUC).

Siles ensembles A, B, C sont trois parties quelconques de I'ensemble E, nous avons
donc : Y(A, B, C)edexdexTg (AUB)UC = AU (BUC).

THEOREME : L'opération réunion dans J¢ est une loi associative.

Pourtoute partie A de I'ensemble E, nous avons les égalités : AU @ = FUA = A

e

THEDREME : L'ensemble vide est I'élément neutre pour |‘opération
Féunion dans .,
‘-.-_-__‘__

Nous avons I'sgalité - n.
L it égalité: guE = 4.

I::EOREME : L'ensemble vide est son propre symétrique pour I"'opéra-
N réun; -
._______'f_'ff_lltf_n dans .

pﬂﬂr‘ige Partie non vide A de I'ensemble E; cet ensemble A a au moinés un F;:If:ment X,
.ense,-:;e partie A’ de E, la réunion AUA’ comprend ai:l rnoms'cet Ffli' rrn:ar;t IE; e
igug ¢ 'e AUA" n'est pas I'ensemble vide ; aucun élément A" de e nme

€ A pour I'opération réunion dans J&.

THEaR : .
: . met
de SQREME : Aucun élément de ¢ distinct de | ensemble vide n’'ad

\f':ih'ijue pour |'opération réunion dans U
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' EMBLE
NSEMBLE DES PARTIES DUN ENS
& Fi

| (6 de |'epération intersection
histrihutivite Cu ]
= HON

: j rauni
sur l'operation feun

THEOREME - L'opération intersection dans J¢ est di't'ib“ﬂm?
15 TH i

-

ration réunion dans ‘L.

-

i A B. C sont trois parties de I'ensemble E, nous allﬂgs cfmonérer o m
An(BUC) = (AnB)U(ANC);  (BUC)NA Tat'i:vef?il E)‘-LllJffEt dn >
L'opération intersection dans /¢ est une !m CDmT'll'!Ué ' SN, aur ?
trer le théoréme, de démontrer la premiere éga ”, ' ble: (AR
Designons par F lensemble An (BUC) et par G I'ensemble (AnB) y (Anc).

émnn,

16 Demontrons d'abord que l'ensemble F est inct?:s dans I'EI'IsambIe. G.
Si x appartient & l'ensemble F. alors x appartient & A et appartient 3 Buc -
(x€F) —=> (xeA e xeBUC), ou encore :
(xeF) —> (xeA et (xeB ou xeC)).

Deux cas seulement sont possibles :

o~ v

1. Sixappartient 3 B. nous avons (xeA et xeB) = (xe ANB).

2 Sianappartient pas a B nous avons successivement les implications

((xeB ou xe(C) et x #B) > (xe C);

(xeA et xeC) =—> (xe ANC)

Tout élement x de F appartient donc A AN B ou & ANC,doncagG :
(xeF) — (x€G)

L'ensemble F est inclus dans lensemble G : FcG.

17 Démontrons. ensuite que l'ensemble G est inclus dans I'ensemble F.

Si y appartient 3 G. alors Yy appartient a AN B ou appartient 3 ANnC :
(yeG) = (ye AnB ou y € AnC).
Deux cas seulement sont possibles :

1. Siyappartienta An B. nous avons le
(VEAHB)————-,»(:VEA et yeB);
(veA et VEB) = (ye A et
(veA et yeBUC) —»

s implications successives :

ye BUC):

(yeAn (BuC)).

2. Siy n'appartient Pas a AN B, nous avons l'implication -
((reAnB oy YyeAnC) et y#ANB) — (ve AnC)
On en déduit successi + LOmme précédement - -
(veA et )

yeC)puis: (yeA et yeBUC), puis: (yeAn(BuC).

Bans les deux €as, tout élément y de G appartient a AN (BUC), c'est-a-direa F.
ensemble G est inglys dans I'ensemble F - GcF

Des deux inclusions -

66

FcGetGe F. nous déduisons I'égalité : G = F.
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5. ENSEMBLE DES PARTIES D°UN ENSEMBLE
pistributivité de I'opération réunion
syr |‘opération intersection.

THEORE ME : L'opération réunion dans i; est distributive sur I’

intersection dans JE. opération

E':i-f:: B, C sont trois parties de I'ensemble E, nous allons démontrer | ités :
Au(BnC) = (AuB)Nn(AuC); ret les égalités :
(BnC)UA = (BUA)N (CUA).

Lgpération féumop dans e est une loi commutative : il suffit donc, pour démontrer
le théoréme, de démontrer la premiére égalité.

Désignons par H I'ensemble AU (BN C) et par K I'ensemble (AUB) N (AUC).
Démontrons d'abord que I'ensemble H est inclus dans K,

Si x appartient a I'ensemble H, alors x appartient 3 A ou appartient 3a BNC :
(xe H) => (xe A ou xeBnC).

Deux cas seulement sont possibles :

1. Si x appartient 3 A, nous avons les implications successives :
(xe A) =—> (xe AUB et xeAUC);
(xe AUB et xe AUC) = (xe (AUB)N (AuC)).

2. Si x n'appartient pas a A, nous avons les implications successives :
(xeH et xZA) => (xeBNC);

(xe BNC) => (xeB et xeC);

(xeB et xeC) —> (xe AUB et xe AUC).

(xe AUB et xe AUC) —> (xe (AUB)N (AUC)).

Dans les deux cas, tout élément x de H appartienta (AUB) N (AUC), c'est-a-direaK.
L'ensemble H est inclus dans I'ensemble K : HcK.

Démontrons ensuite que I'ensemble K est inclus dans I'ensemble H ‘ _
Siy appartient a I'ensemble K, alors y appartient a AU B et appartient a AUC :

(yeK) —> (ye AUB et yeAUCQ).

Deux cas seulement sont possibles :

1. Si y appartient & A, nous avons I'implication : (Y € A) = (ye Au(BNC)).

2. Siy n'appartient pas a A, nous avons les implications success-wes :

(yeAUB et yeAUC et yeA) —> (yeB ¢ yeC);

(yeB et yeC) = (re BNC):

(yeBAC) —> (ye (BNC)UA). | o
Dans les deux, cas tout élément y de K appartient 2 AU (BNC), c est-a-dire a H.
L'ensemble K ;.ast inclus dans I'ensemble H : KcH.

HcK et KcH, nous déduisons I'égalité : H =K

Des inclusions :

6/
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Parties complémentaires.

Complémentaire d une partie d'un ensemble.

I

; ble E appelé référentie| et
ON : Soient un enserfl r
:EIZI":JT: appelle complémentaire de A ({ans E I'ensemb)

dzs éléments de E qui n‘appartiennent pas a A,

}
Mlie 4
'€ lea,

= {x |xeE et x&A} e ————
ous notons : [cA = |x|xE€ ' |
gi l?ensembie A est la partie pleine de E, le complémentaire de A dang East i
ble vide : [cE= Z. ' |
Si I'ensemble A est la partie vide de E, le complémentaire de A dans E est ense
bleE: (& =E.

Une Pa
e, no

Remarque : Tout élément x de E appartient 2 A ou 3 [eA: x ne
lafoisa AetafcA. o ‘

Les ensembles A et [t A sont disjoints et leur réunion est | ensemble E -
Anf:A=2; AuUfcA=E.

Peut apparten; ;

Complémentaire d'un complémentaire.

Soit A’ le complémentaire dans E d'une partie A de E: A’ = [:A.
Pour tout élément x de A, nous avons les équivalences logiques :
(x€A) <—> (xeE et X#2A) <= (xeleA).

Nous en déduisons égalité : (eA" = A, ou encore Le(feA) = A

THEOREME : Le complémentaire dans E de [£A est I'ensemble A.

Nous disons alors que les ensembles A et (e A sont complémentaires dans E.

Il résulte de ce qui précéde les deux propriétés suivantes -

1'. Deux ensembles €gaux ont le méme complémentaire dans un référen-
tiel donné.

2. Si deux ensemble

-~ 4 'el
S ont le méme complémentaire dans un référent!
donné, ces deux ensembles sont €gaux.

—

B_al:n_qr_q_yg: Considérons I"application fdans F =
fF_‘_+F. A-”I—'PBEA
De I'égalite - Ce(fe A) =

A. nous déduisons I'éqalits - fof=id
Dans I'ensemble F(F, F) de ey egalite : fo f = idr. opr®
F . P = ‘ S a h d W . " l son p
symétrique PPlications dans F, I'application f es

JE définie par :
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ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEMBLE

complementaire de l'intersection de deux parties

—EOREME : Pour deux parti
TH 2 parties quel S -
25 ona Iregalité . GE {An B) = (EEA) U-q(c: g;l.nmms A etB d un référentiel E'

—

pémontrons d'abord que I'ensemble be(AN B) est inclus d
Si x est un élément de [ (AN B), nous avons I'implicatitnlasn .ans H A1 e B

(xel:(ANB)) —> (xeE et x»AnNB).

Deux cas seulement sont possibles :

1. Sixn'appartientpasa A, alorsnousavons : (xeE et xg A) = (x € [eA)

2. Si x appartient @ A, et si x appartenait a B, il appartiendrait 2 ANB; donc si
x appartient 2 A, il n'appartient pas 2 B. '
Nousavons : (x€E et x#& B) == (xe[eB).

Dans les deux cas, tout élément x de (e (AN B) appartient 2 ([¢A) U ([eB).

Nous avons démontré linclusion : [e(AnB)c ([eA) U ([eB). (1)

> Démontrons ensuite que l'ensemble ([eA)U ([eB) est inclus dans (e(AnB).
Si y est un élément de ([ A) U ([e B), nous avons I'implication :
(ye ([eA)U ([eB)) = (yeleA ou ye(eB).

Deux cas seulement sont possibles :
1. Siy appartient a (e A, nous avons : y & A; nous en déduisons : y & AnB.

2. Si y n'appartient pas a [e A, il appartient nécessairement e B.

Nous avons alors : y & B; nous en déduisons : y & AnB.

Dans les deux cas, tout élément y de ([eA)U ((eB) est un élément de E qui
n‘appartient pas 3 AN B; y est donc un élément de [:(ANB).

Nous avons démontré I'inclusion : ([eA)U ((eB)<le (ANB). (2)

Des inclusions (1) et (2), nous déduisons I'égalité : [e(AnB) = ((eA)U ((eB).

Complémentaire de la réunion de deux parties.

2 THEOREME : Pour deux parties quelconques A et B d'un référentiel E,
onal'égalité : (c(AuB) = ((eA)n ((eB).
Nous allons montrer que ce théoréme résulte du théoréme précédent.

Soient deux parties quelconques A et B de E; posons : feA=X et [eB=Y.
Pour les parties X et Y de E, nous avons établi :  [e(XnY) = ((eX)U (CeY). (1)

Les complémentaires dans E de deux ensembles égaux sont des ensembles égaux;

nous avons donc I'égalité : Qe(fe(XnY)) = Le( (BeX)U (CeY)). (2)
Nous avons d'autre part : (e(fe(XnY)) =XnY: [eX=A: feY = B. -
Nous écrivons I'égalité (2) sous la forme : XnY = [e(AUB),

Ouencore : ([cA)n (eB) = (e(AUB).
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ENSEMBLE O

~ux ensembles.

(hifterence

e

o e 4 1 deux ensembles. On ﬂ?p?"& difm
27 DEFINITION: SOETE 7 des éléments de A quin aPpartiennep,

ensembles A et £

' a I'ensembie 6. )
R =5 A et B est notée : A — B.

La différence des !ﬂﬂ* b ---- s [x e i o B}'
Nous avons |'egalite

#
A

S i ut élément x de I'eng
‘ Si A et B sont des parties d'un ensemble E, to nsemble A ~B

28 appartient 3 E; l'ensemble A — B est donc inclus dans E :

E TEJJ:}ESEEﬂEC;éd?IiSOFEE 'implication : (A E Je et . B e T¢) ==;‘- '!A — Be Te).

! Le couple (A, B) appartient au produit cartés_ien ‘T“F !TE,‘SI: a chaque couple
(A B). nous associons |'ensemble A — B qui appartient ensemble ¢ noys

: définissons une application de #e x Je dans T, c’est-a-dire une loj de COmMpositign

! interne dans 4t Cette loi de composition interne est appelée opération SOustractign
dans T¢; elle est partout définie.

i 29 Si I'ensemble B est inclus dans I'ensemble A, I'ensemble A — B est le
: complémentaire de B dans A.

Nous notons ° (BCA) = (A - B = [aB).
La notation A — B ne représente |'ensemble (AB que si B est inclus dans A;

dans ce cas, elle est plus facile a employer que |a notation [jaB. Nous serons
| amenes a l'utiliser lors de I'étude des probabilités,

Relation d'ordre dans F¢

Relatiop d'inclusigp dans J,

30 Considérons un ense
) mble E gt I'ensemp
- eT i
Soit la relation R dans g définie par . E)? gl
Montrons que Cette relation (g * RRY) s (XcY).

NS Te est : .
1. Pour tout éléme e relation d'ordre.

nt X de g ”
est donc réflexive, “ N a linclusion XCX; la relation & dans

2. Pour tout couple (X Y) q

: H i . d
Impliquent légahté 5K Y| > UEJE les deux inC]USiQﬂS: XcyY et ch

+ 13 relg ‘
3. Pour tout triplet (X. Y, 2) ¢ 1on R dans J& est donc antisymétrique.
(XCY et YCZ) il éléments de 7 ) 2 o "
— (Xc2); | felation 5, CUS avons I'implication :

0 ans Te est done transitive.
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5. ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEMBLE

THEOREME : La relation d'inclusion dans ; est une relation d’ordre
dai-'\ '.|-E.

Remarque : La propriété d'antisymétrie est souvent utilisée pour démontrer
| eualité de deux parties d'un ensemble E,

Proprietés de la relation d'ordre dans Ve,

S| E est I'ensemble vide, e est le singleton {&}.
Si E est le singleton {a}, It est la paire { &, E}.
Dans ces deux cas, la relation d'ordre dans it est une relation d'ordre total.

Si E n'est ni I'ensemble vide, ni un singleton, nous allons démontrer le théoréme :

THEOREME : Si I'ensemble E n'est ni I’ensemble vide, ni un singleton,
la relation d'inclusion dans Ut est une relation d’ordre partiel.

L'ensemble E a alors au moins deux éléments distincts x et y :

xekE; yek; X # Y.

Les singletons {x} et {y} sont des éléments de I'ensemble T¢, et ils vérifient :
XiElyh et {yidix).

Ces deux singletons ne sont pas comparables pour la relation d'ordre dans JE.

Comparaison des complémentaires de deux ensembles.

THEOREME : Si deux parties A et B d'un ensemble E sont comparables
pour la relation d’inclusion dans s : AcCB, les ensembles (eA et (B sont
comparables pour la relation d’inclusion, et I'on a : (LeB) c ([e A).

Si x est un élément de e B, nous avons l'implication :

(xefeB) —> (xeE et x&B)

Nous avons, d'autre part : (AcB et x= B) = (x& A).

Nous en déduisons : (xe€E et x#& A) —> (xe[eA).

Tout élément x de (e B appartient a (e A; 'ensemble (e B est inclus dans [je A.

n
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5. ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEM

r # D -'-_E‘
EXERCICES

v

-

Opération
intersection.
Opération
réunion.

Complémen.
taire d'une
Partie

/2

| Soient A et B deux parties d’'un ensemble E, Démgm,w ™ i &
) - v d
S L
B
ies d'un ensemble E. Déterm:
? Soient A el B deux parties Mingr leg 8 =
AU(ANB), BU(ANB), An(AuB), Bn (AuB). "SOMbigg,

3 Soient A et B deux parties d'un ensemble E, Démontre, les inelyg: %
ANBCA; ANBCB: AcCAUB; BcAys. oz

4 Soienl A, B, C trois parties d'un ensemble E,

Les
A x BCA x C sont-elles logiquement €quivalent

incluaions B
es? CC o
5 Soient A et B deux parties d'un ensemble E.

Démontrer I
logique : (Ax B = @) <—> (A=ga ou

EqUiValancE
B = &).

6 Soient A, A’, B, B’ quatre parties d’un eénsemble E; gp SUPpose gy, Al
el B' sont non vides, Démontrer I'équivalence logique -
(A'CA et B'CB) <« (A"x B'CA x B).

7 Soient A et B deux parties d'u
t-il au mains un ensemble X pour
Trouver alors tous les ensembles X

n ensemble E, A quelle condition existe.
lequel on a - AuX =8>
Pour lesquels an g Cette égalitg,

9 On considére deux parties A et B
de E dans un ensemble F,

1° Démontrer I'implication - (AcB) —s (f(A)Cf(BJ)-
22 Démontrer Iégalité : F(Ay B) = f(A) uf(B).

3° Démontrer I"inclusion :f(AnB)Cf{A} nf(B).

4° Soit 7 I'application de Z dans [N définie par
qu’il existe ay moins deyx Parties A et B de Z pour
fA)nf(B) c f(ANB) n'est pas vérifige.

Ge montrer qu

e si fest une application injective, on a I'égalité :
f(AnB) = f(A)n#(B)

d'un ensemble E et une application f

X Ae— xZ Mantrer
lesquelles I'inclusion :

10 Soient AetB deux parties d'un en

| semble E, Démontrer I'équivalencs
logique : (AEB) ey (e BYc ([ A).

. er
1 Sifest une surjection d‘yn ensemble E sur un ensemble F, démontr
que, pour toyte part

ieAdeFE, ona I'égalite : (rr(A) c F(LeA).

R . B.

Ez SountA et B deux parties d'un ensemble E. Démontrer qus 'EAsin ot
AlAnB), la(AnB), Ce(AUB) forment une partition de mplé-
Parties A gt g Sont non vides, non disjointes, non c0

E et si aucune d'elles n'est incluse dans I'autre.




Fonction
caracté-
ristique
d'une partie.

Différence
symétrigue.

5. ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEMBLE

13 Soient A et B deux parties d'un ensemble E; on pose : [gA = A et

(¢ 8 = B Déterminer les quatre ensembles :
(AuBln(ﬁqu). (AuB)n(Aus),
(auB)n(AuB)., (Aus)n(AUE).

14 Soient A et B deux parties d’'un ensemble E; on pose (gA = A et
(¢ B = B. Déterminer les quatre ensembles °

(AnB)u(AnB), (AnB)u(AnB),
(anB)u(AnB), (AnB)u(AnB).

15 Soient A et B deux parties d'un ensemble E, Démontrer I'implication :
(ANB=@ et xeE) —> (xelgA ou xe(gB).

16 Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
Déterminer les ensembles : BuU (A — B), A — (A —B,
An(B — A), (AnB)uU (B — A), (ANB)U (A — B).

17 Soit un ensemble E et une partie A de E.

On appelle fonction caractéristique de la partie A I'application ¢, de I'ensem-
ble E dans I'ensemble {0, 1} définie par :

YxeA palx) =1; x & A, pal(x) =0.

1° Démontrer, pour deux parties A et B de I'ensemble E, I'équivalence logi-
que : (A = B) <—> (ga = 98).

2° Déterminer gE.

3° Onpose : jg A = D. Démontrer |'égalité : gp = @ — DA

4° Démontrer les égalités : pang = PA-PB: FAUB = PA + 98 — PA- PB-
59 Utiliser les résultats précédents pour démontrer les égalités suivantes :
(AnB)NC = AN (BNC);

(AuB)nC = (AnC)u(BNC):

(AnB)uC = (AuC)n(BUC);

Ce(AnB) = (Ce AU (CeB):

e(AUB) = (e A) N ([ B).

18 Soit E un ensemble. On considére I'opération dans T¢ qui, a tout couple
(A, B) de deux éléments de ¥'g, associe I'élément (AUB) — (ANB) de Tg.
Cette opération, notée A, est appelée : "opération différence symétrique” :
AAB= (AUB) — (AnB).

1o La loi A est-elle partout définie dans F¢?

20 Démontrer que la loi A est commutative,

30 Démontrer que la loi A est associative.

4c Démontrer que la loi A admet 'ensemble vide pour élément neutre.

50 Démontrer que tout élément est son propre symétrique pour la loi A,
6° Quelle est la structure de I'ensemble ¢ munide la loi A?

19 On considére I'ensemble Tg muni de la loi A (voir exercice 18).
1° Démontrer les égalités :

AAB=(A—B)U(B—A);: AAB = (AUB)n ([eAUCleB).
26 En déduire I'égalité : AAB = (An(gB)U (BNLeA).

13
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EXERCICES
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Hr_r‘-..\ Dl A fﬂs‘f"’;f
aux parties de I'ensemble E. Démontrer qu'jj

v af B J |
oy Cenen | e
20 .,I’ A :, jque pour lequel on a : A A X = B. Xiste -
ensemble X umiat
a1 Goiant A et B deuX parties de I'ensemble E.On pose A A B = -
Fa SDIgIL / ' !er‘
miner AA L ot BAC,
22 Soit l'ensemble : E = {a, b, ¢, d, e}, etlaloi Adans T (vair exercice 18)

ation Mt dans Jg définie par :
le nombre d'éléments

(ARB) <= | geAA B estpair )

est une relation d'équivalence.

On considére |8 rel

Démontrer que R

29 (On considére un ensemble E et une partie E, de cet ensemble.

Soit la relation § dans U définie par:
(ASE} - (AI"]E; = BnE1}.

10 Démontrer quée S est une relation d'équivalence dans Tg.

20 Soit A l'opération différence symétrique dans Tg (voir exercice 18),
Démontrer que 'ona: ASBsiet seulement si les ensembles A A B et E,
sont disjaints.

3¢ On suppose : E, = E. Quelle est alors la relation §? Quelle est la classe

d'équivalence d’'une partie A de E?
&. Quelle est alors la relation 8? Quelle est la classe

4¢ Qn suppose : E; =
d'équivalence d'une partie A de E?
5° On suppose que E, est une partie propre de E. Quelle est la classe d'équi-

valence d'une partie Ade E?
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Avplications d'un ensemble fini
dans un ensemble fini

Ensembles finis.

Ensembles équipotents.
DEFINITION : On dit qu'un ensemble A est équipotent 4 un ensemble B
si ot soulement s'il existe une bijection / de A sur B.

31 A est équipotent & B. nous notons AEgB

Exemples : 1 Considérons les ensembles A=1123) e B={ab,c)
Lapplication f de A dans B défime par : f(1) =a; f(2) =b; f(c) =3 est
une biection L'ensemble A est donc équipotent a I'ensemble B.

2 Considérons I'ensembile Z des entiers relatifs et le sous-ensemble 2 Z des élé-
ments de Z qui sont divisibles par 2. 2 Z est une partie propre de Z.

Soit lapplication: f L —= 2 Z, a ~~— f(a) = 2a.

fest une bijectionde Z sur 2 Z.

L'ensemble Z est donc équipotent & la partie propre 27Z de Z.

Pour 1out ensemble A, I'application /da est une bijection sur A, Il en résulte que
tout ensemble A est équipotent a lui-méme.

THEOREME : Tout ensemble A est équipotent & lui-méme.

Pour tout ensemble A, nous avons : A EqA.

Considérons un ensemble A équipotent @ un ensemble B. Par q_é!in.itiun. il existe
une bijection f de A sur B. La bijection réciprogue f=1 de la bijection f, est une

bijection de B sur A. Il en résulte que B est équipotent a A.
THEOREME : Si un ensemble A est équipotent & un ensemble B, alors
B est équipotent a A.

Nous notons : (A EqB) —> (B l%q A).
L2 propriété précédente permet de dire que

les ensembles A et B sont équipotents.
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DANS UN ENSEMBLE FiINI

L
< O'UN ENSEME

H:‘A”U"'-- I
. APPL wls que A soit gquipotent & B et que B soit

bijection / de A sur B et une bijecijg, U::a

caiant A B Lyicta une
S ".l li‘ Par d fint on, |l Bx glE U
i."l.'lt" Ld s | .
sur C . »et une bijection de A sur C. Il en résulte qug "
" ymposee ¢ < F 53 1 k
La biection e S |
\quipotent 8 & o . ey
equi| 3= A est équtpotant A& un ensemble B otup

— . Qi emble .
THEOREME Si un:{:l:embm & algreAnet équipotent  C.
- e

ast équipotent & un
: . .
t B EqC) > (A Eq C)

(A EqB et

Nous notons

Les résultats précédents montrent que l'équipotence entre ensembles
rque : Les resullats . . : e en:
Rem:;? jes propriétés analogues aux propriétés d'une relation d’équivalence
possege O prieies

dans un référentiel

Ensemble fini.

Pour tout entier naturel n non nul, désignons par |, I'ensemble :

Il.=!xlxelN e 1 €xgn
Par exemple, nous avons : l.= (1,2 3); Ilg={1.23,4,5, 6}

DEFINITION : On dit qu'un ensemble A est fini s’il est vide ou s'il existe
un entier naturel » non nul tel que A soit équipotent a |,. _—

Ep parmiculier. chaque ensemble |, est équipotent 3 lui-méme; il est donc fini.
Si un ensemble A est fini et si B est équipotent 3 A, I'ensemble B est fini.

Ensembles |, et |, équipotents.

Nous admettons |e théoréme suivant -

—

THE : Sil exi
OREME : s7j| €xiste une injection de |, ‘ﬁ

dans |, alors on a :

Ce thé i [
théoréme traduit |5 Propriété intuitive Suivante :

si une application f d
il e I dans I . . . as
disti e » €St injective imag
nctes dans 1,; donc 1, a ay moi:m n éiéﬁseri MR S
nts.

Il en résulte le théoréme -

9 THEOREME .57 .. o
e nsurl, alorsona: n=F -
La bijection réciproqye e ;::Bctlva; nOus avons donc : < p

inégali une injectj : ' n
Les deux inégalités Précédentes impiliqcut:;r: :liz ipldans ln; nous avons @ # <
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6. APPLICATIONS b-
S DUN ENSEMBLE Fing DANS UN ENSEMBLE FIN/

cardinal d'un ensemble finj.

Goit A U ense_mhle non vide. Supposons
ols QUE A soit ‘éqm.patnlent al,eta 1.
Nous avons les implications successives -
(A Eql,) = (I Eq A) ;

(A Eg I, et AEql,) = (I,EqA et A Eql,);
(I, EqA et A Eq Ip) =3 (I, Eq Ip)

Nous en déduisons ' n = p.

qu’il existe deux entiers non nuls n et p
AEql, et A Eq L

—
pEFINITION : On appelle cardinal d’un ensemble
entier n non nul tel que A soit équipotent 3 | .

——

Nous notons alors : Card A = n.
par définition, nous posons: Card @ = 0.

fini non vide I'unique

De I'étude précédente, nous déduisons |'équivalence logique :
(A Eq B) == (Card A = Card B).

Nous admettons sans démonstration les théorémes suivants :

THEOREME : Soit A un ensemble fini et B une partie de A.

On al'inégalite : Card B < Card A.

L'égalité : Card B = Card A a lieu si et seulement si B est la partie pleine
de A.

Ce théoreme traduit la propriété intuitive suivante :
le nombre p d’éléments d'une partie B d'un ensemble A & n éléments est inférieur
ou égal & n. Le nombre p est égal a n si et seulement si B est la partie pleine de A.

- »

14 THEOREME : Soit f une application d’un ensemble fini A dans un ensem-

ble B. L’ensemble f(A) est fini et I'ona : Card f(A) < Card A.
Et'igalité 2 Card f(A) = Card A a lieu si et seulement si / est injective.

Ces théorémes nous permettent alors de démontrer le théoréme suivant :

e ———

THEOREME : Soient A et B deux ensembles finis équipotents, et f une
Pplication de A dans B. Cette application  est surjective si et seulement
Sielle est injective.

-'-'-—-__

ﬁ““s avons I'équivalence logique :
®Stinjective) <—= (Card £ (A) = Card A).
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6. APPLICATIONS

de I'ensemble
Sip =1, I'ensemb]

o e A est un sin letan -
Une application f de A dans g Estgd ;:Jn. A= {a},
dans B. erminée par

Nous avons : Card B = ,,.
F(1.n) = n. - 1oUs en déduisons

D'UN ENSEMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE FINI
A et B sont équipotents: Card A = Card B.
nc I'équivalence Iognqt::e d 3)

iniecti f(A) = Card B).
Efe?stﬁ':fsf:’:Tlf:}uifapr:”ig c)ile B; ces deux.ensembles ont le méme ¢,
si et seulement si f(A) est la partie pleine de B -
(f(A)cB et Cardf(A) = Card B) e (F(A) = B)”. 3
L'égalité : f(A) = B exprime que to'ut élément de B est I'image d’'un élément
donc que I'application f est surjective.
Nous venons d'établir I'équivalence logique :
(f est injective) <> ( est surjective).

Les ensembles
Nous avons do

Iding)

de A

Nous en déduisons que, pour démontrer qu'une application fd'un ensemble fip; A
dans un ensemble fini B équipotent a A, est bijective, il suffit de démontrer qu'elle
est injective ou qu'elle est surjective.

- - - - T —
THEOREME : Soient A et B deux ensembles finis equipotents, et f yp,
application de A dans B. Si I'application / est injective, ou si ejle est
surjective, / est une bijection de A sur B.

—

Nous admettons, enfin, le théoréme suivant :

— e - = = e - ——

THEOREME : Si A et B sont deux parties disjointes d’un ensemble fini F
on a l'egalité : Card(AUB) = Card A 4 Card B. '

———— e ———

Dénombrements.

| i - 5 . -4 - r
Nombre des applications ¢ un ensemble fini
dans un ensemble finj
Soient A et B ini
g nombr:z?;éanr:zenrtr;béf L:nls Int:m vides ; désignons respectivement par p et
Card A=p; CardB = 8t 1e nombre d'éléments de B ; nous avons donc:
Considérons I'ensemble J(A, B

et tmez — applications de A dans B. Nous admettons
Posons : Card 7 (a, B) = F(p f:;“ cardinal ne dépend que de p et de n.

Nous nous Propos
ans de calculer F P . :
A dans I'ensemble B'(p, n) Cest-a-dire le nombre des applications

la donnée de I'image de 2 par f

+Card 7 (A, B) = p, c’ast-a-dire; i
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6. APPLICAT y
'ONS Dyn ENSEMBLE FINI DANS un

. l'ensemble A est un ensemb
he A et A = Aylp)

ENSEMBLE Finy
le & k 6léments,

81 £

post! W

Nou® 'nb.i b1 Card 7

; : ard ! -

wd A =4+ AB)=Fkn); cad 7, B) = Fk + 1

Soit f UNe d,:apd;:f?nlionluds A dans B. Poyr construire un prolo ; . n)

aous devons h r lmf!ge_de b par f'. Noys avons : C ;ggmamf ek

) part de chaque application f de A dans B: Fiisis p;:u ard B =

applications distinctes de A’ dans B, vons donc construire n
hode, a partir d

par celte mMet P es F(k n) él¢

Ptk 7 élements de (A B) ) éléments de 7 (A, B), nous obtenons

plautre part, toute application de A’ dans B ;

e e S B est un prolongement d'une application

Nous avens donc : F(k+ 1,n) = n F(k, n). (2)

Ecrivons | égalité (1). puis remplacons dans I"égalité (2) I'entier k successivement
por 1, par 2, ... PAr (p = 2), par (p — 1); nous obtenons la suite d'égalités :
F(1. 1) =n; :

F(2, 1) nFEQ,n):
F(3. n) =nF(2,n);

..............

Fo—1.n) =nF((p—2).n):

F(p, n) =nF((p—1).n).
De cette suite d’égalités, nous déduisons I'égalité suivante :
F(1,n). F(2,n)... .F(p—1.n).F(p.n)=n"F(1,n).F(2,n)...F (p— 1, n).

Tous les facteurs sont différents de zéro ; nous avons donc I'égalité : F(p, n) = n”°.
Nous écrivons aussi : Card F (A, B) = (Card B)Cd A,

THEOREME : Le nombre d’applications d'un ensemble A a p éléments
dans un ensemble B a n éléments est i”.

Nombre des injections d'un ensemble fini

dans un ensemble fini.

vides; désignons respectivement par p et

SOiEﬂt A e m Il“-s nc
t B deux ens r i’ sléments de B; nous avaons donc:

Par n le nombre d'éléments de A etleno
Card A < P, Card B = n.

Con,s;dé*oﬂs I'ensemble ® (A, B) des inj
Partie de |'ensemble fini F (A, B) des apPP
®t donc fini: nous admettons que sSOn

Posons : Card ® (A, B) = A%

ectians c.le A dans B cet ensemble est une
lications de A dans B. L'ensemble @ (A, B)

cardinal ne dépend que de p et de n.

19
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E FINI
uN ENSEMBL
D'UN ENS.EMS!..!— FINT DANS

NS
§ APPLICATIO

Jd S H"{]pﬂ_jol S d",‘ '.-dll...t”bf ll:'-II:-
3 o

mble de départ est A, l'image 9o (A) est yp Ly
ne injection dont | ense
Sigp estu )

by .
; im .
2 14, p, 77); nous savens d’autre F:}"Cq;e‘ age de | eNsemp),
ble a p éléments (N ok mble d'arrivée : 2o(A Y
' i ans l'anse iy )
de départ es:;ﬂil‘ﬁz:tgrde o (A) st donc inférieur ou égal au nombre p ¢ élémﬁnts
Le nombre p d'éle i

de B (n® 14, p. 77). p > n, aucune application de A dans p

= A2 = 0).
[p } n) = I: n .
Nous supposons donc, dans la suite d

ﬂ'ast

e cette étude :p < N.

. - . = t =
Si p = 1, toute application de ‘al dans B est injective : A, = F(1, n) = p, 0y
Sip= k‘ I'ensemble A est un ensemble a K éléments.
: I s
Posons : bz A et A =AU D) ,
Nous avons : Card A'=k + 1; Card ®(AB) = A%; Card (A, B) = Aot

Soit = une injection de A dans B. Pour construire un prolongement %' de 9aA
qui soit une injection. nous devons définir I'image de b par .

Ce prolongement ' est une injection si et seulement si ¢’ (b) appartient 3 B g
n'appartient pas a I'image % (A) :

(2'(b)eB et o'(b) # 5(A)) — (%'(b) €far(A)).

Les ensembles 7 (A) et [s¢(A) sont disjoints et leur réunion est I'ensemble B,
Nous avons : Card 5 (A) = Card A = k et Card B = n: nous en déduisons

Card (a2(A)) = n — k.

:t\ parFir de chaque injection ¢ de A dans B, nous pouvons donc construire (7 — k)
Injections distinctes de A’ dans B.

Par cette méthode, 3 partir de Al éléments de ® (A, B), nous obtenons (n — k) Ay
éléments de @ (A’ B).

D'autre part, toute injection de A’ d

ans B est le prolongement d'une injection
de A dans B; nous avons donc : A%T1

= (n — k) AL 2)

Ecrivons I'égalité (1), puis remplacons dans

I'égalité (2) I'entier k successivement
ar 1, par 2, , .. . )
i' Par 2, ..., par (p 1), par p: nous obtenons la suite d'égalités :
n =n,
A = (n—1) Al

3
A, = [n__z) Agr

=(—-p42 A2-2,
(7 —p+1) pz-1.

Al AZ ALY AR il uisons |

En raison de I'hypothase o (n— A1 a2 =L,
v X * p g n' p + 1 ) A . An R T Aﬂ
I'égalité : A2 = p(n — 1Y — 2)Elu::un des facteurs n'est nuT, nous avons dont

(= p 41y,
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6. APPLICATIONS D'UNn

ENSEMBLE FINy DANS uUN EnsEmsLe Fing

gal & n, le nombre d'injecti f
ensemble a p éléments dans un ensemble 4 n éléments nlltc:oo::o::;

de p entiers consécutifs dont le plus grand est n
e i -

Arrangement p @ p de n éléments.

5 un ensem-
Mut p-uplet constitué par des éléments de A deux & deux distincts.

Pour former un p-uplet avec p éléments de A deux & deux distincts, nous devons
associer a chacun de ces p éléments de A un numéro d'ordre, c'est-a-dire un
gément de lI'ensemble 1, = {x [xeIN et 1 < x < p).

Cela revient & construire une injection de |, dans A.

Le nombre des arrangements p a p des n éléments de A est donc égal au nombre
des injections de |, dans A, c’est-a-dire a Az,

THEOREME : Le nombre des arrangements p 4 p de n éléments d’un
ensembleest : Al=nm—-1)...(n—p+1).

Exemples : 1. Considérons par exemple une course de chevaux. "Jouer le
tiercé dans l'ordre”, c’est engager un pari pour indiquer le cheval qui arrivera le
premier, celui qui arrivera le second, celui qui arrivera le troisiéme. C'est donc faire
une injection de I'ensemble : |5 = {1, 2, 3}, dans I'ensemble B des chevaux partants.
S'il y a 20 chevaux partants, le nombre de “tiercés dans I'ordre” distincts que I'on
peut jouer est : A3, = 20 x 19 x 18 = 6 840.

2. Considérons l'ensemble: B ={1,2,3,4,5, 6,7}

Le nombre des arrangements 4 & 4 des sept éléments de B est:
A7=7x6 x5 x 4 = 840.

Nombre de permutations d’un ensemble fini a n éléments.

Une permutation d’un ensemble fini B & n éléments est une bijection de cet e'ns.em.ble
B sur lui-méme (n° 17, p. 56). Une permutation de B est donc une injection
de B dans B. Il résulte du théoréme (n° 16, p. 78) que toute Injection de B

dans B est une permutation de B. ; B
L'ensemble des permutations d’'un ensemble B est donc I'ensemble ®(B. B).

o ioinifive da permutations d’un ensemble B a n éléments est donc :
A?=n(n—-1)(n—2) N 7 1 [ . .
C'est le produit des n premiers entiers naturels non nuls: il est d'usag
€l de le |i . E

e lire : factorielle n.

ts
THEO“EME : Le nombre des permutations d'un ensemble 3 n élémen
B nl=n(p—1)...321.

e de le noter n!
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EMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE FiINI

8. APPLICATIONS D'UN ENS | é
[ i ents, c'est-3-di
gs permutations de six élém dire 1o -

e & six éléments sur lui-méme, est : §| < 720,

Exemple: Le nombre d
n ensemble a 7 éléments est

ijections d’ 5em
de bijections d'un ens . ‘ !
De méme, le nombre des permutations d'u

71 = 7 x 6! = 5040.

Rémarqge_: Pour p < 1, nous avons .

p = 1) ...(n=p+1)
A"*rq((rf:—H. ((r?-p+1)(n—m(n-p—1)--.2.1,
- {n—p){n—p—1)...2.1
n!

. B e ey
ou encore: A2 =) '
Pour : n = p, nous avons: A7 = n!l. Nous sommes donc conduits & poser, pg,

convention ; 0! = 1.

Nombre de parties d'un ensemble fini.

Soit B un ensemble fini & n éléments; nous avons : Card B = n.
Considérons I'ensemble s des parties de B. Nous admettons que cet ensemble
est fini et que son cardinal ne dépend que de n.

Posons : Card 5 = 4,
Nous nous proposons de calculer Ap

Sin =1, I'ensemble B est un singleton : B = {b}. Nous savons que I'ensemble

des parties de ce singleton est la paire {@, {b} 3
Nous avons donc: ), = 2. (1)

Sin = k, I'ensemble B est un ensemble 3 k éléments.

Posons: he B et B = Bu{b}.

TDrL;?E ganée fi de B est aussi une partie de B, et tout ensemble CU {6} est une

partie de B'. A partir de chaque partie de B, nou ire deux

parties distinctes de B’ ' R LS

g?afuif:e m:.thoda, a partir des An €léments de I's, nous obtenons 2, éléments de e

b aﬂ? d togtaéparlla de B’ 3 le_lquelle N'appartient pas b est une partie de B et
partie de B' a laquelle appartient b est | réunion de {b} et d'une partie de B.

Nous avons dong : Mepr = 2, (2)

Ecrivons I'égali '
par 1, DaréZE.!éIft.é |:Ea1r) :npilsermplagons dans I'égalité (2) I'entier k successivement
' « DA (A~ 1) smotis iobitenons: jasuits d'égalités :

M =2;
Az = 2),
13 — 2}_2

...........

............




6. APPLICATIONS D'UN ENSEMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE Fini

0o cette suite d'égalités, nous déduisons I"égalité suivante :
-frtl}—z’.'l"?"""'n1

v.us les facteurs sont différents de zéro; nous avons donc Iégamé by = 20,
Nous écrivons aussi @ Card g = 2Cade

-rq Elgl;EME : Le nombre de parties d’un ensemble fini a éléments est
e'la i

femarque : L'ensemble des parties de I'ensemble vide est le singleton {&};
nous avons l'égalité : 2° = 1,

Nombre de parties a p éléments
d'un ensemble a n éléments.

Soient B un ensemble fini non vide 3 n éléments, et I'ensemble ¥’z des parties de
I'ensemble B. Considérons I'ensemble &, des parties de B a p éléments. L'ensemble
&, est inclus dans #'s; c’est un ensemble fini. Nous admettons que son cardinal ne
dépend que de n et de p. Posons : Card &, = C~2.

Nous nous proposons de calculer C=.

Il n'existe aucune partie d'un ensemble 4 n éléments dont le cardinal soit supérieur
a n. Si p est supérieur a n, I'ensemble &, est vide: (p > n) = (C? = 0).

Il

Si p est égal a n, I'ensemble &, est le singleton {B}; nous avons : Card §, =1,

c'est-a-dire : C2 = 1.

Si p est égal a 0, I'ensemble &, est le singleton {Z }; nous avons : Card & = 1,

c'est-a-dire : CO0 = 1.

Supposons alors que p vérifie les inégalités : 1 < p < n. Soit A un élément de &,.

Pour former un p-uplet a éléments deux a deux distincts avec les élements de A,
nous devons associer a chaque élément de A un numéro d'ordre, c’est-a-dire un
élement de I'ensemble :

lb=Ix|xeN et 1<x<p;

Cela revient a construire une bijection de |, sur A; il existe p! bijections de |, sur A;
il existe donc p! p-uplets dont les éléments deux a deux distincts sont ceux de A.
Le nombre des p-uplets associés & toutes les parties A de &, est le nombre des
arrangements p a p de n élements.

Nous avons donc I'égalité : A2 = C5 x p!

D'autre part, nous avons : A2=n(n—1)(n=2) ... (n—p+1).
N =2) ... (n—p+1)
Nous en déduisons : C2 = il i ) :}! ( E ‘
v Cn — ___L.
Ou encore : g |[n-—p)'
THEOREME : Si p est inférieur ou égal a n, le nombre de parties a P

n!
Sléments d'un ensemble a n éléments est : C; = plin — o)l
e ——
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FMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE FINI

é. APPLICATIONS D'UN ENS l ‘

L'égalité précedente 4 été obtenue dans le cas ol p viiifie s .

32 Remarque : galite |
ie - n. '
galités - 1 <P < N .

7 Qlnl

Pour p = 0 et pour p =1 nous avons 1 Ly

Combinaisons p @ p de n elements.

. ’ o —
33 DEFINITION : On appelle combinaison p & p de n éléments d’un ensey,

ble B toute partie £, & p éléments de B.
i

Ce est donc le nombre des combinaisons p A p de n éléments,

Considérons une course de chevaux .
* Jouer le tiercé dans le désordre”, ¢ est engager un pari pour indiquer I'ensemble

des trois chevaux qui seront les trois premiers. C'est prendre une partie 3 tris
éléments dans |'ensemble B des chevaux partants; c’est-a-dire une combinaison *

des n partants 3 a 3.
S'il y a 20 chevaux partants, le nombre de “tiercés dans le désordre” que I'on peuyt
_ 20 x 19 x 18

jouerest: C3, = 3] = 1 140.

Propriétés des nombres C-.

34 THEOREME : Pour tout entier p inférieur ou égal an, ona: C2= C'™

Nous avons en effet les égalités
(o n! B n! _

" =Pl - =p 1T a=p)Tpl =
Nous pouvens aussi remarquer qu'il existe une bijection de I'ensemble &, des
parties a p éléments sur I'ensemble by, des parties 3 n — p éléments ; NOUs
en concluons : Card §, = Card br-p. Clest-a-dire: CP = Ca=»,

35 THEDHEME B Pﬂl.ll' toU =
. t entier n g . g
Z=CBHCiHCi ..y o o ogelits :
n.l
. —
Considérons, en effet, |as ensembles &, §,, 85 100 B CHEONEEAES ous-ensemb|°5

dont aucun n’ - .
nest vide, dont la réunion est Iensemble g et qui sont deux 3 deux

Une a i ' [

* Remarquons que. si un pan 2 :

q q ! Paneur gagne un tigrce dans le désordre. ¢ combinaiso”

€81 gagnante. mais que. s'il gagne un tiercs dans I'ordre. o ordre, c'est que sa Sgnant

Cette terminologie n'est pas adoptée dans |g langage ;}c est que son arrangement est 9
ourant,
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EXERCICES

6. APPLICATIONS D'uN ENSEMBLE FINI DANS UN ENSEMBLE FINI

1 On considare un polygone plan convexe, qui a n sommets.
1° Quel est le nombre de diagonales de ce polygone.
2° On suppose qu'il n’existe pas deux diag

paralldles et qu'il n'existe Pas trois diagonal

es dont les supports concourent
en un point distinct d'un des sommets.
En combien de points, distincts des sommets, les supports des diagonales
se coupent-ils ?

©s que trois quelconques ne soient pas
€oncourantes. Déterminer le nombre de régions du plan limitées par ces
droites.

3 Dans un plan, on considére 7 points tels que 3 quelconques d’entre eux
ne soient pas alignés.

1° Combien existe-t-i| de triangles qui admettent pour sommets trois quel-
conques de ces points?
2° Combien existe-t-il de

quadrilatéres non croisés
sommets quatre quelconqu

qui admettent pour
es de ces points ?
# Dans chacun des exercices suivan

ts (n°* 4 3 9), on dispose de huit jetons
qui portent chacun un chiffre. On di

Spose en ligne quatre de ces jetons de
facon & former un nombre. Par exemple, 1301 est un nombre de quatre

chiffres, 0130 est un nombre de trois chiffres, 0012 est un nombre de deux
chiffres, 0001 est un.nombre de un chiffre. Calculer le nombre de nombres

distincts, de Quatre chiffres, que I'on peut former.

4 Les jetons portent les numéros 1,2, 3,4, 5, 6, 7.8
5 Les jetons portent les numéros 0,1,2,34,5,8,7.
Les jetons portent Jes numéros 1,1,1, 2,3, 4, 5, 6.

Les jetons portent les numéros L1209, 3,4,5,

m ~N o

Les jetons portent les numéros 0, 1.1.1.2, 3,4, 5,

Les jetons portent Jes numéros 0,0,0,1, 1, 1,2 2

¢ Dans chacun des exercices suivants (n°s 10 3 13) on dispose d'un jeu
de 32 cartes. On appelle "main” 3 Ia belote, tout ensemble de B cartes que
I'on peut extraire du jeu.

10 Combien Y a-t-il de mains distinctes dans un jeu de 32 cartes?
11 Combien Y a-t-il de mains distinctes dans lesquelles figure I'as de
tréfle ?

<

12 Combien Y a-t-il de mains distinctes dans lesquelles figurent I'as de
tréfle et le roj de tréfle ?

13 Combien ¥ @-t-il de mains distinctes dans lesquelles figurent les quatre
valets ?
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. §INI DANS UN ENSEMBLE FINI

5 exercices suivants (n°* 14 4 18) on dispoge "

»main” au bridge, tout ensemble de 13 canun ity

appelle honneur I'une des carteg auiv:‘q“
Nty

¢ Dans chacun de
de 52 cartes. On nppu_‘:lieL
|'on peul extraire du jeu ' on
As, Roi, Dame. valet, Dix.

14 Combien y a-1-il de mains distinctes dans un jeu de 52 cangg )

15 Combien y a-t-il de mains distinctes dans lesquelles figurent iy a1

16 Combien y a-t-il de mains distinctes dans lesquelles figurent ay Moing
trois as

17 Combien y a-t-il de mains distinctes dans lesquelles figurent |

¢cing honneurs a coeur 7

18 Combien y a-t-il de mains distinctes dans lesquelles ne figure aycyy

honneur 7

19 Démontrer I'égalité : C2 = Cj_, + CAZ}
10 en utilisant les propriétés des nombres C7
2° en dénombrant directement certaines parties d'un ensemble a n éléments,

20 Méme exercice que le n® 19 pour I'égalité :
Ci=0Ch, +2C8) + CA3.

21 Si p est inférieur a n, démontrer les égalités :
G =C +C +Cla+ ...+ C, + Cgy, 0t
1-'C1+C§—C2+..,+{—1)pcg={_1’,C£_1,

?2“ Vz:f:::l':r: du bindme de Newton, Soient a et & deux réels.

2% Dédui galité : (a + b)3 = C9a®+ Cla2b + C2ab? + c3 bo.
uire, du développement du produit (a + b)(a + b)3, I'égalité :

(a+b)% =C9a® + C} a%h + C2 %62 + C3 ab? + C4 b*

3° On admet I'égalit . ¥

lgaé:u?r{a dL:;: By +Cl a2 4. 4 Ck_, an+—1 b% + ... + Cid b

it :aluppemant du produit (a + b) (2 + b)~" I'égalité :

=GR+ Clamtb + ... 4 Chamepk 4 ... 4 Cob"




DEUXIEME PARTIE

fonctions numeériques
d'une variable réelle
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1
Fonctions numeriques

Fonction numérigue d'une variable réelle.

DEFINITION : On appelle fonction numérique d'une variable réelle touts
application / dont I'ensemble de départ A est inclus dans R et dont
I'ensemble d'arrivée est R.

Nous notons alors : f: A — R, fxeA x n— f(x).
On dira parfois simplement fonction, pour fonction numérique d’une variable réelle.

Ensemble de définition.

DEFINITION : On appelle ensemble de définition, noté D,, d'une ancfl'ﬂﬂ
numérique d'une variable réelle 7, I'ensemble de départ A de I'application.

Nous noterons désormais une fonction numérique d'une variable réelle f dont
'ensemble de définition est la partie D,de R : f:jxeD, x ~—> f(x)-

1

—

Considérons, par exemple, la fonction f définie par : fxelR', X"y
L'ensemble de définition D, de la fonction f est I'ensemble IR". 1
Considérons, ensuite, la fonction g définie par : Yxe [1. 2] ]
L'ensemble de définition D, de
D, est inclus dans D,.

1
— P - - e
Le réel x ©st défini si et seulement si x est non nul. On peut donc déterminer un

fonction A par :

la fonction g est le segment [1, 2].

:
¥xeD, x A % S et seulement si : 0 & Dp.
L'ensemble :

' ] I?,= R*, contient
fonctions que I'on peut construire

Dans {a pratique, si I'ensemble de
a priori, Nous convenons que |'ense;
des réels pour lesquels toutes les
f(x) sont définies.
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FONCTIONS NuMERIQuES

L ompléementaire dans ‘ensem
cost 1¥ ° ,1|_t-l!'h’_ll|ﬁni que l'on dn o osemble dos réels pour |
Moins ¢ lorsque n . olt effoctuer pour détermin r “.qm"' Vune au
par 0x0! T ous considérons |a tonction _m f(x) n'est pas délinie.
D, X v Xt 3 e aut - numérique / déterminde par :
yuel = | e précision, nouys SOus-entend ’
D,R R ons que l'on g

spp————
pEFINITIONS : 1. Si x; est un point de I'ensembl
June fonction /, on dit que / est définie au point o de définition D,

2. Soit A une partie de R ; si A est inclus dans D,, on dit que / est défini
nie

sur A
—

Notion de variable et de valeur numérigue

Soit f une fonction. Pour tout élé : —
son image v par f. nous écrivons : m:n-l .:(:’;.’ rensemble de définition D, &t pour
Soient @ un point de D, et b son image par /. nous disons que, pour la valeur
numénque  x = & de la vanable, la fonction f prend la valeur nur;'uérique b ’
Limage par ¢ de I'ensemble de définition D, est appelée ensemble des valeurs de
Igfuncnon f Un réel y appartient donc & I'ensemble des valeurs d'une fonction f
si et seulement s'il existe un élément x de l'ensemble de définition D, qui vérifie
légalité = y = f(x).

Notion d'intervalle.

;:P'UFQFF des fonctions que nous étudierons cette année auront pour ensemble
définition un intervalle ou une réunion d'un nombre fini d'intervalles.

Nous rappelons la définition suivante :

de I'ensemble [R est un

PEFIHITIOH : On dit qu'un sous-ensemble A
y) d'éléments de A, tout

I %
;:"'alle si et seulement si, pour tout couple (x,
—. SOmpris entre x et y appartient aussi 8 A.

iSOIema et b deux réels tels que a soit inférieur a b. On appelle :
"Mervalle ouvert, noté Ja, b[, I'ensemble des réels x qui vérifient les inégalités

?<x<b;

:n:e”“"e fermé, noté [a, b]. 'ensemble des réels x qui vérifient les inégalités :
YEg b,

1 L]

r"tarvalln fermé a gauche et ouvert 3 droite, noté [a. bl I'ensemble des
X Qui vérifient les | ités : x<b;

l S Ja. b], I'ensemble des réels

:F:?l!e Ouvert a gauche et fermé a droite, noté
erifient |eg inégalités 2 < x € b
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(E RO .
EO N Ny Wi fiant Hﬂﬂgalité X << a4 est un lnt.m.“. Hm‘
ble das réels x qQui v "i:ﬂ est ouvert & droite et non borng , Baygy
L enSemois - ) cat 1n . ) ) e
o ait gt L woenfient linégalité - x < & est UI:I INtervajig oy
ansamhbie @8 | x a4 . 4llo est fermé a droite et non orné & gaugy |
o0 4 in QI gut -l r““an'l I'.né-ga"tﬁ N 1 > a est un ll'llaﬂra“ﬁ nm‘
L en _L_.—l]:\'g,l,'- \'l'..'.“. l ';F le ouv.n . g.uch. .t non mrn‘ ‘ droh.
. @nNseTIL L r intarvalle .
on dit que cel " B ’ :
| i vénfient linégalité @ x > a est uyn INtervallg Nog
3 raels ¥ 4 - .
L'ensemble des t intervalle est fermé & gauche et non bornég A drou._
| - ~'.\'..‘. on dit que cet Im %
(2 on 1a! est un intervalle ; on dit que cet intervalle est fnr+m6.
Le singleton (&) ¢ ; | '--w.--whh R sont aussi des intervalles ; on dit que Ces inte,.
L ensemble vide et | ensembie

ou 15 e Ll b O l' —

Exemples de fonctions numériques d'une variable rgelle

Fonction linéaire sur un intervalle.

Soit @ un réel Considérons la fonction £ définie sur un Intervalle J de R par :
Vxel, flx) = ax

Cette fonction est appelee fonction linéaire syur I'intervalle J.
Si 4 est nul 13 fonc

non lindaire est Ia fonction nulle sur J.

Fonction affine sur R,

Soient 2 et b deyy réels. Considérons |a fonction g définie sur R par
V¥eR. g(x) = zx + b

Cette fonction €St appelée fonction affine sur.R.

Si a est nul. I'ensemble des valeurs est |e singleton {5} : 13 fonction affine est alors
une fonction Constante sur R

Si @ n'est Pas nul, I'e

i nsemble deg valeurs est IR
Si b est nul, la fonct

Ion affing est une fonction linéaire sur IR,

Fonction Partie entiére,
Soit x yn réel. Parmi

I les Entiers relatifs ill érj urs M ns Cﬂ‘lui
f fleur (8] hoisisso T e
Qqui est |e I}IUS gfﬂl'ld: nGUS ]e désj u égaux é X, C

: téunstruire €St appelée fonction partie relies
Note : E
Pour toyt réel x gt Pour toyt entier relar:

: : ; inie P’
'équivalence logique (E(x) = p) ° :ﬂ":'i"{nan:: ?r;tiére E est défi
n ;
Nous avons, Par exemple . (1

— - 3
2 —— Oc E — ) - :
L'ensemble des valeurs de la foncy ( 2 2

on E egt I‘enSembIe Z.
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IN' ’
. ,l; dans R telle qu’il existe une suite finie de

7. FoncTions numemiouss

on escalier sur IR,

—ITION : On appelie fonction en escalier sur

R toute application /
ml. "f_l- l1,

:u'!“”‘ Lux conditions suivantes : - 4, qui
f. o = ' < Ba
T de l'applicati
y o N--""J“‘.'.':[ o N p [‘"" f & chacun des intervalles ouverts
9000 Jao 811 + 184y, 8,(. 8, + oo[ est une fonction constante
L‘;“;;: sartie entidre E n'est pas une fonction en escalier sur R .

| , . -
oas 00 51 finie de réels qui satisfasse aux conditions mdiquﬁo;. e

fonction affine par intervalles sur R.

——— -
pEFINITION : On appelle fonction affine par intervalles sur R toute
tion / de R dans R telle qu'il existe une suite finie de réels

a5 B + qui satisfont aux conditions suivantes :

1. <8 < < 8,
2. la restriction de I'application / & chacun des intervalles ouverts
]- oo, #al. lé¢ | e, 8,0 Ja, + oo est une fonction affine.

Représentation graphique d'une fonction.

Considérons une fonction numérique f d'une variable réelle, définie sur une partie
D, de R Le graphe G de la fonction / est 'ensemble des couples (a.(a))

formés d'un élément a de D, et de son Image f(a). . <

Soit, dans un plan P, un repére cartésien formé de deux axes x'Ox et y Oy muni

de vecteurs unitaires / et } . %
(0.7./)-

Nous convenons de noter ce repére cartésien : ;
Associons 3 tout couple (a, f(a)) du graphe G le point M, de coordonnées (a, f(a))

. - é.

dans le repére (0. i) ) L'ensemble C des points M amfn ob':musI e:: ;;::elg rg}D}r:)'

Mation graphique ou courbe représentative de la fonction f ar:;: rapfé&&ﬂla’ﬁv o €
Un point M de coordonnées (X. y) appartient donc a la cou

= f(x). -
de la fonction f si et seulement sion @ : x® 0y * ¥ C c:ar)'is le repére (0.7.7).
On dit que - y = £(x) est une équation de la courbe

A | llale au support

"4 un point m d’abscisse xo de I'axe x'Ox tragons la droite 3 pa:s e

% axe y'Oy . I'intersection de cefte droite A et de la iofst:au:goint T sl
un point. Ce point unique existe si et geulement sl Xo

définition D,.
91
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y» FONCTIONS NUMERIOUES

; . guivants |
Nous rappelons |es résultats suiva 7 )
@ sur un intervalle fermé [a, b], 7 - x

i t
la fonction constan e . y
Tf:f:he’momsemmive est le segment [A, B] défini par le point A de coordongg.
1_;- Yo) etlpal le point B de courd?nnées (b, yojt.' - |

Pc;urﬂa fonction constante sur l'intervalle ]a, b], f : x ~—> yo, la courpe -

sentative est le segment [A, B], privé du point A.

Pour la fonction linéaire sur IR, f:x n—> X, la cou:jbe représentative g "
droite A qui passe par le point O et par le point A de coordonnées (1, a),

Pour la fonction affine sur R, f 1 x A—> ax + b, la courbe r_epl’ésﬂntanw N
la droite \, qui passe par le point B de coordonnées (0, b) et qui est paralléle 3 1
droite A représentative de la fonction linéaire g : R — [R, X fis B

Sens de variations d'une fonction sur un intervalle.

Considérons une fonction numérique / d’'une variable réelle, dont I'ensemble de

définition contient un intervalle E.
1. On dit que la fonction f est constante sur l'intervalle E si et seulement si :

ﬂx1EE, 'X:EE. I’(NH) =f|:x;).
2. On dit que la fonction f est croissante sur |'intervalle E si et seulement si :
Yx; € B fxaeE  (x, < x2) = (F(x)) < F(x3)).

3. On dit que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle E si et
seulement si : §x,eE,  |Yx;eE (X, < x2) = (F(x,) < F(x2)).

4. On dit que la fonction f est décroissante sur l'intervalle E si et seulement si
fxi€eE  §x;eE O < x2) = (f(x;) > f(x3)).

5. On dit que la fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle E si et
seulement si : §x; €E,  YxoeE  (x, < x;) —> (f(xy) > f(x2))-

6. On d'f Clu'une_ fonction 7 est monotone sur un intervalle E si elle est soit crois-
sante, soit décroissante sur cet intervalle,

?I.l On dit .qu'u_ne fonction £ est strictement monotone sur un intervalle E si
elle est soit strictement croissante, soit strictement décroissante sur cet intervalle:

Il résulte des définitions précédentes qu‘une fonction constante sur un intervalle

est a la fois croissante et décroi i
) L 16 Croissante sur cet | : ‘est ni strictement
croissante ni strictement décroissante ARG ole et

Exemples : 1, Pour tout
sur l'intervalle [n, n 4 1 [.
2. Considérons une fonction lingaj
définies par: 7:x r—» ax;
S! a est nul, la fonction f et I.‘;] fon ;
S_l a est positif, les fonctions et
Si a est négatif, les fonctions f et

92
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7. Fﬂﬂcr‘aﬂs NUMER)
QUES
f » Vx € 'R-{-r

Fﬂnﬁif:' X N—» x2.

"ﬁdﬁEME : La fonction £ : IxeRr,,

nte sur R,

" X N x? agt strictement crois-

E):r;‘.‘;f-‘-‘“"ﬂs que, pour tout couple (x
mplique Iinégalité : Jf? < x3.

Nous avons I'implication :

(x, € Ro. IEEIR:!-' X < X)) = (x,
|| en résulte les deux implications :

<X => OE<X), (4 < x) — (x4, < x2).

H i 2
Des deux 69alites : X7 < x1X2 et xyx, < x2, nous déduisons : x2 < x2
Le fonction f est donc strictement croissante sur R,. 1 o

10 X2) d'éléments de R,. linégalité : x, < X3

20 et X; > 0).

THEOREME : La fonction f : VxeR

++ X A x? est une injection de
R, dans R ,.

Soient x, et X, deux réels positifs ou nuls pour lesquels on a I'égalité :
Nous avons les équivalences logiques :

(xf = x%) e ((X1 + X2) (X, — x3) = 0),

(x4 x2) (x; — x3) = 0) == (X + x,=0 ou x, — x5 = 0).

X et x; sont deux réels positifs ou nuls. Leur somme est nulle si et seulement
sils sont tous les deux nuls.

Pour tout couple (x,, x;) de réels positifs ou nuls, nous déduisons I'implication :
(flx) = £(x2)) = (%, = x2).

llen résulte que la fonction f est injective.

P=

X

Nous admettons que f est une surjection de IR, sur IR, . La fonction / de R, dans
R. est donc injective et surjective; c’est une bijection sur IR,.

THEOHEME * La fonction 1 : erlﬁ+, X N—» X2 est une bijactian
sur IR,

————

Racine carrée d'un réel positif ou nul.

iti i ui vérifie
Pour tout réel 5 positif ou nul, il existe donc un réel positif ou nul unique a q
égalitg :h = 32
‘-._--___ .

i rée du
nEFIHITION : Soit un réel b positif ou nu:’. 'l:ltl a:;:léa racine car
- - ~ e =
"‘-I-E'..E_"“' unique a qui vérifie : 3

D =
Pn "ote ce réel : 4/b, ou encore : b''% I'équivalence logique :
our oyt réel b positif ou nul, nous avons donc l'eq

R (o= E) > @2=b ot 220



20

21

22

249

7. FONCTIONS NUMERIQUES

Fonction racine carree
La fonction f est une bijection sur R, elle admet donc une bijection 'écipmtu
-1 qui est une bijection sur R,
Cette bijection f~' qui a tout réel
fonction racine carrée. o
Nous notons : f' :fxeR, X A+ VX,
ou encore : -1 fxeR., x n—» X2,

positif ou nul associe sa racine carrée est appelég

Remargue : Nous insistons particuliérement sur les deux points suivants -

i La racine carrée d'un réel positif ou nul est un réel positif ou nul;

2 Nous n'avons défini la racine carrée d'un réel que si ce réel est positif ou ny|.
Il en résulte que I'ensemble de définition D, de la fonction g :

fxeD, x ~— \ —x. estlesingleton {0}

En effet si x est différent de 0. — x? est un réel strictement négatif; on n'a pas
défini la racine carrée de — x°. ~

Si x est 6gal 30, — x* est nul, eton a alors : /0 = 0.

Opérations sur les fonctions numeriques.

Désignons par @ I'ensemble des fonctions numériques d'une variable réelle qui
admettent pour ensemble de définition une partie A de IR. Nous allons définir des

gsi;agons dans I'ensemble @, c’est-a-dire des applications de parties de ¢®x @

Addition des fonctions.

J—

> g deux fonctions appartenant a I'ensemble ©:
on appelle addition dans ®, I'opération qui, au couple (f, g), associe I

fonction s appartenant i I’
on ait I"égalité : s(x.; = f?:}s:-n;h{%@ telle que, pour tout élément X de A,

DEFINITION : Soient f et

La foncti
0N & st appelée somme des fonctions f et g; on note : s = f + 9-

Propriétés de I'addition dans I'ensemble ¢
1. L'addition dans ¢ ¢ ‘



7. FONCTIONS NUMERIQUES

. Lac ton dans @ est une opération associative

* . -our tout triplet de fonctio

:;L o | ensemble A, nous av::sfi"égéa’;it?pmmam WH ely . 0. g
‘N, )+ Ax) =£(x) + (g(x) + n(x)),

ety @+ h=Ff4 (g4 p).

Ladd tion dans @ admet un élément Neutre : I'application nulle de A
dans E

e effer osignons par e 'application nulle de A dans R :
Nous av0Ts pour toute fonction  appartenant
A les dgaliés f(x) + e(x) = f(x) et
,:esl'h"-"‘"' f+3=‘f et E+f=f
4 Toute fonction f appartenant & ® admet un symétrique pour la

VxeA  e(x) =0.
a ® et pour tout réel x de I'ensemble
e(x) + f(x) = f(x),

ut loi
d'addition. _

gn effet. pour toute fonction f appartenant 3 ({, désignons par g la fonction définie
par '\:"*:\ Q(X}=—flx)

Nous avons alors, pour tout x de I'ensemble A, I'égalité : f(x) + g(x) =0,
cest-d-die - f+g=ce.

Des proprietes précédentes, nous déduisons le théoréme -

THEOREME : L'ensemble des fonctions numériques qui admettent A

pour ensemble de définition, muni de la loi d'addition, est un groupe
commutatif.

Soustraction des fonctions.

Dans le groupe commutatif (®, +), nous définissons alors la soustraction des
fonctions

DEFINITION : Soient f et g deux fonctions appartenant & l'ensemble 113;
on appelle soustraction dans @ I'opération qui, au couple (f, g) associe
la fonction o définie par I'égalité : f = g + d.

La fonction o est appelée différence des fonctions fet g; onnote : d = f — g.

Multiplication des fonctions.

e ————

DEFINITION Soient et g deux fonctions appartenant a |'annmb:: ;l: :
ON appelle multiplication dans ® I'opération qui, au couple (/ 2 ai:t x de
a fonction p appartenant a I'ensemble O telle que, pour tout éléme

A on ait Fégalité : p(x) = f(x). g(x).

; " . =Ff.g.
2 fonction p est appelée produit des fonctions f et g; on note: P o

95
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7. FONCTIONS NUMERIQUES

Propridtés de la multiplication dans I'ensemb]e .

1 La multiplication dans ® est commutative.

En effer. pour tout couple de fonctions fotg SPAE foutes deux adg
N oatfel. p

tout réel x de l'ensemble A, nous D?Oﬂs I'égalité : 7 H Py,
f(x).9(x) = g(x).f(x), c'est-a-dire: f.g= T o

2. La multiplication dans 1 est une opération SeRQCtative.

Eﬁ effet, pour tout tiplet 7. g. A de fonctions appartenant 3 Iansﬂﬂib!e O g
tout réel x de I'ensemble A, on a I'égalité :  (f(x) g(x)) h(x)

=10 (g(x) “fnl}"
cest-aA-dire : (. g) h="/.(g.h) r

3. La multiplication dans I est distributive sur I"addi

En effet, pour tout triplet £, g, » de fonctions appartenant 3 |’
tout réel x de I'ensemble A, on a les égalités :

f(x) (g(x) + h(x)) = F(x).g(x) Ff(x) . h(x), et
(9(x) + h(x)) £(x) = g(x) F(x) + h(x) f(x),
Cest-a-dire : f.(g+h) =Ffg+7h et (g + h}.f=g.,f+hj_

4. La multiplication dans @ admet un élément neutre :
e, :fxeA X n—» 1
Pour tout x de

tion dans O,
eénsemb|g D, o Poyr

I"application
'ensemble A nous avons -8 (x) =1.

Nous avans alors. pour toute fonction f appartenant 2 D et pour tout réel x de
I'ensemble A, les égalités - f(x).e,(x) = f(x) et h, (x) .f(x) = f(x),
Cest-a-dire : f.e, =/ et &y.If={f

Division des fonctions.

Désignons par @ le sous-ensemble de O formé par les fonctions g appartenanta @
et telles que : fxeA g(x) # 0.

DEFINITION - Soient une fonction f de @
appelle division dans @

(7. 9). associe Ia fonctio

et une fonction g de ®*; on
"application de ¢ x ®* dans ¢ qui, au couple
' 7 appartenant a O telle que, pour tout élément
X de A on ait I'4galit - = flx)

q(x) 900

Fonctions Polynémes.

Soit 7 un entier naturel K

e réﬂls.
'UP‘Et (aor @1y -0 an)_?_—-—-"""

- outa
'0n polyndme d‘une variable '“"I:.lan’"'
par: xmau+a1x+ﬂz"'2+";—-—-“"

36
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7. FONCTIONS NUMERIQUES

Fonction nulle,

Si les réels ag, a4, .. ., a, sont tous nuls, |a fonction polyndme :
x> dgt aXx+ . 4 g x0 ect la fo

On démontre et nous admettons le theorg

THEEJﬁEME : Une fonction polyné
est la fonction nulle si et seyle
nuls.

me suivant -

mo_f XN ag 4+ a.x + T
ment si tous les réels do, 8, .. ., a, sont

Egalite de deux fonctions polyndmes,

On démontre et nous admettons le résultat suivant -

Degre.

THEOREME : Soient f et g deux fonctions polyndmes respectivement
définiespar : f: x r— G+ ax+ ...+ a,x". avec a, #0;
g:xm—-b°+b1x+...+bpxﬂ, avec b, # 0.

Les fonctions 7 et g sont égales si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

1. n=p.
2. HfE{1,2,...,n},a;=b;-

Si f est définie par : x A—» ao + a.x + .
degré de f est n,

Exemple : Considérons la fonction
si a; # 0, le degré de f est 2;
Sia;=0 et a, s 0, le degré de f est 1
Siay=a, =0 et ap#0, le degré de f est 0.

-« + a,x", avec a, # 0, on dit que le

polyndme f :x ~—» ag + a.x 4+ a,x?,

Remarque : Le degré de la fonction polyndme nulle n'est pas défini.

Ensemble des fonctions polynémes de IR dans IR .

Soit & I'ensemble des fonctions de IR dans IR. L'ensemble P des fonctions poly-
dmes de IR dans IR est une partie de ®. _
Nous savons que (D, +) est un groupe commutatif. Nous allons montrer que P
&t un sous-groupe de (O, +). _
- P est nog vide; en effet I'application nulle de IR dans IR appartient a P.
2. P est stable pour I'addition dans O. |
cﬂnsidémns, en effet, deux fonctions polynémes fet g :
FiX n» g4 ax + ... + ax;
g:xm—*bn+b1x+.,.+bpxp- i
Supposons, par exemple, n > p: pour tout réel x, nous avons :
'+ g)(x) = f(x) + g(x)
= (80 + bo) + (a; + b)) x4+ ... 4 (3, + b)x® + a, %P 4 ... + ax".
La fonction f + g appartient donc & P.
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1. FONCTIONS NUMERIOQUES

3. Sifappartient & P, — fappartient a P,
Considérons en effet une fonction polyndme quelconque fde P -

f . x

—» 85 i d1X + L I¥

- a,x",

Nous avons, pour tout réel x :

(— F(x) = — f(x) =

(—a0) + (—a))x+

— f est donc une fonction polyndme.

R

LI + (— aﬂ)xn.

35 THEOREME : L'ensemble P des fonctions polyndmes de R—m\

un sous-groupe du groupe abélien (¢, +) des fonctions de R chn..“

R,
e

Produit d'une fonction polyndme par un réel,

36 Soitf : x

T a; + H'ix + "

-+ a,x", une fonction polynédme.

On appelle produit de f par le réel « la fonction g définie par :

g :x

EXERCICES

Ensemble de
définition. 1

(n°‘1a’l1E}:
A’/\..—-2x2._3x+5’ 2
x ——1"_:1___
(x—=1) (x +3)
X’\r—i‘\/x-_E(x)_ .s

12

/98

¢ Indiquer I'ensemble de

V%39 + (2a))x + ... 4+ (xa,)x".
C'est une fonction polynéme, on la note . g = af

X Ao \/I’+:r—-s.
Ix] +1

xnv—-h 2x+3__

XAV — 4@ T 0x 55

x — 3,

définition de chacune des fonctions suivantes

i X —2
x+3
3 Ix+1
x2 4+ 2x—3
x4+ 1
X No—»
Vx — E(x)




7. FONCTIONS NUMERIQUES

WA VI AT =TI T,
M xn—» Vi Tar 0% _ 1

|x + 23]

16 xm—p\,fﬁx2+13x__a+ 1 )
x? —

T e
16 xn— YI2x=3733
24 x—=2

¢ Préciser I'ensemble de définition, indiquer I'ensemble des valeurs et

construire, dans un repdre cartésien, la r i i
; _ . la représentation -
tions suivantes (n°* 17 3 26) : i

17 x An—» x — E(x). 18 x A E(x) [x — E(x)].

19 x nv—» (= 1)E(x) x, 20 x A (= 1)E(X) [x — E(x)).

vVxt (2x — 5)2

N x> x =241 (x=2)2
2 ) 2x —5

22 x Nno—»

23 x An— %(x + \r"{E[x) - x)’). 24 x ~n—» X

x + | x|

25 x> Ve +Vx—22 4 Vx+ 22

26 IH\.*';—\;"[X~2JZ—\;”(.¥+2)2.

S_ons de # Préciser I'ensemble de définition et étudier le sens de variations des fonc-
variations. tions suivantes (n°* 27 a 40) : _
27 x n—» x2 —2x+ 3. 28 X "n—>» —2x2 4+ 4 x+ 5.
29 x n—> 3x2—6x+ 7. 30 x n—> —3x24+6x 4+ 7.
3N xAn— x4 1. 32 xn—» 99— 2x3
x4 1 3 —-2x
D— - X No—» .
- X x—2 ™ 14 x
F— -—1 38 x N"v—» x2 .
35 X x: + 1' 4'2 + 2 '

37 xA— A+ 2|x|+1—Vx2=2|x|+1.

x A V2 4802 +9+ Va2 —6vx +0.

1
. xre J(VEST - VEFT) + L

a0 x ~n— \/(x — E(x))* — | x| + E(2x).
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7. FONCTIONS NUMERIQUES

7 fonctions f et g définies sur un méme intervallg E,
XERCICES - Sﬂli?m«r fonction: h=Ff+g.

Sk i si f et g sont croissantes sur E, 4 est crojgg
10 L‘n?muntrej' ﬂ:f'si f et g sont décroissantes sur E, h est déﬂfﬁissame i E-
< Qenzonl::rc:eslexampias suivants que, si I'une des fonctiong f oy )
i:ni::;f?:':'et I'autre décroissante, on ne peut conclure a priorj gy, le song P

[ eh:
:?”:[:nlsﬁ?, f: x n—» X3 g: X Nn—s — 2y
DHE=R f: xn—> —x% g: Xxnrn—> 2x

aNts syy

42 Soient deux fonctions f et g définies sur un méme intervalle E.
On considére la fonction: h = f.g. .

Etudier le sens de variations de h dans les quatre cas .suwams .

a) f(x) et g(x) sont positives dans E, fet g sont crosss.-antes sur E,
b) f(x) et g(x) sont positives dans E, fet g sont décroissantes sy E.
¢) f(x) et g(x) sont négatives dans E, f et g sont croissantes sur E,
d) f(x) et g(x) sont négatives dans E, f et g sont décroissantes sur E.

43 Soit une fonction £ définie sur un intervalle E telle que :
yxekE f(x) # 0,

. .1 .
Etudier le sens de variations de la fonction 7 dans les deux cas Suivants :
a) [ est croissante sur E.

b) f est décroissante sur E.
44 Démontrer qu'une fonction £ d

et seulement si elle est strictement
En déduire le sens de variations sur

éfinie sur un intervalle E est injective si
croissante ou strictement décroissante.
R, de la fonction racine carrée.

45 On considére les foncti

VXeR:,  fix)=0 g VxeR, f(x)=ax2
fxeR", g(x) = x3 gt VxelR,
1° Démontrer que Ja fonc
En déduire que I'ense
n‘est pas une
Produit,

ons f et g suivantes définies sur IR par :

tion produit f. g est la fonction nulle.
! mble des fonctions différentes de la fonction nulle
Partie stable de I'ensemble F (R, R) muni de I'opération
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8.
Continuité. Limites

Continuité d'une fonction.

Continmité d'une fonction en un point.

DEFINITION : On dit qu'une fonction / définie sur un intervalle ]a, b[
est continue en un point x;, de cet intervalle si et seulement si, pour tout
réel : strictement positif, il existe un réel » strictement positif pour
lequel on a l'implication :

(xela, b[ et |x— xp| < a) == (|f(x) — F(xo) | < €).

Nous écrivons donc :
(f est continue au point xy de ]a, b[) <—=>

(JeeR!, JueR], (xela bl et |x—xo|<a) = (|f(x) —f(xo) | <2)).

Remarque : La propriété: |x — xo | < = est logiquement équivalente a la pro-
Priété - x € |x, — o, Xo + «[. Cette deuxiéme propriété est parfois plus commode
a utiliser que la premiére.

Interprétation graphique de la continuité en un point.

Soient une fonction f définie sur un intervalle ouvert ]a, 6[ et xo un point de cet
intervalle. Désignons par C la courbe représentative de cette fonction dans un plan ___
1apporté & un repére cartésien (0, i, f) d'axes x'Ox et y'Oy, et par M, le point de
Coordonnées (xo, f(xg))- [
Soient ¢ un réel strictement positif et B la bande dont les bords sont les droites

A, et A, d'équations respectives : v = f(xo) —¢ et y = f(xo) + c
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& CONTINWTE LIMITFES

Four tout réel = strictement positif, définissons -

. La bande ‘i, dont les bords sont les droites D, et D, d'équations respectives -
X=1Xn—a el X=Xy + «.

<. Lensemble E, des points de ¢ dont I'abscisse x appartient a I'intervalle
P"'—j o i, .xt} + I[. . . .

La fonction f est continue en x, si et seulement S, pour tout ¢, il existe « tel que I'on
ait . E,cBnd,.

Sur la figure 1, la fonction £ est continue en Xo: sur la figure 2, la fonction f n'est
pas continue en x,.

Exemples d'étude de la continuité d'une fonction
en un point.

Considérons |'application identique sur R ;: 7 : IR —. R, X N—> X,
Soit x, un réel. Pour tout réel & strictement positif, nous avons I'implication :
(1x — xo | <€) = (] £(x) — £(xo) | < o).

Pour tout réel ¢ strictement positif, il existe donc un réel « tel que :

(I x — X0 | < ) => (| F(x) — f(x0) | < ).

Il suffit, en effet, de prendre: o = g,

L'application identique sur IR est donc continue en tout point Xo de [R.

Considérons la fonction numérique : g : IR — R,
Etudions la continuité de I3 fonction g au point 1.
Nous avons : E(1) =1 gt g(1) = 0.

Soit x un réel positif strictement inférieur a %; nous avons : 1 — o > %

+NOuUsavons : E(x) =0 et g(x) =X
g(x) —g(1) | = x),

900 —901) | > 3)

x n—» x — E(x).

Pour tout réel x de I'intervalle 1M —a, 1
Nous avons : (x e |1 — @ 1[) = (|

Ou encore : (xe]1 — 1) =
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8. CONTINUITE. LimiTEg
Lol T w1 est inclus dans Vintervalle

11 - 1 + 'IL " "‘i.l. dﬂnc'
dans toul intervalle |1 — o, 1 4 it (

1
avec o < -2), des réels x pour lesquels

1
On peut vertfier qua la fonction g est continue en tout point x, de IR qui n’appartient
pas a &

Cansidarans la fonction D ""‘ "] IR” X noow x?

Soit v un réel strictement positif. Etudions la continuité de la fonction p au poim x,,.
Pour tout rdel positit ou nul x, nous avons I'égalité - p(x) — PXo) = x* — x2,
ou @ncore : P(X) = P(Xa) = (X = xg) (x + Xo). -
Soit un réel strictement positif inférieur A Xg, pour tout x de Vintervalle
1xo Yo + 2, [. la valeur absolue | x + x, | ost inférieure & 2 x, + =,

Pour tout ¢ strictement positif, l'inégalité | p(x) — p(xg) | < & est vérifibe si
|x = x| | x 4 xo | estinférieur d ¢

Il suftit davoir @ | x = xg | (280 4+ x,) < ¢, c'est-A-dire |x = x0 | < 2_1_5*__* -
0 1

C
- 2Xo + -"1.
En pronant pour x le plus petit des deux réels strictement positifs =, et 25, NOUS
avons ([ x — xp | <a) == (|p(x) = pixg) | < ).
La fonction p est continue en tout point x, de R},

Posons . =y

Considerons la fonction p, @ Yxe R, x ~» V/x. Nous admettons que cette
foncuion est continue en tout point de IR} (voir exercice n 8, p. 114).

Continuité & droite d'une fonction en un point.

DEFINITION : On dit qu‘une fonction numérique /, définie sur un inter-
valle [x, h[, est continue & droite au point x, si et seulement si :

Vee R JaeR’, (xe [xo B e x—xo <) ==> (|7(x) = f(x0)]| <)

——

Remarque : La propriété - x — X, < o est logiquement équivalente & la prop.ri_élé
Y€ [xo xy + 2[. Cette deuxidme propriété est parfois plus commode & utiliser
Que la premiére.

Exemple : Considérons la fonction numérique :
9 WeR,  x v» x— E(x). .
' : : lle
OUs avons montré que cette fonction n’est pas continue au point 1 l';h)efhgnl sie
“St continue & droite en ce point. Nous avons © E(1) = 1. 1"-“+ :“( o
It un réel positif strictement inférieur & 1; nous avons . :
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8. CONTINUITE. LIMITES

Pour tout réel x de I'intervalle (1.1 + «[, nousavons : E(x) = 1, et gX) = 5 _ ;
Naus avons - (xe[1, 14+ af) — (|Q(XJ—§(1)|=|X“'1 D, :
ouencore :  (xe[1, 14 af) — (lg(x) —g(1) | <e).

Pour tout réel e strictement positif, prenons o égal au plus petit deg deux rgg
xetl.

Nous avons alors @ (x — 1 < a) —» (f glx) —g(1) | <e).
La fonction g est continue droite au point x, = 1.

Continuité a gauche d'une fonction en un point.

e ——

DEFINITION : On dit qu'une fonction numérique f, définie sur un inter.

valle ]a, x,], est continue a gauche au point x, si et seulement sj :

Remarque : L3 Propriété : xo — x < x est logiquement equivalente 3 Ia Propriété -
a=arque

X € ]xo — o, x5]. Cette Propriété est parfois plus commode a utiliser que |a pre-
miere.

Continuité; continuité 3 droite; continuité - gauche.

Le rapprochement des définitions précédentes Permet d'srioncer des conclusions
importantes sur Ia continuité d'une fonction en un point.
1. Si une fonction définie syr un intervalle ]a, b[ est continue en un point xp
de cet intervalle, elle est continue a droite et elle est continue 2 gauche en Xo.

2. Siune fonction f définie sur un intervalle Ja, 4] est continue a droite et continue

a gauche en un point x, de cet intervalle, elle est continue au point xg.

Continuité d'une fonction sur un intervaille ouvert.

chaque point de lintervalle 5, bl[.
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8. CONTINUITE LIMITES

Notions sur les limites. .

Limite d'une fonction lorsque x tend vers b

Considérons une fonction f définie sur chacun des |

: . ntery
soient un réel L et la fonction g définie sur Vintervalle ]a gl[lesar]a:. s
glxo) =L et Yxela x[ U Ix b], g(x) = f(x). ' '

DEFINITION : On dit que 7 (x) a pour limite
que f(x) tend vers L lorsque x tend vers Xo,
est continue au point x,.

2 L lorsque x tend vers Xo, OU
Sl et seulement si la fonction g

Nous notons alors : lim #(x) = L.

X «Xg

On dit aussi que L est la limite de la fonction £ au point x,.

Nous admettons le théoréme :

THEOREME : Si f(x) a une limite quand x tend vers x,, cette limite est
unique.

e

La fonction g est continue au oint ¥, si et seulement si, pour tout réel = strictement
positif, il existe un réei « sirict=m=n1 pesitif pour lequel on a I'implication
(xela, bl et |x—xof <)== ((gx) —L|<e).

Pour toute valeur de x distinc:2 rle &, nous avons l'égalité : g(x) = 7(x).

Nous en déduisons l'impticanien suivante, vérifiée par la fonction f telle que f(x)
tend vers L lorsque x tend vers x,

(xela, b[ et 0<|x—x0f<a)=>(|flx) —L|<5).

Aucune hypothése n'est formulée ni sur l'existence de la fonction f au point xo,
ni sur I'éventuelle valeur de 7{xy). I est donc nécessaire d'introduire ici la condition :

X # Xo, ou encore : 0 < | X — Xo |-

Réciproquement, soient un réel L et une fonction 7 définie sur Ja, xo[ U 1xo, bI.
Supposons que pour tout réel € strictement positif il existe un réel strictement
positif & pour lequel on a I'implication :

(xela, b[ et 0< |x— X | <o) = (If(x) —L|<¢e).

Soit alors la fonction numérique g définie par g(xa) = -L et par : g(x}.——~ f(x)
Pour tout x de I'ensemble Ja, Xo[ U Ixo, B[ Cette fonction g est continue au
Point x, ; nous en concluons que f(x) a pour limite L lorsque x tend vers Xo.
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8. CONTINUITE. LIMITES

THEOREME : Soient une fonction / définie sur ]a, x,[ U 1%, b et un
réel L; f(x) tend vers L lorsque x tend vers Xx; si et seulement s;j .

feeRY: JaeR:L (0<|x—x|<x) = (|f(x) —L|<e),

—

Remarque : || est parfois commode d'interpréter le t'héoréme en disant que, Pour
tout réel e strictement positif, il existe un réel o strictement positif tel que, si x
différent de x,, appartient a l'intervalle Jxo — o, Xo + o[, I'image f(x) appﬂrlie:-,é
a l'intervalle JL — ¢, L + <[.

Limite d'une fonction continue en un point.

Une fonction f définie sur un intervalle ouvert Ja, 5[ est continue en un point x, de
cet intervalle si et seulement si :

VeeR}, JaelR:, ([ x = X0 | <o) = (| F(x) — F(xo) | < o).

Il résulte du théoréme précédent I'équivalence logique :

(f fonction continue en x;) <—> ( lim f(x) = f{xc)),

X=rXp

THEOREME : Soit 7 une fonction définie sur un intervalle ouvert ]a, [
et soit x; un point de cet intervalle. La fonction 7 esi continue en X Si et
seulement si elle admet pour limite f(x5) quand x tend vers x,.

i T P

Exemple de limite.

2 W

—

Considérons la fonction f : IxeD, x A i
e

L'ensemble de définition D, de cette fonctionest : R - (1L

Nous allons démontrer que f(x) tend vers 1 quand x tend vers 1,

En effet, pour tout réel x de Dy, le réel x — 1 est non nui et nous avons l'égalité :

x(x—1
f(x) = _ErTﬁ_) C'est-a-dire : f(x) = x,

La fonction g définie par - g(1) =1 et fxelR — {1}, glx) =f(x), est
I'application identique sur IR  elle est continue ay point 1. .

Nous en déduisons que, quand x tend vers 1. f(x) a une limite et que cette limite
est égale a 1,

Limite a droite d'une fonction lorsque x tend vers x,
par valeurs supérieures.

Considérons une fonction f définie sur I'intervalle
fonction g définie sur I'intervalle [Xo, b[ par :

gxo) =L et fxexb[, g(x)= f(x).

106
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8. CONTINUITE. LIMITES

a droite au point x,,

P

Nous notons alors : lim #(x) = L

X—xt

On dit aussi que L est la limite & droite de |5 fonction f au point x
Q-

2§ Nous admettons le théoréme :

THEOREME : Si f (x) a une limite a droit
valeurs supérieures, cette limite L est uni

e L quand x tend vers x, par
que.

On démontre et nous admettons le théoréme suivant -

26 THEOREME : Soient une fonction f définie sur I'intervalle 1xo b[ et

un réel L; 7(x) a pour limite a droite L lorsque x tend vers x, par valeurs
supérieures si et seulement si :

jeeR:, JxelR%, {_(-){x—x.;,(m]x}-(]f(x}—L[{s).

27 Exemple : Soit la fonciior o difinie sur IR par ;
fxeR_, p(x) =0 =i #¥x=RY, e(x) = 1.
La limite & droite de i= ¢ t~n @ au point 0 est égale a 1. En effet, consi-
dérons la fonction g <. 1. sur R par :
g0) =1 et YxelR" o) = 1.
La fonction g est contir = - <roite au point 1.
Nous en déduisons : s 2(x) = 1.

X-od

Limite & gauche d'une fonction lorsque x tend vers x,
par valeurs inférieures.

28 Considérons une fonction f définie sur l'intervalle ]a, xo[. Soient un réel L et la
fonction g définie sur I'intervalle ]a, xo] par :
9x) =L et Yxela xl, g(x)=Fx). _
DEFINITION : On dit que 7(x) a pour limite & gauche L lorsque x 1:-em:l
vers x, par valeurs inférieures si et seulement si la fonction g est continue
4 gauche au point xo.

Nous notons alors : lim £ (x) = L.

X—+X3

On dit auss; que L est la limite & gauche de la fonction f au point xp.
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8. CONTINUITE. LIMITES

Nous admettons le théoréme °

29 THEOREME : Si f(x) a une limite a gauch? L quand x tend verg X5 Pae
valeurs inférieures, cette limite L est unique.

.
On démontre et nous admettons le théoréme suivant :

30 THEOREME : Soient une fonction f définie sur I'intervall

—_—

€ Ja X[ et yy
réel L; f(x) a pour limite a gauche L lorsque x tend vers Xo Par valeyyg
inférieures si et seulement si :

Vee R JxeR:, (0<xo—x<a)=>(|f(x)-—L|<z).

31 Exemple : Considérons la fonction E - X n—> E(x),
E(x) admet 0 comme limite 3 gauche quand x tend vers 1.
En effet, la fonction g définie sur )0, 1] par: g(1) =0 et ¥ x e o, (il

g(x) = E(x), est continue 3 gauche au point 1.
Nous en déduisons : |im E(x) = 0.

Xl =

Limite; limite 3 droite; limite 3 gauche,

théorémes précédents permer d'ércncer des conclusions
d’une fonction quand x tend vare

limite L quand x teng VeIS Xq, c=11: fonction a une limite 3
uche quand x tend vers x,. Lz finiite 4 droite et |a limite &

1. Siune fonction a une
droite et une limite 3 ga
gauche sont égales 3 L.

2. Si une fonction a

gauche L, quand x te
limite L quand x tend

une limite 3 droj
nd vers x3,
Vers x,. Cett

te L, quand x tend
et si on a I'égaljts - L=
e limite L est €gale a L, et

Vers xg et une limite a

L. cette fonction a une
als

Nous convenons de noter -

lim f(x) = [

X=sbony

34 Remarques : 1. 1l est parfois CoOmmo
___——————.-______- ‘_ "
disant que, POUr tout réel ¢ strictement
tel que, si x appartient a I'interva

JL — ¢ L + z[.
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lle 1A, 4 [, I'image

la définition précédente en
Un réel A strictement positif
f(x) appartient 3 I'intervalle
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5, Nous definissons, d'une manigre g

‘mite L lorsque X tend vers — oo - fonction £ qui tend vers une
* AelRS, —
jeeRi  IASRL X<—A) — (1r — L) < o).

nalogue, une

w@s_: 1. Considérons la fonction £ P ixeRy X P 1
Nous allons démon.tfer que f (x) tend vers 0 quand x tend vers + oox
pour tout réel & strictement positif nous avons |'équivalence Iogiql;e

(x>0  [f(x)|<e) < (l_ﬂ).

Posons: A = _; le réel A est strictement positif.

Nous écrivons I'équivalence logique précédente sous |a forme :
(x>0 |f(x) | <e) <= (x> A).
Nous en déduisons que, pour tout réel e-strictement positif, il existe un réel stricte-

" 1 iy
ment positif, A = = pour lequel on a I'implication : (x > A) —» (1F(x) | < ¢).

Il en résulte que 7 (x) tend vers O quand x tend vers 4+ oo,

2. Consideérons la fonction définie sur IR par: g(x) = x — E(x).
Nous allons démontrer que g(x) n'a pas de limite quand x tend vers + oo,

Soit e un réel strictement pesiiif inférieur a 1; par exemple : = g Sig(x) avaitune

limite L quand x tend vers -+ =<, ii existerait un réel A strictement positif pour lequel
nous aurions I'implication (> 24, p. 108) :

' 1
(6> = (g elu-& L+g)

' N 1
Pour tout entier n, nous avons : #{n) =0 et 9(!‘? + ‘i) =

En particulier, ces égalités sont vérifiées pour tout entier n supérieur a A.

T e 1 1
Il n’existe aucun réel L pour leguel lO, i] soit inclus dans ]L —-g LT E[’

-

Il en résulte que g(x) n'a pas de limite quand x tend vers + co.

Fonction qui tend vers +oo lorsque x tend vers Xx..

Considérons une fonction numérique f définie sur ‘ensemble ]a, xo[U 1xo, BI.

DEFINITION : On dit que f(x) tend vers + o lorsque x tend vers x, si et
seulement si : §BeR;, JzeR}, (O<|x—X|<a) = (f(x) > B).

——

Nous convenons de noter : lim f(x) = + °°

X—+Np

109




37

a1

8. CONTINUITE. LIMITES

Remarques : 1. |l est parfois commode d'interpréter la définition précédente en
disant que, pour tout réel B strictement positif, il existe un réel a stncte[pem POsitif
tel que si x, différent de xo, appartient a l'intervalle 1xo — @, Xo + «[, 'image f(x)
appartient 2 l'intervalle 1B, + ool[. . .
2. Nous donnons une définition analogue pour une fonction f qui tend vers —
lorsque x tend vers xg :
yBeR}, JaeRL (0<|x—x|< o) =>(f(x) < —B)

1
Exemple : Considérons la fonction f: xeR"*, x ~A— )y
Nous allons démontrer que 7 (x) tend vers + oo lorsque x tend vers 0,
Pour tout réel A strictement positif nous avons I'équivalence logique :

(f) > A) <= (0<x2 <) M)

Posons: o = \/13 le réel « est strictement positif.

Lafonctiong : YxelR,, x n— x2eststrictement croissante: nous en déduisons
I'implication : (0 < |x| < a) = (0 < x2 < «?),

1
c'est-a-dire : (0< |x|<a) = (O < X2 L K)'

De I'équivalence logique (1), nous déduisons I'implication -
O<[x|<a) = (f(x) > A).
Il en résulte que f(x) tend vers + oo lorsque x tend vers &

Fonction qui tend vers +oco quand x i¢: % vers X;.

Considérons une fonction numérique £ définie sur Finis . iXp, DL

DEFINITION : On dit que /(x) tend vers + co foruus

it x tend vers x§ si
et seulement si : YBeR}, JaucR:, (0 < x— %, 2) = (f(x) > B).

Nous convenons de noter : lim f(x) = 4 co.
x—b-l‘f.;
Remarque : Nous donnons une définition a

nalogue pour une fonction £ qui tend
vers — oo lorsque x tend vers x},

fBelR, JaeeR?, (O<x—x <a) = (f(x) < — B).
Exemple : Considérons la fonction f - IxeR", !

x Fal _’ —

X
Nous allons démontrer que £(x) tend vers + oo lorsque x tend vers 0+.
Pour tout réel B strictement positif, nous avons I'équivalence

logique :
(f(x) > B) <~—— (D<x<1ﬁ).

Posons :a = B le réel « est strictement positif et

(0 <x<a) = (f(x) > B).
Il en résulte que f(x) tend vers + o» lorsque x tend vers 0+,

110

I'on a I'implication :
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Fonction qui tend Vers +oo lorsque x teng Vers x,
o

2 considérons une fonction numérique  définie sur Vintervalle Ja, x,[
I oL-

p— a0
pEFINITION : On dit que f(x) tend vers + oo lorsque x tend

— " Vers x, si
et seulement si : YBeRL  JueR, (0<x—x <a) = (f(x) ;B).
Nous convenons de noter : lim f(x) = + oo,

A—=XT

@ Remarque : Nous donnons une définition analogue pour une fonction £ qui tend
vers — oo lorsque x tend vers x5 :

jpe®i,  JeelRL, (0<x —x<oa) = (f(x) < — B).

a4 Exemple : Considérons la fonction f : YxelR, x A—» 1,

X
Nous allons demontrer que f(x) tend vers — co lorsque x tend vers 0-.

Pour tout réel B strictement positif, nous avons I‘équivalence logique :

(f(x) < — B) =— (‘*%{g{{}).

Posons : & = — g; le réel = o=t strictement positif et 'on a I'implication :
[0<—x<tx} e (f(] - :_L_*_}
|l en résulte que f(x) tend ~#= - <= guand x tend vers 0.

Fonction qui tend . = <o iorsque x tend vers +oo.

45 Considérons une fonction ri:irigue # définie dans 'intervalle [a, + co[.

e e

DEFINITION : On dit qus (¥} tend vers + oo lorsque x tend vers + oo si
et seulement si : jBeiR,, JAeR], (>A) — (f(x) > B).

Nous convenons de noter : lim f(x) = + oo
S i

Remarques : 1. Il est parfois commode d'interpréter la définition précédente
en disant que, pour tout réel B strictement positif, il existe un réel A strictement
Positif tel que, si x appartient & l'intervalle ]A, + oo[, I'image f(x) appartient a
lintervalle 1B, + ool.

2. Nous donnons une définition analogue dans chacun des cas suivants :
8) fonction £ qui tend vers — oo lorsque x tend Vvers + oo .

BeR:, jaem;, (x>A) —> (f(d<—B)

b) fonction f qui tend vers + oo lorsque X tend vers — oo :

IBeR,, jaeR:, (x<—A) — (f(0 > B).

¢) fonction f qui tend vers — oo lorsque X tend vers — oo :

BeRr;, JAeR,, (x<—A) = (f(x) < — B).

1
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X Nn—r X.
: onf: fxeR, o
Exemples : 1. Considérons |2 f-:i?c:;oenxiste uh:'l réel A strictement positif, le rée| g
tpUSI '

Pour tout réel B strictement POSIE 1 == (x> A) (f(x) > B).
par exempl, tel que 'on ait 'iMPICALOR * T2 0 oo + oo,
Il en résulte que f(x) tend vers + oo lorsqueé X

i ' R x ~—> E(x).
idérons la fonction E : fx €, e
f.l-ofso :ﬁ:}ns montrer que E(x) tend vers + ©0 quand x ten

itrai ' supérieur a B.
[ | arbitraire B et un entier n : . .
E’?:::;eu:arf TE des réels supérieurs a n est I'ensemble des entiers supérieurs oy

égaux a n. e
Nous en déduisons |'implication @

x> n) = (E(x) 2 n). Wy

I[I existe donc un entier A strictement positif, I'entier 7 par exemple, pour lequel on
a l'implication :

(x>A) = (E(x) > B).

Il en résulte que E(x) tend vers 4+ oo lorsque x tend vers + co.

Comportement d’'une somme, d'un preduit
et d'un quotient de fonctions.

Les définitions que nous venons de donner permettent d'éiabii- dans certains cas,
le “comportement “d’une fonction f dans “certaines conditinrn.

comportement: f(x) tend vers une limite, ou f(x) tend vers + oo, ou f(x) tend
Vers — co.

conditions : x tend vers x,, ou x tend vers + o0, ou x tend vzis ~- oo,

Considérons deux fonctions f et g définies sur un intervalle ouvert A.

0:1 suppose que |'on connait les comportements respectifs de f et de g dans les
mémes conditions pour x: soit x tend vers Xo, S0it x tend vers 4 oo, soit x tend
VEers — oo,
Les théorémes suivants permettent de connaitre, dans les mémes conditions pour X,

le comportement de I3 somme f + g, du produit f.g, du quotient i
g.

Nous admettons ces théorémes sans démonstration

Somme de deux fonctions,

Si f(x) tend vers L, etsi 9(x) te
i : nd vers L,, f(x
g: ;g:; :Bng vers L, et S'I g(x) tend vers + oo, fEx; i gg:g :En: vers Ly + La.
pobd tf.-nd vers L, et S1.9(x) tend vers — o, () + g end vers 4 oo.
il tend VErS + oo et si g(x) tend vers + 00, F(x) + g(x) tend vers — oo.
X) 1end vers — oo et i g(x) tend vers .- o F(x) 4 gg; ‘:gng vers + oo.
' nd vers — co.
M Si f(x) tend § .
de conclure a priori. ®18 + o0 et si g(x) teng vers — oo,

112

il est impossible
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P,-oduit de deux fonctions.

{ L et si
gi f(x) tend vers L 1 g(x) tend vers L,,
i f(x) tend vers L, # 0 et si g(x) tend vers +2 oo f(X)-g(x) tend vers L, . L,.

gi F(x) tend vers L, # 0, et si g{x) tend vers — m: llf'g; i%‘g Hzng vers 4 co.
si f(x) tend vers + oo, et 8l 9(x) tend vers + oo, f(x) .g'f{x) tendr.:, oyl A
Si f(x) tend vers + oo, et 51_ g(x) tend vers — co, f(x).g(x) tend Vf,ss t c:-_.
gi f(x) tend vers — oo et si g(x) tend vers — o0, f(x) .g(x) tend vers + &

pemarque : Si f(x) tend vers 0 et si g

(x) tend vers + oo '
— s a ou vers —
rmpossible de conclure a priori. o i

auotient de deux fonctions.

Si f(x) tend vers Ly et si g(x) tend vers L, s 0, fx) ford iiara %

g(x)
Si f(x) tend vers L, et si g(x) tend vers + oo ou vers — oo, % tend vers 0.
Si f(x) tend vers 4+ oo et si g(x) tend vers L,, % tend vers + oo.
Si f(x) tend vers — oo et si g{x) tend vers L,, ;({? tend vers + oo.

)
i & as I f(X)
Si f(x) tend vers L; # C ets! 5{x) tend vers 0, S0

tend vers + co.

Remarque : Si f(x) et g{x; tsndent simultanément vers 0, il est impossible de

conclure a priori. |l en sst ¢e midme si f(x) et g(x) tendent simultanément vers
+ oo Qu vers — oo, ou terdent 'une vers + oo, |'autre vers — co.

EXERC|CES # Danschacun des exercices suivants (n°s 1 3 6), on considére une fonc-
tion définie sur [R et un point x, de IR. Démontrer que cette fonction est

Continuité. continue au point Xe-
1 x,q,_-yz_;-. 2 xm—h—:izf.
3 xn— 2x+1. 4 x "> 2—-3x
5§ x n—> x2—3x+1. 6 x n—> —x2—2x+4.

113
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EXERCIBES R 7 On considére la fonction f définie sur [0,3] par 1 x A5 X =1

x+42
Démontrer que f est continue sur [0, 3].

7< 8 Soitla fonction f définie sur. IR, par: x A—» 1/x.

Limites.

1° Démontrer que fest continue en tout point x, cfie 10, 4 oo
2° Démontrer que f est continue a droite au point 0.

9 Démontrer que les fonctions définies sur [R par @ x A—» | x |, et bar
X n~—> 4/ | x| sont continues sur [R.

. 10 Soit la fonction £ définie sur IR par :

f0)=0 et fxeR" f(x) = ii—l

Démontrer que f nest pas continue au point 0.

11 Soit la fonction £ définie sur IR par . f(x) =

BT +x) + E(1 — ).
Démontrer que 7 n'est pas continue au paint 0,

o

12 Démontrer que, si f et g sont deux fonctions continu

€S SuUr un méme
intervalle E, la fonction - h=f+ gest continue sur E.

‘¥

13 Soitla fonction fdéfinie sur IR — {1, 3}par » » 11:3__}2(___;:-1)1
: (x=3)(x=1)
1° Quelle est la limite 4

e f(x) quand x tend ve:- * =
2° Quelle est [a limite d

e f(x) quand x tend vers i

14 Soit la fonction f définie surlR — {0} par + =~ - _, |£il
X
Quelle est la Jimite de f(x) quand x tend vers ¢
15 Soit la fonction 7 définie sur R _ {O}par :x n» X
- X
1° Démontrer |

que f(x) tend vers 0 quand x teng v
2° Démontrer que f(x) tend vers

3° Démontrer que f(x) tend vers

ers ),
+ oo quand x tend vers 4 oo,
— @ quand x tend vers — oo,

16 Soit la fonction f définie sur IR

= {— 2} par: x/\,—+x+1-

)( 18 Soitla fonction f définie surlRpar: x P = i

114

2x2 41
Démaoantrer que f(x) tend vers 0 quand x tend vers 4+ oo ou vers — oo.
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)( 19 Soit la fonction f définie surRpar: x An—» Xap!

6x24+5
Démeontrer que £(x) tend vers + oo
uand x .
quand x tend vers — oo, - _ tend vers -+ oo et vers — oo

L

' 20 Soit la foncti ini | A
P oit fa tonction f définie sur R — {— 3,3} par: x A > J:-z _391'

1° Démontrer que f(x) tend vers + oo quand x tend vers + ©0 ou vers — co.
2° Démontrer que f(x) tend vers 18 quand x .

tend vers 3 ou vers — 3.

& Dgns chacun des exercices suivants (n°s 21 & 30), on considére une
fonction f définie sur un ensemble D, que I'on précisera. Etudier le compor-
tement de la fonction f dans chacun des cas indiqués :

N 21 f(x)=—x2+4+6x—1. 1°xtend vers + co. 2° x tend vers — co.
-,5‘22 f(x)=2x2+x+1. 1° x tend vers + co. 2° x tend vers — o

)(23 f(x}=5x—1+}12-- 1° x tend vers 0. 2° x tend vers + oo.

3@ x tend vers — oo.

2 43
‘T 24 f(x) = i 1e x tend vers 1. 20 x tend vers + oc.
30 x tend vor :
26 f(x) = - &2 10 x tend vers + oco. 2° x tend vers — oo.
: gt — 4

3o xtend ve. 4 Z, 40 x tend vers — 2.

x+t 3 x+6 . 10 x tend vers 2. 2° x tend vers 2
,_25 ftx}m§2—4+xi+ﬂx—.12 %

3° x tend vers — 6. 40 x tend vers 4+ oo, 5o x tend vers — oo.
2x2+1 Xz+4- 12 xtend vers 1. 2° x tend vers — 1.

& fX =7 "F +1

3o x tend vers + oo. 4° x tend vers — oo,

28 f(x) = ___X_i'_z_—— 1e xtend vers — 2. 2° x tend vers + oo.
x+Vx+6

29 f(x) A x4+ »\/;_- '\/J_(, x tend vers + oo,

30 f(x)=\/x+‘\/a'+‘\/_-’\/)_f. x tend vers + oo,

15
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xz

EXERCICES 31 on considére la fonction £ définie sur IR® par = x ~— Vat

116

Déterminer une fonction g. définie sur IR, qui prolonge la fonction £ g qui

est continue sur IR.

32 On considére la fonction f définie sur R — {— 1} par :
x+1

Va0t

1o Déterminer une fonction g, définie sur IR, qui prolonge la fonction £
et qui est continue 2 droite au point: xg = — 1.

20 Déterminer une fonction A, définie sur IR, qui prolonge la fonction
et qui est continue & gauche au point Xg.

3o Existe-t-il une fonction définie sur IR, qui prolonge £, et qui est continye
au point xg.

X Ne—= X —

33 Méme exercice que le n® 32 pour la fonction £ définie par :

fxeR" x n— Ay .\/xz’ et le point : x, = 0.
X2 — \/ﬁ

34 Démontrer les théorémes suivants énoncés «t admis dans le cours :

1e Si f(x) tend vers L,y et si g(x) tend vers L, quand x tend vers x,,

f(x) + g(x) tend vers Ly 4+ L, quand x tend vers xg.

2° Si f(x) tend vers L, et si g(x) tend vers L, cuand x tend vers + oo,

f(x) + g(x) tend vers L, + L, quand x ten< vers + oo.

39 Sif(x) tend vers L, et si g(x) tend vers 1 quand x tend vers — co,

f(x) + g(x) tend vers L, + L, quand x tend veis — oa.

35 Soit une fonction £ définie sur un intera i=. B[ et un point x, de cet

Hs:
intervalle. Démontrer que si la fonction F scqiet une limite quand x tend
Vers X, cette limite est unique.

35' Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle Ja, b[ et un
point xo de cet intervalle. Démontrer que ies conditions : lim f(x) =L,

limg(x) = L’ P . . X+ Xg
X+ g C et L < L' impliquent Iexistence d'un réel strictement

Positif « tel que, pour tout x de I'int it I'i
i ' ervalle 1x, — a, x, , on ait I'iné-
galité ; f(x) < g(x). I ot 8]

37. Soient f et g deux fonctions
paint x, de cet intervalle,

1o

Démounmsrupnasa que, PoUr tout x de I'intervalle Ja, B[, on a : f(x) < g(X)-
B que les égalités : |im f(x) =L et limg(x) = L' impliquent

I'inégalité : L L, X* X X+ Xg

2° On suppose gue
que, pour i
Les 6galtts © lim (o) <. | g ol 1o L on 3 1 () < 90

x> x =L et lim g(x) = L', impliquent-elles I'inega-
u X+ Xy

définies sur un intervalle Ja, &[ et un

lit¢: L<rr
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Fonction derivable en un pojnt
ronction derivée

fonction dérivable en un point.

Soient une fonction qumérique f définie sur un intervalle ouvert ]a. 5[ et un point x
de cetintervalle. Il existe un réel positif « tel que l'intervalle ouvm-] L ;E
soit inclus dans l'intervalle ouvert ]a, b[. Considérons la fonction 5 déii;\iu o

rensemble ]— %, O[U )0,z [ par ¢(h) = f(x; + h; — f(x5)

DEFINITION : On dit gu'une fonction / définie sur un intervalle ouvert
Ja, b[ est dérivable en un point x, de cet intervalle si et seulement si
%(h) tend vers une limite /1 quand 5 tend vers 0.

Nombre dérivé.

Soit f une fonction dérr. an un point x, de lintervalle ouvert |2, b[. La imite m
de »(h) est unique. U lle nombre dérivé de la fonction / au point X,

Continuité d'une fonction dérivable en un point.

THEOREME : Si une fonction / est définie sur l'intervalle ouvert la. bl
ot dérivable en un point v, de cet intervalle, elle est continue au point x..

En effer, pour 1out réel non nul A de l'intervalle 1— z. + z[. nous avons I'égalneé .

Hxo + h) — 1(xg) = h.(h)
o) = 1.9
f est dérivable anj X, donc. lorsque h tend vers 0. % (h) tend vers un réel m et le

| ¢ f(xs)
Produit h. 4 (h) tend vers O Nous en déduisons que f(x, + h) tend vers
quand A tend vers 0. D'aprés le théoréme du n® 22. p. 106, nous concluons que /

sl continue au point x..

n



9. FONCTION DERIVABLE
i i S en un point est j
e des fonctions dérivable P est inclyg dang

tinues en ce point. _ :
en un point n'est pas nécessairement dérivable o, o

exemple au n° 8, p. 119.

e deux fonctions ; elle n'est pas définie au pojn g
teur et le dénominateur tendent Sim‘-"tanéman;
quotient ne permet donc pas de conclure 5
d h tend vers 0.

Remarques : 1. L'ensembl
I'ensemble des fonctiong con
Mais une fonction continué
point. Nous en donnerons un
2. La fonction @ est le quotient'd
Quand A tend vers O, le numera

vers 0: le théoréme sur la limite d'un

priori I'existence d'une limite pour @(#) quan

Exemples de fonctions dérivables en un point.

Fonction constante sur [R.

Soit une fonction f constante sur R : 7 : {xelR, X n— k.
Considérons la fonction ¢ : fheR",  hA— (Xo ; (Xo),

Pour tout réel non nul 4, nous avons : ¢ (h) = 0.
Il en résulte que ¢ (A) tend vers 0 lorsque A tend vers O.

THEOREME : Une fonction constante sur [R est dérivable en tout point
Xp de [R. Le nombre dérivé de cette fonction au 222 i, est égal a 0.

e " .

Fonctiong : {xecR, x n— x.

Soient la fonction g définie sur IR par : g(x) = x, et v =uint x, de R.
Considérons la fonction ¢ : fheR*, A A &,_'L‘;’M
A

Pour tout réel non nul A, nous avons : w(h) =1.
Il en résulte que o (h) tend vers 1 lorsque A tend vers O.

T:ifltoneriiz e fonction'g:_- ixeR X n— x est dérivable en tout
p Xo de R. Le nombre dérivé de cette fonction au point x, est égal a 1.

Fonction p : YxeR,, X n—> 1/x

Considéronslafonctionp : yxeR,, x ~—» V/x
Soit xo un point de I'intervalle ouvert J0, + oo[; x, ést différent de O

Désignons par o un réel strictement Positif et inférieur & x, : x, —« >0

. . o - o~ ’

Considérons la fonction o : Y5 e I=20[U10, «[, & A M@.
r r h

Nous avons: ¢(h) = M
- :

118



9. FONCTION DERIVABLE
M._,mn“‘:’ns les deux termes du rapport par le réel non nul:

Y. I B — ‘\/"n + h 4+ \/x_g -
gobtenons © @) = (:/(’:”/Jr fe W) _  (xo h) = x,
No Xoth+vx%) — h(\/xot b+ /x)

st un réel non nul; simplifions par A ; nous obtenons : ¢ (h) = vV 1

_ . +h+4/x :
|a fonction p est continue surR.. Quand / tend vers 0,4/xo + A tend Siome
vers \/Xo- Le réel xg est différent de 0; nous en déduisons que ©(h) a une limite

gand f tend vers 0, et que cette limite est égale 3 i —
q 2v/x

pm— -

THEOHEME : La fonction p : YxelR,, x ~n—> 4/x est dérivable en

tout point Xo de [R}. Le nombre dérivé de cette fonction au point x, est
1

602l 32/

remarque : La fonction % : §x&R, x A— |x| n'est pas dérivable au point 0.
Remarque -

Considérons en effet la fonction ¢ : fheR*,  h ~—s A0+ h) — A (0)

h
| Al
Nous avons: @(h) = =5
Si h est strictement positit, . < ast égal a + 1. Si A est strictement négatif,
o(h) est égal 3 — 1. Quan! == vers 0, ¢ (h) n'a donc pas de limite.
Ls fonction 7 est continue 7. :int & et elle n'est pas dérivable en ce point.
Nous en déduisons que {'@:=~3i2 des fonctions dérivables au point O est

une partie propre de |'ensas e (des fonctions continues en ce point.

Fonction lineaire tangsnte.

Considérons une fonction f définie sur un intervalle ouvert la, b[, dérivable au
Point x, de cet intervalle, et soit m le nombre dérivé en ce point. L

Soit « un réel strictement positif tel que I'intervalle ]xo — & Xo + o[ soit inclus
dans V'intervalle Ja, b[; désignons par ¢ la fonction définie sur 1— «, 0[U 10, a[

Par: o(h) = f(xo + h{)’ — f(xo0),

Nous avons - lim @ (h) = m, et d'apres les théorémes sur les limites :
h-0

im 8(h) — m) = 0.
Désignons par &, I'ensemble des fonctions définies sur 1— e, O[U]O, «[ telles
Que - (ee ) <=——> (ﬁm e(h) = O).

i Re2e ] —_ t un
La funcn.;m e définie par : 'H'h e ]_, e, O[U ]O’ u:[, E:l:h) tp(ﬁ) m est u

&éme
nt de 8. _ o "
*t différent de 0; cette égalité est donc logiguement équivalente a I'égalité :

0+ h) — F(xo) = mh + he(h)-
19

PN
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9. FONCTION DERIVABLE

. " le la b[ et si

i oint Xp de I'interval b, si

i f est dérivable au p : ' [

Nou|s |r:.cm'::Ikl:c::nsd,a,c:il:'[-fﬁ,;r :lu point xg, il existe un réel o strictement positif et Une
est le nombre m

fonction ¢ appartenant A I'ensemble &, tel gue —- mh + he(h).
Vhe]— e« O[ U O, «[, f(x0+h)_7f(xor)R_ar . Lo i h n— mh.
Considérons la fonction linéaire Lo définie Sit-lr h) Fi|‘ he(h).

Nous avons alors : f (X0 + h) — f(x0) = Lol

——

DEFINITION : Soient f une fonction définie sur ]a, b[, Xo un point de

cet intervalle. S .

On dit qu'une fonction linéaire L sur R définie Pa":I ) h ch est
tangente a la fonction  au point X, si et seulement s%il existe un réel
strictement positif et une fonction  appartenant a &, tels que :

Vhel—a O[U0, al, f(xo+ h) —F (%) =L(h) + he(h).

Nous énoncons donc le théoréme :

THEOREME : Si la fonction f définie sur ]a, b[ est dérivable au point x,
de cet intervalle, et si le nombre dérivé est m, la fonction linéaire Lo sur R
définiepar : s An— mh estune fonction linéaire tangente a la fonction 7
au point x,.

Soit alors une fonction £ définie sur Ja, b[ qui admet au point x, de cet intervalle
une application linéaire tangente £ : A A ch.

Il existe un réel « strictement positif tel que Iintervaile (X — o, Xg + «f soit
inclus dans ]a, b, et une fonction & appartenant a I'ensemble . r:lle que :

Vhel—o 0[ U J0, uf, !(x{,+h)—f(xu)-:ch-lua(.":-},

h est différent de 0; nous avons donc : flxo + h!)? — {Xo) = ¢+ g(h).

Nous en concluons : lim [f(xn ¥ h‘})} — ”XO)] = ¢.

h—0

:I'HEDREME : Si une fonction 7 définie sur la, b[ admet au point x, de cet
intervalle une fonction lingaire tangente L : h ~—x ¢ la fonction £ est
dérivable au point x;, et le nombre dérivé en Xp est égal a c.

A ’ que; cette unicité implique I'unicité
de la fonction linéaire tangente a f en x,, lorsqu'elle existe

Il résulte de I'étude précédente le théorame Suivant :

THEOREME : Soient f une foncti o
. on définie s i
et X, un point de cet intervalle. ur un intervalle ouvert ]a, 5[

Les propriétés suivantes sont
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[nterprétation géometrique du nombre dérivé.

Limite d'une droite.

Considérons un plan rapporté a un repére (0, 7 /) et un point M, de ce plan, de
coordonnées (xo, Vo).

Soient @ une fonction définie sur un ensemble Tho — B 2o[U kg, Ro + B[ et Aun
point de cet ensemble. Considérons la droite A, qui passe par M, et dont le coeffi-
cient directeur est a(1). L'équation de Ay est 1 y — yo = a(h) (x — xo).

DEFII\II'I'.ION : On dit que la droite ), a une position limite quand ) tend
vers ) si et seulement si I'on a un des deux cas suivants :

1. a(}) tend vers une limite m quand % tend vers .. La droite A d'équa-
tion : y — yo = m(x — x;) est appelée limite de A, quand X tend vers ).

2. a()) tend vers + oo ou vers — oo quand . tend vers ),. La droite A
d'équation : x = x, est appelse limite de A, quand % tend vers ).

Tangente en un point a uny courbe.

Soit une fonction f définie et cortinu: sur un ‘ntervalie Ja, b[ et C la courbe repré-
sentative de cette fonction dans ur plac tanparté a un repére (D, i, f') (fig. 1).

Considérons un point Mg de C. Ulabscisse g de o2 point appartient a 'ensemble de
définition de la fonction /: V'ordonnd= « e o2 ooint est f(x). ‘Considérons un

autre point M de C, distinct de M, =

d'abscisse égale a x; + h; Vordonnee v oo

M est F(xg + h).

Les points M et My déterminent une draiie

D, qui n'est pas parallele auv suppoit do

I'axe y'Oy. Le coefficient directeur w{/) =

la droite D,, est donné par l'égalité .
 ¥—¥a,

Plh) = =

Nous avons donc :

oty = U+ 1) = 1(50)

L'équation de la droite D, est:
Y = f(x0) = @(h)(x — Xo).

DEFINITION : On dit que la courbe C admet une tangente au point M,
si et seulement si la droite D, a une position limite quand / tend vers 0.
La droite D, limite de D, est appelée tangente en M; a la courbe C.

Si f est une fonction dérivable, o (#) tend vers une limite m quand A tend vers 0,
€t m est le nombre dérivé de la fonction f au point Xo.
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9. FONCTION DERIVABLE

Nous énongons donc les théorémes ;

17 THEOREMES : 1. Si la fonction f est dérivable ay poi“tm
représentative C admet au point M, de cn?rdnnnées (xo. 1 (%0)) une tan.
ente dont le coefficient directeur m est egal au Nombyre dérivg de |,
?onntinn f au point x,. L'équation de la tangente est : y—f (fo) =m(x — )
. : . Flxo + )y __ ;%
2. Si la fonction f est continue au point Xo et sile Tappnrt 2) f(x,)
tend vers + oo ou vers — oo, la courbe représentative admet ay Point M,

de coordonnées (x,, f(xo)

) une tangente paralldle au Support de |'aye Vo),
L'équation de la tangent

e en M, est : X = Xgu

—_—
18 Remarque ; Supposons f dérivable ay point X,

dérivé en ce point: nous savons que f admet au p
gente L : h n— mh.

La courbe représentative admet au point Mo une tanaente
V= Fxo) = m(x — xq).

Considérons les axes X'MgX et Y'MoY respectiveme:
et Fﬁ; et munis des mémes vectey

Soit M un point dy plan dont les ¢

et désignons Par m le nembre
oint xq la fonction linéaire tan.

D d'équation -

baralleles aux axes x'Ox
o *
'S Unitaires / et ;.

*
oordonnées dans te i (O, /, ;) sont (x, y)
et dont les coordonnées dans |e repére (Mo, i, f) sont %
Nous avons les galités : x — Xo + X,

L'équation de Ia droite D dans |g repére (M
Nous en déduisons 13 Propriété suivante :
Si la fonction f admet au point Xq
la courbe représent

Y=Vyo+Y

>~ .
ol J)est alicr: Y = mX,

la fonction linéaire

angente: h A— mh,
ative C admet ay Point M, une tangente D dont I'équa-
tion dans |e repére (M.;.. 1 ,T) est: Y = ;x>

f définie sy u
iNtervalle Jx,, x,

N intervalle [xo0, B
dérons la fonction ¢ définje syr I'int

; il existe un réel si:ri::te'“er.1_t

+ o[ soit inclus dans I'intervalle [xg, b[';(cc']nﬂ
f(xo + h) — f(Xo),

ervalle 10, «[ par- @(h) = (Xo 5 B

N dit qu'une fonction £, gafi

est dérivable a dro; : onf, defi

droite m quand A

I et seyle
tend verg 0+,




9. FONCTION DERIVABLE

gxemple : Soit la fonction f @ JxeR, x ~n— | x |. La fonction f est dérivable

0 W point 0.

3

f(h) — £(0)

® h .
pour tout point /1 de IR+, nous avons :  7(h) = h; nous en déduisons : ¢ (h) = 1.
quand A tend vers 0, o () admet donc une limite & droite m, égale a 1. La fonc-
tion f est donc dérivable a droite au point O; le nombre dérivé & droite de £ au
point Qest1.

gn effet, considérons la fonction ¢ : YhelR:, 5

Fonction dérivable a gauche en un point.

Soit une fonction £ définie sur un intervalle ]a, xo]; il existe un réel strictement
positif o tel que l'intervalle 1xo — =, x,[ soit inclus dans I'intervalle Ja, Xo]. Consi-
dérons la fonction ¢ définie sur l'intervalle ]— o, O[ par :

f(xq —
olh) = (x +h’)? F(xo)

- S

DEFINITION : On dit gu‘une fonction £, définie sur un intervalle ]a, x].
est dérivable a gauche =3 paint x, si et seulement si (/) a une limite a
gauche m quand /5 fend vere U7,

e i

m est appelé nombre dérivé 2 gauche de la fonction f au point xg.

Exemple : Soit la fonction 7: Yxe @R, x A— | x |. La fonction f est dérivable a
gauche au point 0.
. . f(h) — (0
En effet, considérons la fonction « . §hH = R, h n— _(_)-h—(—}
Pour tout point A de IRZ, awe =oons 0 F(A) = — A
Nous en déduisons : @i/} —~ -
Quand A tend vers 0, o{A} st danc une limite 3 gauche m, égalea — 1.

La fonction 7 est donc dérivable & gauche au point 0; le nombre dérivé a gauche
de fau point O est — 1.

Dérivabilité: dérivabilité a droite; dérivabilité a gauche.

Le rapprochement des définitions précédentes permet d'énoncer des conclusions
importantes sur la dérivabilité d'une fonction en un point.

1. Si une fonction f définie sur un intervalle Ja, b[ est dérivable en un point Xo

de cet intervalle, elle est dérivable a droite et dérivable a gauche en ce point.
Le nombre dérivé a droite en xo et le nombre dérivé a gauche en xo sont égaux au

nombre dérivé au point Xo. | ; *

2. Si une fonction £ définie sur un intervalle Ja, b[ est dérivable & droite et déri-
de cet intervalle, et si le nombre dérivé a draite m;
he m, en Xg, la fonction f est dérivable au
eta ma,

Vable & gauche en un point Xg
®N Xo est égal au nombre dérivé a gauc
Point x, : le nombre dérivé m au point xo est égal a my
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9. FONCTION DERIVABLE

o0 dérivable sur U

onction deriv —- - e

) dit qu'une fonction f définie s_ur';.m lntti'r}fifﬂe la, b

24 DEF'N"IO:“ : Once: intervalle si et seulement si elle est dérivable g,
est dérivable sur

tout point x, de cet intervalle.

n intervalle ouvert.

Fonction dérivée.

25 Soit f une fonction dérivable sur un int

' érivé m de |
valle associons le nombre d '
Nous définissons ainsi, sur lintervalle la, b[, une nouvelle fonction, notée £/

Le nombre dérivé de la fonction £ en un point Xo de I'intervalie. la, b[ estf(x,).
Cette fonction 7' est appelée fonction dérivée de la fonction /.

ervalle ]a, b[. A tout point x, de cet inter-
la fonction en ce point.

26 Remarque : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert Ja, b[.

Si g désigne la restriction de la fonction £a un intervalle Je, d[ inclus dans ]a, 4],
la fonction g est dérivable sur Jc, d[, et sa fonction dérivée g’ est la restriction de

a l'intervalle Jc, d[.

Exemples de fonctions dérivables sur :: intervalle ouvert.

Fonction constante sur [R.
27 Du théoréme du n° 5, p. 118, nous déduisons -

R ——

THEOHE_ME : Une fonction f constante sur IR eot ddérivable sur R.
La fonction dérivée est la fonction nulle sur I : jxeR, F(x) =0.

" e m—

Fonction g : Yxe R, X N> X.

28 Du théoréme du ne 6, P. 118, nous déduisons 3

THEOREME : La fonction g définie par ; fxeR, x A— x estdéri-

vable sur R. La fonction dari : -
définie par: xe R, g:(x;!:uf.a g' est la fonction constante sur R

—

Fonctionp : xeR,, N /%
29 Du théoréme du ne 7, P. 119, nous déduisons - :
THEOREME : La fonction p: |

. 4 XelR = . A
La fonction dérivée p' est 1a fonesi. Lo\ > V x estdérivable surR:-
n .
; 1 ction définie sur R} par :

. XE€e IR*: X N—» —_— -
P v 2‘\/; ou Encﬂre -
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S 9. FONCTION DERIVABLE

ction dérivee de la somme, dy .
E:nquntient de deux fonctions, produit,

un point quelconque de cet intervalle.
Le nombre dérivé de la fonction £ au point x, est #
onction g au point Xo est g’ (xo).

Nous avons désigne par &, 'ensemble des fonctions e
pour lesquelles s{h? tend vers 0 quand h tend vers 0.
|| existe donc un réel « strictement positif et deux fonctions g, ete, appartenant a
fensemble &, pour lesquels on a les deux implications :

< h]<a) = (flxo + h) —f(x0) =h[F(x0) + & (H)]); (1)
0<|h|<a)= (9(x0 + h) — g(x0) = h [g'(xo) + e2(h)1). (2)

(X0) ; le nombre dérivé de la

définies sur ]— o, O[U]0, «[

Fonction dérivée de la fonction F+ g.

31 THEOREME : Si 7 et g sont cieux fonctions définies et dérivables sur un
intervalle ]a, b[, la fonction / 4+ g est définie et dérivable sur le méme
intervalle. La fonction dérivéc ast : [F+ g]'=Ff 4+ g'.

e

Par définition, la fonction 7 -i- g &5t définie sur ]a, b[ par :

f+g:Yxela b, [f + ¢]0x) = F(x) + g(x).
Formons la différence [ + ¢i(xu + A} — [f 4+ gl(Xo) :
[F+ gl(xo + h) — [f+ g1z = F{xo + h) = F(X) + g(xo + h) — g(X0).

Des implications (1) et (2), ncus déduisons l'implication :
O<|h|<a) = ([f + ¢l + ) = [T+ 9] (o) =
h [F (x0) + @' (%o) + & (h) + e2(M)]).

Nous déduisons, du théoréme sur la somme des limites, les égalités :
hhmo [e:(h) + e, (A)] = unr:} e, (M) + Jimﬂ e, (h) = 0.
- P g

La fonction e, + &, est donc une fonction de l'ensemble &.. Nmfs‘ concluons
que la fonction f + g est dérivable au point Xo et que le nombre dérivé de cette
fonction ay point x, est : F (xo) + ¢ (Xo)-
La fonction f + g est donc dérivable sur
&t la fonction [f + g1’ définie sur ]a, b[ par :
X€la, b[, x A— F(x)+ g'(x), ou encore :
Vxela, b, [f4 g1/ (x) =1'(x) + g0

Nous en déduisons I'égalité : [f + 91’ =1 + 9"

Iintervalle 1a, b[ et sa fonction dérivée

édent & la somme d'un nombre fini

2 R . :
o ) réme préc
narque : On peut étendre le théo intervalle 1a, b[.

%€ fonctions définies et dérivables sur le méme
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iculier. :
i Jéfinie et dérivable sur un intervalle la, b[ st k un réel.
Soit f une fonction defl » f(x) + k est la somme de la fonction f et g

i = a; b ]
Lafonetionp ¢ fx=d [a,b[définie par : X N

i constante sur ] ) .
la fonction g g est dérivable et que sa fonction dérivée est la fone.

Nous savons que la fonction

i . bl ) »
:Ic::J: ln;Irlaﬂciséur::u]i:unE que p est dérivable sur Ja, b[ et que ?3 foic}!'nn dérivée est |3
fonction p’ égale 3 f; nous écrivons @ X € Ja, b[, P (x) = F(x).

Fonction dérivéee de la fonction 7. g.

THEOREME : Si f et g sont deux fonctions définies et dérivables sur
I'intervalle ]a, 5[, la fonction /. g est définie et dérivable sur le méme
intervalle. La fonction dérivée est : [f.gl'=Ff.g+ . g

Par définition, la fonction f. g est définie sur ]a, b[ par :
Vxela, b,  [f.g]l(x) = f(x).g(x).
Formons la différence [f.g](xo + h) — [f.g](xo) :
Nous avons, pour 0 < | A | < o, les égalités :
f(xo + h) =F(xo) + h [F'(x0) + & (h)],
g(xo + h) = g(xo) + hig'(xo) + e2(h)].
Nous en déduisons, pour: 0 < | A | < e, I'égalité :
[f.9) (X0 + h) = f(xo) . g(xo)
T h[F(x0) .g(xo) + f(x0).g'(%0) + g(x. 4 F(xg) . e2(h)]

) + h2[f' (x0) . 9" (x0) + F'(xo) .e2(h) + g'(x, i + gy (h).eq(h)].

onsidérons la fonction ¢ définie s - v
(h) = glo).e () + Fre) sy LU0 el pas

+ hf(x).9'(x £ , ——
Nous avons alors |'imp|i:ati0n( :0) + (%) .e2(h) + g'(x0) .2, (h) + gy (h) e (M)].

O0<|h]|< m)="=i"([fr-§'] (xo0 + h) — [f.91(x0) =

h [ (X0) -9 (x0) + F(x0).q" (xq) + =(M)])-
Quand ” tend vers 0, ¢, (h) et c2(h) tendent vers 0. Nous dédu;:sor?s (dzg. théo(réL'les

égalité

€ au point x, et que le nombre

F'(x0) .9 (Xo) + f(xo).g"
: , .g' (Xo).
:..a fonction f.g est donc dérivable sur Iintervalle Yo, b[ et sa f o) g ( 0).
onction [f.g]" définie sur Ja, b[ par : ' sa fonction dérivée est la

'XE ]3; b[, X N—p f’(x).g(x) + f( .
Vxedo bl 10010 = 7(6).q00) 4 fag g L 0%

Nous en déduisons I'égalité : [r. g =f.g4r g’
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cas partlculiers.

goit f une fonction définie et dérivable sur
La fonction p Vxela b, x n— k f(x : .
de la fonction @ constante sur ]a, b[ défin(ie)pa?st li ﬂu;}c B8 TaiRA0H Tt

la fonction g est déri
Nous savons que g es rivable et que s i :
"o nulle sur la. BL. Que sa fonction dérivée est la fonc-

Nous en déduisons que p est dérivable sur

un intervalle Ja, b et k un réel,

la, b[ et que sa fonction dérivée est la

fonction p' égale a k.f'; nous écrivons : Vxela b, p'(x)=k.F (x)
Soit la fonction r définie sur R par : yxe R, r(x) = x2
Considérons la fonction f définie sur IR par : jxelR, f'(X} =X

Nous avons : 7= F.f.
f est dérivable sur IR, et sa fonction dérivée 1’ est la fonction constante : x A—s> 1.
Nous en déduisons que r est une fonction dérivable sur IR ; sa fonction dérivée est :
pr=Fff+f.f=2f.F

Nous avons donc : YxelR, r'(x) =2x

Soit 7 un entier naturel non nul et la fonction s définie sur IR parI'égalité : s(x) = x.
On démontre et nous admettons aue la fonction s est dérivable sur IR et que sa
fonction dérivée s’ est définie par . Yxe R, §'(x) = nx"1,

Soient n + 1 réels ag, a;, 2~ z,.. et la fonction polyndme f :

fxeR, x> ag+ 3 - - . . -+ axh

Il résulte des théorémes pre- ~: 5 gu= la fonction f est dérivable sur R, et que la
fonction dérivée est la forio -~ ~=ivadme f définie sur R par :

fxeR, x~A—> a;+ 272 = ...+ nagx" .

o o B -0
Fonction dérivée de iz fonction g

THEOREME : Si g est une fonction définie et dérivable sur un intervalle
ouvert ]a, 5[ et si la fonction g ne s’annulle pas sur ]a, b[, alors la fone-

tion : est définie et dérivable sur cet intervalle et la fonction dérivée est:

g
-3¢
g9 g2

—

Supposons que la fonction g ne s'annule1pas sur |
Calculons la différence 1] (XD ES f]) — [a] (Xo): nous avons

1 ) —g{xo+ M
(Sl + 3 — [ o) = 425 Hy- 51

intervalle ]a, b[.
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De l'implication (2), nous déduisons I'implication :
O<|h]|<a) = (g(x0) — g(xo + h) =_h[— g'(Xo) — e2(h)]).
Désignons par ¢ la fonction définie, pour # différent de O, par :

ot a1t 7 = o

Nous déduisons, de I'implication précédente :
— g'(xo) N €2(h) )
O<ip|<a) — (‘F(”ng{xo}.g(xﬁh) g(xa) - (%o + 7)

g est une fonction continue en Xp; donc, quand A tend vers 0, g(x, + h) tend

vers g(xo), et le dénominateur g(xo0) .g(Xo + h) tend vers le réel non nul [9(x0)12
Quand A tend vers 0, €2 (h) tend vers 0,

Il résulte du théoréme sur les limites que, lorsque A tend vers 0,

cr s _ —g'(x)
donnée par I'égalité !I'IE'S 9(h) = [g (Xo)]2

©(h) a une limite

Nous en déduisons que la fonction 15 est dérivable sur Ja, 5[ et que sa fonction
dérivée est la fonction B] définie sur Ja, &[ par :

Vxela, b, x A :[‘g_%]‘z' ou encore :

Vxelobl [ = =2

[g (]2
Nous en déduisons I'égalité : [%] = _ggz.

Cas particuliers.

‘ . . 1 : :
Soit la fonction 4 : IxeR*, x A— x Etsoit g la fonction : VxeR" x n— x

1
Nousavons: YxeR*, p(x) — 1 .
‘ ¥ (x) 70
Dans tout intervalle uuve_rt ol la fonction A est définie, la fonction A' existe et est
déterminée par : A = — g—&

Nous avons dong : xellR* h(x) = — _15

Soit p un entier non nul et sojt la fonction : VxeR*, x A —15-
X
On démontre et nous admettons que cette fonction est définie et dérivable sur
chacun des intervalles IR* et R: et quela fonction dérivée est donnée par :
=i

PxeR,  xns ZE
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perivee de la fonction g

fﬁa“tME : Si f et g sont deux foncti

Q : g ons définies et dérivables sur
yn intervalle ouvert ]a.fb[, et si la fonction g ne s'annule pas sur cet
intervalle, la fonction g oSt définie et dérivable sur cet intervalle. La

. , g f1’ f'g —_ fg'
fonction dérivée est : L-?] = T
gjgbpusons que la fonction g ne s'annule pas sur )a, b,
TR <
La fonction g est le produit de la fonction f par la fonction 1 : L i f.l.
g g
: . f
Nous en déduisons que la fonction g Produit de deux fonctions dérivables sur
Ja. b[. est une fonction dérivable sur Ja, b[.
gl =7 [gl++ =t -Le
. f-=] =F. f-[-—]- [—] =-——'—g-
Nous avons [ g 9 + g ou encore : |f " g e
. f F.g—1"r
Nous écrivons : L}} - —Qé:—-ﬁ
Tableau récapitulatif.
43 Résumons les principaux résuit2's ctanbis & désigne un réel, p un élément de IN",
Fonction Fonction dérivée
f: jxeR, x ~— f(x) =1/ ¥eelR, x n—> F(x)=0.
f: §xeR, x An— f(x) =« ] ixslR, x n— f'(x)=1.
f: YxeR, x A— f(x)=1x". ¥relR, x ~n— f'(x) = pxP~?
1 . , 1
f:'ﬂXEIR', X.f\.-—-f(x}=')2' U-‘ER' x’\’_’f(.x)=—;€_z‘
1 : e _fa()_,_,,_.p.
f: UXER" XN—PI"{X):-"E’ T ".:FX::IR, X Nr—» X)= XP+

1
frixeR,, xn—> FO)=VX | fxeRY,  x A F)=5=

Sifet g sont deux fonctions définies et dérivables sur ]a, b
[f+g) @ x n— F(x) + g'(x).
[f.gl' = x n—> F(x).g(x) +(x).g'(x).

f+g: x n—> F(x) + gx).
f.g: x n— f(x).g(x).

Si de plus, g ne s‘annule pas dans la, b[, on a :

f ' f(x).g(x) = f(x).g'(x)
§h Horn o gl @ xwe Ik

g

B
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Fonction dérivée seconde.

notée .
appelée fonction dérivée seconde de f et est

Nous avons par exemple :3.

f: fxelR, f{x):x.z‘
f'i YxelR, ' (x}) =3 x%;
f': xeR, f'(x)=6x

Signe de la fonction dérivée
et sens de variations.

Soit une fonction £ définie et dérivable dans un intervalle ouvert E.

Nous supposons qu'il existe desintervalles inclusdans E dans lesquels nous connais-
sons le signe de la fonction dérivée,
Nous admettons le théoréme suivant :

THEOREME : 1. Si, dans un intervalle ou eri. ia fonction dérivée f

est la fonction nulle, la fonction s est coensftante sur cet intervalle.

2. Si, dans un intervalle ouvert, la fonction / .+ nositive ou nulle, et sj

elle ne s’annule qu’en un nombre fini de poin:c, i~ ‘Dnction £ est stricte-
ment croissante sur cet intervalle.

ouvert, la fonctign 7 =37 nogative ou nulle et si
un nombre fini de Points,

elle ne s'annule qu‘en = fonction f est stricte- _
F cet intervalle, Ly

ment décruissante su

E)'ce..n.'lple : La fonction affine f. déterminge Par @ x n— f(x) = ax + b, est
deflnleetderlvable surlR. Sa fonction dérivée £’ est la foncti efini
IxelR, F(x) = a.

Il résulte des théore
sur R si g egt
est négatif,

mes précédents

| qu'une fonction affin
Positif et qu'el

_ € est strictement croissante
le est strictement

décroissante sur R si a

130



EXERCICES

Nombre.
dériva.
Fonction
linéaire
tangente.

9 FONCTION DERIVABLE
f’ I?ans t:hac!.m des exercices sujvants (n°* 1 & 14), on considére une
anction numérique f et un rée| Xo- Pour chaque fonction 7, déterminer le
nombre dérivé de £ ay point

Xo et la fonction lindaire tangente a f en x,.

T 7 fxeR, X N> 2x +3; Xo = 3.
2 f; HXEIIR, x;\,._..gxz._zx: XQ-_-Z.
3 f: YxeR, XN =B+ M x+1; x5=1.
4 f: YxeR, X N X2 —1: Xo=0.
5 f: fxeR, X N—> 2x3—6x; Xg=1
6 7! jxeR, XN —x34+2x—6; Xo = 2.
7 f: fxelR, X N—> — 3 x4 4+ 6x2: Xo =1
8 f: YxeR, XN—> — 2x7 4 x5; Xp = —1
8 = YxelR -1}, .If\,-—-b-‘l—-‘l 4 Xo = 0.
- X
10 7: yxeR— (3}, x - ;i—; Xo = 2,
o= 2x
1M £ YxelR— {2}, & rpanoe — Xg =1
3
12 f: YxelR, § T onp _h Xg =1
13 f: YxelR", N g -— Xg = — 2,
wE Ly
14 f: HXE[R, b _—1-—1; Xp = — 1.

15 Soit la fonction £ définie sur R par - x A,—» ‘\"ITI-

12 Quel est le nombre dérivé de cette isnction au point: xp;= —47

2° Démontrer que cette fonction n'sst pas dérivable au point: x, = 0.

16 Soit la fonction E définie sur IR, par : x A—» E(x).

1¢ Démontrer que cette fonction est dérivable en tout point x5 qui n'est
Pas un entier positif. Quel est le nombre dérivé de E en un tel point ?

2° Démontrer que cette fonction est dérivable’s droite en tout point x,
qui est un entier positif. Quel est le nombre dérivé a droite de E en un tel
point?

32 La fonction E est-elle dérivable a gauche en un point x, qui est un entier
positif ?
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9. FONCTION DERIVAB LE

EXERCICES

Interprétation
géométrique

132

du nombre
dérivé.

exercices suivants (n° 17 & 21), on donne
ans un repére cartésien et les abscisgeg deé Ua.
Construire la tangente & C en chacun de ¢gg dFUx
gente. Pointg

¢ Dans chacun des

tion d'une courbe cd
points de cette courbe.
ot former I'équation de la tan

Equation de la courbe Abscisses des points donpgs

x2 :
iy e &L

1
18 y=2x2-—3x+5; 5 et 1
5;"—‘1. _2 et 0
19 Y=fz=1"
20 y_—_—x3-—x2-5x+4; 2 et -1
S - 1 1 et —1

21 F=;ﬁ—§?

22 On considére la fonction f définie sur R par: x n—» x2

1o Démontrer que, pour tout couple (a, b) de réels, on a |'égalité :
a+ b

f(b) —f(a) = (b — a}f'( ; )

20 Soient € la courbe représentative de la fonction £, et A et B deux points

de cette courbe. Déduire de I'égalité précédenie qu'il existe un point M, de la

courbe G, dont I'abscisse appartient a Ja, &, ou la tangente a C est paralléle

au support du segment [A, B].
Soit P le milieu du segment [A, B]. Mentsei que le support de [P, M] est

paralléle au support de I'axe y’Oy’.

23 On considére la fonction 7 : Yxe€R, = r—> x>+ 3.

Soient C la courbe représentative de  dans un plan rapporté a un repére
cartésien, et A le point de coordonnées (0. 2). Soient un réel m et Dy la
droite qui passe par A et dont le coefficient dirzcteur estm.

1o Déterminer, suivant les valeurs de m, le nombre de points d'intersection
deCetde D,.

20 Déterminer m pour que l'intersection de € et D, soit un singleton {Mo}-
Déterminer les coordonnées de M.

3° Démontrer que la tangente en M, 3 la courbe C est la droite définie par
les points M, et A.

24 On considere la fonction f: fxelR, x A—» x2—3etla fonction

g: jxeR, x n—» 4x2 —6x.

Soient C et I' les courbes représentatives respectives de |a fonction 7 €t
de la fonction g dans un repére cartésien.

1° Démontrer que les courbes @ et T se coupent en un seul point M.

2° Démontrer que les courbes C et I admettent en M une tangente commun®
dont on écrira I'équation.

3° Plus généralement on considére la fonction # :

rEr:étra réel différent de — 3. Soit J¢ |a courbe représentative de /-
émontrer que la courbe JC est tangente en M & la courbe C.

y ||
q



)ﬁ 25 On donne Ia fonction £ YxeR

X 26 Ix e R, X — 3%y

8. FONCTION DERIVABLE

X2
| X No—s 5= 2x 4+ 1.
Soit C |a courbe représentative de £,
D.émnntrer qu'il existe yn seul point M de

® Méme exercice que le pe
directeurs suivants (nes 26 & 29)

m= 1

Y 27 YxeR, KO —B %42 me_n

> 28 YxelR, XN~ x2—5x+4+3: m= -1,

> 29 Yxe R, X A= (x <1) (x—3) : m= — 2,
Yw 30 On considére la fonction f:iYyxeR— {3}, x rn—» x—2

%3
Soit € la courbe représentative de f.

1° Démonter quit existe deux points M; et M, de la courbe € tels gue les
tangentes en ces points ajent pour coefficient directeur - my = —1.

Détermirer les coordonnées de ces points. Ecrire les équations des tangentes
en ces poirts,

2° Existe-t-if des peints de @ pour lesquels le coefficient directeur ms de
la tangente osi dgal 4 4 7

¢ Méme cacmine que e n° 30 pour les fonctions et les coefficients
directeurs suivamis (n™ 37 o 32) :

¥y 31 wA'E R — Il} B _'J_l:yj ; My = — 3} ms = 3

2x —1

1) , g
~ 32 lﬁt,\'eﬁ—!gb. X M= —— m=2; my=— 2,

1 —3x"

- X 33 On considére la fonction £ : fxelR, x n—> x* —3x 4 2.

Soit C |a courbe représentative de £
Déterminer les points de la courbe C ot la tangente est paralléle au

support de I'axe x'Ox.
Ecrire I'équation de la tangente en ces points.

¢ Méme exercice que le n° 33 pour les fonctions suivantes définies
sur IR (n°s 34 3 37) par :

~« 34 x/\,—:--x—g-—ﬂx—}-?. X 35 x n—> x3—=3x2+3x—1.
" 36 x nv— x34 3 x— 2. < 37 x n—» x*—6x+5,
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9. FONCTION D

EXERCICES

134

Fonctions
dérivées.

ERIVABLE

ces suivants (n°* 38 a 63) on considére yne
précisera I'ensemble de définition D, Indiquer
n f est dérivable et déterminer la fonction

chacun des exercl
ue fdont on
ble la fonctio

Dans .
fonction numérid
dans quel ensem
dérivée,

38 xm—+2x2-—3x+1. 39 x n—> — X 4+ x2 —1,
40 xr\.r—*Sxa-—Ex-I-’i. 41 x;\,——h-x3-|-2X_1l
x4 x2

x3 B _
42 xn—>xt+75— 15 43 x> — g+ 35 —5x+5
2x
6x + 1
a4 xn—> g7 88 XA =5
5—x x+3_
46 x.f\.r—i-x__q_- a7 x“’_’-x—‘!

48 x n—» 2x (3x—05). 49 x n— (x—1) (bx+ 2).

xm—:-ﬁx(%-»?)- 51 x n— (Bx+4) (—2x+5).

50
x2

52 x ~—+ (1 4+ X) (-2-—214.3_).

53 x An—> (1 +x+ x%) (—2x2 4+ 3).

5 x A (1 =) (e +VF—1).

55 (1 —-«/;)(Vi,ﬁxa - ).

1 1
56 X "> — — ] 1 2x—5
57 - . ]
X x42 xM-’f—‘l_Fx—-Z
B8 xnoi=% 3x=13 Ix—2 3x42
— y 59 = .
2—-x " 3+5x Xr—+ s %
J\'Z—Ex_i_a
60 X."\.r—)-‘—_xz—:—s———' 61 X!\H_x2+ﬁx_8
2x2 + 1
62 xn— X9 5t
POC) 63 x n—» oS :
G+ E+x+1)

64 Soit f une ; -
1° Démontrer fsnctmn déflme et dérivable sur un intervalle ouvert E.
Quell que la fonction fof est dérivabl

elle est sa fonction dérivée ? e sur E.

2° Démontrer
que la fonctio o
Quelle est sa fonction dériué: ?fﬁfc f est dérivable sur E.

3° En déduire la fonction dérivée de

i vxem:-l i .\/ﬁ

la fonction -



3. FONCTION DERIVABLE

88 Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intarva-lla ouvert E.. on
suppose que les fonctions g et g' ne s'annulent pas sur cet intervalle. Soit Xg
un point de E.

f(x) — f(xo) limi ¥
MAX)] = "7\70! admet une limite quan
1e Dé&montrer que le rapport 300 = 9(x0)

2l i le A f'(xo) .
tend vers xp et que cette limite est égale m

x =1
20 En déduire la limite du rapport Vx-/T:.l— quand x tend vers 1.

66 Soit f une fonction polynéme définie sur [R par :

yxeR, X A—> 8g + X + o+ apxn :

1o Mantrer que, si f est la fonction nulle, on a I'égalité : ap = 0. ‘

20 Déterminer la fonction dérivée f' de la fonction f. Montrer que, si f est
la fonction nulle, on a I'égalité : a, = 0.

30 Démontrer alors le théoréme admis dans le cours (n° 31, p. 97) : la fonc-

tion polyndme f est nulle si et seulement si tous les réels ag, @1, -+« dn sont
nuls.

67 Soit f la fonction polynéme : x ~A—> 8 + a1x -+ agx2 + azx3.
10 Déterminer les images du réel O par les fonctions /, A

90 Démontrer que f" est une fonction dérivable.

On désigne par f" la fonction dérivée de f". Déterminer £ (0).

xz U % i x‘; (il 3
30 En déduire l'égalité : £(x) = £(0) + ;Ii]fn;ﬁ} + 55 1100} + 57 10
68 Soit f une fonction polyndme telle que @ f(xg) # ¥
Soient n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et g !5 [~aitoe cuivniime

définie par : YxeR, g(x) = (x — xo)" f(x).

1° Démontrer qu'il existe une fonction polyndme g, ii= i !
IxeR, g'(x) = (x — xo)"" gy(x), avec : gy (x;) # -

2¢ Démontrer qu'il existe une fonction polynéme g, teile gu- “on ait @
YxelR, g"(x) = (x — x0)" 2 ga(x), avec : ga(xo) # 0.

3° Réciproquement, démontrer que, si une fonction polyndme g est telle
que : glxg) =g'(x) =0 et g"(xy) # 0, alors il existe une fonction
polyndme ftelleque : Yx e R, g(x) = (x — xo)? f(x), et: f(xo) # 0.
4s Soit g la fonction polynéme : x A—> x2 4+ px + g ol p et g sont des
réels. Soient x, et x, deux réels distincts. Démontrer qu'une condition néces-
saire et suffisante pour que g(x) s'écrive sous la forme :

g(x) = (x —x)2 (x — x;) est: 4p3+27q¢2=0,

it ait L

69 On considére la fonction f définie sur IR par :
si: x<1, f(X)=x2—2x+3, etsi: x>1, f(x)=2.
1¢ Démontrer que la fonction est continue au point 1.

20 Démontrer que la fonction est dérivable sur IR, et déterminer sa fonction
dérivée,

3° Démontrer que f admet une fonction dérivée seconde f".
" est-elle continue sur R?

70 On considére |a fonction f définie sur IR par :

yxeR— (1}, f(x)=”::11 et f(1) =2

Démontrer que cette fonction est continue et dérivable sur IR.
Quelle est sa fonction dérivée?
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5. FONCTION DERIVABLE

EXERCICES

136

Sens de
variations.

X
1 On considére la fonction 7 définie sur R par : X A—> T-Wx_l

-t

onction est continue ot dérivable sur IR,

ue cette f :
1o Démontrer q dérivée 7 Est-elle continue ?

20 Quelle est s fonction

72 Soient f une fonction dérivable sur R et n un entier relatif.

f(x + nh) = f(x) .
1o Démontrer que le rapport 5 tend vers nf'(x) quand A

tend vers 0.
20 Utiliser le résultat précédent pour démontrer que :

(f(x +2 hj,]zh- [F(x = M1 | ond vers 6 F(x)f’ (x) quand 4 tend vers O,

73 On donne la fonction F:x €M, x n—» 2x? -5 x 4 1.

1o Préciser 'ensemble dans lequel la fonction 7 ¢st dérivable, quelle est |a
fonction dérivée f'?

2¢ Déterminer les intervalles dans lesquels 'a fonction dérivée £ a un

signe constant. En déduire le sens de variatior- & 7 dans chacun de ces
intervalles.

4 Méme exercice que le n® 73 pour les foncio - suivantes (ne= 7432 79):

74 YxeR, XA 3x344x 40
75 \'X‘ER- X-’\..-—i-(zxéfi) (-] 1%
76 YxeR—(4), x s 2X—1
x—4
5

77 jxeR = ‘2, x4+ 3

v 12\ XO'_\:——)-ZX._E.
78 YxeR, X N> X3 4 Bx 4 7.
79 YxelR,

XN x5 — 3 x2 41




10.
ttude de certaines fonctions

Generalites.

Nous allons étudier les variations de quelgues fonctions et tracer leurs courbes

L4 2 b §F- ? x -
représentatives dans un repere cartesien (O, /, ;). Nous serons, dans certains cas,

amenés a mettre en évidence certains sléments de symétrie des courbes représen-
tatives.

Fonction impaire,

Soit E, un intervalle inclus ¢fsiis ¥, = zoit E, I'ensemble des réels opposés des
sléments de E, pour la loi ¢'acanian Javs R.
Considérons une fonction f doint i anserie de définition est E; UEs.

i T T T <

DEFINITION : On dit gue iz foncuion [ est impaire si et seulement si,
pour tout x de 'ensembia da istinitiosn, on a 'égalité f(— x) = — f(x).

Soit M(x, y) un point de la courba repré-
sentative Cdans un repére cartésien (0.4 ;‘);
considérons le point M'(x', y*) symétrique
du point M par rapport au point O; nous

avons les égalités K==
d 3 1

Nous avons d'autre part :

y=1Ff(x) et f(x')= — f(x).

Nous en déduisons : ¥ = f(x).

Le point M’ appartient a la courbe C.

Le symétrique par rapport au point O de
tout point M de la courbe C appartient donc
a la courbe € (fig. 1)-

THEOREME : Si C est la courbe représentative d'une fonction impaire

dans un repére caﬂégign(o,}’,f), le point O est un centre de symétrie
pour la courbe C.
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS
Fonction paire.

Soit E, un intervalle inclus dans IR, et soit E; I'ensemble des réels opposés des
éléments de E, pour la loi d'addition dans [R. o
Considérons une fonction f dont I'ensemble de définition est E, UE,.

DEFINITION : On dit que la fonction f est paire si et seulement si, pour
tout x de I'ensemble de définition, on a I'égalité : f(— x) = f(x).

Soit M (x, y) un point de la courbe repré-

i E o y

sentative C dans un repére (O, r,,r) dont
les axes x'Ox et y'Oy sont perpendicu-
laires. Considérons le point M'(x.y) M’
symétrique du point M par rapport au support i
de l'axe y'Oy. nous avons les égalités : _ ?

X' = — x; / &

y'=y.
Nous avons d'autre part : , e —
y=Ff(x) et f(x')=F(x). Ko g DE F e g

Nous en déduisons : y' = f(x'). i '
Le point M' appartient a la courbe C. :
Le symétrique par rapport au support de

I'axe y'Oy de tout point M de la courbe G
appartient donc a la courbe C (fig. 2).

e T WY

THEOREME : Si les axes x'Ox et y'Oy sont perpo:.izuiaires, et si G
est la courbe représentative d’une fonction paira, > zapport de I'axe
y'Oy est un axe de symeétrie pour la courbe C.

Remarque : Si la fonction f est une fonction paire ou
impaire, on peut se borner & étudier cette fonction dans I'ens
E; s'en déduit en utilisant les propriétés de symétrie mises e

si c’est une fonction
emble E, ; I'étude dans
n évidence.

Maximum local en un point,

DEFINITION : On dit qu‘une fonction £,
séde un maximum local en un point x, de
strictement positif tel que,
intervalles E et Jx, — o

définie sur un intervalle E, pos-
cet intervalle s’il existe un réel «
Pour tout élément x de lI'intersection des
Xo + o[, on ait linégalité - f(x) < f(xp).
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

Maximum local strict en un point.

pEFINITION : On dit qu'une fonction /, définie sur unintervalle E, posséde
yn maximum local strict en un point x; de cet intervalle s'il ;:ista un
réel - strictoment positif tel que, pour tout élément x distinct de x. de
I'inmr:‘-nc't:'nn des intervalles E et X0 = &, Xo + 2[, on ait I'inégali:é

f(x) < fXo)

—

Maximum global en un point.

DEFINITION : On dit qu'une fonction /, définie sur un intervalle E, posséde

un maximum global en un point x, de cet intervalle si, pour tout élément x
de l'intervalle E, on a I'inégalité : f(x) < 7(x,).

Maximum global strict en un point.

DEFINITION : On dit qu'une fonction /, définie sur un intervalle E, posséde
un maximum global strict en un point x; de cet intervalle si, pour tout
élément x de l'intervalle E distinct de x,, on a l'inégalité : f(x) < f(xo).

Remarque : Si une fonction f posséde en un point x, un maximum global strict,
elle présente aussi un maximum local strict en ce point. Cependant, une fonction f
peut posséder en x, un maximum global large qui soit aussi un maximum local strict.

Minimum local, minimum local strict.

En remplacant dans les définitions d'un maximum local en un point et d'_un maximum
local strict en un point le signe < par le signe >, et le signe < par le signe >, nous
obtenons les définitions respectives d'un minimum local en un point et d'un
minimum local strict en un point.

Minimum global, minimum global strict.

En remplagant dans les définitions d'un maximum g|_obal 5 S PRI & i
maximum global strict en un point le signe < par le signe >, et . SII:lrllet::::l ]
le signe > nous obtenons les définitions respectives d'un minimum globa en

un point et d'un minimum global strict en ce point.

Extremum.

Lorsqu'une fonction 7 posséde en un point Xa
dit qu'elle posséde un extremum en ce point.

un maximum ou un minimum, on
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

Exemples de fonctions polyndomes.

Exemples de fonctions F : x ~—> ax? + bx + c.

Si a est nul, f est une fonction affine. Nous avons déja fait I'étude de ces fonctions:
nous supposons donc a différent de 0.
Premier exemple : f: x ~ > x2—4x 4 3.

Ensemble de définition : La fonction f est une fonction polynéme : son ensemble
de définition est donc I'ensemble [R.

Etude de la fonction lorsque x tend vers + oo ou vers — oo : Nous allons
montrer que, lorsque x tend vers + oo, f(x) tend vers + oo,

4 3
Pour tout x différent de zéro, nous avons : f(x) = x2 (1 =3+ }r_z)

Il résulte du théoréme sur les limites que, lorsque x tend vers + oo ou vers — oo,
x2 tend vers + oo.

4 3
Quand x tend vers + o ou vers —oo, — ; et 2 tendent vers Q: donc, la

4 3
somme 1 — o + i tend vers 1,

Sens de variations : La fonction f est une fonction polynédme: elle est donc
dérivable sur IR; sa fonction dérivée est définie par : £ i xAn—» 2x — 4.

Nous étudions le sens de variations de |3 fonction £ en étudiant 1e signe du réel
2x — 4.

Nous avons donc : (f/(x) = 0) <——s (x=2):
(F) >0) == (x>2);  (F(x) < 0) < (x < 2).

I en résulte que la fonction f est strictement décroissante dans l'intervalle ] — oo, 2[
et strictement croissante dans I'intervalle 12, + oo,

f est une fonction strictement décroissante dans ]—eo, 2[; nous avons donc,
pour tout x de cet intervalle, I'inégalité ; ¢ (x) > f (2) '
f est une fonction strictement croissante dans 12 '
\ : » +oo[; nou our

tout x de cet intervalle, linégalité : £(2) < f(x). : S
Pour tout réel x, nous avons donc : f(x) > f(2)- | i

. ¥ . ] ﬁ fﬂ un
minimum global pour : x = 2. ) TORER I boteboe

De plus, pour tout x différent de 2, nous avons - f(x) .
: ! ‘ > f(2). La f pos-
séde pour : X = 2 un minimum global strict. (2). La fonction f p
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19 Graphe : Le tableau ci-dessous donne

g Tableau de variations :

10. ETUDE DF CERTAINES FONCTIONS

e g Y

gL

X =8 + 2 + oo

f'(x) - (%’ +

F(x) +m\_1/-'"+°°

sept couples (x, (x)), éléments du graphe
de la fonction f :

x |=1] 0 |+ 1|+ 2|+ 3|+ 4|+5

f(x) |[+8/+3 0 |—1 0 |+3]+8 ©)

20 Courbe représentative : Considérons un repére cartésien (O, 7, /). Les éléments

du graphe indiqués dans le tableau ci-dessus permettent de placer sept points de
la courbe. On démontre et nous admettons que la courbe représ_entatlve est la
courbe € que nous avons dessinée (fig. 3) et qui passe par ces sept points.

Une équation de la courbe C dans le repére (O, /. Jlest: y=x2—4x+3.

Equation réduite : Nous avons : f'(2) = 0. Au point 0’(2, — 1), la tangente
est parallgle au support de I'axe %'Ox. Si les axes sont perpendiculaires, le point O’
est appelé le sommet de la courbe C.

Considérons le repére (0, 7, /), et désignons respectivement par (xo o) les
coordonnées du point O’ dans le repére({}, i, 7), par (x,y) les coordonnées'd un
point M dans le repére (D, H :f). et par (X, Y) les coordonnées du méme point M

dans le repére (0’. H ;)

ités x=Xg+ X,
Nous avons établi, en classe de geconde, les deux égalites ! e :
=-1; s avons donc :
Dans cet exemple, nous avons @ Xo = 2 et yo 1; nou
| X=24X;
=—-14Y.
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

Il en résulte les équivalences logiques :

(Me@) (y=x2—4x+4 3);

(Y=x2—4x4+3)<—>(-1+Y= (2+X)2 =42 + X) + 3).

Aprés simplification, nous obtenons - (y = x2 —14x + 3) === (Y = X2),
Nous avons donc I'équivalence logique : (Me() «<— (Y = X2).

Nous disons que : Y = X2, équation de la courbe € dans le repére (O', i, ;) est
I'équation réduite de la courbe C.

Axe de symétrie : La fonction : X A— X2 est paire; nous en déduisons que,

si les axes sont perpendiculaires, le support de I'axe Y'O'Y est un axe de Symétrie
pour la courbe .

Etude de la fonction lorsque x tend v

ers + oo ou vers — oo : Nous allons
montrer que, lorsque x tend VEers + oo

OU vers —oo, f(x) tend vers — oo,
Pour tout x différent de 0. nous avons f(x) = — x2 (1 L 4).

e e — —

— x2 tend vers — oo,

Quandxtend vers 4+ co ou vers——oc-, —} et — =5 tendent VEFSO'dOI‘IC. la
x r

— 1 1 a4 s ]

omm 27 x " x ten versi

Dans ces conditions, f(x) est le produit d'un fa

; 1
facteur qui tend vers 5

Lorsque x tend vers + oo oy Vers — oo, f(x) tend donc vers — oo,

Sens de variations : La fonctio

dérivable sur IR. Nous étudions le e f en étudiant le signe
de la fonction dérivée £ : x ~—, _ x4+ 1,

Nous avons donc : (f'(x) = 0) <= (x = 1);
(f'(x)>0)1==:»(x<1); (f'fX)-{O)-{:—_-_:;.(x}-”_

Il en résulte que la fonction £ est strictement croissante dans Vintervalle ] — oo, 1 [ et
strictement décroissante dans l'intervalle 11, + oo,
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

¢ une ionctiqn strictem‘em croissante dans ]— oo, 1[; nous avons donc
pour rout x de cet mten{alle, I'inégalité : f(x) < f(1). '
f gst une fonction strictement décroissante dans ]1, + co[; nous avons donc,
our tout x de cet intervalle, l'inégalité : f(x) < f(1). La fonction f posséde un
global pour : X = 1.

fes

maxilﬂUf‘n
pour: X ¥ 1, MOUS BVONS: f(x) < f(1); le maximum est un maximum global
strict.
Tableau de variations : -
"y ¥
X — 60 +1 + oo +
+ 5 [

f'(x) L - tol / A

=3 X X
+45
f(x) i / \‘ 3
s —_ 0
]
!." [

Graphe : Le tableau ci-dessous donne 2 4 e
six couples (x, f(x)), éléments du graphe o 77 B R X
de la fonction : T

x |—2| =1 ol|+1 |+2|+4 %‘

fx)| 0 |+25|+4|+45(+4 0 yly

érons un repere cartésien (O, i, }) Les éléments
ci-dessus permettent de placer six points
admettons que la courbe représentative est
ée (fig. 4) et qui passe par ces six points.

> x2
Une équation de la courbe C dans le repare (O. /. Nest: y=—75 +x+ 4.

Courbe représentative . Consid
du graphe indiqués dans le tableau
de la courbe. On démontre et Nous
la courbe C que nous avons dessin

Equation réduite : Nous avons : £(1) = 0. Au point O'(1; 4,5), la tangente

est paralléle au support de I'axe x'Ox.
Si les axes sont perpendiculaires, le poin
Considérons le repére (0’r 7, }) et désignons respectivement par (Xo. Yo) les

coordonnées du point O’ dans le repére (0,}:, }) par (x, y) les coordonnées
d'un point M dans le repére (0,7 7) et par (X Y) les coordonnées du méme

Point M dans le repére(O', 7, ;' .

t O' est appelé le sommet de la courbe C.
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1. FTUDE OF CERTAINES FONCTIONS

Dans cot exemple, nous avons = X, = 1 et y, = 4.5 nous avons donc -

i X =14+ X
ly=45+Y

Il en résulte les équivalences logiques
t.‘
{MEU)“ hlyr—?+!+4'f

(1 4+ X)¢
2

(F=—¥+x+d'-: -:-'4.5{**"— +(1+X)+4)

x? X2
Aprés simplification. nous obtenons 'y ol | + x + 4) < - ‘Y = _2_.’_

X7
Nous avons donc |'équivalence logique : (M e C) <«wa (Y =— 5}

Nous disonsque = Y = — 2— équation de la courbe C dans le repére (0, 7. 7), est
'équanion réduite de la courbe

X 5 .
Axe de symétrie (' : La fonction : X ~» — 5 est paire; nous en déduisons

que. si les axes sont perpendiculaires. le support de I'axe Y O'Y est un axe de symé-
trie pour la courbe

Exemples de fonctions F: x - —» x3 + px + q.

Premier exemple : f: X r—+ X34 x—2,

Ensemble de définition : La fonction f est une fonction polynéme ; son ensemble
de definition est donc I'ensemble [R.

Etude de la fonction lorsque x tend vers + ©© ou vers — oo : Nous allons

montrer que f(x) tend vers + oo quand x
— oo quand x tend vers — co.

tend vers + oo et que £(x) tend vers

—_— = —

Pour tout x différent de zéro, nous avons : f(x) = xa(1 + 1 23).
x4 x

f(x) est le produit de deux facteurs x? et 1 + -13 3
X2 x3

Quand x tend vers + co ou vers =0, -3 et 3 tendent vers 0, done. s somme

1 +;:3—% tend vers 1,
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1. ETuoE De CERTAINES FONCTIONS

pour 10Ut 148l X POSIE. le réel x* est positif. Donc, quand x tend vers + co, x* tend
vars + _ ‘

pour tout réel x négatit. le réel x* est négatif. Donc, quand x tend vers — oo, x°
rt){'}‘_",‘ vErs = L ¢

Quand x 1end vers + oo, f(x) est le produit d'un facteur qui tend vers + sc et d'un
facteur qu! tend vers 1. Il en résulte que f(x) tend vers + oo
Quand x tend vers — oo, f(x) est produit d'un facteur qui tend vers — oo it d%n
tacteur qui tend vers 1. Il en résulte que 7(x) tend vers — oo,

33 Sens de variations : La fonction f est une fonction polyndme: elle est donc

génvable sur R. Nous étudions le sens de variations de f en étudiant le signe
delafonction dénvéef : x ~— 3x3 41,

Nous avons donc ¥xelR, f(x) > 0.
La fonction f est strictement croissante sur ve
|'ensemble R.

34 Tableau de variation_s_:

II X | — 0O + oo
' (x) l +
| | / e
f(x) ! — oo '

35 Graphe : Le tableau ci-dessous donne
cing couples (x. f(x)) quisont des éléments
du graphe de la fonction f :

X - 2| -1 0/ +1|+2

flx) |—12|—4|—-2| O0|+8

——

36 Courbe représentative: La courbe repré-
sentative C est tracée dans un repere carté-
sien. Elle passe par les cing points dont nous
venons de calculer les coordonnées (fig. 5).
Une équation de la courbe C dans le repére

(0.7/) est: y=x@+x—2
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Equation réduite : Soit O le point d'intersection de la courbe représentative e

et de I'axe y'Oy; les coordonnées du point O' dans le repére (0. .r',;') sont -
Xo=0 et yo=— 2 . n
Deésignons par (x, y) les coordonnées d'un point M dans le repére (0_ ) par
(X, Y) les coordonnées de ce méme point M dans le repére (O : .r',j)_ Dans cet
exemple, nous avons : x=X et y=—2+4+Y.

Il en résulte les équivalences logiques :

MeC) = (y=x34x-—2),

(¥=x4+x—2) <= (—24+Y=X34+X-2).

Apres simplification, nous obtenons : (y = x¥ + x — 2) —> (Y = X3 + X).
Nous avons donc I'équivalence logique : (M e C) =— (Y=X24+X). X
Nous disons que: Y = X3 4+ X, équation de la courbe C dans le repére (0‘, i7)
est l'équation réduite de la courbe C.

Centre de symétrie : La fonction : X ~—» X3 + X est une fonction impaire.
Nous en déduisons que O’ est un centre de symeétrie pour la courbe C.

Deuxiéme exemple : f: x , . x3— 2

-

Ensemble de définition : La fonction f est une fonction polynéme ; son ensem-
ble de définition est donc I'ensemble IR.

Etude de la fonction quand x tend vers + oo ou vers — co : Nous allons

montrer que 7(x) tend vers + co quand x tend Vers + oo, et que f(x) tend vers — co
quand x tend vers — oo,

Pour tout x différent de zéro, nous avons : f(x) = xa( 2)

Tt —=)

¥

Quand x tend vers + oo ou vers — 0, — 5 tend vers 0.

Pour tout réel x positif, le réel x2 est
vers - oo,

Pour tout réel x négatif, le réel x3 est
x3tend vers — oo,

Quand x tend vers + co, f(x) est le produit d'un facteur qui
facteur qui tend vers + co. Il en résulte que f(x) tend vers + co.
Quand x tend vers — co, f(x) est le produit d'un fac
facteur qui tend vers — co. || en résulte que f(x) ten

positif. Donc, quand x tend vers + oo, x3 tend
négatif. Donc, quand x tend vers — oo,
tend vers 1 et d'un

teur qui tend vers 1 et d'un
d vers — co,

-

Sens de variations : La fonction 7 est une fonction polynéme:; elle est donc

dérivable sur IR. Nous étudions le sens de variations de f en étudiant le signe de la
fonction dérivée f' : x A 342

Nous avons : (f(x) = 0) <<= (x = 0); (f(x) > 0) <—» (x = 0).
La fonction f est donc strictement croissante sur R.
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

g ableau de variations :
— l
|
F(x) + 0 &
S L

f(x) — o0

L

3 Graphe : Le tableau ci-dessous donne cing
couples (x. f(x)) qui sont des éléments du
graphe de la fonction :

l |
x | —1 0|+1|+2|+ 25

f) | -3 =2 -1 +6‘+13,6

44 Courbe représentative : La courbe repré-
sentative C est tracée dans un repere carté-
sien (fig. 6). Elle passe par les cing points
dont nous venons de calculer les coordon-
nées. Au point d'abscisse O, la tangente est

paralléle au support de I'axe x'Ox.
Une équation de la courbe C dans le repére

(0,7, )est: y=x3—2

45 Equation réduite : Soit O’ le point d'intersection de la courbe représentative C

et de |'axe m les coordonnées de O’ dans le repére (0. /, j) sont :

xuzﬂ'; Fn=—2_ e
Désignons par (x, y) les coordonnées d'un point M dans le repere ('FO, i, J), par
(X, Y) les coordonnées de ce méme point M dans le repere (0', /, j). Dans cet
exemple, nous avons : x=X, Y= — 2+Y.
Il en résulte les équivalences logiques :
EMEG) <> (y = x3 —2),

Yy=5x3 —2) =—= (— 2 + =X3-—2)
Apres simI:Jlli’g'u:a'lii:m, (nous cbytenons L (y=x2—2) <> (F = xag_

Nous avons donc I'équivalence logique (M e C) = (¥ =% }', > x
Nous disons que : Y = X3, équation de la courbe C dans le repere (O', /. /), est

I'équation réduite de la courbe C.

X3 gst une fonction impaire.

Centre de ‘o + La fonction : X ~—*
Wre de symétrie : La Jonco ymétrie pour la courbe C.

Nous en déduisons que O' est un centre de s
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS
Troisiemeexemple : f: x « » —x' 4+ 3x - 2.
Ensemble de définition : La fonction 7 est une fonction polynéme : son ensemble

de définition est donc |ensemble R

Etude de la fonction lorsque x tend vers | <o ou vers — oo : Nous allons
montrer que f(x) tens + oo quand x tend vers — co, et que f(x) tend vers — oo
quand x tend vers + oo

) ' 3 2
Pour tout x différent de zéro, nous avons : Ff(x) = — x9 (1 =5 + a3
Quand x tend vers + o ou vers — oo, — = et X3 tendent vers zéro; donc la

3 2
somme 1 — o - 3 tend vers 1.

Pour tout réel x négauf, le réel — x¥ est positif; donc, quand x tend vers — co,
— x¥ tend vers 4+ o

Pour tout reéel x positif, le réel — x est négatif; donc, quand x tend vers + oo,
— x? tend vers — oo

Quand x tend vers — oo, f(x) est le produit d'un facteur qui tend vers 1 et d'un
facteur qui tend vers + o=: il en résulte que 7(x) tend vers + oo.

Quand x tend vers + oo, f(x) lest le produit d'un facteur qui tend vers 1 et d’un
facteur qui tend vers —oo; il en résulte que 7(x) tend vers — oo.

Sens de variations : La fonction f est une fonction polynéme: elle est donc
dérivable sur R. Nous étudions le sens des variations de f en étudiant le signe dela
fonction dérivée /' : x r.— — 3x2 4+ 3.

Nous avons donc : (f(x) =0) <—> (x=1 ou x = — 1).

Le signe de /' (x) est le signe du produit 3(1 — x2), c'est-a-dire celui du produit
(1 —x)(1 + x).

Appliquons, a chaque facteur du produit, le théordme sur le signe du binéme du
premier degré ; puis dressons le tableau suivant, dans lequel nous marquons, suivant

les valeurs de x, les signes des facteurs :

b — oo -1 + 1 + oo
signede 1 —x + 4 =
signede 1 + x - (B 4 +
signe du produit — ([J + ? =

Nous en déduisons : (f'(x) < 0) <—> (x € ]— oo, — 1[u]1, + co[);
(F(x) > 0) <=> (xe]—1,1[).
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La fonction dludice est donc strictement décroissante sur chacun des intervalles

) L et |1, +oof et stri : o
- <0, 1[ et 11, + o0 Clement croissante sur I'intervalle 1-1,1[.

pout © X 1.- la 'U“Ctlﬁlj posséde un minimum local strict: pour ; x =1
1 fonction possede un maximum local strict. '

rableau de variations :

| —e =1 41 4o 'y

— 1 1
f(x) _(lg+?_

—

+ o0 0
) \‘_4/' \_m

Graphe : Le tableau ci-dessous donne sept i

couples (x- f(x)) qui sont des éléments du +
graphe de la fonction f :

L
r
| .

| x |-25|—2|—1| O|+1|+2

xy

]‘f(x) + 6.1 o|l—4|—2| o0|—4

Courbe représentative : La courbe repré-
sentative C est tracée dans un repere carté-
sien (fig. 7). Elle passe par les six points dont
nous venons de calculer les coordonnées,
Au point d'abscisse — 1, la tangente est

paraliéle au support de I'axe x'Ox; au point
d'abscisse 1, la tangente est le support de

I'axe x'Ox. y @
Une équation de la courbe C dans le repére
(0-}.;’: est : y'=-x3-|-3x-—2.

' ive C et
Equation réduite : Soit O’ le point d'intersection de la coErIit; rspa;ésentatwa
e ‘ & , ) sont :
de I'axe y'Oy; les coordonnées de O dans le repere (0.7 J
Xg = 0. Yo = — 2. I
Désignons par (x, y) les coordonnées d'un p

i ere O,
(X. Y) les coordonnées de ce méme point MYdans le repér (
exemple, nous avons : x=X y=—2+7"

oint M dans le repere (O, 7, 7). par
; }) Dans cet
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

Il en résulte les équivalences logiques :

MeC) <=—> (y=—x3+ 3x — 2),
(y==x34+3x—2)<=>(—24+Y==X3 4+ X -2),

Aprés simplification, nous obtenons :

(¥=—=—x343x—2) <=> (Y= — X34 3X).

Nous avons donc I'équivalence logique : (M e C) <—» (Y=—=X34 3X).
Nous disons que : Y = — X? 4 3 X, équation de la courbe € dans le repere

(0'. ;;) est I'équation réduite de la courbe C.

Centre de symétrie : La fonction: X A—» — X3 4 3X est une fonction impaire,
Nous en déduisons que O’ est un centre de symeétrie pour la courbe €,

Exemple de fonctions £ : x > ax* + bx? + c.
Fonction f: x ~— %x“ —2x2 + 3.

Ensemble de définition : La fonction f est une fonction polynéme ; son ensemble
de définition est donc I'ensemble [R.

C'est une fonction paire; nous étudions donc cette fonction dans I'ensemble R,.
L@tude dans I'ensemble IR_ s'en déduit par les propriétés de symétrie mises en
évidence au début de ce chapitre.

Etude de la fonction lorsque x tend vers 4 oo : Nous allons montrer que
f(x) tend vers + co quand x tend vers + oo,

Pour tout x strict iti . n_ 1 2 3 :
rictement positif, nous avons - f(x) = x4 (3 —2 T por:
Quand x tend vers + co, x4 tend vers 4 oco: — }2—2 et %tendent vers O, et la
2 3 1 .
somme y S -— o tend vers a

Quand x tend vers + oo, f(x), produit du facteur x4 qui tend vers + oo et du facteur

1 2 3 . 1
I et %3 qui tend vers - tend donc vers + co,

Sens de variations : La fonction f est une fonction polynéme:; elle est donc déri-
vable sur [R. Nous étudions le sens de variations de f en étudiant, dans Ry, le
signe de la fonction dérivée ' : x n— x3 _ 4x.

Nous avons : £/ (x) = x(x + 2) (x — 2).

Dans I'ensemble IR, ' (x) s’annule pour: x = @ et pour: x— 2.

Si x appartient a IR} — {2}, les facteurs x et x 4+ 2 sont positifs; le signe de ()
est donc le signe du binéme x — 2.

Si x appartient a [R,, nous avons donc :  (f'(x) = 0) <> (x=0 ou x=2):
(f(x) >0) <= (xe]2, + o[); (f(x) <0) < (x €10, 2[).

Dans I'ensemble IR, Ia fonction étudiée est strictement décroissante sur I'intervalle
10, 2[; elle est strictement croissante sur I'intervalle ]2, + oof.

La fonction f présente pour : x = 0 un maximum local strict et pour : = 2 un
minimum local strict; ce minimum est aussi un minimum global,
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sbleau de variations :

8 T

—1 . y !
x| 0 2 + oo

ol |

f(x) '| 9 = (I) +

Graphe : Le tableau ci-dessous donne trois
Graphe -

couples (x. f(x)) qui sont des éléments du
graphe de la fonction :

+1 +3

+125 | +525

Déterminons les valeurs positives de x pour
lesquelles f(x) s’annule, c’est-a-dire cher-
chons les racines positives de |'éguation :

1
ax‘—2x1+3=0.
Posons x2 = n. Nous en déduisons |'équa- ¥’
" 1

tion : 3”2 —2n+ 3 =0, c'est-a-dire:

n? — 8n + 12 = 0. Cette équation a deux racines positives: n'=2 et n' =6
Il en résulte que les racines positives de I'éguation :

§¥°—2x2 + 3= 0 sont x; = V/2 et xi = /6.

Courbe représentative ; axe de symétrie: La courbe est tracée dans un

'epére orthonormé. La partie de courbe qui correspond aux valeurs positives de X
Passe par les six points dont nous venons de calculer les coordonnées. '
L& support de I'axe Fﬁ'y est un axe de symétrie pour |a courbe représentative C
% la fonction f.
Partie de courbe qui correspond aux valeur -
ar symétri axe yOy (fig.8).
ux ;mi‘tzedzat:sr;:;url azlf gu;p;r}: faln:;;m}; éjl:a courbe C est paralléle au support

% l'axe ¥OX,

leurs négatives de x est donc obtenue
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Exemples de fonctions homographiques.

3x+7
Premier exemple : f: I xeDy, x A TESA

Ensemble de définition. Pour tout réel x différent de — 1 on peut calculer |e
réel : f(x) = :;—i-i—z L'ensemble de définition D, est donc I'ensemble R — = 1}

Etude de la fonction lorsque x

tend vers + oo ou vers — oco. Nous allons

3
montrer que f(x) tend vers 3 lorsque x tend vers + oo ou vers — oo,

342
En effet, pour tout x différent de zéro, nous avons f(x) = g

2+;

2 7
Quand x tend vers + 0 ou vers — oo, x et % tendent vers zéro; donc 3 + 7

tend vers 3 et 2 +§ tend vers 2.

D'aprés les théorémes sur les limites, il en résulte que f(x) tend vers -32 quand x
tend vers + oo ou vers — oo,

Etude de la fonction lorsque
Vers +oo quand x tend vers {—
Quand x tend vers — 1,
2 x 4+ 2 tend vers Q: donc |£(x) | tend vers + oo,
strictement positif, il existe un réel « strictement p
O<Ix+1<a) — (1) | > B).
En particulier, on peut choisir «

X tend vers — 1
1)*. et vers — oo
le numérateur 3 X+ 7 tend

: Montrons que f(x) tend
quand x tend vers (— 1)-.
vers 4 et |le dénominateur
Il en résulte que, pour tout réel B
ositif tel que I'on ajt I'implication :

tel que le réel 3 x + 7 soit positif dans I'intervalle
1—1 =g, -1 4+ af.
Dans l'intervalle 1— 1, — 1 +al, 2x 4 2 gst Positif; on a donc
| f(x) | = f(x); d'ou I'implication

PO € a) s (fl) B
Nous concluons : f(x) tend vers + (F(x) > ).

. ©° quand x tend vers (— 1)+,

Dans l'intervalle ] — 1 — 5 — T 2x+ 2 est Négatif; on a dong :

() | = — F(x); d'ou limplication : (— 4 CEFT & 0) e (f(x) < — B)
Nous concluons - f(x) tend vers — oo quand x tend vers (— 1)~

Sens de variations : La fonction f est e quotient de de : .
—————— VIS . ux fo =
vables sur R nctions i et v déri
u: fxelR, XN—>3x+7:

Vi YxelR, x n— 2x+ 2:
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_y fonction dérivée /" est. définie par

Jrel== U] =1, +oof, F(x) = LXLVE) — uln).v(x)
£ (x) =3(2X+2) _2(3X+7) [v(x)]? '
(2x + 2)2

ou encore
R =2
Nous en déduisons : §xeR — {—1}, f x+1)7
La fonction / est donc strictementldécrc;is R

ur chacun des intervalles ou elle est

as simplification, nous obtenons : f'(x)
. X1 ==

sante §
définie.
't

Tableau de variations :

) = 'l = — :
PR . 3 /

f(x) \ M 3 _
- 5 i

e ————

Graphe : Leta i i
: bleau ci-dessous donne s€
. pt
WX- f(x)) quisont des éléments du @
graphe de la fonction 7 :

#* —b -3 -2 =15 0 + 1 + 3

f e

(x) | +1 g | —08 | —2R +35 | +28 | +2

|
repere cartésien (O?;) (fig. 9).

" Considérons un
us venons de détermi

On démontré et nous 2
dessinée et qui pa

ner permettent de placer
dmettons guée la
sse par

C
ourbe représentative

Les @&
- E1Ements du graphe que no
points de la courbe repfésemaﬁve'

cour . -
Ces : § Feprasentatve est la courbe C queé nous avons
rit=.-u,eﬁi:-lt boints. Cette courbe C est obtent® on joignant les points d’abscisse infé-
L a — 1, puis les points d'abscisse SUpérieuré 3 —1.

| ' ¥ 3x+7

u - -
équation de la courbe C dans l€ repére (o. Fj)est: Y= ax + 5
163
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10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

Equation réduite : La fonction / n'e_:;l pas définie au point - Xo = - 1 Lors
tend vers + oo ou vers — oo, la limite de f(x) est =y, 1.5, Que x
Soit O’ le point dont les coordonnées dans le repére (0, / ;) sont :
Désignons par (x, y) les coordonnées d'un point M dans le repére (0, ’ ',) 5
(X, Y) les coordonnées de ce méme point M dans le repére (0, ; 7). .
Dans cet exemple, nous avons : x = — 1 4 X, y =18 Y.

Il en résulte les équivalences logiques

: _3x+ 7\
(MeC) <=—» (y-_ X & 2).
_3x+7 3(=14+X)+7
(”‘ 2xi2) <> \M5+ Y= % r3)
Aprés simplification, nous obtenons : (y = %x—“}-—-?) < = 'Y = g)
2x 42 X
Nous avons donc I'équivalence logique : (M e C) <= (Y = )2()
. 2 . T

Nous disons que : Y = X' équation de la courbe C dans le repére (O'. 7, ]) est
I"équation réduite de la courbe G

Centre de symétrie : La fonction: X ~—» iesz une fonction impaire. Nous en
déduisons que O’ est un centre de symétrie pour la courbe C,

Notion d'asymptote.

Construisons la droite D d'équation : y = g: elle est paralléle au support de
I'axe x‘Ox:. Soit M un point de la courbe €, et P |o point de D qui a méme abscisse
que le point M ; nous avons alors :

—_ 3 3

PM = f(x) —35 et PM=|f(x) =3/

Lorsque x tend vers + oo ou vers — co, f(x) tend vers g; la distance PM tend alors
vers 0.

Nous disons que la droite D est asymptote a Ia courbe C.

D’une facon générale, soit une fonction f définie dans un intervalle Ja, + oo[:

supposons que, lorsque x tend vers + oo, la fonction s admette une limite X :

lim f(x) = A
x"’+ﬂ - F ®
On dit que la droite D, d’équation : y = }, est asymptote 3 |a courbe représenta-

tive de la fonction 7, lorsque x tend vers + oo,
On définit d'une facon analogue une droite asymptote a la courbe représentative

de la fonction f lorsque x tend vers — co.
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0. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

wample Gtudié, lorsque x tend v 3
as 'exemp ers + oo, on a : xl
= f(x) > 3 I'ordonnée du

point M est supcrieure a l'ordonnée du point P ; nous disons que, lorsqu
L o0, la courbe représentative est "au-dessus” de 1'asvmptnte' e

— * 3 O
Lorsque X tend vers —oo, on a @ f(x) < 3 l'ordonnée du point M est inférieure

g,rordonnéa du [)?Int P nous disons que, lorsque x tend vers — oo, |a courbe
,eprésemative est "au-dessous” de l'asymptote. '

Construisons la droite A d'équation : x = — 1; elle est paralléle au support de
laxe y'Oy. Soit M un point de la courbe G, et Q le point de A qui a méme ordonnée
que le point M: nous avons alors : QM =[x+ 1|

Lorsque X tend vers — 1, la valeur absolue |x + 1| tend vers 0; la distance OM
«end vers l'infini et la distance QM tend vers 0. Nous disons que la droite A est
asymptote a la courbe.

D'une facon générale, soit une fonction 7 définie dans un intervalle [a, &] ; suppo-
sons, par exemple, que lorsque x tend vers a*, f(x) tende vers - co.
On dit que la droite J, d'équation : x = a, est asymptote a |la courbe lorsque x tend

vers a par valeurs supérieures.

On définit d’'une facon analogue une droite asymptote 3 la courbe représentative
dans chacun des cas suivants : f(x) tend vers + oo quand x tend vers a .
f(x) tend vers — oo, quand x tend vers at ouvers a .

Dans I'exemple étudié, la droite A est asymptote a la courbe lorsque x tend vers

(= 1)* et lorsque x tend vers (— 1)~ , , ] -
PGLII' XD — 1. nous disons que la CDUI’be est "3 dTOlte'«' de | asymptote .'.3- pour .

x < — 1, nous disons que la courbe est “a gauche” de I'asymptote 3.

. 2x +3
Deuxiéme exemple : f: yxeDn X~ 1T —x

nous pouvons cal-

R - {1}

Ensemble de définition : Pour tout réel x différent de 1s

Culer le réel : f(x) = 21x +x3' L'ensemble de définition Dy est :

oo : Nous allons

rs oo ou vers —
Brg -+ rs — oo. En effet,

elaf lors ue x tend V
onction lorsq nd vers T ou ve

Montrer que 7(x) tend vers — 2 lorsqué X

3
2+ =
” . )= Quand x tend vers + o0
ur tout x différent de O, nous avons - (x T
) |
3te 23t—-—1tendvers-—1.
g o : et . tendent vers 0; donc 245 tend vers = :
il e f(x) tend vers — 2 lorsque

D aprés les théorémes sur les limites, il résulte qu
Nd vers + oo ou vers — o°.
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0. ETUDE DE N I
- Nous allons mon
nontry Uy ””

n lorsque X tond veors |

fonctio
Etude de la ot quo /(x) tend vers + co quang 1orig
(

:and_véré — co quand X tend
vers 17.

Quand x tend vers
tend vers 0; donc

78 vors 1/

@ . IS .
1 le numérateur 2 x 4 3 tend vers O el lo dénominatey; lap

| £(x) | tend vers + 09,

Il en résulte que, pour toul réel B strictement positif, il u{ms[u un réel o strictom gy,
positif tel que I'on ait fimplication : (0 < |1 =X | < _m) hu_’ (1700 | > B).
En particulier, on peut choisir « tel que le réel 2x -+ 3 soit positif dans Finterya)),
M —a 1+af
Dans l'intervalle ]1 — &, 1[. 1 — x est positif; on a donc : [£(x)| = f(x);
d'ou limplication : (0 < 1 = x < u) == (f(x) > B).

Nous concluons : f(x) tend vers + oo quand x tend vers 17,

Dans lintervalle 11,1 + [, 1 — x est négatif; on a donc : |[f(x)| = — /(x);
d'ou limplication : (— & < 1 — x < 0) == (f(x) < — B).

Nous concluons : f(x) tend vers — co quand x tend vers 1",

79 Sensde variations : Lafonction f est le quotient de deux fonctions v et v dérivables

sur R :
u: fxelR, x n— 2x+3; uv: fxeR, x n— 2;

v: fxeR, x n— 1 —x; vi: xelR, x n—» —1,
La fonction dérivée f' est définie par :
u'(x) . v(x) —u(x).v'(x)

Vxel—oo, 1[UIN, + o], F(x)= T
X
ouencore: f'(x) = 201 = x) + (2x + 3)
(1 —x)2 '

o 1
) . (T=%)7%
ous en déduisons : lxeR — {1, F(x)>0

Apreés simplification, nous obtenons C (X)) =

La fonction £ est do i
; nc strictement i
définie. croissante sur chacun des intervalles ol elle est

80 Tableau de variations :

X ’—m
+1

+ o0
F(x) + e :
+
0| _, —++oo“ T =
Lo o = =
- OO0
T —— ___J
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. Le tableau ci-dessous donne sept coy

p Gﬁ%%du graphe de la fonction f Ples (x. 7 (x)) qui sont ges
Flem
— 4 -3 —-15 | —1
g S Ol +2 | +4 | 46
.'__,.-r""— .
= — 0,75 0
oy | =1 +05 | 43 | =7 | 37| _a
2 courbe représentatiue : Considérons un

=
repre cartésien (O, i j)(fig. 10).
Les éléments du graphe que nous venons
de déterminer permettent de placer sept
points de 12 courbe. On démontre et nous
admettons que la courbe représentative est
|2 courbe C gue nous avons dessinée et qui
passe par ces sept points.
Cette courbe C est obtenue en joignant les
points d'abscisse inférieure @ 1, puis les
points d'abscisse su périeure a 1. ]
Une équation de la courbe C dans le repére :
2x+ 3
T—Xx

(O, ;;) est: y=

83 Equation réduite : La fonction f n'est pas
définie au point : xo = 1.
Lorsque x tend vers + oo ou Vers — o9, la
limite de f(x) est : yo = — 2. y'y
Soit O' le point dont les coordonnees
dans le repére (O, i }) sont :
=1 et yo=— 2. i 0_0',)
Désignons par (x, y) les coordonnées d'un point M dans le repere_. ('_0. i, 1) par
(X, Y) les coordonnées de ce méme point M dans le repére (0. ¥ Dangio
exemple, nous avons : x=1+X; ¥=— 2+Y.
Wen résulte les équivalences logiques :

MeC) < ( ?_"_;"_?)

y=1__x f 3
_Zeg3 2014+ X) + )
(_V—- 1_x) > (_2+Y=T‘:’ﬁ‘fﬁ

: 5
2x+3) .o (y - —)-
Aprés simplification, nous obtenons (l" =5—x/ " .

5
— Y = =— _")'
Nous avons |'équivalence logique - (MeC) ( B
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Nous disons que . Y = X déquation de la courbe U dans le repédre (0 . -'.,'} o5l

| équation réduite de la courbe U

b . .
Centre de symétrie : Lafonction . X = — 3 est une fonction impaire. Nous

en déduisons que O est un centre de symétrie pour la courbe
Asymptotes : Une étude analogue A celle des n™* 70 & 756 montre que la droite D

deéquation  y = — 2 el la droite \ d équation x = 1 sont deux asymptotes
& la courbe C

Autre exemple de fonction.

1
F ionf : x . x- -a*
onct x—-1+ =T
Ensemble de définition : Pour tout réel x différent de — 1, on peut calculer le
"
el flx) =x -1+ T3 L'ensemble de définition D, est: IR — [— 1)

Etude de la fonction lorsque x tend vers + oo ou vers —oo : Lorsque x

tend vers + oo x — 1 tend vers + co et tend vers 0; /(x) tend donc

x4+ 1
vers -+ oo lorsque x tend vers 4+ co.

Lorsque x tend vers — oo, x — 1 tend vers - oo et

1
xT i tend vers 0: 7(x) tend
donc vers — oo lorsque x tend vers + oo

Etude de la fonction lorsaue x tend vers — 1 : Lorsque x tend vers (— 1)~,

—_— =
-

1
x — 1 tend vers — 2 et X+ 1 tend vers — oo f(x) tend donc vers — co |orsqua X

tend vers (— 1)~

Lorsque x tend vers (— 1)*. x — 1 tend vers — 2 g _}_ 7 tend vers + oo f(x)
tend donc vers + oo lorsque x tend vers (= 1)+,

Sens de variations : La fonction f est la somme de d
eux fonctions déniva-
bles dans chacun des intervalles ]—o0, —1[et]=1, 4oof : i

H.'IER“-I'—1:-. x‘\_,x.—.1‘ u_'].'ﬁﬁ-—{-..]L X A

; 1

V. IER—I"‘*1}F N ——— " — — 1 ]
' | | X l’+1' V.'XGR { t}- Ia\.—--ﬁ'—(;-_-{:—i'}'f
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La fonction dérivée f' est définie par :

. | -1, + oo, F — 1
V"E] 0o, [U] + oof, F(x) =1 TFIE
x(x + 2)

clest-a-dire : f'(x) = [CESIE

Le signe de ' (x) est le signe du produit x(x + 2); ce signe est donné par le tableau
guivant :

% — = —T - =1 - 0 + 4o
x4+ 2 - 0 + + 4
x(x + 2) + l — = 41 s
L | |

Nous en déduisons les équivalences logiques :

(F(x) > 0) <> (x € ]—o0, — 2[U]0, +o0[);

(f(x) <0) <— (xe]—2, —1[U]- b i

La fonction étudiée est donc strictement croissante dans chacun des intervalles
]—oo, — 2[ et ]0, 4+cof; elle est strictement décroissante dans chacun des

intervalles ]— 2, — 1[ et 1—1, 0L
Pour : x = — 2, la fonction posséde un maximum local strict; pour x = 0, elle

posséde un minimum local strict.

90 Tableau de variations :

X — O —2 -1 0 + oo
|
f(x) + + - = ? +
— & + oo & o0
f (x) _m/ \_m \0/

91 Graphe : Le tableau ci-dessous donne neuf couples (x, f(x)), éléments du graphe

de la fonction f :

¥ | -a t—mg |=2|-18|=08 0 +1 | +2 |+3

— et

toy | —s3| —as|—a|—a8|+08| 0 | +05 +13 | +22
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jo. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

Courbe représentative : Considérons un ol

repdre cartésien (D, .* ;’) que nous suppo-
sons orthonormé. Les slements du graphe
indiqués dans le tableau ci-dessus permet-
tent de placer neuf points de la courbe. On
démontre et nous admettons que la courbe
représentative est la courbe U que nous
avons dessinée (fig. 11) et qui passe par
ces neuf points.

Une équation de la courbe ' dans le repére

P 1
(0. f j) est: y=x—1+ =7

Asymptotes :

1. Tragons la droite A d'équation : x = — 1,

Une étude analogue a celle dun® 74, p. 155,

montre que cette droite A est une asymptote

a la courbe représentative C.

2. Construisons ensuite la droite A, d'équa- -+ @
ton:y=x-—1. y'

Soit M un point de la courbe C et P le point de A, qui a méme abscisse que M;
1 1

X+ et PM = X+1|I

Lorsque_x tend vers + oo ou vers — co, la distance PM tend vers O,

Nous disons que la droite A, est une asymptote & la courbe € lorsque x tend

Vers + oo ou vers — oo,

Lorsque x tend vers +oo, on a : PM > 0; l'ordonnée du point M est supérieure

a ce:!le du point P; on dit que, lorsque x tend vers + oo, la courbe représentative
est "au-dessus” de I'asymptote A,.

Lorsque x tend vers —co, on a : PM < 0, I'ordonnée du point M est inférieure

a celle du point P; on dit que, lorsque x t :
y ' end vers — oo, la ive
est “au-dessous” de I'asymptote A,. courbe représentat

nous avons alors : PM =

Eq_utat(;?n tl’?duit.a ;Sgit O le point d'intersection des asymptotes A et A, ; le
poin est le point de g ' . g : f
Yo = Xg — 1 =p_ 2. iilonl-abecisse uat: %p = = .1 ; son ordonnée est donc :
Désignons par (x, y) les coordonnées d'un point M dans le repere (O, /7, /). par
(X, Y) les coordonnées du méme point M dans le repére (Q/, 7 7). D cet
exemple, nousavons : x= — 1 4+ X et ——24y . 1, f). Dans
Il en résulte les équivalences logiques : '
(MEC}-{:—__—}-(?=X_1 1 )'

1 v ut

= e ] e

1

1+1+(—-1+x1)'

160
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1
Vg |
+x|1)" *'(Y--MXJ
ous avons donc Iequivalence logiquo (M) < (Y m X 4 1J
- ¢)

wonsque - Y = X 4 o @ - o
Nous disons q by equation do la courbe ¢ dang le ropore (0, 7, /)
pst I'équation réduite de la courbe

ApIOS simplification, nous obtenons | (V —

5 ‘ 1
95 c_:_ent_rg de symétrie : Lafonction X . » X 4 % o O Y 7

que le point O est un centre de symétrie pour la courbe ¢

EXEHCICES & Parmi les fonctions suivantes (n°* 1 4 10), indiquer celles qui sont paires
et celles qui sont impaires.

Fonctions
paires. 1T xn—+x242x 2 x A» XV =4z
Fonctions
impaires. 3 x> 2Xx3 4+ x—1. & x nv—r — XV 4 244
B x n—> 4x3=2X 8 x n—+ — X4 4 x2 =1,
. x
7 X Se—r -—3!“-1—1.'3 — X, ' X Sa—r m
x?—2X a 3
8 x A—b 10 x ~n—» (x3 4 2) (2x3 — x).

X + ax

11 Soit une fonction f définie sur R. J
On considére les deux fonctions g et h définies sur R par :

1
g0 = L (P00 + (= 0). 600 =3 (100 — /(- ).

1o Démontrer que g est une fonction paire et que h est une fonction impaire.
20 En déduire que, pour toute fonction / définie sur R, il existe une fonction
g paire et une fonction h impaire uniques, tellos que: [ =g + A

412 Soit f une fonction polyndéme définie sur R par :
Xg‘\.p—-'Pao+a1x+azx2+-..+a*x*+---+aﬂxn.
1» Démontrer que f est une fonction paire si et seulement si, pour tout

indice k tel que : 0 <2k+1 {‘n, on a: 2 = 0.
26 Démontrer que f st une fanction impaire si et seulement si, pour tout

indice & tel que : 0L 2kL nonal 8= 0.

161

R S— S



10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

EXERCICES

Etude de
fonctions.

162

13 Soit f une fonction paire définie et dérivable sur [R.
1o Soit xo un réel. Démontrer I'égalité : F'(— Xo) = — ' (xy),
20 En déduire que la fonction dérivée d’une fonction paire est yng fonction

impaire. ) . ' .
3% Que peut-on dire de la fonction dérivée d’'une fonction impaire ?

14 Soient f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouyer E o
X un point de E. )

1o Démontrer que si f est maximum au point Xxg, on a : f'(x,) = 0.

20 Démontrer que si f est minimum au point xg, ona : f'(x,) = 0.

32 En déduire une condition nécessaire pour que / soit maximum gy
minimum en un point Xq.

4o Utiliser I'exemple suivant, pour montrer que cette condition n’est pas
suffisante : F:YxeR, x n— x3 + 4.

# Dans chacun des exercices (n°* 15 a 24), on considére une fonction
numérique f.

1° Faire I'étude de la fonction f.

2° Tracer sa courbe représentative C dans un repére cartésien.

3° Donner |'éguation réduite de |la courbe C.

15 x nv— 2 — x — 2, 186 x nv— — x2 — 1,

17 x A"v—> x2 — x — B, 18 x nv— — 2x2 4 x + 1.

1 5 3 2

9 x~ A— x24+3x+4 2 20 xm—»—§x=+x+§-
x2

21 xz\,—pﬁ—x-i-t 22 x n—> —3x? —4x 4+ 4.

23 x n—> |x| + x2. 24 x n—> |—x2 4 5x| — 4.

¢ Dans chacun des exercices suivants (n°s 25 & 32), on considére une

+ fonction f et la courbe représentative ¢ de cette fonction dans un repére

cartésien dont les axes x'Ox et y'Oy sont orthogonaux.

10 Dfét.erminer le réel x; pour lequel I3 fonction f posséde un maximum ou
un minimum.

2° Préciser si la fonction f posséde un maximum en xq ou si elle posséde un
minimum en x,.

3° Quelles sont les coordonnées du sommet de la courbe C?

25 x n—> 3x2—2x+4 4. 26 x nv—>» 9 — x2,
4 x2 3
2 XN —axt 28 xn._.._g,,z_%’_‘+1.
2 3x
29 % 2N X _x
xm——p4 2+2. 30 x.»'\.——p._.ﬁ.._i.;.z,
K| XH—r X2 43 x — 1, 32 X."\r—’—-%z-i-‘;x—s.
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33 Lo plan est rapporté & un repére cantésien dont les axes x'Ox ot y‘O;f
sont oMhogonaux. Soit m un rdel non nul. On considére la courbe €,
d' équation Yy=mx?4+2mx+m+ 1.

19 Démontrer que les coordonnées du sommet de la courbe sont indépen-
dantes de m.

2¢ Déterminer m pour que la courbe C, coupe l'axe X'Ox au point
d abscisse 3.

3° En déduire alors I'abscisse du second point d'intersection B de la courbe
¢, avec I'axe x'Ox.

34 Soient 8 et &' des rdels non nuls, b, ¢, b’ des réels. On considére la
courbe ¢ d'équation ¥ = ax? 4 bx 4+ ¢ et la courbe ' déquation :
¥ = ax® + b'x 4+ c. On désigne par X 'ensemble €N (Y,

1= Démontrer que, silos réels 2, 2", b, b vérifient les conditions : & = a' et
b# b X est un singleton (A}, Quelles sont les coordonnées du point A7
2° On suppose que a est différent de '. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que X soit un singlaton.

3* La condition de la question 2 es! supposde satisfaite. Démontrer que les
courbes U e1 ¢ admettent en leur point d'intersection une tangenta commune
dont on écnira 'équation.

2
35 On considére la courbe C d'équation ;| y = % —dx + 3.

1° Vénifier que le point A de coordonnées (2, — 3) est un point de C.

2° Son D la tangente en A de la courbe C. Quelle est I'équation de D ?

3¢ On considére la courbe C' d'éguation | y = x? + Bx + 26.
Démontrer que D coupe €’ en un seul point B dont on donnera les coordon-
nées.

4° Quelle est la tangente en B & la courbe C'?

e
36 Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé (0. /. /).
On considére la courbe C d'équation : y = x2 = 3x + 2.

1 i 3
Spient D la droite d'équation : y = — 3¢ F le point de coordonnées (E' 0)

et M un point de coordonnées (x, y).

1o Démontrer qu'un point M appartient & la courbe C si et seulement si sa
distance & la droite D est égale a sa distance au point F.

2° Soit My un point de € dont I'abscisse xo est différente de g et dont
rordonnée est yo et soit Hy la projection orthogonale du point M sur la
droite D. On désigne par A, le milieu du segment [F, Hq].

Déterminer le coefficient directeur de la droite D définie par les points M, et
A,. En déduire gue la droite D est la tangente en Mg a la courbe €.

30 Déduire des questions 1° et 2° que la projection erthogonale du point F
sur la tangente en un point M de la courbe C* est un point de la droite D’

1
d'équation : y= — i
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Y Etudior wt r..;uﬁ-.a-nfnl :|r.|;>h|rjuu,-lnnnl los Tonetons f SUIvaEntoy {ros 17

4 52) On précisera chague lois, Il on existo, los élémoents do Bymébiriy
de la courbn représentative ot los coordonnédes dos points o0 g tangany

ost paralldle au support de Foxe x'0)x,

) ) X
37;...1"3--“ 7, B xrs ~x=g -1
331\.»% ‘+ 2 40 x> — 3504 3x—2,
41 x Av—e x¥ =1 42 x rv—» = X1 =1,

1
43 x rv—» X' 4+ Bx — 4, “xr,-r-x’+2x—§-
- x? Ix
‘s X A bl’—41+1. “ XI‘,;"']E--FT'{’T.
A
47 x ro—e x4 xT -1, 48 xr'-;p—f——212+§-
2 2
x4 X2
49 x r—» x*+2x?-3, 60 If\,—-r—T+T+3.
81 x rn—» |x* = x| 582 x s> |XV —BxZ 4+ 7|

53 Le plan est rapporté & un repére (0. ;; ;

On considére la courbe C d'équation :y = x* — 3 x 4+ 1, et le paint C de
coordannées (0,1).

Démontrer que le point C est un centre de symétrie pour la courbe C.

54 Soit un réel m. On considére la courbe ¢ d'équation :
x'.’l

2
Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de points ol la courbe €
admet une tangente horizontale,

y=m (m? — 1) x + 2.

55 On considére les courbes € et d'éguations respectives :
y=x*—=2x+3 et y=2x%—3 x4 3,

i ?élarminer les coordonnées des points d'intersection des courbes C
at ¢,

2"' Ecrire les équations des tangentes A chacune de ces courbes en leurs
points d'intersection,

56 Soit un réel m. On considére la courbe d'équation : y = x3 — mx + M
12 Déterminer, en fonction de m, les coordonnées des points M de I3
courbe tels que les tangentes en ces points passent par le point A(1, 0).

2° En déduire que de tels points M appartiennent 3 F'une ou I'autre des

droites d’équalions respectives : x = 0 ef x = °

i p b £ ¥



10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

¢ Etudier et représenter graphiguement les fonctions f suivantes (n®® 57
a 53:'-_ Indiquer les coordonnées du centre de symétrie de la courbe repré-
sentative et donner |'équation réduite de leur courbe représentative.

" xm—*xiz' 58 K}'\;—b1lx.
59 x A—> 3"_;_|__'§ & s 311 _+x2,
woregZk  waaegtd
Ll e zxx-+21' s : ;ii
. XN zxx_-¢1' 0 KR 3x221x'
67 xn—> 2t sax;\,_,.:;i.
3x+1

On sidére | be C d'é ion : y=——
69 considére la courbe quation : y X+
Déterminer les coordonnées des points de la courbe C ol les tangentes

3 2 5 5 . 11
a cette courbe ont respectivement pour coefficients directeurs : e 8.

70 Soit un réel m. On considére la fonction f déterminée par :
2x—m

2x+m

Indiquer suivant les valeurs de m, le sens de variations de la fonction /.

YxeDypx r—r

& Méme exercice que le n® 70 pour les fonctions f suivantes définies par :

3x+4+m mx + 2
| XN—P;_{_m—_'_z' 72 Xﬂ;—bmx-l_a

5x+4m (m+1)x — (2m + 3)
LBt s " A SR —m—T1)

75 Soit m un réel différent de%— On considére les courbes C,, d’équations :

_ x42m—1 _ V4 [(dwa=A)

L_J.'_—T-l-_{ . - .._’F.. o= A

1o Démontrer que toutes les courbes G, se coupent en un point A dont
on déterminera les coordonnées.

2 Déterminer m pour que la tangente & la courbe G, au point A ait un

coefficient directeur égal 3 2. Tracer dans ce cas la courbe C,,.
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1. £YUDE DE CERTAINES FONCTIONS

EXERCICES

On considére 1a courbe U déquation [y = x* = x 4 1etla Courby
1

d'équation @y =

cos deux courbes se coupenl en un point A dont g

1* Démontrer que

donnera les coordonndes .
2¢ Démontrer que les courbes C el " admaettent en leur point d Intersuction

une tangenta commune.

& Ewdier ot reprisenter graphiquement les fonctions / suivantes (n= 77
A 84) définies sur R*. On précisera chaque fois le centre de symétrie de
la courbe représentative ot +'il en axiste, les coordonnées des points od la

tangente est paralldle au support de axe x'Onx.

3
1‘!!\:14-1—%— 78 :N—+l-—2—;-
3 2
n-«.---—z+;~ lﬂx-m-«r—x+1+;-
1 3
N A 2x 43 b 82 x A 2x -5+~
2 2
83 «x ﬂ-#-—l:i-ﬁ—;- B34 xm—+—3x+5—;-

85 On donne la fonction f définie par : f(x) nlx+b+§.nﬁl.b.c

sont des réels . on désigne par C la courbe représentative de cette fonction
dans un repdre orthonormdé.

1= Caiculer les coordonnées du point d'intersection A des asymptotes de
a courbe C.

2* Sosem x, ety, les coordonnées d'un point M, qui appartiont A C. Calculer
en fonction de x,. les coordonnées x; et y, du point M, symétrique de M,
par rapport & Al

3 Ecrire égalité. indépendante de x,, qui lie x; et y.. Déduire de cette
égalité que le point M, appartient aussi & C. Que représente le point A pour
la courbe C?

86 On considére la fonction f définie sur IR — {— 1) par :
X So—» 4 2 2 _'1—'

Vix+2)7 4+ g
1e :émnnuer Que cette fonction est dérivable & gauche et A droite au point
2¢ Eludier_le comportement de /(x) et de /(x) — (x 4+ 2) quand x tend vers
+ oc. Etudier le comportement de /(x) + (x + 2) quand x tend vers — .
3° On désigne par € la courbe représentative de la fonction f dans le plan
rapporté & un repére (0, i.J). SoitAle point de coordonndes (— 1. 0).
Quelle est I'équation de C dans le repare (A,:;) ?
Tracer la courbe représentative C. Préciser le tracé de la courbe C au voisi-

nage du point B dont I'abscisse dans le repare (A 7 }) est — 1.



10. ETUDE DE CERTAINES FONCTIONS

87 On considére la fonction f définie sur IR — {1} par :
X2 —x—=2

H ot g Onpose: x,=1.

19 Etudier le comportement de f lorsque x tend vers x, lorsque x tend vers
+ o0, lorsqtie x tend vers — co.

2° Etudier le sens de variations de £,
3° On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan rapporté &
un repére cartésien (D?;) Soit A le point de coordonnées (x,, 0).

Quelle est I'équation de € dans le repére (A, i ?) ? Tracer [a courbe C.

88 Méme exercice que le n° 87 pour la fonction f définie par :

f1 ¥xeR = {3x et +4

dal : =3,
— et pourleréel: x,=3

89 Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de la
fonction f : YxeR* x n— ax+b'—g passe par le point A de

coordonnées (2, 0) et admette pour tangente en ce point la droite d’équa-
tion : y=x+ 2.

Etudier les variations de la fonction f ainsi déterminée et construire sa courbe
représentative.
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Equations et inéquations
a une Inconnue

Equations a une inconnue.

Notion d'équation a une inconnue.

Soient f une application d’'un ensemble A dans un ensemble B, et & un élément de B.

DEFINITION : Résoudre dans un ensemble C, I'équation & une inconnue:
f(x) = b, c'est déterminer I'ensemble E des éléments x de ANC dont

I'image par f est b.

La lettre x qui figure dans I'écriture : f(x) = b est appelée I'inconnue.

Tout élement x, de AN C dont I'image par f est b est appelé une solution, ou encore
une racine, dans C de I'équation : f(x) = b.

L'ensemble E est appelé ensemble des solutions dans C de I'équation : F(x) = b.
Si E est I'ensemble vide, on dit que I'équation n'a pas de solution dans C: on dit
aussi que l'équation est impossible dans C,

Nous rappelons les résultats suivants, lorsque I'ensemble A est une partie de C.
1. Quel que soit I'élément 6 de B, si I'application f de A dans B est injective,
I'équation : f(x) = b a au plus une solution dans A.

2. Quel que soit I'élément b de B, si I'application f de A dans B est surjective,
I'équation : f(x) = b a au moins une solution dans A.

3. Quel que soit I'élément b de B, si I'application f de A dans B est bijective,
I'équation : f(x) = b a une solution unique dans A.

Equation numérique dans IR .

Soient f une fonction et D, son ensemble de définition: nous avons : D,CIR.
Résog@rg dans [R I'équation : f(x) = 0, c¢’est déterminer I'ensemble E, inclus dans
Dy, définipar : E= {x | xe D, et f(x) = 0}.

Flemarq_ue : Si f est une fonction numérique d'une variable réelle et si C est
une parue de IR, résoudre dans C I'équation : f(x) = 0, ¢’est déterminer 'ensemble
E' défini par : E'={x |xe D,nC et f(x) = O}.
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11. EQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

Exemples : 1. Soit la fonction f : YxeD, P .

L ensemble de définition est : D, = R, — {1},

x i

Résoudre dans R I'équation : — 7 = 0. c’est déterminer I'ensemble E, inclus

s {
dans D,, déhini par : E = E,~:|,~r.er2+ — :1} et jizg
Nous avons donc: E = |0
2. Soit la fonction f définie sur R par f : x ~—» (x — 1N (2x + 1).

L'ensemble E des solutions dans IR de I'équation : f(x) = Oest : E =

L'ensemble E' des solutions dans Z de la méme équation est : E'

Equations équivalentes.

Soient deux équations numériques : f,(x) = 0 et f,(x) = 0 A résoudre dans le
méme ensemble C,

DEFINITION : On dit que deux éguations sont équivalentes dans C si et
seulement si I'ensemble E, des solutions dans C de la premiére est égal
a I'ensemble E. des solutions dans C de la seconde.

Equation : 7(x) = g(x).

Soient f et g des fonctions numeériques d'une variable réelle dont les ensembles
de définition respectifs sont D, et D,. La fonction f — g est définie sur 'ensemble
D,nD, par : YxeD,ND,; x n—> f(x) — g(x).

L'ensemble E des solutions dans IR de l'équation : f(x) = g(x) est le sous-
ensemble de D,nD, défini par : E= |x |xeD,nND, et f(x) — g(x) =0}

Il est essentiel de noter que I'ensemble E des solutions dans R de l'équation :
f(x) = g(x) est nécessairement inclus dans D,nD,.

Soient, par exemple, les fonctions f et g définies par :
1 1
f: YxeDy x n—> —i+x2: g: YxeDy, x A— =
Nous avons : D, = D, = R"; nous en déduisons : D,nD, = R".

: 1 1 .
L'ensemble E des solutions dans IR de |I'équation : = + x2 = e est nécessairement

(
)

3 | =3

\ 5 1 5
inclus dans R* : =’xixEIR et ;+x-= ,

ouencore : E={x|xeR" et x?=0}

. 1 1 L
Nous en déduisons: E = & ; I'équation & + x2 = ~ napas de solution dans IR.

169



10

12

1. PQUATIONS ET INFOUATIONS A UNE INCONNUE

Remarque : Si C est une partie de IR, |'ensemble th'".; solutions dans C de
léquation = F(x) = g(x) est lintersection ENC; Cest l'ensemble défini par

E = (x|xeD,nD,nC et f(x) — g(x) = 0]

Regles générales de résolution des équations.

Nous rappelons deux régles qui permettent de remplacer une équation par une

équation équivalente .

Soit, dans une partie C de R, une équation .
I'ensemble de définition contient C

1. L'équation - f(x) + A(x) = g(x) + h(x) est équivalente dans C a I'équation .
f(x) = g(x).

2. Si, de plus. 'image par » de tout élément de C est non nulle, I'équation :
f(x) . h(x) = g(x)  h(x) est équivalente dans C & I'équation : f(x) = g(x).

f(x) = g(x) etsoit s une fonction dont

Equation du premier degré a une inconnue.

Si f est une foncuon affine. I'équation - f(x) = 0 est appelée équation du premier
degré 3 une inconnue Nous rappelons les résultats établis en classe de Seconde

THEOREME : Soit £ I'ensemble des solutions dans IR de I'équation :
ax + b = 0. On a les implications suivantes :
i_a_'._H'_ (@a=0 et b#0) =—» (E= @);

(0r0) = (E= )~} (40 ot 5= — (E=RR),

Exemple : Soit m un réel: proposons-nous de résoudre dans IR I"équation :
(M —-1)x+(m—1)=0.
Appliquons les résultats précédents: nous obtenons :
1. Si: m?2 — 1 # 0,c'est-a-diresi: m#=1 et m= — 1,ona:
E— \ m—=1] _ | -1

= | mI—1\ Ouencore: E= mF
2.Si: m?—1=0 et si: m—1s 0.c’est-a-diresi: m= — 1.0na: E= &.
3. Si: m—1=0 et si: m—1=0,cest-a-diresi : m=1,0ona: E=IR.
On dit parfois que I'on a discuté et résolu I'équation suivant les valeurs numériques
du paramétre m.

Equation du second degré a une inconnue.

Soient a, b, ¢ trois réels et f la fonction : x A gx2 + bx + ¢
La fonction f n’est pas une fonction affine sj et seulement si a est non nul : I'équation:
f(x) = O est alors une équation du second degré & une inconnue
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Nous rappelons les résultats établis en classe de Seconde !

THEOREME : Soit a un réel non nul, et soit E I'ensemble des solutions
dans R de Véquation : ax?2 + bx +c¢c = 0.

On appelle discriminant de I'équation, le réel : A = b2 — 4 ac.

On a les implications suivantes :

(A<0) = (E=@); ($=0)=;-(E=;_2_b;:).
Vo iom AT s B A
(-\>0)=>(E—a \é!; .4“ b+\éi2 4acE).

Cas particuliers.

Rappelons que, si les réels a et ¢ sont de signes contraires, I'équation:
ax? + bx 4+ ¢ = 0 admet dans R deux solutions distinctes x’ et x".

Rappelons ensuite quelques cas particuliers étudiés en classe de Seconde, et
dans lesquels nous supposons que a est un réel non nul.

Equation : ax? 4 bx = 0. L'ensemble E des solutions dans IR de cette

équation est: E = "0 - -J

!

Equation : ax? 4 ¢ = 0. Soit E l'ensemble des solutions dans R de cette
équation. On a les implications :

(ac > 0) — (E=@): (ac=0) — (E={0});
el s (B /S5~ /S

Somme et produit des racines.

Rappelons les résultats qui concernent la somme et le produit des racines de
I'équation : ax? + bx + ¢ = 0.
1. Lorsqu'une équation du second degré : ax? + bx + ¢ = 0 admet dans I'ensem-

¥ b b
ble IR deux racines distinctes ou confondues leur somme est égale a — > leur
= c
produit est égal a =

b v B
2. Si deux réels x' et x” ont pour somme — = et pour produit ~ ces réels sont les

deux racines de I'équation du second degré : ax? + bx + ¢ = 0.

Soient S et P deux réels. Recherchons s'il existe deux réels x’ et x" pour lesquels
X'+ x' =

x'x"=P.

Nous rappelons les résultats suivants :

1. Si S2 — 4 P est un réel négatif, il n'existe aucun couple de réels dont la somme
et le produit soient respectivement égaux aSetaP.

ona !

n
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2 Si S? — 4 P est un réel positif, il existe deux réels distincts x' et x” uniques

dont la somme et le produit sont respectivement égaux @ S et a P; ce sont les
deux racines de I'équation : x2 — Sx + P =0. g

i le réel S2  — x* = =; c’est 'unique soluti
3. Sile réel S? — 4 P est nul, on a alors. X' = X 75+ C €S q on de

I'équation : x2 — Sx + P = 0.

Signe des racines.

Nous rappelons enfin les résultats qui concernent le signe des racines dans IR de
I'équation : ax2 4+ bx +¢c = 0.

Si le rapport ;-: est négatif, I'équation : ax? + bx + ¢ = 0 admet dans R deux

racines de signes contraires.
; c i . ;
Si le rapport — est nul, I'équation : ax* + bx + ¢ = 0 admet dans IR une racine

. R S—— s B
egale a O et une racine égale 3 — 3

- C P . . - . 4 i . -
Si le rapport ; est positif, et si le discriminant est négatif, I'équation :
ax? + bx 4+ ¢ = 0 n'a pas de racine dans R.
Si le rapport 5 est positif, et si le discriminant est positif ou nul, I'équation :

ax* + bx + ¢ = 0 admet dans IR deux racines de méme signe: ce signe com-

: b
mun est celui de — =

Inéquations a une inconnue.

Notion d'inéquation numériqgue a une inconnue.

Soient / une fonction numérique d'une variable réelle, et D, son ensemble de
definition. Désignons par E, E,, E> les parties suivantes de I'ensemble D, :

E ={x|xeD, et f(x)= 0};

E, = i{x|xeD, et f(x) > 0};

E;:=ix|xeD, et f(x) < 0}

L'ensemble E est I'ensemble des solutions dans R de l'équation : f(x) = 0.
Nous disons que E, est I'ensemble des solutions dans IR de I'inéquation L %) >0,
et que E; est I'ensemble des solutions dans R de I'inéquation : f(x) <0.
L'ensemble des solutions dans IR de I'inéquation - f(x) > 0 est I'ensemble EUE;.
L'ensemble des solutions dans IR de Iinéquation : f(x) < 0 est 'ensemble EUE,

Remarque : Si f est une fonction numeérique, et si C est une partie de IR.
resoudre dans C l'inéquation : £(x) > 0, c'est déterminer I'ensemble : E! = E,nC
des solutions dans IR qui appartiennent 3 'ensemble C. Cet en;emlgle Ey est
le sous-ensemble de D,nC défini par : E, = x|xeD,NC et 7(x) > O).
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fnegquations equivalentes.

Gren s maguations numéniques d soudie dang le méme ensemble C

DEFINITION © On dit que deux indquations sont dquivalentes dans C

st ot seuloment st Fensemble des solutions dans C de la pramidre ost égal
4 ensemble dos solutions dans C de la seconde.

—

Inéquation : f(x) > g(x).

Sowent £ et g des lonctions numanques dont les ensembles respectifs de défi-
muon sont D, et D La tonction 7 — g est définie sur l'ensemble D,ND,,.
Lensemble £, des solutions dans R de l'inequation : f(x) > g(x) est le sous-
ensemble de D, ND, détimi par © E, x| xeD,nD, ot f(x) — g(x) > 0}

Remarque : Si C est une parte de R l'ensemble £, des solutions dans C de

Finequation  f(x) > g(x) est le sous ensemble de CnND,ND, délim par
E,= x| xeCND,ND, et 7(x) — g(x) > O

Régles génerales de résolution des inéquations.

Nous rappelons trois régles qui permettent de remplacer une inéquation par une
inéquation équivalente

Soit. dans une partie C de R, une inéquation  f(x) > g(x), et soit h une fonction
dont l'ensemble de définition conuent C.

1 Linéquation = 7(x) + h(x) > g(x) 4+ h(x) est équivalente dans C a l'inequa-
tion : f(x) > g(x)

2. Si limage par h de tout élément de C est strictement positive, I'inéguation :
£(x)  A(x) > g(x)  h(x) est équivalente dans C a l'inéquation : f(x) > g(x)

3. Si l'image par » de tout élément de C est strictement négative, l'inéquation .
F(x) . h(x) < g(x) . h(x) est équivalente dans C & linéquation : f(x) > g(x).

Inéquation du premier degré a une inconnue.

Soit la fonction affinef: R — R, x ~n~—» ax + b. *

Nous rappelons les résultats établis en classe de Seconde qui permetient de
déterminer les trois ensembles :

E =!x|xeR et ax+b=0;;

E, = ix|xeR et ax+ b >0}

E;= ix|xeR et ax + b < 0},

E=1—21 E.=]—-g-+m[: E2=]—°°-'“"'
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Deuxidme cas

E =

\ b

| a}’ Ey

Troisidme cas :

Quatriéme cas :

g.’:inqt_:iama cas

La résolution des indquations

f =

e R

, NOUs avons

/
’Jl l I I J' ’. r"l
] ’

a=0 ot bhelR

0 wt belR
ta=0 ot b=0; nousavons. E =R, E, = g2, [, = g

mination des ensembles E, F,, £,

L onous avons | a, Bi=MR, F, =y

* L onous avons | g, Ey= g, E, = R

ax + b » 0 ou ax b < 0résulte do la dite

Exemple : Soit m un réel, proposons nous de résoudre dans IR Vinbguation
(m—=1)x2 (m+1)

Nous déduisons de I'étude précadente les résultaty suivants

1. Si:

EUE, =;xixelR et

. Sk

EUE, = :x]xeﬁ' ot

3

m—1> 0.cest-d-diresi:

m + 1

S =1

m-— 1< 0 cest-A-dire si

m+ 1 .
xS m— (- ouencore . EUE, = ‘_ 0,

Si: m—1=0, c'est-a-dire si

Systéme d'inéquations.

m > 1,ona

m 41
:. ou encore © EUE, = Im -7 4 ml'
m< 1, 0ona :
m+_1 .
m—1

m=10ona; EUE, = .

Considérons, par exemple, les inéquations : f(x) > 0 et glx) < 0

Résoudre le systéme (S):

V f(x) =
Iglx) <

0o | . . )
o cest déterminer I'ensemble des réels x qui

sont solutions & la fois de I'inéquation - f(x) 2 0 etde I'inéquation - glx) < 0.

Si E' et E” sont les ensembles respectifs des

solutions de chacune de ces inéquations,

I'ensemble des solutions du systéme (S) est : E = E'nE”"

Exemple : Résoudre dans IR le systame (s): 1X—12mx+ 2

(2x+1 < (m4+1) x4+ (3m+1).

Résolvons d'abord dans R linéquation : x — 1 2 mx + 2.

Soit E' I'ensemble des solutions dans IR de

(x € E') <> ((1 - m) x > 3).

Si:

Si:
Si:

174

m>1,ona:

m<1,ona:

m=1,o0na :

E'= |— oo,
. 3
E‘E_]1—m'
E= .

cette inéquation : nous avons :

— e | .

e
L
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Resolvons ensuite dans R 1 indquation X AL (m A4 VDIX A (Sm 4 )
Sot b Fensemble des solutions dans IR de cette inequation ; nous avons
(e ) <« (() m) x < Am)

S r> 1. ona ] Im
nd ] " L - wy
» ; {=m'
Im
i m<1ona b o0 h
| m
- IR

St m 1. ona E

Reésohvons enfin e systéme (S) dans R nous avons £ = E'nE”

Si: m=1 ona Ewm ONIR= O

Si: m = 1 ondoit comparer e .‘i_',:”.'l'anur cola calculons la différence :
) = 3 3m
Ty em T=m
. 3 3m
nous trouvons : @ = 3 nous en déduisons >
l=m~ 1 -=m
. 3 , Im
Si: m>1ona: EB'= =0, 7l E=1—m' +m|
e 3m 3

Nous en déduisons: E = |« o |

. 3 o o 3m
Si: m<lona: E=1-__m-+OOI. E=J—m 1__"][

Nous en déduisons : E = (.
En résumé. pour le systdme (S). nous avons les solutions suivantes dans R

i : Im 3
si: mg 1, E=0; si: m>1, Ezl‘l—ﬂl‘;l"-—“fﬂ].

Inéquation du second degré a une inconnue.

Soient a. b. ¢ trois réels: supposons a non nul et considérons la fonction f :
X v ax? + bx 4+ c. .
Nous nous proposons d'étudier, suivant la valeur numérique donnée au réel x,
le signe du réel : F(x) = ax* + bx + ¢, et de déterminer les trois ensembles :
E=ix|xeR et f(x)=0}
E,={x|xeR et f(x) >0}
E.=|x|xeR et f(x) <O
Le réel a n'est pas nul. Pour tout réel x, nous avons les égalités :
bx ¢ b ]2 fi:ﬁﬂ']
f(X}=a[x2+?+5] ‘—‘9[("“‘2_5 T 487

b\? b*—4ac )
C'est sur la forme : f(x) = a[(x + :-,_-;) = —-ﬁz—], appelée forme canonique,

que nous allons étudier le signe de f(x). _
Soit : A = b? — 4 ac, le discriminant de l'équation : ax? 4+ bx + ¢ = 0.
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1. EQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

Premier cas : \ < 0.

b\2 N ) b? — 4ac )
Pour tout réel x, le réel ‘x 4 i_a‘ est positif ou nul, le réel — TRt est stricte-
ment positif.
Le ré I(x b ) F-dw est strictement positif.
= " 23 4 a’

Nous en concluons

si: a>0 E=@&; Ey =IR; E;=g;

si: a<0, E=g: Es=@&: E; = R.

Nous avons donc, pour: A < 0 -

si: @3>0, fxeR #(x)>0: si: a<0 fxeR, f(x)<O0.

Deuxiéme cas : \ = 0.
b-:
Pour tout réel x, nous avons : f(x)=a(x+2_a)'
Nous concluons :
. b b
. \ b | : b
si: a<0o, E='_§3'; E, = &; Ez—_-ﬁ.._.‘_z_a"

Nous avons donc, pour : \ =

si: a>0, (x=—2b—a) <= (f(x) = 0); (x;é—%)-c:#(f(x):vﬂ):-

si: a<0o, (_x=-;—a-j <> (f(x) =0); (x;é—-%) <> (f(x) < 0).

Troisiéme cas : A > 0,

L'équation : f(x) = 0 admet alors deux racines distinctes que nous notons x* et x',
convenons de noter x’ la plus petite des deux racines.

Nous avons alors : x e R, fx) = a(x — x')(x — x).

L'ensemble E est égal a {x', x").

Nous effectuons I'étude du signe de f(x) au.moven du tableau suivant :

r

X =g X' X" + oo
x—x = 6 + +
x—x" =5 = 0 +
(x —x')(x — x") + ? S l;l) +
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71. FQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

Nous concluons

1 a4 > O E - :K.. X : E| = ]—-m. x'[u]xu' +m[' E? - ]x"‘ X”[;
Si a<0 E={x, xu}: E' = ]x, qu; E? = ]— oo, XI[U]X", ofs GQ[

En résume. si @ est différent de 0, le signe du réel : f(x) = ax2 + bx + ¢ est donné
par les conclusions suivantes ;

si: A <0 quel que soit x, le réel 7(x) a le signe du coefficient a de x2;

_ _ _ b

si . A = 0, quel que soit x différent de — 73 le réel £(x) a le signe du coefficient
a de x°;

sid>0le rée! f(x) a le signe contraire du signe du coefficient 2 de x? lorsque
x appartient a l'intervalle ouvert ]x’, x'[; le réel £(x) a le signe du coefficient a de x2
lorsque x appartient au complémentaire dans IR de l'intervalle fermé [x', x"].

Exemples : 1. Résoudre dans IR l'inéquation : 2x2 4+ x — 3 < 0.
L'équation : 2x? 4+ x — 3 = 0 admet pour racine le réel 1. Le produit des racines

3 ;
est — 5. |'autre racine est donc égale 8 — g

Le coefficient de x* est positif; nous en concluons que I'ensemble des solutions de

I'inéquation dans IR: 2x2 + x — 3 < 0 est l'intervalle ouvert ]— % ‘l[‘

] 3
2. Résoudre linéquation : x — 1 }x-i— T

La fonction ¢ : x ~n—> x— 1 — =1 admet pour ensemble de définition :
D, =R — {— 1.
L'ensemble E des solutions dans IR de l'inéquation est inclus dans R — [— 1}.

Nous avons I'équivalence logique :
3 ' N (xz —4 0)_
(""‘—m?f’J*“ x+1”

2_4 ,
Nous étudions le signe du réel }; 7 dans I'ensemble R — {— 1} au moyen

du tableau suivant :

X —— —2 =1 +2 + oo
x2 — 4 y 0 - - 0 4
x4 1 i = T ®
x2—4 R T I
x + 1 J |

L'ensemble E des solutions de l'inéquation : x — 1 > S est :

E=[-2 —1[ul2 +ool

177

S —

A
=




(4

W

it

1l

L[]

i -

34

35

37

11. EQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

Equations diverses.

Résolution dans un ensemble C
de I'équation : 7, (x).f2(x).7:(x) =0.

Considérons trois fonctions numériques £, f5, /3 et une partie C de IR. -
Nous avons montré en Seconde que I'ensemble des solutions dans C de I'équation -

£, (x) . f2(x) . fs(x) = O est la réunion des ensembles respectifs des solutions dans C
des équations : f,(x) =0, fo(x) =0, f3(x) =0.

Exemple : Considérons I'équation dans R : (x + 2){:‘! - 2) (5x — 2) =0.
L'ensemble E des solutions dans IR de cette équation est la réunion des ensembles

respectifs des solutions dans [R des équations :
X+ 2=0; x—2=0; 5x—2=0.

Nous avons donc : E = ;— 2, 2, %E

Résolution dans un ensemble C de l'équation : % = 0,

Soient f et g deux fonctions numériques, D, et D, les ensembles de définition
respectifs de f et de g, et C une partie de IR. Désignons par D, le sous-ensemble
de D, des réels pour lesquels g(x) est non nul. L'ensemble de définition de

f '
5 est D,NnD;.
(x)

L'ensemble E des solutions dans C de I'équation : ;r—(ﬁ = 0 est donc une partie
de CNnD,nD,.
Pour tout réel x qui appartient & D,n D, nous avons |'équivalence logigque :
f(x)
—_— D) <> (f(x) = 0),
(yn{x} i)
Il en résulte qu'un réel x, de C est une solution de I'équation :‘g—((—% = 0 si et seulement
siona: f(xo)) =0 et g(xg) # 0.
Désignons par E, I'ensemble des solutions dans C de I'équation : #(x) = O, et par E;

I'ensemble des solutions dans C de I'équation : g(x) = 0.
Il résulte du raisonnement précédent I'égalité : E = E, — E,.

Résolution dans IR de I'équation : 7(x) = \/g(x).

Désignons respectivement par D, et par D, les ensembles de définition de f et de g
et par D, I'ensemble des réels x pour lesquels g(x) est positif ou nul.

L'ensemble E des solutions dans R de I'équation : £(x) = 1/g(x) est une
partie de D,nDj.
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1. EQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE
Pour toul reel x de I'ensemble D,n D}, nous avons :

(f(x) \ g':"'-” S0 ({ffx))z=g{x} et f(x};c)

Il en resulte que E est 'ensemble des solutions dans IR du systéme suivant :
((f(x))* = glx)

If(x) 20

Exemple : Proposons-nous de résoudre dans IR I'équation : x — 2= 4/2x — 1.
Nousavons : (x —2=4/2x—1) <> ((x—2)2=2x—1 et x—230),
c'est-a-dire : (x — 2 = V2x — 1) <= (x2—6x+5=0 et x—230).
Les solutions dans IR de 'équation : x? —Bx+5=0sont: x =1;: x = 5.

Seul le réel x” est solution de l'inéquation : x — 2 > 0.

Nous en concluons que l'équation : x — 2 = v 2x — 1 admet dans IR une
solution unigque : x" = 5.

Equation comportant plus d'un radical.

Nous traitons uniguement un exemple.
Proposons-nous de résoudre dans IR I'équation :

Vx+144v2x+5=4/x+4 (1)

Pour que x, soit une solution de cette équation, il est nécessaire que |'on an :
X3+120 2x,+520 x+420

Il en résulte que 'ensemble E des solutions dans IR de I'équation (1) est inclus
dans [— 1, +oo[. -
D’autre part, E est inclus dans I'ensemble F des solutions dans R de I'équation :

(Vx+1+42x+56)2=x+4

c'est-a-dire, aprés simplification : v/ (x + 1)(2x +5) = —x—1. '
L'ensemble F est inclus dans I'ensemble G des solutions dans IR de I'équation :

(x+1)(2x+5)=(x+1)?

c'est-3-dire : (x+ 1)(x+4)=0.

Nous avons : G={—1, — 4}

E est donc une partie de Gn[— 1, +oo[. _ i

— 4 n’appartient pas 3 [— 1, +oo[; — 4 n'appartient donc pas a E.
D'autre part, on vérifie que — 1 est solution de I'éguation (1).

Nous en déduisons : E = {— 1}
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11. EQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

EXERCICES 1 Seit/m un réel. On considére I'éguation . 2x4+3=mx—5.
1o Discuter et (ésoudre cette equation dans [R.
équation dans Z.

2« Discuter et résoudre cette
& Méme exercice que le n°® 1 pour les équations suivantes (n°*237),

34 1=3mx=9x-8.

L]
2 2m,\'—|~1=4x—3.
\ - {m+2)x"m=2m!. 5 mx —6=3x+m—m.
i
2x+m 1
x+m 7 = - — .
6 =2x—3. -3 2(;: 5)

m =

Résoudre dans IR les équations suivantes (ne= 8 a 21).
8 3x2—14x+8=0.

9 16x2—-56x+49=0.

10 x2y3+4+(V3-3)x+3=0

11 2x24+5x+4=0

12 6x2=3x434+1=0.

13 —x2v24+(1=4/2)x+2=0.

3x+ 2 X
S x—1+2x+3_§' ;
3x—4 8-2

1‘ = +x 2x=2. 17 X - X+1

v ¥ —3x+2 x42x-3

2 x2

18 :+T1x_+5___0' P ‘fiﬁ"‘_"""_o
A x24+3x+2
2x2 4+ x — 1

il T e A 2 2 —3xv242

e X2 —2x+4/2

¢ Discuter et résoudre da
S ns R les équations sui 9
x est I'inconnue et m un paramétre réel il s

1
O S IR (R

23 1 s 1 _ 1
X=m ' X—2m-m
1 1
24 1
Axtm T Ixtm w0 2 x1m+ m__ .
= =1 .

26 2mx*— (m+4)x+2m
mx: + (m? —2)x—2m

0. 27 X —(2—m)x—2m _
¥ —(m—=3)x—3m
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1. EQuarions er INEQUATIONS A UNE INCONNUE

28  Saient p,, p., 9. 92 quatre réels. On désigne par E, l'ensemble des
solutions dans R de F'équation : x2 4 p,x + gy = O et par E; I'ensemble
des solutions dans IR de F'équation : x2 4 p.x 4 ¢, = 0.

1% Donner une condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait :
El = E.l-

2 On suppose : p, P2. Démontrer que, pour que E, N E; soit non vide,
il est nécessaire que lon ait I'égalité

(@ —02)* — (p; - p\)(pygs — P2qy) = 0.

32 Soit m un réel, On pose :

2y "71.""”- = —m—-3, g - —2(m+1), q;=3m.
Déterminer m pour que l'on ait © E,NE, 3 .

Déterminer dans ce cas les ensembles E, ot E,.

¢ Discuter et résoudre dans IR les ind

quations suivantes (n°* 29 434), ol x
esl I'incnn\nue 81 m un parameétre réel,

238 (M +2x-530. /30 (m=3)x—m*+2m—-3>0.
N (m-@2mx-3>4-2x 32 ™2 2m-1
x—3 4
m Im-1 mx+4+5_ x—2
nx-2>x+1l' . sl e e

# Résoudre dans IR les inéquations suivantes (n@s 35 3 42).

35 —2x34+5x-2>0. 36 3x2—-5x—-2<o0.

37 4(x—1) > x(3x —4). 38 (5—2x)2< (3x—7)2—1s.
x2 —2x + 3 2x2 —5x 4 2 5

- 23’-’—3x+1€1' » xz—Sx—-d> .

41 5_"52_+_"5€7, '142 x—1}1.
x4 2 X

4 Discuter et résoudre dans [R les inéquations suivantes (n°: 43 a 46),\
ol x est I'inconnue et m un paramétre réel.

6x+2m—4 '
= 1)x. 4 — —— > (m—1)x+ 2
43 2m+3>(m+) oy
3 2(x +3) _

équation : ¥ = Nx+m (m—2) =0,

considére I'éguation : x2 — 3(m + 1)x ‘

:ldi(:r" suivant les valeurs du paramaétre m, l'existence dans IR et le signe
des racines de cette équation.
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: o £ ivantes (nu: 48 3 5.”7
ER B que le n® 47 pour les éguations sui
EX CICES ¢ Méme exercice

INUE
7. FQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCON.

48 (m—1x+ (m+2x—3m+1=0.
B —22+@m-1x+m-5=0.
50 2Q-mx-3x+1-2m=0.

M - (1—mx+2m=2m—1=0,

52 B-2mx24+ (m+Dx+m—1=0,

(Mm—2)2+2(m—-2)x+3m+440.

m+3)x2+ (m+1)x+4=0,

55 mx2— (Am—3)x4+7T7m—-3=0,

56 (m—'-2)x1—-2[m+1]x+2m-5=0.

57 (m2+m—2}x2—-(2m1+m+3]x+m2—-1 = 0.

58 10 Soit I'équation E, : xz — Cm+Vx+m24m—g= 0, od x
est linconnue et m un parameétre réel.

Etudier, suivant les valeurs de
cefte équation.

2° Soient x' et x" ces racines, For
Pour racines ; X' = 2 ' + 3et X"
des deux équations Ey et E,.

3° Etudier, suivant le

m, I'existence dans R etle signe des racines de
mer I"équation du second degré E, qui a
=2x" + 3. Comparer les discriminants

qui vérifient I’inéquation‘,E x+3>%?

A

59 10 ggit I'équation E, . w2 _ 2mx 4+ m2 — +2=0 00 x est
| inconnue et m un paramétre rée|.

[ Etudier, suivant les v
I

[ ]
aleurs de m, I'existence dans IR et |e signe des racines de
Cette équation, i

2° Soient x' et x Ces racines. Former I'équation du second degré E, qui
—————— admet pourracines : X’ _ 4x' -3m et x - 4x"—3m.

Etudier, suivan les valeurs de m, |e signe des

30

60 g, I'équation -
ol x gst I'inconnue et m un Paramétre réel
1° Etudier, suivant |es valeurs de m, I'existence dans R et le signe des
racines de Cette équation,

2> Montrer Que, lorsq
égalité indépendame d
3o Déterminarm Pour

(m+1)X2-2(m+2]x+(m+2)2(m+1]=0

u'elles existent,

les racines x' et x" wvérifient une
e m.

i
Que les racines x* ot x" vérifient I'égalité : x' = 2 X"
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11 EQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

61  Soit I'équation E : 2 — 2
e : —2(14+2m)x + 3 - ,
lincennue et m un paramétre réel. )x+34+4m=0 o0 x est

1¢ Etudier, suivant les valeurs de m
racines de I'équation E.

o & i
2 I‘E:‘Ior.mtrer que, lorsquelles existent, les racines x’ et x” vérifient une
égalité indépendante de m.

3° Exprimer, en fonction de m, la somme x' 2

4= Déterminer m pour que les racines x' et x" vérifient I'égalité : «" = 3 x".

2° Former I'équation du second degré £ qui admet pour racines :
X' = x'2 et X' = x'2, -

l'existence dans R et le signe des

® Résoudre dans IR les systémes d'inéquations suivants (n°* 62 4 65).

104;3"(_1

62 { xt-2 g3 132 —8x+6<0
= 1 l3x—=2|<2
g i

64 §|x2+x—2[{2-x 65 |4x2+T7x4+3<0
[2x24+56x—-320 | 7x2 —-13x-2<0

¢ Discuter et résoudre dans IR les systémes d'inéquations suivants (n®* 66
et 67), ol x est I'inconnue et m un paramétre réel.
i 2 —-1<0.
2
i x2 + mx + %’— > 0.

o8 | X tdx+m-4<0

| Bx2 4+ x—2>0, w

68 On considére la fonction polyndne f définie par :
YyxelR, flx) =x>+x2—-5x+ 3.

1o Vérifier que 1 est racine de I"équation : f(x) = 0.

2° Déterminer deux réels a et b tels que I'on ait :

YxeR, f(x)= (x—1)(ax + b).
3o Résoudre dans [R |'équation : f(x) = 0 et l'inéquation : f(x) > 0.

69 0On considére la fonction polyndme f définie par :

yxeR, f(x) =x*—6x2+11x—6.

1o Spjt @ un réel. On pose : x = X 4+ a. Soit F la fonction définie par :
X e R, F(X)=/(X+a) -

Déterminer le réel a pour que F(X) puisse s'écrire sous la forme
F(X) = X3+ pX + g, all p el g sont des réels, et déterminer p et g.

20 Résoudre dans IR I'équation : f(x) = 0 et l'inéquation : f(x) > 0.

¢ Résoudre dans IR les équations suivantes (n°* 70 a 73).

70 x% — 4 x2 — 45 = 0. M x*—=x24+1=0.

x4 5
72 x4 —-5x2+4=0 73 —-i-—2x3+i=0_:
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17. POQUATIONS ET INEQUATIONS A UNE INCONNUE

EXERCICES

184

74 On considére la fonction polyndme f définie par :
jreR f111=1*—5x~‘+81-'—5x+1.
1 Véritier que. si X, est une racine de | équation:: f(x) =0, x,est diftéren;

1 . .
de 2ér0. et — est aussi une racine de | dquation.
Xg

-

1 .
A o a s montrér que. S X i
2° On pose : Xo =X + = Démo Q o @St une racine gy

réquation f(x) =0. Xoest une racine de I'équation: X? — 85X 46 =g
3= En déduire les racines de I'équation : f(x) =0

4* Unliser une méthode analogue pour résoudre dans R I'équation :
2x* + 3 -16x"+3x4+2=0

& Résoudre dans R les équations suivantes (n** 75 a 81).

78 \2x+1=x-1 ‘76 4 3x—-2=5x-8
3 1 . 4x
77 \/§x+a—2|x|=ﬂ, i 78 T+5=2|x|—3.

7 Vx—-3-+1V6x+1+4=0.

80 \5-2x—¢\x+3—-45x+14=0.

1 x+v-x+x+6=V2x\y-—x+x4+6-x

® Dis.cuter et résoudre dans IR les équations suivantes (n°* 82 4 87). ou
x est linconnue et m un paramétre réel.

82 \-32—2¥+1—m==x—m'

a3 \*'[m'*'-1j.t’+2mx+1=mx+2.

88 \Vx'—-2mx +4=x-1

'.-‘_'—"': J —
8 Vx+vx+Vex—yvax=m.

86 \J"‘+m+\ X—m=42x+ 2.

¢ Résoudre dans R Jes inéquations suivantes (n°* 88 & 93).
¥ 1
v bl W TEy 2
” \,3“+‘<3X+! “ ‘_3 <.\;‘I2—5‘

Vxi—-5 x-—3
R Vx-3+varicviry,

+
B VI:i-25 Vax¥ T - viss



12.

Equations et inéquations
a plusieurs inconnues

Generalites.

Fonction numeérique de plusieurs variables réelles.

Soient n reels x,. x,, .. x. et le n-uplet (x,, x5, ... x,). Ce n-uplet est un
elément de |'ensemble IR".

DEFINITION : Soit A une partie de [R"; on appelle fonction numérique
de » variables réelles, toute application / de A dans R.

L'ensemble A est I'ensemble de définition de la fonction numérique 7.

Par exemple, soient x, y. z. t quatre réels; I'application g de [R* dans R :
g:(xyzt) ~—»3x—4y-2z2—-t+1,

est une fonction de quatre variables réelles.

Equation numeérique a plusieurs inconnues.

Soit une fonction numérique f de n variables réelles dont I'ensemble de définition
est une partie A de IR”; résoudre dans une partie C de [R” ['équation
f(xy, X», .... x,) = 0, c'est déterminer I'ensemble E des n-uplets qui sont éléments
de ANC et dont l'image par f est le réel O :

E={(xy, Xz ... X) | (X1. X2, .... Xo) €eANC et flxy, Xz ..., x,,)_= 0}.

Chaque n-uplet élément de E est appelé solution dans C de I'équation :

Tl as, oo %) = B _ '

P@ exemple, le quadruplet (0. 1. 2, 1) est une solution dans Z* de |'équa-
tion : g(x. y. z 1) =3x—4y+2z—t+1=0.

Inéquation numérique a plusieurs inconnues.

D'une facon analogue, résoudre dans I'ensemble C I'ir.mé_quaiion :
F(xy, Xa ... x,) > 0, c’est déterminer I'ensemble E, défini par : t
E, = {(xe xo o %) | (Xp Kao oo Xa) €ANC @ FXy, Xa o Xp) > O}
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tion : X+ b+ c =0 est e

INCONNUES
12. EQUATIONS ET INEQUATIONS A PLUSIEURS

Systéme de p équations a n7 inconnues.

. snérale, soient p fonctions numériques de 7 variables réelles -
Pu:e fac;i”. gneous surpp050”5 que ces fonctions ont toutes pour ensemp|g de
1o 120 2o T °
définition une partie A de [R".

Résoudre dans C le systéme des p équations :

uuuuuuuuuuuuuu

c'est déterminer I'ensemble E des n-uplets, éléments de ANC, dont les images
respectives par les fonctions f,, 5, ..., f, sont toutes nulles.

Chaque n-uplet élément de E est appelé solution dans C du systeme des p équa-
tions & » inconnues.

Systémes équivalents.

On dit que deux systémes d’'équations
ensemble C si et seulement si I'ensem
est egal a I'ensemble des solutions

a n inconnues sont équivalents dans un

ble des solutions dans C du premier systéme
dans C du second systéme.

Systémes du premier degré a deux inconnues,

DEFINITIONS : Soient 3, b, ¢, trois réels,

1. On appelle équation dy i & 3
Premier degré 3 deux i ’ ion :
X4+ by 4o, Nconnues I'équati

inconnues lI'inéquation:

THEOREME - Si b est
une infinité de solutio

ens . * 84X + by + ¢ = 0 admet
emble £ des Solutions dans IR2 de I'équa-

des couples ; (xo =22 E), oil
" b

b
e
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12. EQUATIONS ET INEQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES

Remarques : 1 Nous constatons que I'ensemble E des solutions dans R* de

I'equation = ax + by + ¢ = 0 est alors le graphe de la fonction numérique d'une

iable réelle: x - 2 =
e r = = = K e =
vane 5* T b

2. Si a est différent de 0, I'ensemble E est aussi I'ensemble des couples
b G ) X
o Cha yo). ou Yo est un réel quelconque.
Deuxiéme cas : Les deux réels a et b sont nuls.
1. Si c est différent de 0, I'équation n’a pas de solution ; 'ensemble E est vide.

2. Sicest égal a 0, tout couple de réels est solution de I'équation ; I'ensemble E est
I'ensemble IRZ2,

Résolution dans [R2de l'inéquation : ax + by +c¢ > 0.

Nous avons établi en classe de Seconde le résultat suivant :

10 THEOREME : Si les réels 2 et b/ ne sont pas tous deux nuls :

1"

ax + by + ¢ = 0 est I'équation d'une droite \ qui partage le plan en deux
demi-plans ouverts. Pour tout point M(x, y) de I'un de ces demi-plans
ouverts, le réel ax + by + ¢ est positif; pour tout point M(x, y) de
I'autre demi-plan ouvert, le réel ax + by + ¢ est négatif.

L'ensemble des solutions dans R? de l'inéquation : ax + by + ¢ > O est donc
'ensemble des couples de réels qui sont les coordonnées des points d'un des
demi-plans ouverts dont la frontiére est la droite A d’équation = ax + by +c=0.

Exemple : Résoudre dans l'ensemble [R? I'équation @ 2x—y+ 4 =0
et l'inéquation : 2x —y + 4> 0.

L'ensemble E des solutions dans IR2 de I'équation : 2x —y + 4 = 0 est lI'en-
semble des couples de réels (xo, 2x0 + 4)

ol X, est un réel quelconque. oA

Dans le plan rapporté a un repéere cartésien ;1

(U. i ,r) tracons la droite A d'équation :
y=2x + 4.

Si M est un point de coordonnées (xo. Vo).
nous avons |'équivalence logigue :

((xo. ¥o) € E) <—> (M e A).

Les coordonnées du point O vérifient I'iné-
galité : f(0, 0) > O.

L'ensemble des solutions dans MR? de
linéquation : 2x — y + 4 > 0 est donc
I'ensemble des couples de réels qui sont les
coordonnées des points du demi-plan
ouvert, de frontitre )\, auquel appartient
le point O (fig. 1).
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12. EQUATIONS ET INEQUAT:
s du premier degre

Systéme de deux eguation

3 deux inconnues.

six réels. Considerons le systéme de deux équations 3 deyy

Soient a, b.c. 8. 0. ¢
) \gx +by +¢€ = 0,
inconnues © | oy + py+¢ =0 :
définition et les résultats suivants -

& en classe de Seconde la

Nous avons donn
le réel ab' — ba’, que l'on écrit :

: . Ve
pelle déterminant du systeme, b __

On ap

Le systéme adm

est différent de 0: cette SO
ch — bc _ a@c —ca '

t_ab — ba  ab —ba

et dans R= une solution unique si et seulement si le déterminan;

lution unique est le couple :

b . . . c b | I I
| est nul et si I'un des deux déterminants ! e ou | z 5
. . |a ¢

; a
i sterminant
Si le déte ant| o p
est différent de 0. le systéme n'a pas de solution dans IR?; I'ensemble E des solu-

tions dans R= est I'ensemble vide.

. - abl|leb||ac . ,
Si les trois determinants ‘a i ' e b | la' N sont nuls et si les quatre réels

a. b. a. b’ ne sont pas tous nuls, le systéme est alors équivalent 3 une
il admet une infinité de solutions dans IR2, par exemple, si a est

seule équation;
différent de 0,
b c |

I'ensemble E des solutions dans [R? est I'ensemble des couples {-— = =7 Yo

ol y, est un réel quelconque.

Si les quatre réels a, b, a, b' sont tous nuls, et si I'un des réels ¢ ou ¢’ est différent

de 0, le ystéme na pas de solution dans IR2: I'ensemble E des solutions dans
IR2 est I'ensemble vide.

Ssctil:f? s:xdreels a, b, c, a, b', ¢ sont tous nuls, tout couple (xg. yo) de réels est uné
ion du systéme: 'ensemble E des solutions dans IR2 est I'ensemble IR*.

Méthodes pratiques de résolution.

Nous supposons 5

classes przcédentggrinrlézil:ftsi méthodes pratiques de résolution exposées dans 1es
: . o Fp s s : 5 i

sk, n par combinaison linéaire et résolution par subst!

Nous r i :

Nous appelons ausiaue. i dans un pan P rappont & un repere canésien (0. /)
et D,; I'ensemble des solutions Zatscmjg sont les équations de deux droites Ds
;ées des points cm:nm'-lns aux droites D, :tsgs:ém& est I'ensemble des coordon”
s;ntislgaspﬁzl‘:gzrzn:: g:t:r'd?ns-ie plan vectoriel P associé 3 un plan P, si A B ¢
(7 7). 1a résolut Onnées respectives (2, a7, (b, b'), (c, ¢') dans 12 b
/, /). la résolution du systéme peut étre considérée CDmme'Ia ::Iétermi"'ation des

b

couples de réels (x, y) qui vérifient |'é :
Quation vectoriell A + yB
e: xA+yB+C= 0.

188
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Exemple : Soit m un réel; résolvons dans [R2 le systéme de deux équations 3

: V@m =X+ my =, _ 3
onnues : v
NSRS | m = 5ya ety
, . R 2m—4 m ;
determinant du systéme est - D= ot ;
Le 2m—5 m— 1| Cest-a-dire :
D=@2m—=4)(m—-1)-2m - 5) m:
aprés simplification, nous trouvons : p — 4 _ -

Le systétme admet une solution unique sij

Supposons donc m différent de 4, et o
chant la premiére équation de la secon
| @2m =8 x+my=m- 3,

| —x—y=3.

et seulement si m est différent de 4.

pérons par combinaison linéaire, en retran-
de; nous obtenons le systéme équivalent :

Nous en déduisons successivement 4

y=—x—3 et

(2m —4) x + m(— x — 3) =m-—3:

cette derniére équation est équivalente 3 x(m—4)=4m — 3.
Nous avons : m # 4; nous en déduisons

4dm-—3 15—T7m
e YETEIEas S
Si m est égal a 4, le systéme 2 résoudre est :
j4x+4y=1,
[3x+3y=4
1
X -+ y"-_—a"r
Ce systéme est équivalent au systéme : 4
X + }’=§'

Ce systéme n'a pas de solutions dans IR2.

En résumé, si nous désignons par E I'ensemble des solutions dans IR2 du systéme
proposé, nous avons :

4m—3 15— 7m\|.
m—4" m-—4a )i :

sim # 4, E=g(

sim = 4, E= g.

Systéme de plusieurs inéquations du premier degré
a deux inconnues.

Nous donnons, a titre d'exemple, la résolution d'un systeme de trois inéquations
' 2x+3y—12<0,

du premier degré & deux inconnu —x+3y+620
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12. EQUA

orté & un repore carté-

les trois droites Ay,
quations res-

Dans le plan P rapp

: 1 ]) tragons
i:nﬁtf qui"ldmattent pour €
pectives (fig. 2): -
A, : 2x+8y—1 ol
.’32‘. 7X-gyi1§:0r
Ayt —Xx+3Y i .
?Eﬂe:s se coupent deux a deux aux p{;lgtsué
A(-3,-3), B(G,O},C(O,4}.Pourm q g
inéquation, le demi-plan opuvert dont'aucz g
des points n'est image d'une s:oiutlon
I'inéquation est teinté en bleu (fig. 2).

Nous trouvons ainsi que I'ensemble des
images des solutions du systéme proposé
est 'ensemble des points du triangle ABC.

Autres exemples de systemes.

Systéme de trois équations du premier degré
a trois inconnues.

16 Soienta a', &' b, b'. b, c ¢, ¢, d, d', d douze réels.

Considérons le systéme de trois équations :
ax +by +ecz +d =0,

(1)
ax+by+ez4+d =0, (2)
ax+by+c'z4d" =0, (3)

Qui sont solution de chacune des équations du systéme
: E, nous remplacons le s ' es
i : ystéme proposé par des systém
zqouwalants en u.'ullsant des substitutions oy des I:-F'J HOhE pe diiae
us donnons, ci-dessous combinaisons linéaires.

» trois exemples de résolution,
17 Premier exemple :

5 T R

inconnues : ésoudre dans R3 le systame de
X—2y+4+3z = =

—X+4y+4+z2=4

trois équations @ 1r0lS

: (1)

2x+2y—-2z =3, (2;
3

Nous écrivons un systéme équ (

, . Quivalent

I'équation (2) par une combinaisgn “naéﬂ Conservant I'équation (1), en remplar;ani

(3) par une combinaison linéaire dna aire des &

tions (2') et

.~ €quations (1) et (2), et I'équatio”

é r

é::::ilona (1) et (3) de facon que les 6aU2"
ons a deyx -

(3') obtenues soient deg

190



18

19

12 EQUATIONS ET INEQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES

x—-2y+3z=2, (1)
"zpi,-l‘lf = 6, (2)
*Ep-—-?( = — 1, (3)

Nous résolvons dans R? le systéme des deux équations (2') et (3') & deux incon-
nues y et z; nous trouvons une seule solution, le couple (1, 1).

Nous trouvons alors, pour seule solution dans R3 du systéme proposé, le triplet
(1,1, 1).

Deuxiéme exemple : Soit m un réel; résoudre dans [R? le systéme de trois
\ — ¥ +z=m, (1)

équations a trois inconnues : | — z 4+ x =m? 4+ 1, (2)
—X4+y=1-—-4m. (3)

Pour tout triplet de réels solution du systéme, la somme :

(—y+2)+ (—z+ x)+ (—x+y) est nulle; nous devons donc avoir
m+ (m+1)+ (1 —4m) =0, cest-a-dire m* -3 m+2=0.

Les racines de l'équation : m?* —3m+ 2= 0sont 1 et 2.

Nous concluons :

Si le réel m appartient a 'ensemble R — |1, 2}, 'ensemble E des solutions dans [R3
est I'ensemble vide.

Si: m =1, 'ensemble E des solutions du systéme proposé est égal a I'ensemble
\—y+2z=1,

| —Z24 x= 2.

L'ensemble E est alors I'ensemble des triplets (2 + o, = — 1, «) ol =« est un réel
quelcongue.

Si: m = 2, I'ensemble E des solutions du systéme proposé est égal a I'ensemble
\—y+2z=2

| —z+4 x=05.

L'ensemble E est alors I'ensemble des triplets (5 + o, « — 2, «) ol =« est un réel
quelconque.

des solutions du systéme :

des solutions du systéme :

Troisiéme exemple : Soit m un réel ; résoudre dans R le systeme de trois équa-
tions 3 trois inconnues

2x+my+ (m+1)z=25, (1)
Ax+2y+ (m+3)z=m+9, (2)
m+1)x+ v +2z=3+2m. (3)
- A .. 5 m m+1
De I'équation (1), il résulte : x=5—5y——5 ¢
Nous écrivons le systéme équivalent :
m m+1 :
NS g =gl g i
10—-2my —2(m+1)z+2y+ (m+3)z=m+39, (2)
5 1= :
i(m+1)_'Lmz+_”y_(Ln"2‘_Lz+y+2z=3+2m. (39
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2. EQUATIONS ET INEQUAT - |
s le systeme équivalent :

ificati n
Aprés simplifications nous obteno

5 m m+ 1 (1)

za

g 1 0 (2)
Y =im) 4201 —m) + ¥ = W7 —— :
3(?-* m) zm +2)+z(1 —m)(m+ (1 =m =9 (37
c'est-a-dire :
( 5 m m + 1 (1
L o
)(1—m)(2r+z+11=0. (24
(1 (37)

—m) ym+2) +2zm+3)—11=0
les équations (2°) et (3") sont vétifiées pour tout triplet (x, y, z) de R*

quivalent a la seule équation (1').
solutions dans [R?® [I'ensemble des triplers

Si:m= 1,
Le systéme est alors €
L‘équation (1’) admet pour

5—= .
( — B = fﬂ)- ou « et % sont deux réels quelcongues.

2
Si:m # 1, le systéme proposé est équivalent au systeme :
5 _my_m+1

=5—7 7 (1)
f2y+.=r+1=0, (27)
ym+2)+2z(m+3)—1=0. (37)
Résolvons le systéme des deux équations (2") et (3") 3 deux inconnues y et z; le

: 2 1
déterminant : = o
ntest: D m+2 m+3_m+4.

2y +z+1=0.
L'ensemble des solutions de ce systé . | -2y —2z—=1=0
Y ystéme est | L ‘_
ol v est un réel quelconque. ensemble des couples (-, — 1 — 2+),
De I'équation (1'), nous déduisons alors :  x — §

Nous concluons :

Si: m= — 4, I'ensemble -
' des solutions d
sembl i = ans R? duy s ‘en-
e des triplets (1 — v, v, — 1 _ 2. o5 % aatun vk :‘f:lfg:ngzpmé est I'en

Si: m# —4,le Systém i

i e des équation ; :
(= 1,1).nous en déduisons alors © j (22 VLY Some: i L
Ilen résulte que : si: m # -4 et si B

.m = ’ A
du systéme proposé est le singleton | (2, —fl 1)‘}' I"ensemble des solutions dans R”
. 1)},

Si . m = — 4, le systéme des équations (27) et (37)est -

Systéme d'inéquations a deux

incon

E | nues,

Exemple : Résoudre dans l'ensemble R

et g le systéme -

[x* = 2x4y—-~3<0 ()

Considérons les fonctions Numériques ¢ ”
e d

définiespar : [ : (x, y) ~ eu :
p (x, y) ~ X—y4 1. X .val’lables réelles respectivemen’
192 e x2 - 2x4y-3
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Dans un plan P, rapporté 3 un repére cartésien (0.7 /). tracons la droite A d'équa-
ton . x—¥+1=0 Nous avons 7(0, 0) = 1.

Lensemble des solutions dans IR? de l'inéquation (1) est I'ensemble des couples

qui sont coardonnes des points du demi-plan ouvert de frontiére A auquel n‘appar-
tient pas le point O (fig. 3).

L'anseqlble des points dont les coordonnées vérifient g(x, y) = 0 est I'ensemble
des points de la courbe C déquation : y= — x2 4 2x + 3.

Cette courbe C est la courbe représentative de la fonction ¢ :

X —x:+21+3.

Lensemble de définition de la fonction 2 est 'ensemble R: la fonction dérivée
est la fonction ' définie par : x A — 2x + 2. Nous avons donc :

(2(x) =0) = (x=1);
(2(x) >0) = (x<1);
(z(x) <0) = (x> 1).
Il en résulte le tableau de variations :

Il X ]—m 1 + oo
?‘(x}! + t]; —

| |

! 2(x) ! _m_,/""’\_m

Nous obtenons la courbe C dessinée sur la
figure 3.

Pour tout réel x,, la droite D, d'équation :
X = x5 rencontre la courbe C en un point
unique M, d'ordonnée :

Yo = — x2 + 2x. + 3.

Ce point M, détermine sur D, deux demi-
droites ouvertes ; pour tout point Q, d’ordon-
née y., de 'une de ces demi-droites, on a :
Ys < Yo c'est-a-dire X% = 2x° +y;—3<0;
pour tout point R, d’'ordonnée y-, de 'autre demi-droite ouverte, on a : y, > Yo,
c'est-a-dire x2 — 2x, + y2 — 3 > 0.

Nous disons qu'un point Q est “au-dessous” de la courbe C et qu'un point R est
“au-dessus” de la courbe C.

L'ensemble des solutions dans [R? de l'inéquation (2) est I'ensemble des couples
de réels, coordonnées des points du plan P qui sont au-dessous de la courbe C.
Pour chacune des inéquations (1) et (2), les parties du plan auxquelles appartien-
nent les points dont les coordonnées ne sont pas solution de l'inéquation sont
teintées en bleu.

Les points dont les coordonnées sont solutions du systéme proposé sont les
points de la partie du plan non teintée en bleu.
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A PL
NEQUATIONS

QUATIONS ET 1 . .
12. £ nts d'intersection de la courbe @ g de |

ées des poi T RS RS _ a
onn ame de deux équations a deux '“COnnueE:

A . coord
Déterminons les ssoudre le syst

droite \; nous devons T

e .

(,l) fé — 2:’)3 -I; :u;“itutior;,' nous obtenons le systéme équivalent :
rons

\y=1+x,

Ix2—x=-—2=0.

i I'équation: x* —x—2=0est: {1 o
¢ des solutions dans R de : i : )
;::?::,b::éduisons les coordonnées des points d’'intersection de C et de A -

A(—1,0): B(Z 3).

Exemple de probléme dont la résplutinn conduit
a des equations et a des inéquations.

Exemple : Dans un plan P rapporté 3 un repére (0. i f) on considére un point M
de coordonnées (x, y). Soit I'équation du second degré : uv? —ux+y=0
Déterminer les parties P,, P,. P du plan P définies par :

(M eP,) <—> (I'équation admet dans IR une racine) ;

(M e P;) <> (I'équation admet dans IR deux racines distinctes) ;

(M e P;) <—» (I'équation admet dans IR deux racines dont les valeurs absolues

A sont inférieures a 1)
Calculons le discriminant de 'équation : A = x2 _ dy.

Considérons, dans le plan P, la courbe Cd'équation: y = g c’est la courbe repre-
sentative de la fonction g :x n—» x
La fonction g es définie et déri
rivabl ; - ¢ [ |
e tableay de variations dans Ra :stslfr r—bl PHC R SRR S
I e
. 0 + oo
I i
g o +
s —
g(x) =»+o
]9

(x, Ménque ge
l;ﬂmmi:::ns ullboﬂ |— ¥ Nous avons - nu: bl réelles
'S 1a panie p : vix, y
(M e P,) <> (o(x P O)I du plan P noy avong
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Il en résulte I'égalité : P, = C. La partie P, est donc la courbe e

De méme. nous avons l'équivalence logique : (M € P3) <= (2(x. ¥) > 0).
Une étude analogue & celle dune 20, p. 193, nous permet de conclure que I'ensemble
P, est I'ensemble des points du plan P situés au-dessous de la courbe C.
Cherchons enfin 3 déterminer la partie P pour les points M de laquelle on a :
| | <1 et |u | <1. On a nécessairement P;cP,UP..

Désignons par ¢ la plus petite des deux racines lorsqu’elles sont distinctes; nous
avons : (MeP3) <= (—1<u < <+1)

Posons : f(u) =u? —ux+y.

Nous avons les implications :
(—1z U u]) = (f(— 1 s 0);
(+12 [u,u]) = (F(+ 1) > 0);

(. wlcl—1.1]) = (—1<LE <),

Réciproquement, si A est positif ou nul, les trois conditions simultanées :
f(—1)>0 f(+1)>0 et -1< z —|£u" < + 1, impliquent les inégalités :
—1<u <u <+ 1, cesta-dire les inégalités : |u' | <1 et [u|<T

f(—1)=1+x+Vy:
f(+1)=1—x+Y;
u+u X

z 2
Tracons la droite A, d'équation : 1+ x+y= 0 et la droite A, d'équation:
1 — x 4 y = 0. Ces deux droites se coupent au point de coordonnées (0, — 1).
La premiére est tangente 2 la courbe C au point A, de coordonnées (— 2, 1),
la deuxiéme est tangente a la courbe C au point A, de coordonnées (2, 1).

Nous avons:

195
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. o ' 1 H y x
Enfin, tragons les deux droites 8, et 3, d’équations respectives: X _ -
g= + 1: ce sont les paralléles au support de l'axe y'Oy qui passent rospecy

vement par les points A, et Az . -

Nous déterminons successivement, comme il a été indiqué dans |eg Paragrapy
précédents : B
le demi-plan ouvert de frontiére A, pour lequelona : 1 + x4y~ g

le demi-plan ouvert de fontiére A, pourlequelona: 1 — x4y 0,

X
le demi-plan ouvert de frontiére &, pour lequel on a : g

= b's
le demi-plan ouvert de frontiére 3, pour lequel on a : 3 < i

L'intersection de ces demi-plans ouverts et de la partie P, U P2 définit la partie p. .
Cest la partie du plan non teintée en bleu sur la figure 4. "

EXEHCICES 1 Résoudre dans IR? les systdmes suivants :
}3x—2y=s5, {10x+4y=3,
b armie |20y —5x=4.

¢ Discuter et résoudre dans [R2 |

est un paramétre réel.

2 mx — Y= m,
X+my=m+1,

es systemes suivants (n°s 2 3 7), 0lm

mx+y=2m-—1,
X+ my=2m2—1.

a {1-m)x+(m+3)y=3m+1.
2(1-—m}x+{m+6}y-——m+2.
mx-3y=3m-—1.
2m{-—X+v+1J+X+v=§-
3(m2+1)x—-(m—12}y+5m=3,
(m—1)yx—» ‘2___2m

I¥g=

7

2mi1+1)+3x._,.+§=0

6m —
(6m 1$x~m&+ﬂ+3y=2mm+n-

® Résoud
'e dans [R2 | SYstémes suivants (n°s 8 3 11).

g
X — = 4--
s 2 ¥ & ;"'Vz'l'?:z;
x 2""---1 2 ’ 1
=1 ~+t2y2 =5,
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\5;4.2_%;-15* y;-_(i“_._T".-
5 lff'x ;S o 3 '
i —y—zaaa. 2(:—1)-‘——&--1?-

Q\ Discuter et résoudre dans IR? los systémos suivants (n°* 12 et 17)
Qu m est un paramétre réel,

2
X _ m+1)2E2 LS mm2m+ 3,
ugyhm_ 2 ( Pz +m+

mx +y =m(m— 1), 2$+%=2{m+3).
2x+3y+1=0,

xX2+m+y@B+2m+1+2m=0,
X+2y4+2=0.

14

4x—-3y=2
2% —y=2,
dx—m)+y(2m =3)=m=2m-—1.

15

18 (x+@2m—=1)y=2

m=1Nx+ (mM+m=2)y=(m—1)=2

mx+ (m+1)y=m-—3,
31 —mx+ (mMm+Ty=—m+2m+ 4,
dmix+3(1 —m)y=—3(m? + 3).

i(m-1}x+{m=+1)v=1+m.
u]

4 Résoudre dans R? les systémes suivants (n°* 18 a 21) :

\ x4+ y=—2 | x2 — y2 = 55,
B lay=—5 ¥ lx-y=s

x2 4+ y2 =13, ]x‘+r‘+xr=ﬁ.
20 xy = 6. = x2 4 y2 — xy = 10.

22 Soient deux réels a et 5. On considére le systéme 3 J(r:-_yytz : o

1e Discuter et résoudre dans [R? ce systéme.

2¢ Dans un plan rapporté a un repére (D. E;) on considére le point M
de coordonnées (a, b). Déterminer le nombre des solutions (x, y) du systéme
d'aprés la position du point M dans le plan.

3o Déterminer les solutions de ce systéme dans lecassuivant:a = 2, b = 4,

¢ Discuter et résoudre dans IR? les systémes suivants : (n°s 23 et 24), ou
m est un paramétre réel.

- x+y)2—2mkx+y)+m*+m-5=0,
33x+2y-——1 = 0.

x+y+Vx—y=m ' §
el x=—y+VXx—y=2m-3.

24

%
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2 FQUATIONS #T INEQUATIONS A PLUSIEURS INCONNUES

’ dols a et b. On conuidire I'dquation :
EXERC'CES 26 Soent deux r

=20+ +D+a*+3=0

1° Dans un plan P rapportéd & un repare (0. i } on désigne par M lg point
de coordonnédes (a b). Déterminer los parties du plan P Auxquelles |
point M doit appartenir pour que l'dquation satisfasse aux conditiong -
@) Elle admet deux racines égales.

b) Elle admet deux racines distinctes.

¢) Elle nadmet pas de racines.

d) Elle admet une racine nulle.

e) Elle admet deux racines opposées.

Déduire de cette dtude I'existonce ot lo signe des racines dans IR de I'équa-
tion suivant la position du point M dans le plan,

2® Construire dans P I'ensemble des points M tels que I'équation ait deux
racines x’' ot x* dans R qui vérifient I'égalitd : x' + 2 x" = 0.

26 Soient deux réels a ot b. On considdre I'dquation :
X —ax4a-bHm0

Dans un plan rapporté d un repdto (O, ;;) on désigne par M le point de

Coordonnées (2. &). Détorminer les parties Py. P, Py du plan P définies res.

pectivement par les dquivalences logiques.

1° (M €P,) <o (I'équation a deux racines dans IR).

2° (M€ P;) <—> (I'équation a deux racines dans IR dont 1a somme est
supérieure ou égale a 2).

3) <=wx (I'équation a deux racines dans IR dont le produit

est supérieur ou égal a 1).
Déterminer les points communs 3

3 (MeP

On sera amend 3 construire 3 courbes,
ces courbes.

27 Déterminer I'ensemble des points M d'un plan dont les coordonnées

2y +x2 <0,
X, y) vérifient le ] !
\ (x.¥) Ty lx=2y+3s0.

28 Déterminer I'ensemble des

points M d'un plan dont les coordonnées
(x. y) vérifient I'inéquation

r=x)(x+y) <o.

¢ Résoudre dans R? jes systémes suivants (nos

29 & 32).
Y¥+z=1, X4+ y+ 2z=4,
23 'Z+x=4, 2x—y +3z=05,
X+l"=—1. x_3y+42=?‘

;¥—2F+3:=5,
n 2x+5y —z =10,

X+2y4+3z=14,
‘3x+3r+22=12.

2”—3y+2=1.
5.1’—-'“]!‘::-—17,

33 Résoudre dans IR3 |e systéme :
2:-}‘+3!=1.
—41+2]"+1= 3,
-2x+y+4z=4.
10#-—-5"—-32-—10'
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34 Soient quatre réels a, b, ¢, m, Discuter et résoudre dans IR? le systéme :
(m+1)x+.'l'+2'_—:a.
x+(m+ Ny+z=04,
x+1"+fm+'l}z-_—_c.

35 Soient quatre réels a, b, ¢, m. On considere le systéme :
(m—2)x 4+ 2y — z = 5,

2x +my + 2z=b,

2mx + 2(m + 1)y + (m + z=10

1e Dér]'lontrer que si le produit m(m — 1)(m — 2) est différent de zéro
Ce systeme a une solution unique (xo, ¥o. Zo) dans [R3. On ne demande pas
le calcul explicite de (x,, yo. 2o).

2° Discuter suivant les valeurs de a, b, ¢ et résoudre dans chacun des cas
suivants : m=0m=1,m=2.

36 On considére la fonction polyndme f définie par :
Fxe R, f(x)=x3+ a:x?+ a,x + ag, ol ag. 3,, 32 sont des réels.
12 On suppose que I'équation : f(x) = 0 a trois racines distinctes dans IR :
Xy, X2, X3, et on considére la fonction polyndme g définie par -
fxe R, g(x)= (x—x)x— x)(x— x3).
Déterminer les réels ag, a,, a2, en fonction de x,, xz, X3 pour lesquels on a
I'égalité : Ff=g.
20 Spient a, b, c trois réels deux a deux distincts. On considére le systéme :
B4+ ax+ay+2z=0,
b2+ b2x+ by+2z=0,
A +cix+cey+z=0.
Démontrer que (Xo, Yo Zg) est une solution du systéme si et seulement si
I'équation : u® + Xou? + You + Zo = 0, ol v estl'inconnue, admetdans IR
les trois racines : &, b, c.
En déduire que le systéme a une sclution unique dans R? :  (Xo, ¥or Zo)
en fonction da a, b, ¢,

et exprimer Xp. Yo Zo
b = 21 L= — 1.

Application : a=1,

37 Soit m un paramétre réel. On considére le systéme (1) :

(m+1)x+y+z="m
x+(m+Ny+z=mt2
X + y+(m+1)z=—-2lm+l).
10 Discuter et résoudre ce systéme dans [R3,
20 On suppose que le produit "’("’j’r 3) est différent de zéro. Soit k un

réel. Discuter et résoudre dans IR le systéme (2) :

(m+Nx+y+z=m
X+ m+Ny+z=mt=
X+r+(m+1)z=-—2'[m+1},
X2+ y2 4 22 = K2

26

3¢ Application : k* =g~ Déterminer m pour que le systéme (2) ait une

. . a
solution unique dans IR™

199






TROISIEME PARTIE

espaces vectoriels
et matrices



13.
Espaces vectoriels sur [R

Généralites.

M oA
A
P = |

Espace vectoriel sur [R.

DEFINITION : Soit E un ensemble muni d’

notée 4, et d'une loi externe 3 opérateu

une loi interne partout définie,
couple (2, x) de R< E associe un él

rs dans R, notée ., qui a tout

ément de E noté o . x. On dit que E,
muni de ces deux lois, est un espace vectoriel sur R,  ou encore que
(E, +,.) est un espace vectoriel sur R, si

et seulement si les propriétés
suivantes sont vérifiées :

1. (E +) est un groupe commutatif;

2. YxeR, §BeR, fxeE a. (B.x) = (af).x:
3. jaeR, YReR, yxeE (x4 B).x = (x.x) + (B.x);
4. Y2eR, yxeE,

UYeE o (x+y)= (x.x) + (. y);
5. yx€E 1.x=x

Les éléments de E Sont appelés les vecteurs de E.
La loi interne + dans E

est appelée addition dans E.
La loi externe dans E, a

Opérateurs dans IR, est appelée multiplication externe

les réels, ou plus simplement multiplication externe.
€ associativité mixte.

La propriété 2 est appelé

La propriété 3 est appelé

e distributivité de la multiplication externe sur I'addition
dans [R.
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2 Remargues Mous utilisons la méme notation, +, pour désigner I'addition
gans B2 o1 ladaition dans £ Cela ne présente en pratique aucune difficulté. Lorsque
nous éorvons parexemple © (2 + 5) x = (2.x) 4+ (. x), le signe + du premier
membre entie x el 5 oreprésente 'addition dans IR et le signe + du deuxiéme

membre. entie (2 . x) et (5 x), représente |'addition dans E.
2 En prauque, le composé d'un élément « de IR et d'un vecteur x de E par la
multiplication externe est noté «x au lieu de « . x.

Nous ecrivons alors I'égalité 2 . (8. x) = (25) . x sous la forme : w(Bx) = (2p) x.

o,

Exemples d'espaces vectoriels sur [R.

Espace vectoriel [R.

3 Nous savons que IR, muni de I'addition et de la multiplication dans IR, est un
corps commutatif. En particulier (IR, +) est un groupe commutatif. Si nous
considérons la multiplication dans IR comme une multiplication externe dans
IR a opérateurs dans IR, I'ensemble IR est alors muni d'une loi interne et d'une
loi externe respectivement définies par :
YyxeR, YyyrelR, (xy) n— x+y.
¥yzeR, yxelR, (2 x) ~n— zx
On vérifie que IR muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur [R.

Espace vectoriel [R-.
4 Definissons dans I'ensemble R? des couples de réels, les deux lois suivantes :

Addition dans [RZ :

Soient - x = (a-, a,) ety = (b,, b;), deux éléments quelconques de [R2. L'addition
dans [RZ est définie par :

'XQRZ, 'yEREJ {X-Y} '("’_"'x+y=(a1+b‘|- a?+b2)-

Multiplication externe :

Soit - x = (a., 35), un élément quelconque de IR2. La multiplication externe est
définie par :

yzeR, §xeR2Z (z x) > ax= (ra,, zas).

Nous avons montré, en classe de Seconde, que I'ensemble [R?, muni de ces deux
lois, est un espace vectoriel sur [R.

Espace vectoriel [R°.
5 Définissons dans I'ensemble [R* des triplets de réels, les deux lois suivantes :

Addition dans IR> :

Soient : x = (a,, @5, a3) et y= (b, bz b3), deux éléments quelconques de IR3,
L"addition dans IR? est définie par :

¥yxeR2, fyeR: (xy) > x+y=(a+b, a2+ by, a3 + bj).

203



13. ESPACES VECTORIELS SurR R

Multiplication externe :

Soit - x = (a,, a-, a5), un élément quelconque de [R3. La multiplication externe
est définie par :

freR, YxeR3 (xx) ~v—> ax = (xa;, xay od3).

Nous avons montré, en classe de Seconde, que I'ensemble IR3, muni de ces deyy
lois, est un espace vectoriel sur R,

Droite vectorielle. Plan vectoriel.

. —
Nous avons montré, en classe de Seconde, qu'une droite vectorielle D et un plan

vectoriel P, respectivement munis de |'addition des vecteurs et de la multiplication
des vecteurs par lcs réels, sont des espaces vectoriels sur IR.

Espace vectoriel des fonctions numeériques.

Soit A une partie de IR et ® = F (A, R) I'ensemble des fonctions numériques
de A dans R. Nous avons défini dans @ les deux lois suivantes

Addition dans E :

La somme f + g de deux fonctions 7 et g de O est définie par
VxeA x rn— [f+ 9] (x) = F(x) + g(x).
L'addition dans E est définie par : ffed, Ygeo,

(f, g] ro—» f + g.
Multiplication externe :

Le produit «f d’'une fonction f de ® par un réel « est défini par :
VxeA x A [af](x) = a(f (x)).

. La multiplication externe est définie par @ YeeR, Yfed, (a« f) n— wof.

Montrons que I'ensemble @ muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur IR
(D, +) est un groupe commutatif.
(?n ‘a montré (n° 25, p. 95) que (@, +) est un groupe
I'élément neutre est |a fo nction nulle, not

et pour lequel I'opposé d'une fonc
par :

commutatif pour lequel
ée 0, définie par : fxeA x An— 0(x)=0,
tion f appartenant a @ est la fonction — f définie
IxeA, x - [— fl(x) = — F(x).

Associativité mixte.

Soient « et B deux r

eels quelconques et f une fonction quelconque appartenant
a ®. Pour tout élément x de A, nous avons -

(BN = o B(F(x))) = “Bf(x), et:
L(B) F1(x) = (up) F(x) = aB f(x).
Nous en déduisons : Y« e R, VPR, Yfed, «(Bf) = (ap)f
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Distributivité de la multiplication externe sur I'addition dans IR.

Soient = et [J deux réels quelconques et f une fonction quelconque de @. Pour tout
alément x de A nous avons :

[+ B 7]X) = (& + B)(x) = af(x) + BF(x), et :
[2f + BF)(x) = (af)(x) + (BF) (x) = xf(x) + Bf(x).
Nous en déduisons : feelR, YBeR, Yfed, (x+ B)f=af+ Bf

Distributivité de la multiplication externe sur |'addition dans ®.

Soient = un réel quelconque et f et g deux fonctions quelconques appartenant
a ®. Pour tout élément x de A, nous avons °

[(2(F+ @)1 (x) =« [{f + g)(x)] = « [F(x) + g(x)] = af(x) + ag(x), et:
[#f + 2g] (x) = (2} (x) + (2g)(x) = af(x) + ag(x).
Nous en déduisons : YaelR, {fed, Yged, «(f+ g) =af + og.

Produit d'un élément de @ par le réel 1.

Soit f une fonction quelconque appartenant a ®. Pour tout élément x de A, nous
avons : (17)(x) = 1(f(x)) = f(x).

Nous en déduisons : {fed, 1f=*

En conclusion, I'ensemble ®, muni des deux lois définies ci-dessus, est un espace
vectoriel sur [R.

Calculs dans un espace vectoriel.

Propriétés de l'addition dans E.

Considérons un espace vectoriel (E, 4, .). Nous savons que (E, +) est un groupe
commutatif. Nous avons donc les propriétés suivantes :

1. Associativité : Y(x,y. z) €E3, (x+y)+z=x+ (y + 2).

2. Il existe un élément neutre unique Ot : fxeE x+ 0e=0e+ x=x
3. Tout élément x de E admet un symétrique unique, noté — X :

fxeE x4+ (—x)= (—x) + x=0c

Le vecteur — x est appelé opposé du vecteur X.

4, Commutativité : Y (x, y)eE? x+y=y+2Z

Il en résulte que tout élément de E est régulier pour I’addition dans E :
YxeE \YyeE YJzeE (x+y=x+2) — (i == 2).

On peut définir une nouvelle loi interne dans E, appelée soustraction, par:
fxeE YyeE (x y) ~—> x—y=x+ (—y)=(— y) + x.

La soustraction dans E posséde les propriétés suivantes :

HXEE, == (—X) :TX;

IxeE YyeE — (x+y)=—x—YV:

fxeE YyeE (x—y=0g) <K= y).
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Propriétés de la multiplication externe.

THEOREME : Le produit d'un vecteur x de £ par un réel » est le vecteur
nul O si et seulement si le vecteur x est nul ou le réel x est nul.

Demontrons d'abord les égalités . x0; = O et Ox = Oy

1 Pour tout réel x et pour tout vecteur x de E. nous avons
x+ k=x o a(x+ Of) = ax

Utlisons la distributivité de la multiplication externe sur I'addition dans E il en
résulte © x(x + 0g) = ax 4+ 20
Nous avons donc = ax + 20¢ = 2x

Dans le groupe (E. +). tout dlément est régulier. Nous en concluons
'1 € Iqr lOg — &

2. Pour tout réel 2 et pour tout vecteur x de E. nous avons
1+ 0=2 e (24+0)x=2ax

Utilisons la distributivité de la muluplication externe sur l'addition dans R, il en
résulte: (2 4+ 0) x = 2x + Ox
Nous avens donc ax + 0y =ax

Dans le groupe (E. +). tout élément est régulier. Nous en concluons :
YxekE Ox=0p

Réciproquement. nous allons montrer que. si le produit ax d'un réel x par un vecteur
x de E est le vecteur nul 0. alors le réel 2 est nul ou le vecteur x est nul; nous allons

donc démontrer I'implication : (2x = Og) == (x=0 ou x=0f) (1)
Si 2 est nul. I'implication (1) est vraie.

Supposons z non nul: x admet dans le groupe (IR*,
Nous avons les égalités - 27 (ax) =

St (x'2)x=1x=x et : 2" 0 = O
Del'égalité: 2x = 0, nous déduisons:  x~' (xx) = ! O, c'est-a-dire: x = Oc
Le théoréme est donc démontré.

) 1
) un inverse : x-' = =

1 vecteur x de E, I'égalite -
LS (= 2)] x = 0.

externe est distributi ‘additi i .
=t ibutive sur I'addition dans R, il en résulte -

Le vecteur {— 2)x est donc 'opposé duy vecteur

208
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ntrons Végalité ; — (a2x) = 2(— x)
+ vecteur x de E. nous avons 'égalité : x + (— x) = O

; 1 déduisons, pour tout réel «, I'égalité :

3 x)) = 20g; c'est-a-dire : 2[x + (= x)] = O

ultiphication externe est distributive sur 'addition dans E; il en résulte :
A = X Ll — x! == UE

Le vecteur 2(— x) est donc I'opposé du vecteur 2x : — (zx) = u(— x).

Les trois notations — (zx), (— z)x et 2(— x) représentent |'opposé du vec-
teur zx. Nous convenons de noter ce vecteur : — #x.

Nous avons alors : §zelR, YxeE —oax= — (ax) = (— a) x = 2(— X).

Remarque : Si: z= 1 nousavons : (— 1)x= — (1x),
c'est-a-dire : (— 1)x = — x.

THEOREME : Pour tout réel 2, pour tout réel > et pour tout vecteur
x de E, on a l'implication : (2x = [ix) = (2 = { ou x = O¢).

L'égalité : zx = Zx est logiquement équivalente a |'égalité :

2X+ (— B)x = fGx 4+ (= Bx); c'est-a-dire : ax + (— P) x = O

Nous en déduisons I'égalité : [z 4+ (— B)]lx = Qg

c'est-a-dire : (z — 5) x = Oe.

Utilisons le théoréme n°® 12, p. 206; il en résulte : 2 — B =0 ou x= 0¢;
Cest-a-dire : x = 5 ou x = Oe

18 THEOREME : Pour tout réel z, pour tout vecteur x de E et pour tout

19

vecteur y de E, on a I'implication: (xx = ay) = (2 = 0 ou x = y).

L'égalité : ax — zy est logiquement équivalente a I'égalité

aX + o(—y) = ax + (— xy); cest-a-dire : ax + a(—y) = O

Nous en déduisons I'égalité : = [x + (— y)] = Og

c’est-a-dire I'égalité : «(x —y) = Oe '
Utilisons le théoréme n° 12, p. 206; ilenrésulte : o =0 ou x — y = Og; c'est-
a-dire : =0 ou x=V.

THEORE ME:; Lamultiplication externe est distributive sur la soustraction
dans R.

En effet, quels que soient les réels « et et le vecteur x de E, nous avons les égalités :
(2= B)x = [a+ (— B)lx=ax + (— P) x = ax — Bx.
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EOREME: La muitiplication externe est distributive sur la sm
20 THEOR :

dans E.

ffet. quels que soient le réel o et les vecteurs x et y de E, nous avons |eg égalités ;
En effet, g - =uX — ay.
,_(x_y]:::[x—l-(—?)]:y'x_'—m( y)

Sous-espaces vectoriels.

Sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel sur R,

21 Exemple : Considérons un plan vectoriel P. Nous savons que P est un espace

vectoriel sur IR pour I'addition des vecteurs et pour la multiplication externe des
vecteurs par les réels.

Soit D une droite vectorielle de P. Nous avons démontré en Seconde les propriétés:
ﬂUE-F"' 'ﬂ-\?eﬁ, (UeD et Tu’ylE_[S)——=:--(U'h+'\."\'.=D);
YeecR, HUE_ﬁ, (Ueﬁ)%(mGeD).

La droite vectorielle D est donc une partie stable de P pour I'addition dans P et
pour la multiplication externe.

Nous avens alors montré que D, muni des lois induites sur D par les deux lois
- - o -
définies dans P, est un espace vectoriel sur R.

22 Nous allons démontrer que ce résultat est général.

THEOREME : Soit (E, +, ) un espace vectoriel sur R et soit F uﬂ:
partie non vide de E. Si F est une partie stable pour I'addition dans
et pour la multiplication externe, alors F muni des lois induites suf
par les deux lois définies dans E est un espace vectoriel sur R.

partie F non vide de E, pour laquelle on a ;
(xeF et yeF) —s (x+ yeF);
(xeF) —» (xx e F).
mémes notations pour
€s correspondantes d
1. Montrons que (F. +) est un

I
Considérons une

Hx € E' Hy € E-
VeeR, yxeE, ns
E et les lois induit éfinies dans F. F

' . ue
groupe commutatif. Cela revient 2 montrer @
Commutatif (E, +). ns

' tro

ue F est une partie stable pour I'addition dans E. Mon
que le vecteur nul O¢

appartient 3 F.
F est une partie non vide deE;

. r-
3 W appa
i il existe donc au moins un vecteur xo de F gu!
tientaF: x,eF.

plication externe. Noy iiitaans, @ 0@
c'est-a-dire : Og e F. s en déduiso 0
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. ontrons enfin que I'opposé — x de tout vecteur x de F appartient 3 F.
¢ st stable pour la multiplication externe. Nous avons donc :fxeF, (—1)xeF.

~est-a-dire : — xekF.

2 Les propriétés suivantes dans F résultent des propriétés correspondantes dansE :
'f::-ETR VieR. YxeF =x2(3x)= (x3) x:

?_.,E[R, VieR yxecF (24 B)x=2ax+ Bx;

'szlR. 'XEF. 'YEF. x(x+ y) =ax+ ay;

jxe F 1x=x

Le théoréme précédent nous permet de donner la définition :

DEFINITION : On appelle sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
(E, +. .) sur [R, toute partie F non vide de E qui est stable pour I'addition
dans E et pour la multiplication externe.

Exemples de sous-espaces vectoriels.

Pour mut' espace vectoriel (E, +. .). E et {Og} sont des sous-espaces vectonels de E.

Soient (E, +,.) un espace vectoriel sur R et xp un vecteur de E

Considérons l'ensemble : F = [x|JzeR. x=2xg)

F est une partie de E; en effet, nous avons : jxeR. zx¢E

F est non vide: en effet. nous avons : 1 xg = X, dONC @ X5 € F

F eststable pour I'addition dans E. Considérons, en effet, deux éléments quelconques
x et y de F; il existe deux réels = et 3 telsque : x=2x, € y= Ex,

Nous avons - x + y = 2X, + 2X = (2 + 3) %o

Nous en déduisons : §x€E YyeE (xeF et yeF)— (x+ye F)

F est stable pour la multiplication externe. Considérons, en effet, un élément quel-

conque x de F; il existe un réel x tel que - X = T X,
Nous avons, pour toutréel 2 : 3x = S5(zxg) = (52) X5
Nous en déduisons : JE e R yxeE (xeF) = (SxeF).

F est donc un sous-espace vectoriel de E

Nous savons que |'ensemble 7 (R. R) muni de l'addition des fonctions et de
la multiplication externe des fonctions par les réels est un espace vectoriel sur R
Considérons alors 'ensemble -t des fonctions affines de R dans R.

Nous avons montré en Seconde que -t est une partie non vide de 7 (R, R), stable

pour les deux lois définies dans 7 (R. R).
4 est donc un sous-espace vectoriel de 7 (R. R).

De méme. I'ensemble & des fonctions en escalier de R dans R est un sous-
espace vectoriel de 7 (R, R).
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lle non vide de R. L'ensemble 5 (J, IR) des fonctigng
Jd R est un espace vectoriel sur [R pour I'addition des fonctions g la
de ans

multip on n [ réels.

iplicati des fonctions par les . |
:“'l **C:: pafx-:'t‘ezl eﬁ) 'ensemble des fonctions de J dans R continues syr
Désigno ;

On vérifie que, si f et g sont des fonctions continues sur J, alors f + g, et, poyr
n vér ’

i ontinues sur J.
réel a, o f sont des fonctions C . L
:?‘.Jetn résulte que C(J, R) est un sous-espace vectoriel de 7 (J, R).

De méme, I'ensemble D(J, R) des fonctions dérivables sur J est un sous-espace
vectoriel de 7 (J, R).
Considérons I'ensemble TG des fonctions polynémes de [R dans R de degré*

inférieur ou égal a 2. .
T est une partie de I'ensemble F (IR, R) des fonctions de R dans [R.

Un élément quelconque f de G est défini par :
f: IR— R, x n— ax2+ bx+ cC.

Soit - J = Ja, &[, un interva

Si f et g sont deux éléments quelconques de T, nous avons :

f: R— R x> ax2+ bx+c;

g: R— R, x n—> a'x24 b'x+ c'.

La fonction somme f + g est un élément de G; en effet, nous avons :
f+g  R— R x> (@a+a)x2+ b+ b)x+ (c+ ¢).
TG est donc une partie stable pour I'addition dans 7 (R, IR).

Pour tout réel %, 4f est un élément de G: en effet, nous avons :
MR —R, x> (2a) x2 4 (1b) x + (Ac).
T est donc une partie stable pour la multiplication externe dans 7 (R, R).

D"au!re part, T est non vide ; en effet la fonction nulle 0 appartient a G.
L'ensemble G est donc un sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel 7 (IR, R).

Intersection de deux Sous-espaces vectoriels.

—

nt deux sous-espaces vectoriels d’'un espace
G estun Sous-espace vectoriel de E.

THEOREME : Si F et G 5o
vectoriel E sur R, alors Fn

—

Considérons deux sous-
FNG est non vide,

En effet, nous avons - 0
: + UeeF et
FNG est stable pour I'addition dgEn‘:('é Il en résulte - Oc e FNG.

Considérons deux vecteurs
quelcon
(xeFNG) — (xeF gt X € G) .ques X ey de FnG; nous avons :

(VeFNG) = (yeF et y € G),

e i ¢
SPaces vectoriels F et G d’un espace vectoriel E sur R

—

*Le degré de la foneti
nction p0|yn5me null .
appartient 4 I'ensemb) ; ® Mest pas détini, No fonctio
Fentier € des fonctions Polynémes de o TIOVENBIS QU B it
er naturel k. degré inférigur oy égal A k. quel qué 50
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13. ESPACES VECTORIELS SUR R

. st un sous espace vectoriel de E, il en résulte :

ceF ot yeF) = (x + yeF).
;‘ est un sous-espace vectoriel de E, il en résulte :

(x¢G ot yeG) =+ (x+ yeG)
Nous en déduisons limplication .
yret fyeE (xeFNG et yeFNG) = (x+yeFnG).
FnG est stable pour la multiplication externe.
Considérons un vecteur x quelconque de FNG. Nous avons :
(x € FNG) =—> (xeF et xeQG).

F et G sont des sous-espaces vectoriels de E; pour tout réel z, nous avons donc :
(xeF) => (xxeF); et:

(x € G) ==> (xx € G).
Nous en déduisons l'implication :
yxeR yxeE (x e FNG) ==> (xx e FNG).

Remarque : Deux sous-espaces vectoriels de E ne sont jamais disjoints; en effet
leur intersection contient toujours le sous-espace |0g}.

Dépendance linéaire. Indépendance linéaire.

Combinaison linéaire de p vecteurs.

DEFINITION : Soient x,, X», . ... X,, p vecteurs d'un espace vectoriel E
sur R et z,, x5, ..., %, p réels. On appelle combinaison linéaire des p
vecteurs x,, x,, ..., X, affectés des coefficients respectifs «,, a,, .

e Hp
le vecteur x de E défini par: x = ;X + %Xz + ... + %X,

Par convention, nous disons que, pour tout vecteur X, de E et pour tout réel «,,le
vecteur x, x, est une combinaison linéaire du vecteur Xx,.

Exemples : 1. Considérons |'espace vectoriel + des fonctions affines de IR dans
R et les wrois fonctions £, g, h de -t définies par :

f: R— R xn—1;

g: R— R, x n— X;

h: R— R x ~—> 2x+ 1.

Pour tout triplet (x, 8, v) de IR3, la fonction : = af + Bg + yh, définie par :
X "> a4 8x4 v (2x + 1). est une combinaison linéaire de £, g, h.

2. Dans un espace vectoriel E sur IR, le vecteur Og est la combinaison linéaire de p
vecteurs quelcongues x,, Xa. .... X, de E affectés des coefficients 0, 0, ... 0.
Nous avons en effet : Og = Ox, + Oxz + ... + Ox,.
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Sous-espace des combinaisons lineaires de p vecteurs

L ]

| r X2 .- X, de E.
\dérons un espace vectoriel E sur IR et p‘V9F19Uf5.Xé X2 o e E. Noys
Considéron : d"étudier I'ensemble des combinaisons linéaires de ces p vecteyrg,
oson . 4 ; ‘
:Ours;op;;pp 209, nous avons montré que, si p est égal a 1, 'ensemble des Con1b|-
n:isons lindaires d'un vecteur x,, c'est-a-dire lepsembée des vecteurs ax,, oy
est un réel quelconque, est un sous-espace vectoriel de E.

Nous allons démontrer que ce résultat est général.

THEOREME : L'ensemble des combinaisons linéaires de p vecteurs

Xy, X2, .. ., X, d'un espace vectoriel E sur [R est un sous-espace vectoriel
de E.

Désignons par C I'ensemble des combinaisons linéaires des p vecteurs x,, x,, .
Un vecteur x de E est un élément de C si et seulement s'il existe p réels :
%, %2, .00 %, tels que l'on ait I'égalité @ x = ayxy + 0aXs + ... + o X

vion M

C est non vide. En effet, nous avons I'égalité : Qg = Ox; + Ox; + ... + Ox,.
Nous avons donc : Qg € C,

C est stable pour I'addition dans E. Considérons, en effet, deux vecteurs
quelconques x et y de C. || existe p réels : o, a,

cee B et préEIS: {31; ﬁzf ey pr
pour lesquels nous avons :
x=m11$+1212+..+ax et : —
A : pApe CY¥Y=61x 4 X vee X
Il en résulte : P PaXa + P Xo

Xty= (X + x4+ ...+ %Xp) + (Brxy + Baxo + ...+ B Xp)-

Nous en déduisons successivement -

iiyjﬁh’ﬁ + wax; + --'+°‘nxp+ Bi Xy + [32-?(2 T s ﬁﬂxﬂ;
x+$":°‘|x1 + Bixy + %2X2 + Baxy + ... + %pXp + Box,;
y= (2 + Bix, + (a3 + Bz)-’*’z + ... 4+ (D‘p + Bpfxp
L i : 7
Hi zeé:teur X + y appartient donc 3 C. Nous avons démontré I'implication :
+ YyeE (xecC e yeC) — (x + y € C)
C est stable

our la multiplicati :
vecteur quelconque x g , ctlon_externe. Considérons, en offet, un

e E. Il existe p ra
X = o, X, +12X2+ ) R EEISUH- s, .

viop 08 TR
= ok ; oy v » Pour lesquels nous
+ MOUS avons : gy — ooty Xy + 6 x
Nous en déduisons Successivement - t
wX = o, x,) +ﬂ.{mgx2} 4+ i +m(' .
X = (aot;)x, <+ (ootg) ey + v (ot:p)xp) '
Le vecteur o x a i

Ppartient donc 3 C. ,
Vo eR, ¥xekE, (xeC) =% s c) emontré I'implication :

L'ensemble ¢ est donc un sous
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ipla

- Considérons I'espace vectoriel sur IR : 7 (R, IR) et les deux fonc-
ot g de J (IR, IR) respectivement définies par : '

15} r R, x A— 1

R -+ R, x nv—» X,

L ensemble C des combinaisons linéaires des deux fonctions 7 et g est I'ansemble

des fonctions A pour lesquelles il existe deux réels w et Btels que : h = of + Pg.
Une telle fonction A est définie par :

h R—"'IR.K"\'_’C‘""BX.

C est donc I'ensemble +t des fonctions affines sur IR. Il résulte du théoréme précédent

que -t est un sous-espace vectoriel de F (IR, [R). Nous avions déja mis en évi-
dence cette propriété au n° 26, p. 209.

Systeme fini de vecteurs.

DEFINITION : On appelle systéme de p vecteurs x,, X, X3, ..., X, dis-
tincts ou non d'un espace vectoriel E sur R, le p-uplet (x,, x2, ..., X,).

Il résulte de la définition précédente, qu'un systéme de p vecteurs est un élément du
produit cartésien E~.

Vecteurs linéairement dépendants. Systéme lié.

DEFINITION : On dit que p vecteurs x, Xz, . .., X, d’un espace vectoriel
E sur R sont linéairement dépendants, ou encore que le systéme
(X1, X - ... x,) est lié, si et seulement s'il existe p réels @, oz, ..., %5
non tous nuls, pour lesquels on a I'égalité :

Xy + GaXo + ... F KXy = Oc.

Un systéme de p vecteurs (X, Xz, -« x,) est donc lié si et seulement s'il existe un
p-uplet (a;, ag, ..., &,) de IR?, différent du p-uplet nul (0,0, ..., 0), pour lequel ona :

%Xy + tgXa + ... + oXp = 08

Exemples : 1. Le vecteur Oc constitue un systeme lié.

En effet, nous avons par exemple : 1.0e=0Oe | |

2. Soient les trois fonctions suivantes de I'espace vectoriel T (R, R) :

f @ x»rn— x—2;

9. xn—>x—3;

h: xn— 2x-—1.

Considérons alors la fonction : @ = — 5fF + 393+ :'?_ 5 sl il
Nous avons : fxelR. p(x) = —5Bx— 2) + 3(x

© est la fonction nulle 0 de R dans R.

Le systéme (f, g, h) est donc un systéme lié de F (IR, R).
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Remarques : 1. Si l'un des vecteurs d'un systéme (xy, x,, ...
( ™ '_" : > st e,

nul Qg ce systéme est . . _

En effet, supposons, par exemple. que I'on ait : X, = O

Nous avons : Ox, + Ox; + ... 4+ Ox,_, + 1 X, = O

2. Si deux vecteurs d'un systéme (x,, X, ...,_er) sont égaux, ce Systéme est |ig
En effet, supposons, par exemple, que l'on ait : Xp—1 = X,

Nous avons : Ox; + Ox, + ... + 11 +(— 1)x, = O
3. Si (xq, Xz ..., X,) est un systéme lié, alors
(X1, X2, ..., X,, X) est lié. .
En effet, le systéme (X1 X2, ..., x,) estlié; il existe donc un p-y

pour tout vecteur x de E, |g SYsStéma

plet («,, %20 ooy )
de IR?, différent du p-uplet (0, 0, ..., 0), pour lequel on a :
B Xy Foaxs + .. 4+ o, X, = Of.
Pour tout vecteur x de E, nous avons alors :
%y Xy + aa Xy + .., %oXp + Ox = O, et le (P + 1)-uplet oy, 2a .. %, 0) est
différent du (2 + 1)-uplet (0, U, ..« 0, 0).

Propriéte d’un systéme ljé.

+ Un systeme lié (x;, x,, ..., X,) et
SUPPOSONS p supérieur : iste p réels o,, %2, ..., &%, NON tous nuls,
pour lesquels on 3 ] ot o, x, = O
L'un au moins des ree est non nul; supposons, par exemple, que z,

X1 Xy + YoXa 4 .

ls m‘||' &2, . ap I:llp

soit non nul et Posons : B = 2
%p

ey + oox, 4+ .. 4 %pXp) = Og; c'est-a-dire :

(23'11}'71 ¥ {ﬁmz}xz # . F (Bup—1)xp_1 -+ X, = O

Nous en déduisons Xo = (— Bty ) x, + (—
Le vecteur Xp est une combinaison linéaire de

Nous avons alors

[30!'2)"(2 + ves + (_' ﬁﬁpd)x =1"
S P — 1 vecteurs X10 X2, oo Xg-1-

E est une c i
vecteurs x,, x,, ... o Ombin

Ona: XD=)"1X‘F+)QX2-..—|—}~

Nous en déduisons

. 1%, 4+ ?\2){' -+ s A A — ;
Il en résulte que le systéme (x,, x,. 2 : 1+x ),:;ﬁ;;; + (—x,) =0
— '] p ”

aison linéaire des p — 1
© P —1 réels &, %, ... Ao_+ pour lesquels

—

Soit p un entier Supérieur o téme

s U égal a 2. Un systéme
(X1, X2, ..., x;) de p vecteurs d ® vectoriel E sur R est lié Si
et seulement si |'un a4 moins de ces i
linéaire des p — 1 autres.
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vecteurs linéairement indépendants. Systéme libre.

pEFINITION : On dit que p vecteurs x,, x,, ., x, d'un espace vectoriel
[ gur R sont lindniroment Iindépendants, ou encore que le systéme
(), X2 -« X,) o8t libre, si ot seulemont si ces ;) vectours ne sont pas

dépendants,

Un systéme (X, Xz, .. X,) o8t donce libre si ot seulement si

“"I- P TRRR tp) @ R,
(ks + gy 4 o oy = Op) b (0 = 0y = .. = 9, = O).

Exemples : 1. Tout vecteur x non nul de '€ est lindairement indépendant.
Nous avons, en effet, l'implication :

fre R, (xx = O ot x ¢ Op) = (2= 0).

2. Considérons, dans 'espace vectoriel A des fonctions affines de R dans R,
les deux fonctions | fLb o xree1 @t [y 0 X Pew X

5i %, ot 7, sont deux réels pour lesquels on a © o/, + ,/, = 0, pour tout réel x,
nous avons l'égalite © o, | ayx = 0,

Prenons @ x = 0, il en résulte | =, = 0.

Prenons alors @ x = 1, il en résulte : «, = 0.

Nous avons donc l'implication |

Vi), 2,) @ R?, (2,fy + 0yl = 0) == (u) = @ = 0).

Le systéme (f,, /,) est donc un systéme libre dans /.

Remarques : 1. Soient p vecteurs X, Xz, ... X, do E linéairement indépendants,
ot p — 1 quelconques de ces p vecteurs, par exemple le systéme .

(%4, X, ... Xyo1)

51 ce systéme Gtait lié, le systéome (xy, Xz, ... Xpo1, x,) serait aussi lié,

Il en résulte que, si p vecteurs de E sont lindairement indépendants, alors p — 1
quelconques de ces p vecteurs sont linGairement indépendants.

2. Nous savons que, si 'un dos vecteurs d’'un systéme est le vecteur nul Og, ce
syméme est 1i6, Il en résulte que, si un systéme (xy, X2, .., x,) est libre, les p vecteurs
X\, X3, ..., X, 80N non nuls.

3. Nous savons que, si deux vecteurs d'un systéme sont dgaux, le systéme est lié,
Il en résulte que, si un systéme (x,, Xz, ..., X,) @st libre, les p vecteurs x,, x;, ..., x,
sont deux 4 deux distincts,
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EXERCICES

Sous-espaces

216

Espaces
vectoriels

vectoriels

1 5 i LU ' I ns E u l
- H‘ ”““..'U - !E”E ql.lB, pDLlr lOLﬂ'. GOUP'E (x' y) dB E? ot
1 grateurs ¢ ans ' -
; ii |t .
Lout 'LFUI'l', l\l' I'r‘l 'Eh. n an da

(2 + B).x= (2. %)% (B . %)
w. (xwy) = (x.x)* (2.¥)
a. (B.x) = (=2p) - X

1.0 =2

i (1 A+ 1) (xky).
Développer de deux maniéres ©  ( )
En déduire que (E, +) est un groupe commutatif, et que (E, «, ) est un
espace vectoriel sur R.

2 Démontrer que I'ensemble P des fonctions polyndmes muni de |a (o]
d'addition des fonctions et de la multiplication externe des fonctions par
les réels est un espace vectoriel sur [R.

3 Soit E un espace vectoriel sur IR. On définit dans E2 une loi de cCoOmposi-
tion interne, notée *, par: (x,, x,) * (V1. v2) = (x4 + 4, X2+ y,) et
une loi de composition externe, notée L par: o« L (X1, X2) = (axq, axy).
Démontrer que (E2, #, L) est un espace vectoriel sur IR.

4 On désigne par (a, b, ), (a', b, r:')h, (x. v. ) des vecteurs de |'espace

vectoriel IR3, par «, ¢ des réels. Dans chacun des cas suivants, déterminer le

vecteur (x, y, z) définipar : (x, y, z) =u(a b, c)+ B(a, 0. c).
1° (a.b,c) = (1,3, — 2); (@)= [2,=6,4): a=3 f=—2

2 @be)=(-2148; @.b,¢)= (3 —285) x=4, B=2

5 On désigne par fy, f,, £y,
fonctions polynomes (voir
Dans chacun des cas Suiva

F=ofy + ayf, + L
f, : X N> 2x% 4 3x —1:

fs x‘-’\f—px“+3xa+2;

fi: XN 3x% 4+ %3~ 2x2 44,
1a=2 pg=_;,,
2 w=1, =y,

! des vecteurs de I'espace vectoriel P sur IR des
eXercice n° 2), par oy, ooy, oy des réels.
nts, déterminer le vecteur f défini par :

=3
Y= 2.

6'3 Soi.t k ur{ réel. On considére l'ensemble, noté E,, des triplets (x.y 2) de
R3 qui Possedent la proprigta - [ & & .

b‘(x,y,z)eEh X4y —2z—p N

1° Déterminer le rée) k AR
2° On considére 'ense

mble F des 1rj |
propriété : e
Vixy.2er, X+y—3z=p,
Démontrer que F est

KL Démuntlerquﬁu E
sont :

un SOUS'ESpaCB ve
oM Fest le sous-
(2 — a,0), oii 3 est un réel

Ctoriel de [R3,

eSpace vectoriel de IR dont les vecteurs
Quelconque,
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7 Soit a un réel positif. On considére |
. A lespace vectoriel ® sur R des

fonctions numénques définies sur un intervalle ]— o af.

1° Démontrer que l'ensemble E des |
onct

e - 10Ns pawes es! un SOUS-SSDaCce

2¢ Démontrer que | ensemble F des § ' SOUS-eSpace
ONCUONS IMpares

wvectonel de O -

3° Déterminer le sous espace vectoriel ENF.

8 On considére I'espace vectoriel P sur R des fonctions polyndmes.

1° Démontrer que I'ensemble des fonctions polyndmes de degré inférew ou
égal A 6 est un sous espace vectorie! de P L ensembie des fonctions poly-
ndmes de degré 6 est-il un sous-espace vectonel de P7

2° Démontrer que l'ensemble des fonctions polyndmes qur sont pawes eof
dont le degré est inférieur ou égal A 6 est un sous-espace vectonel £
Caractériser E.

3° Démontrer que 'ensembie des fonclions polyndmes qui sonl IMpawss
ndmhdwiminmmigdiﬁﬂmm-mmF
Caractériser F,

9 On considére l'espace vectonel E sur IR des fonctions définies swr un
intervalle ouvert J.

1° Démontrer que |'ensemble des fonctions deux fois dérvables sur J
@st un sous-espace vectoriel de E

2° Soit @ un réel Démontrer que !ensemble des fonchons deux fos
dérivables sur J qui sont telles que /” + ' f = Op est un sous-espace
vectonel de E.

10 Soient un espace vectoriel E sur R ot deux s0us-espaces vectoriels A
etBitelsque : AgB et BEA

1* Montrer qu'il existe un vectsus r qui apDartent 3 A ot Qui N 3PRartient pas
4B etunwmuqumwﬂlilﬂwnmﬂm;A

2* Dimnmruqmn+vn'wu-lk

3= D‘mon!rﬂqu+vn'mll'lum»ull. . A
4¢ Endidmnquoﬁ.uan'-nnuwm-mm

1" Souiunmwm-iwﬂ.

1* sm-tﬂmtd-unm-wmni.mm";....
partie de E définie pas

(e AeB) = > (Jeear o Joe@ -4+ b)
Mmuumnhosmunm-muﬂﬂ-ldui
rnhmnturwknl-;oi:nﬂwummm.
*A-B.bcmhlaaldthnlwm « =8+ D est unigue.
> Sou;rmmbhumvmnctuﬁd-ionaﬂnwh‘,
compasition interne ¢ dans & par JAeLfBet (AB) e AeB
2) Mmqmuh-ﬂmﬂm

b) um.m-mmmﬂmr

€) L ensemble & muni de |2 los * est- il yn groupe ?
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EXERCICES

Dépendance
lindaire.
Indépendance
linéaire.

28

3
f==3x+3% T=ax+74 =70 +52

12 Soient deux vecteurs x et y d'un espace vectoriel E sur R, On Considire
les veeteurs 2, 2., 2 définis par les égalités suivantes :

1

4 3 4

Démontrer que z, x, ¥ sont dépendants.

13 Soient deux vecteurs dépendants x et y d'un espace vectoriel E sur IR gt
deux combinaisons lindaires 2, et z, des vecteurs x et y.

1° On suppose que le vecteur x n'est pas nul, Montrer qu'il existe deux réels
ay et 2, qui vérifient les égalités : 7, = ayx et 2z, = ayx.

En déduire que z, et z, sont dépendants.

2¢ Démontrer que, dans tous les cas, les vecteurs 2, et z, sont dépendants,

14 Soientdeuxvecteurs x et y d'un espace vectoriel E sur IR et deux combi-

naisons linéaires z, et z, des vecteurs x et y.

1° Démontrer que, si z, et z, sont linéairement indépendants, x et y sont

linéairement indépendants,
2° Déduire de la question précédente |'équivalence logique :
(le systéme (x + y. x — y) est libre) <—= (le systéme (x, y) est libre).

15 On considére trois triplets a, b, ¢ de IR3:

a=(1.3.-2); b=(—-51,4); e¢=(—1,1,1).

1° Démontrer que a et b sont linéairement indépendants.

22 Démontrer que b et ¢ sont lindairement indépendants.

3 Démontrer que a et ¢ sont linéairement indépendants.

4° a, b, c sont-ils linéairement indépendants ?

5° Démontrer que le sous-espace vectoriel de IR3 engendré par les vecteurs
a et b est 'ensemble des triplets (x, y, z) tels que : Bz4+ 7x+3y=0.

Que peut-on dire des sous espaces vectoriels engendrés respectivement par
betc paraete, para betc?

16 On considére les trois triplets a, b, ¢ de R3

a= (2, —%. 3y b=0,21); e==(1,1,1).

12 Traiter les quatre premiéres questions de I'exercice précédent.

2° Démontrer que le sous-espace vectoriel de IR, engendré par les vecteurs
a et b est I'ensemble des triplets (x, y, Z)telsque: — 7x+y+5z=0.

Donner une caractérisation analogue des sous-espaces vectoriels engendrés
respectivement par b et ¢, et par a et c.

17 On considére les deux triplets a2 et b de IR3

3=(3, ~1,1); b= (4,1, —2).

1° Démontrer que a et b sont linéairement indépendants.

2° Caractériser le sous-espace vectoriel A engendré par a et b.

3° Déterminer le réel & pour que le triplet ¢; = (k, — 2, 1) appartienne 3 A.

4c Déterminer le réel 3 pour que le triplet ¢, = (13, A, 1) appartienne 3 A.
Que peut-on dire des triplets a, 4, ¢y etdestriplets a, 6, ¢, ?”
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Espaces vectoriels de dimension finie.

Systéme générateur.

DEFINITION : On dit qu'un systéme (X, X3 ...X,) de p vecteurs
d'un espace vectoriel E sur R est un systéme générateur si et seule-
ment si le sous-espace vectoriel des combinaisons linéaires de ces p

vecteurs est égal a E.

On dit aussi que I'espace vectoriel E est engendré par les p VeCteurs X, Xz, ..., X
Un systéme (x,, x5, ..., X,) est donc un systéme générateur de E si et seulement si :
Ux € J(ay, ag ... w,) €RP, X=Xy + %aXo oo + %pXp:

Exemples : 1. Considérons l'espace vectoriel G des fonctions polynomes de
degré inférieur ou égal a 2 et les trois fonctions de G sgwantes :
fio Xn—>1: fp: xn>x; fi X=X

Une fonction f quelconque de T est définie par :
F: x A ax? 4 bx + c, avec a, b, ¢ réels.
Nous avons donc : f = cfi + bfz + &fa

Il en résulte que (f;. f2, f3) est un systéme générateur de T.

e vectoriel T, les quatré fonctions suivantes :
gs : X N> x2—=1; ga:x n—>x—1
combinaison linéaire de ¢, 2. 93, Ga.

2. Considérons, dans |'espac
§1:X rnv— 2; gzjx{\,—rx+1;
Montrons que toute fonction f de T est une

f est définie par : X /> ax? + bx + ¢
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Cherchons s'il existe quatre réels =y, @, =3 %4 pour lesquels on a :

f= 2,9, + 229> + %393 + 2194,

c est-a-dire i

VxeR ax?+bx+c=2x +ualx+1)+o3x®=1) +os(x - 1),

ou encore :
FxelR, ax* +bx+c=03x3+ (2 + xa) X + (2o + ay — o3 — ay),
Nous en déduisons les égalités :
a=13; b=x3+14; C=211+Dt2—9:3——0'..1.
c—b—a |

Prenons, par exemple : oy = ———— %y = b, %3 = a, tg = 0.

P 2
Les réels x;, x5, 5, %4 ainsi choisis vérifient les trois égalités précédentes nous

T
avonsdonc : f= 0_2_.?91 + bg: + ag; + 0 ga.

Remarquons que les réels x,, x5, ®3, x4 ne sont pas déterminés de fagon unique,
Nous aurions pu prendre, par exemple

=@FE =l s =i
Xy, = 2 ’ :2'—2‘ A3 = a4, 14—2

Espace vectoriel sur IR de dimension finie.

3 I!?EFINITIOI\I : On dit qu'un espace vectoriel E sur R est de dimension
finie si et seulement s’il posséde au moins un systéme fini générateur.

Un espace vectoriel E sur R est donc de dimension finie si et seulement §'il

existe p vecteurs x,, x,, ..., X, de E tels que tout vecteur x de E soit une combinaison
linéaire de ces p vecteurs.

4 Exemples : 1. |l résulte des exemples du n° 2, p. 219, que l'espace vectoriel T

dgs fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal a 2 est un espace vectoriel de
dimension finie.

2. Nous avons montré, en classe de Seconde, que tout vecteur W d'un plan vectoriel
P est une combinaison linéaire de deux vecteurs U et V linéairement indépendants.
Un plan vectoriel P est donc un espace vectoriel de dimension finie.

3. Le corps IR des réels considéré comme espace vectoriel sur R (n° 3, p. 203)

est un espace vectoriel de dimension finie. En effet, tout vecteur « de IR est UNné
combinaison linéaire du vecteur 1.

4. {Oc} est un espace vectoriel de dimension finie,

5 Remarque : Un espace vectoriel sur R peut ne pas &tre de dimension finie. par
exemple, I'espace vectoriel F (IR, IR) n'est pas de dimension finie. On démoNte
en effet que 7 (IR, IR) ne possede pas de systéme fini générateur.
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proprieté d'un espace vectoriel de dimension finie.

6 THEOREME : Si un espace vectoriol [ sur R possdde un systéme

générateur de p vecteurs, tout systdme de p | 1 vectours de E est un
systéme lié.

-
Nous admettons ce théoréme. A titre d'exemple, nous allons le démontrer pour
pe=1 etpour : p=2

Premier cas : p = 1.

Soit un espace vectoriel £ sur R engendré par un vecteur ¢, de E

Pour tout vecteur x de E, il existe un réel x, pour lequel on a © x = =,e,.
Considérons un systéme (x. v) de deux vecteurs de E ot montrons qu'il est lié,

Si l'un des vecteurs x ou y est le vecteur nul O, alors le systdme (x, y) est lid.
Supposons que x et y sont tous les deux différents de O¢. Il existe deux réels non
nuls x, et 3, pour lesquels on a : x = x,&, et y= [Le,

Nous en déduisons : 3,x = Bx,e, et ay = o [e.

Nous avons donc 4,x = x,y, c'est-d-dire: Byx — oy =0

x, et 8, sont non nuls: (x. y) est donc un systéme lié.

Soit un espace vectoriel E sur R engendré par deux vecteurs e, et e, de E.
Pour tout vecteur x de E, il existe deux réels «, et xy pour lesquels on a :

X = 1181 ‘I" I:e: I H
Considérons un systéme (x. y, z) de trois vecteurs de E et montrons qu'il est lié.

Deuxidgme cas : p = 2.

Si 'un des vecteurs x, y. ou z est le vecteur nul Oc, alors le systéme (x, y, z) est lié.

Supposons que x, y, Z sont tous les trois différents de Oc.
Il existe six réels ., a2, By, Bz, Y1. Y2 POUF lesquels on a :

X=m8 + 2,85, Y= B.ey + (a2 2= Y181 + Ya2€2

Le vecteur x est non nul ; I'un au moins des réels a, et x, estdonc non nul. Supposons,
par exemple, que x, soit non nul.

Nous avons : af'x = € + o' %2€2

’ sy
Nous en déduisons : €y = i 'X — &7 %282
et : y=B,(a7'x —aj'uz€2) F B2 €2
PUSOI"IS Y= 5‘1-1&1 et w= - m;"‘ B1u2 + pz.

Nous avons : y = M + péa
Deux cas, et deux seulement, sont possibles :

1, g
le]-: ;ﬁe:}ln;; Zf:n:u} , = ’x. Dans ce cas le systeme (x, y) est lié; il en résulte que

le systéme (x, y, 2) est lié.
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2 Le réel p est non nul.
wly = p 'AX + &3

Nous avons
Nous en déduisons | y |
e, = —p~ AKX+ | ly, et @, = a7 X — Xy 2o (— w™'AX 4 p=y),
I ! ~ F ] == . I .
Posons : o) = 27! + xy 'aap "A: 8 = — A

! it | 1 8L o= ' S

By = — Ay *pt 2 =1 .
Nous obtenons : & = & X + Sy el ey = d;Xx + _h-_, V.
De l'égalité : z = 7181 + Ya€2 il résulte alors I'égalité :

z= v, (3% + 8y) + Xa(S2x + 3 y),

cest-a-dire : z= (118 + y2d2)x + (v 8 + y283)y.

Le vecteur z est une combinaison linéaire des vecteurs x et y.
Le systéme (x, y, z) est donc lie.

Il résulte du théoréme précédent que, si un espace vectoriel E admet un systéme
générateur de p vecteurs, tout systéme libre posséde au plus p vecteurs.

Bases d'un espace vectoriel.

Base d'un espace vectoriel sur [R de dimension finie.

DEFINITION : On dit qu'un systéme (e,, €, ... €¢,) de vecteurs d'un
espace vectoriel E sur R de dimension finie est une base si et seule-
ment si c'est un systéme générateur libre.

Un systéme : B = (e, €2 ..., €,), est donc une base de E si et seulement si les
deux propriétés suivantes sont vérifiées :
1. '(‘11, - TN ‘In) € R”'

{ﬂ191 + ﬂ-zez + b + unen = OE) — (dq — .1? = ... = 'ln - D}:

2. YxeE J(oy, 23 ... 2,) € R, x=0o,6; + %285 + ... + ®,€,.

Remarque : Deux vecteurs quelconques d'un systéme libre sont distincts: deux
vecteurs quelcongues d'une base sont donc distincts.

Exemples : 1. Considérons I'espace vectoriel : E = [R2, et les deux couples :

.31 —— (1' O), ez = {0, 1}

Pour tout couple : x = (a, b) de E, nous avons :
(a, b) = a(1,0) + b(0, 1), c'est-a-dire : x = ae, + be,.
(e,, e5) est donc un systéeme générateur de E.
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( deux réels pour lesquels ona . ae, + be, = O, ona alors

Gi a et b son
(a, b) (0, 0), c'est-d-dire © a = b = 0.

(04, ¢2) 081 done un systéme libre de E.

En conclusion, lo systéme (e, ¢,) est une base de [R2.

ddarons 1'espace voctoriel G des fonctions polyndéme S
?12 ot les trois fonctions /£y, /5, /4 suivantes de G ¥ s de degré inférieyr
fy i xn—> 1 [o | X 1> X, fa 1 X n—> X2,

Nous avons montré que (fy, f., ;) est un systéme générateur de ;.

Si o1y, %z, #3 SON trois réels pour lesquels ona @ o fy + w3 fy 4+ o563 = 0,

nous avons : fxe R, & £,(x) + 2fs(x) + 23f4(x) = 0, c’est-a-dire -

yxe®R “ b oap X + agx? = 0.
Nous en déduisons (nv 31, p. 97)
(fy, [, f5) st donc un systéme libre de G.

En conclusion, le systéme (/y, f2, f4) est une base de G.

2. Con
ou égal

-113412:')!;':0.

On démontre (voir exercice n® 18, p. 238) et nous admettons le théoréme suivant :

THEOREME : Tout espace vectoriel E sur R, différent de {0c], de
dimension finie admet au moins une base.

Notion de dimension.
Considérons deux bases : B = (ey, €z, ... €,) et : B = (e}, 5 ... e,) dun

espace vectoriel E sur R.
% es1 un systéme générateur de E et X' est un systéme libre de E.

‘' posséde donc au plus n vecteurs : p < n.
' est un systéme générateur de E et I est un systéme libre de E.

 posséde donc au plus p vecteurs : N < p.
Il on résulte I'dgalité : n = p.

THEOREME ET DEFINITION : Si une base d'un espace vectoriel E sur R
posséde n vecteurs, toute autre base de E posséde n vecteurs. Cet entier
naturel n est appelé dimension de I'espace vectoriel E.

Nous notons alors : dim E = n,

Remarque : L'espace vectoriel [Or) ne posséde pas de base puisque tout vecteur

‘;;‘r"‘ﬂv-‘itﬁrng libre est différent du vecteur nul.
dim'*{g":f“m{ljﬂn. nous disons que la dimension de I'espace vectoriel | O¢}
L= 0,

est zéro :

Exe :
Mplas : 1. Considérons I'espace vectoriel R. Le systéme constitué par le seul

Vit tour
" 1 68t une base de R Nous avons donc : dim R = 1.

2. g .
"steme ((1,0),(0, 1)) est une base de IR?. Nous avons donc: dim R? = 2
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3. Nous avons vu (n° 12, p. 223) que I'es .
B o pace vectoriel T de i
de degré inférieur ou égal a 2 admet le systeme (f,, £, s fonctions polynames

donc : dim T = 3. f3) pour base. Nous avons

Caractérisation d'une base.

17 THEOREME : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout systdme
libre de n vecteurs de E est une base de E.

Considérons un systéme libre : B = (e,, e, ..., e,) de E. Pour montrer que B est
une base, nous devons montrer que J est un systéme générateur de E, c'est-a-dire

que tout vecteur x de E est une combinaison linéaire des vecteurs e, €z ..., &,

Considérons le systéme (e,, €2, ..., €, X). |l posséde n + 1 vecteurs; c'est donc
un systéme lié. Il existe donc n + 1 réels non tous nuls %, %5,

ona: o€ + %263+ ... + 2,6, + ax = O

Le réel = est non nul; en effet, si « était nul, la combinaison linéaire
2,89 + 0282 + ... + 2,€, serait nulle et I'un au moins des réels %, 22, ..., 7, Serait
non nul, ce qui est contraire a I'hypothése d’indépendance des vecteurs e, €z ..., &n.

Nous avons alors : x = (— 2z 'zq)ey + (— #7'w)e2 + ... + (— o u,) e,
Le théoréme est démontré.

. %, % pour lesquels

18 THEOREME : Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Si & = (e, e ..., e,) est un systéme de p vecteurs de E tel gue, pour

tout vecteur x de E, il existe un p-uplet unique (%1, %20 -« -1 %p) QU vé'rifie:
X = 0.8 + a€s + ... + 2,6, alors $ est une base de E et l'on 3
I"égalité : n = p.

Considérons un systéme : B = (&, €2 ..« e,), qui vérifie la propriété :

IVXEE’ 31(11'121'--:1D}Eﬁp, X=11E1 +-ﬁ292+...+ipeﬂ.

Tout vecteur x de E est une combinaison linéaire des vecteurs ;. €z, -+ Eps B est

donc un systéme générateur de E.

D’autre part, il existe un p-uplet unique (%, %2, .., %,) de R? pour lequel on @
o € + %282+ ...+ *,€, = O

L'égalité : Oey, + Oex + ... + Oe, = Og, montre que ce p-uplet est le p-uplet

(0, 0, ..., 0). Il en résulte I'implication : ,
H(ah TR ﬂp) E 'Rp* 0}
('11r31+ﬂzez+...+mpep=01-:)==)-(11=a2=,..=¢p= '

P est donc un systéeme libre de E; c’est une base de E.

E est de dimension 7 et toute base de E a n vecteurs.
MNous avons donc |'égalité : n = p.
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Coordonnées d'un vecteur.

Coordonnées d'un vecteur dans une base.

dérons un espace vectoriel E sur R de dimension n et une base
Consi

. — -,..-;en} da E . s

D= (e ES;SlémE générateur de E; pour tout vecteur x de E il existe donc au
[} un i )

D e::ts un n-uplet (zy, 22, ... =,) de R” pour lequel on a :

mo!

X = 2,64 + x3€3 + ..+ X0,
-uplet est unique.

ntrons que ce n-up ” |
I:'::G{" 3 4,) est un n-uplet de R” pour lequel on a :

D10 P20 00 :

=688 + 562+ ... + 3,8,

s avons Iégal B.e,
nous avons |'égalité ;. =z, e, + 2,8, + ... + x,8, = B,e, + B.e; + ... + B,e,

- = Ok

Nous en déduisons : (xz, — 5,)e, + (2> — f5.)e. + ...+ (2, :5n)'9né ?-Eté |
B est un systéme libre de E: |'égalité précédente implique donc les égalités :
7-1—:51$0. 12'—3:=D....,1n— :ﬂn=0;

L " . i ] ___.H_
c'est-a-dire : §ie (1.2 ...n} = B,

THEOREME ET DEFINITION : Soient £ un espace vectoriel de dimen-

sionnet H= (e, e, . e,) une base de E. Pour tout vecteur x de E,
il existe un n-uplet unique (z,, ., .. ., x,) de [R” pour lequel on a :
X=me + a8 4 ... + 2,8,

On dit que les réels Xy, Xa,

.., 2, sont les coordonnées du vecteur x
dans la base 5.

Pour chaque dppartenant a |1, 2. ..., n|, le réel =, est appelé coordonnée du

Vecleur x sur e, ou j*me coordonnée de x dans la base B.

5591“-‘.@59-_3 1. Considérons I'espace vectoriel IR et la base 1 de [R. Pour tout
%€l % nous avons ; x = 41
2un|€|ue Coordonnée dy vecteur x de IR dans la base 1 est le réel o.

Considérons |'es

& = (1 Pace vectoriel [R2

€2 = (0, 1).
X = (a. b), de IR?, nous avons (a, b) = a(1,0) + 5(0, 1),
X=ae, + be,.
C0ordannsg ? 2
Cone: ,'?nee de xsure, est @ la coordonnée de x sur e, est b,

our 1oy eCtoriel T et
e f v ;
=g ., Clion f de B -

2+ afy

et la base (e,, e,) de IR2 :

la base (f,, £,, £;) (voir n° 12, p. 223).

X h—> ax? 4+ bx + €, Nous avons :
= CDUT”DI!

Nég
% de fdans |3 hage (f1. £2, £5) sont (c, b, a).
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Etude d'une bijection.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie net:f —
dﬂ' E. ' - {31, 'E'z...

Soit ¢ l'application de E dans [R”
de E, on associe le n-uplet (x,, o5,

*€5), Une bagg
definie de la facon suivante : 3 tout ve
£+ %p) OU, pour tout / apparten Claur x

x, est la coordonnée de x sur e, antaf1, v n},
Nous avons donc : @(x) = (% &y ..., a,),

avec | x =u 8 + x84+ ... + a,€,

L'application ¢ est injective. En effet, si @+ x — %1€ + 08 + ... 4 5 g
y=Bier + Baes + ... + B e, sontdeux vecteurs de E qui vérifient « "
2(x) = o(y).

c'est-a-dire : (ay, 23, ..., &,) = (By, B2 ..., B,).
ona: x=yY.

L'application ¢ est surjective. En effet, pour tout n-uplet (u,, o, .. ., #,) de E, I'image

par ¢ du vecteur . x = a8, + axe; + ... + a,¢e,, est (2, 23, ..., 00,).
L'application ¢ est donc une bijection de E sur [R".

Il en résulte les deux théorémes suivants :

THEOREME : Un vecteur x de E est nul si et seulement si toutes ses
coordonnées dans une base 5 sont nulles.

Nous savons qu’un vecteur x est indépendant si et seulement s'il est non nul. Nous

en déduisons qu'un vecteur x est indépendant si et seulement si I'une au moins de
ses coordonnées dans une base 35 est non nulle.

THEOREME : Deux vecteurs x et y de E sont égaux si et seulement

si leurs coordonnées respectives, sur chacun des vecteurs d'une base 5
sont égales.

—

Coordonnées d'une somme de vecteurs.

Considérons deux vecteurs x et y de E et leurs coordonnées respectives (e, %ar -+~ %)
et (B, Pz ... B,) dans une base : B = (e, €5 ..., €,), de E.

Nous avons les égalités :

X =048 + azes+ ...+ a,e,;

y = P&+ Paes + ... + Bre,.

Nous en déduisons successivement les égalités :

x+y=(mes toes+ ... +ase,) + (Brey + fae; + ...+ Balo)
XxX+y= 7*191+B1e1+'1292+?’262+---+‘1n3n+ﬂneﬂ’
x+y= (2 + B)es + (a3 + Ba)es + ... + (x, + Bo)e,.
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THEORE ME : Soient E un espace vectoriel sur IR de dimension finie
et : B=(e.e, . ..e,, une base de [ Pour tout / appartenant &
1.2, .. . nj, lacoordonnée sur ¢, de la somme x | y de deux vecteurs
x ety de E est égale & la somme des coordonnbes respectives de x

et de y sure,,

Coordonnées du produit d’un vecteur par un réel.

Considérons un réel » et un vecteur x de E. Soient =, z,, .., «, les coordonnées

de x dans la base : = (e,, €4, ..., &,).

Nous avons l'égalité : x = wye, + 28 + ... + 2,€,
Nous en déduisons successivement les éqgalités :

ax = r(a,e, + 2284 ... + v,e,);

1x = (ray)ey + (Axz)ez + ... + (ha,)e,,.

THEOREME : Soient E un espace vectoriel sur R de dimension finie 7 et :
B = le e. ..., e,), une base de E. Pour tout / appartenant & |1, 2, ., nl,
la coordonnée sur ¢, du produit ix d’un vecteur x de E par un réel ; est
égale au produit de la coordonnée de x sur ¢, par ;.

a’e‘e‘tj{:ﬁs de %
“@ chapitre gon, groupés avec ceux du chapitre 15 (p. 236 4 238).
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Espaces vectoriels
de dimension1, 2. 3

Espaces vectoriels de dimension 1.

Espace vectoriel E..

Un espace vectoriel E, sur IR est de dimension 1 si et seulement il possede
une base constituée par un vecteur e,. Cet espace vectoriel E, est alors I'ensemble
des vecteurs % e,, ol % est un réel quelconque.

On dit aussi que E, est une “ droite vectorielle “.

Bases de E,.

i - ' toriel
Tout vecteur e non nul de E, constitue un systéme libre de E;. L'espace VE¢
E, est de dimension 1, il en résulte que e est une base de E;.
Tout vecteur e non nul de E, constitue donc une base de E;.

Coordonnées d'un vecteur dans une base de E.

i 3 - z | ue oty
Soit e, une base de E;. Pour tout vecteur x de E,, il existe un réel uniq
lequelona : x = «, e,. Il en résulte que I'application :

@ :Ey —> IR, x ~—> a, = g,(x) estune bijection.
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Sous-espaces vectoriels de E

Nous savons que |Og| et E, sont des s

Nous allons montrer que ce sont les Sau?sus-espaces vectoriels de E,.

En effet, si F est un sous-espace vectoriel dsemés-gffi?ces vectoriels de E,.

moins un vectegr x non nul. Ce vecteur x Ct;nsfitl:m de {O¢, }. il existe dans F au

vecteur y de E,, il existe donc un réel = pour lequel D:aUrie base de E,; pour tout

F est un sous-espace vectoriel; pour tout réel «, le prodllit}' =ax.

résulte que tout vecteur y de E, appartient a F. Nous avons r:!M S o e

F est un sous-espace de E,, nous avons aussi : FcE,. F e;n;(,ﬁc Z;I;:II;E
"

OF DimENsION 4, , ,

THEOREME : Dans un espace vectori
iel E, de di :
sous-espaces vectoriels sont {O¢,} et E,, 1 mension 1. les seuls

Oe - : e
{ ,} est f:le d!mensmn 0: il en résulte que la dimension d'un sous-espace vectoriel
de E, est inférieure ou égale a 1.

Espaces vectoriels de dimension 2.

Espace vectoriel E..

Un espace vectoriel E; sur R est
une base constituée par deux vecteurs e, et &;.
E, est alors I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs &, et e,

On dit aussi que E, estun " plan vectoriel .

de dimension 2 si et seulement s'il possede

Vecteurs dépendants de E..

E, est un espace vectoriel de dimension 2. Tout systéme (x. y, 2) de trois vecteurs

de E, est donc lié.
Cherchons & quelle condition deu
systéme (x, y) lie.
Le systéme (x, y) est lié si et seulement

du couple (0, 0), pour lequel on @ : AX + kY= QE.
Soit (e,, e,) une base de E. Désignons respectivement par (,, 22) €t par

(B, B,) les coordonnées de X et de y dans la base (e1, €2):
Nous avons donc : x = ;€1 + %282 6t: V= 8.8, + P262:
L'ensemble des couples (A, i) qui vérifient : Ax +py = Oe
solutions du systeme :
Vay 4+ Bp =0,

/ ‘12:'. -+ 32[1. = 0.

« vecteurs x et y de Ez constituent un

s’il existe un couple (A p) de R?, distinct

est |'ensemble des

Ce systéme a une solution (%, i), distincte de (0, 0), si et seulement si SOT auee

oy By

= 0
#y P2

minant est nul :
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15. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION 1. 2, 3

THEOREME : Soient (e, e,) une base de |'-espaca vectoriel _.Ez et
x et y deux vecteurs de coordonnées respectives \tyide) W (51,‘32
dans la base (e; e;). Le systéme (x, y) est lié si et seulement si lg

oy B

ditarminant‘az 512 est nul.

Le déterminantl% 'E” est appelé déterminant du systéme (x, y) dans la base
%2 P2

(31, 82).

Bases de E..

Soit (e,, ;) une base de E,. Toute autre base de E, posséde donc deux vecteurs.
Un systéme (x, y) de deux vecteurs est une base de E, si et seulement si le systéme
(x, y) est libre.

Désignons respectivement par (%, %) et (8,, #,) les coordonnées de x et de y
dans la base (e,, e5).

Il résulte du théoréme précédent que le systéme (x, y) est libre si et seulement si
le déterminant | P

S] ﬂz

du systéme (x, y) dans la base (e,, ;) est non nul.

THEOREME : Soient (e;, e,) une base de Iespace vectoriel E, etx
et y deux vecteurs de coordonnées respectives (x,, z,) et (3, &)
dans la base (e, e,). Le systéme (x, y) est une base de E, si et seule-
ment si le déterminant |*'

a2 Po

est non nul.

Exemple : Considérons I'espace vectoriel IR? de dimension 2 et la base (e, €2)

de I'F{.2 constituée par les deux couples: e, = (1.0) et: e, = (0, 1).
Considérons les vecteurs : x — (2,3) et: y= (1,5) de R2
Nous avons '

X=2e, +3e, et:

=8 5 e..
Le déterminant du s Y § ey

i ystéme (x, y) dans la base (e,. e;) estdonc :
\3 5\=2.5—-3.1 = 7,

Le systéme (x, ¥) est donc une base de R2.

C : .
oordonnées d'un vecteyr dans une base de E,
Soit (e, e;) une base de
E>. Pour t
(21, 23) de IR? pous lequalzan ol ort:ecteur x de E,,
Il en réaul?:es que I'application %2 : E - ““91;‘ %2€3.
est une bijection. . R2 X n— (2, 25) = w2 (x)
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18. ESPac
ES VECTORIELS DF Dimung
1ON 1, 2, 3

Sous-espaces vectoriels de E,.

us savons que {Og, | et E;
No o g Sl rSt::‘nt des sous-espaces vectoriels de E,. D
pour 10 ; n nul de E, l'ensemble des “Umbinaison: “ﬂ:tru part,
néaires du

vecteur X est un sous-espace vectoriel de E; et il est de dimension 1

Nous allons montrer que tout sous-espace vectoriel F de E; est de I'un de
S trois

types précédents.
Considérons donc un sous-espace vectoriel F de E..

Si F= {0c). la propriété précédente est vraie.
e F est distinct de {Og,}.

au moins un vecteur e, non nul.
ble des combinaisons linéaires du vecteur e,. C est un

Supposons donc qu
Il existe alors dans F
Désignons par C l'ensem

sous-espace vectoriel de E.
D'autre part, F est un sous-espace vectoriel de E,; pour tout réel i, nous avons

donc : (& € F) = (ke € F).

C est donc inclus dans E
Deux cas et deux seulement sont possibles :

Premier cas : C = F.
Alors F est engendré par s-espace vectoriel
de E, de dimension 1.

le vecteur non nul e;; c’est un sou

Deuxiéme cas : C # F.

Il existe alors au moins un vecteur &, de F qui n'appartient pas 3 C. Le systéme

(e, e,) est libre; il en résulte que (e, €2) est une base de E;.

Tout vecteur x de E, est donc une combinaison linéaire des vecteurs &, et €3 !

X =08y + x€5.

F est un sous-espace vectoriel de E; ; nous avons

1(_t‘-HEF et e;eF) = (fo eR, Jaz € R,

Nzl:tsv:j:ﬂ;rli de; E% appartient donc a F.

b Sous_lgc usion : E?cF. )

Pl space vectoriel de E,; nous avons aussi . FcE..
gal a E,.

I'implication :
(r U= + t,€5 € F)

—

THEQ v
E, de dl:iME.' Si F est un sous-espace vectoriel d'un
ension 2, une et une seule des propriétés suivan

1. F=
: ’;H {0} ; dim F = 0, -
* Feste
ngendré par un vecteur e, non nul de E,; dim F = 1.

espace vectoriel
tes est vérifiée:

S

Il en

é Que i : . e

Bale 3 o la dimension d‘un sous-espace vectoriel de E est inférieure ou
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F8 ERPACES VECTORIELE DF DIMENSION 1. 0. 0

Construction d'une base de E..

13

14

15

Pour construire une base de £, il Taut trouver dans [, deux vecteurs o, 6 o, linbairg
ment indépendants. En particulier ces deux vecteurs daivent 6ire nan nuls
Choisissons dans E, un vecteur non nul g, Soit C lo sous espace vectoniel engendrg
par e, ; nous avons . dim C = 1

Tout vecteur e, de E, qui n'appartient pas & C constitue, avec o, un sysiéme
libre (e,, e;), donc une base de E

Exemple : Le vecteur : e, = (1, 0), do [R* ast non nul,

Le sous-espace vectoriel C engendrd par e, est défini par

C={x|J2eR, x=1e,}

Pour tout vecteur : e, = (a, b), qui n"appartient pas & C, lo systéme (&, ¢,) est
une base de R?. Nous pouvons prendre, par exemple @ e, = (1, 1),

Espace vectoriel de dimension 3.

Espace vectoriel E,.

Un espace .vectoriel E4 sur IR est de dimension 3 si et seulement sil posséde une
base constituée par trois vecteurs e, e; et @,

E; est alors I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs e, e, et e.,.

Condition de dépendance de deux vecteurs de B

gonmdérons une base (e,, e,, ;) de E, et deux vecteurs x et y de E, de coor-
Pnnées respectives (a,, uy, #3) et (B, P2, [43), dans la base (e,, €y, €5).

Si le vecteur x est nul, le systéme (x, y) est lié. F
§uppnsons alors que I:cn a: x# Og, Dans ces conditions, le systéme (x, y) est lié

si et seulement s”il existe deux réels ) et (- non tous deux nuls pour lesquels on

a : AX+ py= 0g, Cest-a-dire : ix = — (LY.

Le réel |1 est non nul. En effet, si (. était nul, le vecteur 7.x serait nul. Le vecteur x

est non nul; le réel % serait donc nul, Les deux réels ; i i
' : A els % et . seraient nuls, ce qui
est contraire a I'hypothese de dépendance des vecteurs x et : ' :

A -
Nous avons donc : y = — E—J-_x,
c'est-a-dire . y = px, avec : p= — E
Réciproquement, si on a : y = px, c'est-a-dire : px — y — O, le systéme (. ¥)

est lié.
Si x est un vecteur non nul, nous avons donc démontré |'équivalence logique :

((x.y) ig) <—> (Jpe R, y = px).
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15. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION 1, 2, 3

Nous avons les égalités :
X = J.E.- + 2,0, + 2383 et: y=f¢ + Boms By,
Légalité = v = 2x, est donc logiquement équivalente aux égalités :

" , [ -~ . QA
4, = o%y . .wz"‘..vxz, H3=P'-!3-

THEOREME : Soient (e,, e,, £;) une base de E, et x et y deux vecteurs
de E. de coordonnées respectives (z,, u, z;) et (f,, .. [-) dans la
base (&, €2, €1). Si x est non nul, le systéme (x, y) est lié si et seulement
sil existe un réel p pour lequelona : [, = pu,; [, = pus; [z = p%as

Remargque : Si les trois coordonnées =z,, #;, #5; de x sont non nulles, la condition

précédente peut étre énoncée :
si x est un vecteur dont toutes les coordonnées sont non nulles, le systéme (x, y)

est lié si et seulement si on a les égalités :

a e aQ
Pl . r2. _¥e
%y Xz o3

Bases de E..

Soit (e,, e, ;) une base de E;. Toute autre base de E; posséde trois vecteurs.
Un systéme (x, y, z) de trois vecteurs est une base si et seulement si c’est un sys-
téme libre, c'est-a-dire si et seulement si on a I'implication : ’
(rx +uny + vz = 0g) — (r=u=v=0).
Désignons respectivement par (x; %2, %3), (B, Bz Ba).
données de x, de y, et de z dans la base (e;, €2, €3).
Nous avons I'équivalence logique :
ray by +vrn =0
(Ax +py + vz = 0g) == Ao + Bz +vr2=0]
rog + wfPs+vya=0
(x. y, z) est donc un systéme libre si et seulement si le systéme de trois équations,

ou les inconnues sont 2, i, v :

(732 + 08 + 97 = O
§ 2% +ufa+vy, =0
VA2 + s+ vy; =0
admet pour unique solution le triplet (0, 0, 0).

(1, 72, Ya) les coor-

Coordonnées d'un vecteur dans une base de E..
Soit (e,, e,. ;) une base de E;. Pour tout vecteur X de E.. il existe un triplet unique

I"J’..
%z 23) de IR? pour lequel on a : X = %,y + %262 + *3€3

|:
u:n "ésulte que I'application @3 : E — IR?,
@ bijection,

x r—> (21, 22, 23) = Pa(x) est
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f8. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION 1, 2, 3

Sous-espaces vectoriels de E..

Nous savons que {Og,} et E; sont des sous-espaces vectorrei's dle Ea. - ’
Si x est un vecteur non nul de Ej,, I'ensemblg des cnn?bmais'..ons Inéaires du
vecteur x est uR_sous-espace vectoriel de E; et il est de dmjenmonb:.d v
Si x et y sont deux vecteurs linéairement indépendants de Eg, | ensemble des combi-
naisons linéaires des vecteurs x et y est un sous-espace vectoriel de E,. Il est de
dimension 2, puisque (x, y) est une base de ce sous-espace.

Nous allons montrer que tout sous-espace vectoriel F de E; est de I'un des quatre
types précédents.

Considérons un sous-espace vectoriel F de Ej.

Si : F = {0g}, la propriété précédente est vraie.

Supposons donc que F est distinct de {Og,}.
Il existe alors dans F au moins un vecteur &, non nul.

Désignons par C, I'ensemble des combinaisons linéaires du vecteur e,. C'est
Un Sous-espace vectoriel de E..

F est un Sous-espace vect
(e, e F) —» (18, € F).

C, est donc inclus dans F.
Deux cas et deux seulement sont possibles :

oriel de E;; pour tout réel %1, NOUS avons donc : |

Premier cas : C,=F
Alors F est engendré
Ea de dimension 1.

par le vecteur e, non nul; c'est un Sous-espace vectoriel de
Deuxiéme cas : Ci: #F.

Il existe alors au moins un vecteur e,
(e;. e3) est donc libre,

Désignons par C. I'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs e, et e,.
C'est un Sous-espace vectorie| de Es: (ey, €5) est une base de ce sous-espace,
il est donc de dimension 2.

F est un Sous-espace vectoriel de E ]

(e; e F et 2€F) — (Jo, e R, Yo € IR
Tout vecteur x de C. appartient donc aF.
Cz est donc inclys dans F.

Deux cas et deux seulement s
1. C, = F.

Alors F est engendré Par deux vecteurs linéairement indépendants ey et e;; c'est
un sous-espace vectorje| de dimension 2,

2. C; #F.

de F qui n‘appartient pas a C,. Le systéme

ont alors possibles,

: qui n‘appartient pas . Le systéme
(e1. 2, €3) est donc libre ; ¢’est Une base de PP Pas a C,. Le sy
Tout vecteur x de E; est y

ne Combinaison linéaire d
€S vecteurs e,
X = 0,8, + %282 + aje,. |
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8. #&sp,
ACES VECTORIELS DE DIMENSION §
. & 3

F est un s0us espace vectori :
‘toriel de E, ; nous avons dong |’

* (Y () 25 2y)e RS,
Tout vecteur x de E; appartient donc & F
Nous avons l'inclusion : E,cF, ’

F est un sous-espace vectoriel de E.
1. NOUs avo .
F est donc égal a Ej. ns . FCE,.

(@, eF. e;e¢F e, aF) implication -
%€y + mye, 4 36, € F),

;’H::);li:‘l:l:’i:u :i:;F est I.I:l anus-annco vectoriel d’un espace vectoriel
, une et une se ;
viriﬁée ; ule des quatre propriétés suivantes est

1. F = {0g}; dim F = 0.
2. F est engendré par un vecteur ¢, non nulde E;; dimF = 1.

3. F est engendré par deux vecteurs ¢, et e, linéairement indépendants
de E;; dimF = 2.

‘.F=E3: dim F = 3.

Il en résulte que la dimension d'un sous-espace vectoriel de E; est inférieure ou
égae a 3.

Construction d’'une base de E..

Pour construire une base de E, choisissons dans E; un vecteur non nul : é;.
Soit C, le sous-espace vectoriel engendré par e; : dim C; = 1.
Choisissons alors un vecteur e, de E; qui n‘appartient pas a C,. Le systéme (e, €2)

est libre.
Soit C, le sous-espace vectoriel engendré par les deux vecteurs &, et e; linéairement

indépendants : dim C, = 2.
F.’our tout vecteur e; de E; qui n'appartient pas a Cy,
libre ; c’est donc une base de Es.

le systéme (e;, €, €3) est

Exemple : Considérons I'espace vectoriel IR? des triplets de réels. Le vecteur :

ey =(1, 0, 0) est non nul.
Le sous-espace vectoriel C, engendré par e, est défini par :
Ci={|]neR, x=2nreb
C'est donc I'ensemble des triplets dont les deux derniéres coord
Le triplet : e, =(1, 1, 0), n'appartient pas a C,. Le systéme (e,
{L':e i“”s-aspace vectoriel C, engendré par e, et e; est défini par :
C?e;; c{l” 1reR, JueR, x=2re + wes}.
Le m_mﬁﬂt': I'ensemble des triplets dont la derniére coordonnée est nulle.
Le g :I' e; = (1, 1, 1), n‘appartient pas a C,.

ystéme (e,, e, e;) est donc une base de IR3.

onnées sont nulles.
e,) est donc libre.
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#8 FRPACES VECTORIFLS DE DIMENSION 1, 2, 3

EXERCICES

1 Soient E un espace vectoriel sur R de dimension 3 et (e, ¢,
base de E;. On considére un réel m et les deux vecteurs x et y de E,
coordonnées dans la base (e, e, es) sont respectivement :
(m+1.5m+52m—=1) et (m=1,2m+ 1, m-—1).
Déterminer m pour que le sous-espace vectoriel engendré par x et y soit yp
sous-espace vectoriel de dimension 1.

o

ey) ung
dont lpg

2 Soient E; un espace vectoriel sur IR de dimension 2 et une base (ey, &)
de E;. On considére un réel m et les trois vecteurs x, y, z de E; dont les
coordonnées dans la base (e, e2) sont respectivement :

(mm); (m—2,1—2m); (4m—3,2m + 3).

Déterminer m pour que deux au moins des vecteurs x, y, z constituent un
systéme lié.

3 Soient E; un espace vectoriel sur IR de dimension 2 et une base (e, e;)
de E.. On considére les vecteurs : &) = 3ey + 2e; et e, =¢e, + e,
1° Démontrer que (e, €3) est une base de E,.

2° Soit x un vecteur de E; dont les coordonnées dans |a base (e;, e,) sont
(21, =2). Déterminer les coordonnées («;, a,) de x dans la base (e}, e).
3¢ Déterminer les vecteurs de E, qui ont les mémes coordonnées dans la
base (e,. €;) etdans la base (e, e).

4 On considere les deux triplets de IR? ;

x;=(1,2,3) et x=(2,—1,1).

1° Démontrerque: y; = (1,0,1), et: y, = (0,1,1), sont deux triplets
qui appartiennent au sous-espace A engendré par x; et par x,.

2° Quel est le sous-espace engendré par y, et par y,?

3° Quelle est la dimension du sous-espace A ?

5 Soient les trois triplets de IR? :

Xy = (84, by, ¢); Xz= (0, b, €2); x3 = (0,0, c3).

Maontrer que (x4, X2, X3) est une base de IR? si et seulementsion a :
a4 b2C3 7= 0.

6 Montrer que les triplets : ¢, = (0,1,2), ¢ = (1,— 2,3), ¢3 =(2,3.4)
constituent une base de IR3.

Déterminer les coordonnées dans cette base des vecteurs suivants :

X, = (1,1,1); x2=(0,0,0); xs= (1,2 3).

7 Soient x4, X5, X5 trois vecteurs de [R3 et deux réels A et p. si
1° Montrer que (x;, X3, X3) est une base de [R3 si et seulemen}
(%, X3+ Axy, X3 + ux,) est une base de R3.

20 Soient : Xy = (2, —1,3);x2= (3.5, —4): x;3
Déterminer X et u pour que l'on ait :

X2+ 2y = (0, a, b) et x;+ px, = (0, ¢ d),
ol a, b, ¢, d sont quatre réels que |'on calculera. ‘ pour
En déduire que (x;, Xo, Xs) est lié. Déterminer les trois réels & B
lesquels on a : wx, + Pxz + yxa = (0, 0, 0).

i = 5, — 17, 18).



g On Considére |

SOug a5
(1.~ 1,2 Pace vectoriel £ g
- et <4 e IR3 g
' Démontrer qug (e 82 = (2,1, 3). gendré par les triplets -

4] 1+ e
2° On considare | - 2) st une base de E.

iplet :
ot déterminer ses S0 Plet | x = (3,

9 1° Démontrer

u s
&y = (1' -2 4]{(] e les Il'lp]ats de [R3 -

2 =1-2-1),

gons!i{uent une base de [R2 3= (2,4, - 3)
* Exprimer les cog ,
rdonnées des trj
- plets : -
Uy (0,0, 1). dans la base (e, 82, ) uy=(1,0, 0), w,= (0,1, 0),

10 Dans I'espace vectoriel IR, on considére |

(@), oz, g, ay) tels QuUe © oy d =0 et g jnsembl

1° Démontrer que E est un sous-espace vecmri:? daTI;: .

20 D{_émontrer que les vecteurs : e =(1,—-1,0,0) ;zt =
constituent une base de E. Quelle est |a dimansiu}l r;e E? R

e E des vecteurs

‘!1 .Smt & l'espace vectoriel sur IR des fonctions polynédmes de degré
inférieur ou égal & 3. On considére les fonctions polyndmes £,, 1., f. gf
définies respectivement par : v
LX) =1, LX) =x—=1, f1(x) = (x — N(x-—2),

fa(x) = (x = 1) (x — 2)(x — 3).

1° Démontrer que (f,, f5, f5, £,) est une base de &.

2° Déterminer les coordonnées de la fonction £ définie par : f(x) = x3,
dans la base (f;, f;, 15, 1,).

12 Soit & I'espace vectoriel sur IR des fonctions polyndmes de degré
inférieur ou égal @ 3. On considére les fonctions polyndmes fy, f5, f5, f4 définies
respectivement par :

L) =1, HLx)=x FHx)=x(x—1), flx)=x(x—=1)(x=2).

1° Démontrer que (fy, 12, fa, f4) est une base de &.

20 Déterminer les coordonnées de la fonction f définie par : f(x) = x3,

dans la base (fy, f2, f3, f4).

13 Soit & 'espace vectoriel sur [R des fonctions polynémgs de degré
inférieur ou égal a 3. On considére les fonctions polynémes f,, 2, f, /s
définies respectivement par :

f(0) = (1 —x3 fHx)=x(1—x2% Kx)= x2(1 = x).
1e Démontrer que (fy, f2, f3, fa) est une base de &. _ 1
25 Soit f une fonction polyndme de 8. Déterminer en fonction de £(0). 7(1).
£'(0), f'(1) les coordonnées de f dans la base (f;. f2. f3. fa)-

folx) =x3.

des fonctions polyndmes de degré

i y vectoriel sur R . s
14 Soit & l'espace fonctions polynomes £, g, h définies

inférieur ou égal a 3. On considére les
respectivement par : 2
Flx) =2x3 —6x2 4 d4x—T. g(x)=-—xa+xz':?*'+
A(x) = x® — 2x2 + ax + B, ol xet b sont deux r Zis(;n PR
Déterminer, suivant les valeurs de o el B, la dimen

vectoriel engendré par f, g et h.
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EXERCICES
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18 Soit E; un espace vectoriel de dimension 3 et soit (ey, €;, e3) une base
de E.. On considére le systéme (e, &5, e3) défini par :

e, =g, +e; e, =€, +6€;; €;=2¢e+e.

1= Démontrer que (e;, €5, ;) est une base de Es.

2 Soil: x = x.8; + .85 + 2363, un vecteur de E;. Déterminer, en fone.
tion de z,, 2, , les coordonnées (), x5, x3) de x dans la base (e, e;, ¢,

16 Soit E un espace vectoriel de dimension 4 et soit (eq, €2, €3, 84) une base
de E. On considére le systéme (e;, e, €3, €4) défini par :

e, —e, +e,; eh=6€,+6; 63=6+ € es=estey

1> Démontrer que (.. €5, €5, e,) est un systéme lié.

2= Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par

¥ F r ¥
€. €3, €3 €,

17 On désigne par P I'espace vectoriel sur IR des fonctions polyndmes.
1¢ Soit 4 un systéme fini de fonctions polyndmes. Démontrer qu'il existe
au moins une fonction polyndme gui n'est pas une combinaison linéaire des

fonctions polynémes de .
2° En déduire que P n'est pas un espace vectoriel de dimension finie.

18 On désigne par E un espace vectoriel sur R de dimension finie et par -
un systéme fini générateur de E.

1e Montrer quesi : E = {Og}, E n"admet pas de base.

2¢ On suppose désormais : E 3 {Og}. Soit x; un vecteur non nul de .
Démontrer que, si x; n'engendre pas E, il existe un vecteur x; de -t tel que le
systéme (x,, x3) soit libre.

3= Démontrer que, si le systéme (x;, x;) n'engendre pas E, il existe un
vecteur x, de - tel que le systéme (x,, x5, x3) soit libre.

4° Indiquer comment la méthode précédente permet de construire une base

B de E dont les vecteurs appartiennent a .

19 On désigne par E un espace vectoriel sur [R de dimension finie non
nulle et par 4, un systéme générateur fini de E, constitué par n vecteurs.
1o Démontrer que si -, n'est pas un systéme libre, il existe un vecteur X,
de #, qui est une combinaison linéaire de n — 1 autres vecteurs de A,
Ces n — 1 vecteurs constituent un systéme noté £,_,.

2¢ Démontrer que si t,_; n'est pas un systéme libre, il existe un vecteur
x, de £,_, qui est une combinaison linéaire des n — 2 autres vecteurs de
4,_,. Ces n — 2 vecteurs constituent un systéme noté %,_z.

3° Indiquer comment la méthode précédente permet de construire une base

B de E dont les vecteurs appartiennent @ 4 ,.



16.
Applications linéaires

Application linéaire d'un espace vectoriel
dans un espace vectoriel.

1 DEFINITION : Soient E et F deux espaces vectoriels sur [R. On dit
qu’une application f de E dans F est linéaire si et seulement si :

yxeE YyeE f(x+y) =Ff(x)+/7(y)
fzeR, fxekE flaex) = af(x).
Une application linéaire de E dans F est aussi appelée homomorphisme de l'espace

vectoriel E dans I'espace vectoriel F.
Si: E = F, une application linéaire de E dans E est appelée endomorphisme de E.

2 Exemples : 1. L'application identique /de d'un espace vectoriel E sur lui-méme
est une application linéaire. En effet, nous avons :
fxeE YyeE ide(x+y)=x+y=Iide(x)+idey:
feeR, YxeE ide(onx) = ax=oide(x).

2. L'application nulle o d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F définie
par : ¢ :E —» F, x A—> ¢(x) = Of, est une application linéaire.

En effet, nous avons :

fxeE VYyeE o(x+y)=0r=0F+0r= p(x) + @ly):

VeelR, YxeE o(xx)= 0F = a0 = agp(x).

3_ Soit E un espace vectoriel sur IR. Pour tout réel a non nul, I'homothétie vecto-
rielle A de rapport a, c’est-a-dire I'application définie par :

h: E—»E x> h(x)=ax, estune application linéaire.

En effet, nous avons :

VX€E YyeE hix+y)=alx+y) =ax+ay=hx)+ h(y):

'itEIR‘ 'XEE, h(EX,X) =a(mx)=m(3x:|=ﬂh(x).

4. Considérons un espace vectoriel E; de dimension 2, une base : % = (e, €z2).

d': E2, et I'application , de E, dans IR? définie au n° 9, p. 230.
vérifie que ¢, est une application linéaire.
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6. APPLICATIONS LINEAIRES

Propriétés des applications linéaires.

Considérons deux espaces vectoriels E et F sur IR et une application linéaire f dg g
dans F. Nous rappelons les propriétés mises en évidence en classe de Seconde,

Image du vecteur nul de E.
Pour tout vecteur x de E, nous avons : 0O = Ox.
f est linéaire: nous avons donc : £(0g) = F(0x) = 0Ff(x) = Or.

L'image par f du vecteur nul de E est le vecteur nul de F.

Image de |I'opposé d'un vecteur.
Pour tout vecteur x de E, nous avons l'égalité : — x = (— 1)x.

Nous en déduisons : f(— x) =Ff((=1)x) = (= 1) f(x) = — f(x).
L'image par une application linéaire f de |'opposé d’un vecteur est I'opposé
de I'image par f de ce vecteur.

Image de la différence de deux vecteurs.
Quels que soient les vecteurs x et y de E, nous avons !

fix —y) =f(x +(—=y) =f(x) + f(—y) = flx) = Fy).
L’'image par une application linéaire f de la différence de deux vecteurs
est la différence des images par / de ces deux vecteurs.

Image d’'une combinaison linéaire.

Quels que soient les deux vecteurs x et y de E et quels que soient les réels = et &
nous avons :

flax + By) = F(ax) + F(By) = af(x) + PF(y).

Nous avons donc :

feeR, YpelR YxeE VveE flex+ By)= af (x) + BF(y).

D’une maniére générale, si o, ¢z, ..., ®, Sont des réels et Si X1, X3, . . -, X, SONt dES
vecteurs de E, on démontre I'égalité :

Flotg Xq + GaXa + oo + 0pXp) = 0 F(X9) + 02 Flx2) + ...+ xp £ (Xp).

Noyau d'une application linéaire.

e

DEFINITION : Soit f une application linéaire d’'un espace vectoriel
E dans un espace vectoriel F. On appelle noyau de I'application linéaire
I'ensemble des vecteurs de E dont I'image par f est Of.

—

Le noyau d'une application linéaire est noté : N(f); c’est un sous-ensemble de E.
Il résulte de la définition précédente, I'équivalence logique :

ixeE, (xeN(f)) <— (f(x) = 0).
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16. APPLICATIONS LINEAIRES

o — s —

ME : . oo
THEORRME : Lo ﬂc?vau d'une application linéaire de E d
sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel E ans F est un

N(f) n'est pas vide.
En effet. I'égalité : 7(0c) = Or, implique : O € N(/).
N(f) est stable pour I'addition dans E.

En effet, si x et y sont deux vecteurs quelconques de N(f), n :

fi) = O et F(y) = Or. (f), nous avons :

Nous en déduisons : f(x + y) = f(x) + f(y) = Of + Or = Of.

Nous avons donc l'implication

yxeE YyeE (xeN(f) et yeN(f)) = (x + y e N()).

N(f) est stable pour la multiplication externe dans E.

En effet, si x est un vecteur de N(f), nous avons : f(x) = O

Pour tout réel =, nous avons alors : f(xx) = a f(x) = « Of = OF.

Nous avons donc l'implication : YxeR, YxeE (xeN(f)) = (zx e N(f)).

En conclusion, N(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple : Considérons un espace vectoriel E; de dimension 2 et une base (e,, e2)
de E,. Pour tout vecteur x de E,, il existe donc un couple («;, ®;) unique de réels tels
que : X = a8y + %3€;.

Soit f I'application de E, dans E, définie par : x ~n—> f(x) = «,e;.

Cette application f est linéaire.

En effet, quels que soient les vecteurs : x = 2,8, + € €t y = [,8 + f,e,,
de E, nous avons : x + y = (2 + By)es + (2 + Bs)es.

Nous avons donc : f(x + y) = (%, + Bi)ey = oy + Brey = f(x) + f(y).
Pour tout réel x, nous avons : ax = (xx)e, + (xxz)és.

Nous avons donc : F(axx) = (ax)e; = x(xieq) = af (X).

Le noyau N(f) de cette application linéaire 7 est I'ensemble des vecteurs :

X = o,e, + x,€,, de E pour lesquels on a © &€& = Ok,.

Le vecteur e, n'est pas nul. Un vecteur x de E; appartient donc a N (f) si et seulement

si sa coordonnée «, sur e; est nulle.
N(f) est donc le sous-espace vectoriel de E; engendré par le vecteur e,.

Caractérisation d’une application linéaire injective.

Soient E et F deux espaces vectariels sur R et f une application linéaire de E dans F.
Supposons que I'application f soit injective et déterminons son noyau N (f).

Un vecteur x de E appartient 2 N(f) si et seulement si : f(x) = Or.

Nous savons que : 7(0g) = OF.
Nous avons donc I'équivalence logique : (x & N(f)) <= (f(x) = f(0)).
L'application £ est injective : (f(x) = f(0g)) = (x = Oe).

Le noyau d'une application linéaire injective de E dans F est donc : N(f) = {Oe}.
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Réciproquement, considérons une application linéaire f de E dans F ¢
est : N(f) = {Og), et montrons que f est injective. ont le noya,
Considérons deux vecteurs x et y de E, pour lesquels ona : ¢ ) = 7

Nous en déduisons l'égalité : 7F(x) — f(y) = O, c'est-a-dire f(xm'

Le vecteur x — y appartient donc a: N(f) = {Og}. = Y) =0
Il en résulte I'égalité : x—VyY = Oe, c'est-a-dire : x =y,

L'application f est donc injective.

THEOREME : Une application linéaire d'un espace vectoriel E gan:
un espace vectoriel F est injective si et seulement si son noyau 55:

égal a {Oc}.

Image d’'une application linéaire.

DEFINITION : Soit 7 une application linéaire d’'un espace vectoriel E
dans un espace vectoriel F. On appelle image de I'application linéaire f

le sous-ensemble 7(E) de F, image de E par f.

L'image d'une application linéaire f est notée Im(f).
Nous avons donc : Im(f) = f(E).

THEOREME : L'image d’une application linéaire f de E dans F estun
sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel F.

Im(f) n‘est pas vide.
En effet, nous avons :
Im(f) est stable pour I'addition dans F.

Considérons, en effet, deux éléments quelconques u et
il existe un vecteur x de E et un vecteur y de E pour lesquels on a

fix) =u et f(y) =v.
Nous en déduisons : u + v = f(x) + f(y) = f(x + y). ' ;
Le vecteur u + v de F est I'image par f du vecteur x + y de E; c'est donc U

élément de Im(f) :

YueF, §veF. (velm(f) et velm(f)) —> (u+ velm(f)).

Im(f) est stable pour la multiplication externe dans F. -
Considérons, en effet, un élément quelconque « de Im(f), Il existe alors un vect

x de E pour lequel on a : f(x) = u.
Pour tout réel o, nous en déduisons : «w = a f(x) = f(ax).

Le vecteur « v de F, image de « x par f, appartient donc a Im(f) :
VeeR, YueF (uelm(f)) = (auelm(f)).

L'image Im(f) de I'application linéaire  est donc un sous-espace Ve
l'espace vectoriel F.
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16. APPLICA TIONS LINEAIRES

gxemple - Heprenons 'application linéaire -

- g f de E, dans E, définie au n°10, p. 241,
Limage Im (/) de cette application lingaire est | - -
dré par le vecteur e, ® Sous-espace vectoriel de E, engen-

En effet, par définition de 7, I'image de tout vecteur x de E, appartient 3 ce sous

espace. Dautrele part, st @ X =a,e, est un vecteur de ce sous-espace, il est
I'image par f d'au moins un vecteur de E; : le vecteur o, e '
1.

Forme linéaire sur un espace vectoriel

EEFINITION : Soit E un espace vectoriel sur [R.

;s On appelle forme
linéaire sur E toute application linéaire de E dans R. PP

Exemples : 1. L'application nulle d’un espace vectoriel E dans IR est une forme
linéaire sur E.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n et (e, €3, ..., €,) une base de E. Pour
tout vecteur x de E, il existe un n-uplet unique de réels («y, oo, ..., «,) pour lequel
ona: X=o& + %8>+ ... + a,€,.

Pour chaque entier / appartenant a {1, 2, ... n}, I'application linéaire :

f,: E— IR, x ~n—> &, est une forme linéaire sur E.

Composée de deux applications linéaires.

THEOREME : Soient E, F, G trois espaces vectoriels sur IR, f une
application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans G.
L'application composée g.f est une application lindaire de E dans G.

Posons : h = gof.

h est une application de E dans G: montrons qu'elle est linéaire.

Quels que soient les vecteurs x et y de E nous avons :

hix +y) = g[f (x + y)] = glf(x) + F(1)] = GLF(X)] + gLF (V)] = h(x) + h(y).
Pour tout réel « et pour tout vecteur x de E, nous avons :

hlax) = g[f(2x)] = glaf(x)] = xg[f(x)] = ah(x).

LUapplication A est donc linéaire.

Isomorphismes.

somorphisme d'un espace vectoriel sur un espace vectoriel.

e —

DEF]"!TION : Soient E et F deux espaces vectoriels sur R. On dit

e application / de E dans F est un isomorphisme de E sur F si et

Seuleme

——_ent si / est linéaire et bijective.
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" arrccarions Lindampy

¥ remples 1

L applicavion /ds de t
MOrphigme

do £ sur i méme
F | SOment E_:
L applic anon
(2,

dans E est lindaire et bijective Cest unp jg,

un espace vectoniel sur IR de dimension 2
*2 QUi & tout vecteur

el (e, ;) une base de £
1:) de R? est lindaire et bijective .

X= 20 + a,e, de E;, associe Ie Couple
€ est un isomorphisme de E, sur R?

Isomorphisme réciproque d'un isomorphisme.

22 Considérons un isomorphisme 7 d'un es

23

pace vectoriel E sur un espace vectoriel F.
L application f est une bijection de E sur

F Soit: g= (1, application réciproque
de /, g est une bijection de F sur E Nous allons montrer que g est linéaire

1. Considérons deux vecteurs u et v quelconques de F.
Posons XK=g(u) et y=g(v)
g est la bijection réciproque de /. nous avons donc

= f(x) et v="F(y)
Nous en déduisons

u+vef(x)+f(y)
c est-a-dire

U+v=filx+ ¥)
L égalité précédente est logiquement équivalente 3 I'égalité
glu + v) = x 4+ y, c'est-4-dire glu+ v) = g(u) + glv).

2. Considérons un réel quelconque » et un vecteur quelconque v de F
Posons .| x = g(u) Nous avons aussi u = f(x).

Nous en déduisons xu = af(x), cest-a-dire . z2u = f(zx).
L'égalité précédente est logiquement équivalente a I'égalité

Q{IU} = 1X,
c'est-a-dire : g(xv) = zg(u).

La bijection réciproque d'une bijection linéaire est une application linéaire.

THEOREME ET DEFINITION : Soient E et F deux espaces veﬂ?r:l:llf
sur R et / un isomorphisme de E sur F. La biloctu{n réclpr?quu e
est un isomorphisme de F sur E appelé isomorphisme réciproq b

Espaces vectoriels isomorphes.

. isomorph®
24 DEFINITION : On dit qu'un espace vectoriel E sur R est is

o= i '.omﬂ'
a es vectoriel F sur R si et seulement s il existe un |
un espace

P
phisme de E sur F.

SOIMY i ' I hisme f de E sur F
1 orphe 3 F. il existe un isomorphis
S'i' ‘E Bs‘a.iors unF:hsnmorphlsme de FsurE; F estknsomorpha aE
f;) ?:: que les espaces vectoriels E et F sont isomorphes.

n
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_ est un isomorphisma
I espace vectonel R- est donc isomorphe 3
il en résulte que deux espaces vectoriels syr
morphes. En effet. E; est isomorphe 3 R?
sur R*

De méme, F- estisomorphe & IR?: il existe donc un isom
L'application .77 =2 est un isomorphisme de E; sur F

R de dimension

i . 2.- E; et F i
il existe donc un LS e

Isomorphisme v de E,

orphisme § de F, sur IRz,
2

EXEHC'CES 1 On considére deux espaces vectoriels E et F sur IR, On désigne par
L(E F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

1° Soient f et g deux &léments de C(E. F). g icati

£ im0 e P (E. F). Montrer que I'application, notée
f+g -: E— F. x A— [f+ gl(x) = f(x) + g(x). est linéaire.

2 Soient x un réel et f un élément de C(E. F). Montrer que |'application
notée af, de E dans F définie par :

xf: E —> F. x A— [2f](x) = x[f(x)]. est lindaire.

3° Montrer que C(E, F) muni de I'addition : (£, g) ~—»> f+ g, et de la
multiplication externe : (x,f) A—» af, est un espace vectoriel sur R.

4° On suppose que I'on a : E = F. Montrer que, quelles que soient les
applications £, g, hde C(E, E) et le réel ), on a les égalités :

(f+ g)leh=Ffoh + goh; ho(f+ g) = hof + hog;

Afog) = (M og = fo(rg).

2 1= Soient E et F deux espaces vectoriels sur R et f une application
lingéaire de E dans F. Démontrer que si (Xxy, Xz, .., Xp) est un systéme lié,
(F(x1). F(x2). . f(xo)) estun systéme lié.
2= Qn désigne par P l'espace vectoriel sur R des fonctions polyndémes.
On considére I'application o de P dans P qui, & toute fonction polynéme f
associe |a fonction dérivée secondede f: ¢ : P — P, f A—> .
a) Démontrer que p est un endomorphisme de P. 4
b) Déterminer les images par 3 des fonctions polyndmes fy, f3, f5 définies
par : fi(x) =38, fa(x) =3x—1, f3(x) =x*—7x+5.
En déduire qu'il existe dans P des vecteurs lindairement indépendants dont
les images par 5 sont des vecteurs linéairement dépendants.
3 1o Soient E, F, G trois espaces vectoriels sur R. On dé!signe par f une
application linéaire de E dans F, et par g une application linéaire de F dans G.
Démontrer l'inclusion : N(f)cN(gef).
2° On désigne par E l'espace vectoriel sur
et par o l'application de E dans E définie par :
est linéaire. . )
:; gzrr:;?ezt::eq;af:nction polynéme f; définie par : f1(x) = x. n appartient
pas & N(g) et appartient 8 N(po ¢)-
3° Soit f un endomorphisme de
(N(fof) = N() <> (N(OINF(E) = {0¢})-

R des fonctions polyndmes
o(f) =1

E. Démontrer I'équivalence logique :
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EXERCICES

246

4 Soient E et F deux espaces vectoriels sur IR et £ une application lingairg
de E dans F.

1° Démontrer que, si A est un sous espace-vectoriel de E, f(A) est yp, -
espace vectoriel de F.

2° Supposons que E est un espace vectoriel de dimension et soir
(ey, €. ..., €,) une base de E. Montrer que (f(ey), f(ey), ..., flen)) est gy
systéme générateur de f(E). Comparer dim E et dim/(E).

3° En déduire que, si F est un espace vectoriel de dimension finie p Supé.
rigur & n, il n'existe pas d'application linéaire surjective de E sur F.

4° On suppose désormais que E et F sont tous deux des espaces Vectoriels
sur [R de dimension n.

a) Démontrer que, si f est surjective, (f(e;). f(e2), ..., f(e,)) est une base
de F. En déduire que f est injective.

b) Démontrer que, si f est injective, (f(e.,), f(es), ..., f{en]) est une base de
F. En déduire que f est surjective.

c) Enoncer le théoréme ainsi démontré pour deux espaces vectoriels de
méme dimension.

5 Soient E et F deux espaces vectoriels sur IR, et fune application linéaire
de E dans F. On désigne par H un sous-espace vectoriel de F et par A la
partie de E définie par : (x € A) <= (f(x) € H).

1° Démontrer que A n’est pas vide et que N (f) est inclus dans A.

2° Démontrer que A est un sous espace-vectoriel de E.

& Soient E un espace vectoriel sur IR de dimension n, Xp un vecteur
non nul de E, et f un endomorphisme de E. On pose : f0 =idg;f' = f;
etpourn 2> 2 : f"=fofo...of

-+ n facteurs »
On suppose que [ vérifie la propriété suivante :
le systéme (7(xo), f2(xo), ..., £ (xo)) est une base de E.
1e Démontrer que le systdme (xo, f(xo), ..., f*~1 (o)) est une base de E.
En déduire que f est un isomorphisme de E sur E,
2° Démontrer qu'il existe n réels Ay, Ay, ..., A, tels que I'on ait I'égalité:
f7(x0) + Mnoa 271 (X0) + ... + AgXp = Of.
3° Soit g I'endormorphisme de E défini par :
g=1"+ X171 + .. 4 A fO.
Démontrer que les images par g des n vecteurs : xo, f(Xg), ... 7"~ (Xo)
sont égales au vecteur Og. En déduire que g est la fonction nulle.
7 19 Soient E un espace vectoriel sur IR de dimension n et (e,, €2, .. en)
une base de E. Soit : x = a, &, + ®3 €2 + ... + @, &,, un vecteur de E.
On définit une application p de Edans IR” par : o (x) = (ay, &z, e.s &)
Démontrer que p est un isomorphisme de E sur IR,

_2“ Démontrer que deux espaces vectoriels sur IR, de dimension n sont

1Isomorphes,

o e B

:D ? é anTor N deux espaces vectoriels sur IR de dimension finie
ntisomorphes si et seulement s'ils ont la méme dimension.



17.
Applications linéaires (suie

Nous étudions dans ce chapitre les propriétés des applications linéaires dont
I'espace de deépart est un espace vectoriel E, sur IR de dimension 2, puis les
propriétés des applications linéaires de E, dans E,. La plupart de ces propriétés
seront utilisees lors de I'étude de la Géométrie vectorielle. L'espace vectoriel sera

alors le plan vectoriel P associé a un plan géométrique P. En conséquence, dés
ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes

un vecteur de E; est noté i,
une base de E, est notée (; 7).

les coordonnées d'un vecteur X dans la base (?. ,7) sont notées x et y,
le vecteur nul de E, est noté : 5, etc...

Application linéaire
dont I'espace vectoriel de départ est E..

Détermination d’'une application linéaire de E, -
dans un espace vectoriel.

Considérons un espace vectoriel E, sur R de dimension 2 et un espace vectoriel F
: %
sur IR. Désignons par (7, /) une base de Es.

Soit f une application linéaire de E, dans F. Pour tout vecteur X de E,, de coordon-
nées (x, y) dans la base (?, /), nous avons :

1) = 17+ y7) = x#(7) + v 17). .

len résulte que, pour déterminer l'image f(i) d'un vacteu’r X de Ez par
Vapplication linéaire f, il suffit de connaitre les images (i) B‘;f(f‘)des
Vecteurs d'une base (i 7) et les coordonnées (X, y) du vecteur X dans la

base (7, 7).
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T7. APPLICATIONS LINEAIRES (suite)

Considérons deux vecteurs quelconques u et v de F et cherchons s'il existe una
application linéaire g de E, dans F pour laquelle on a :

o) =5 o) =+

1. S'il existe une telle application g, elle est unigue.

En effet, pour tout vecteur X de E, de coordonnées (x, y) dans la base (7 7). sii a
nécessairement les égalités :

g(X)=g(xi+y/)=xg(I)+yg(f)=xu+ yv.

Si g existe, c’est donc nécessairernent ['application A qui, a tout vecteur X de E,,
de coordonnées (x, y) dans la base (:’, j}, associe le vecteur xv + yv de F.

2. L'application A ainsi définie vérifie les égalités :

A(i)=u et A(j)=v.

En effet, pour tout vecteur X, nous avons : r(X) = h(xi + yi)=xu+ yV.
En particulier, nous avons
h(i)=hr(17+0/)=10+0
h(/)=h(07+1])=00+1

-
= Uu;
—

= Vl

3. Montrons que l'application A est linéaire.

Considérons deux vecteurs quelconques X et 521 de coordonnées respectives
(x.y) et (x,,y,) dans la base (;‘, f)

]

3

Nous avons : X = x/ + w": X, = x1f= + v1/,

et - X+ X = (x+x)7+ (v + y1)/

Par définition de I'application A, nous avons -

h(i): XU + yi:', h(i’,): x1ﬁ + yﬁ, et

h(X+ %)= (x + x)0 + (v + y))7.

Il en résulte : 'ﬂie E,, H)_E1 € E,, h(i < 524,)= h(f)-]— h(iJ.
Pour tout réel =, nous avons @ o X — (2 x)7 + (= y)}'.

Nous en déduisons he X) = (xx)u + (« y)v.

Il en résulte - VeelR, HREEQ; h(ai)= ah(i).

TH - Soi =
EOREME : Soient (7, /) une base d'un espace vectoriel E, sur IR de

dimension 2 et deux vect - -
@ ’ -
Il existe une application Ii:;:'u et v d'un espace vectoriel F sur R.

ire / unique de E, dans F pour laquelle
9e par s d'un vecteur X de E;, de coor-

données (_X. ¥) dans la base (7, /). est le vecteur x; + yvde F

—
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En appliquant le théoréme précédent dang |e cas ou F '
nous obtenons est l'espace vectoriel R,

sur £, pour laquelle on a : h(f) = a8 et h(;) =

1 b: l'image par » d'un
vecteur X de E,, de coordonnées (x, y) dans la base (7, /), est le réel
ax + by. '

Applications linéaires de E, dans E,.

Noyau et image d'une application linéaire de E, dans E,.

Soit f une application linéaire de E, dans E,. Nous savons que f est déterminée par

la donnée des images f(?) et f(}) de deux vecteurs d'une base (f. ;) de E,.
Etudions, dans tous les cas possibles, le noyau et I'image de .

Premier cas : f(;') =0 et !(;) = 0.
Alors, pour tout vecteur X de E,, de coordonnées (x, y) dans la base (.". j), nous

avons : f(X)=f(xi+yj)=xf(7)+ yf(j)=x0+y0=0.
L'application f est donc I'application nulle de E, dans E..

Nous avons les égalités : N(f) = E, et Im(f) = |0|.

THEOREME : Soient / une application linéaire de E, dans E, et (/ /
une base de E,. Si les images 7(/) et f(/) sont égales au vecteur nul 0
de E.. I'application f est I'application nulle de E, dans E. et |on a :
NI =€, et Im() = [G].

Deuxigme cas : f(i) et f(J) sont linéairement dépendants, et I'un de ces
BUX vecteurs est non nul.

§ " =

UPposons, par exemple : f(r) # 0.

°Us savons que £(7) et f(7) sont linéairement dépendants si et seulement s'il
ax = - .-

'Ste un réel - pour lequel ona : #(;) = ¢ #(7).
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17 APPLICATIONS LINFAIRES (nuite )

L'image d'un vecteur X de coordonnédes (x, ¥) dnn? la baseo (a‘- 1) ost alors
F(R) = F(x7 + yi) o Xt (D)4 v () () 1(7) i

Le noyau de f est l'ensemble des vecteurs X pour lesquels on a @ f(X) = 0,
cesta-die - (x + pn (i) =0

N(f) est donc l'ensemble des vectours X dont les coordonnées (x, y) dans la bage
(:_ ;) vérifient I'égalité =~ x + py = 0 c'ost-d-dirg : X = — py |

Un vecteur X appartient donc au noyau de / si et seulement sl BXIS!? un réel y
pour lequel on a X - (— pV¥) ,.'; y), c'est-d-dire ! X = y(— pl 4 ;)
N(f) est donc le sous-espace voctoriel de E, engendré par le vecteur — pr + 4
(: ;) est une base de E,: — p/ + / n'est donc pas nul.

Il en résulte que N (/) est un sous-espace de dimension 1.

Soit F, le sous-espace vectoriel de dimension 1 de E; engendré par le vecteur non
nul f(}),

Il résulte de I'égalité précédente : YX e E;, f(X) e F,.
Nous avons donc l'inclusion : Im(f)cCF,.

Soit X, un vecteur quelconque de F,: il existe un réel = pour lequel on a :
X, =a r(}), c'est-a-dire : )E, = f(z }).

X, est donc I'image par f du vecteur: X = i de E.;il enrésulte: F,cIm(f)
En conclusion, on a l'égalité : Im(f) = F,,

c'est-a-dire : Im(f) = | )7(, ] Jee R, i‘ = uf(;)i.

THEOREME : Soient / une application lindaire de E, dans E, et (;. !)

une base de E,. Si les images f(;’) et f(;) sont des vecteurs lindairement
dépendants dont I'un au moins n'est pas nul, le noyau N(/) et I'image

Im(7) sont deux sous-espaces vectoriels de dimension 1 de E,.

Remarque. Dans ce cas nous avons

F N(f 1
L application f n'est (f) # {6: et Im(f) # E,

donc ni injective ni surjective.

"r__rp"isi_én:-_\_cu_ 2 (7)) e f(}) sont linéairement indépendants. Dans ce cas,
((3). (7)) est une base de E,.

Pour tout vecteur X de coordo

. s = nnées (x, y) dans la base (/ ; :
(X)) = £(xi + vi) = se (/. /). nous avons

o (7) + v (7).
Lf" vecteur x PRamient au navau N{f) si et ssulement si on & : Ak o
ce;f—a—dlra Si et seulement si on a xf(ﬂ+ Ff(;) 6

i) ! ‘e

((:) (f)) €St une base de E,; nous en déduisons I'équivalence lo ique :
(XeNiN) <=>x=0 &t y=o 9
Il en résulte : N(f) = {0}.
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17. APPLICATIONS LINEAIRES {(wuits)

e /) est un sous-espace vectoriel de E;; la di )
L imaos : 2 la dimension de ce .
. sanc inferieure ou égale a 2. s

gst Ot 2 :
Les deux VeCte u._:» (r) et f(r) de Im(f) constituent un systéme libre ; la dimension
de im(f) est donc 2.

| en rosulte I'égalite : Im(f) = E,.

e [
Les deux égalites N(F) = 10} et .im (f) = E,. montrent que / est une bijection
de Ez sur E,. C'est donc un isomorphisme de E. sur lui-méme.

- " - : .
THEOHEME - Spient f une application linéaire de E. dans E, ot (/, ;‘)
une base de Ez. Siles images 7(/) et 7(/) sont deux vecteurs linéairement
E,, on a: N(f) = {0} et Im(f) = E; et/ est un iso-

indépendants de
morphisme de E. sur lui-méme.

——

Caractérisation des isomorphismes de E, sur lui-méme.

"l'_H_l':'OIIEME - Si f est une application linéaire de E, dans E», les quatre
prupriétés suivantes sont logiquement équivalentes :

(a) Lesimages des vecteurs d'une base de E; constituent une base de E»;
(b) N(f) = {5} c’est-a-dire : f est injective;

(¢) Im(f) = Ez c’est-a-dire : f est surjective;

(d) f est un isomorphisme de E, sur lui-méme.

(a) = (b). (a) = (¢). (a) = (d) résultent du

Les implications
théoréme précédent.
Il nous reste donc a démontrer
(b) —> (a); (¢) = (a); (d) = (a).

Démontrons, par exemple, la premiére : (b) = (a). Soit (; }) une base de _Ez.
L'étude faite aux n°s 6 a 10, p. 249 a p. 251, montre que si le noyau N (f) est {0},

alors le systéme (f(?), f(f)) est un systéme libre, c'est-a-dire, une base de Ex.

Nous avons donc : (b) = (3)-
Les deux autres implications se démontrent

les implications :

d’'une maniére analogue.

Groupe linéaire de E..

Corsiiiss u _ , .
onsidérons I'ensemble des isomorphismes de Ez SUT lui-méme.

'T‘;!:Is_notons C.Et ensemble : GL(E3). ‘ -

ef‘se":lsbn’;“mﬂhlsme f de E, sur E; est une bijection ; GL(E,) est donc un sous
ontrong du groupe B(E,) des permutations de E,.
que GL(E,) est un sous-groupe de B (E2)
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I}, APPLICATIONS LINEAIRES (suite)

GL(E;) est non vide.
En effet, I'application /dc, appartient & GL(E;).
GL(E.) est stable pour la loi o dans % (E;).

En effet, si et g sont deux isomorphismes de E; sur E; la composée gof est lindajy
et bijective; ¢c’est donc un isomorphisme de E; sur Ex. ¢
Le symétrique pour la loi o de tout élement de GL(E;) appartient GL(E,)
En effet. nous avons montré que si 7 est un isomorphisme de E; sur E,, f-1 g
aussi un isomorphisme de E, sur E,.

—_

est

THEOREME ET DEFINITION : L'ensemble GL(E;) des isomorphismes
de E, sur E, est un sous-groupe du groupe &% (E;) des permutations dg
E,. Ce sous-groupe est appelé groupe linéaire de E..

—

Remarque : On démontre (voir exercice n° 5, p. 262) que GL(E;) n’est pas un
groupe commutatif.

Applications linéaires et matrices.

Matrice dans une base d'une application linéaire de E, dans E..

Considérons une application linéaire fde E; dans Eyetunebase: 3 = (?, f),de E,.

L'application f est déterminée par la donnée des images f(}') et f(;) des vecteurs de

la base B.
Désignons respectivement par (a, b) et par (c, d) les coordonnées dans la base N}

des vecteurs f(?) et f(;) 2 f(?)= ai — bf,‘ f(})= i + df.

L'application linéaire f est donc déterminée par la donnée du tableau suivant :

Images des vecteurs de la base :

£(7) 7(7)

-
Coordonnée sur 7 a ¢

Coordonnée sur ; b d

On convient de résumer ce tableau sous la forme suivante : [a y
b d

Ce tableau carré de quatre réels a, b, ¢, d est appelé matrice de I‘application
linéaire  dans la base : B = (/. ).
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17. Appyy
C.
ATIONS LiINEaipes (suit
ite )

Matrice ¢ ae dordre 2.

’EEI—HFIIT; Uf- ; Solent s, b,¢, d
- . b, c. d quatr
e réels. On dit que le tableay ¢
arré

.Lh ef est une matrice carrée d'ordre 2
Les aels &, b. ¢, d sont les coefficients de la matrice

c d
E; C} comporte d
p_— | e orte deux li
2 b o gnes et deux colonnes -

jg premiere ligne est : :

L L |
deuxieme ligne est . [ S ]
guXi :

iz | N |
L [ @ =]
|z premiere colonne est

[ b e |

.. e €]
iz deuxiéme colonne est : d
L]
Nous avons alors 12 définition :

DEFINITION : On appelle matrice d'une application linéaire f de E
P L 4
dans E, dans une base : B = (:. ;) de E,, Ig matrice carrée d'ordre 2, dont
la premiére colonne est constituée par les coordonné i
_ es de f(/) dan
la base 5 et dont la deuxiéme colonne est constituée par qus) coors-
données de 7(j) dans la base 5.

) ; avec les notations précédentes, nous avons !

Nous notons cette matrice M (£, B
#(7)= ai - by
: ,_T , et M(f.-‘B):[Z :]
i/)=ci +dj
Exemples : 1. Considérons I'application nulle o de E; dans Es.
Nous avons -;.(;) =07 4 Of et rp(;) =0F 4 0}.
i 0 0
ase (r, ;) est donc [0 ol
On dit que cette matrice est la matrice carrée nulle d’ordre 2.
: Considérons |'application identique de E, dans E:.
ous avons : :'dg?(.'r')= 1 f+0f et J'df,(;")=' 0/ +1/
Nous avons donc : M (idke,, B) = [g} ?]
On di 2
1“ .“_ﬂue cette matrice est la matrice carr
- Soit o I'application linéaire de E; dans Ez QU
2 vecy : - » » *
2urxs;. Nous avons : p(i) =/ el P(.f) =0.

L2 matrice de I'application nulle dans une b

ée unité d’ordre 2. On la note 2.

i 3 tout vecteur X =xi+VYl associe

N
“Savonsdonc: M(p, B) = [(1) g]
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FY. APPLICATIONS LINEAIRES (suits)

Matrices égales.

DEFINITION : On dit que deux matrices [z ;] &t [ar 1;]-""""“
(] 4 nom
égales si et seulement siona: a=3: p— b"; ¢ = d:d‘.

Il résulte de cette définition que deux applications linéaires £ et

sont égales si et seulement si leurs matrices respectives dans une
de E,, sont égales :

Si f et g sont deux applications linéaires de E> dans E,, nous avons -
(f = g) <= (M(f, B) = M(g. B)).

g de Ezm
base: B = (; 7)

Etude d'une bijection.

Désignons par £(E,) I'ensemble des applications linéaires de E2 dans E; et par .4,
I'ensemble des matrices carrées d'ordre 2.

Soit: &= (? /). une base de E..

Nous pouvons alors définir une application ¥ de £(E,) dans .M., par :
Vfel(E), f s W(f) = M(£ B).

Cette application V' est une injection ; en effet, nous avons :

(V) = ¥(9)) <= (M(£. B) = M(g, B)) <> (f=g).
Montrons que V' est une surjection. )

Soit: A= [Z ;] une matrice quelconque de AG..

Désignons par f I'application linéaire de E, dans E, déterminée par :
(i) = ai + bj et f(;) =ci+ dj.
Pour cette application 7, nous avons : ¥ (f) = A.

Lapplication ‘' de L(E,) dans (G, est injective et surjective ; c’est donc une bijec-
tion de L (E,) sur .A(,.

Déterminant d'une matrice carrée d’ordre 2.

Considérons une matrice carréed’ordre 2 : A = [; c]_

Le déterminant ,g ;'a c'est-a-dire le réel (ad — bc) est appelé déterminant de la

matrice A: on le note : DétA.

0 :
Par exemple, si: A = [g 0], nous avons : Dét A = 0.

Si: A=[10 ?],nousavons: Dét A= 1.
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17. appy ICaTIONS l!ﬂf‘ll!l

| " i 1 (2uity )
ice d'un jso
Matr Morphisme de E, sur E,
THEOREME : Soient f une application 1: - .
; F une base de E; et M (s, B) 1 on linéaire e E

a matrice dg ¢ dans 15 b:.:.;,' Ef' » = (r‘._ 7)
Sme de E, sur E. si -

t :
%) est non nul, °t seulement s lo déter-

linéaire / est un isomorphi
[ minant de la matrice M (£,

Posons : f(?‘):a?—{—b}’ et

(/)= ci + dj,

€ a C
Nousavons: M(f, B) = [b d}'

Nous savons que f est un isomorphisme de E, sur E; siet Seulement si |es vecteurs
£(7) et £(/) sont linairement indépendants, ¢’est-

déterminant du systeme (7(7), (7)) dans 1a base %
; Le déterminant du systéme (f(;'), f

a-dire sj €t seulement si je
est non nul.

(;)) danslabase Best - |2 €

C'est aussi le déterminant de |la matrice M(f, B).
f est donc un isomorphisme de E, surE

2 Si et seulement sj - Dét M(£. B) = 0.

Exemples : 1. La matrice, dans une base B, de I'application nulle est : g gJ . son
;'.ur Ez.'

2. La matrice dans une base de I'application identique ids, est - r:) ? . son
déterminant est 1. L'application /dk,

déterminant est 0. L'application nulle n'est pas un isomorphisme de E,

est un isomorphisme de E; sur E,.

Matrice de Ia composée de deux applications lindaires.

Considérons deux applications linéaire
dans une base : B = (

M(7, B) = [: ;] et M(g, B) = [; ?‘g’]

Nous noys Proposons de déterminer la matrice de I'application linéaire gof dans
la base ¢, Nous avons -

s fet g de E, dans E; dont les matrices
}i ,7 ) sont respectivement

) = aj 4 5. M) =ci+di;  g(i) =ai4+ 8] 9(7) =i+ 3
Nous gn déduisons -

911D = 6l1 (7)) = glaj + bj] = ag(7) + bg(})

=0(ai+87)+6(y7+ 3/)=(ax+by) i+ (as+ b3) .
alr (7] =glei + dj] = cg(7)+ dg () .
=c(ai 4 8))4 d(y7 +37)=(catdy) i + (e84 d3) ]
' 1+ by ca+dy
fdans |g base B est donc M(gaof, B) = [:; +b; c;’ﬂ+d3"'
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PP APPLICATIONS LINFAIRES (wuita)

Produit de deux matrices carrées d'ordre 2.

Soent A et B deux matrices de .M, Nous allons définir le produit de la Matrice 4
par la matrnice B, que nous noterons BA, de fagon que, si A et B sont réspectivemen,
les matrices dans une base A de deux applications linéaires f et g de E, dans E,
BA soit la matnce de g ./ dans la base b, :

e ———

. o _
DEFINITION : Soient: A — [z | et B = L,JJ ,i:] deux matrices carrgog

d'ordre 2. On appelle produit de la matrice A par la matrice B Ia Matrice
carrée d'ordre 2, notée BA, définie par :
dx+ by ca+dy

BA=las + b3 ch+ d8)

L'application de i, > .\, dans ./, qui & tout couple (A, B) de deux Matrices
associe la matrice BA produit de A par B est appelée multiplication des matrices
carrees dordre 2.

Il résulte du calcul fait au n° 23 que, si A et B sont respectivement les matrices dans
une base N de deux applications linéaires de E. dans E,, la matrice dans la base
B de l'application linéaire gof est : BA.

Nous avons donc : M(gof B) = M(g, BYM(f, D).

L'application 'I" de U(E,) dans .., est donc un isomorphisme de {(E,) muni
de la loi o sur .\, muni de la loi de multiplication des matrices.

Calcul d'un produit de matrices.

Considérons deux matrices carrées dordre 2 : A = [z ;] et B = [; g]

: t v . .
Soit; C= [u w]' la matrice BA produit de A par B.

Pour obtenir le coefficient ¢ du produit BA, on effectue le produit du premier coeffi-
cient z de la premiére ligne de B par le premier coefficient a de la premiére
colonne de A, et le produit du deuxiéme coefficient v de la premiére ligne de B
par le deuxiéme coefficient b de la premiére colonne de A, puis I'on ajoute les
produits obtenus. Ce calcul peut étre représenté par le schéma suivant :

[ ][]

Les schémas suivants indiquent la méthode pour obtenir les autres coefficients
de la matrice BA.

LR -[  e—
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28 Considérons une application linéaire fd

a o B P .
b o« | lapwss . ]

‘ ] L %'t _.,_.——-'c ] i L] ™
‘...-" > . L
P "“H-.._..../ﬁ - . 2 ¢ +dd ]
On dit que le produit BA est obtenu en effectu
ant le "produit” de cha i
que ligne de B

par chaque colonne de A.
Exemples : 1. Nous avons : [1 0] [— 1 1 (=1 1
- —_ 2 1 . B =Y fe 2 1]

=1 np oo 1
2. Nous avons : [ b _1][2 1]:[_2 _1].

Nous remarguons sur ces E’KE[I'IDIBS q ipli i
; ue la multlplrcatlon des matrices carrées n’
Catiib, tri rr est

Déterminant d'un produit de deux matrices.

Considérons deux matrices carrees d'ordre 2 :

a c ok A
a=fp al = e=[2 3l

; ] ) _[a=x+ by ca+dy
La matrice produit BAest: BA = [a{i+b8 cra+da]'

Nous avons donc :

Dét BA = (ax + bvy)(cB + dd) — (aff + b3)(cx + dvy)
— acuB + adxd + befy + bd+d — acup — adpy — bexd — bd+yd
— ad(xd — By) — be(xd — )
= (ad — be) (23 — By).

Nous en déduisons I'égalité : Dét BA = (Dét B) (Dét A).

aterminant d’un produit de deux matrices carrées

THEOREME : Le d
éterminants de ces deux matrices.

d’ordre 2 est égal au produit des d

Exemples d'utilisation des matrices.

n linéaire.

Image d’'un vecteur par une applicatio
.rﬁ = (l;: ;)! d'e EZ'

e E, dans E; etune base !

a ¢
Désignons par M la matrice de fdans la base B: M= [b d]
Nous avons donc ° f(;) = 3}: + b; et f()') = cf + df
757
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br SN ICATIONS LINFAIRES (suite)

Soit X un vecteur de E. de coordonnées (x, y) dans la base A, nous NOus prog
- & r]&.nn
de déterminer les coordonnées (v. v) du vecteur . U = f(X), .

Nous avons X = x + y; nous en déduisons ;

J=r(X) =#(xi + i) =x(0) + v (7) = x(ai + 6]) + y(ci + o)

cest-a-dire- U = (ax + cy) / + (bx + dy) /.

Nous avons donc les égalités :

U= ax + cy;

v = bx + dy

Ces égalités permettent de calculer les coordonnées de : Us= f()() dans la base i

lorsque I'on connait les coordonnées de X dans la baxe B et la matrice M g ¢
dans cette base.

Nous convenons d écrire les deux égalités précédentes sous la forme :
V=[5 al )
vl — b dl ly (1)
. X : -
On dit que [ ] et [{:] sont des matrices colonnes a deux coefficients, appelées

matrice colonne du vecteur X dans la base ‘B et matrice colonne du vecteur U dans
la base B.

o _ a c][x :
Par définition, la notation [b d] [y] représente une matrice colonne a deux coef-
i : . . X . a ¢
ficients, appelée produit de la matrice colonne [y] par la matrice carrée [b d}'

. [2 e][x] _ [ex + ¢e¥]
Par définition, on a : [b d] L,J = |bx + dy]

Désignons respectivement par X et par U les matrices colonnes des vecteurs XetU
dans la base B; nous écrivons alors I'égalité (1) sous la forme : U = MX.

THEOREME : Soient / une application linéaire de E, dans E,, % = (i, /)
une base de E; et M la matrice de / dans la base 5. La matrice colonne
U du vecteur U dans la base 3, image par f d’un vecteur X de E, est

égal au produit de la matrice colonne X du vecteur X dans la base $
par la matrice M.

Exemple : Soit f I'application linéaire de E, dans E, dont la matrice M dans Ia
base (7. /) est : M=[ - _-1]'

‘ ‘ -3 1
Cherchons l'image par f du vecteur : X=7+3 ;

; * 1
La matrice colonne de X dans la base (7, /)est: X = [3]
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17.
APPLICA Trionsg l.fﬂ‘lflll (suity )

La marmee ¢ .iunm} U du vecteur : = f(x) dans Ia Gidie (.’ ;) =
Y = ) i onc '
U l . l l c'est-a-dire: U = g}]

L image par 7 du vecteur X est donc le vecteur — ;.

Remarque : Pour effectuer le produit d'une matrice colonne X par upe matri
ri
carrée M. on effectue le "produit” de chaque ligne de M par la colonne de X n

Changement de base dans E,.

soient: B = (i /) et B =(/./"), deux bases de E..

1. Supposons que l'on connaisse les coordonnées des vecteurs i’ et /' dans la
baseB: i = xi+ Bj; j =i+ ).
Soit X un vecteur de E,de coordonnées (x', y') dans la base B'. Nous nous proposons
de calculer les coordonnées (x, y) de X dans la base 5.
Nous avons : X = x'i’ - y'j": nous en déduisons :
X=x(ai+587)+y (7 +87)=(ax +yy) i+ @x +3y)].
Nous avons donc les égalités :
| X=ax + vy X % | [¥
VTt wese (=[G
O y=px sy ouencore: [ ]=]g 5]y
h)
linéaire de E, dans E, qui transforme Jeni et ; en/.

Remarquons que la matrice [?’ J est la matrice dans la base B de I'application

2. Supposons que l'on connaisse les coordonnées des vecteurs / et j dans la
base &' 1 F=a'i + @7; J=yi+ 8/

Soit X un vecteur de coordonnées (x, y) dans la base $; nous nous proposons de
calculer les coordonnées (x' y') de X dans la base 3.

Nous avons : X = x7 + w, nous en déduisons :

E-x(“"”r 07)+y( 7+ 87)= (@x+yn T+ @x+307
OUs avons donc les égalités :

(“)tx Eax-i-uy ! X']_[m T][]_
[V =fx+35y ou encore : vl = e s Ly
Remarquons que la matrice [i; {J est la matrice dans la base %' de | application

linga;
'€ qui transforme /” en J et; en ;
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Remarque : Considérons le systeme (1) :

|x=ax + YY)

Jy=0x +4dy. .

Si I'on connait les cclcrdonnées de X dans la base B, ce systéme permet de calcylq,
les coordonnées de X dans la base .

e g — —— .

En effet, (; I) est une base de E; ; le déterminant 24 — @ est donc non nyl.
Pour (x, y) donné, le systéme (l) ol les inconnues sont x’ et V' est done y

i i i L N systéme
de Cramer; il admet une solution unique qui est donnée par -
i/ : 8 x -|Iv y
X =Wy T S — Py

oL
il T Vol g ey R

Utilisons les égalités (I1) ; pour tout vecteur X de coordonnées (x, ¥) dans la base B,
nous avons donc :

&

RS A A

B'x+ 8y= — 2 X+ ——y

g a8 — By ad — Gy 7

= = . -
En prenant pour vecteur X, le vecteur /, puis le vecteur /, nous obtenons
3 - — . o

. ™ e e 1o FJ':____-_. R — - \:= .

Th-f FTE-B Y@y YTa-m
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17. APPLICATIONS LINEAIRES (suite)

1 Soient £, un espace vectoriel sur IR de dimension 2 et E, u
. i e . , 1 Un espace

vectoriel sur IR de dimension 1. On désigne par (,' ;) une base de E
¢ 2. par

l{t:l.;:l'}'ﬂ')?\s ncjoc;:c;ir:r,‘ées d'un vecteur X de E; dans Ia base (;;) par U un vec-
Soient les vecteurs U, et U ini . T o -
On considere l'applic;tfnnufjndéZiEr; Si:(‘:i:: .:ac:e-E U(; N = =

N A N N 2 dans E, déterminée par :
h(7) = Ui, #(/) = Uz
19 Déterminer, en fonction de x, y, G le vecteur h(ﬁ
22 Démontrer queje n?vau d,,E h est le sous-espace vectoriel de E. engendré
par le vecteur : i'=1/ + 2j
3¢ Démontrer que les vecteurs i et/ forment une base de E,.
Exprimer en fonction de x et y, les coordonnées (x,, y;) du vecteur X dans

la base (r’, .;"). Quelle est la coordonnée du vecteurh(i) sur le vecteur U ?

2 Soit E; un espace vectoriel sur R de dimension 2. On considére l'en-
semble £(E,, R) des formes linéaires sur E>. On rappelle (voir excercice

n° 1 p. 245) que C(E;. [R) est un espace vectoriel sur IR.
1o Construire une base de C(E;, R). En déduire que L(E; [R) est de

dimension 2.
2¢ Construire un isomorphisme de £(E,, R) sur IR2.

3 Soient E, un espace vectoriel sur IR de dimension 2 et E; un espace
vectoriel sur R de dimension 3. On désigne par (; ;) une base de E,, par
(x, y) les coordonnées d'un vecteur X de E; dans la base U;} par (F ;'?,‘ ;’-)
une base de E;, par (x', y', z') les coordonnées d'un vecteur X' de E; dans
la base (F f", ;‘) Soit m un réel. On considére I'application f,, de E; dans E;
gui au vecteur X de coordonnées (x, y) associe le vecteur f de coordonnées
(x', y', 2") définies par :

xX'=x—=2y, y'=—mx+ 2y, Z7=014+m)x— 4y.

1° Démontrer que f,, est une application linéaire.
2¢ Déterminer, suivant les valeurs de m, le noyau de f,: on construira

dans chaque cas une base du noyau.
35 Déterminer, suivant les valeurs de m, I'image de f,,; on construira dans

chague cas une base de I'image.
40 Vérifier que, pour tout réel m, on a I'égalité :

dim E; = dim (N(f5)) + dim (Im(£)).

4 Soit E, un espace vectoriel sur [R de dimension 2 et f une application
linéaire de E, dans E,. On suppose que le noyau de f est de dimension 1.

.- =
1° Soit / un vecteur non nul de N(f). Montrer qu‘il existe un vecteur / de
* =
Ez tel que (i, j) soit une base de Ej.

2° Démontrer que (; f(;}) est une base de E,.
3° Démontrer I'égalité : N(f)nIm(f) = {0ea}.
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§ Soient £, un espace vectoriel sur R de dimension 2, o1 (] 1) un b
. ' 14 ﬂl
de E. 0

Soient 7 ot g les applications lindaires dans E; pour lesquolles on a rog

tvement : Peg.
" - ® " o - . -

(i) =0+ f(;)=.r: et : g{r):;, 9(!')“;-1”2

1= Démontrer que f et g sont des isomorphismes de E, sur E,,

2o Déterminer les applications fog et gof. En déduire

linéaire de E, n'est pas commutatif. Pe

3¢ Déterminer I'ensemble A des vecteurs X de E> pour lesquels on 5 -

gof(X) = fog(X).
En déduire que A est un sous-espace vectoriel de E, de dimension 1.

& Onconsidére une base: # = (:;) de E; et une application lindaire 7

de E- dans E; déterminée par la donnée des images f(;) at f(;) des vecteurs
de la base . Ecrire la matrice de |'application linéaire  dans la base $ dans
chacun des cas suivants (n°s6 a3 11) :

6 i) =7+ (7)) =i-7
7 (7)) =2i-3] £(j) =3j-2i
8 f(N=7-3. fj)=5i-7
s H})=aj—2i +#j)=3i+2]
10 /(7)) =27i+6; (7)) =67+3;]
1 7)) =77+5, ;) =2]-5I

12 On considére un espace vectoriel E, sur IR de dimension 2 et une

base B de E,. Soient m un réel et f,,, 'application linéaire dont la matrice dans
la base 3 est :

m3 —1 m?*—5m+4 4
M(f'”'m):[mz-i-m—z m-—1:|'

Déterminer suivant les valeurs de m la dimension du noyau de f,, et la dimen-
sion de I'image de f,,.

¢ Déterminer les matrices AB et BA dans chacun des cas suivants
(n° 13218) :

wasfy o= 3
14 A=[$ ;] a=;‘; _’3—’]
e N
waslyad ==} _9



17. APPLICATIONS LINEAIRES (suite)

)
-5 11 = 0
17 A=[ T
2 —22 = -
0o -1
2
3 0 4 0
A= E— .
= [c 5] [c z]

19 Soient x, y, X', y' quatre réels. On considére les deux matrices :

a —b a b
A = = .
[ 2] @ e=[_5 2]
1. Calculer les déterminants de A et de B.
2. Déterminer la matrice BA et calculer son déterminant.

3. En déduire que l'on a :
V(a b, 2", b)) € R4, (aa’ + bb")2 + (ab’ — ba')? = (82 + b?) (a2 + b'2).

20 Déterminer les matrices : M = [; ;] ol a, b, ¢, d sont quatre réels,

qui vérifient I'égalité :

10
2 =
& —[0 T]’

M2 désigne le produit de la matrice M par elle-méme.

21 1° Déterminerles matrices M = [: ;] ol a, b, ¢, dsont quatre réels qui

0 0
vérifient I'égalité : M? = [0 0]-
20 Soit f une application linéaire de E; dans E; et M sa matrice dans une
base %. On suppose que M vérifie I'égalité précédente. Déterminer le noyau

defetlimagedef.

. el ... ;
22 Déterminer les matrices: M = [: D,], ol a, b, ¢, d sont quatre réels,

qui vérifient I'égalité :
7 — 5
b S &
W [— 15 12]
-1

23 On considére les matrices A = [10 0] et B= [: :]

Déterminer les matrices A2, A3, A% et B2, B3, B4,

. ¥ . a = a 5
24 On considére I'ensemble s+ des matrices : M, = [ 4 a]' ol a est

un réel quelconque.
1° Démontrer que + est une partie stable de JL, pour la multiplication des

matrices,
2° Démontrer que la loi induite est associative et admet un élément neutre.

3° Tout élément de 4 admet-il un symétrique pour la loi induite?
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. 1 a
25  On considére 'ensemble A dos matrices: M, = IU' 1

+ OU @ 081 un 14

quelconque.
Démontrer que & est une partie stable de A, pour la multiplication deg
matrices, et que -t muni de la loi induite est un groupe commutatif.

26 On considére la matrice: A = I? - :]

1° Déterminer les matrices M de W, telles que : AM = MA,
2° Démontrer que, si M, et M, sont deux telles matrices, la manice
M' = « M, + M,, ol x est un réel, vérifie I'égalité : AM' = M'A.

27 On considére la matrice : A = I'I TI-

B8

I

1° Démontrer que, si [ est différent de zéro, une condition nécessaire et
: , X z o .

suffisante pour que la matrice : M = |!|‘r rJ vérifie I'égalité : AM = MA est

quilexisteunréel ktelque : z=ky, y=kB x—t=k[x—8]
2° Caractériser I'ensemble des matrices M telles que : AM = MA.

28 Soient 3 et v deux réels, x un réel différent de zéro et les matrices :
2 0
10 1 «
s rﬂ —1 —3 -
M) [U 1_]. Ne =[] P =] 1]

&

a ¢
b d
qu'il existe deux réels [J et y et un réel o différent de zéro tel que :

A = M(z) N(B) P(y).

2° Démontrer que, pour une matrice A donnée, les matrices M (), N(8).
P(y) qui vérifient I'égalité précédente sont uniques.

12 Soit: A= [ ] Donner une condition nécessaire et suffisante pour

29 Soient f et g deux fonctions de I'espace vectoriel P sur IR des fonctions

polyndmes et a un réel. On définit une applicaticn § de P dans . par *
f(a) 0

{ - :

Vi [f' (a) f(a}]

Démontrer I'égalité : 4 (f) Y (g) = $(7.g).

30 Soient deux applications linéaires £ et g de E, dans E; dont les matrices
sont respectivement, dans une base & :

M(f, B) = [: ;] et M(g, 8) = [E E ]

1° Déterminer la matrice de I'application linéaire f + g (voir exercice n° 1
p. 245) dans la base B,

20 Soit % un réel. Déterminer la matrice de Iapplication linéaire

base .

2f dans 12
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= :
39 Dans I'ensemble M2 des matrices on définit

la somme de ls matrice

A Ia C] t de | 5
= et de ' e
5 & amatmeﬂ:[ﬁ 3| notée A + B, par :
A+B=[a+ﬂ ¢+v]
b+p d+8
Démontrer que (.M 1, +) est un groupe commutatif,

o F .
4° Dans l'ensemble .M, des matrices on définit le produit de la matrice

a ¢
A= [ ] parun réel k, notée k. A, par : k [ka ke
d « Yy e . A = 5
i g kb kd

Démontrer que (.4, 4+, .) est un espace vectoriel sur IR

§° Soit 4 l'application de t(E;) dans .f, définie par L) = M(f. H)
Démaontrer que Y est un isomorphisme de U(E,) muni de la lor 4. sur M 3
muni de la loi +.

5 . 1 0 01 00 00
6° Démontrer que les 1 [ ] ‘ . f
q quatre matrices 0 0 00 3 3 1 0

forment une base de (.M, +, .). En déduire que (K ,, +, .) est un espace
vectoriel de dimensian 4.
7° Construire une autre base de cet espace vectoriel.

4 On utilisera, dans les exercices suivants (n°* 31 et 32), les définitions de Ia
somme de deux matrices et du produit d'une matrice par un réel k (voir
exercice n°® 30).

31 On considére la matrice : M = [a c]. ou a, b, ¢ et d sant réels.

b d
10 Calculer M2. Démontrer qu'il existe deux réels 7 et 1. qu'on calculera en
fonction de a, b, ¢, d tels que : M2 — AM = pul, = 0,, ol 0; est la matrice

00 . 1 0
[0 0] et I; la matrice [[) 1]-

. 1 2
Application numérique : M = [2 1]-

20 Démontrer que |'ensemble -t des matrices: A = «M + I, ol = et [ sont
des réels, est un sous-espace vectoriel de .iL,. Montrer que - est stable pour
la multiplication des matrices.

32  Soit M une matrice de ., qui vérifie I'égalité: aM2 4 BM + yl; = 0,

ol «, B, y sont des réels.
Démontrer que si vy est différent de 0, M admet un inverse pour I'opération

multiplication que I'on exprimera en fonction de M.

33  Soient f une application linéaire dans E, et M la matrice de f dans une

i 3
base BdeE;: M= _12 1]-

Déterminer la matrice colonne du vecteur f(x) dans la base & dans les trois

- 1 2
cas suivants: X = [?. X= [1]' X = [-— 1]'
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EXERC'CES ¢ Méme exercice que le n° 33 dans les cas suivants (n°* 34 a 36) :

wun[22 e[ x-[3 xe[l
ogeefh k=B e[

(4 — 1 _'_—2 _"4.
®M=1le 5]’ x=[--1]' = 3]‘ x*u]

I/ M

If

37 Soient f une application linéaire dans E; et M la matrice de f dans une
base B : M = [:’ :]

1° Soit k un réel. Déterminer k pour qu'il existe au moins un vecteur X
différent de 0 qui vérifie I'égalité : 7(X) = kX.

20 SoientF et ;?' les vecteurs définis respectivement par :

F:Z?‘—E F=2?+}.

Démontrerque : B = (F,?’) est une base de E;. Déterminer M (£ &),

e
38 On considére une base B de E,: B = (i,j). et les deux vecteurs ;' et)’

de E;, définispar: 7 =27~/ [ = —57+3]
- - '
1° Démontrer que (f'. ") est une base de E,.

2° Soient (x', y') les coordonnées d'un vecteur X dans la base (FI’)

Exprimer en fonction de x' et y' les coordonnées (x, y)de X dans la base (:,T) ,
3° Déterminer les coordonnées des vecteurs 7 et}E dans la base (:’F)

4° Soient (x, y) les coordonnées d'un vecteur X dans la base (;._}-)
Exprimer en fonction de x, y, les coordonnées (x’, y') de X dans la base (F? .
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statistiques et probabilités

Les chapitres 20 et 21, de cette quatriémeﬁging.
ne figurent pas au programme de la sec




18.
Statistique descriptive

Géneralites.
Statistiques et probabilités.

Les Statistiques furent, 32 l'origine, une sorte de comptabilité des populations
humaines et de données économiqgues : état des naissances et des morts, sexe d yn
nouveau-né, recensement des emplois, des chémeurs dans une branche d'industrie,
répartition de la population active d'un pays selon divers types de profession

La théorie des Probabilités est une discipline mathématique qui tire son origine
de I'étude des jeux de hasard : Pile ou Face, dés, jeux de cartes.

L'utilisation de la Théorie des Probabilités comme modele mathématigue pour
interpréter les données statistiques a donné€ naissance 2 une nouvelle discipline -
la Statistique Mathématique.

Actuellement, |a statistigue et Ia théorie des probabilités ont des applications dans des
domaines variés : physique, chimie, biologie, médecine, psychologie..

La variabilitée statistigue.

Les phénoménes, expériences, opérations, pour |I'étude desguels s'impose la méthode
statistique sont caractérisés par une variabilité des résultats observés.

Exemples :

Phénomeénes, expériences Résuliats observables

Jeu de Pile ou Face. ' Le coté visible est Pile ou Face

Jet d’un dé cubique. Les points de la face supéneure sont :

r 1.ou2 ou3 oud oub oub.
Sexe d'un nouveau-né. Masculin ou Féminin.
Poids compris entre 2 kg et 5 kg environ.

. Le nombre des particules qui aneignent 12
| cible pendant une durée déterminés.

|
Poids d'un nouveau-né. I
|

Bombardement d'une cible par |
des particules z émises par une
substance radio-active.




18. STATIS TIQUE DESCRIPTIVE

Ji pile ou face”.

L=

e piéce, on attend qu'elle s'immobilise

e = chaque jet est noté P pour ”

| et 'on observe le cota visible,
LL.:. it

pile” et F pour "face"”

Une premigre série de 100 jets a donné les résultats suivants, dans I'ordre -

opPPPPPFFFFPPPFPFFFPFFEPFFPFEPEEE
cpFPPFFFPFPPPFFPFPFPPFPFPEEPEPFPE
opPPFFFPFPFFPFPFFPFFPPFPPPFEPEFPFP

Une deuxieme seérie de 100 jets a donné les résultats suivants, dans 'ordre -

PFPPPFPPFPFFPPFFPPPPFFFFPPPPEFPFP
ppFPFPPPFPFFFFPFPPFPFPFPEFPFPPPFP
FFPFFPPFFFPFPPFFPFPPPFFPFPFPPFPFPP

Lirrégularité des résultats est manifeste,

Introduisons la définition suivante :

DEFINITION : Lorsque l'on effectue N expériences d’'un type précisé,
si I'on observe n fois le résultat R, on appelle fréquence d’apparition du

résultat R, le quotient : f = %

Considérans le résultat P ; pour les deux séries de 100 jets précédents, nous obtenons
pour fréquences :

L 48 ; 54
Sériel : f,(P) = 100 = 0,48; Sériell: f(P) = 100
Nous constatons que les deux fréquences sont peu différentes, et voisines toutes
deux de 0,5. D'autres séries donneraient des résultats analogues.

Nous disons que cette variabilité est du type statistique.
Cette stabilité de la fréquence peut étre exprimée sous la forme suivante :

= 0,54.

Si I'on effectue plusieurs séries de N, N, N3, . . ., expériences d'un type
précisé, les fréquences d’apparition d’un résultat R qui correspondent a
ces séries : f,, 5, f3, ..., sont trés voisines lorsque les nombres N,, Ny,
N3 . ., sont suffisamment grands.

Utilisation de la méthode statistique.

La premiére phase d’une étude statistique consiste a recueillir et  classer les données
eXpérimentales. C'est I'objet de la Statistique descriptive. . ibta-
L'étude critique des données permet de Vvoir si |'on peut se référer, poHr | mtegptim
tion et la prévision, 3 un modle probabiliste; le choix du modéle. Imte_rp:‘etﬂ :
la prévision, mettent en jeu les méthodes de la Statistique mathématiqte:
Dans | suite de ce chapitre, nous étudions la statistique de_s":"p"?a' t

@ construction d‘un modéle probabiliste sera faite au chapitre suivant.
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Le vocabulaire statistique.

Les statisticiens utilisent un langage particulier, d0 & I'origine historique des sta.

tistiques.

Nous allons présenter les termes usuels, en les éclairant d'exemplos concrets, g
en les rapprochant des termes utilisés actuellement par les mathématiciens,

Population. Individu.

Les termes population et individu, qui avaient & I'origine leur sens courant,
ont actuellement un sens trés général et correspondent aux termes ensemble et
élément. Nous donnons ci-dessous quelques exemples.

Population

Individu

1 905 coquelicots d'une culture déter-
minée.

un coquelicot de cette culture.

200 rivets fabriqués a la suite par une
machine déterminée.

un rivet fabriqué par cette machine.

tous les comprimés produits pendant
un quart d’heure par une machine dé-
terminée.

un comprimé pharmaceutique fabriqué
par cette mpachine.

I'ensemble des quantités annuelles de
pluie recueillies A Paris, Parc Saint-
Maur pour les années 1874 3 1945,

la guantité de pluie, exprimée en milli-
metres, recueillie dans une année deé-
terminée a Paris, Parc Saint-Maur.

I'ensemble des nombres de particules o
émises par une substance radio-active
qui atteignent une cible donnée pour
2 608 périodes de 7,5 secondes.

le nombre de particules « qui atteignent
cette cible pendant 7,5 secondes.

tous les candidats admissibles 3 un
concours donné.

un candidat admissible a ce concours

tous les enfants nés dans une mater-
nité donnée, pendant une certaine pé-

riode.

un enfant né dans cette maternité
pendant la période considérée.
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fa.
tot. Echantillon. STATISTIQUE DESCRIprsye

Ces termnsl d D”g’{"ée ;:;‘Ius recente, désignent usuellement

. ou i > u ie d’
jation. Le ot chantillon des statisticiens corr Ne partie d'une popy-
des mathématiciens. espond au sous-ensemble
Remarquons qu'une populatmn donnée peut &tre considérge
4une population plus étendue. comme un échantillon
par exemple, |a population de 200 rivets fabriqués 3

: i la suit :
un échantillon de la production journaliére de cette machine € par une machine est

Caractére statistique.

La propriété que I'on étudie ou que I'on observe sur les individus d'une populati
est un caractere. Un caractére est statistique s'il peut prendre piusiesrspv?mn
présenter des qualités différentes, correspondre a différentes catégories che:ulzé
individus de la population étudiée.

par exemple, la couleur des cheveux d'un étre humain (noir, brun, blond, roux)
le poids d'un enfant a la naissance, sont des caractéres statistiques. ;
Un caractére statistique permet d’établir une relation d’équivalence dans
I'ensemble population : deux individus de méme caractere appartiennent a une
méme classe d’équivalence.

Un caractére statistique peut étre simple ou complexe: il peut étre qualitatif
ou quantitatif.

Caractére simple. Caractére complexe.

Nous disons qu’un caractére statistique est simple lorsque son étude requiert

une seule observation sur chaque individu.

Par exemple, |a taille d’'un étre humain est un caractére statistique simple.

Nous disons qu’un caractére est complexe lorsque son étude nécessite plusieurs

observations sur chaque individu.

Par exemple, la taille et le poids d'un étre humain déterminent un caractére statis-

tique complexe qui nécessite deux observations sur chaque individu.

La taille, le poids et I'dge d'un étre humain définissent un caractere statistique

complexe qui nécessite trois observations sur chaque individu.

L'étude d’un caractére complexe équivaut a I'étude simultanée de plusieurs carac-

téres simples.

Par la suite, nous désignerons un caractére statistique simple par le seul mot
Caractere’’.

Caractére qualitatif. Caractére quantitatif.

Lorsque les différentes qualités que peut prendre un caractere s‘tatlanue nlaét'.:]tti;f
Pas exprimées par des nombres, nous disons que le f:‘aracte're ‘est q;navenable
ar exemple, la couleur des cheveux, la qualité d'une PIcce B (Cfusé) sont
U défectueuse), le résultat d'un examen pour un candidat (admis O T2

®S caractéreg qualitatifs.
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Lorsque les différentes qualites que peut prendre un caractére statistique son
exprimées par des nombres, nous disons que le caractére est quantitatif, }
Par exemple, la taille d'un étre humain, la masse d’'un comprimé Pharmaceutique
la note d’un candidat a une épreuve donnée d'oral sont des caractéres quantitatifs

Considérons une population . L'étude d'un caractere quantitatif sur cette pOpu.
lation permet d'associer & chaque individu de 4 un nombre réel.

Un caractére quantitatif apparait alors comme une application X de ¥ dans [R,

Un caractére quantitatif X est aussi appelé variable statistique.

Remarque : |l est indispensable de bien préciser la propriété que I'on étudie dans
une population donnée. Si nous observons, par exemple, la population des candi-
dats & un examen noOus pouvons :

1. examiner si un candidat est admis ou refusé : caractére qualitatif;

2. relever le total des notes obtenues par un candidat : caractére quantitatif.

Différents'types de caractéres guantitatifs.

Si I'ensemble des valeurs que peut prendre un caractére quantitatif, ou variable
statistique, est fini nous disons que ce caractére est un caractére discontinu
ou discret, ou que cette variable statistique est une variable statistique
discontinue ou discréte.

Par exemple, le nombre de pétales d'une fleur, le nombre d'accidents de travail
arrivés a un ouvrier déterminé au cours d'une année donnée, sont des variables
statistiques discrétes.

Si I'ensemble des valeurs que peut prendre un caractére quantitatif, ou variable
statistique, est un intervalle de IR, nous disons que ce caractére est un caractere
continu, ou que cette variable statistique est une variable continue.

Par exemple, le poids d'un nouveau-né, la taille d’'un &tre humain, la masse d'un

comprimé pharmaceutique, le débit moyen annuel du Rhin & Bale, sont des carac-
1eres statistiques continus.

Utilisation d'échantillons. Sondages.

statistique sur une population dont le nombre des
uillement et la mise en ordre des résultats peuvent

aDif._:iement une estimation des résultats globaux, on
onsidéré sur un échantillon.

individus est trés grand, le dépo
Btre }res longs. Afin d‘obtenir r
étudie le caractére statistique c

On procéde aussi
ssl de cette fagon chaque fois que le caractére statistique étudié

conduit 3 la destruction de Iindiv:
. e l'individu examiné 0
résistance aux chocs d'un matériay il e

Lorsque I'on étudi -
recusillis sur un écf\:n:iﬁ:?;tére Statistique sur une population 3 partir des résultats
® ¢ette population, on dit que I'on effectue un sondage.
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gualité d'un sonda .
- 1L‘>;°-"f-lu-s suivants ge dépend F?sgntlellemgnt du choix de I'a :
Les ©X6MPIES S mettent en évidence |es deu e I'échantillon.
pour le choix d'un échantillon - X procédés les plus employés

on extrait |'une'quelc.onque de ces piéces et I'on contrdle ité
Dans ce cas. | échantillon est déterminé Par un choix au ::squ?ime.
ard.

2, Un institut de sondage cherche  prévoir les
rale. Il étudre. le comportement des électeurs lors de consultatio :
analyse les différents facteurs qui peuvent infl ns analogues; il

uer sur le vote de tel ou tel gr
' . s , and
groupe d'électeurs, par exemple : consigne d abstention, accords de désiste?nent

etc. Ces différentes considérations guident alors le choix de I"'échantillon
Dans ce cas, I'échantillon est déterminé par un choix elatos: :

ésultats d'une consultation électo-

Conclusion.

Dans toute étude statistique, nous devons préciser :
1. La population et les individus considérés.

2. Le caractére étudié et, en particulier, les différentes qualités, catégories ou
valeurs que peut prendre ce caractére.

3. Les classes associées au caractére considéré.

Présentation des données statistiques.

Notion de distribution statistique.

Lorsque les N individus d'une population ont été observés, relativement au carac-
tére étudié, les résultats obtenus sont présentés sous forme d'une distribution

statistique.

La construction d'une distribution comporte trois opérations :

1. Etablir la liste des qualités, des valeurs numériques que peut prendre le carac-
tére étudié.

2. Déterminer les classes, c'est-a-dire les sous-ensembles de la population consti-
tués par les individus pour lesquels le caractére étudié prend la méme qualité ou
la méme valeur.

3. Déterminer I'effectif de chaque classe, c'est-a-dire dénombrer les individus qui
appartiennent 3 chacune des classes; chaque effectif est alors associé a la classe
Correspondante.

classes associees au caractére étudié;

Ra‘marqua . L - 5 d
s : La population est la réunion aes .
X G dant, ces classes née constituent une

deux classes distinctes sont disjointes. Cepen '
Partition de la population qui si aucune d‘elles n’est vide.
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Distribution statistique a4 une dimension.

studie un seul caractére sur les individus d'une population, on dit que

@ esl d une dimension.
lors sous forme d'un tableau & simple entrée, par exemplg

Lorsqu on
la distribution atatstiqu
La présentation 8¢ fail &

A deux colonnes
o. figurent les noms des classes, dans la deuxiéme colonne

Dans la pranigdro colonn .
fiqure. en regard de chaque classe, I'effectif correspondant,

ytation an colonne : [
Exemple de prése! T T
A'| n,
A! na
AS n:,
A-ﬂl Ny
Total N

Distribution statistique a deux dimensions.

Lorsqu’'on étudie simultanément deux caractéres sur chaque individu d’'une popu-
lation, on dit que la distribution est a deux dimensions. Dans ce cas, on présente

les résultats des observations dans un tableau a double entrée.
Voici, par exemple, la présentation des résultats observés lors de I'étude, sur une

population de 736 individus, des deux caractéres suivants :
1. "Etre vacciné contre le choléra”;
2. “"Etre atteint par le choléra”.

Nambro Nombre
dindivi
indiyidus d’individus Totaux

atteints i
par le choléra non atteinis
Nombre d'individus vaccinés 5 431 436
Nombre d'individus non vaccinés 291 9 300
Totaux
296 440 236

Dan ite, nous étudi i
s la suite, nous étudierons uniquement les distributions & une dimension.
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fréquﬁﬂlji! d:i:iul:IEB ﬁ l.ll‘IB ClﬂSSﬂ.

OEFINITION : Si la population “Omprend N individus ot o 1

offectif d'une
classe A est ), la fréquence associée 4 |5 classe est: / ..

N
ppm—— .

La fréquence 4ssQcice A chacune des classe
de distnbution ; on ajoute alors une colonne,

S est souvent indiquée dans (e tableau

Proprietés des fréquences.

Supposons que l'étude d'un caractére

une distribution statistique qui comporte k classes A,, A,, A, . o Ay
Soit N I'effectif total de la population et n, 'effectif d

e la classe A,. La fréquence
n,
associée a la classe A est: f = .

" N
Nous avons l'égalité: n, + n, 4 ny + .
llenrésulte: Y§ie (1,2 3, .. k!,
Nous en déduisons : 0 < f < 1,
D'autre part, nous avons -

statistique sur une Population conduise

..+.ﬂ'k=N‘
0< n €N.

'_’E ﬁ fli_'ﬂ|+n2+...+nk_N_
f1+f2+...+l'.--N+N+...+N————N =g=1
THEOREME : La fréquence /, associée a chacune des k classes A, d’'une

distribution statistique vérifie les inégalités : 0 £ £, <1, et la somme
des k fréquences / est égale a 1.

Remarques : 1. Pour écrire la somme des k nombres f;,
o ol i=k
la notation : f, +f, 4 f3 4 ... 4 £, = Zf
i=1
2. En pratique, on donne souvent une valeur décimale approchée de la fréquence de

chaque classe; la somme des valeurs approchées est alors trés voisine de 1, mais
elle n’est pas en général égalea 1.

nous convenons d'employer

Considérons alors deux classes distinctes A, et A,; elles sont donc disjointes.

' . A= A,
Réunissons ces deux classes, pour constituer une nouvelle classe : A = A, UA,
Ueffectif de la classe A est : n = ny + n,.

m+n, _m N £
La fréquence associée 3 A est : f=*ﬁ=_1_'N—_g__ﬂ_+ N~ hth

e
THEOREME : La fréquence de la classe réunion de deux classes distincte
5t égale 4 la somme des fréquences de ces deux classes.

. sont additives.
L additivité des fréquences peut s’étendre 2 la réunion
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Exemples do (
4 une dimension.

Caractére qualitatl

Les obrervations portent o

{o 6 HOO personnes
Now, Bran,

I xemple 1
la couleunr des dheveus
Les qualités distinguees sont
Rlond Rous

La distibution est donnge pal le tableau

¢l-conte

Exemple 2 : On jotte deun ploces indiscer

nables 100 tols de suite ol 'on obsorve
chaque fois los cOtes visibles. Les qualitos
distingudes pour chaque jet sont

2 "pile”, 2 "face”, 1 "pile” ot 1 "tace”
La distribution est donnde par lo tableau
ci-contre

Nous remarquons, sur cot exemple, que la
tréquence de chaque classe est la fréquence
d’appanition du résultat correspondant pour
100 jets consécutits. Ces 100 jots constituent
la population étudide, chaque jot est un
individu.

Caractére quantitatif discontinu,
ou variable discréte.

27 Exemple 1: Le nombre de loges contenues

dans la capsule d'un coquelicot a é1é
dénombré sur 1 905 coquelicots.

La distribution
ci-contre. par le tableau

216

de distribution statistiques

——
—

Classes | Lifeotits | | rm|uut|t:u:
ey e
Non 223 0179
run 2 632 0,387
ondd 2 829 0416
Roux 116 0.017
Total 6 800 0,999
Closses [ Hectifs | Fréquences
2 "pile” 21 0.21
o Hianm
2°tee’ | o9 0.27
1 "pile
ot 1 "lace” 62 0b2
Total 100 1,00
Classes
vombre | Effectifs |Fréquences
o logus)
6 3 0,0016
‘? 11 0,0058
8 38 0,020
9 106 0,056
10 162 0,080
11 238 0,126
12 305 0,160
13 3156 0,165
14 302 0,159
16 234 0,123
16 128 0,067
17 50 0,026
18 19 0,010
19 3 0,0016
20 1 0,0005
Total 1 905 1 ooosﬂ—
&
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28 gxemple 2 : Rutherford, Chadwick et Ellig ont i

' otu .
cules » ©mises par une substance radio-active Ldm r;n 1920 16 nombie da part
re de particules qui on ' AIVE. Les observations om
nombre | e q L atteint un compteur Geiger pend N portd sur g
37.5s:! experience a porte sur 2 608 intervall ndant une durbe 6yale

; \ . [23:9 dﬁ ?' .
La distribution est donnée par le tableau suivan - 6s

S
Classes Effectifs S —
(Nombre de particules a) (Nombre d'imervalles do 7K ") F'fﬁl‘]lﬂlll(iim

? 2?);, 0,022

0,078

2 383 0,147

3 525 0,201

4 532 0,204

5 408 0,156

6 273 0,104

7 139 0,063

8 45 0,017

9 27 0,010

10 et plus de 10 16 0,006

Total 2 608 0,998

Caractére quantitatif continu, ou variable statistique continue.

29 Lorsque le caractére est mesuré ou repéré par un nombre et est sl._nsceptibla de
varier d’'une maniére continue, on ne peut pas envisager de faire une liste de toutes

les valeurs possibles de ce caractére.
Les résultats d'observations se présentent touj |
rapport avec la précision de la mesure OU de |'évaluation.

DEFINITIONS ET NOTATIONS : Si X estune variable statistiquo_cor.tti:ua
sur une population, on appelle classe Xx,-Xz I'ensemble des individus

pour lesquels la valeur X prise par X vérifient les inégalités :
gl e . X + X2,
Le centre ¢ de la classe est défini par I'égalité : €= .
définie par Pégalité : h = X2 — Xy
ites de la classe.

ours d’'une maniére discontinue, en

L'étendue / de la classe est
Les réels x, et x, sont les lim

ée avec une certaine palance

Par exemple, la détermination d'une masse effectu
permet d’'évaluer les demi-centigrammesé
Le résultat : x = 120 cg correspond

? X : - 119,6-120.5.
Nous disons que ce résultat appartient a la classe 111290 1 10,5 est stendue
La lecture, 120, est le centre de la classe: la différence 1<%

de la classe; 119,5 et 120,5 sont les limites de |2 classe.

119,6 < x < 1205
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30 Remarques : 1 Nous avons défini chaque classe par une inégalité stricte e une
inégalité afin d'éviter toute ambiguité au sujet des mesures égales & une limite ge
classe

2. Lorsque I'ensemble des observations est compris dans lintervalle [a, b], |eg
classes correspondent aux intervalles successifs:  [a.x,[. [x.x2[. ..., [x, 8]

31 Exemple : Les observations portent sur la masse de comprimés pharmaceutiques
debités & forte cadence par une machine automatique; 276 comprimés fabriqués
a la suite ont été pesés au demi-centigramme prés.

La distribution est donnée par le tableau suivant :

|  Centres de classes .

Classes i 1 Effectifs Fréquences
115,5-116.5 116 1 0.004
1165-1175 117 0 0
1175-1185 118 1 0.004
1185-1195 119 4 0,015
1195-1205 120 16 0,058
120,5-121.5 121 23 0.083
121.5-1225 122 21 0.076
1225-1235 123 43 0.156
1235-1245 124 48 0.174
1245-1255 125 41 0.148
125,5-126.5 126 41 0,148
1265-127.5 127 21 0,076
1275-1285 128 10 0.035
1285-129,5 129 1 0,004
1295.1305 130 a4 0.015
130.5-131 5 131 0 0
1315-1325 132 1 0,004

Total 276 1

Réduction du nombre des classes; groupage.

32 Sile nombre des classes obtenues par observation directe est grand. et si les fré-
quences qui commespondent & certaines classes voisines sont faibles, il y a souvent
intérdt & réduire le nombye des classes en groupant des classes voisines

Pour un caractére discontinu on réun ;
. it les classes qui
voisines du caractére Un tel groupage Qui correspondent & des valeurs

a été o
p 277 classe 10 et plus de 10 efectué dans le tableau du n* 28,
Pour un caractére continu, on divise I'imervalle qui :
' . ] 3
en k intervalles d'étendues respectives 5, hs. qu h?:‘:,";ﬂ'ﬂulﬂ:lu ob_urvaux
précédemment. Dans la pratique, on choisit souvent des ¢ Oﬁﬁfdammua comue
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yple : Les poids de 811 nouveau-nés s '
::;nel:p”més an heclogrammes el mesurés a ggtg::l;\:::;:rg:' S
Lo poids le plus fa|ple est : 20,50 hg; le poids le plus élevé est - 49 50 h
"écart entre les poids extrémes est : 29 hg. .
L'utilisation des résgltats bruts conduit & 58 classes, ce qui est beaucoup. Il semble
aisonnable de rédmre.le nombre de classes 3 une quinzaine. Cela nol.;s conduit
3 grouper les observations en classes dont I'étendue commune est 2 hg.
Nous obtenons le tableau de distribution suivant :

Classes Ce{::rf:tgﬁa:‘fifes Effectifs Fréquences
20-22 21 2 0,002
22-24 23 4 0,005
24-26 25 16 0,018
26-28 27 43 0,053
28-30 29 96 0,118
30-32 31 136 0,168
32-34 33 180 . 0,222
34-36 35 124 0,153
36-38 37 86 0,106
38-40 39 69 0,085
40-42 41 35 0,043
42-44 43 7 0,009
44-46 45 4 0,005
46-48 47 3 0,004
48-50 49 2 0.002

Total 811 0,993

Représentation graphique des distributions
4 une dimension.

Dans le cas d'un caractére quantitatif, une représentation graphique de la distribu-
"lon est, en général, plus parlante qu’un tableau de nombres. Nous allons examiner
Suelques représentations graphiques usuelles; les axes de coordonnées ont tou-

. M
1ours des supports perpendiculaires.

Cas d'upe variable statistique discreéte.

Lo ; i sont
'SQue la variable statistique est discréte, les valeurs prises par cetie variable

s dans |'ordre croissant :

&n o
X "Ombre fin, Soient x,, x5, X3, ..., Xk C€S valeurs rangée
Dl'ésql Xz < 13 < - < xk-
INONS par £,, £,, fa, ..., f, les fréquences correspondantes.
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Diagramme en batons.

On porte en abscisses les valeurs x,. x;, X3 -
fréquences f,, f.. 5, ..., fo.
: : rdonnées (x., 0) et (x, £)
les extrémités sont les points dé COOrCC :
Les segments dont les  fawibution statistique (fig. 1).

. i batons de la
constituent le diagramme en ¢ on peut porter les effectifs n

Au lieu de porter en ordonnées les frequences .
Cela revient & faire un changement d'échelle sur |'axe des ordonnées. L'avantage

du diagramme des fréquences réside dans le fait que I'échelile des mdd::iﬁ est
toujours graduée de 0 3 1 et permet ainsi la comparaison de plusieurs 10ns

_x, et jon porte en ordonnées les

2)

r

’ )i =
24

|
fa <
|

+
i

d = I -

1 - - —a=
0 . X Xy K. X 0 X X X X, A

Polygone de fréquence.

36 On obtient le polygone de fréquence d'une distribution statistique en tracant les
segments dont les extrémités sont les points de coordonnées (x . f ) et (x ., 7 .,)
Cela revient a joindre les "“sommets consécutifs” du diagramme en batons (fig. 2)
Les figures 3 et 4 donnent respectivement le polygone de fréquence pour le nombre
de loges capsulaires d'un coquelicot (n° 27, p. 276) et pour le nombre de particules
= émises par une substance radio-active (n° 28, p. 277).

[ p=
! ©) a
| -  —_
0.2
a1
0.1
0.1 i
1
0.12 :
0.1 1
1

e ———
S S

— o . ——
- -

el ———

L ——
- ———

S R o
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Cas d'une variable statistiqye continue

g Lorsque la variable statistique est continue

s e les
(87 asses. Soient X, - x5, xy < x. ] valeurls observées sont groupées
. 2 i ¥ g k= X 3
i, f. ... Ty les fréquences correspondantes te1 168 classes successives et
Histogramme.

38 On subdivise l'échelle des abscisses en intervalles consécutifs | |
pondent aux classes x, - x, ., puis 'on construi Ror i ey
Tuit sur chaque intervalle un rectangle

dont l'aire est proportionnelle a la fréquence de la’ classe correspondant
Les rectangles obtenus constituent I'histogramme de |a distribution ’ e

Cas particulier.

39 Lorsque toutes les classes ont la méme étendue, on construit chaque rectangle en
prenant une hauteur égale a la fréquence.
On rencontre ce cas trés fréquemment, en particulier chaque fois que les classes
correspondent a la précision des mesures.
Pour tracer le polygone de fréquence, il suffit alors de joindre les points dont
I'abscisse est égale au centre de la classe, milieu de l'intervalle [x,, x;,,], et dont
l'ordonnée est égale a la fréquence de la classe, ordonnée du cété supérieur du
rectangle.
Les figures 5 et 6 représentent respectivement I'histogramme de la distribution des
masses de comprimés pharmaceutiques (n° 31, p. 278) et I'histogramme de la
distribution des poids de nouveau-nés (n° 33, p. 279). Pour chacune de ces deux
distributions, les classes ont la méme étendue; pour la premiére, nous avons

aussi tracé le polygone de fréquence.

| i
0,24
0,22} =
0,20F
o18] S
0.8f N Db j (g
9 7‘ 0,14k
otal 012} ™
010 0,10
0.08] 0,08k
20 0.06-
0,04 oLan sl
0.02 asse en cg 0,02 T
0 los . 0 T T T G 373041434547 49
P PATTY e r g Rys & 212325272931333537394143

®

Y T
l\, 5.."
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ces cumulées. Fonction de répartition,

rE 5.?;1,"'5."

Frequen

Fréquences cumulées.

40 Considérons une variable statistique, discréte ou continue.
Désignons les classes par @

. X; sila variable est discréte, .

<Ny 5118 variable est continue.

les fréquences des classes.
umulée d'une classe, X; OU X;Xjiq, la somme

Xo, i
Xy Xz, X2-X3, + -1 Xk
Soient f1; fg, e f;;
On appelle fréquence c
fi+fa+ft .. + £

41 Exemple : Fréquence cumulée des masses de comprimés pharmaceutiques.
bl coulll

Fréquences
Classes | Fréquences| ... lées

115,56-116,5| 0,004 0,004
116,5-1175( O 0,004
117,5-118,5| 0,004 0,008
118,6-119,6| 0,015 0,023
119,5-120,6| 0,058 0,081
120,5-121,5| 0,083 0,164
121,5-1225| 0,076 0,240
1225-1235| 0,156 0,396
1235-1245| 0174 0,570
1245-12565| 0,148 0,718
1255-1265| 0,148 0,866
126,5-127,56| 0,076 0,942
127,5-128,5 0,035 0,977
1285-129,56| 0,004 0,981

129,5-130,5| 0,015 0,996
130,5-131,5| 0 0,996
131,5-1325| 0,004 1

On utilise, .
n utilise, pour les fréquences cumulées, des représentations graphiques analogues

a celles utilisées pour les fréquences - di
cumulée et histogramme. + diagramme en batons, polygone de fréquence

Par exemple, la figure 7 donne I'hj
ar exemple, istogramme
distribution des masses de comprimés ;:»harmac:nectljﬁtyist:|:t:fsc"-l'E"m@5 SRR
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S N e
S ——

- -

-

———
———
——
-
———

——

__;-T“ — e T—

0.5+

0.4 4

03 4+

0.2 4+
—1

014
—

'l : : # 1 L L : i L
2 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132

L i g i

716 117 118 119 120 121 12

Fonction de répartition.

fonction de réparti
a chaque réel ), assoc

t inférieures ahi

tion d'une variable statis-
ie la fréquence

tique X, la fonction de IR dans R, qui,
F(3) des valeurs prises par X qui son

artition est donc une fonction €

La fonction de rép roissante sur R.

Cas d’une variable discréte.
dans l'ordre croissant, prises par la

Soient X, Xy, X3, - - -+ X €S valeurs, classées

variable discréte, et f; la fréquence de la classe X;.
Il résulte de la définition de la fonction de répartition F que

W h < Xy F(n) = 0:

i xy<agxy FO= £

iioxp<agx, FR)=fH+h

i ok oS ry FR)=F et

- - ’ " r . - - . " - . . . . . - - J'-=l'i'

8. x, < A Xpats F(1)=f1+f2+f3+---+fh=2f!;
j=k

' - Sk
iae <, F(n)=f1+fz+fa+---+’* &
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La fonction de répartition F est donc une fonction en escalier, croissante sur IR
Elle est conunue en toul point i, n'appartenant pas a [X;, X3 X4, .. , X%}, elle
est continue 4 gauche en chacun des points x,;, X, Xy, - . . X,

La figure 8 donne une représentation graphique de la fonction de réparution pour
la distribution du nombre de particules = (n® 28, p. 277).

F(\) A
1 -‘.T_.":':_-_:._'__"' "—'W
- _FH |
| |
R p— lH
I
| I
| | ! :
e e e _) ° : "
0.5 ] |
.-—_.___________H | :
: 1
| : : i
AR
[
________ [ | I '
i N S (N N T
N T N T
| |
' A A S .
I
I T
! I : | : Il :
= L L L b F L -
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 A

®

Cas d’une variable continue.
Soient xy-X2,  X2-Xa, ..., Xx-X.4 les classes de la distribution et #; la fréquence
de la classe x; - X;+4.
Il résulte de la définition de la fonction de répartition F que :
si: A X, F(») =0;
f=i
Sit A=y F=fhththit . 46=>1;
i=1
Si 5 x_‘-.}-1 é llll F(}"} = 1'
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a fonction | est croissante. i

| arts | ¥ X 4|, NOUS B ésulte que sj ;

puvert: -- 1 L avons : F(X) < Er A appanie'.lt 3y )

gi I'on ne fait aucune autre hypnthéSE!SU : () € Fx.,) N des intervalles
r . [ .

-~ . a !

o . 1ddvan'a‘5.’e la valeur de F () variable statistique &tydige, on
i p:'!;?rféufg:s II éf{enm'Je Coe cla t e

time a tonction F est affi rop grande il

. Ine s - . Il est souy i
La figure 9 donne. dans ce cas, Ia rt=.\lin'és-s.=ntz::ir e o
ition pour la distribution des poids de eBiiver Snné {
-nés (no

33, p. 279)
4
F(A)
1 -
g I
0,51
|
| |
| | | | |
| | | i | |
| | ] |
| | | | | |
i " : At
36 38 40 42 44 46 48 50 A

20 22 24 26 28 30 32 34

O,
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et de stabilité
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1 On considere expérience suivants  on (efte une pidos de -
oh #itend qu elle s immobilise | on observe 8lors e cO1é visible ge I8 Pibee
“pre " now P, ou “tace”. notd F

14 Chaque élive jotte une pidce cing fois de suite, et consigne sey L LTIV

Closses Eftectife Fréquences il
F ﬂ.. fI - ﬂ] '5
P ny ’J - ﬂ};ﬁ
Totai b 1

2* Soit N le nomitwe des dléves de la classe Les résultats obtenus par tous
les dléves sont rassemblds of consignds sous la lorme suivante

Distribution (1)
Mombee 3 x Nombre d dldves
de faces obtenues t e, 5 ayant obtenu :l::l” *
P on Sdve | de Faces co résuitat
0 (1] ny f; = ng/N
i 0.2 n, fy = ny/N
2 0.4 ny fz = ﬂJ"N
" | o.a ﬂ‘ !4 = n.l H
5 { 1 e fy = ng/N
|
l Total N 1

Cette distribution (J) correspond au schéma suivant -

Individu : une expérience (une série de cing jets de pidces) effectude par
un léve,

Population : ensembie des expériences offectudes par les N éléves de la
classe,

Caractére statistique - nombre (ou fréquence) de Faces oblenues par chaque
éléve . c'est un caractére discontinu qui présente 6 valeurs (6 classes).

Le nombre total y de Faces, et la fréquence Szﬁ sont calculés et notés.

3° Chaque éléve fait une nouvelle série de cing jets de pidces . on procéde
comme précédemment  on oblient une distribution (11} analogue A la dis-
tribution ().

Le nombre total de y' Faces, et la fréquence 5"“ sont calculés et notés.




18. STATISTIQUE DESCRIPTIVE

4° Chaque éléve groupe les résultats obten

el | us dans les deux séries de cing

Classes Effectifs Fréquences
Total 10 1

Les résultats des N groupes de 10 expériences sont consignés sous la forme
suivante :

Distribution (1)

Nombre ,
de Faces obtenues Fréquence Nombre.d'élaves Fréguence
par un éléve des Faces s des éléves
en 10 expériences i

0 0 Ny fo = no/N

1 0.1 m £y

2 0.2 H; "2

3 0,3 Ny f3

4 0.4 fla f-!

5 0,6 ng fs

6 0.6 ng fe

7 0,7 My fy

8 0.8 fig fe

9 0,9 ng fs

10 1 Mo fio
Total N 1

M

Le nombre total y” de Faces, et la fréquence 0N sont calculés et notés.

5° Comparer les fréquences de faces obtenues respectivement pour
5 épreuves, pour 10 épreuves, pour 5 N épreuves, pour 10 N épreuves.
On verra apparaitre les notions d'irégularité, de variabilité et de stabilité
de la fréquence expérimentale pour un grand nombre d'expériences.

2 Refaire des expériences analogues a celles de I'exercice 1 en jetant

simultanément deux piéces et en enregistrant les résultats sous la forme :

les cOtés visibles sont deux “pile” ou deux “face" ;
H L L
les cBtés visibles sont un  “pile” et une “face”.

4 Refaire des expériences analogues 4 celles de I'exercice 1 en jetant un dé
et en enregistrant les résultats sous |a forme suivante :

“ o point obtenu est 6, ou : “le point obtenu est différent de 6.
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4 Refaire des expériences analogu

simultanément deux dés, !
"Le total des points obtenus esl supérie

points obtenus est inférieur a 10",

es a celles de l'exeércice 1 gp
et en enregistrant les résultats sous la formg -
ur ou égal @ 107 ou "le total gy,

Joan

§ Le tableau suivant indique la répartition par dge des éléves des claggy,

terminales A, B, C, D de I'enseigne

ment public pour I'année scolaire 1967 .5 .

- ‘:‘2?1“5) Terminale A | Terminale B Terminale C | Terminale D

15 81 0 170 57

16 3 800 131 3972 2276
17 17 090 1 067 B 713 10 275
18 22 573 2172 7 001 15196
19 14 246 1389 3179 10 807
20 3 268 252 639 3 087
21 298 11 63 282

1o Pour chaque terminale, calculer les fréquences des différentes classes

d'dge.

20 Construire, pour chaque terminale, un histogramme de fréquence of
un histogramme de fréquence cumulée.
30 Construire, sur un méme graphique, les polygones de fréquence qui
conrespondent b chacune des terminales.
4¢ Construire, pour chaque terminale, la fonction de répartition

6 Le tableau suivant donne la distribution des notes d'oral en mathéma:
tiques de 145 candidats admissibles & |'Institut National Agronomique &0
1966. On a atribué & chaque candidat une note sous forme d'un entief
compris entre 0 et 20 :

Classes

DI'i213|4|5E5i7|8‘9’“_1‘11t12113i14|15115t17|18‘19j—£ﬂ

—

Effactifs

e ———

u[1|1]1|2'|-2_iz_|314]2|__4_i_13|1a|13|2ai12|12J16‘ 8|5 | ’

14 Calcul
culer la fréquence et la fréquence cumulée de chaque classe.
1ons pour les fréquences, puis pour les Iré:

2° Donner le diagramme en ba

quences cumulédes,

3: Dm-inuf le polygone de fréquence et
4° Construire et représentar graphiquem

le polygone de fréquence cumulée:
ent la fonction de répartition.

e ——
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Le talblea
?b *‘ o u suivant indique la répartiion des salariés par tranche de
a0t ! -
. |i'" e net annuel (loutes catégorios socio-professionnelles exceptds les
golangs o 3 p
danes agricoles et les salarids des administrations publiques) pour 'année

1 MGG

i Classes (tranches
do salaire net annuel en francs) Priguences
- mains de 4 000 0,072
4 000-5 U"Jﬂ_ ] ) 0.552 _
5 000-6 000 g - G.U;?- [
6000-8000 | 0186
_ 8 000-10 C'i;.llJ B i _LO,; 88
o -_10000-—150{}0_ “m 0,258_
T soo020000 | o082
- __2(-3-000-50 000 0,076
B __-__50 000 et plus 0.011

1¢ Construire I'histogramme des fréquences.
2¢ Construire |'histogramme des fréquences cumulées.

o les mesures des diameétres de 200 tétes de

g8 Le tableau suivant indiqu
dans 'ordre de sortie de

rivets, mesurés avec une précision de 0,01 mm,

la machine :

13,39 | 13.43 | 13,54 13,64 | 13,40 [ 1355 13,40 | 13.26
13,42 | 1350 | 13,32 13,31 | 13,28 | 13,52 13,46 | 13,63
13,38 | 13.44 | 1352 13,53 | 13,37 | 1333 13,24 | 1313
13,63 | 1353 | 1339 1367 | 13,51 [ 13.34 13,39 | 13,47
1351 | 13,48 | 1362 13,68 | 13,57 | 13.33 13,51 | 13.40
1330 | 13,48 | 13,40 13,67 | 13.51 13,40 | 13,52 | 13,56

13,48 | 1348 | 13,62 13,35

13.40 | 13,34 | 13,23 13,37

13,40 | 13.36 | 13,45 13.48 | 1329 | 13,58 13,44 | 13,56

13,28 | 13,69 | 13.47 13,46 13,62 | 1354 | 13,20 13,38
1351 | 13,47 | 1340 13,29 | 13.20

13,43 | 13,35 | 13.56
13.46 | 13,44 | 1342 13,29 | 13.41 13,39 | 13,50 13,48
13,29 | 13,38 | 13.45 13,50

1363 | 13,34 | 1345 13,42

13,55 | 13,33 | 13,32 13,69 | 13.46 13,32 | 13,32 | 1348
13,29 | 13.25 13,44 | 13,60 13,43 | 13.51 13,43 | 13.38
13,24 | 13,28 | 13,58 13,31 13,31 13.45 | 13.43 | 13,44
13,34 | 13,49 | 13,50 13,38 | 13,48 13,43 | 13,37 13.29
13,54 | 13,33 | 13,36 13,46 | 13,23 13,44 | 13,38 13,27
13,66 | 13,26 | 1340 13,62 | 13,59 13,48 | 13,46 13,40
13,43 | 13,26 | 13,50 13,38 | 1343 13,34 | 13,41 13,24
13,42 | 1355 | 13.37 13,41 | 13,38 13,14 | 1342 13,62
13,38 | 13,64 | 13,30 13,18 | 13,32 13.46 | 1339 | 13.35
13.34 | 13,37 | 13,50 13,61 | 1342 13,32 | 13,35 13,40
13,57 | 13.31 13,40 | 13,36 13.28 | 1358 | 1 3,68 | 13,38
13,26 | 13.37 | 13.28 13,39 | 13,32 13,20 | 13,43 13,34
13,33 | 13,33 | 1331 13,45 | 13,39 13,45 | 13.41 13,45

289




=R AR AENCRPITVE

ENERCICES

290

bo Abetre cee résultats en ordre | les grouper ensuite an classes de 0 g5 i
v hdoe classe

¢ Denaes une représentation graphique de la fonction de répartition

P e tableau suivant indique les quantités de pluie, exprimdes en m.
sdtres recueillies & Paris, Parc Saint-Maur, de 1874 a 1945 :

S .

1310-13.18) et dresser le tableau de la distribyng,
e OConstraire 'mstogramme des fréquences
¢ Constrairé Uhistogramme des fréquences cumulées,

Année I mm Année mm Année mm
1874 482 1898 653 1922 757
187 ! B9b 1899 418 1923 714
1876 | 657 1900 444 1924 681
1877 67 1901 465 1925 715
1878 752 1902 540 1926 683
1879 642 1903 536 1927 772
1880 488 1904 518 1828 738
1881 564 1905 638 18239 494
1882 660 1906 595 1830 831
1883 570 1807 546 1931 801
1884 442 1908 568 1932 551
1885 590 1908 666 1933 553
1886 681 1910 751 1934 596
1887 486 1911 481 1935 630
1888 542 1912 609 1936 748
15889 532 1913 645 1937 714
1830 510 1914 626 1938 551
1891 588 1915 655 1939 BOB
1892 887 1916 705 1940 604
1883 524 1917 573 1941 735
1894 4383 1918 578 1842 813
1895 508 1919 648 1943 549
1896 654 1820 547 1944 694
1897 620 191 279 1945 475_J

1° Mettre ces résultats en ordre; les grouper ensuite en classes de 50 mm
(premudre classe : 250-300) et dresser le tableau de la distribution.

2 Construire I'histogramme des fréquences et le polygone de fréquence:
3¢ Construite I'histogramme des fréquences cumulées et le polygone des

fréquences cumuides.
4= Construire et représenter graphiquement la fonction de répartition.
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19.
Espaces probabilises finis

Introduction.

Notion de phénoméne aléatoire.

Les phénoménes et les expériences que nous avons étudiés dans le chapitre
précédent présentent les caractéristiques suivantes :

1. Une fois précisés I'ensemble des conditions qui définissent un type d'expérience,
ou l'apparition d'un type de phénoméne, ainsi que le mode d'observation des
résultats, il est possible d'effectuer autant d'expériences du type précisé, qu'on le
désire.

2. Le résultat observé lors de la réalisation de I'une de ces expériences ne peut pas
étre prévu a priori avant |'expérience, on peut simplement préciser I'ensemble
des résultats possibles que I'on décide d'observer.

3. Stabilité de la fréquence expérimentale : quel que soit le résultal
considéré R, si I'on effectue diverses séries de N,, N,, N5 ... expériences du
type précisé, les fréquences d'apparition du résultat R : f,, f5, f3 ... obser-
vées pour chacune de ces séries sont trés voisines lorsque les nombres N,, N,
N., ... sont suffisamment grands.

Nécessité d'une nouvelle théorie.

Lﬁ lois rencontrées en Physique s'énoncent souvent sous la forme : "une expé-

rence réalisée dans des conditions précisées donne le résultat R T

Nous disons qu'une telle loi est de type déterministe.

U,n énonc:é de loi déterministe ne peut s'appliquer aux types de phénoménes pré-

;Té;;lliem donc !'lf.-cfessaire de construire un nouveau modéle mathématique :
es probabilités.

E » .
. namzdéle sera construit sur des axiomes et des définitions choisis en fonction de
fe des phénoménes 3 étudier.
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Théorie des probabilités.

3 Dune maniére générale, nous appelons :
phénoméne aléatoire : tout type d'expérience qui vérifie les trois conditions
énoncées au paragraphe 1;
complexe expérimental, noté (" : 'ensemble des conditions qui définissent |e
phenomene aléatoire étudié et le mode d'observation des résultats;
épreuve dans les conditions ' : une expérience particuliére du type envisagé.
Nous notons (&, () une telle épreuve, ou, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité : &,
Le modéle que nous allons construire ne sera intéressant du point de vue pratique
que si les propriétés et les théorémes déduits des axiomes de base permettent de
rendre compte des phénoménes aléatoires et en particulier de la stabilité de |a
fréquence pour un grand nombre d'épreuves.
Dans la suite, nous allons construire un tel modéle en nous limitant au cas ol I'en-
semble () des résultats possibles pour une épreuve (&, () est un ensemble fini non
vide.
Nous donnons d'abord quelques exemples qui permettent de mieux comprendre

les mots de phénomeéne aléatoire, conditions C, épreuve &, ensemble () des résul-
tats possibles.

Exemples de phénoménes aléatoires.

4 Dans le chapitre précédent, nous avons rencontré les exemples suivants :

Phénoméne

année dans une mater-
nit¢ ou un ensemble
donné de maternités

: Conditions C Q
sbataire ditions Epreuve & Ensemble
jeu de pile ou | jeter une piéce en l'air; | jet d'une piéce | {pile, face}
face attendre qu’elle retombe

sur le sol; examiner le

coté visible
sexe d'un enregistrement des nais- | naissance d'un | {féminin,
nouveau-né sances au cours d'une | enfantdansune masculin}

de ces materni-
tés

fabrication
d'un type de
comprimés
pharmaceuti-
gues

type de la machine; ca-
dence de production;
type du lot de matiére
premiére ; qualification
de |'opérateur; détermi-
nation de la masse des
comprimés a un centi-
gramme prés

détermination
de la masse
d'un comprimé
fabriqué dans
les conditions
indiquées

chaque masse
étant exprimee
en centi-
grammes : un
ensemble fini
d'entiers natu-
rels
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L Hh'l:’.'mble des é\féllem&nts S PROBABILISES £y

tvenement lié & ype epreuve (¢ C
: 2
[} L]
Exemple : Considérons le
@t de deux des cubiques di

SCernables D
vt \‘:.'i.hiun‘ d&S dBUK dés ] Bt DEI

par exemple un dé rouge et un dé

attendr ils §'i ili
poInts marques sur les faces sy Perieures G mmoblisent et observer les
Nous noterons n, le nombre de poi :
‘ NS marqués sur la face supéri
nombre de points marqués sur la face supérieure de D Biaaiad
Le resultat d une épreuve (&, ©) est al :
), Ors un couple (n,, n,) de deux enti
telsque 11 <n, <6 ot 1 < n; 6. el B
Deésignons par E 'ensemble : E = inelN |1 < n g6
L ensgmb!e L1 des résultats possibles pour les épreuves (&, C) est donc le produit
cartésien E x E. Il y a 36 résultats possibles ; I'ensemble 2 est done fini.
L'ensemble L) est représenté sur la figure 1,

Lorsque nous effectuons une épreuve (&, ©), .

nous pouvons veérifier si le résultat (n,, n,) 6

de cette épreuve posséde ou ne posséde

Pas une propriété déterminée ; par exemple : e A
“la somme n, + n; est égale 4 10", 4@

Nous disons que “n, + n, = 10" définit 3

un événement lié a I'épreuve (&, C).

La propriété “n, 4+ n, = 10" caractérise un 2e

sous-ensemble de () : le sous-ensemble 1

A= {(4 6), (5 5). (6, 4)}. -

L'événement considéré apparait donc comme

un sous-ensemble de (1. e & o o o
Une fois I'épreuve effectuée, si le couple E\0l 2 3 4 5 6
observé (n,, n,) vérifie la propriété

Ny + ny = 10", c'est-a-dire : (n,, n2) €A, (1)

nous disons que I'événement A est réalisé.

D'une maniére générale, nous donnons la définition suivante :

oire défini par un complexe
sultats possibles pour une
), toute partie A de L

DEFINITION : Soit un phénoméne aléat p
expérimental C et soit () I'ensemble des rf
épreuve (&, C). On appelle événement lié a (&,

on dit que l'événeme

nt A est réalisé si
Lorsqu'on effectue une épreuve (&, C) :

et se?.nlement si le résultat de cette épreuve est un :‘?r::sr:rgslj des
Oe la définition précédente, nous déduisons quarties B

3 une épreuve (&, C) est I'ensemble J (.LH dest gn

Sile cardinal de (2 est n, le cardinal de ¥ (42) est <=

é‘u‘éﬁﬁments liés
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18, ESPACES PROBABILISES FINIS
langage des ensembles et langage des événements,

Considérons une épreuve (&, C).

Désignons par A et par B des événements liés a cette épreuve, et par 5 o résultay
de cette épreuve.

Evénement certain.

Si A est égal 2 Q, il résulte de la définition de (2 que, quel que soit le résultat ,
de l'épreuve,ona : @€ Q. ‘ _
(Q est donc un événement toujours réalisé; on dit que £ est un événement certain,

Evénement impossible.

Si A est égal a I'ensemble vide, le résultat a ne peut appartenir 3 A. & est donc un
événement qui n'est jamais réalisé ; on dit que & est un événement impossible.

Evénement A.

Considérons I'événement : A = ( — A. Nous avons les équivalences logiques :
(A réalisé) < (acA);

(aeA) < (azA);

(a ez A) <—> (A n’est pas réalisé).

Nous en déduisons que A est réalisé si et seulement si A n’est pas réalisé.

Evénement AnB.

Considérons I'événement : C = An B. Nous avons les équivalences logiques -
(C réalisé) <> (e AnB);

(ae AnB) <> (acAetaeB);

(e Aet ae B) <— (AetB réalisés).

Nous en déduisons que I'événement AN B est réalisé si et seulement si les évene-
ments A et B sont réalisés.

En particulier, si on a : ANB = &, les événements A et B ne sont jamais réalisés
simultanément. On dit qu'ils sont incompatibles.

Evénement AU B.

Considérons I'événement : D = AUB. Nous avons les équivalences logiques
(D réalisé) <—=> (ae AUB);
(a e AuB) <—> (aeA ou aeB);

(e AouaeB) «— (A réalisé ou B réalisé).

Nous en déduisons que I'événement AU B est réalisé si et seulement si I'événement
A ou lI'événement B est réalisé.

En particulier, siona : AUB = ©, 'un des événements A ou B est toujours réalisé:
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Evénements A et B pour lesquels A est inclu
Considéerons deux événements A et B pour les

(A réalise) <—> (aeA);
(aeA) =—> (aeB);
(a € B) <—=> (B réalisé).

Nous en déduisons que, si A est inclus dans B, la réalis
implique la réalisation de I'événement B.

19.
ESPACES PROBABj ISEs rinyg

S dans B,
quelson a : AcB. Nous avons -

ation de 'événement A

Systéme complet d'événements.

Considérons k événements A,, A,, ..., A, tels que (A, Ay,

de Q.

... Ag} soit une partition

Si :i#/j ona: AnA;,= @ Deux événements distincts A; et A, sont donc
incompatibles. Pour tout élément a de (2, il existe un indice / et un seul pour lequel

on a .

a € A;. Un événement A; et un seul est donc toujours réalisé. On dit que

les événements A,, Ay, ..., A, constituent un systéme complet d'événements.

Tableau récapitulatif.

15 Résumons dans un tableau les résultats que nous venons d obtenir :

T(Q)

Evénements

(AcQ) <— (AeT(Q))

A est un événement

A=g

A est impossible (jamais réalisé)

A=0Q

A est certain (toujours réalisé)

A=Q— A
(complémentaire de A dans Q)

A est réalisé si et seulement si A n'est pas
réalisé (A se lit : non A)

C=AnB

C est réalisé si et seulement si A et B sont
réalisés (conjonction de A et de B)

AnB =g
(A et B sont disjoints)

A et B sont incompatibles (jamais réalisés
simultanément)

D est réalisé si et seulement si A ou B est

tion de () -

8 f#jf A,'nA,.:= ,@'et:
AUAU. . UA =0
g—-_;

D=AuB réalisé (disjonction de A et de B)

I’'un au moins des événements A ou B est
AR i 0 réalisé
AcB la réalisation de A implique la réalisation
(inclusion) de B (implication)
Ay A, L, A} est une parti- | {Aq, Ay .-, A} est un systéme complet

d'événements :

si: 7/, A; etA; sontincompatibles,
I'un des A, (et donc un seul) est réalisé
lors d’'une épreuve &
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18 Utilisons I'exemple des deux dés D, et D, du n° 5, p. 293, pour donner quelques

exemples :
T (L) Evénements
A={(1.1).(12),(21) A obtenirn, + nz; < 3
A=0O — A A : obtenirn, + ny; > 4
A={(6,1)(62)(63),(64) | A: obtenir n, = 6
(6, 5). (6. 6)}
B= {{11 ﬁ'}, (2-: 6), (3- 6}: (4, E)- B : obtenir ; = 6
(5, 6), (6, 6)}
C=AnB C : obtenir un double six (7, = n, = 6)
D=AuUB D : obtenir au moins un six
{n1 7—"60“”2:5}
A={(1,1)(12),(21)} A : obtenirn, + n, <3
B =1{(1,2).(2 1)} B : obtenirn, + n, =3
BcA la réalisation de B implique celle de A
Ac={0i/) ] (i.j) el A, : obtenirn, + n, =k
eti+/j=k}
{As, As, Ay ..., Ay} estunepar- {Ay Aj, Ag ..., A} est un systéeme
tition de Q (fig. 2) complet d'événements
Q
Evénements élémentaires. Ge
58
17 Parmi les événements liés a I'épreuve (&, C) p
certains sont "décomposables” et certains .
ne le sont pas. e
Par exemple, I'événement “obtenir une som- 2
me de points égale & 10” peut s'exprimer
ainsi : "obtenir le couple (4, 6) ou le e R
couple (5, 5) ou le couple (6,4)". E
L'événement A = {(4, 6), (5.5). (6, 4)} est 3
la réunion des trois événements : ©) E 1' ; ; : ; 6 ,

A, =1{(46)}; A,={(55)}; A;={(6.4)}.
Par contre, I'événement : “obtenir le point 4 sur le dé D, et le point 6 sur le dé D2
est un événement non décomposable : A, = {(4,6)}; A, estun singleton de

’ (): nous disons ‘est un événem aire.
'ensemble L2: N que c’est un événement élémentaire

Si () est I'ensemble des résultats possibles pour “';:’
on appelle événement élémentaire tout singleton de *~

DEFINITION :
épreuve (6 C).
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srietes des événements elémentaires,

TONS une epreuve (£, €) d'un phenomane aldatolie

e nombre. strictement posinf
; d'élémeonts e |
3 ensemble L pour cen
alle dpreuve

aOsSIgnons par &, a., -2, los éléments de 1)

€5 7 evenements élémentaires sont Ajw g pourre {1, 2

ey 1 r ; / b ) ) i
51 est différent de /. nous avons a4 ## a llenrdsulte A NA 4 I
- Py = I y - "
O sutre part. nous avons | () = AVUALUA U U A

- - "

L ensemble {A, A, A, ALl des Ovenements dlomentaires ot donc une

"

partition de{}: c'est un systédme complet d'dvénements

THEOREME : Les événements élémentaires liés & une épreuve (& )
constituent un systéme complet d’'événements. '

Considérons un événement A, par exemple = A - | 84, @3, 8,)

Nous avons : A = {a,Juia:luia,) = A,UA,UA,

L'événement A peut donc s'exprimer comme une réunion d'événements élémen-
tairas

D’une maniére générale, soit B un sous-ensemble & k éléments de L} On démontre
que ce sous-ensemble est la réunion de & singletons de ().

THEOREME : Tout événement lié & une épreuve (i, () peut s’exprimer
comme une réunion d'événements élémentaires liés A cette épreuve.

Remarque : Nous retrouvons ici sous forme mathématique la notion expérimen-

tale d' événement décomposable et d'événement non décomposable.

En résumé :

les événements élémentaires sont deux a deux incompatibles;

au cours d'une épreuve un, et donc un seul, d'entre eux est réalisé;

tout événement peut s'exprimer comme une réunion d'événements élé-

mentaires.

Remarque importante.

Lorsque I'on étudie un type de phénoméne aléatoire, il est possible, en rpodifiant
le complexe expérimental C et, en particulier, les conditions d obsefvatlons. des
résultats, d'associer a ce phénoméne plusieurs ensembles () et par suite plusieurs

ensembles d'événements J'({2) différents.
Exemple : Considérons le phénoméne aléatoire défini par les conditions C sui-

vantes : jeter deux piéces, attendre qu'elles retombent et examiner les coOtés
visibles,
1. Les! i indiscernables.

es deux piéces sont indisce épreuve (&, €)

Dans ces conditions, les résultats que I'on peut obsarvf!r pour une
sont : a, = | pile, pile}, a, = {face, face}, a; = { pile, face}.
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E_“‘eﬂel les deux pidces étant indiscernables, on ne peut pas distinguer les résultatg
pile-face” et "face-pile”.

L ensemble (2 a donc trois éléments et il v a trois événements élémentaires.

2. Décidons de faire une marque sur l'une des deux pidces de facon a les rendre
discernables. On peut alors distinguer les résultats “pile-face” et "face-pile”.

Dans ces conditions. les résultats possibles sont :

a, = (pile. pile), a. = (face, face). a; = (face, pile), a, = (pile, face).

L ensemble L} a donc quatre éléments et il y a quatre événements élémentaires.

Nous verrons, dans la suite, comment l'introduction de la notion de probabilité nous
guidera dans le choix de l'ensemble L1,

Espaces probabilises finis.

Construction eélémentaire d'une probabilité sur (<)

L'introduction des ensemblestl et i ({2) rend compte du fait que, pour une épreuve &
d'un phénomeéne aléatoire, plusieurs résultats sont possibles. |l s'agit maintenant

de traduire mathématiquement la propriété de stabilité des fréquences expéri-
mentales.

Dans le langage courant, cette propriété s'exprime par des phrases telles que :

“il y a autant de chances d'obtenir tel résultat que tel autre” ou “il y a deux fois
plus de chances d'obtenir tel résultat que tel autre”.

On accorde donc 3 la réalisation de chaque résultat un certain degré de confiance.

Nous allons caractériser ce degré de confiance en associant A chaque élément de ()
un réel positif ou nul.

Soit: Q = {a,, 85 85 ..., a,).

Associons a chaque élément a, de (2 un réel positif ou nul, noté p(a,) ou simplement
p;. appelé coefficient de a,, ou masse de a,.

Nous définissons ainsi une application p de (2 dans IR
pP: Q — R, a r— p(a)=0p,.

—

Nous allons utiliser cette application p pour construire une probabilité sur l'en-

semble V(L)) des événements, c'est-a-dire une application P de i ({2) dans R.
a laquelle nous imposerons certaines propriétés.

Nous allons définir I'application P en définissant I'image, ou probabilité, de chaque
événement A de i (£)).

Probabilité d’'un événement élémentaire.
Par définition, la probabilité de I'événement élémentaire - A, = {a, est: P(A) =P
Probabilité d'un événement A non vide.

La propriété d'additivité des fréquences expérimentales, et I'intuition courante.
nous suggerent de définir la probabilité de A de la facon suivante :

par exemple, si A est I'événement (a4, 22 @;], 0onpose : P(A) = p, + p2 + Pr
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vere aonersle soit A un événement a k éléments :

2 [0 Ban B .0 00 2y 23 %3 ..., 2, désignent k indices distincts

3

L‘! &.'qv T

'y & ]
3112 3.....0.

a probabilite de I'événement A est ;

~artenant
j:}J.‘lr.t'

Par gefiniuion

e _ \‘
Pi&} ::'1'3.-’_'{"-1_‘_;"’::'&- +pli — pﬁl.

En particulier = {a,. 8283 .-

p)=p +P2+Pst ... TPr=

Probabilité de I'événement certain.

() estun événement certain ; dans le langage courant, ondit : "ilya 100 % de chances

27 e " : .
pour que cet événement se produise”. Par convention, et par habitude, nous impo-

serons donc : P() = 1. . .
Cela revient 3 imposer 2 la fonction p de vérifier I'égalité :

i=n

ﬂ1'*'p2+p3+-n+p-s=

Probabilité de I'événement impossible.

28 Dans le langage courant, on dit “il n'y a aucune chance pour que cet événement
se produise”. Par définition, nous posons : P(g&) = 0.

29 Enrésumé, nous avons ainsi construit une application P de () dans [R_ ; cette
application est appelée probabilité, ou loi de probabilité, sur J(Q).

Propriétés de la probabilité P définie a partir de p.

. De la ?éfinition de I'application P, nous déduisons :
| FAeid(Q), P(A) > 0, et en particulier : P(Q) = 1.

N L o . g LI .
i suf::ste:ﬂons montrer que I'application P est additive, c’est-a-dire que, quels que
P[Aﬂ e €vénements incompatibles A et B, on a I'égalité :
UB) = P(A) + P(B).

Si l'un des dug
i@ :is Evenements, B par exemple, est I'événement impossible, nous avons :
Uégalis UPEA:: A; P(B) = P(@) = 0.
- P(AUB) = P(A) 4 P(B) est donc vérifice.

Suppg
SOns qu i & ; ;
Osong - q;)ﬁS eveénements incompatibles A et B soient tous deux non vides.
Oug avons : 1.5':.:;:,! a:,» e au.},’ B = {aﬂs-' aal' aﬁ" o am}‘
tous distingys NB = & les k + A indices Oy, &ae - - s Ok P9, Bar ..., By soONL
®t appartiennent 3 {1.2,8, ...,n}
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Dans ces conditions, nous avons . | 0l
AUB = {8, 8 8a, - - Fau F00 T Ay - v Apafe
Par définition, nous avons - |
P(A) = Pa, + Pa + Pa, + - T Parr

= pg, + P+ P+ oo F P
I;ti’u B;)i (Ps f"+ Do + Pay + oo+ Pa) T (g, + Po, + Po, + ... + py,).

Nous en déduisons . P(AUB) = P(A) + P(B).

Les propriétés que nous venons de mettre en évidence vont nous servir 4 donner U
définition axiomatique d'une probabilité sur J4'(£2).

Définition d’une probabilité sur J'().

——

DEFINITION : Soit 2 un ensemble fini non vide dont les sous-ensembles,
éléments de J'(L), sont appelés événements. On appelle probabilité, ou
loi de probabilité, sur J(()) toute application P de ¥ ({)) dans R, qui
vérifient les deux propriétés :

1. P(Q) = 1;

2. jAed(Q), yBev(), (AnB= @) —> (P(AUB) = P(A) + P(B)).

Le triplet (€2, ¥(L), P) est appelé espace probabilisé fini.

Propriétés d'une probabilité sur J'(<).
Probabilité de I'événement non A.

Soient A un événement et A |'événement non A.

Nous avons : AnA= @ et AUA = (.

Nous avons donc : P(A) + P(A) = P(Q).

Il en résulte I'égalité : P(A) + P(A) = 1, c’est-a-dire : P(A) =1 — P(A).

\ YAeT(Q), P(A)=1—P(A)

En particulier, si: A = (), nous en déduisons :

IF(EJ)=0

Croissance d'une probabilité.

Soient A et B deux événements tels que : AcB.

Nousavons : AN(B — A) =& et AU (B — A) = B. ositf
Il en résulte I'égalité : P(B) = P(A) + P(B — A). Le réel P(B — A) est P

ou nul; nous en déduisons :

, JAed(L2)., YBed(Q), (AcB) — (P(A) <€ P(B))J
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raduire cette propriété, nous disons que la probabilité p

ssante de @ (42) ordonné par inclusion, dans IR. c:rdw:mnss’:aSt e aatin

. Par la relation <.
[ parnculier, pour tout A appartenant a J(£2), nous avons - AcQ. 1l en résyl
' S resulite

ya e(),  P(A) <1

Probabilités de la conjonction et de la disjonction
de deux événements.

Soient A et B deux événements.
Nous avons . AN(B — A) =@ et AU(B — A) = AuB.

Nous en déduisons : P(A) + P(B — A) = P(AUB). (1)
Nous avons aussi: (ANB)N(B—A) =@ et (AnB)u(B — A) = B.
Nous en déduisons : P(AnB) + P(B — A) = P(B). (2)

Des eégalités (1) et (2), il résulte I'égalité :

P(A) + P(B) = P(AnB) + P(AuB)

Remargques : 1. Si A et B sont incompatibles, nous avons :
P(ANB) = P() = 0.

Nous retrouvons dans ce cas la propriété d'additivité de la définition.

2. Quels que soient A et B, nous avons : P(ANB) > 0, il en résulte l'inégalité :
P(AuB) < P(A) + P(B).

Extension de I'additivité.

Soient A, B, C trois événements deux a deux incompatibles :
AnB=BnC=CnA=g.

Nous avons alors : An(BUuC) = (AnB)U(ANC) = gug = &.
llen résulte - P(A U (BUC)) =P(A) + P(BUC) = P(A) + P(B) + P(C).

On démontre et nous admettons que cette propriété est encore vraie pour k évé-
nements A;, A, ..., A; deux a deux incompatibles :
5”?‘"}‘: A;nA’-= E
i=k
PIAJUAU. .. UA,) = P(A) + P(As) 4 ... + P(A) = > P(A).
i=1
En particulier, si {Ay, Ay, Az, ..., A} est un systéme complet d'événements, nous
f= K
avons : ‘,\ P(A,) = 1.

N |
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Lien entre la construction élémenta_ir_e‘ et la définition
axiomatique. Distribution de probabilite.

37 Nous avons vu (ne

30, p. 299) que la donnée d'une application P de () dans R,
= .
telleque: \ p(a;) =1 permet de construire une application P de T(L2) dans R,

fat
qui veérifie les axiomes de la définition. _ | ' _ .
Réciproquement, montrens qu'a toute probabilité P sur 4'(€2), il est Possible d'assg.
cier une telle application p.
Il suffit pour cela de

définir 'application p par: a; n—» p(a) = P({a}).
Nous avons : P(la}) > 0: I'application p ainsi construite est donc une applicatign
de () dans R _.
D’autre part, les événements élémentaires {a,

} constituent un systéme complet

i=n I=n

d'événemems; nous avons - \
<y

Pla:i)) =1,  cest-a-dire - j}; pla) =1,
i=1

i=1
38 En résumeé, une probabilité P syr

V(L)) est entidrement déterminée par la donnée
f=n
d'une application p de Q dans R

+ telle que : Zp(a;) =1,

e
Posons alors 1a définition - ‘
l:!I‘:FINITION : On appelle distribution de probabilité sur un ensemble
fini non \udg: 91082, 33, .., a,.} toute application p de O dans R.
i=n
telle que - z

i=1

La proprigte précédente Peut alors &t

re énoncée :
THEOREME : Soi

39 Remarques G
——1afQues

Soit P une Probabilité syy (). N
—— _ ©\==). Nous savons que -
et P(Q) =1. Cependant, j| PEUL exister deg événemen ;
tels que I'on ait - P(A) =0 oy P(A) =
Par exemple, soit O —

= 1.

19y, a,) et p | i

e 191, @55 @ probab

tion de probabilité p - Q0 — R g :
Du point

P(Z)=0
s A autres que @ et [

ité sur T(Q) définie par la distribu-
31 F— 1' az Fp—— 0.

de vue expér i = .

. g s Do, oy o

possibles pour une épreuve (8, ), 1a prob

tible de représenter la réalité ex

. abilité
: ! Périmentale que sj
ment” impossible, ¢’est-a-dire

si {a,} n'est
nombre d'épreuves.
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_ 9.
5 putres termes, les conditions PA) ESPACES pROBABILISES Fineg
ou ;

ans d evenements impossibl "

_ es 0 ' (A I

e probabilisé (51, 7(2), P) e:f(:a:ams du point de vl:ﬁ:p:r:mtjradtu:sent g
' modéle ace b

Leatone etudié. Lors de |'étud
| a de eptable po
" s le choix de la probabilits P probléme concrets, cette mml;f:;;t:}gh: nor%éne

: us guidera

<40 aun seul élément ;L) = (5!
‘ -l =1{al la it
() = 0 et P ({a}) = P() A2 seule probabilité sur '((2) est définie par :

: 1. Quell :
. ours réal @ que soit I .
ost toujours réalisé. Dans ce cas, le phénoméne étudie :sr:re:jl.:]val : I:.a e
ype déterministe.

Applications a des problémes concrets.

Generalites.
40 Pour studier un phénoméne aléatoire, il faut

1. Définir le complexe expérimental ', y compri ! '
_ : ! pris le mode d'observation de
de facon a bien préciser 'épreuve & considérée. e

2. Définir une loi de probabilité P sur (L)) de fagon que I'espace probabilisé
(L2, (L2). P) soit un modéle acceptable pour le phénoméne étudié. Le plus sou-

. vent la loi P est défime 3 partir de la distribution de probabilité p, ce qui revient a
se donner les probabilités des événements élémentaires.

Lorsque des considérations de symétrie ou *d'indécision” font apparaitre les 1
événements élémentaires | s | comme "également probables”, on prend, par défini-

tion la distribution constante définie par : Ya, €Lk pla)=P{a =g
dits "équiprobables”. Dans ces conditions,

N card A card A
la probabilité d’un événement Aest: P(A)=—"F T cad

Les événements &lémentaires sont alors

Pour traduire cette derniére égalité, on énonce

“lorsque tous les événements iprobables, la proba-
bilité d'un événement A est égale au quotient du nombre de cas favo-
rables a A par le nombre total de cas possibles”.

On utilise, en particulier. I'équiprobabi[ité pour toutes les éprauves qui consistent a
choisir au hasard un élément d'un ensemble ; par exemple : tirer au hasard une carte

dans un jeu de 52 cartes, tirer au hasard une boule dans une urne.

i sucune constatation sxpérimentals e parmEt 7 priori dutiliser |'équiprobabilté
on définit généralement les p(a) en se basant sur les fréquences expérimentales
observées lors d'une série d'épreuves de nature analogue. Par ex_ermpie. des “tables
06 missiatih” sont tliebes pout sk JoX DTS dRsmmnenss

16 P résulte donc d'hypothéses faites sur le phénoméne

elle hypothése.
elques exemples.

Le choix de la probabili
Eh:uche, ou constitue une nouv
ous allons maintenant étudier qu
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Jeu de pile ou face.

Soit & une épreuve effectuée dans les conditions C’ suivantes :
on jette une piéce en |'air, on attend qu'elle retombe, on observe alors |e cgg Visiblg.
on exclut a priori le cas ol la piece resterait en équilibre sur la tranche. ,

Dans ces conditions, nous avons : ()= | pile, fe:ce}. _ .
Intuitivement, les deux événements | pile} et {face| paralssent' _éq“'pmbables_ Pou
étudier ce jeu de pile ou face, nous choisissons donc la probabilité P définje par -

1
P({pile}) = p(pile) = 12; P({face}) = p(face) = 5

Jet d'un de.

Considérons une épreuve § effectuée dans les conditions suivantes -

on jette un dé cubique sur une table, on attend qu’il s'immobilise et I'on observe |
nombre de points marqués sur la face supérieure: on exclut le cas ou le da
resterait en équilibre sur un sommet ou sur une aréte,

Dans ces conditions, nous avons : () = {1.2,3. 4,5, 6).

Si nous supposons que le dé n'est pas “pipé”, c'est-a-dire alourdi sur certaines de
ses faces, et que le joueur ne triche pas en le lancant d'une facon speciale, les
six événements élémentaires paraissent équiprobables. Nous choisissons donc de

définir la probabilité P par : VieQ, p()=P({i})= %

Considérons I'événement A "obtenir au moins 5"; nous avons : A = {5, 6.
La probabilté de A estdonc : P (A) = p(5) + p(6) = &

Si, aprés avoir fait un grand nombre de parties avec ce dé, nous observons que le 6
sort beaucoup plus souvent que le 1, il est vraisemblable que le dé est pipé.
Dans ces conditions, nous définissons P en prenant pour valeur de chaque p(/)
les fréquences observées. Par exemple :

P(1) =p(2) =p(3) =01; pP(4) =p(5) =02; p(6) =03

La probabilité d'obtenir au moins S estalors : P(A) = p(5) + p(6) = 05.

Jet de deux dés.

Nous reprenons I'épreuve § et |es conditions C définies au ne 5, p. 293.
Nous savons que les éléments de {)sontles 36 couples (/,/) ol /et j sont deux en
naturels tels que : 1 </i<6 ot 1 <i<6

Posons : (/. /) = a,;. o
Si les dés ne sont pas pipés, les 36 événements élémentaires {a;;) paraissen
équiprobables. Nous définissons donc p en prenant °

.
P({a;) =Pla,) =35 Pour:1<i<6 et 1</<6.

tiers
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i+ j=6";
- Nous en déduisons -
p(A) = plas) + plas2) + plagy) + P(a24) + plag,) = 5 L o

Considérons evenement A défini par : “obteniy
nous avons - A = {a5 a4, 33, 3y, as, )

X 7= = =
‘ | o 36
De méme. si B est I'événement “obtenir : j 4 / < 3"; nous avo "
' ns :
B = |8y, @2 @), nous en déduisons : P(B) =3 ) L
Y R — W = =
36 12

Tirage d'une boule dans une urne.

Considérons |'épreuve & définie par le complexe expérimental C :

une urne contien.t cing boules indiscernables au toucher : trois boules blanches
et deux boules noires; on tire au hasard une boule.

Nous nous proposons de déterminer la probabilité d'obtenir une boule blanche et
la probabilité d’obtenir une boule noire.

Les boules sont indiscernables au toucher; il y a donc deux résultats possibles :
la boule tirée est blanche ou la boule tirée est noire.

Nous avons donc : L) = {b, n|.

Les deux événements { b} et { n} de () ne paraissent pas équiprobables. Pour défi-
nir la probabilité sur o' (L)), nous allons modifier le complexe expérimental et en
particulier les conditions d'observation. Décidons de numéroter les boules :

boules blanches : b,, b», bs; boules noires : 1y, N2.

Pour la nouvelle épreuve & ainsi définie, il a cing résultats possibles :

' = {b,, by, b3, Ny, Naj. ;

Si les boules ont été marquées de facon a ce qu'elles soient toujours ipd@c&r-
nables au toucher, les cing événements élémentaires de () paraissent equipro-
bables. Nous définissons donc la probabilité P’ sur J (L) par :

1
P (by) = p'(by) = p'(by) = P'(ny) =P (M) =5

F (), P). I'événement B défini par "obtenir une

D " ilisé (LY, i
ans |'espace probabilis ( B = (b, ba, b}, a pour probabilité :

boule blanche”, ¢’est-a-dire :

1 3
P(B)=3xg=F%
a - ire”, c'est-a-dire:
De méme, la probabilité de I'événement N : “obtenir une boule noire”, c es r

M

1
N = (n,, n,), est : P'(N) = 2X5T5

: : 0
Puisque les boules ont éte ma’quées, de f*a(i;ernent les
toucher, nous avons en fait Chanf:‘]e uquonc nature
résultats, une fois le tirage effectue. L

sur (L)) en prenant : :
Plby=P(B)=p e PUAD= P(N) =5
forme & |'intuition courante.

n & ce qu'elles restent indiscernables au
conditions d'observation des
| de construire la probabilité P

t con
Remarquons que le résultat obtenu es
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cices ot 1 3 B, on considére un espace Probabi)isg (™
les exe
¢ Dans

: B, C, ..., des événemants dg T(L)
déspgna pal‘ Ar ' ).
o n' F) gt on
(Q o

tror I'égalité <
1 Démﬂ"'cfar_ p(A) + P(B) + P(C) = P(ANB) = FIBNC)
P(AUBUC) = —P(CnA}+P(Anancl
\ z
. AAB=(A—BJUB=A).
zalg-.:erpgs{; A B) en fonction de P(A), P(B), P(ANB).

1

— AUB D =AUB.
3 On pose : C=AUB et :
Calculer P(CUD) et P(CND) en fonction de P(A), P(B), P(AnB),

4 Démontrer les égalités @
P(A — B) = P(A) — P(AnB); P(A —B) =F(AUB) — P(B),

5 On considére trois événements A, B, C.

1¢ Utiliser les notations du langage des ensembles pour exprimer les éyg.
nements suivants :

: des trois événements A, B, C, seul A est réalisé;
: des trois événements A, B, C, seul C nest pas réalisé:
: I'un des trois événements A, B, C au moins est réalisé :

: deux au moins des trois événements A, B, C, sont réalisés:
: un seul des trois événements A, B, C est réalisé:

deux et deux seulement des trois événements A, B, C sont réalisés;
- aucun des trois événements A, B, C n’est réalisé.

1{0 Calculer la probabilité de chacun des evénements D,E,F, G, H, J, K en fonc-
tion des probabilités des événements A, B,C,AnB,BNnC,CnA, AnBnC.

6 Soient P et

St P’ deux lois de probabilité sur T(Q), et x et B deux éels
positifs ou nuls. Montrer que «P + BP’

: _ est une loi de probabilité sur T(C)
si et seulement si on a I'égalité : « +B=1

7 Soient (7, P
1° Montrer que I"'appli

YA eT(Q2),

) un espace probabilisé fini et Q' une partie de &
catien P* de 7'(()) dans R, définie par :
A rn— p! (A) = M

P(QY) '

est une loi de probabilité gy T(Qn

20 Murﬂ.fﬂr que P’ est | - ;
a i s, TR on @
Végalité : P(Q)') = 1, restriction de P a 4(Q') si et seulement s

r

ule

parmi les quatre bnuleshas-md' une premidre boule;-puis une sri'wm:wr::;lpar
. qui reste 3ro PO

la premiére boule et |g n W Snebasive slar/le niymos

de
umérp j . |e résultal
cette observation est notg - / Porté par la seconde boule; le

e . (7).
12 Construire I'ensemby ;
e ) et : .
2° Quelle distribution de pr clterminer son cardinal.

¥ ul
ili : hoisit P
probabiliser ¥'(£2)? obabilité p sur Q est-il naturel de ¢
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32 Calculer
. dans ces conditions, la probabilité de chacun des événements

suivanits

A © la pramiére boule tirée porte le numéro 2 :

B : la premidre boule tirée porte un numéra ir;1puir'
C : la seconde boule tirée porte un numéro pair; :
D : les deux boules tirées portent un numéro pair ;
E : la somme / + ; est égale § 2, :

3 .
: .Méme exercice que le n® 8 pour une urne qui contient six boules
indiscernables au toucher numérotées de 1 a 6.

fm. Méme exercice que le n® 8 pour une urne qui contient sept boules
indiscernables au toucher, numérotées de 1 a 7.

¥ 11 On jette deux dés cubiques discernanles D, ot D,. Pour étudier cette
épreuve, on utilise I'espace probabilisé construit au n° 42, p. 304.
1o Calculer la probabilité de chacun des événements :

A
B :
20 Définir les événements A, B, AnNB,AUB, AnB,AUB,ANB, AU B, puis

obtenir au moins une face supérieure qui porte le point 1;
obtenir une somme de points impaire.

calculer leurs probabilités respectives.

12  On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

mooO®mE

13 Méme exercice que le n®

.14 On tire au hasard
Calculer la probabilit

moOomp

15 Méme exercice que |

16 On tire

- les deux cartes tirée

- |les deux cartes tirée
- Jes deux cartes tirées sont un roi

. la carte tirée est I'as de tréfle;
. la carte tirée est un roi;
. la carte tirée est un pique,

: la ca
- la carte tirée est

rte tirée est un valet, une dame, un roi, ou un as;
un pigue ou un tréfle.

12 pour un jeu de 52 cartes.

t simultanément deux cartes d'un jeu de 32 cartes.
é de chacun des événements suivants !

- |les deux cartes tirées sont des rois;

. |es deux cartes tirées sont des piques;

s ont la méme couleur;
s sont deux valets de méme couleur;
gt une dame.

e n° 14, pour un jeu de 52 cartes.

au hasard et simultanément trois cartes d'un jeu de 32 cartes,

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A

B : les trois cartes tirées constituent une “tierce”,
trois carreaux, trois cceurs ou trois piques qui se suivent.

- les trois cartes tirées sont des tréfles;
» c'est-a-dire trois tréfles,

17 On tire au hasard et simultanément quatre cartes d'un jeu de 32 cartes.
Calculer la probabilité d'obtenir un carré.
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\ 18 On considére trois billes numératées 1, 2, 2 qui peuvem &,
1rois trous a, b, €. chaque trou peut contenir les trois billes, T84S dan
1= On étudie I'épreuve qui consiete 3 mettre chaque bille dang I'un
wous. Déterminer e cardinal de I'snsemble L) associé 4 ceye e i
On pourra utiliser |'ensemble des applications de {1, 2, 3 dans {4 :llve;
20 On admet que chaque bille est mise au hasard dans I'un des tro;s el
Calculer 13 probabilité de chacun des événements suivants - '

A - I'un des trous contient au moins deux hilles;
B : chaque trou contient une bille ;
C : I'un des trous contient les trois oilles.

Y19 On considére trois billes nimérotées 1,2, 3 qui pauvent étre mises
dans quatre trous a, b, ¢, d; chague trou peut contenir les trois billes,
1 On étudie |'épreuve qui consiste 3 metire chaque bille dans 'un des
trous. Déterminer le cardinal de I'ensemble () associé a cette épreuve,
2o On admet que chaque bille est mise au hasard dans 'un des trous.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A - deux des trous au mains ne contiennent pas de bille
B - chaque trou contient au plus une bille;
C : le trou a ne contient pas de bille;
D : toutes les billes sont dans le méme trou.

) 20 Un ascenseur dessert trois étages. Trois personnes prennent cet ascen-

seur au rez-de-chaussée. On admet que ces trois personnes descendent 8u
hasard 3 I'un des trois étages. Calculer ia probabilité pour que personne ne
descende au deuxiéme élage, puis la probabilité pour qu'une personne
descende & chacun des trois étages.

21 Huit équipes de football numérotées de 1 & 8. sont qualifiées pour
les quarts de finale de la coupe de France. Les numéros des équipes qui
doivent se rencontrer sont tirds au hasard dans une urng QUi conuent
huit boules numérotées de 1 3 8. Pour cela, on effectue un premier tirage de
deur poules qui déterminent les deux équipes qui disputent 12 premiére
rencontre. On effectue ensuite un deuxiéme tirage de deux boules qu!
déterminent les deux équipes qui disputeront la deuxiéme rencontre. On
effectus enfin un troisiéme tirage de deux boules dont les numéros déter-
minent les équipes qui disputeront la troisiéme rencontre. Les deux boules
non tirdes détarminent les équipes qui disputeront la quatneme rencontre.
1% Quslle est, lors du premier tirage, la probabilité pour qué Iéquipe 1
rencontre 'équipe 27
2% Le premier tirage a donné le résultat : équipe 7 contre équipe 8 Quelie
est, lors du deuxiéme tirage, la probabilité pour que I'équipe 1 rencont(®
l'équipe 27
3 Le deuxieme tirage 3 donné le résultat : équipe 5 contre éauipe g
Quelle est la probabilité, lors du troisiéme tirage, pour que I'équipe 1 1877
cantre |'éguipe 2?
4~ Le troisiéme tirage a donné le résultat équipe 3 contre équipe 4. Quelle
;:I z';"’ la probabilité pour que I'équipe 1 rencontre I'équipe 27

mparer les quatre probabilités calculées aux questions 1°, 2% 3% 4
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22 Une urno contient deux boules nowes @l une bouwle blanche indiscet.
pables au toucher. On extrait au hasard ot simultanément deux boules de
Vune et Von obsave la couleur des boules tirdes

1= Construe Nespace probabilisé {5.]_ a (i) F') qui pormet  d'étudier
i"dpreuve précddente

2¢ Calculer la probabilitdé pour gu'une au moins des boules tirdes st
nora

3° Calculer la probabilité pour qu'une au moins des boules tirées soit
blanche

23 Méme exercice que le n® 22 pour une urne qui contient quatre boules
noires et trois boules blanches indiscernables au toucher

« 24 Une urne contient deux boules noires, trois boules rouges el une
boule blanche indiscernables au toucher. On extrait au hasard ot simultané-
ment deux boules de I'ume et 'on observe la couleur des boulas tirées.

12 Construire l'espace probabilisé (11, 4 (1)), P) qui permet d'étudier
I'épreuve précédente

2¢ Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A <'I'une, sau moins, des poules tirées est noire;

B : I'une. au moins, des boules tirées est rouge;

C : I'une. au moins, des boules tirées est blanche.

25 Maéme exercice que le n® 24 pour une urne qui contient trois boules

noires, quatre boules rouges et six boules olanches indiscernables au

toucher,

~. 26 Une urne contient cinq boules blanches, quatre boules rouges et trois
boules vertes indiscernables au toucher. On tire au hasard et simultané-
ment trois boules. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:
A : “les trois ooules tirées sont de couleurs différentes” ;
B : "les trois boules tirées sont blanches"”;
C : "deux des boules tirées au moins sont rouges”.

27 Onconsidére un dé cubique non pipé dont trois faces portent le numéro 3,
deux faces le numéro 2 et une face le numéro 1.

1° Construire I'espace probabilisé qui permet d’étudier |'épreuve suivante :
jeter ce dé, attendre qu'il s'immooilise et examiner le point marqué sur la
face supérieure.

2¢ Construire |'espace probabilisé qui permet d’étudier I'épreuve suivante :
jeter deux dés indiscernables du type précédent, attendre qu’ils s'immobi-
lisent et examiner les points marqués sur les faces supérieures.

Calculer dans ce cas la probabilité de chacun des événements suivants :

A | les deux points obtenus sont pairs;

B . les deux points obtenus sont impairs;

C : la somme des points obtenus est paire.
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par Montmort en 1708. n personnes laissent -

28 Probléme posé :
lles viennent les chercher chacune d'ell
03

chapeaux au vestiaire. Lorsqu’'e
prend au hasard un chapeau. -
Calculer, dans chacun des cas suivants, la probabilité pour qu'aucune -

personnes ne porte son chapeau :
a) n=2; b) n=3; ¢) n=4; d) n=5.

29 On considére dix paires différentes de chaussettes. On met les vingt

chaussettes en vrac dans un tiroir.
10 On sort deux chaussettes au hasard; quelle est la probabilité pour que
I'on obtienne une paire de chaussettes samblables ?
20 On sort quatre chaussettes au hasard; quelle est la probabilité poyr

que |'on obtienne au moins une paire de chaussettes semblables?

% 30 Dans une loterie, on a vendu 200 billets et il y a 3 lots a attribuer. Les

lots sont attribués par tirage au hasard parmi les 200 billets vendus. Une

persanne a acheté 5 billets.
1¢ Quelle est la probabilité pour quelle gagne un lot et un seulement ?

20 Quelle est la probabilité pour qu'elle gagne deux lots et deux seulement ?
3o Quelle est la probabilité pour qu’elle gagne les trois lots ?

,..'31 On dispose au hasard les 32 cartes d'un jeu de belote de fagon a

constituer un tableau rectangulaire de quatre lignes et huit colonnes.
1° Calculer la probabilité pour que les quatre as se trouvent dans une méme

colonne.
29 Calculer la probabilité pour que les quatre as se trouvent dans une

méme ligne.
3° Calculer la probabilité pour que six colonnes ne contiennent aucun as

et aucun roi.
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20.
Variables aléatoires numériques

Notion de variable aléatoire.

prenons |'épreuve & qui consiste a jeter deux dés cubiques
décidons d'observer les points marqués sur les faces supé-
mble Q; il est formé de 36 éléments a,;.

"obtenir le point i sur le dé D, et le point / sur

Premier exemple : Re
discernables D, et D2, et
rieures. Nous avons construit l'ense

L'événement élémentaire {a,,} est :

ledé D,".
Nous avons aussi donné un diagramme de cet ensemble Q (fig. 1, p. 293).
Portons notre attention sur la somme des points des deux dés; cette somme

peut prendre toutes les valeurs entiéres de l'intervalle [2, 12].
A tout élément a,, de I'ensemble {2, associons la somme / + / des points des faces

supérieures des dés. Par exemple, @ @23 associons |'entier naturel : 2 4 3 = 5.
Nous définissons ainsi une application de () dans IR dont I'ensemble des valeurs est

I'ensemble des entiers de l'intervalle {2, 12):

Désignons par X cette application de {2 dans R.

X:0 — R, Va; e ), a;; N—> i+ /.

La valeur prise par I'application X lorsqu’on effectue une épreuve & dépend donc de

I'événement élémentaire qui est réalisé au cours de cette épreuve ; cette valeur de X
ne peut étre prévue a priori. Pour ces raisons, nous disons que X est une "variable

aléatoire” définie sur (2.
Par exemple, lorsque nous effectuons une épreuve &, si I'événement {a,, } est réalisé,

la variable aléatoire X prend la valeur : X (a;)=i+/

31
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Deuxidme exemple : Considérons un dé cubique dont 4 faces son peies 97
rouge et 2 taces en vert Jetons le dé sur une table plane, et atlendons qu il 5 ey

se Doécidons d observer la couleur de la face supéneure du dé

Lensemble L2 est . () = [rouge. ver).

A l'dlément “rouge ” de L! associons le réel 0. & I'élément “ver " associons le réel 1

Nous définissons ainsi la vaniable aléatoire X définie sur [rouge. vern, pac
rouge - —» 0; vert ~. = 1

D'une maniére générale, nous donnons la définition suivante

DEFINITION : Soit: ! = |a, 4., . a. un ensemble fini non vide.
On appelle variable' aléatoire X définie sur !, toute application de [/
dans R : X & (&  —» R, yie (1 2 0 a, » Xla,).

Image de @ par une variable aléatoire.

Soit I le sous-ensemble de R qui est I'image par X de I'ensemble () L'ensembile (2
est fini et non vide . 'ensemble .I. est donc aussi fim et non vide Désignons par #
le nombre d'éléments de I, nous avons alors k<n

Dans la suite. nous noterons x,, x,, x, les éléments de I et nous supposerons
toujours que nous les avons numérotés dans |'ordre croissant
X <x< . .. <LK,

Considérons, par exempile, la vanable aléatoire X définie au n* 1, p. 311, nous
avons : X(2) =1=1{23.45.6,7.8,9.10,11,12]

Pour cet exemple, nous avons n= 36 k=11: X, =h 4+ 1

Partition de = associée a une variable aléatoire.

Reprenons |'exemple précédent, et désignons par h un entier naturel de I'intervalle
[2.12].

Soit A, I'ensemble des éléments 4, de L) pour lesquelsona - i + /= h
Lorsque I'événement A, est réalisé, la variable aléatoire X prend la valeur b

Nous savons que X est une application . les événements A, sont donc disjoints.

Nous savons aussi que, & tout élément a,, de (2 correspond une valeur de fi - 1a réunion
des événements A, est donc I'ensemble (2.

Nous en concluons que les k ensembles A, forment une partition de (1, c'est-3-
dire un systéme complet d’événements,

C'est un résultat que nous avons déja mis en évidence au n* 16, p. 296

* 1l serait plus comrrect dappela: X abus de langage. lea probabdestes
ont I'habitude de désigner par la méme lettre Vapphcation X de (1 dans &t Vnage Dar X 9 un
élement de L1

312
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n générale, soit i
X une variable aléatoire définie sur V'ensembl
emble finj .

?,.1 etsoit: I =
> onisla [l-"* m) d'Er‘IlieL VX1 X2, LX) Fimage de () par X
_ L o rt;sl naturels de l'intervalle [1, &) désigno ,

vament pa A . :-a | (fim es des éléments de L) dont les ima e i
v Ot =12 |ael et X(a) = x,); A — i3 ges par X sont
a & M n )Lls av . m 1 | a E !-2 E‘ X(B) = x 'l.
Si = L_ ons:. Xx, X les égahtés . x{a} & % ot X miye
peuvent avoir lieu simultanement. Il en résulte que, s g (a) = x,, ne

o i i
onsembles A, et A, sont disjoints. frest différent de m, les sous-

D autre part, d'apres la définition de 'L, pour tout élément a de ()
x, de .l tel que X(a) soit égal & x,,. L,
A, est I'ensemble (2.

En conclusion, les k ensembles A, constituent une partition de

il existe un élément
Il en résulte que la réunion des k ensembles

Evéenement lié & une variable aléatoire.

Lorsque I'on effectue une épreuve & d'un phénomeéne aléatoire, on peut chercher
si la valeur prise par X au cours de cette épreuve vérifie ou ne vérifie pas telle ou
telle propriété. Par exemple, si nous jetons deux dés discernables D, et D,, nous
pouvons vérifier si la somme des points marqués sur les faces supérieures, c'est-
3-dire la valeur X(a,,) de la variable aléatoire définie au n° 1, p. 311, est ou n'est pas
inférieure a 4. La valeur prise par X est inférieure a 4 si et seulement si I'événement
A = {ayy a2 a2, | est realise.

Nous disons que I'événement A est un événement lié a |a variable aléatoire X.

D'une facon générale, il est intuitif de considérer qu‘un événement de ‘(' (£2) est lié
3 une variable aléatoire X s'il est possible de caractériser ses élements par une condi-
tion qui porte sur les valeurs de X, c'est-a-dire sur les éléments de L.

Toute condition sur les éléments de L. peut s’exprimer par I'appartenance a un sous-
ensemble -t de .I: nous sommes donc amenés a donner la définition suivante :

DEFINITION : Soit X une variable aléatoire définie sur un ensemble fini
non vide O et soit I I'image de () par X. Un événement A de T({}) est
un événement lié a X si et seulement s’il existe un sous-ensemble -t de I
tel que A soit I'ensemble des éléments de () dont les images par X appar-
tiennenta .t : A =la|aell et X(a)et)

Evénement |X = x,). Evénement [X <Al

Les sous-ensembles A, de () introduits au n° 6, sont des événementsxléi 2){%. }
Z“SODS. eneffet : &, = |x,}; nous avons : A, =14 |aell et b
Ous notons cet événement :  [X = Xnl. ;
i ; 3 = nt un sys-
H. "Ssulte de I'étude précédente que les gvénements: [X = x;,] constitue
*®Mme complet d'événements liés a X.
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Soit h un réel. Désignons par 8, 'ensemble des éléments de I qui sont inférieurs & ;..
S = {x|xell et x <A} =I1Ln]— oo AL

L'événement S, défini par : _

S,={alaell et X(@)e8)=lalael et X{.a) ;{{ z.}-]

est un événement lié & X. Nous notons cet événement : [. < A i it
Nous définissons d'une maniére analogue les événements : [X > 2]; az
(X > Al

Exemples : Considérons I'ensemble () et la variable aléatoire X définie lors de
Fétude de I'épreuve & qui consiste a jeter deux dés discernables (n° 1 p. 311).
Nous avons : .. = {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 124.

1. Au sous-ensemble : .t = (2, 8} de L correspond I'événement A lié 3 X :
A = {ayy, a5, 824, 833, A4, 851 §.

2. Auréel : A = 35 correspond le sous-ensemble : §, = {2, 3}

)

L'événement S, lié A X est alors S,=[X<35]= {811, @13, az¢}.
3. Auréel : % =13 correspond le sous-ensemble : S, = 1.
L'événement S, lié a X est alors : S, = [X < 13] = Q.

4, Auréel: 2 =1,8 correspond le sous-ensemble - S, = @.
L'événement S, lié 3 X est alors : S, = [X < 1, 8] = &.

Propriéte des événements ligs 3 X

Exemple Reprenons I'épreuve § décrite au n°

Considérons, par exemple, I'événement : A — {811, @13, @53, as,, dgg)-
Posons: 4 =1{2 4 12} ; nous avons légalité: A = la, |a,, eQ) et X(a,) e .t
L'événement A est don ' '

que A est la réunion des événe-
ments : [X = 2], X = 4], X = 12].

43, p. 304.

D’une maniere général

e, on démontre (Ex. neo 8, p. 320)
priété suivante -

€t nous admettons la pro-

définie sur () (A, A,
événement lig a X alors A

Remarque : Il peut exister des événements de

iés 3 X Ra (£2) qui ne sont pas des événements
liés a X. Reprenons I'épreuve & décrite

: ’ au n® 43 p. ; L
ensemblede (} : B — {811, a4s). 3 p. 304, et considérons le sous

:: hethps = ax;?; l;ne il telle que B soit I'ensemble des éléments de
¥ GOnE Fitiage @ Rariet “hatolle partie B exists, nous avons néces-

i ' i ;
sairement: B = {2, 6}. Nous avons vu que | événement |i& a X correspondant est :
A = |ayy, 815, 834, 833, a2, as, ).

L'événement B n'est donc pas un événement Jj ax

314
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pistribution de probabilité d'une variable aléatoire.

Toutes les notions que nous avons introduites jusqu’ici ne font intervenir que les
gnseml"ﬂf'” et A (L2). Nous allons maintenant considérer une probabilité P sur
1) @t montrer que le calcul de la probabilité d'un événement lié & X peut étre

N . ;
dés que |'on connait les probabilités des événements - A, = [X = x,].

simplifié

Soit (42 I(L2). P) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire défime sur Ll
Les notations utilisées sont celles des paragraphes précédents
sidérons I'application p, définie par

Con
7 - R.. X » pu(x,) = P[X = x,].
Cette application est une distribution de probabilité sur L. En effet .
1 Par définition, nous avons . Yx, €., pe(x,) » 0.
2 L'ensemble des événements [X = x,,] pour: 1 £ A < k. constituent un systéme
b=k
complet d'événements; NOus avons donc : N PX=1x,] =1
h=1
=
ien résulte : > pxl(xs) =1.
A
THEOREME ET DEFINITION : Soient (2. 7(2). P) un espace probabi-
lisé fini, X une variable aléatoire définie sur L1 L = [x, X, X, . %)

I'image de .. par X. L'application p. de .l dans R . définie par :

gL —» R,, xn > px(xp) = PIX = x,].

est une distribution de probabilité sur .1 appelée distribution de proba-
bilité de la variable aléatoire X.

Dans Ia suite, pour simplifier les notations . NOUS noterons souvent . pP«(x,) = p,

Exemples : 1. Reprenons |'épreuve & qui consiste 3 extraire une boule d une urne
qui contient trois boules blanches et deux boules noires (n® 44 p 309)

Nous avons . (! = |b . n| et F‘Hb:)ng- P(in)) =g

Soit X la variable aléatoire définie sur il par : X(b) =1 et X(n) =0
Nous avons alors - 1. = (0,1}, P[X=0]= g PX=1]= g
La distribution de probabilité de X est I'application p. définie par -

Pl e R, 0 s pul0) = % 1 e pu() = §

L“'P‘“Wm l'épreuve & qui consiste & jeter des dés discernables et la variable
atoire X définie au n° 1, p. 311
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La distribution de probabilité de X est définie par le tableau suivant ;

P A, = [X=x,] Rl g, |
)
2 {ay,} 1/36
™
3 {812, @21} 1/18
4 { dya, da2, 331_} 1 12
5 | @14, 323, @32, 841§ 1/9
6 { @15, @24, @33, @42, 51| 5/36
7 { @16, 25, @34, 843, 852, 861 | 1/6
8 \ 826, 835, @44, @53, Fg2| 5 /36
9 \ 836 2as, dsa, Bp3f 1/9
10 { 345, 955, Aga) 112
n \ 956+ 365} 118
12 { agg} 1 36

Probabilitée d'un événement lie a une variable aléatoire.

18 Soit A un événement, lié a une variable aléatoire X, défini par :
A=1{alael)l et X(a) et}

avec |

&t = X Koo K

c oo Xy}, OU

%1, %2, %3, - .-, %y désignent g indices distincts appartenant a {1, 2, .. .o k.
Nous savons alors que (n° 13, p. 314) :
A=A,UA UA U... UA,,.

Les événements A, sont deux & deux incompatibles ; nous avons donc :

P(A)

P(A) = Pay + Pay + Py t+ ... + P,

Nous en déduisons le théoréme :

P(A,) + P(A.) + P(A,) + ... + P(A,), c'est-a-dire :

—

THEOREME : La probabilité d’un événement A lié a une variable aléatoil’:
X, dont I'image par X est le sous-ensemble -t de I, est égale a la :anm_':“
des coefficients p, associés a tous les éléments de .t par la distribut!

de probabilité px de X.

it
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9 ! Lempla - Reprenons I'exemple des deux dés

1 AT -1 B
£ Lo Tovenement lie a X = [X<6];nousavons : 4 =X(A)={23 4,5/
Il en fn,‘l"-hlnl'_‘
p(Xx < 6) = px(2) + px(3) + px(4) + p«(5) = %_g — _15_8 # 0,28
De méme, NOUs avons :
I s 9 1
P(5 < X <7) = px(5) + px(6) = 75 = 7 = 0,25.

p(X>12)=0.

' Nous remarquons sur ces exemples que, si un événement A lié a X est défini par des
ggalités ou des inégalités, sa probabilité se calcule a partir de la distribution px €n
additionnant les coefficients p, associés aux éléments x, de .. qui vérifient ces
égalités ou ces inégalités.

20 Remarque : Si A est un événement lié & X, pour déterminer P(A), il est inutile de

revenir a I'ensemble () ; on se sert de la distribution de probabilité p. définie sur L.

Fonction de répartition d’une variable aléatoire.

' 21 Nous avons vu que pour tout réel 3, I'événement [X < 7] est un événement lié a X.

DEFINITION : Soit (11, a7 (L2), P) un espace probabilisé fini et X une
variable aléatoire définie sur (1. On appelle fonction de répartition de la
variable aléatoire X la fonction de R dans [R définie par :

¥2e R, F(r) = P[X < Al

Soit - &I = X(Q) = {x5, Xz, X3r - - - X} et soit : pp = p.(x,) = P X = x,]

P[X < 2] est la somme des coefficients p; associés aux réels x, tels que : x; < A

. llenrésulte les propriétés suivantes !
< x) =— (F)= 0):
(6, <n<x) — (FO)=p):
(xa <r<x) —> (FO)=pi+pa)
s (F(») = py + P2+ P3);

............................................

(x, <A<xpey) = (F)=p1+P2+pP3+ ... +Pa)

x_.<r<x) —> (FR)=pm+p2tpst ...+ Pi-1);

<) e (EDY =01 + Py + B F - bBe=T)

La fonction de répartition F est donc une fonction en escalier croissante sur [R.
Elle est continue en tout point de IR — iL; elle est continue a gauche en chacun
des points de L.
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w Eltmple . Reprenons la variable aléatoire X définie au n® 1, p. 311.

Pour la fonction de répartition F de X, nous avons :
(F() = 21/36);

(< 2) = (F() = 0); (7<2< 8) =
<rg3) — (F(r) = 1,36); (8<1<9) —> (F() = 26/36);
3<rg4) — (F() = 3/36); (9<nr<g10) —> (F(r) = 30/36);
(4 <»x<5) = (F(n) = 6/36); (10 < » < 1) = (F(2) = 33/36);
(5 <1< 6) = (F(r) =1036); (11 < » < 12) — (F(») = 35/36);
6 <r<7) = (F(r) =15/36); (12 < 2 ) = (F(») =1).

La représentation graphique de F est donnée par la figure 1.
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fxemples d'utilisation de la fonction de répartition.

g9 Soit # un réel donné Les événements [X < a] et [X > a] sontliés a X.

Nous avons .
I en résulte

(X<aln[X»al=2 e [X<alulXp»a]==LL
PIX < a] 4+ P[X 2 a] = P(2) = 1.

Nous avons donc : | P[X 2 a] =_1__FT)F

Solent a4 @1 L deux réels donnés - a < b,

Considérons les ¢vénements liés 8 X  [a € X < b]; (X < &), X < b].

Nous avons

X<alnla€ X<b]l=g e [X<alulagX<b]=[X<b]

Il en résulte

: PIX< a] + Plag€ X< b] =P[X<Lb]

Nous avons donc : | Pla €< X < b] = F(b) — F(a)

Exemple : Reprenons la variable aléatoire X définie au n® 1, p. 311.
Nous avons défini sa fonction de répartition au paragraphe 22. Nous en déduisons:

21 3 1

P4 X <7 =F(7)— F(4) =35 — 35 =3 = 0.5

EXERCICES

1 On considére un ensemble £2 fini non vide et une variable aléatoire X
définie sur (2. Soit R la relation dans () définie par :

(ah b) <—= (X(a)=X(b)).

1¢ Montrer que St est une relation d'équivalence dans ().

20 (Quelles sont les classes d'équivalence de la relation R ? Quel résultat
du cours retrouve-t-on ainsi?

2 On considére un ensemble ! fini non vide et une variable aléatoire X
définie sur (L. Soient A et B deux événements liés & X.

19 L'événement AU B est-il lié a X?

2o L'événement ANBE est-il lié a X7

30 L'événement A est-il lié a X?

3 Soit X une vanable aléatoire définie sur un ensemble fini non vide Q et
soit © L = {xy, X3 X3, ..., % |, I'image de () par X. On désigne par A et
par u deux réels.

1¢ A quelle condition a-t-on | [X =3] = [X = u]?

2¢ A quelle condition a-t-on : [X =1] = [X < pu]?

3* A quelle condition a-t-on . [X < 3] = [X < u]?

4 A quelle condition a-t-on : [X 2] = [X <€ 3]?
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4 On considére rensemble : £ = {21, 32 3y da as, @g, @y | €1 la variable
aléatoire X définie sur £ par @ X(&) = 0, X(az) =1, X(ay) = 0,
X{ay) = 2, Xias) =0, X(ag) - 2, ' X(ay) = 1.

Déterminer tous les événements de 4 ((2) qui sont liés a X

§ Méme exercice que le n® 4, pour I'ensemble : () = {84, 2 83, 84, 85, 85},
et pour la variable aléatoire X définie par :  X(a:) =0, X(a;) =1,
X(a)) =2, X(aa) =3, X(@) =1 X(ag) =3

6 Soit: Q= {a, az 33 34 s 36 a,} et soit Pla probabilité sur T(L})
définie par la distribution p suivante: i € {1, 2, 3,4,5,6,7), pla)= 1:,’
1o Déterminer la distribution de probabilité de la variable aléatoire X définie
surQpar: X(a,) = X(a2) = X(a3) =1, X(a4) =2, X(ag) = X(ag) = 3,
X(a;) = 4.

20 Déterminer la distribution de probabilité de la variable aléatoire Y définie
sur Qpar: Y(a,) =0, Y(a:) =Y(a3) = 1. Y(as) = 2,

Y(as) = Yi(ag) = 3. Y(a;) = 4.

30 Définir la fonction de répartition pour chacune des variables aléatoires
X et Y et en donner une représentation graphigue.

7 Soit (Q, ¥(2), P) un espace probabilisé fini et soit X une variable
aléatoire définie sur £2. Montrer que la donnée de la distribution de proba-
bilité p, de la variable aléatoire X permet de déterminer la probabilité P si
et seulement si X est une injection.

g8 Soit X une variable aléatoire définie sur un ensemble fini (1 et soit
I = {x;, X2, ..., X }, I'image de Q par X. Montrer qu'un événement A est
lié @ X si et seulement si I'une des conditions suivantes est verifiée :
1A= @F;

2° A=[X=x];

3° A est une réunion dévénements [X = Xx.].

9 On jette deux dés discernables non pipés et |'on observe |les points mar-
qués sur les faces supérieures. L'espace probabilisé (Q, #(Q), P) qui
permet d'étudier cette épreuve a é1é construit dans le cours (n° 43, p. 304).
Soient X et Y les variables aléatoires dérinies sur () respectivement par :
X(a;;) = O0sii+jestpairet: X(a;) =1sii+ jest impair;

Yai; € Y(a,) = [i—j|

1° Déterminer la distribution de probabilité de chacune des variables aléa-
toires X et Y et construire pour chacune d’elles un diagramme en béatons.
2° Déterminer la fonction de répartition de chacune des variables aléatoires
X et Y et en donner une représentation graphique.

3¢ Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

X< X211 X<O0: [D<X<1); x<onL
y<2), [¥z4: [¥>4; [2<Y<5; [¥Y> 6]

g
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“ﬂ_ On jette trois pigces discernables A,, A,, A, et I'on observe les cotés
visibles. Par exemple si le coté visible de A, est : face, celui de A; : pile,
celui de A, : face, le résultat observé est noté : (F, P, F).

o % .
1 Construire I'espace probabilisé (9 9(Q), P) qui permet d'étudier
I"'épreuve précédente,
2° A chaque triplet de ©, on associe |e nombre de coordonnées égales & F;
ce nombre est 0, 1,2, 0u 3.

E:EI.El:minEI la distribution de probabilité de la variable aléatoire X ainsi
e,

3° Déterminer la fonction de répartition de X.

4¢ Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

A @ un coté visible au moins est : face;

B : deux cdtés visibles au moins sont : face;

C ! un cété visible au moins est face et un c6té visible au moins est pile ;
D : un cdté visible su moins est : pile.

11 On extrait 8 cartes au hasard, c'est-a-dire une main, d’'un jeu de
32 cartes. Soit X la variable aléatoire qui 4 chaque main associe le nombre
d'as contenus dans cette main.

1° Déterminer la distribution de probabilité de X.

2° Déterminer la fonction de répartition de X.

32 Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

X=>2]: X231 [N<X<L3: [2KXC4)

12 Méme exercice que le n® 11, pour une main de 13 cartes tirées au
hasard dans un jeu de 52 cartes.

13 On considére deux urnes U; et U; qui contiennent respectivement
chacune dix boules numérotées de 0 a 9. Toutes les boules sont indis-
cernables au toucher. On tire au hasard une boule dans chaque urne. Si la
boule tirée de U, porte le numéro a, et si la boule tirée de U; porte le
numéro a, on note le résultat observé sous forme d'un entier de deux

chiffres : z = a, a2 (Si @, = 0, on considére que la notation Da, repré-

sente I'entier a.). . . . N
1o Déterminer la distribution de probabilité de la variable aléatoire X définie

par : X(a, 32) = 0 si a; # az

et :Xa,az)=15ia,=az, | |

2¢ Déte(rminer la distribution de probabilité de la variable aléatoire Y
définie par :

Y(a,22) =0 si a,=2a=0

Y(a, 32) =1 si 1€8a<9

Yia, & =2 si 10<8132€99. .
3"( l;}étza)rminer les fonctions de répartition des variables aléatoires X et Y

et construire leur représentation graphique.
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14 On considére trois clefs et trois serrures. Chaque clef permet o vy
une serrure et une seule. On place au hasard chaque clef dans |'yp, des
sarrures et I'on essaie d'ouvrir les serrures,

1° Déterminer la distribution de probabilité de la varable aléatoirg X qui
prend la valeur k si I'on réussit & ouvrir k serrures.

2° Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X

16 Méme exercice que le n° 14, pour quatre clefs et quatre serrureg,
16 Méme exercice que le n® 14, pour cing clefs et cing serrures,
17 Méme exercice que le n® 14, pour quatre clefs et cing serrures,

18 Méme exercice que le n® 14, pour quatre clefs et six serrures.

19 Un concours consiste a classer n qualités d'un produit par ordre de
préférence. La liste de chaque concurrent est comparée 3 une liste type
établie par un jury. Un concurrent classe au hasard les n qualités.

12 Quelle est la probabilité pour que la liste ainsi établie soit |a liste type?
2° Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur k si les k premiéres qualités
de la liste établie au hasard coincident avec les k premiéres qualités de la
liste type. Déterminer la distribution de probabilité et la fonction de répar-
tition de la variable aléatoire X.

3° On donne n = 5. Calculer |a probabilité de chacun des événements :

X=3]: X=4: [X=5].

20 On considére n personnes qui se mettent en rang au hasard. On désigne
par A et par B deux de ces personnes. Déterminer la distribution de proba-

bilitfj de la variable aléatoire X qui prend la valeur k s'il y @ k personnes entre
A et B.

21 Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches indiscer-
nables au toucher. On extrait au hasard et simultanément trois boules de
F'urne. Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur k si I'on a tiré k boules
rouges et soit Y la variable aléatoire qui prend la valeur & si I'on a tiré k
boules blanches.

1° Déterminer la distribution de probabilit¢ de chacune des variables
aléatoires X et Y.

2° Déterminer la fonction de répartition de X et la fonction de répartition
de Y.

22 Méme exercice que le ne 21

pour une‘urne qui contient 7 boules roUges
et b boules blanches,

lorsque I'on extrgit au hasard et simultanément 7
boules (n < b + r). B }
1
A
-
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21.
Indépendance en probabilité
Distribution binomiale

Probabilité conditionnelle.

Etude d'un exemple.

Considérons I'épreuve & qui consiste a jeter un dé, non pipé, et 8 observer les points
marqués sur la face supérieure. Pour cette épreuve &, nous avons: 2 =1{1,2,3,4,5,6].
Au ne 42, p. 304, nous avons défini une probabilité P sur ¥ (£2) en supposant que les

événements élémentaires de (2 sont équiprobables.

;| =

Pour tout élément / de £, nous avons posé: p(i) = P({/}) =

Considérons I'événement A défini par : "obtenir au moins 3”. Nous avons :
A = (3, 4,5, 6}; la probabilité de A est donc :

’ 2
P(A) =p(3) + p(4) + p(5) +p(6) =7
Décidons alors de ne considérer que les épreuves & pour lesquelles le nombre des
points marqués sur la face supérieure est au moins égal & 3; nous définissons ainsi
un nouveau type d'épreuves notées &'.
Pour une épreuve &', nous avons : ' ={3,4,5, 6} = A.
es événements élémentaires

Pour probabiliser 4 ((2'), il est naturel de considérer que | :
ité sur ' (€2') définie par :

de ()’ sont encore équiprobables. Soit donc P’ la probabil
pk)=P(k}) = 1— pour : ke ().

Soit B un événement lié a &, par exemple : "obtenir au plus 4”.

Soit B' I'événement lié & & défini par la méme propriété : "obtenir au plus 4".
Nousavons : B ={1,2,3,4} et B' = {3 4}
Nous constatons I'égalité : B’ = BnA. 2

4

Dans I'espace probabilisé fini, (<2, (<), P), nous avons : P(B) =5 =3
()'. Nous pouvens
événement lié 8 &
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Dans l'espace probabilisé fini (£, (), P), nous avons : P(B’)

I
BN BN
|

M!_.l o =

dans |'espace probabilisé fini (), $(Q'), P'), nous avons : P'(B')

P(B') = P(BNA) représente la probabilité pour que A et B soient réalisés simul-
tanément, alors que P'(B’) représente la probabilité pour que B soit réalisé une
fois que I'on a imposé a A d'étre réalisé.
On dit que P'(B’) est la probabilité conditionnelle de B sachant que A est realisé.
Considérons I'application P, de Q dans IR telle que : PA(B) = P'(B’).
P(B n A)

P(AY
De méme, soit C I'événement lié 3 & : "obtenir au plus 2”, et soit C' I'événement li¢
a& : "obtenirauplus2”;nousavons : C={1,2} et C' = &.
Nous constatons I'égalité : C'=CnA=g@.

Dans |'espace probabilisé fini (2, 7 (Q2), P), nousavons: P(C') =P(CnA)=0.
Dans |'espace probabilisé fini (Q', ("), P'), nous avons : P'(C') = 0.

Les événements C et A sont incompatibles; la probabilité conditionnelle de C
sachant que A est réalisé est nulle.

Nous remarquons que : P,(B) =

Nous remarquons encore que : P,(C) = W
A chaque événement D lié & &, nous avons donc associé un réel positif ou nul P, (D)

it D
défini par : P,(D) = % appelé probabilité conditionnelle de D sachant

que A est realise.

Probabilite conditionnelle.

THEOREME : Soit ({, (Q), P) un espace probabilisé fini et soit A un

événement tel que : P(A) # 0. L'application P, définie par :

Pa: T(Q) —> R,, B A—> PA(B) = %.
est une probabilité sur 7 ((2).

1. Lapropriété: (B e T (Q), Po(B) > 0) est évidente d'aprés la définition de Pa.

2. Nous avons : P,(Q2) = P(I?(R]A) = Eéii = 1.

3. Soient B et C deux événements tels que : BNC = &.
Nous avons : (BNA)N(CnA) = (BNnC)nA = .

et : (BNA)U(CNnA) = (BuC)nA.

Nous avons donc: P((BUC)nA) = P(BNA) + P(CnA).
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I| an résulte que !

= P(BnA)  F(CnA)

En résumé, nous avons I'implication
§ B e (L), ¥ C e (L), (BNC = @) = (PA(BUC)=PA(B)+Ph(C}).

Le théoréme précédent nous permet de donner la définition :

DEFINITION : Soit (£, /(2), P) un espace probabilisé fini et soit A un
événement tel que : P(A) # 0. On appelle probabilité conditionnelle
relative a A la loi de probabilité sur €' (1) définie par :

P(BNA
Pa: T(Q2) — R, B An—» P.(B) = _(F'T-F‘;‘T)

Le réel P,(B), que I'on note parfois P (B A), est la probabilité de B sachant que A
est réalisé ou probabilité conditionnelle de B relative a A.

Soient A et B deux événements tels que : P(A) #0 et P(B)#0.
Nous pouvons alors définir la probabilité conditionnelle relative a A et la probabilité

conditionnelle relative 3 B; nous avons :
_P(AnB) _ P(AnB)
PA(B)— P(A} et PE(A)— P(B)

Il en résulte les égalités : P(ANB) = P,(B) . P(A) = Pg(A) . P(B).

Distribution de probabilité d’une probabilité conditionnelle.

Soit P, une probabilité conditionnelle relative a un évenement A tel que P(A) # 0.
Soit p, la distribution de probabilité associée aP,. Posons: A, ={a;}.
Par définition, nous avons :
P(A,NA
pa(a) = Pa({a}) = ot
A, est un singleton ; si a; € A, ona: ANA=A
sia, A, ona: ANA=4d.

Il en résulte que :  si a, € A, pala;) = '::((ﬁi)) = pz;.]

sia; & A, pala;) = 0.
La distribution p, peut donc étre construite a partir de la distribution p :

z’_ a,# A, on lui associe le coefficient 0;

* I i ici sl H - -

pa:"le A, on lui associe le coefficient p, divisé par la probabilité de A, c’'est-a-dire
a somme des coefficients p, associés aux éléments de A.
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Evénements indépendants.

Etude d'un exemple.

Considérons | épreuve & suivante = un enquéteur choisit une Personn

: . € au Nasayy
dans un ensemble L) de n électeurs (n s 0). Si le choix a effectivemean, lisy "oy
hasard ", il est naturel de considérer que les événements élémentaires 50Nt Gqy,
probables.

Soit donc P la probabilité sur i (1) définie par - Yoell p(a) = P(la)) =
Soit A I'événement “la personne choisie est
personne choisie s'est abstenue de voter

Posons : card A = n, et

une femme " et soit B I
aux derniéres elections
card B = n,; nous suppasons : n, % o

! n,
Nous avons - P(A}:% ol P(3)=.n.

événemeny "la

P(A) est non nul: nous pouvons définir la probabilité conditionnelle Pa relative aA
P(BnA
Leréel : P,(B) = "\BNA)

P(A) représente la probabilité Pour que la personne choisie

chant que c'est une femme, c'est-3
de choisir un abstentionni

-dire la Probabilitg
ste si 'enquéteur effectue son choix
de A

parmi les éléments

Posons : card (AnB) = N3, NOuUs avons : PA(B) = 22

Faisons I'hypothése qu'il N existe aucun lien causal entre le sexe d'un électeur et le !
fait d'étre ou non abstentionniste.

Intuitivement cela revi
'ensemble ) des n w2l

1

ent & admettre que la proportion
ecleurs est égale 3 |a proportion

; . n n
femmes, c'est-3-dire : 72 _ M2

—

n n, r

d’abstentionnistes dans

d’abstentionnistes dans
I'ensemble A des n,

S'il en est ainsi. NOUs avons : P, (B) = P(B):il en résulte I'égalité :
P(AnB) = P(A).P(B)

Cette dernigre égalité traduit I'hypothése de I'absence de tout lien causal entre les
événements A et B On dit qu

e les événements A et B sont indépendants en
probabilité, ou encore stochastiquement indépendants.

Evénements indépendants.

L'exemple précédent nous conduit a donner |Ia définition suivante : e

DEFINITION : Soit (2, e, P) un espace probabilisé fini. C_ﬁn dit qué
deux événements A et B sont indépendants dans cet espace si et
ment sion a l'égalité : P(ANB) = P(A) . P(B).

i
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1. JAe (). PIANK) = P(A) = P(A) .1 = pa). pg

in { et un événement quelconque A sont toujours i“aép;n)&am
s,

P(AND) = P(@) = 0 =P(A).0 = P(A) . P(g),

possible & et un événement quelconque A sont toujours indépen

gxemples :
L—réﬁé'né_[ﬁﬂnl certa

2. YA €T,
L‘événeme"t im

dants. L _
3 Considérons I'espace probabilisé (€2, (), P) construit pour étudier I'épreuve § -

jeter deux dés discernables D, et D, (n® 43, p. 304). La probabilité p a eté définie par -

1 .
o) =P{an}) =35 PoUr: 1<i<6 et 1</<86.

Soient les trois événements :
A : "obtenitmy + nz = 6" A ={a5 ay,, 233, 342, @s1};
. " —_—
B : "obtenir n; = e B = {31, 822, 823, @24, 325, a5} ;
. L —
C : “obtenirny = 6%, C = {816 826, a36, a46, s, 865}

Nous avons : ANB = {aaa}: BNC = {ay}; AnNC=g@: oet:

1
PA) == P(B)=P(C) =g
1
P(AnB) = P(BNC) = 75! P(AnC) = 0.

Nous en déduisons :

P(AnB) # P(A) . P(B):

P(BnC) = P(B) . P(C):

P(AnC) # P(A) . P(C).

Les événements A et B ne sont pas indépendants ; les événements B et C sont indé-
pendants; les événements A et C ne sont pas indépendants.

Evénements indépendants et probabilité conditionnelle.

Soient (£), 7(Q2), P) un espace probabilisé fini, A un événement tel que : P(A) # 0,
EE B ”'.1 événement indépendant de A.
L'égalité :P(AnB) = P(A) . P(B) est alors équivalente a I'égalité :
P(AnB
PB) =58 clest-a-dire : P(B) = Pa(B).

Nous avons donc le théoréme :

;HEUHEME : Dans un espace probabilisé fini (2, 7(Q), P), un évé:ne-
8;1?; oy que : P(A) % 0, est indépendant d'un événement B si et
...____"_"_E"t St 1 Pa(B) = P(B).

R
E‘:‘;TJSES_L{E Si NOus avons : P(A) 0 et P(B) #0. lindépendance de A et B
N EI}& Par l'une des trois conditions équivalentes
“PALPEB);  Pa(B) = P(B);  Pa(A) = P(A)
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robabilisés finis.
it d’espaces p
E;:::::es indépendantes.

Etude d'un exemple.

‘ e
I'épreuve &, : tirer une boule dhunerf‘uwne
gf;lqui contient une boule blanche 1 i q \
; le noire. A cette épreuve est associ ( ey
yoe :1 o A, = | b n} Les événements élé- "
sembie : ay = M l '
mentaires paraissent équiprobables; cons

. e
truisons donc une loi de probabilité P, sur
J (L)) par :

B
‘ 1
P.((b)) =P, ((n)) = 5

He— ——
\ L ALE
Soit I'épreuve &, : tirer une boule d'une urne

U, qui contient trois boules blanches et

Q,
deux boules noires. Au ne 44 p. 305, nous . l )
avons associé 3 cette épreuve I'ensemble : 0, b n
Q:=1{b.n! etla probabilité P, syr (L))
définie par -

. 3 , 2 ®
P2l =%:  Py((n)) = 3
Considérons alors I'épreuve & qui consiste a tirer une boule de ‘LLy, puis une boule
de U.. A cene epreyve § associons I'ensemble -
D=0,%0, = (&, b), (b, n), (n. b), (n, n)}.

sultat du tirage dans |
résultat dy tirage

une des urnes n'a pas d‘influence sur i.e
dans l'autre yrne, Les épreuves &, et b2 sont ~indépeqdﬂﬂ;3?sé
S0ns de construire une loj de probabilité P sur ' (Q) qui tradu
Cette notion Intuitive,

Nous allons Construire P 3
Nous devons donc définir -
Ccnsidémns.

p(n, b), p(n. n).
par exemple - P(b, n) = P({ (b, n) ).
L'événement élémentaire {

) ‘intersec-
(b, n) | de (L2). peut &tre considéré comme l'inte
tion des deyx €vénements liés 3 & suivants (fig. 1) :

A “la boule tirée dans 9

B~

1 ®Stblanche”, A = {(b, b), (b, ”)i;
a boule tirge dans 9., egy noire”, B = {(b, n), (n,n) .
Nous avons - (6, n)} = AnNB.
Pour traduire |5 notion int

isons P
5 truisons
Uitive d'indépendance de &, et bs, ngus constr
de facon que |eg Evénements A et B soient indépendants pour P.
Nous imposons donc : P(b, n) = P(AnB) = P(A) . P(B).
Nous avons - A — b} xQ, o B =Q, x{n).
328
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onsidérer que la prababilité de A, c'est-4-dire la

urol de ¢ . | Probabilitg o -
o I‘llﬂbﬂlult;! planche au tirage dans ‘I, et un résultat quelconque ay lirage d.am:!:‘la
e uénaalu 4 la probabilité de {b} lorsque l'on considére I'épreyye b, .seule -
gst 00 |

1
Nous prenons donc - P(A) = Pi({b)) = 5

N

D méme nOUS prallOHB; '(B) = Pz(fﬂ})
B J —

Par des considérations analogues, nous obtenons :

odga® &,
p{b.b]'r—ﬂi':b)-.ﬂ:{b) =5 XE=10"
1 3 3
o(n, ) = pr(n) .P2(B) =5 X § = 75
Ty ey .1
p(n,n) =pi(n).p2(n) =35 X g=¢g

Nous vérifions que : p(b, b) + p(b, n) + p(n, b) + p(n, n) = 1.

L'application p de £2 = L2, X {}; dans IR, est donc une distribution de probabilité.

Produit de deux espaces probabilisés finis.

D'une maniére générale, considérons deux espaces probabilisés finis -

ii.l.,,:l‘(i’.h}, P;) et (€ (L,), P,) respectivement associés i deux épreuves
et by,

;‘:""'”5} th =1{a,, 05 83 ..., a,} et Q,={by, by b, ..., b,} etdésignons
pectivement par p, et par p, les distributions de probabilité associées a P, et P,.

8nj é{Tunx"?ft ;0“5 admettons (voir exercice n° 20, p. 336) que I'application p de
1 ™% dans R, définie par : (a, b,) ~—> p(a, b,) = p,(3)) . p2(b))
#stune distribution de probabilité sur (. ' ’ 1 o

THEQ

ﬁmf"“ ET DEFINITION : Soient (0, 5((2,), P,) et (2, 7((%). P2)

définie ::: ¢ probabilisés finis. L'application p de (2 = (), X (), dans R.

et une gis '-BJE{ZM ¥b,€Q, pla, b;) =pi(a) . pa(b)) = Pi({a;}) . P2(ib;})

(2500, py tribution de probabilité sur (. L'espace probabilisé fini
i Ou P désigne Ia probabilité sur 7(()) associée a p, est

Ppel§ o
ot () 4 °Pace produit des deux espaces probabilisés (. T(¢2), P,)
(), P,).

6 Ue |'gg = m— b
Pouves i, miaca Probabilisé ainsi construit traduit I'indépendance
2.

329



14

15

16

LITE msmmunaﬂ BINOMIALE

8l
. INDEPENDANCE EN PROBA

Epreuves successives.

- - on
Considérons une épreuve -E:,'a hatql.na!lf:-li ki
(. (), P), par exemple I'épreuve a

qu CD“t.EH I i hes et deux
i il r t l | if' I r " ete ECtUGnS un nouveau t"aga_
pUU-I' cela, Bllleﬂﬂns a bou e tiree dans urne ff

—_— % |e méme espace probabilisé (Q, 7(Q),P).
fec?:si ﬂi?ﬂiﬂlﬂ:ﬁ:ﬁ:ﬁ; a;?;':sld-inﬂu'enct? sur le résultat du deuxiéme tirage,
Il est donc logigue, pour studier I'épreuve &' qul corj_sm:te (é feffgcgt;ler ;ireux éprelu\,-as
du type & successives d'utiliser I'espace probabilisé (£, g (€Y), P') produit de
(Q, (%), P) par lui-méme. Nous avons donc :

QO=0xQet: Ya eQ et §a el p'(a, a;) = p(a) ..p(a‘,-).
Cette égalité traduit I'indépendance des deux épreuves SUCCESSIVES.

a associé un espace probabilisé finj -
siste 2 tirer une boule d'une urne 9,
boules noires. Répétons I'épreuve &

D'une maniére générale, pour studier I'épreuve & qui consiste a répéter successi-
vement dans les mémes conditions N épreuves du type §, nous utiliserons I'espace
probabilisé (2, T(€Y), P') défini par: O =0xOxQx .. .XQ, et:

N facteurs
Y(2s @2y - - -0 820 € Q, P8 By + oo a,) = plas) - plas). - -- p(a,), ol
oy, %3 . . -, %y désignent N indices, distincts ou non, appartenant a {1, 2, ..., N}.

Cette égalité traduit I'indépendance des N épreuves successives considérées.

Lorsque I'on effectue une telle suite d'épreuves répétées indépendantes, on dit
que I'on effectue des tirages avec remise, ou tirages non exhaustifs.

Suite d'épreuves de Bernoulli.
Distribution binomiale.

Schéma de Bernoulli.

gggisu:imns une épr:.-uve & pour laquelle I'ensemble Q) est une paire.
uneg gsb!?-ar S {{ succés”) et E (“échec”) les éléments de 2: Q2 = {s E}-
probabilité sur 3 (€2) est déterminge par la donnée de :
= P({S}) = | |
g(-S) | P;'?“ =uet p(E)=P({E}))=v, avec: u>0, v>0 utv="
oit alors &' I'épreuve qui consiste : : ’ '
N épreuves & sont indépenzzls:::s répéter N épreuves &; nous considérons que ces
Pour étudier I'épreuve &', nous utili ;

défini de la facon suivante - serons donc |'espace probabilisé (€', (), P')
1. = OxXOxOx () -
«— Nfacteurs —_ _ *

=

un élément de ()’ est un N-uplet (r
1r

2. La probabilité P’ sur 9 ()’

p'(ry, ra, ra, .

330
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si k coordonnées du N-uplet (,, Is Fs ..
autres sont des “échecs” E; nous avons alor

En particulier la probabilité d'un évén

dépend que du nombre k de "succés” §
Deux événements €lémentaires fournis

-+ I'N) sont des “succés” S, les N — k
S: p'(ry, s, f3, ..., N) = uk | yN—k
ement élémentaire {Cryets rs; <o IN)} ne
et non du rang de ces "succés”.

Par k succeés et N — k échecs sont distincts

L'épreuve &' décrite ci-dessus est a

Ppelée schéma de Bernoull :
d'épreuves de Bernoulli. rnoulli, ou suite

Exemples : 1. Prenons le jeu de “pile ou face”

3 ! . avec les notations ci-dessus
nous avons : £ = {S, E}: posons, par exemple :

S=pile, E=face;et: y=v=

k N—k
l en résulte : p'(ry, 15,13, ....18) = (%) (]2_) " (%)N

2. Considérons le tirage avec remise d’une boule dans une urne qui contient trois
boules blanches et deux boules noires (ne 44, p. 305).

Nous avons : Q = {S, E}

avec : S:la boule tirée est blanche, E :la boule tirée est noire.

| =

N ) 3 2
ous avons : u=g et v=g
Il en résulte, par exemple, pour N = 7 :
2.2 .3.3.3 3x2
PSEEESSS) =g X eXoXaXgXgXg=gr— #0205
3.3.2.3.,3_ 3xi
PJ(ErS,S,S,E,S,S)=§X§X§X-§X,—5’XExg"' 57 # 0,307

Remarque : A tout phénoméne aléatoire, il est possible d*assm]:fer Iet:ixizéga de
-'_—-——_________ 4 .
Bernoulli, 1| suffit de considérer un événement A et son complemen

On définit alors = {S, E} par :

S :I'événement A est réalisé 5 -
E i I'événement A n'est pas réalisé, c'est-2-dire A est réalisé.

On prend alors u=P(A) et v= p(A) =1 —u

Variahle de Bernoulli. Distribution binomiale.

1 ' he précé-
' g0, P troduit au paragrap
ConSIdémns oA Pk (£x it & m-a-dire le nombre de coordon-

; " " ¢'est
€nt. Désignons par k le nombre de succes

né?s de (ry, 2, ..., rN) qui sont égales as.
oIt X |5 variable aléatoire définie par .x( 1 syl
: .l. . > r P 2' PRCERL Y .
Rt i) : ulli.

. Berno
Certe Variable aléatoire est appelée variable de
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S —_ able aéstoire X est donc : L ={0,1,2,
L'image I de ! par I8 thrntff de la variable aléatnir.e X, nous devong
oy iceiieer 13 e r-b‘{: des événements [X = k] liés a X.
germines. las f]'[_"_‘b"i[.'“:f_:k";,,(.;;, est le sous-ensemble Ay de (' constitué par |gg
e e e et

Posons : s, = Card A,. ol
Nousavonsalors : P'[X = k] = s.u*vN—%

Numérotons les N épreuves © dans |'ordre ou nous les effectuons : &,, §,, B s &,
Le résultat de cette suite d'épreuves est un N-uplet dont k.coordonnees sont égales
a S, si et seulement si k épreuves, parmi &,, &,, 64, ... &n, donr.wm le resuita! S
Le nombre s, est donc égal au nombre de parties a k éléments d'un ensemble anN
N!

éléments. Nous avons donc: s, = Cf.. — m.

La distribution de probabilité p, de la variable de Bernoulli X est donc définie par
Px: L — R., k r—> py(k) = CKu* yN—k.

Posons : p, = p.(k), pour : kel =1{0,1,2 ..., N}

Nous remarquons que les coefficients p, sont les termes du développement de
(v + v)N; nous avons en effet (voir exercice n¢ 22, p, 86) :

(u+ v)"=vN+CLqu-‘!+...+Cf,,u“v"-*+..
=Pt P+ iiivinn.. + Pi +

Pour cette raison, la distributi
appelée distribution binom

4+ CN T uN=1y 4 N
........... + pn—1 + PN.
on de probabilité Px de la variable de Bernoulli X est

iale,
k=N z k=N
Remarque : L'égalité - Zp" = (v + V)N, permet de retrouver I'égalité : Zpk =1
k=0 k=0

Propriétés des coefficients P

On suppose que N, u, v sont donnés,

Nous nous Proposons de Comparer p, et Pr_1,

i Pour1 < k < N. Nous avons :
Pe _ _ Cyukvh—x (N—k+1)y
ph1“mﬁ=-———ﬁ__)__=m+1)0—k(1—v)
kv
N+TNu—«k
=14+ WN+Du—k
3 kv
Nousandéduisons: —&‘__.1._(N+1J“"k
Pic-1 T kv
cest-a-dire: 2k = Pi-1 _ (N4 1)y 4
pk~1 —-___:[(_1?____
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| o5 réels Pe— et kv so
(k = (N+1) u)'

(px = Pr—1)
(05 > Deq) = (k < (N + 1) u),
{pk{Pka} > (k> (N+1)u).

Distinguons deux cas :

Premier €as : (N+ 1) velN

posons : ko = (N
o<u<t.

donc :
Il en résulte les inégalités : 0< ko< N+1,
cest-a-dire : 1 < Ko < N.

Nous avons alors :

Pk = Pk=1: si k = ko,

Px 7 Pk—14 si k < ko,

Pr < Pk—1 si k > ko-

En résumé, nous avons !

po < P1 < P2 - < Pre1+

Pro1 = Pkt

Pk, > Pro+1 > Pket2 > ... > PN

La figure 2 donne le diagramme en batons

de la distribution binomiale pour :
_3
viB

ainN

N=4; u=

Deuxiéme cas: (N + 1)U * IN.
Soit k, la partie entiére de (N + 1) u:
ko < (N+ 1) u<ko + 1.

nous avons :
0< ko< N+ T

Il en résulte les inégalités:

Nous avons alors :
Pik > Py-1. si k € Ko

Pr < Pr-1. 5ik>k0
En résumé, nous avons :

Po<py < Ppr < v < Phet

Pre> Progy > Pror2 > - 7 PN.
la plus grande

Le coefficient px, qui ©st ;
valeur prise par la variable de Barno_ulll est
appelé terme central de 12 distribution Px.

La figure 3 donne le diag

de la distribution binomiale pour :
3
v=7g

ramme en batons

N".._—S; U=;;

+ 1)u; nous avons supposé : u # 0 et

nt strictement positifs ; nous avons donc :

v # 0; nous avons

do.
0.5 |

=Pz -———f—-—ﬂ

F o R
Pa
o s sk ;, I
0 1 2 3 4 X =k
.
0.5 -
P e e -9
Pog==———
p‘ipn—————j—*-—#-——'
Pig=-
pﬁ""""} ——————— k—-—-n—--—
P _]_ o
B 5 X=k
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Probabilité
conditionnelle

334

SARILITE. pISTRIBUTION BINOMIALE

P} un espace probabilisé finil.
15 Déterminer la pr:;b.:himé conditionnelle relative a ()
o Wir i

5 La)
20 Goit @ un Glément de (2 161 que Pf..{fj # : "
Déterminer la probabilité conditionnelle relative la}.

1 Soit (10 9(%

2 Soit ([1. ¥ (£2), P} un espace pl'UtJﬂbIhSé fini. .
16 Montrer que, si A et B sont deux événements incompatibles tels que :

P(A) # 0. P(B) # 0, on a :

yXe€a(2), Paup(X) < PalX) + Pg(X).

25 Montrer que si A et B sont deux événements tels que :
AcB 0<P(A)<P(B) ona

yX€ea(), Pa(X) < Pa(X) + Pg-alX).

3 On jette deux dés cubiques non pipés et 'on observe les points marqués
sur les faces supérieures,

12 Calculer la probabilné d’obtenir deux fois le point 1 et la probabilité
d’abtenir une somme de points égale a 5.

2° Soit A I'événement : “I'un au moins des points obtenus est égal 4 1°.
Calculer la probabilité de chacun des événements définis au 1¢ sachant
que A est réalisé.

4 On jette deux dés cubiques non pipés et I'on observe les points marqués
sur les faces supérieures. Soit X Ia variable aléatoire qui prend la valeur &
si la somme des points marqués est £,

1° Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
X=3 X=4; X>10; @<x<7]

2° Soit A I'événement : "I'un au moins des points obtenus est pair”. Cal-
culer la probabilité relative 3 A de chacun des événements définis au 1°.
3° Soit B I'événement : “les deux points obtenus sont pairs”, Calculer la
probabilité relative a B de chacun des événements définis au 1°.

5 On jette trois dés cubi
sur les faces supérieures,
1o Cialcufaf la probabilité d'obtenir yne somme de points égale & 6 sachant
que les points marqués sont deux 4 deux distincts,

2:BC:I!::uler la Drctbabi!ité d’obtenir une somme de points égale A 12 sachant
que deux des points marqués, ay moins, sont les mémes.

Ques non pipés et I'on observe les points marqués

6 Une urne contj
ient cing boule N E—
nables au toucher, On 1 q S blanches et trois boules noires indiscer

urne. e au hasard et simultanément trois boules de cette

1 Calculer

la probabilj

A : "obtenir ay mo; 1€ de chacun des événements suivants :
e mo!ns une boule blancha»:

A BNIF au moing deux boules noires” -

C : "obtenir au moins yne b : ires” ;
2° Calculer - Pa(B), oule blanche et une boule naire”.

Pa(C).  Pg(a), Pg(C), Pc(A), Pc(B)



Evénements
indépendants.

) - ulta
1% Calculer 1a probabilité de

A "obtenir I'as de coeur et |
B - “obtenir deux cartes de ¢
2° Calculer Pg(A)

:érnam deux cartes d'yn jeu
chacun des événemenms gyi
as de tréfle” -

ouleurs différentes”

de 32 cartes.
vants

8 On tire au h
asard et simult
1o Calculer Ia probsbilité de "'::a":‘ml Quatre cartes d'un jeu de 32 cartes,
= - u
A : "obtenir un carré d'as” L
ga :C ":me"“ un carré d'as. de rois, de dames ou de valets®
: alculer la probabilité de chacun des événements A ot .B h
I'une des cartes tirées est un as sehant que
3:" Calculer la probabilité de chacun des événements A ot B sachant que
I'une des cartes tirées est un roi,

9 Méme exercice que le n® 8, pour un jeu de 52 cartes.

10 Douze chevsux sont au départ de la course du tiercé. Un joueur joue
au hasard une combinaison de 5 chevaux.
1o Quelle est la probabilité pour que le joueur gagne le tiercé dans le désordre 7
2¢ L'un des chevaux que le joueur a tiré au hasard ne participe pas a la
course. Quelle est la probabilité pour que le joueur gagne le tiercé dans le

désordre 7 . .
3o Méme question lorsque deux des chevaux tirés au hasard ne participent
pas a la course.

pace probabilisé fini et soient A et B deux évé-

11 Soit (Q (), P)unes
nements indépendants pour P.
indépendants.

1o Montrer que A et Bsonti
20 Montrer que A et B sont indépendants.

nt de [ui-méme?

g (£2), P) un espace probabilisé fini-
t de ['événement

ditions un événement A est-il indépenda

12 Soit (2
ns un gyénement A est-il indépendan

1o A quelles con@™
20 A quelles conditio

ire A? "
complamedt . goignt A, B, C 11015 évene-

p) un espace Pl B, de C et de BnC,

i indépen
ments de 4 (€)- Montrer que si A est indeP

alors A est indépendan g ;. o
[ |'on oDS ;
! by e yivants
otte un dé cubique oo s
:‘facc;r;iit;ri ure. Soient Clesé
a o
A ~obtenir aU plus 2 ;ir :
B #obtenir un pomt;: -4
C ~gptenir a4 o] - lﬂdé i
1o Les gvénemen il | »
i int 6 a
) = o 14, poyr un dé sur lequel le PO!
le N .
cice 9 e
15 Méme exer 335




E
2. INDEPENDANCE EN PROBABILITE. DISTRIBUTION BINOMIAL

EXERCICES

Produit
d’'espaces
probabilisés
finis.

Epreuves
indépendantes.
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16 On jetie deux dés D, et D, cubiques discernables et non pipgs On
observe les points i, 8t n, respectivamant marqués sur les faces Supérieyres
des deux dés. _

On considére les evénements suivants :

A :"obtenirn, £ n;, m<4, n<K 4",

B : "obtenirny + na=T7";

C : “obtenirny + n; = 6",

1@ Calculer la probabilité de chacun des événements A, B, C.

2° Les événements A et B sont-ils indépendants?

3° Les événements A et C sont-ils indépendants ?

17 Méme exercice que le n° 16, pour les événements suivants :
A : "obtenir |ny — ny| < 2%;

B : "obtenirny, + n, =7";

C : "obtenirny = 2 oun, = 5",

18 Méme exercice que le ne 16, pour les événements suivants -
A : "obtenir ny x n, pair”:

B : "obtenir au moins un point inférieur ou égal 4 2" :

C

: "obtenir au moins un point inférieur ou égal 4 3",

19 On considére une urne qui contient cing boules

boules noires, On extrait simultanément et au hasard quatre boules de 'urne.
1° Calculer les probabilités de chacun des événements suivants -

A : "obtenir au plus une boule blanche”:

B : "obtenir quatre boules d'une méme couleur”;

C : "obtenir au moins une bo
2° Les événements A etBs
3° Les événements A etCs

blanches et quatre

ule blanche et une boule noire”.
ont-ils indépendants ?
ont-ils indépendants ?

20 Soient (Q,, 7(0,), Pi) et (Q, 2(Q,), P2) deux espaces probabi-
lisés finis et soient P1 8t py les distributions de probabilité respectivement
associées a P, et 3 P,

Démontrer que I"application pde Q =
V(a.b) € Q, p(a, b) = p, (a) . p(b)
est une distribution de probabilité sur 0,

Q4 % Q, dans R, définie par :

. ‘ensemble R des quatre rois et I'ensemble D
des quatre dames. Soit & I'épreuve qui consiste 2 tirer au hasard une care
de R et une carte de D.

1° Construire I'espace Probabilisé qui permet d*atydier I"épreuve &.
2° Calculer |a probabilité de chacun des événements suivants :

A : "obtenir le roj de carreau et la dame de carreau”:

B : "abtenir un roi et

une dame de méme couleur” ;

C : "obtenir un roj fouge et une dame nojre”.



21, INDEPENDANCE EN PROBABILITE.

DISTRIBUTION BINOMIALE

1 NON pipé dont les faces

rois faces portent le point

22 On considére un dg p

el un de non pipé D, dont y

portent les points de 1 4 6
une face le point 3.

1, deux faces le point 2 et
1 Construire 'espace

Probabilisé qui permet d*étudier | .
“leter les deux dés D » er I'épreuve suivante

| : 1 © Dy et observer les Points marqués sur les faces
supérieures”,

P

: "obtenir au moins une foi
: "obtenir n, + n, pair”;

: “obtenir ny 4 n, < 6";

: "obtenir n, — n, g 2°,

s le point 1”:

23  On considére une urne U, qui contient cing boules blanches et trois
boules noires, et une urne U

FQui contient trois boules blanches et cing boules
noires. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1° Construire I"'espace probabilisé qui permet d'étudier I'épreuve
tirer au hasard une boule dans chaque urne et observer la couleur des
boules tirées.

2° Calculer la probabilité d'obtenir deux boules de méme couleur.

24 Méme exercice que le n° 23, pour une urne qui contient six boules
blanches et trois boules noires.

25 On considére I'épreuve & qui consiste 3 tirer au hasard une carte d'un
jeu de 32 cartes et une carte d’un jeu de 52 cartes. ]
1° Construire I'espace probabilisé qui permet d'étudier .l épreuve &,
20 Calculer la probabilité de chacun des événements suivants ;
A : "obtenir deux tréfles” ;
B : "obtenir deux cartes de méme couleur”;
C : "obtenir deux cartes de méme force”;
bl i is la méme carte”. o
I[:"l Cglitjg:rlgil:zggzlité d’obtenir un as au muir.ns, puis la probabilité d'obte-
nir deux as, sachant que I'une des deux cartes tirées est un as.

26 Dans un restaurant, chague consommateur a le choix, pour constituer
son repas, entre quatre entrées e,, 2, €a, €4, trois plats Pu. Pa, Py et deux
desserts d,, d>. : ( )
On appelle menu un triplet (e;, p;, di). d
Deux personnes constituent leur menu au hasard. S wcin Naliaant 1
1° Quelle est la probabilité pour que ces deux p R
;:én: :lT:réest}‘ la probabilité pour que ces deux personnes choisissent la

uelle e

le méme plat? isi

;&“E:u::;:é:: la probabilité pour que ces deux personnes choisissent lo
méme menu ?
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Schéma de
Bernoulli.
Loi binomiale,
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UTION BINOMIALE

_ . 1 deux boul
 ontient trois boules blanches numérotées 1, 2, et deunboles
27 Ungurnecontie Foutes los boules sont indiscernables au touchar,

blanches numérotées 1 ot o l'urne, on I'examine et on la remet

i boule d
19 On extrail au hasard une ; iy
dans I'urne; on extrait alors une deuxigme boule au hasa
Calculer la probabilité des événements suivants :
A * "obtenir deux boules blanches”;
' ' 3 ouleur”;

B : "obtenir deux boules de méme ¢ . .
C : "obtenir deux boules dont la somme des points est égale 3 k", ol k est

i 5 6.
un entier appartenant a {2, 3, 4, 5, ‘ _ .
20 On extrait au hasard une premiére boule, puis une deuxje‘_sme sans avair
remis la premiére. Calculer dans ces conditions la probabilité de chacun

des événements A, B, C.

28  On considére un dé cubique non pipé et les deux épreuves successives
suivanles :

&, :jeter le dé et observer le point 7, marqué sur la face supérieure;

£, :sile point n, obtenu & I'dpreuve &, est inférieur ou égal a 3, on jette une
deuxiéme fois le dé et I'on observe le point n; marqué sur la face supérieure,
si le point n, obtenu a I'épreuve 6, est supérieur & 3 on ne rejette pas le dé, on
aalors : ny; = 0.

1° Construire 'espace probabilisé (ﬂ, 7 (L2), F) qui permet d’'étudier les
deux épreuves successives &, et &,.

2¢ Calculer la probabilité d'obtenir une somme ny, + n, égale a 6.

29 Onjette cinq fois de suite une piéce de monnaie et I'on observe chaque
fois le c6té visible : pile ou face. Pour chacune des valeurs de & appartenant

a {0.1,2, 3, 4,5}, calculer la probabilité pour que I'on obtienne & résultats
“face” au cours de ces cing jets.

30 On jette N fois de suite un dé cubique non pipé.

1e Calculer la probabilité pour que I'on obtienne au moins une fois le point 6.
2° Calculer cette probabilité pour : N=1, N=2 N =3,

31 Une urne contient quatre b
nables au toucher,

On effectue au hasard

Quatre tirages successifs da
: ‘ ns cette urne en remettant
chaque fois la boule tirée dans |'urne,

1 Caleuler |3 praobabilité g’

i obtenir au moins une boul )
bilité d’obtenir ay moins une boule noire. N
22 Calculer la probabilité d'ob

tenir au moins une i
Qi Bl Rofin boule blanche et au moins

oules blanches et six boules noires indiscer-

1° Détermi istributi
oy Iarminer la I-ﬂl?trlbutlon de probabilité de la variable aléatoire X qui
I Déla va!eur k sil'on a tiré & boules blanchesg

erminer |a distribution i l
prend la valeur 4 g; s

. ité de Ia i . i
Y'on a tiré A boules ne variable aléatoire Y q

ires.



21. INDEPENDAN
CE ENn mos.qms.rurs. DISTRIBUTION BINOMIALE

Dans ¢ . )
:Elme i c::c:: de.s EXercices suivants, nos 33 2 35, on fait T
Fobtent Lo oo nalssance, la probabilité d'obtenir une fille et | ili
obtenir un gargon sont égales, et 1a probabilité

) pﬂu u une f i 1

34 Quelle est la probabilité pour

qu'une famille de sept enfants ¢
un seul garcon ? P nts comprenne

35 Une famille comprend quatre enfants.
1° Quelle est la probabilité pour

que cette famille comprenne deux filles
et deux garcons?

2° Quelle est la probabilité pour que cette famille comprenne deux filles at
deux gargcons sachant que I'un des enfants est un garcon 7

36 On considére I'épreuve & qui consiste & extraire au hasard une main
de 13 cartes d'un jeu de 52 cartes. On effectue successivement trois épreuves &
en remettant chague fois les cartes tirées dans le jeu.

12 Calculer la probabilité pour gqu'aucune des trois mains ne contienne
un as.

2° Calculer la probabilité pour qu'aucune des trois mains ne contienne un
carré d’as.

37 Méme exercice que le n° 36, pour I'épreuve & qui consiste a extraire au
hasard une main de huit cartes d'un jeu de 32 cartes.

38 Deux personnes jettent chacune une piéce n fois.
Calculer la probabilité pour qu’elles obtiennent le méme nombre de résultats

"face”. Effectuer le calcul pour @ 1 = 3, puis pour : n=4.

piéce 3 fois. Calculer la probabilité

i es jettent chacune une
39 Trois personnes | < obtiennent le méme nombre de

pour que deux au moins de ces personne
résultats “face”.
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PROBLEMES

1 Onconsidére, dans un plan P, un repére cartésien
I'application f, de P dans P qui A tout
point M" de coordonnées (x', y') telles )

Z=(0+Kkx+ (1 =Ky ot 2y = (1= f)x+ (1 + k)y.

10 Pour quelles valeurs de k, I'application f« est-elle une bijection? Lorsque fe

est une bijection, déterminer la bijection réciproque f;'. Comparer dans ce cas,
les applications f' et f, ,.

2° Pour chaque valeur
ona:fi(M)=M.

3° Soient k et k' deux réels: déterminer I'application f, o f,..

(0. /./). Pour tout réel &, on définit
point M de coordonnées (x, y) associe le

de k, déterminer I'ensemble des points M pour lesquels

4° On désigne par E I'ensemble des applications f, qui sont bijectives. Montrer
que E est stable pour la composition des applications.

Montrer que E muni de la loi induite est un groupe commutatif isomorphe au
groupe (R*, x).

On considére les trois fonctions polynémes f1; T2, f5 définies sur R par :
x—1)(x+3 _ (x—1)(x>+4x+7)
f,:xr\,—;Z(x—-U; fa:x n— ( 1 )-' faix n— 6 '
2
1° Construire, dans un repére cartésien orthonormé, les courbes représentatives
des fonctions fy. f3, f5. Déterminer, en particulier les points communs a ces courbes
et les tangentes en ces points.

2° On désigne par F |'ensemble des fonctions polynédmes de dggré inférieur ou
€gal 3 trojs (y compris la fonction nulle) qui s'annulent au point 1. Démontrer

Que E est yn sous-espace vectoriel de |'espace vectoriel sur R des fonctions
Polynémes,

3° Démontrer que (£, 75, £3) est une base de E. , p
. - 3 ;
4 Soit £ Ia fonction polyndme définie sur R par : X A—» ax® + bxl ¥ c; ;—n"
" SUppose que f est un élément de E. Calculer, en fonction de a, b, ¢, les coordo
188 (o1, &, t5) de £ dans la base (fy, f2, fa). o )
En déd\;ire z;qu:?f est un élément de E si et seulement s'il existe une fonction poly-
Nome ¢ de degré inférieur ou égal a deux pour laquelle on a :
YER, £(x) = (x — 1)p(x). _ .
" S\ est une fonction polynome, on désigne par ' la Wi npdir:vf:ufergéip;r
" 1a fonction dérivée de £ et par f* la fonction dérivée de f". Po :
Montrer |es égalités :
O+ 8) < w1y
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PROBL ENeE 5

. o,
f2(1 + h) = hf2(1) + 5 £2(1):

, h? . h3 1
(1 + h) = hf3(1) + 5 f2(1) + (3 f3(1).
Calculer, en fonction de 5, les valeurs absolues :
(1 + ) — 00 + ML 100+ h) =L 48 160+ h8) =01+ 8.
Trouver les valeurs de h pour lesquelles deux de ces valeurs absolues sont égal?s_
A quelle propriété des courbes représentatives de f,, /5, f4, ce résultat correspond-il ?

Soient 7 (R, R) I'ensemble des fonctions de R dans R et C(IR, R) le sous-
ensemble des fonctions continues sur IR.

1° Démontrer que C(IR, IR) est une partie stable de F (R, R) pour la loi :

(f. g) ~— fg.

2° On désigne par 0 la fonction nulle sur IR. On dit qu‘une fonction fde 7 (IR, R),
différente de la fonction 0, est un “diviseur de zéro” dans 7 (IR, IR) si et seulement
s'il existe une fonction g de I (R, R), différente de la fonction 0, telle que l'on
ait : fg=0.

On définit d'une_ facon analogue les diviseurs de zéro dans C(R, R).

Montrer que, si (2, désigne I'ensemble des réels pour lesquels la fonction f s’annule,
on a I'équivalence logique :

(!diws?ur de zéro dans 7 (R, R)) <—» (€ # F et Q, # R).

Construire un exemple simple de diviseurs de zéro.

310 Soient a et b deux réels. On désigne par sup (a, b) le réel défini par :

sta2b: sup(a b) =a

sia< b : sup(a, b) = b.

Démontrer |'égalité - sup(a, b) = %(!a — bl + a + b).

. . .
;. E.-,-I)RII:ﬁerw:::rutrer que, quels que soient les réels a et b, la fonction g définie par :
Dx 5l Pt 'sup(o, @ — |x — b]) est continue sur R.

onner une représentation graphique de cette fonction,

= r‘ - - ®
b) Soient ¢ et 5 deux réels distincts. Démontrer que si f est une fonction de

C(R. R), di .
da(ns C( I)R ;:?Tente de fa fonction 0, nulle sur Jo, B[, alors f est un diviseur de zéro
B—a

On pourra poser : g = ! > et : b____“‘lz'ﬁ_

it qu'un rée , |
S el e ! X0 est un z¢ro isolé pour une fonction f si et seulement si les
deux propriétés suivantes sont vérif; dos -

1. f(xn) =0,
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PROBLEMES

2 JxeRL Yx E]x? = % X[ Ulxo. xo + af, F(x) 0

Montrer que si une fonction f de C (IR, IR) n'a e x e ]
w'est pas un diviseur de zéro dans C(R. 11;]. que des zéros isolés, cette fonction
En déduire que I'ensemble des diviseurs de zéro

: s dans C(IR, R) est :
de 'ensemble des diviseurs de zéro dans 7 (R, (R, R) est une partie propre

R).

On considére I'espace vectoriel P sur IR des fonctions polynémes et le sous-espace
vectoriel T des fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal 4 deux.

1° Montrer que, si «, 3, v sont trois réels deux i deux distincts, les trois fonctions
polyndmes A, B, C respectivement définies par :

HIER.A{X) = EZ:‘E—;; Ei:jﬁ, B(X) - E;"‘::) (X—ﬂ'-). C(x)

—y) (B —a)
constituent une base de T.
2° Déterminer les coordonnées dans la base (A, B, C) des trois foqnctians poly-
ndmes définies par : YxeR, f1(x) =1; f(x) =X fa(x) = x=
3° Soit R la relation définie dans P par :
(fRg) <> (JoeP, [f — gl(x) = 2() (x — a) (x — B) (x — 1))-
a) Montrer que :R est une relation d'équivalence.

: la relation
8) Soit £ une fonction palyndme; on SesGre B "'1-':':85513“&6;’3?;  unique,
d'équivalence :R. Montrer qu'il existe dans F une fonction p

ri . A, B, C).
notée 7. Déterminer les coordonnées de f dans: la I:lased(éfinie v
4° On considére I'application u de © dans |ui-meme
'fE'G. f An— u(f) = foty
Démontrer que u est un endomorp
sur lui-méme?

_(x=2) (x=5)

== (—8)

. Est-ce une isomorphisme de ©

hisme de

onorme.

; ien orth ' '
pere cartésie L mérique 7 définie par :

0 . n P, un re .
n considére, dans un pla de la fonction 0

1° Tracer la courbe représ:entative C
X "> — x3 4 3x + 4.
2° Pour tout réel m, on désigne
¥ =mx2 —(m—6)x + 4 A
Oémontrer que toutes les courbes L'm
Yéterminera les coordonnées.

” Discuter, suivant les valeurs d
®l 3 la courbe G, 343

par Cn 18 courbe d'équation :
m
[ ont 0N
nt par deux points fixes AetBd
passe

courbe e
ombre dé points communs ala
n
em, e




o

4° Siil existe un point M commun a €* et & €, tel que les tangertes 4 ¢ etmé ‘a:
au point M soient confondues, on dit que les ;ourbes (" et ", sont tan?en s"
point M. M est appelé point de contact. Déterminer les valeurs de m pour esquelles
les courbes C* et ', sont tangentes. Déterminer les coordonnées des points de
contact et les équations des tangentes en ces points.

On considére dans un plan P un repére cartésien orthonormé (O, / /). On désigne

Par m un réel de lintervalle : E = [— 1, 1], et par ",y la courbe d'équation :
y=4x2=12mx - 5(1 — 2 m?),

1° Démontrer que. pour tout réel m de E. la courbe (°,, coupe I'axe x'Ox en deux
points A et B d'abscisses respectives x et x”.

Démontrer I'égalité - 10(x +x")2 —36x'x" — 45 = Q.

2° Calculer, en fonction de m, la longueur L du segment [A, B].

Pour quelles valeurs de m Ia longueur L est-elle minimum ? Construire les courbes
C,, correspondantes.

3° Pour quelles valeurs de m, le point O appartient-il 3 |

a courbe C,,? Construire
les courbes (., correspondantes.

4° Déterminer les coordonnées du sommet S de

: la courbe C,,. Quel est I'ensemble
des points S lorsque m décrit E?

On considére, dans un plan P, un re
1° Tracer la courbe ¢ d'équation

20 S+uient % et 3 deux réels, et H e point dont les coordonnées dans le repére
(O.77) sont (s, 5). On considére 'équation : x2 — 5 ,, + 8 =0 (1)

a_) Mo:jtrer que I'éguation (1) admet une racine unique dans R si et seulement
si le point H appartient a la courbe C,

=
- -

pére cartésien orthonormé (0, L.
y = — x2,

o UXx racines distinctes X, et x, dans R.
Cas, les abscisses des Points de cont 7

a es tan
gentes D, et D, avec I3 Courbe C. My % M

a) Calcule{ % et 3 en fonction de x, et de X5,

b) Déterminer Iensembie des points
- : pour lesquel . sont
perpendiculaires. Quels les tangentes D, et D, so
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FROBILEMES

() Determiner, en fonction de « et de (3, Véquation de 1a droite qui passe par s
puoints M, at M,
v Sotent p oot g deux rdels, ot D la dioite d'équation =y = px + ¢

a) Déterminer Fensemble D' des points M de la dioite D par lesquels il passe deux
tangentos distinctes Dy et D, & la courbe (%,

b)) Lormgque H déerit DY, montrer que la droite qui passe par les points M, et M,
passe par un point fixe A dont on calculera les coordonnées en fonction de p et
tlo g

be Solt &k un réel, et A la drohe d'équation = x = k

a) Détorminer l'onsemble A des points H de la droite A par lesquels 1| passe deux
tangoentes distinctos D, e1 D, b la courbe (.

b) Lomque H décrit .\, montrer que la droite qui passe par les points M, et M, a
une direction fixe que I'on déterminera,

On considére, dans un plan P, un repbre cartésien orthonormé (0O, /. ,f'_j .A tout point
F. du plan P, de coordonnées (a, b), on associe la lonction [ défine par

ax* 4 bx 41
th Dh X S - g gt ”.
19 Déterminer 'onsemble des points F du plan P pour
un ensemble do définition D, Ggal & R,
2° Ditorminer 'ensemble des points F du plan P p
une fonction constante sur IR. _
3* Détorminer I'ensemble des points F du plan P pour lesquels la fonctio

un signe canstant sur D,

4 Erudier 1o comportement de la fonc
X tond vers — oo,

6° 4) Détorminer Fensemble E des points

dma1, au moins, un maximum local strict ©

b) Frudior, suivant la position du point F dans E.

lesquels la fonction f a
our lesquels la fonction / est

n [ garde

tion f lorsque x tend vers 4 o ot lorsque

F du plan P pour lesquels la fonction f

U un minimum local strict.
le nombre d exiréma de /.

N
i 3 orthonormé.
ON cansiddore, dans un plan P, un repre canésion (0. 42

I» Cﬂnutmirn '

X
ly raite [ o équation y- ;/5

345



1 N

la courbe € d'équation @y = \7-—— (x + )
. 1 (x _).

la courbe ' d'équation @y = \;" 9

2¢ Soit t un réel non nul, et soient M et M’ les points tii'abscisse t sm.fés respecti-
vement sur ¢ et sur "', On désigne par T la tangente a C en M et par T' la tangente
aC enM.

a) Ecrire les équations des tangentes T et T'. ;

b) Montrer que les droites T et T' se coupent en un point S. Quelles sont les coor-
données du point S? Quel est I'ensemble des points S lorsque ¢ décrit [R* ?

c) Les droites T et T' coupent respectivement |'axe y'Oy en U et en U’. Déter-
miner les milieux des segments (S, U], (S, U'], [U, U'].

Calculer I'aire du triangle SUU'; calculer I'aire du triangle défini par une tangente
a C et ses deux asymptotes, puis I'aire du triangle défini par une tangente a ¢
et ses deux asymptotes. Que remarque-t-on ?

3¢ Soit D' une droite strictement paralléle a la droite

un point N et ¢ en un point N'. La tangente A 3 C
point V et la tangente A’ 3 ¢

D. Cette droite coupe  en

en N coupe la droite D en un
en N' coupe la droite D en un point V'

a) Montrer que A et A’ se coupent en un point R de I'axe y'Oy.

b) Déterminer les milieux des segments [R, V], [R, V'], [V, V]
des triangles ROV et ROV'. Que remarque-t-on ?

4° Latangente T a € au point M d'abscisse ¢ coupe ¢’ en deux points H et H'.

a) Montrer que les tangentes a C' en H eten H' se coupent en un point K.
b) Déterminer I'ensemble des points K lorsque ¢ décrit [R*.

et calculer les aires

10 1° Soit m un réel strictement iti

Positif et f et g les deux foncti #
pectivement définies par : T pentmes e
f;xn,—-x2+mx—2;g:xm—+mx-—1.

Déterminer pour quelle valeur A NFfx) =0 ,
. " a ur de m le systéme : I g(x) = g’ @ une solution unique
ans R.

de 1. On désigne par h,, la fonction 5 et par G,

a COQrbe representative de cette
fonction dans un repére cartésien orthonormé (0, / ;}.

@) Déterminer I'ensemble de définition de A,
b) Déterminer la fonction dérivée (h,,)’,
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¢) pour quelles valeurs de m la fonction h,, posséde-t-elle un maximum ?

J) Construire les courbes qui correspondent & - m = 2, et & = m = 1
. =5

¢) Démontrer que toutes les courbes C,, passent par trois points fixes

30 Soit Dy la. droite d’équation : y = kx. Déterminer les points d'intersection de
¢, et de Dy ; on déterminera, en particulier, a quelle condition on a

h‘kel’R, C,NDx # &. |

40 Soit .M1 Ul_'I point de coordonnées (x,, y,), distinct du point O. On désigne par
A |a droite qui passe par les points O et M, et par M un point de A

a) Démontrer |'équivalence logique : |

y = _ X Y1
(Med) <> (JIER =y =y +;-.)'
b) Montrer que M appartient a (*,, si et seulement si la valeur correspondante de A
est solution, dans IR, d'une équation du second degré que I'on déterminera.
¢) A quel sous-ensemble de R, m doit-il appartenir pour qu'un et un seul des
points d‘intersection de ,, et de A appartienne au segement [0, M,]?
5° On suppose que /m appartient a ]0, 1[ et on désigne par a un réel.
Déterminer I'ensemble A,, des points M, pour lesquels la droite A coupe C,
en deux points M’ et M’ tels que : Ed_:_l\i + M =

" MO0 M"O
quel que soit m, la droite A,, passe parun p

Démontrer que, oint fixe.

umérotés de 1 a 12.

gcernables au toucher, n
I'on désigne par /

Une umne contient douze jetons, indi
deux jetons de l'urne et

On tire au hasard et simultanément
et par / les numéros qu'ils portent (/ < /).
19 Construire I'espace probabilisé fini qui permet d'étudier |'épreuve précédente.
20 Calculer la probabilité d’obtenir au moins un nUMEro pair, puis la probabilité
d'obtenir deux numéros impairs.

ouple (/. /) associe la somme / + /.

3 Soit X la variable aléatoire qui a chaque ¢

;’ Déterminer I'ensemble :I: des valeurs de X.
) Pour chaque élément k de I, déterminer I'événement [X = k].

¢) Construire a fonction de répartition F de 12 variable aléatoire X.
gvénements suivants :

f,’( S“Q?F'er la probabilité de chacun des .

e X>10]; [12<X<14]; [2€X<7

Sachaéte""iner la probabilité d’obtenir uneé s?mme i 4+ / inférieure ou égale a 6,
Nt que les deux numéros tirés sont impairs.
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5° Donner la représentation graphique de la fonction F : & ~—= F (3).

8° On désigne par M, le point de coordonnées (k. F (K)). . . .

a) Montrer qu'il existe trois réels x, 2, 7 tels que. pour tout shuer palr 140 Hntge-
valle [4, 14], les points M, appartiennent a la courbe représentative de la fonction :
A A—> ah? 4+ Bh+ Y. g .

b) Montrer qu'il existe trois réels o', A, v tels que, pour tout entier impair k de
Iintervalle [3, 13], les points M, appartiennent 3 la courbe représentative de la
fonction : » A— 222 + BA + ¥

1o Une urne U, contient deux boules blanches et une boule noire indiscernables
au toucher. On tire une boule au hasard dans I'urne U, et I'on observe la couleur
de la boule tirée. Construire I'espace probabilisé fini qui permet d’étudier I'epreuve
&, précédente.

2° Une urne U, contient trois boules blanches et une boule noire indiscernables
au toucher. On tire une boule au hasard dans I'urne U,, et I'on observe la couleur

de la boule tirée. Construire I'espace probabilisé fini qui permet d'étudier I'épreuve
&, précédente.

32 On considére |'épreuve & qui consiste & tirer au hasard et simultanément une

boule de I'ume U, et une boule de I'urne U,. Construire |'espace probabilisé fini
qui permet d'étudier I'épreuve &.

Calculer Ia probabilité d"obtenir deux boules de méme couleur.

4o pn verse le contenu de chacune des urnes U, et U, dans une urne U;. Soit
ES lél:'"i‘v'-l‘b"?-.tllll consiste 2 tirer au hasard et simultanément deux boules de I'umé
3. Construire I'espace probabilisé fini qui permet d'étudier |'épreuve &;. Calculer

la probabilité d'obtenir deux boules de méme couleur. Comparer le résultat obtenu
avec celui obtenu au 3.

5° On considére & nouveau I'urne U, du 1°. On effectue cing tirages successifs:

:Vﬁc remise, dans I'urne U,. Déterminer la distribution binomiale qui correspond
cette epreuve et donner son diagramme en batons.

¢ .
62 Méme question que le 5°, pour I'urne Us, puis pour I'urne Us.
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A

addition (dos fonctions), 94
antisymétrie (d'une relation), 22
application lindaire, 239
arrangemant, B1

associativité, 34

asymptote, 164

base (d’'un vspace voctoriel), 222
bijection, 54
bijection réciproque, 55

C

caractére statistique, 271

cardinal d'un ensemble fin, 77

classe d'égquivalence, 24

combinaison, B4

combinaison lindaire, 211

commutativité, 33

complexe expérimental, 292

composition (de deux applications), 17
continuitéd (en un point), 101

continuité .(sur un intervalle fermé), 104
continuité (sur un intervalle ouvert), 104
continuité & droite (an un paint), 103
continuité a gauche (en un point), 104
coordonndes (d'un vecteur), 225

D

déterminant (d'une matrice), 254
diagramme en bitons, 280
différence (de deux ensembles), 70
différence symétrique, 73
dimension (d'un espace vectonal), 223
distribution binomiale, 332
distribution de probabilité, 302
distribution de probabilité

d'une probabilité conditionnelle, 325
distribution de probabilité

. d'une variable aléatoire, 315
distribution statistique, 273

distributivité, 35
division (des fonctions), 96

élément neutre, 35
élément régulier, 37
éléments commutables, 34
éléments comparables, 28
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snsamhble de défintion. (111]

ansemble finl, /6

ansambla quatient, 76

anesambilat fejulpatonts, Y]

dprouve, 297 )

hprouven indépandantas, 429

Hprauves SUCOUSSIVAS, 330

douation b plusieure INGONNUGS, 186
Gquation h une Inconnue, 168
baquivatonce (relation d,..) 24

yspace probabilisé finl, 300

sspace voctoriel de dirmunsion fine, 220
pspaces vectoriels isormorphes, 244
aspate voctoriel sur =, 202

dvbnomant Glémaentaire, 206

évbnemant 1ié & une Gprouve, 293
évbnamant lié & uns variable aléatoire, 313
bvbnemaents daquiprobables, 303
évbnemants indépendants, 326

axtramum (d'une fonction), 138

F

factorielle : nl, 81
fonction de répartition
d'une variable aléatoire, 317
fonction de répartition
d'une variable statistque, 283
fonction dérivable (en un point). 117
fonction dérivable
(sur un inmervalle ouvert), 124
fanction dénvable & droite
(en un poim), 122
fonction dérivable &4 gauche

‘o (en un point), 123

fonction dérivée, 124

fonction dérivée seconde, 130
fonction impaire, 137

fonction linaire tangente, 119
fonction paire, 138

fonction partie entidre, 90
fonction polyndme, 96

fonction racine carrée, 94

forme lindaire, 243

formule du binbme de Newton, 86

. 'l['éqﬁnn cumulée, 282
fréuence (d'une classe), 275
G

graphe (dwne relation), 10
groupe, 40
graupe lindaire, 261

Bt gy
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H

histogramme, 281
numumorphisma, 58, 239

image (dun édlément), 13
image (d'une partie), 14

individu, 270
inéquation & une inconnue, 172

inéquation a plusieurs inconnues, 185
injection, 51

intervalle, 89

isomorphisme, 58, 243

L

langage (des édvénements), 294
limite (d'une droite), 121

limite (d'une fonction), 105

limite & droite (d'une fonction), 106
limite 8 gauche (d'une fonction), 107
loi de composition externe, 44

loi de probabilité, 300

|oi induite, 38

loiquotient, 39

M

matrice, 253
maximum (d‘une fonction), 139

minimum (d’'une fonction), 139
multiplication (des fonctions), 95

nombre dérivé, 117
noyau (d'une application linéaire). 240

0

opération intersection, 63
opération réunion, 64
ordre (relation d'...), 27
ordre partiel, 28

ordre total, 28

[

Paira, 7

Partie stable, 37, 45

Partition (d'un ensemble), 25 *. -
Permutation, 56 =

INDEX

phénoméne aléatoire, 291

polygone de fréquence, 280

population, 270

probabilité conditionnelle, 324
probabilité d’'un événement, 298, 316
produit cartésien (de deux ensembles), 9

produit de deux espaces
probabilisés finis, 329

produit de deux matrices, 256.
prolongement (d'une application), 16
p-uplet, 9

racine carrée, 93
réflexivité (d’'une relation), 21

relation, 10
représentation d’une relation, 1

représentation graphique. 91
restriction (d‘une application), 16

]

schéma de Bernoulli, 330
sens de variations, 92-130

singleton, 7
sous-espace vectoriel, 208

sous-groupe, 42

soustraction (des fonctions), 95
surjection, 52

symétrie (d'une relation), 21
symétrique d'un élément, 36
systéme complet d’événements, 295
systeme d’'équations, 186
systéme d’inéquations, 189
systéme fini de vecteurs, 213
systéme générateur, 219
systéme libre, 215

systéme lié, 213

T

tableau des fonctions dérivées, 129
tangente (3 une courbe), 121
transitivité (d’une relation), 21

v

variable aléatoire, 312

variable de Bernoulli, 331

variable statistique, 272

vecteurs linéairement dépendants, 213
vecteurs linéairement indépendants, 215
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