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PREFACE

Dam un monde qui évolue rapidement, la maitrise et 'approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable an développement des nations, plongées
qu’elles sont dans I'ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, d&s 1983, a organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par l'enseignement des mathématiques qui
jouent un réle essentiel dans la préparation des jeunss aux défis de I'avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éléves
de I'Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de 'Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, & 'élabaration et 4

I'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I'Enseignement
Secondaire.

Elle a pour objectifs majeurs

~ Pharmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise 4 la disposition des élaves
et des enseignunts africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socio-culture
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— l'acquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypothises et de les valider ou non a

'épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modéles mathématiques qu’ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

— la diminution du cofit du manuel pour permettre la réalisation d'un vieux réve : un élave,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d'enseignants, de cherchsurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s'ap-
puient sur 'environnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener & comprendre et
4 agir de nouveau, de manigre autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-

gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément & notre conception de I'enseignement des mathématigues, nous n'avons pas
voulu présenter les legons sous forme d'exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desguelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent

empruntés au milieu africain] sont mises en ceuvre pour solliciter et provogquer constamment la
participation active des éléves,

Insérés dans les lecons, des exercices d’application immédiate permettent 'assimilation des
notions étudiées. Placés 3 la fin des chapitres, des exercices d’entrainement et d’approfondisse-

ment permettent aux éloves d'éprouver leur compétence et aux professeurs d'évaluer leur ensei-
~ gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de 'Education dans les
pays francophones d'Afrique et de I'Océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Frangaise et de la Coopération Balge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur

sputien conslant tant maral que matériel, nous ent permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mienx 4 I'attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éléves). Afin d'en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avee

reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et,
par.avance, nous les en remercions. .

Saliou Touré
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n REFRESENTATIONS GRAPHIQUES
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1. Représentations graphigues des fonctions
de riférance

2. Représentations graphigues de fonctions
el ransformetions du plan

3. Propriétés géométriques des représentations
graphiques de fonctions

B T T NEQUATIONS s 28

1. (énéralitds
2. Systemes d'égquations

EQUATIONS ET INEQUATIONS
H DL SECOND DEG, ; 41

1. Equations, inéquations du second degré
2. Equations et Inéquations se ramenant au
socond dagré

n PONCTEDINES iosiiioi s larinrbersismmanspmssamatsseasins we 57
1. Géndralitts sur l3s fonctions

2. Opérations sur les fonctions
3. Applications bijactives

H LIMITES ~ CONTINUTTE .ocoovececvecsmnsosmsesns B
1. Limite et continuité en a
2. Limife & gaache, Limite & droite

E DERIVATION ......... P AR A 93
1. Dérivation en a
2, Calcul de la dériviés
3, Dérivée et sons de varation

HEIIENSIGN DE [.A NOXTION DE LIMITE ... 111
1, Motion de limite infintg
2. Nothon de limite & 'infini
3. Calcul de limites

Emms BB PONGTIONT. ot s oo 128

1. Etude de fonctions
2, Caleul approché des zdros d'une fonction

L

SUITES NUMERIQUES ..... 143
1. Géndralités

2. Emde d'une suite numérique
3. Suites arfithméligues — Suites gdométriques

TRIGONOMETRIE ..svisssuswossssivsrmescasisssssmmsaspen 163
1. Mesure d'un angle orienté
2. Fonctions cosinus, sinus et tangente
3. Formules trigonométriques
4, Résolution d"équations trigomométriques

VECTEURS ET CONFIGURATIONS ....cooeeeee 184

1. Barycentres
2. Ligne=s de niveau
3. Cercle

TRANSFORMATIONS DU PLAN .....ocvinners 213
1. Isométries
Z. Bimilitudes
3. Utilisation des translormations du plan

ORTHOGONALITE DANS I'ESPACE ...ovvvee 23

1. Orthogonalité dans l'espace
2. Projections orthngonales
3. Vecteurs el configurstions de P'espace

DENOMBREMENT ...ocooveesseesssssssemssssssssisssess 253
1. Dénombrament de parties d'ensembles finis
2. Dénombrament de listes
3. Dénombrement d'amangements et de permuta-
tions
4. Dénombrement de combinaisons

STATISTIQUES ... AR - L
1. Séries statistiques groupées en claases
2. Caractéristiques des sdries groupées
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PRESENTATIOI

Organisation d'un chapitre

3
ke cours

permet & l'éléve de reprendre seul le travail
effectué en classe avec le professeur.

® L'essentiel & mémoriser, constitué des défini-
tions, propriétés, méthodes, tableaux récapitu-
latifs, est placé sur fond couleur souvent pro-
longé par un cadre couleur contenant des lra-
ductions mathématiques et des illustrations.

m Les exemples sont souvent des exercices com-
mentés et résolus entitrement ou partiellement.
L'énoncé de ces exemples est placé sur fond gris
afin d'inviter I'éléve 4 le traiter avant de compa-
rer sa démarche & celle proposée.

m Les activités présentent :
— soit I'intraduction d'une notion :
= soit une démarche pour démontrer une pro-
priété ou un probléme ;
— soit une démarche pratique pour appliquer
une méthode ou une technique.
Pour les mémes raisons que dans les exemples,
la description de la situation mathématigue et le

probléme posé dans ces activités sont placés sur
fond couleur.

W Les exercices d’applications directes sont pla-
ces apres chaque paragraphe.

. Les travaux pratiques
contiennent un zoom sur quelques thémes spé-
cifiques,

N DU MANUEL

En général, un TP comprend :
— I"objectif ;
—un exemple ou la présentation du théme ;
— des applications.

_Les exercices
cléturent chacun des chapitres avec en général
des différentes parties :

— Apprentissage
Ces exercices prolongent ceux des para-
graphes du cours ;

— Approfondissement
Ces exercices peuvent présenter quelques
difficultés ou couvrir plusieurs notions ;

— Problémes
Ces exercices abordent plusieurs thémes du
chapitre ; ils peuvent nécessiter une modéli-
sation avant le traitement mathématique ;

- Recherche
Ces exercices apprennent i faire des mathé-
matiques # sntrement » !

. Les informations

Des informations historiques, scientifiques,
technologiques, culturelles... apportent un
« plus » au théme du chapitre. Elles se trouvent
dans le flash d’ouverture ou dans des encadrés
4 la fin des TP ou des exercices de fin de cha-
pitres.

Sommaire des travaux pratiques

Coarrrer
1 TP1 Représentation graphique
de la fonetion x = 1121 ) oveircenrn, 21
TP2 Démanstration de propositions
P O RS PR TEPR . |
g TP1 Détermination d'uns équation
BRI (e i
TP2 Un probléme de robinets ..o, 35
TP3 rammation lindaire ........ccccoocorenrr.. 35
TP4a Utilisation de la calculatrice
pour résoudre un systdme ..., 37
3 TP1 Intersection de courbes ..........ccccovornnne, 50
TP2 Un probléme d'optimisation ..., 51

TP3 Résolution d'inéguations irrationnelles . 51
TP4 Démonstration par disjonction des cas . 52

4 TP1 Représentation graphigue de la somme

de deux fonctions ..o, T8
TP2 Utilisation graphique de la composée
R e R A L LT

Caareend
TP3 Schéma de calcul séquentiel
el variation de fonction .....ococcveeceee. 74
TP4 [Démonstration par I'absurde ... 74
IPs Résolution d'un probléme ........ceececiienes 75

& TP1 Tangente & un demi-cercle,

aspects analytique el géométrique ......... 104

TPZ ApproXimations ... 104

8 TP1 Equation du EFPE TIDLE = [ ocoracasimiimaans 136

TPZ Inéquation du type tanx < @ ..., 136

TP3 Résolution d'un problame ........ccciveeen 137

9 TP1 Etude d'une suite POSIHIVE .oovvrseassncsranisss 157
10TP1 Image d'une représentation graphique

par une homothétie................. ... 182

TP2 Résolution graphique d'méquanuns 182
TP3 Transformation d'un produit en somme

el d'une somme en produit ..., 183
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Sommaire des travaux pratiques (suite)

Cauasmm : Canrrras
11 TP1 Construction du entre TP3 Projection orthogonale
de deux points pondérés .. . | ¥ d'un angle drolt ......ccoenie
TP2 Ligne r:le nivean ‘.'].ﬂ I’ apphnaﬁnn TP4 Distance dans l'espace.....
M aMAZ + I‘MB}' s 807 guTPY Les parties d'un ensemble ... AT
13TP1 Plan médiateur d'un segment ... 245 TP2 Tirages simultanés, tirages Bumm'&r
TP2 Projection orthogonals AVEC OU Sans Temise . s
sur deux plans perpendiculaires............. 2486 TP2 Dénombrement et laugage des j ;nux R

Articulation des chapitres

O=@—=O

e 22T

v 28T

. 268
. 269

O=O0=O= 0= O=0

®-0-0" ® ® ®

chacun des chapitres 13, 14 et 15 est indépendant des autres chapitres.
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R.eprésentations
graphiques
de fonctions

I- a célébre gravure « Lair ef 'eau »
de M.-C. ESCHER est basée sur les
pavages périodiques.

; Le mofif des pavages est une paire
=« oiseau-poisson . ESCHER joue sur
= une modilicafion progressive du hau!
(oiseau] vers le bas (poisson),

Dans le pavage ci-contre, rouver le

D
mofif de base puis les transformations %

du pl':m qui parmeftent de consiruire ce

= f@f@

SOMN
: 1. Représentations graphiques des fonctions
; de reférence ; 8
. - !, Représentations graphiques de fonctions

et transformations du plan .. Q

: 3. Propriétés géométriques des représentations
/_/ graphiques de fonctions .. 16
: Ay 28 TP. Travaux pratiques . . 21

Représentations graphigues de fonctions F 4
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|
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® Fonctions élément

Kia) R-R
ac R s
L
J |
/T
T N—
g = X 2t
[
J
o] |
r,j_—g T EaR
) x e
J
[
1

B Autres fonctions de référence

@ Ro®  acR RoR |ach ““*Eﬂ
x = |l x = ax? o T
e !
| a
|
i il
%) | 0| i
(3¢
‘ N || E=
() est Lne parabole de sommet O
. etdaxe () | (#,) est une hyperbole de centre O.

g Représentations graphiques de fonctions
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9)_ Representations graphiques.

de fonctions et tranafonnatlons du plan

...2.1. Représentations graphiques de fonctions et translations

swemmmm  Coraclérisation analytique d'une franslation

Le plan est muni d'on repere
E('E) est un vecteur du plan,
¢ est la translation de vecteur u,

Mix ; y) et M'(x' ; i') sont des points du plan,

ﬂm*ucfénsaimn vecmnﬂﬂa de i3
=i>(M] & I".-'IM =

Eurﬂnt&ﬂs&hnn unuffﬁquc de t:

X" —I+{l
M=t (M) o {
¢ i 5

smsmmm Représentation graphique de la fonction : x

® Activité introductrice

LG s i ,-"’EM.
>
u Ml
T |
B 7
1
- :
O a | x x+it
= fle=a) + P

Le plan est muni du repére (O, L]] On donne la représentation graphique (€) d'une fonction f de R vers R
et une translation £} de vecteur u. (") est l'image de (€) par la translation t .

On veut {iel:ermm&r la fonction g de B vers R qui a ('6") pour I'Eprésen'latiun g;l':lp]nque

Mx ; y} est un point quelcongue de (6) et M'(x" ; y°) un point quelconque de ['€').

- e -
s1% cas: u=2a i, [oe B* avec i=0I

X=x+0
M =ta'!"{M] = { :
=y
Or: M & [€).
' r=x+a
donc : M =t’n?EM] = { - )
d'ott : M = (€ e y=flr-a)

On en déduit que l'image (€' de (‘€) par la transla-
tion t;* est la représentation graphique de la fonction
gix = fle—a)

s20cas: =P J, [Be R*] avec j=0j

)
i r=x
ey {H’=H+ﬂ'
Or: M e [€).
o s
donc ; M"EBJU"{]' — {y'=ﬂx]+ﬁ
d'oh: M e [¥) = y=flx)+p

On en déduit que 'image (€' de [€) par la transla-
tion ¢ est la représentation graphique de la fonction

gix — flx}+p

Représentations graphiques de fonctions 9
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*Secag:u=a T+ BJ [oe R* et p e R*]

* Démontrer de la méme manidre I (€' de la tramslation ¢+ est la
e P

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

u=—-27 La fonction g est définie par : glx) = (x + 2)?
u=—57 La fonction g est définie par: gle) =% -5
E":_i."-i-af La fonction g est définie par : g{x) = ([x=1)* + 3.

i S —ETT,

On considére la fonction racine carrée définie
par : flx) = Jx .

(€] est sa représentation graphigue.

(6,) est l'image de (€7 par la translation

t de vecteur 20[ + 3 OJ.

fest la fonction polyn&me définie par : flx) = 252,

La représentation graphique (/] de f est une parabole d'axe (OJ) et de sommet O,
_ Qualquamitl&npmhmréalx. gel=flx-3) : g=Ad+1 ; gl=fr-3)+1.
- Done

u]amplﬁsanmﬁungaphiqu&Hl}dﬂgiml‘hn&gﬂda[‘ﬂj]parhtmnshtlﬂu lea?ectnurﬂai

— la représentation graphique ['€,) dagzﬁtl‘hnaged&ﬁﬂpuhmshﬁmtzdavmm ﬁf

- la représentation graphique (€,) dE'g:EEtl'hnﬂgﬂdﬂﬁﬂpﬂ]ﬂmﬁlﬂﬁm!:d&?ﬂﬂt&'ﬂ]‘ﬂﬁfi-ﬁt

10 wm'ymmmm
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Construction de (6,) Construction de (*6,) Construction de (€,)

o i

(€ J'} ﬁf]

i
L

Q=]

W Cas général
g est la fonction polynéme du second degré définie par : glx) = ax? + bx + ¢,
Formes canoniques de g{x)

Ona: gl =dl(x+ 2 )o- Eoter]

Sa*
= b F—Aac
<o l-Eop
: D __ P-dac
On pose : a=-z- et f= —

On obtient : glx) = a {x - a* + .

Construction de la représentation graphique de g
fast la fonction pulynﬂma définie par : flx) = ax?.

— Dans le plan muni du repére orthogonal (0,L]), la représentation graphlque {‘Ef] de fest une parabole
d'axe (O] et de sommet O.

~ (Juel gue soit le nombre réel x, glx) = flx—o) + b s
Donc la représentation graphique (%€ ) de g est I'image de [‘E}} par la translation £ de vecteur a0l + BOJ.

On a ainsi démontré la propriété suivante

L R S N PP S S T T

'Ihufaumm ynéme du second degré g peut étre définie par la formule explicite :
g{.t] ale — q}'ﬂ-ﬁ loe B;Be Riae B*L

Dml&planmuni&umpké [EI Lﬂﬂr@mmmyaphqmﬂw;mrhhmﬂmdam
w0l + B OJ, de la parabole d'équation y = ax®.

I:"lEJr‘]:_§,|'=4:'.'Jr:z ; (8):y=alr—a)+p

Les courbes (€] et (€ ] sont superposables.

E':E ] est une parabole
d'axe la droite d'équation : x = ¢,
de sommet le point : O'(a ; Bl

Remarque

L'expression alxr —a)® + P est associde @ un programme de calcul séquentiel ; ¢'est une forme canonique.

Représentations graphigues de fonctions 11
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BRI Représeniations graphiques de fonctions homographiques

g Définition et propriété

Définition

On sait que ;

Dans le plan muni du repére (0, I, J), k étant un nombre réel différent de 0, la courbe -|i‘1§||:g1|1:1|‘.i|mg;rnii
est une hyperbole de centre D, %

Cn peut démontrer la propriété suivante :

SR {':Epj:y=xu+ﬂ ! gt ) N ARy
- Les courbes (€] et € ] sont superposables. ‘fy B
" [€,) est une hyperbole RS " S
QJ de centre le point : O'(a ; B). _ o; /i
1 fcep |
ema o) A _ papye
L'expression — ’_"' = + B est associde & un programme de calcul séquentiel ; ¢’est une forme canonigue.,
w Excoiple
Justifions que g est une fonction

,fusﬂ s que

Quel que soit le nombre réel x différent de 5,
_2[x=5)+1+10 11
glx)= e E Sl ey

Construisons la représentation graphique e,
fest la fonction rationnelle définie par :
fy =11,
— La représentation graphique (€] de fest une
hyperbole de centre O. f
~ Quel que soit le nombre réel x différent de §,
glx)=fle-5) + 2.
"Done [%,) est I'image de (%6 par la translation ¢
de vecteur 501 + EE_li

qua

12 Représentations graphiques de fonctions
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WExercices o B o ot o o

2.0 L plan EEE_Elmi d‘_{._m!-"ﬂm 0,11 graphique E_E;I:-].'EIEEI.EEI de () par la translation
Onpose: Ol = 17,0/ =J. e -+ 3 -+ 3
(D) est la droite d’équation : 3x + 2y = 1. Dans () w=-3i ; (2) u=-2j ; (@) u=i+2j
chacun des cas suivants, trouver une équation de
l'image de (D)) par la translation de vecteur w 2.c  Construire les représentations graphiques dea la
1) w=—27 (2 o 3]" . (3) g i zj' fonction polyndme f et de la fonction ration-

: ; nelle g définies par : .

21b Lﬂplanustmuni:lum‘phklﬂl]] fLI}=IE+E.I.'+? i gfﬂ_ T+3 -
On pose : Oi=T, CJT= T
[€) est la représentation graphique de 1‘1 fonction 2.d Construire la représentation graphique ds la
homographique f définie par : flx) =—. fonction § de B vers R définie par :
Diens chacon des cas suivants, Ell":terﬂ‘.lillﬁr la flxl=(x+ 1+ 1. F

fonction g de B vers R dont la représentation

2.9, Représentations graphiques de fonctions et symétries

smmmmms  Coractérisation analyfique de symétries

Le plan est muni du repére orthogonal (0O, I, J).
Sicayy e8t 1a symétrie orthogonale d'axe (O),
Siap @st la symétrie orthogonale d'axe (O]),
S, est la symétrie centrale de centre O.
Mix ; y) et M'(x’ ; i') sont des points du plan.

Caraclérisalions de 8 _ M

Siiad i { (O) est la médiatrice de [M'M] si M & (O1) ""{ iy '
il £ 5 T si M e (O1) p—
; it ¥ 5 u| ’
M = :'-'i‘_m[r"ﬂ = { y' e M,
Caractérisations de Smﬂ
M =8 { (O]) est la médiatrice de [M'M] si M ¢ (Q])
= {Uﬂm} - M - Mp Ei. M e [D_]I} -:l.' J : r
e S ST (N
M =S M & .[ : e SHE
o ty=y
Caroctérisations de § "
O est le milien de [M'M] giM=20 L -y
=gy e {M‘=D siM=0 \\J]L | o
. = (] ""‘-\-.__‘
M'=5,5M] &= {f £ e .r:\ e M
y=-y

sammmm Représentations graphiques des fonctions : x— = fit ; x+ fi=d ;x> = fi

[.E.pl.an est muni du repére orthogonal (0, L, J).
On donne la représentation graphique {':Ef] d'une fonction f de R vers .

Dans nhamm des cas suivants on veut construire la représentation graphique (€ ) de la fonction g :
D ogrxr—-—-fix) ; @ g: .‘l:l-rj"[-,r] s @ g xl—;..._f[..
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g Représentation graphique de la fonction g: x — - fix)
On donne x un nombre réel quelcongue,
M le point de FEJJ d'abscisse x,
M’ le point de (€,) d'abscisse x.
* Quelles sont les ordonnées des poiots M et M’ 7

= Justifier que et (€ ) sont symétriques par rapport & (OI).
» Construire (€ ].

Remarque

La fonction g :x - fix] est appelée opposée de f.
On note :g=-f.

m Représentation graphique de la fonction g:x~ fl-x
On donne x un nombre réel quelconque,
M le point de {‘-E!} d'abscisse x,

M’ le point de (€,) d'abscisse - .
* (Quelles sont les ordonnées des points M et M" 7

= Justifier que (% et [6,) sont symétriques par rapport & (O]).
» Construire ['6_).

m Représentation graphique de la fonction g: x — — fl-2xj
On donne x un nombre réel quelcongue,
M le point de (6g d'abscisse x,

M’ le point de (%) d'abscisse — x.
* (Quelles sont les ordonnées des points M et M’ 7
* Justifier que (€ et [€,) sont symétriques par rapport & O, -
* Construire (€,). : "
i —fx}

On a ainsi démontrd les propriétés suivantes :
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DENEENE Représentohion graphique de la fonction x— If[y)
E Activité préparatcire

. Eu.r la gl:aphlquﬂ plat:rﬂ' les points :
1;f-1)) et A-1;[A-1D ; Cl1; A1) et C1;[A1)]
B{n : ﬁu]i et B0 ; [ﬂ ) i Diz; fizl) et Dz ;:[A2]D
+ Sur le praphique, placer les points : :
E(- 3 ; fl- 3)), Fl- 2 ; fi- 2)), G(3 ; i3)), H(4 ; fla)), KI5 ; fis]).
* Quels sont les points qui ont pour coordonnées :
=3; -3, (-2 c1ﬁ 2). (3 lﬂalll, (4 ; [ftal, (5 : [AsD ?
(6,) est 'ensemble des points de (6) d'ordonnées positives et (%;) celui d'ordonnées négatives
« Justifier que ('€,) et le symétrique de (%€,) par rapport  (OI) sont des parties del€,).
En déduire que : [‘EBJ [6,) v 5;{: (€,)-
+ Tracer en rouge la :epzﬁs-enmnm graphique de g et donner un programme de construction de (6,).
m Exemples

& ‘,_':I-_._.-._-\-:.; ]
S gl - LKL

._.J-L.__.__

gm];hiqua- ﬂehm
o = J_'-'S.
TR R
(Y] 1 ﬁﬂ (%01 7 ﬂE}
] j-
- 0] s T
(‘€ est la représentation graphique de [€,) est la représentation graphique de
e L W g: x l
» Expliquer la construction de (%€,). » Expliquer la nunstmchnn de [€,).

Vocabulaire
La fonction g : x — flx) est appelée valeur absolue de f. On note : g =| |

WE X CTCICOS B i o v o AR o o o P il

2F  Le plan est muni du repére orthogonal (O, L . 2.g Dans le plan muni dun repére orthogonal,
Construire la représentation graphique de chacuna représenter graphiquement chacune des fonc-
das fonctions §, g, h, k de R vers R, définies par : tions f, g, h, k de R vers R définies par :
fa)==(x+1P ; gl)==/x flx) = -1 i gle) =~
hix) = |- x k)= J-x. his)=l?-2x-3] ; Kkixl= hizl.

Représentations graphigues de fonctions 15
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~.3.1.. Fonctions paires, fonctions impaires

eEEmEs Présentation
Le plan est muni du repére orthagonal (O, T, J).

La représentation graphique de la fonction carré | La représentation graphigue de la fonction cubs
est symélrique par rapport 4 Paxe [O]), est symétrique par rapport au point O.

On vérifie que : | On vérifie que :
pour tout nombre réel x, fl-x) = fix) pour tout nombre réel x, fl- x) = - fix)

—La ﬂﬂnd;rﬂun « pour tout x élément de D;, —~x & Dy» signifie que la partie de la droite (O} qui représente
Dy est un ensemble symétrique purmppa:f{;u pmm‘.'rﬂ
~ Ftudier la parité d’une fonction, c’est chercher la preuve que cette fonction est :
§oil paire, soit impaire, soit ni paire ni impaire.

= myrE T

1 4-@@-, e ﬂ—f‘ﬁh' i

.' ifs ..'l_-rl;l-ﬂ“'ﬁ' = oy
l— _,_:—,q -"

.;:'“.',‘....-ﬁ. - T T
trons mrw nn#fupﬁﬁ‘nn*nm&”’

; =1 0 1
x étant un nombre réel quelconqus, X étant un nombre réel quelconque appartenant & D,
ona:xe Deot—xe D, ona:x#-letxz1, donc-xzlet-x2-1
= D
fi-x) = 2 )~ 5~ x] =— (223 - 5x) CE P s g = 21
- Pour tout nombre néel x, flx) = - fi-x) d'oit : gl— x) =3{—-Il * 3 _:ix“"+1

[-x)2=-1 x2-1
Pour tout nombre réel x, glx) = gl— x)
Dong; f est impaire. Done, g est paire.

'1.& Représentations graphiques de fonctions
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On donne la fnnt:ﬁunf&ﬂﬁ vers R définie par:  Ondonne la fonction g de R vers R définie par :

: Sl =32 +x " o gl =j(x-2)[x+3)
ﬁlm:linm 1a parité de la fum:l:lun Etudions la parité de la fonction g.

D;=R ; Dy=]—e=;=3]uUlZ;+ee]

Ona:fil)=4;fi-1)=2 Ona:2eDyet-2& D,
donc : D, n'est pas représenté par un ensemble
donc : f{1) et fi- 1) ne sont ni égaux, ni opposés. | gymatriqie par rapport 4 O.
Par suite fn'est ni paire, ni impaire. "|3 'j' 5:
———

Par suite g n'est ni paire, ni impaire,
mmssm= Représentation graphique

L w |l | =

Dans le plan muni du repére orthogonal (0, L, ])

la représentation graphigue d'une fonction f la représentation graphigue d'une fonction f
est symétrique par rappoert & (O]) est symétrique. pﬂrrappﬂrliﬂ
si ef senlement si si et seulement si
la fonction f est paire la fonction f est impaire

Jr 14
ﬂ .. 5 | = ﬁ &p o, - ﬂ
x ] 1 ,

/H__ L\ ) O "‘\‘_/f =X
. A — fx)
D émonstration guidée

La fonction f est paire. * Procéder de méme dons le cas dune fonclion

x étant un élément de Dy, mﬂlﬂﬁﬁﬂ'dﬂ:lecﬁm}h m;n‘émggmmm
-« Démontrer que : phique admet le point O comme centre de syméirie,

Mix; flx)) e (€] o= Ml-x:flx)) e (€].
» En déduire que SIGJ][‘EJQ = {"Ef].
= Conclure.

(O]} est un axe de symétrie de FE_FI.
Démontrer que : f est une fonction paire.

FE-"J"";EJ{ CTCIC B o i o o o R o oA BT

J.a  Etudier la parité de chacune des fonctions f, g, 3b  On considéra las fonctions fet g suivantes :

k, kdﬁﬁnieﬁpar: f:R—=R i g:b; 7Tl R
'I \ll'-.:- Y ] .‘.'__:[' +1 h{":} -.Jl-xl+'1 I'—FS.‘I:E'-'[II'l"].l.l:-l-a IHF‘:—_E
Beie H i e+ 1]’ Déterminer les nombree réels a et b pour que f
= 3t - soit paire et g impaire.
H.-l'] 1+F+—1

Représentations graphiques de fonctions 17
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__3.9. Eléments de symétries de la représentation graphique
d’'une fonction

sonmmm COUrbe admetiant un axe de symétrie

Le plan est muni du repére orthogonal (O, L, J). ' l _E‘ 3 Al ' '
Dnnmidmhmnniunfdeﬂmﬂdﬁﬂm:pnr: ' / ' |_§ 1 \JJH'

g~ == e N

de représentation graphique () ci-contre el d'ensemble —

de définition B \ {1 ; 3L __I_iD _ f ‘ﬁ‘_;__..K_!.____ =

{(‘€) semble avoir un axe de symétrie : j : /x\ 5 ' s

la droite (A) d'éguation x = 2. I R B |
Démuntﬂmquu[ﬂﬂlbianunaxedasym&h‘iudu[‘ﬂ] . L] . N .

A (2 ; D) est le point d'intersection de (A] et de (O1),
Remarquons que la translation ¢ de vecteur AD lﬁ =-2 E)T] applique (4] sur (O]).

Pour démontrer que {(A) est un axe de symétrie de (€) il suffit pour cela de :
~ déterminer la fonction g dont la représentation graphique (%€") est I'image de [€) par ¢
- vérifier que la fonction g est une fonction paire.

g est la fonction de R vers R définie par : glx) = flx + 2).
Désignons par [, 'ensemble de définition de g

.l.'EDg = x+ EEDI
IED = r+221 ot x+223
.J:ED = r#—=1 et xr++1

D'om : Dﬂ H’.”\I—l +1}

1
¥ étant un nombre réel quelconque, on a : x) = :
= 1 1 agns ol E,r:+2]‘—4[,1:+2]+3

Dane, pour tout nombre £ appartenant A R M\ (=110 : gla) =

-1
g ast une fonction paire donc [‘€’) est symétrique par rapport a [[‘JI] par conséquent, (6) est symétrique
par rapport & (A).

pepmegcourbe admettant un cenire de syméirie
Le plan est muni du repére (0, 1, J). T AT
-Dnmnsidéminfnnd:m:fdeﬂvmﬁﬂéﬁninpnr: =1 ; :
_ﬁI] I+1' l __|_ e A |
de représentation graphique () ci-contre et d'ensemble _ | | pel ) 1o |
de définition | \ {- 1}, Hepodi ot et 4
{¢) semble avoir un centre de symétrie : 1 | ,.-—-L
hm%l;_zl .: =
Dﬁmnnh‘ﬂrqueﬂﬂﬁlbi&nlmnentmdasymétﬂedﬂ[‘ﬂ]. |

Considérons la translation ¢ de vecteur ﬁilj [!ﬁ = ﬁf +2 Df}

Pour démontrer que Q est un centre de symétrie de () il suffit pour cela de ;
— déterminer la fonction g dont la représentation graphique (€] est l'image de (€] par &.
— vérifier que g est une fonction impaire.

18 Représentations graphigues de fonctions
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Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).

[€) est 1a représentation graphique d'une fonction f de R vers It
- Pour démonirer qu'une droite (Al, paraliéle a (O]}, est un axe de symétrie de [€),
on peut procéder comme suit ;
t étant la translation qui appligue A sur O [A est le point d'intersection de (A] et [OI)].
+ on détermine la fonction g qui a pour représentation graphique l'image de (€) par ¢,
+ on démontre que g est paire.
— Pour démontrer qu'un point ) esf un centre de symétrie de (¢,
on peut procéder comme suit :
i étant la translation gqui applique 0 sur O,
» on détermine la fonction g qui a pour représentation graphique l'image de €) _par 1,5

= on démontre que g est impaire.
L
E%?E?L-E XU CICRS o o o R o o o o R P o o A
3. Lareprésentation graphique (%) de la fonction 3.d  Lareprésentation graphique (€] de la fonction
f de R vers K définie par : f de B vers [ définie par :
Flx) = x* —an? + b —dr + 2 flel=x® —3x® + 2x + 2
admet un axe de symétrie. admet un centre de symétrie.
Déterminer graphiquement cet axe (A} Déterminer graphiquement ce centra £2.
Démontrer que [A) st bien un axe de symitrie Démontrer que £ est bien un centre de symétrie
da [6,). de (€).

T SR

3.3 FONction périodique

empm=ss Exemple introductif

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, ]} Elx] désignant la partie entiére de x, on considére la
fonction mantisse m de B vers B définie par : m(z) = x - E(x),

On se propose, & partir d'une propriété géométrique de la représentation graphique (€] de la fonction m,
de dégager el d*étudier la propriété algébrique correspondante de celle fonction.

M Une propriété géométrigue de la représentation graphique de la fonction mantisse

n étant un nombre entier relatif quelconque.
Le tableau ci-dessous permet de construire la représentation graphique de la fonction m.

& n ) n+ 1 ) . s £
=== /A4

Représentations graphiques de foncdons 19
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f,; est la restriction de la fonction m & [n;n+ 1]

(€ }lareprésentahnngmphque de f,

i, ‘Iainualaﬁundavﬂctemnl on & posé ol=7
Ona f: x = =x

firxr= x=1 (6,

forx = x-2 (€,)

1l

¢y (%)
tz_iﬁﬂ}

fai x> x=n (6,) = t,7(6)
Donc l'image d'un point M de (6) par une translation de vecteur nilne Z] estun point N de (€],
. E"ériﬂﬂr qu'un point N de (€) est I'image d'un point M de (6)par une translation de vecteur ni.

® Une ropriété algébrique de la fonction mantisse
La IEF[ES_tEtlﬂD graphique de la fonction mantisse suggére de vérifier que :
pour tout nombre réel x, mlx + 1) = m(x].

x étant un nombre réel quelcongue,
ona:mix+1) =x+1-Elx+1)
=x+1-(BElx}+1] ; car Elx] £ x < Elx)+1
Elx)+1 < x+1 < Elxj+2

Elx+1)=Elx)+ 1
d’ott : mlx + 1) = x = Blx] = mix)
done : pour tout nombre réel x, mlx + 1} = m{x)
On dit que la fonction mantisse m est une fonction périodiqus, de périnde 1.
On vérifie que :
Déﬁnifiun

sour tout nombre réel x, pour tout nombre entier relatif n, m(x + n) = mlx).

Lorsque f est une fonction périodique de période T et k un nombre entier naturel différent de zéro, le
nombre réel kT est aussi une période de f.

—

.f_ast dnﬂ,ﬁnntlunpﬁriudlqu&ﬂep&'mﬂuT et g la fonction dﬂlwriliddﬂniupar g{.ﬂ ffﬁ:]

B R e S

._-I]anntﬁar qme Q‘H‘Hmﬁ funchnn“péﬁndiquﬁ bt donnons une de am*pﬁ_pndm. o

x étant un ncrmhra réel quelmnque, ona: fEEIJ f ['41‘ +T) = fIslx+ —]]
Done, pour tout nombre réel x, glx) = glx + -5-:!

Par conséquent, g est une fonction périodique de période %

#’MEK CICICOS B o s o A AR o A A

3.2 Justifier qua iemume pénudﬂdula[bm:tlnn a
E—=R J “' o
x - m(2x] : m{X] =X -E[X). 3
i [ ] [ ]
0 15, ¢ 25
3F  festune fonction périodique de période 1. On donne ; -H
. sa représentation graphiquae (%) sur [1,5 : 2.5(. o
Construire (%) sur }-1 ; 5].

90 Représentatons graphiques de fonctions
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Travaux pratiques

__TP1 Représentation graphique de la fonction x —> f{|x])
Activité introductive

EEDEIIAE by
Le plan étant muni du repiére orthonormé (0,L])- 7|
On donne la représentation graphique (€] d’une fonction fF 7 |
de [ vers R. On veut construire la représentation graphique -7 — -t
() de la fonction g : s~ fllf), AR

Sur le graphique, placer les points :
. Al1, fl1)) et B{-1 ; fil-1])) : B(2: f2)) et F(-2; fll-2)) ; ‘ i .
G{4 ; fla)) et H(—4 ; fli—2l)).

(%) est 'ensemble des points de (€ d'abscisses positives.
* Justifier que (€3] et son symétrigus Sig (¥} sont des parties de (6,). En déduire que :
(6,) = (€9 U Sy (€.
Application

&N

Le plan étant muni du repére orthogonal (O,L]).
Repré.ém:_ttar graphiquement chacune des fonctions de R vers R définies par
f=-3kl+2z ; gl)=2+slf+7 | hix) = (x| + 1

___TP2 Démonstration de propositions quantifiées

L'objectif de ce TP est de dégager une méthode de démonstration de propositions du type
— pour tout x, plx]
— il existe x, p{x].

Ces deux propositions sont dites « quantifiées ».

f.ﬁg_mnl]mﬁmcﬁﬂns polynémes définies par: flx) =2~ 52% +1 et gl =2" +x+ L.
On se propose de démontrer que f est paire et que g n'est pas paire. : :

La proposition « la fonction polynéme fest paite » est équivalente & « pour tout x, fle) = fimx) ».
Pour démontrer une telle proposition, on procéde cornme suit :

Soit x un nombre réel quelconque.
Ona: fla) =2 -52% +1
flex)=(—x) = 5-x)2 +1
Or : f—-.l:]"=.1’"Elt[—_t]|z=.t3
On conclut : fest paire car pour tout x, flx) = fl- x).
La proposition « la fonction polyndme g est paire » est équivalente & « pour tout x, glx) = gl—x) ».
La négation de cette dernidre proposition est : « il existe x, glx) # g(- x] ».

Pour démontrer une telle propaosition, on procéde comme suit :
On choisit convenablement un nombre réel particulier (2 par exemple],
— on calcule g(2) et g{-2)
— on vérifie que g(2) # gl 2).
On conclut : g n'est pas paire car il existe x, glx) # gl x).

Représentations graphiques de fonctions 01
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ZExercices? Z

APPRENTISSAGE

i&présentatinns graphiques

fonctions et transformation
du plan

Litikisation e lo tronsfodion r

1 Le plan est muni d'un repére.
On donne les points A{-2 ; 4] et B(1 ; 2).
Mix : y) ot M'[x" ; ) mduminmmhque:hﬁf=ﬁ_;ﬁ.
Exprimer x' et y' en fonction de x et y

% Le plan est muni du repére (O,L]).
On donne les points A(-1 : 2], B(2 ; =3), C(1; 3] ot
D2 ; —1). ¢ _—
t est la translation de vectenr 2 01 - 501
a] Calculer les coordonmées des images de chacun de
ces polnts par la translation ¢,
b} Calculer les coordonnées des points qui ont pour
image par € les points A, B, C et ID.
) Calculer les coordonnées du vecteur de la translation
qui applique le milieu de [AB] sur le milieu de [CD].

3 Le plan est muni du repére (O,L]).
On donne les points A(0 ; =2) , B(=1 ; 1) et la droite (4)
d'équation y = 3x—2
t est la translation qui spplique A sur B.
a} Donmer une équation de l'image (4] de (&) par la
translation t.
b) Donner une équation de la droite qui a pour image
() par la translation (. L
a}_l;'lrétan'ninﬂr une translation ¢, de vecteur u colinéaire
a 01 qui applique [A) sur (A"). .
d) Déterminer une translation ¢, de vecteur v colindaire
a 0] qui appliqua [A) sur (4.

& Le plan est muni du repére (O,L]).
On donne les points A3 ; 3) , B(1;2)
fest la fonclion définic par flr) =2x -3
et (A)sa représentation graphigue.
Déterminer la fonction g dom la représentation gra-
phique [A') est 'image de (A) par la translation £ qui
applique A sur B.

% La plan est muni du repére (O,L]).
On donne les points A{-2 ; 3] ot B[3 ; =1).
[€) est la représentation graphigue de la fonction fdéfi-
nie ci-dessous.
Dans chacun des cas suivants, déterminer la fonction g
dont la représentation graphique (€] est 'image de ()
par la translation t qui applique A sur B,

alfr) =4 -5 ;  olfi)=2

21x —3x

b] flr) =x* -1 ﬂ‘.i'_ﬂ-‘f'.l=—2'7j_:—

22 Representations graphigues de fonctions

# Dans coaoun des cas suivants, déterminer les
nombres reéls a, o et f tals que, quel que scit le nombre
'rﬁﬁ.l.l’,f{r}lﬂ.[.:l:—ﬂ]zi-ﬁ.

alfixl=x*-2x+7 ; diflx)=-522-10c+2
bifixi=x® +4x-3 ; elfixd=3r+8xr-1
cJfir)=-5c+6 ; fIfix)a7®+x-4

7 Le plan est muni d'un repére.
(%) est la représentation graphique de la fonction f déh-
nia par flz) = a s’
Dans chacun des cas suivants, la représentation gra-
phigue de la fonction g est 'image de () per une trans-
lation t. Déterminer les coordonnges du vecteur de cette
translation.
ala=1; glxl=2%-2x+ 3.
bla=2 ; glx) = 2x* - 10x + 7. .
e 18 2
E}ﬂ——i ; gl == % .r3+.r-—-z.
B Dans chacun des cas suivanis, déterminer les
nombres redls k, o et fi tels que, quel que soit le nombre

:éei.r,_ﬂ.r}:x_m + p.

e R L
b) fix) = [%];5 i elfx)= 1:5;1
M= A= g5

9 Le plan est muni d"un repére.
(6 et (€,) sont les représentations graphiques des fonc-
ﬁumf;giﬂﬁniupar:
= 13
= 5e51 i gl =- g !
mmmmmutslqgai‘ﬂﬁmﬂt'w&{‘ﬂu]par
la translation de vecteur u.

10 Le plan est muni du repére orthonormé (O,L]).
La fonction f définie par flx) = /4 - x? a pour représen-
tation graphique le demi-cercle [‘E,J ci-dessous. Solt gla
fonction définie par : glx) =3 + V3 - x? - 2x
et (% ) sa représentation graphique.
Justilier que (€,) est I'image de (69 par une translation
et déterminer le vectaur de cette translation.

o i

Lrilisalion d'une symdlre

11 La plan est muni d'un repére orthonormé.
On donne le point A-3; 1)
Mix ; y) ot M'(x' ; y') sont des points tels que A soit le
milieu de [MM’].
Exprimer x° et " en fonction de x et y.
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1!& plan est muni du repére mﬂ:mnm%ﬂil coordonnées de |'image de C par la

% dnnn? les points A{-3 ; 2), B(4 : 2), C[-3 ; 11) et
=& ;=1j.

a) Calculer les coordonnées des images de chacun de
ces points par la syméiris de centre O.

b) Calculer ies coordonnées des images de chacun des
points O, B, C et D par ia symétrie de centre A,

¢) Calculer les coordonnées des points qui ont pour
image O, A, C et D par la syméirie de centra B.

131.3 plan est muni du repére orthonormé (0,1]).
Om considére l'application fqui, au point M{x ; y), asso-
cie le point M°lx' ; y) tel que :
=-3-rel y=12-y4
Démontrer que fest une symétric centrale.

1‘143 plan est mumi du repére orthonorma (0.1]).
On donne les points A3 ; 1) et B9 ; -7).
On considére I'application fqui, au point Mix ; y), asso-
cﬂ_ln polnt M'(x* : &) tel que :
AM' = MB.
Démentrer que fest une symdétrie centrale.

1!'[;.! plan est muni du repére (O.1]).
On donne le point A{~1 ; 2) et la droite (A) d'équation :
y=2x-3
3 est la symétrie de centre A
Om considére les points Mix; g) et M[x* ; 5 ).
Exprimer x' et §” en fonction de x et y lorsque M' = S{M)
Donner une équation de 'image (A") de (A) par la symé.
trie centrale S.
Déterminer une translation ¢, de vecteur u colinéaire &
ﬁfqui applique (A} sur [4°).
Déterminer une translation t, de vecteur = colindaire &

Efqui applique [A) fur [(A).

16, plan est muni du repére orthonormé (O.L]).
On considére les paints A=2 ; 3) , B(4. 3). la représenta-
tion graphique (¥) de la fonction définie par flx) = 2% - 4x
ot le point M(x ; y) de (€) el un point M'(x" ; ).
Exprimer x' et ' en fonction de x et y lorsque A’ =MD,
Dans ce cas, donner une équation de la courbe décrite
par M lorsque M décrit (4).

17 Le plan est muni du repére orthonarmé (Q,L]).
On donne le point A
[‘E!J est la représentation graphique de la fonction fdéfi-
nie ci-dessons. )
On considére les points Mix ; y) et M2’ ; i),
Dans chacun des cas suivaals, exprimer x* et y' en fonc-
tion de x et y lorsque M’ est |'image de M par la symé-
trie de centre A et donner une équation de la courbe

décrite par M” lorsque M décrit ('8,
aAZ;-1) et fi)=ToAErd
BJA(L;—4) et flr)=x"-622+12¢-8

. o i
cfAll:2] et fil=o—F

) - 1
dJAi1) et flo =t

18

Le plan est mun| du repére orthonormé [O,L]).
On donne les points A(-3 ; 2] , B{4 ; 2) et C[-3 ; 11).
Déterminer les coordonndes de 'image de B par la
symétrie orthogonale d'axe (AC).

syméirie orthogonale d'axe [AB).

1%.= plan est muni du repére orthonormé (O,L]).
(D) est la droite d'équation : x == 2.
On considére les points Mix ; y) et M{x" ') symé-
triques par rapport & (D).
Exprimer x* et " en fonction de xret y.

S0, plan est muni du repérs orthonormé [0,1.]).
(D) est la droite d'équation : y = 5.
On considére les points Mx ; y) st M'(x' '] symé-
trigues par repport a (D).
Exprimer «° et ' an fonction de x et g,

®1Ls plan est muni du rapére arthonormé ((,1]].
On donne les points A[2 ; -1) et B(2 ; 1).
On considére les points Mlx ; y) et M'lx" ;p') syms-
triques par rapport & (AB).
Exprimer x’ et y* en fonction de x et y.

R%Le plan est muni d'un repére orthonarms.
On donne la droite [D) d'équation :y=—x + 2
et le point A[-2 ; 1),
Calculer los coordonnées de image de A par la symé-
trie orthogonale d'axe (D). F

231 plan est muni du repéres orthonormé (O.L]).
On donne la droite (D).
['%JF] est la représentation graphique de la fonction fdéfi-
nie ci-dessous.
On considére les points Mix ; g ot M'[x' ; i),
Dans chacun des cas sulvants, exprimer x' et i° en fone-
tion da x at y lorsque M’ est I'image de M par la symé-
trie d'axe (D) et donner une dquation de la courbe décri-
te par M" lorsque M décrit (6 ],
a0} :x=0 et ffx] =4x" - 5z,
bID):y=3 et flx) =2 —4x,
clD)ix=2 et ﬂx]:f;#
diiDl:x=1 et fix] =2® —Gx? + 12v—8

%48 On considére la représentation graphique de
l'application fde [-3 ; 3] dans R.

Tracer la représentation graphique des fonctions :
&, définie par : glx) = - flx)

h, définie par : hix) = - x}

k, définie par : k{x) = - fT-x)

I, définie par : I[x] = |fix)]

25 On considire la représentation graphigue de
I"application fde [-3 ; 3] dans R.

o /

>,
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Tracer la représentation graphique des fonctions :
g. définie par : glx) = — flx)

f, définie par : hix) = fl- x)

ke, définie par : kfx) = - fl-x)

[, définie par : I[x} = |fix)i

B8 On considace 1a représentation graphique de
'application f de [-3 ; 3] dans R.

W,

Tracer la représentation graphique des fonctions :
g, définie par ; glx) = - fix)

h, définie par : hix) = fl-x]

k, définie par : kix) = — fl-x}

I, définie par : Hx) = |flx]l

%7 On considére la représentation graphique de
I'application fde [-x ; n] dans R.

%,
VRS

Tracer la représentation graphique des fonctions :
g, définie par : glx) = - fix)

h, définie par : hix) = fl—x)

k, définie par : klx) =— fl-x)

I, définie par : Ux) = |l

28 1 plan est muni du repérs orthogonal {0, T, J).
Construire successivement les représentations gra-
phigues des fonctions f, g, k de B vers R définies par ;
firy=xt+x ; gid=l2+xd ; hix) =+ x| -2

Propnztés géométriques des
représentations graphiques de
fonctions

Dans les exercices 28 @ 37, on supposera e plan muni
d'un renére orthonormeé.

Farié

29 Ewdier 1a parité de la fonction fde R vers B
dans chacun des cas suivants :

o) i) = B 4 P = 35=%
B flx) = 5x° - x X542y -1
gl flr)==2xt =32 + 6 &l fix) e
dj flx) = — &% + fix g
g} fix] = 7x? 420 = x hjf[,ﬂ=x=+ﬂ

Axes of centros de symilrie
30 On considére la fonction fde R vers R définie

. - 3
P e

24 Représentations graphigues de fonctions
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émontrer que la représentation graphique de fadmet

comme axe de symétrie la droite (D) d'équation : x =1,

31 On considére la fonction fde R vers B définie

: _ x4 Br+l
par: ) = ez v e
Démontrer la représentation graphique de [ admet

comme axe de symétrie la droits (D) d'équation : x=-3,

3% On considére la fonction f de R vers R définie
par : flx] = 2% + 16x + 2.

Donner une équation de 1'axe de symétrie de la repré-
sentation graphique de f.

33 On considére la fonction fde R vers R définie
par: flx) =8 — 12 ¢+ Bx + 9. -
Démontrar que la représentation graphique de f admet
comme centre de symétrie ﬂ[-%‘. 10].

38 On considire la fonction fde B vers B définie
. 2+ 3r+ 7
prs = s
Démontrer que la représentation graphique de [ admet
comme centre da symétrie Q{1 ; —2).

35 On considére la fonction f da R vers R définie
par: fix) = :E 4’
Donner les coordonnées du centre de symétrie de la
représentation graphique de f.

36 On considére la fonction f de R vers R définie

o Skwd

par fix) = dxr=5

Donner les coordonnées du centre de symétrie de la
représentalion graphique de f.

Pérfodicité

37 fet gsont des fonctions périodiques de R vers
R ; fest de période 2 et g de périnde 3.
Démontrer que la fonction h définie par :
hix) = flx) + gix) est périodique, de période 6.

APPROFONDISSEMENT

38 Le plan est muni d'un repére.
(€ et (6,) sont les représentations graphiques des fonc-
tions f et g définies par :
fir)=a2+6x—-7 ; gla) =x* +Bx -9
Trouver un vecteur i tel qua (4 soit I'image de (%6, par
la translation de vecteur w.

39 Le plan est muni du repére orthonormé (O,L]).
On donne le point A(-1 ; 4).
fest la fonction définie par flx] = 4x® — 5x
et [€) sa représentation graphique.
Déterminer la fonction g dont la représentation gra-
phique (%) est I'image de (%) par la symétrie de centre A.
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S ystemes d’equations
et d’inequations

De trés nombreux problémes provenant de divers domaines ont conduit ¢ la
résolution d’un systéme d'équations linéaires, L'évolution de leur résolution est frés
lige & celle des méthodes de calcul.

Chez les Grees, DIOPHANTE, vers 350 permet un net progrés por la racherche
dans N des solutions d'équafions linéaires & plusieurs variables. E
De leur cété, les Chinois connaissent une méthode pour résoudre les « systémes
linéaires », méthode qui annonce notre technigue par les combinaisons linécires.
En outre, ils savent uliliser les nombres négatifs.

Cas nombres négatifs ont long-
femps freiné ['évolution de la résolu-
tion des équations en Occident,
Carl-Eiedrich GAUSS (1777 - 1855,
astronome, physicien et mathémati-
cien allamand, qui a éé un remar-
quable caleulateur, o fortement
contribué & l'utilisation des nombres
négatifs en Occident.

A - W ey T

A parfir du xue siécle, de trés nombreux problémes soulevés en particulier par
la physique, ne peuvent étre résolus, faute de méthade.numérique adapiée... Vers
1940 de puissents instruments font leur apparition pour maitriser les problémes
logistiques de cetfe époque ; c’est la naissance de 'ORDINATEUR.

Vinformatique fait alors rapidement évoluer les méthodes de caleul. Avjourd” hi, la

CAICULATRICE est pour tous les éléves du second cyele scientifique un inconfour-
nable instrument de trevail 1...

g, Gendmallbls. e 26
g, Systémes d'équations. i
TP Travaux pratiques. o
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1.1, Systémes d'équations — Généralités
smmmmm Equivalence d’équations

------

Y e = " - 4
L'ensemble des valeurs de » qui permettent
d'obtenir une proposition est l'ensemble de

®
validité Vy de cette équation ; on le détermine |:|\ @
&

4 l'aide des contraintes: x+2=0etx0.

Les éléments de Vg pour lesquels on obtient une proposition vraie sont les solutiens de (E).

Résoudre I'équation (E), ¢'est trouver l'ensemble S des solutions de cette squation.

On a évidemment : S, = V.

% Equations équivalentes

Considérons l'équation (E) [{—3][{:+2+3£]=ﬂ

* Vérifier que les deux équations (E] et (E) ont le méme ensemble de validité V; et le méme ensemble
de solutions Sg ((E') a été obtenue en ajﬂut&nt"‘T"ﬁ aux deux membres de (E).)

Lorsque, dans (E) et dans (E'), on remplace x,
— par n'importe quel élément de 5g, on obtient deux propositions vraies ;
— par n'importe quel élément de V; \ S, on obtient deux propositions fausses.

Omn dit que ces éguations sont éguivalentes.
On écrit 1 (E) « (E"

Rappelons les propriétds suivantes :
Propnietes

mewmam Equivclence de systémes d’équations
¥ Systémes d’équations
— Pour indiquer que l'on s'intéresse aux solutions communes 3 plusieurs équations (E), (F), (G) on les écrit

_ les unes en dessous des autres, on les relie par une accolade ; on forme ainsi un systéme d'équations d'en-
* samble de validité V; et d'ensemble de solutions S,.

— Résoudre un systdme d'équations, c'est trouver 'ensemble des solutions communes aux équations qui
le constituent.

(E)
(Z) {Eg etona:Ve=VeNVeNV, § E;=8;N 5 N5

Cette notation de () est I'écriture habituelle de la conjonction de ces équations : (E) ef (F) ef (G).

06 Systiznes d'équations et dinéquations
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m Equivalences de systémes d'équations
Des systémes d'équations (Z,) et (Z,) sont dquivalents si et seulement si ils ont le méme ensemble de vali-
dité et le méme ensemble de solutions.
On gerit : (£;) & (L)

Rappelons les propriétés suivantes :

PIOPEIEMS = oo o i o h o i et

— Régle de substitution

Si, dans un systéme (I}, on exprime dans une équation une des inconnues en fonction des autres el
‘on remplace dans une autre équation cette inconnue par celte expression ainsi trouvée, on obtient un
nupuveau systéme équivalent & (2.
' Ré}lﬂﬂﬂ combinaison

Si, dans unajﬂhm-[i]. on remplace une éqnai:mn par 'éguation obtenue en ajoutant membre & membre °
cette équation et une autre équation du systéme. on obtient un nouveau systéme équivalent 4 (¥).

EEEHI’QLIE

- Dans la régle de substitution, on utilisera exclusivement les propriétds P, et P, d'équivalence des déqua-
tions pour exprimer une des inconnues en fonction des aufras.

- Il est évident que, si dans un systéme (E), on remplace une équation (E) par une équation équivalente,
on obtient un nouveau systéme éguivalent a (L),

Notation

(E), (F), (G) étamt les équations d'un systéme (), k un nombre réel différent de 0, on convient de noter :
k (E) la nouvelle équation obtenue en multipliant les deux membres de (E) par le nombre réel k,
(E} + (F) la nouvelle équation obtenue en ajoutant membre & membre les dquations (E) et (F).

[E}déslgnantlesystémi! [E) et (F) et (G), (E') désignant le systeme (E) + k(F) et (F) ef (G), on remarquera que :
(F) <= KF) ; (B« (Z)

Exemples
Les systémes (Z) et (£') suivants sont éguivalents.
3Ix—2y=9 (E) . 7xr  =21(E)
® | , . @
2x+y =6 (F) 2x+y=6 (F)

En effet, dans le systéme (E), on a remplacé (E) par (E) + 2 (F) pour obtenir le systéme (Z7).
..1.2. Systemes de contraintes — Genéralités

EESEEEEE qyivalence d'inéquations
Considérons des inéquations (1) et (I') qui ont le méme ensemble de validité V; et le méme ensemble de
solutions 5.

Lorsque, dans (I) et dans (I'), on remplace x

— par n'importe qual élément de 5;, 0. obtient deux propositions vraies ;
— par n'importe quel élément de T. \ §;, on obtient deux propositions faussas.

On dit que ces inéquations sont équiualantes.
On éerit : (1) & (1)

Rappelons les propriétés suivantes :

.-‘hmmmmimmﬂmw ‘on colient une inéqualio: L
P En. mﬂiﬁp]mat par un méme nombre strictement positil chague membye d'une mequnl.inn 1),
on ohtiest wae indguation de méme sens que (I) et éauivalzzte & (1).

. T.- multipliant par un méme nombre strictement négatif chaque membre d'une inéquation (1),
on chtient une inéquation de sens contraire et équivalente i (1).

Ly

srlemes d'équatons et dineguations
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— Equivalence de systémes de contraintes

" Systémes de contraintes

— Pour indiquer que |'on s'intéresse aux solutions communes & plusieurs équalions ou inéquations notées
(E), (F), (G), on les écrit les unes en dessous des autres, on les relie par une accolade, on forme ainsi un
systéme de contraintes, d'ensemble de validité Vy et d'ensemble de solutions 5.

_ Résoudre un systéme de contraintes, c'est trouver I'ensemble des solutions communes aux équations
et indquations qui le constituent.

(E)
(£) {{F] stona:Ve=VygNVeNV; Sg=Sg N 5N 8.
(G)

¥ fquivalences de systémes de contrainles
Des systémes de contraintes (£,] et (£,) sont équivalents si et soulement si, ils ont le méme ensemble de
validité et le méme ensemble cte solutions. '

On éerit : () & (E,)

__1.3. Notion de parametre
P Introduction de la notion de paramétre

" Ont se prapose de résoudre dans R los neuf équations suivantes ;

RIS e (R s SR a2c=d @) Zreb=ize=7
(B} Harsdi=12o=2 i MlBy), o6 B id =20 =5 (E) Br+7=12c-8
(E) '3r+2=a2c-3 (B  Bx+5=120-5 (E,) 9c+8=12c-9

On vérifiera que ces équations peuvent s'écrire :
(E) m::+{m—1]=12_t—m:E].'l.l'ﬂl:m.E11:2;3;4.:5:5;?.'3‘.9i
Transformons cette équation en 'éguation équivalente :
E,.) [(2-mjx=2m-1
Puisque m désigne un nombre entier compris enfre 1 6t 9, la coefficient de x est différent de zéro.
Onadonc:x= o S "
12 —-m
En remplagant m par ses différentes valeurs on obtient les solutions des équations correspondantes.

Lintroduction astucieuss du nombre réel m a permis de donner une écriture générale des neuf équations pro-
posées et de réduire le nombre de transformations d'écritures nécessaires pour résoudre toutes ces équations.

On dit que m est un paramétre et que mx + (m - 1} = 12x — m est une équation avec parametre.
umpmsmn Exemple de résolution dans it d'équations avec paraméire
1 étant wn nomhre réel, résolvons dans R, suivant les valeurs du parametre m, Méquation : (E,) m® x—1 =x+m.

[E,) estéquivalented (E',) mir—x=m+1
m-1)[m+1)x=m+1

Pourm#1etm=—1,[E",) x=—21= ; [Iéquation (E,)admetune solution unique : —
Pourm=1,ona: By ODx=2 . 'équation (E,) n'a pas de solution.
Pourm=-1,ona: [(E_;) 0x=0 . tout nombre réel est solution de 1'équation [E_,).

WEK OTCICES BB o iR o o PR - o A HR

1.0 m étant un nombre réel, on considére l'équation | b métant un nombre réel, on considzre l'inéquation

[E,) m*+([m-2]=4x )] mix—3s9x+m
Calculer les valsurs du paramétre m pour les- Calculer les valeurs du paramétre m pour les-
quelles, cette équation (E, ) n'a pas da selution. quelles 2 est une solution de l'inéquation (1],

o8 Systémes d'équations et dinequations
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__92.1. Systemes d'équations dans R*

mas=EEs  Exemples de résolution de systémes de deux équations linéaires dans R?
Rappelons la propriété suivante :

.l:.xumpfes :

Résolvons chacun des systémes suivants ;
2r+3y=>5 {E1] 2x+8y=5 [F;) dr -6y =12 (Gy)
(Z;) i [E=] ; (Z,) .
Sx-2y=17 !;EZ] 3r + 12y =17 (F,) =Sx+10y == 20 (Gy)
Résolution de (Z,) Résolution de (Z,) Résolution de (L)
dét (Z,) =~19 dét (£,] =0 dét (Z,) =0
o o | O4ETubte o o | o o
solution unique qu'on obtienl par " A
substitution ou par combinaison : | Vérifier que [%: 0} Vérifier que (4 ; 0)
{19 s .E. ~ gt une solution de (F,), — ast une solution de (G, ),
— n'est pas solution de (F,). — est une solution de [G,).
Le systéme n'admet donc aucune Le systéme admet donc comme
solution solutions tous les couples solu-

tions de l'équation (G,).

mpmes Exemple d'utilisation d'inconnues auxiliaires
- 2 o
r+§+y-1 E
3 oS S So
. +H_1— 1
Las dquations du systéme ne sont pas linéaires. On peut s’y ramener 4 Paide d'inconnues auxiliaires..

Ensemble de validité du sysléma
(x:yleVy o x#-2e y+l

Résolvons le systéme : (Z) {

Choix des inconnues ouxiliaires
. o A
Onpose: X=—5 e I=

y-1
On obtient le systame (Z') “Byel=3
ent le systeme
’ ? IX+Y =-1
le ] b ' 1 Yo b ilgin mlh
Ce systéma est tel que & couple (a; b) i [ ecouple { ——5: g ]
est solution du systéme [E) est solution du systéme (Z')

(£') est appelé systéme résolvant du systeéme ().

Résolution du systéme résolvant
Le déterminant de (Z') est — 7. Le systeme [I'.]I admet donc une solution unique : (-1 ; 2).

Systémes d'équations et d'ineguations
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Recherche des solutions du systéme (Z)

§ 9
x+2 (Ey)
La solution de [E:r s'obtient en résolvant le E_',I‘EtEIllﬂ %

E._{_l..z (E,)
Les résolutions de (E,) et (E,) donnent respectivement :x=—3 et y = %
L'ensemble des solutions du systéme (E) m:{{-a-, %)}

_Eﬂﬂnphderénduﬁnnd'un:ysﬂﬂndeh'uiséqlnﬁmslhﬁdeuﬂl

= ey L
i &

"t

L' & des solutions du systéme (I) est 'ensemble des solutions communes aux équations (E,), (E;)
et (E,) ; c'est donc l'ensemble des solutions communes & I'une des équations et au systéme extrait formé
par les deux autres équations.

Résolution d'un systéme extrait i Bt &)
Unmnaidmlamthmaexmit:m}{ G-gge=t (B

Le déterminant du systéme (£7) est 5. Ce systéme extrait admet donc une solution unique : (-1 ; -1}

Résolufion du systéme (I)
On vérifie que (-1 ; —1) est une solution de (E,). (Z) admet donc une solution unique : (-1 ; -1}.

emmumn Exemple de résolution d'un systéme d'équations linéaires avec paroméire

Pt LT ER = .._'.I-
"N nomon
7R LEEALL S,

R - =3

Calcul du déterminant du systéme

dét WLl (O L

= =2m—-m*=m (2 -m).
[E“] I'l -
Résolution dans chaque cas
—Pourm#OQetm=2, — Pourm = 2, " s i
le systéme admet une solution unique ; son expres- | le systdme s'écrit I}I'.‘!]:{ ?: 3 1
slﬂnuﬂiun-::ﬁuﬂdamast:[am;-ll = "':_'" =

m x—2y 1
il est &qqiv&lenti:{

~ Pourm = 0, . x—-2y=-1

systéme &' B o 3 Ce systéme a une infinité de solutions dont la repré-
o s [Zu]{ =1 sentation graphique est la droite d*équation :
il n'a pas de solution. x=2y=-1.

FMEE X QI CICeS BB i o o A AR o

2.0 Résoudre le systame suivant : 2b  m étant un nombre réel, on considére les drotes,
{2{:+y}’+!{x-y}*-1ﬂ D) wy=2=mlx-3)
e+ yP - ale-yP=-73 B B-da-mkad)

0y p-1=-(x+5)
Calculer une valeur du paramétre m pour gue
ces trois droites soient concourantas.

30 Systémes d'équations et dinequations



www.biblio-sciences.o
-2.9. Systémes d‘équaﬂuns linéaires dans R3

ERRRIE antation

Pour l'ali.manlaﬂon ﬂn héhul, un grmneue:- propose 3 miélanges i ses 'dlﬂnl:s{
=3 ~ mélange A : 30% de mais, 50% de sorgho et 20% de son ; e gk
'_';.-'.-mﬁhngeB 40% de mais, 20% desurghuatﬂﬂ%desnn' i ey
o mélingn C: 60% dema‘m. 30% de sorgho et 10% de son.
Les pourcentages expriment des fractions de ?ulumau le son. est en farma. le maj'; -El le mrglm smt
ﬂﬂﬁ  grains concassés,

Salﬂmntque:lid&mﬂanguﬁpéwm g1 £ de mﬁlnnge,ﬂpésa Sﬂlﬁuf'tfdﬂ mﬂangaﬂpﬁeﬂlg.
unw.-nt trouver combien pésent 1 { de mals, 1 £ de sorg,hu et 1 { de son.

=

Choix des inconnues
Désignons par x la masse (en g) de 1 £ de mais, y celle de 1  de sorgho et z celle de 1 £ de son. .

!nﬂsa en équations

—ﬁﬁ x+ 15[?0 Y+ 121;10 £ estla masse de 1 § de mélange A ; on obtient ainsi I'équation :
(E,) 3x+5y+ 2z=4430

% X+ 121.!-]{1 ¥+ fﬁul:] z est la masse de 1 £ de mélange B ; on obtient ainsi I'équation :
(E,} 4xr+ 2y + 4z =3 840

16[?1] x+ lql;il:r Y+ 11D[:] z estla masse de 1 £ de mélange C ; on obtient ainsi I'équation :
(Ey) Bx+3y+z=4410

Ces trois dquations forment le systdme d'équations linéaires dans R* :
3x+ 5y +2z =4 430
[Z) {4_1:-1- 2y + 4z = 3 840
Gr+3y+z =4410

Résolution du sysiéme

Dans la suite, on abordera l'organisation de la résolution d'un tel systéme.
On peut vérifier que (430 ; 520 ; 270) est une solution de ce systéme.

Vérification ef solution du probléme

1 ¢ de mais concassé pése 430 g, 1 £ de sorgho concassé pése 520 g et 1 £ de farine de son pése 270 g.
Vérifier qu'avec ces ingrédients, on obtient les mélanges A, B et C conformes aux données du probléme.

ammessm  Syslémes de frois équations linéaires dans R3
Rﬁmtutiun -:la qua[qum systdmes parl:mu]mrs

Sl o 'I"'ﬂ 5 . [E;L]
Résnl'mns le sjrsleme (Z) {y-i-:i‘-t‘.l.
_ x+x=—0 (E

—Rmplar;uns (E,) par = '['E1] + (E,) + EEE]}

x+y+z=-1 [E,)
On obtient la systéme équivalent : (£7) { y+z=1 [E;]
x+zx=—28 (E,)

— Remplagons suceessivement (E,) par [- (E,) + (E*,]], (E;) par [ (E,) + (B, ).

x+y+z=—1 (E,)
On cbtient le systéme équivalent : (£") { xr=-12 (E',)
3y = (E',)

— Apris substitution dans (E',) de x par — 2 et y par 7 on obtient la solution du systéme : (-2 ;7 ; - 6).
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( 2r +3y — 4% =4 (E; .
R&ﬂnlvnmlas]ruémn. ;‘]tanzy -=~—5_ ~[E)
.—.ITe‘-: Cehenls ,;'" ; sch8y o o=1
et “"___-_ 1._&1&(-&?}?@ =y S T e
[Egl at I:E-a:i ne contiennen: pas l'inconnue z.
Considérons le systéme extrait (Z,) ; il est équivalent au systéme ()
I+ 2y=-5 ] =2 E'
% g s L e

&

P

5x + By = 1 (E,) x==3 (E')
Zr + :!y 4z2=4 (E,)
(Z) est donc équivalent & : (E7) { (E'
x==3 (E"

La solution du systéme (E) est donc: (-3 ;2 ;- 1).

.Résuluﬁnndn sﬁtémuutnanguilam ol WY . Spam—

sttt . (Sx+By+2r=9

Rﬁﬁ:h‘hns]nsrst@m& 'E.'l{ﬁt-?yd -~' =.r11 E?' _L : £
31: st

En l'éﬂﬂh’ﬂnt ﬁﬂﬂﬂﬂsﬂl‘i’mt [E3] [Ez}l et [E }. on T.rtluva msém&m ln suluunn unique : [3 i=1:4)

_u ocabulaire

Dans le systéme (Z) de trois équations dans R?
= une des dquations contient une seule inconnue,
— une deuxiéme équation contient deux inconnues : linconnue précédente et une autre,
— la troisime équation contient les trois inconnues.

Un tel systéme est appelé systéme triangulaire.

= ’lhangu]aﬂsahnn d‘lm sysiéme par combinaison linéaire

o g &V T RS BT wa—:‘r"ﬁ‘:-.-'ﬁ"'_FLL ;v—f? o -;.-'= J_k_ THEE L‘ ATE
h‘iﬁymﬂ@ T ﬁ
Eé?ﬂtmlnaﬁﬁm: {L]{It-:-ay SRR | o e
E.E;ﬂ-.ﬂyul.-- !‘=—1 [E:]

|a.|'|-

(Eui] ot (E;) ne cuntiennent pas l‘ml:un:nua #. Pour résoudre (Z), on peut se ramener & un systéme trian-
aire en éliminant I'une des inconnues x ou y entre les équations (E,) et [Eq).

Remplagons par exemple (E,) par (E,) — 4 (E,). .
2x + Jy—4z =4 [E]]
Le systéme (L") ainsi obtenu est équivalent au systéme (Z). (I { 3x + 2y =-5 (Ej)
- 7x =21 (E,)
C'est un systéme triangulaire. On obtient la solution unique : (-3 ;2 ;- 1).

®Triangularisation d’un systéme par substitution

X=2y-3z =-9 [E)
{z.r-r,ﬁy 32=0' (E,)
x+;y-tza =0 (E,)

Elimination de x dans (E,) et (E,)
De Véquation (E,), on tire : x = 2y + 32— 9 (E',]
Par substitution dans les équations (E.) et (E;), on obtient ls systéme ('), équivalent au systéme [I)
x=2y—3z=—9 [E]
(Z) {

Résolvons le systéme :

Iy+z =6 (E";)
dy+5z =18 [E)

39 Systémes d'équations et d'inéquations

Scanné avec CamScanner



Elimination de z dans (E’,) Biblig-scion

Da I'dquation (E’.), on tire : z = 6 - 3y [E‘"g}

Par substitution dans I'équation (E',), on obtient le systéme triangulaire (£7), éguivalent au sjrsthm& ()
© X —2)y— 3z ==-—19 [E1]

(Z") < W+z =6 B,

L 12y =12 (%)

r —2y—=3z+x =-9

qui s'éerit: 4 3y + z =6

L 12y =12,

On résout (£7) et on obtient la solution unique qui est aussi celle de (£} : (2 ;1 ; 3).

i EERER Emphda!&okdmd'mwsﬁmdcdmxmﬁmsﬁmudmuﬂa

Rammquuna qu'u.u tal s;,rstému n adm&t pas une &ulutlnn uniqun
En elfet, si on remplace une des inconnues par un nombre réel, on forme un systéme de deux équations
lindaires & deux inconnues qui admet une solution unique.

A chacun des nombres réels par lequel on remplacs une inconnue, correspond une solution du systéme.

* Pour trouver, par exemple, la solution de (£] qui a pour troisiéme composante 0, ou 1, on résout :
2e—y=1 [dx-3+1=1
] { ou 1
®o —x+3=3 &) =X+ Yy—-2=3

* Plus généralement, m désignant un nombre réel, pour trouver la solution du systéme (Z) qui a pour
[ZXx—y=1—-m

troisiéme composante m, il suffit de résoudre : (E,) - ¢
L—Xx+y=3+2m

Le gystéme (Z) admet pour ensemble de solutions 'ensemble des triplets (4 + m ; 7 + 3m ; m) ol m décrit R.

WE KETCICOS B A i ot R s s

2.c  Résoudre le systéme ; 2.d  Résoudre le systéme :
r+y+z =3 2r+3y—-g=-7
{?.'I'.'—H-I-Hﬂﬂ—'l {.t—iy-l-li!-l':l.
r—y+2r=Q ax+y+4x=15
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]rgga ux pratiques

1 .I-'-: 'i ]
-
E S
=
i
e

_I_ = wl

—..JP1. Détermination d’'une equatinn de cnurbe

L'objectif de ce TF est d'exposer un modéle de rédaction de la solution d’'un probléme classigue, tout en
mettant en évidence la technique de résolution utilisde.

mmmpmn  Exemple

-LH ];r]m:l. ét.an[- muni ::lu, rnpﬁrﬁ ni"lhugnnal {'DI,]}, dﬁt&rnﬂnﬂ la fonction pnl}'nﬁnm du second degm
d-:mﬂn mprﬁemaﬁun graphique est Ia para.hnlﬂ [P'_I passant par| lﬂs pnmts’ .-

A2 5], B(3 ;1) etjﬂh llu

Désignons par fla fonction polynéme recherchée.

Déterminer une fonction polyntme du second degré f, c'est trouver les coefficients de chacun des termes
du polynéme flx).

M Choix des inconnues

Désignons par « le coefficient du terme en 22, b la coefficient du terme en x et ¢ le terme constant de flx).
fest défini par : fix) = ax® + hr + c.

B Mise en équation
[A(2 ; 5)] € (P) = [fi2) =5]. On obtient: 4a + 2b+c=5 (E,)
[B{3; 1]l e (P} = [f3)=1]. On obtient: 9a+3b+c=1 (E,)
[Cl1; 1)) &€ (P) &= [T1)=1]. Onobtient: a+b+c=1 (E,)

1l suffit done de résoudre le systéme de trois dquations linéaires dans R? :
da+Zh+c=45 (E,)
[E]{Elu+3b+c=1 (E,)
a+b+c=1 (E,]

BRésolution du systéme (I}
Transformons ce systéme en un systéme triangulaire équivalent
Elimination de ¢ dans (E;) et {E,).

4a+2b+c=5 (E,) - . -
[31]{ sa+b=-4 (E] i |
~da-b=-4 2} '
On a remplaceé (E,) par (E,] - (E,) et laEa] par (E,) - (E,).

Elimination de b dans (E°,).

g+ 2h+cmb (E,) _] & @
EEEJ{ Sa+h=-4 (E°;)

2a=-8 (E") J) C

On a remplacé (E',) par (E'y) + (E'y).

(=4 ;16 ; — 11) est la solution de (£,) ; c'est donc la solution de (Z). O

mVérification et solution du probléme
fest la fonction polyndme définie par : flx) =— 42% + 16x — 11.

On vérifiera par le calcul, que la parabole, représentation graphique
de cette fonction passe par les points donnés A, B et C,

T T Applu:uhnn

Le plnn étnnt muni du rEpEra nrthnnnrmé [U.I,]I déterminer une &quaﬂun du cercle (€] pamant par
les trois pnl.'llts non alignés A(3 ; 2), B(-1; 4] et C(2; -5). : ! : :
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Dans ce problémes,

- on inroduit un paraméire qui permet une mise en équation simple et qui n'apparaft pas dans la solution :
— on résout un systésns par utilisation d'inconnues auxilinires.

On dispose de Trois robinets A, B et C ponr remplir une piscine. Ave
avec B et C 20 min et avec C ef A 12 min. Déterminer le t

seul pour remplir la p’#ln_ii‘lﬂ'g_'_ :

Désignons par V le volume (en m?) d'eau de la piscine.

Choix des inconnues

Désignons par x le temps (en min) mis par ls robinet A pour remplir la piscine ;
¥ le temps (en min) mis par le robinet B pour remplir la piscine ;
% le temps (en min) mis par le robinet C pour remplir la piscine.

Mise en équation v
En 1 min, le robinet A remplit un volume de = {en m?), le robinet B remplit un volume de "E' (en m?),
le robinet C remplit un volume de '{- {en m?),

En 10 min, les robinets A et B remplissent la piscine (E,) 10( E + %] =V
En 20 min, les robinets B et C remplissent la piscine : (E;) 20( ‘;_T + %l =V
En 12 min, les robinets C et A remplissent la piscine : (Eq) 12 ¢ l—" + %] =V

On peut diviser les deux membres de chacune de ces équations par V, car V = 0.
Il reste donc & résoudre le systéme de trois équations dans B2 :

10(d+d)=1 @)
({2005 + H=1 (&)
12iz+h=1 (@

» Achever la résolution du probleme. .

—JP3 Programmation linéaire

Un probléme est dit de programmation linéaire Jorsque sa résolution exige -
~la résolution d'un systéme de contraintes linéaires

—la recherche d'un optimum d'une fonction sur I'ensemble des solutions du systéme de contraintes.

L'objectif de ce TP est d’sxposer un modéle de rédaction de la solution d'un probléme de programma-
tion linéaire, tout en dégageant la stratégie de résolution utilisée.

Un atelier mécanique produit deux types de piéces, A et B, a I'aide de doux machines M, et
Durée de passage d'un pidce de type A || Durée de passage d'une pitca do type B
- —dans la machina M, ; 30 min, ~ -danslamachineM, ;20 min,
- danslamachine M, :40min. | - danslamachineM #10min.e o e
Bénéfice sur une picce de type A : 400F ‘Bénéfice sur une piéce de type B: 200F |

La machine M, est disponible 3 000 min par mois, la machin e M, 3ﬂmmin_ :

iy 7 e W LT
Déterminer le nombre de piécos du type A et de pisces du type B que Y'on doit fabriquer par mois pour
| __ A e S e

avoir un bénéfice maximal.
Systémes d'équations et o Inéguations 39
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@ Recherche d'un programme de production

Choix des inconnues .
Désignons par x le nombre de pidces du type A, fabriquées en 1 mois ;
i le nombre de pigces du type B, fabriquées en 1 mois .

Le couple (x ; y) est un programme de production.

Mise en équation

La durée du passage des pidces dans la machine M, est (en min] : 30x + 20y

La machine M, n'étant disponible que 3 000 min par mois, on obtient la premiére contrainte :

(I,) 30x+ 20y <3 000

La durée du passage des pitces dans la machine M, est (en min] : 40x + 10y
La machine M, n'élant disponible que 2 000 min par mois, on obtient la deuxidme contrainte :

(1) 40x+ 10y<2000 .

De plus, x et y désignant des nombres de piéces, on a donc les deux contraintes : x € Mt y e R,
On obtient ainsi le systéme d'inéquations lingaires (£} dont on recherchera les solutions dans M x R,

{ 30x + 20y =3 000 (L)
40x + 10y < 2 000 (L)
Résolution du systéme de contrainfes

(D,) est la droite d'équation : m;:‘
30x 4+ 20y = 3 000. N
Cette droite détermine deux demi-plans ouverts de fron- > |
titre (D,). (P,) est celui des deux demi-plans gui 150
contient O. On démontre que (P,) v (D,) est la repré-
sentation graphique de l'ensemble des mlluums de (1,).
(D) est la droite d'équation :
40x + 10y = 2 000.-
Cette droite détermine deux demi-plans ouverts de fron- o
titre (D,). (®,) est celui des deux demi-plans gui

contient 0. On démontre que (P,) v (D,) est la repré- '
sentation graphique de l'emsemble des solutions de (L,). :

mRecherche d*une solution optimale
Détermination de la fonction & oplimiser
m est le bénéfice réalisé sur un programme de produc-
tion (x;y). On a:
400 x + 200 y = m.
Désignons par (L, ) la dreite d'équation :
400 x + 200 y = m.

Cette droite a pour coefficient directeur — 2 et pour
ordonnée & l'origine : i%‘_ﬂ ;

Détermination du programme de production optimum
Pour que le bénéfice soit maximum, la droite (L, ) doit
passer par un point dont le couple de coordonnées est
un programme de production et avoir l'ordonnée a
I'origine la plus grande possible.

n!l“ll_n'l'l;--}ll

(L) 100

Parmi les droites de coefficient directeur — 2, c'est celle qui passe par le point E(20 ; 120) et qui a la plus
grande ordonnée 4 I'origine.

usion
C'est en fabriquant 20 pigces de type A et 120 pigces de type B que le bénéfice est maximal.
Dans ce cas, il vaut : 32 000 F. (400 = 20 + 200 % 120).

36 Sysiemes d'égquations et dinégquations
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-—ib4. Utilisation de la calculatrice pour résoudre un systéme

Lobjectif de ce TP est d’utiliser efficacement une colculairice dans la résolution de systémes de deux
équations linéaires dans R?, il s'agit de mettre en place une méthode qui peut s'appliquer aux systémes
qui ont une solution unique. Ces systémes sont appelés systémes de Cramer.

”

. . A
Ealcuiunﬂl&d&temﬂnantd&ﬂﬂﬁyﬂtﬁﬂm:dét[ﬂ}:‘ ﬂ_ F‘zab’—u'h,
i

* dét (I) =0,
on n'utilisera pas la calculatrice car, dans ce cas il faut analyser le systdme donné .
— Les équations (E,) et (E,) ne sont pas équivalentes ; le systéme n'a pas de salution,
— Les équations (E,) et (E,) sont équivalentes ; (E) et (E,) ont le méme ensemble de solutions.
* dét(E) = 0
Nous savons que ce systaéme admet une solution unique. () est équivalent an systéme (I')

i ~be' + b'e - dét(X)
ab' —a'b dét(X)
(=) igor (=)
= ac' —a'e P dét(Y)
ab' —a’h dét(E)

avec : dét(X) =

c b a c

= h'— Y ; = = +'-' '|.
5 F‘ ch' =c'b dét(Y) |a' o ac' - a'c
La solution du systdme (I) thmn:{gﬂﬁmu.%gj‘]

smmmmm Exemple

Mise en mémeoire des coefficients

Mi 1 ; M2 &« -3 ; M3 & 4 ; Md « 1 : MS &-=1 ;: MB ¢« 2
Calcul des déterminants '
dét(Z) e ME-E o résultat en mémoire : MO 2
Ms Msl= 2 n place ce en - — :
M3 M2

dét(X) = =2, on place ce résultat en mémoire : M7 +« 2.
M6 M5
M1 M3

dét(Y) = = - 2, on place ce résultat en mémoire : M8 & - 2.
M4 MsB

Calcul de la solution du systéme

On calcule P47 puis 348 On obtient ainsi la solution unique du systéme : (1; — 1).

smmmam Application

: e} "._I."i._lr';:;__:'il[{j ine calculatrice, r nudre les . -L :g_ _

L3
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Généralités

(Canfroinles ovec un paramdtre

1 BRésoudre dans R, suivant les valeurs du para-
métre m, "équation (E_ ) dans chacun des cas suivanis :

al (E.) Iy —m=mr—3
b (E.) mr—2=3r+m
el E,) mre 4+ 8 =m? + 3x
d] (E,,) mix—mex-1

% Pour quelle valeur du paramétre m, 1'équation
[E,,) suivante n‘admet-elle aucune solution 7

[Ep) dlmx+i)-2Zfmx-1)=3xr+2

3 Pour quelle valeur du paramétre m, 'équation
(E,} suivante admet-elle nimporte quel nombre réel

comme solution ¥
a) (E,J -3 _x-m

b) (E)

m .|
3(mx + 1) - 2{mx - 1) = m(x + 2}

& Pour quelles valeurs du paramétre m, les dqua-
tions (E, ) et (F_) ont-elles une solution commune 7
Précizer cetle solulion.

E,) dr+d=mx-2-
F,] Sx+7=mx-2

% Résoudre suivant les valeurs du paramétrs m
l'inéquation [T ) dans chacun des cas suivants :

al (T mx=-122
b) () xm-1)21
el (L) mx-1)zx~12

# On considére l'inédguation suivante
L) mx—-1=3x+4 2m
Pour quelles valeurs du paramétre m,
a) 1 est-il une solution de 'inéquation (L) 7
b} 2 est-il une solution da 1'inéguation (I ) 7
c) 1 et 3 sont-ils des solutions de Pinéguation (L) 7

Systémes d'équations

Syslémes d'dguotions lindeires duns B < H
T Résoudrs chacun des systdmes d'équations sui-

vanls

r 2r42y=1 —x—9y=0
aj - ni'{

L dx+4y=48 ix+y=48

1 1

e+ 2y=1 sx—shy=1
bl 4. 2 ':'.’]{3 32 2
e g

38 systémes d'équations et dinéquetions

7 ® e
“Exercices?

8 Le plan est muni d'un repére. Les droites (D] et
(D) sont donndes par leurs équations :

(D)) y=2x+a ; (D) 3y=5-2r
Justifier que ces droites sont sécantes et calculer les
coordonnées du point d'intersection.

¥ Le plan est muni d'un repére. On donne les
points A(3 ; 6), B(-2; 1) et C[& ; - 2),
Caleuler les coordonnées du centre du cercle circons-
crit an triangle ABRC.

10 Le plan est muni d'un repire. Les droites (D),
(D) et [D,) sont données par leurs équations :
0, 2c-3y=7
D,}] 2x+3y=6
(D) 6Gx+3y=17
Justifier que ces droites sont concouranies et calculer
les coordonnées du point de concours.

11 Le plan est muni d'un repére. On donne les
points A2 ; 6), B(—3 ; 1), C(F : — 2), D{4 ; 0], E[- 4 ; 4)
at F[11 ; —1).

Les droites {AR), (CD] et [EF) sont-elles concouranies 7

Enilisation d inconnees auxiiioirns

1% Résoudre les systémes d’équations suivants :
{x31+2[y—53=5 {11\-’: + 16/ g =531

-3 L

13/x+ 19y = 629
13 Résoudre los systdmes d'équations suivants :
Say + dx = 44 ax? — 2y = 23
al { b) {
2y —bx=-1 ~ 2t +h5y=—8
,J { 741= 3x - 6,5y = 23
E , e
8,/1— 3r — 11,5y = 23
148 Résoudre les systémes d'équations suivants :
{ 32z + 3y) - 5(3x + 4y) = -1
5(2x + 3y) — B(3x + 4y} = -1
" { 7 xy = 6{x + y)= 15
1lxy - 8x + y) = 22
Systémes d"dquations lindaires done B < R
avec o parameire

15 Résoudre suivant les valeurs du paramitre m
les systémes suivants.

me+y=1 xX+y=m

u_j'-l-':_y=a E{I-—m_y:m*

r X 4my =2 im+ile—(m-1)y=2
Tk d)

[ mx -y =3 dr—5y=-2

[ M- =25
) 4

| mx+(m=3)jy=1

18 La plan est muni d'un repire. Les droites (D),
[} et (L) somt données par leurs équations :
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D) Bx-3y=4 ; (D)
(L.) mr+y=1

Pour quelle valeur du paramétre m, ces droites sont-
alles concourantas 7

Caleuler, dans ce cas, les coordonnées du point de concours.
Sysi¢unes do irois dguotions linduires

dx + 3y a5

dans xR =R
17 Résoudre les systames suivants -
x+z=8 X+2y+3z=2
ﬂ}{y+$:1ﬂ c}{iy+3:=-—l
X+ =3 Jx—bBy-Bz=4

dx—2y+4x=11
xr —Be=7
x4+ y=—dr=15

Jxr =14
b d}{?ﬂ.‘-Sy =1

To—10yp+3z=1

18 Résoudre les systdmes suivants :
2x—-3y+bz=0 x+y+zml
ajd dxr—-5y+2r=1 dl{s.t-zy-li}::u
x=5y+3z=2 dx+5y—2z=6

TEg+z=1 X+py+z=2
bi«[zx+3y+ﬁs=3 aj-[u—-rs,y-zuz-—z

Zr—Gy+12z=0 —3x+5y+5x=4

r—2p+3Ax=—4 e+ 2y—dz=1
g4 —4x—5y+Tz=1 fl

Zr4+y—-3z=9

Br—4y+3zr=-5
lr-Syt+az=-6

19 On considize Ia fonction polyndme f définie par :
fix) = 522 + Ax + 9.

Trouver trois nombres réels e, b et ¢ tels que,

quel gue soit le nombre réel x, on ait :
afx+ 1P +b(x+1)+ec=flx).

20 0On considére la fonetion polyndme fdéfinie par
fix) = 5 — 25x + 30,
Dans checun des cas suivants, peut-on trouver trois

nombres réels a, b et ¢ tels que,
quel que soit le nombre réel x,

ljale-1P+bx 4+ c(x+ 1P = flx].
alz-2F +blx-3P+clx=2)x~-3)= flx).

Systiimen de deux dyguoiione lndoire duns B <R~ R
£1 Résoudre les systémes suivants ;

Zr 4+ by—G6z=8 x+yg+z=1{
al X o= bE =10 J{ x—3y=0
=3x =0y +2r=—1
b}‘{
~dx-5pez=-2

Progrommation lindairm

29 Dans le plan muni d'un repire, représenter graphi-
quement l'ensemble 5 des sohutions du systéme suivant ;
x20
g0
Zx + By =50
Ix+ysis
4x + 5y < BO

m tlésignant un nombre réel, on considire la droite
(D) d'équation : y = - % X+ m.
Trouver la plus grande valeur de m sachant que (D)

passe par un point dont le couple de coordonnées
appartient & 5.

APPROFONDISSEMENT

%3 Rasoudre suivant les valeurs du paramitre m
les systémes suivants :

fr—-my=m-—1
1 5w ap =11 5m

[ Zm—1lr+ (3m + 2)y=m + 4
‘w.* (m=1)c+Zmym2

[ mx—=23y=5
':'}__ dx +(m+ Ty =15

S8 forive las 12 équations qui suivent 3 Faidp
d'un paramétre et résoudre dans R, suivant les valeurs
de e paramétra "équation ainsi ohtenue.
gl Br+ 11 =16-5x gl 2x+5=4-5x
bl] 7xr+10 =14 -5=x il ®+4=2-5x
¢)] Gr+9 =12—5x il 3==5x
dif 5x+8 =10-5x ]l —1x+2 =-2-5x
al] 4r+7 =8-5x kl=-2x4+1 m=4-5x
fl 3% +6 =6-5x n -ixrm=6=5x

2% Rasoudre dans R, suivant les valeurs du para-
métre m 'équation (E_) dans chaoun des cas suivants :

X X 1
aj (Ew) m-1 " m+il mi-1
hj (E.J) mx® - 2 = 0
&) (E,) e b

m+l m-1
26 Résoudre le systéme suivant de trois équations

L R
4 3 2
2Zx—3y+E=3

27 a, b, e et & sont des nombres réels différents de D.
Résoudre lo systéme suivant

x z
E=%=F
X+Y+T=5

Partager une somme s proportionnallement aur nombres
i, bete ;

L L BPs plan est muni d'un repére orthogonal.
Dans chacun des cas suivants, ddlerminer une équation
de la parabole passant par les points A, B et C
a} A(-2 ; 8), B(6 ; 8) et C(B ; 112)

b} Af0 ; 0, B(16 ; - 8] ot C{8 ; - 12).

9. plan est muni d'un repére orthonormé.
Dans chacun des cas suivants, déterminer une équation
du cercle passanl par les points A, B et C,

a) Al—2; B), BB ; B) et Cl4 ; — 4)
b] AlD; B), Bia ; 4) et C4 ; — 4).

30 La plan est muni d'un repére.
On donne les points A[2 ;= 1), B{3 ;- 2) et C(— 1 ; - 4],
Déterminer la fonction homographique dont la repré-
sentation graphique est une hyperbole passant par las
points A, B et C.

Systémes d'équations et d'inéquations 39
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PROBLEMES :

Un probléme dii & Nicolas Choquet
Un &ltﬂgﬂﬂﬁt partagé de la manitre suivante entre las

—Ia- pmmmr regoit 100 000 F + —5~ du rests ;
— le second regoit 200 000 T + —1- du rests ;

— le troisidme regoit 300 l:mtlF-i-— du reste et ainsi
de suite.

L'héritage est ainsi entiérement partagd et on constate
gua toutes les parts sonl égales,
Dé#terminer ;

— le montant de I'héritage ;
~ la part de chaque enfant ;
— le nombre d'enfants.

Le plan est muni du repére (0, I, J).

mr.! un nombre réel. Les droites (D) et [L,) sont
ﬂﬂnﬂéﬁpﬂ]mﬁﬁquahnna
(3—am) (y - 2) = 2mlx - 6)

{L.',’.'J y-3=mix-2)

1. ?nl;slrulra les droites (D,) et (L, ), puis les droites (D,)
et [L

2.0n désigne par A, et B, les points d'intersection de
(O1) respectivement avec (0] et (L_).

Démuontrer que, quslqu&smlmd.lﬁémul:lnu A B =8
Virifier sur le graphique pour A, B, et AB,.

3. Etudier la cas ot m est nul.

Une coopérative décide d'acheter trois terrains.
Les tArfains 1, 2 et 3 coditent respectivement 942 000 F,
2374000 F et 1 004 000 F.
Les membres de cette coopérative sont répartis en trois

groupes (A, B et C).
Le tableau ci-dessous indique ce que chagus membre

de chaque groupe a payé pour ces trois achats
A B 2
[Terrain 1| B000F | 12 00O F | 21 000 F
Terrain 2 | 12 000 F | 35 000 F | B0 000 F
Terrain3 | 7000F |13 000 F | 31 00O F
Quel est le nombre de membroes de celle coopérative 7

= = Dans le plan muni du repéirs (0,1, T), on donne
les phfﬂls +Al5:4), B(2;1) et C[7 ; 2).
Trouver un systéme de contraintes qui caractérise 'in-
térieur de ce triangle.

Systemes d'équations et d'inequations

Pour construire leur habitation, M. et Mme
ﬁBﬁ.‘,%nl le choix entre des terrains rectangulaires
d'aires supérieure ou Ggale a 1000 m® et dont le péri-
mélre ast inférieur ou &gal 4 140 m.

1. En désignant par x et y les dimensions d'un terrain
rectangulaire, donner le systéme (Z) des qualre
contraintes que doivent vérifier les dimensions d'un da
ces terrains rectangulaires.

2. Représenter sur un méme dessin :

~ I'hyperbole (3) d'équation : y = 2,

~ la droite () d'équation : y = 70 —x.

3. Représenter graphiquement 'ensemble des solutions
du systémes [£).

4. Utiliser ce graphique pour rouver :

@) un terrain de 1000 m? et de périmétre 140 m.

b) un terrain de 1000 m? et de pdrimbtre inférisur & 140 m.
¢} un terrain d'sire supérieure & 1000 m* et de péri-
metre 140 m.

& Pour assister & un spectacle, la famille
mﬁm composée de deux adultes et trois enfanis a
payé 0500 F CFA. Madame Wemba, accompagnée de
ses qualre enfants a payé 8500 F CFA.

Quel est le prix d'um billet d’entrée pour adulte et un
billet d’entrée pour enfant 7

7 Un avion doit apporter des couvertures ¢t du
malénl médical dans une zone sinistrée,

Les couvertures sont réparties en paquets de 150 kg et
le matériel médical en caisse de 50 kg. Le chargement
de l'avion deit comporter au minimum 300 kg de cou-
vartures at 200 kg de matériel médical.

D'autre part, la charge maximum de I'avion est 3000 kg.
Enfin, le nombre de paquets de couvertures doit #tre au
moins la double du nombre de caisses de matériel
médical.

Déterminer graphiquemesnt le (ou les) chargement(s) de
I'avion correspondant & un poids total maximum.

{¥oprés Internadfonal Boccofeurdsl -
Fﬂmww Slpdie - Fab, 709]

Lors de son anpiversaire, Karine veut faire un
mk?aﬁ de jus de fruits.

Ella achate x litres de jus de goyave 3 600 F le litre et i
litres de jus d'ananas & 400 F le litre.

Karine veut avoir au moins 10 litres de ce m:n:ir.mil die
jus de fruit, maijs elle ne disposa pour cela que de G 000 F.
Réspudre sranhinngment ne nenhlima
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"~ recherche des racines d'un polynéme, ce qui a conduit au développement des
HECE NP c, sont les babyloniens qui, vers le II* millénaire av.
S #_“ . J-C. ont découveri les méthodes de résolufions des
L équations du 1" et du 2 degré.
: e La tabletie cunéiform= ci-contre contient des problémes
ek du 2 degré dont la résolution utilise notre algorithme
; actuel. Cependant, seules les solufions positives sont
] refenues.
_-F_'. X Au Ixe sp.éiﬂﬂ’ AL'WAEIM, mmﬁé!mﬁl:im

e arebe, transmet cette méthode & I'Cecident dans un
AT célébre traité (voir ci-confre un manuscrif de 1342).

Son cevvre est poursuivie par IEgyptien ABU KAMIL
(850 - 930) qui introduit une tendance arithméfique,
malgré des démonsirations géométriques. ~
Dés le IX® siécle les mathématiciens de Bagdad éiu-
dient les équations du 3° dagré. T
o Auv XV siecle, étude des équations du 3¢ degré est 11}
~ reprise en Occident ef elle est complétée par celle dv "
4 degré (voir information historique p. 58).

1. Equations, inéquations du second degré 42
0. Equations et inéguations

se ramenant au second degre . 43
TP, Travaux pratiques +

Yecteurs et points du plan 4
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F
-

® Forme canonique du polynime P{x).

Plx]=a (I_I_E]t__b:_;;rg car:a# 0

Plx]=a (.r+%]2—% avec A =b*—4dac
g A est appelé le discriminant de P(x).

# Recherche des racines de P(x) et étude de son signe

s 1" cas: A>0
Factorisation du polynéme Plx)
P[x}=n{.r+ M)(I+ E'Ti—é_) \ /

2a
Racines du polynéme P(x) o »r::-' :
P(x) admet deux racines : 'bz;ﬁ et ""bz':l"r-g. ﬁ'\ﬁ /
a =

On désigne ces racines par x, et x, (x, <x,). a>
La forme factorisée s'écrit alors : Plx) = alx - x,){x - x,).

Signe du polynéme Plx)

Pour tout nombre réal x, P(x) est :
du signe de a dans J—co ;2 [ U Jr, ; + o[ x-x -

] :
ﬂﬂﬁgll&dﬂf—ﬂldaﬂﬁhi;l}[. r-x £ ? - 0 +
' (x—xXx—x)| + E = +
il

s 2%cas:A=10 signe
Factorisation du polynéme P(x} ) dea

.P{,r:l:n(.t-i-;l):

a

Racines du polynime Pij
Plx) admet une racine : zn

Dans la forme factorisée de Plx), le facteur (.I: - :2—2) y o

a pour exposant 2, c'est pourquoi, on dit que -b

esl une racine double de P(x). - a0 a<i
On désigne cette racine double par x;. %)
La forme factorisée s'écrit alors : Plx) = afx — x ). .

o

42 tquations et inéquations du second degré
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Pour tout nombre réel x différent de x;, P(x) est du signe de a.

Signe du polynéme Plx}

“FPeas:A<0

Racines, signe et foctorisation du polynéme Flx}

2 —-—
Ona: P[r]:a[(;c+2£a] & 4_:!
z =
De plus : (.t+i£u) =0 et ﬁ}n
done : (r+zha]z_qt ;:&-ﬂ

Par conséquent :
— Plx) n'admel pas de racine .
— pour tout nombre réel x, P(x) est du signe de a.

a=0

<

— on ne peut pas écrire Plx) comme produit de polyndmes du 1% degré.

Remarque

On retiendra que : ax® + bx + ¢ est du signe de a seuf dans I'intervalle de ses racines.

—— T

Détermination des racines de 122 =22 x +1
Calcul du discriminant A de ce polynfme :
Ce polyndme admet donc deux racines,

calcul des deux racines :

Calcul du discriminant A de ce polynfme :
Ce polyndme P(x) admet donc deux racines :
1l peut donc s'écrire sous forme factorisée :

Etude du signe de : ~x* + 5x - 4

Calcul du discriminant A de ce polynéme :

Ce polyndme Plx] admet donc deux racines :

Il peut donc s'écrire sous forme factorisée

Le coefficient du terme en 2 étant négatif,
pourx €=U M+, Plx)<0
pourx € |1 ; 4, Plx} >0
pourx € {1; 4|, Plx]) =0

WE Rercices B it

l.a En utilisant une méthode performante, écrira
chacun des polynémes de P, [x) & Pglx) comme
produit de polynémes du 1% degré.

P,lx) = 4" - 64 Plx)=x*-Bx+9
Pylx) = 2% — 3z + 2 Plx)=—2% 4+ 2/3x -3
Ple)=0x—Bx+1  Pglx) =22 +10x+ 2

A=(=2/2P-4x1x1=4=22:A>0
—(~242) -2
ex1

e BT 4 2
2x1

=,/2-1 gt

o

A=(1P-4x(-3)x14=168=13%:A>0
= et —2

3
Plx) = — 3(x - 13][.:: +2)=(~3x+7x+2)

A=(5PR-ax(-1)x(-4)=0=32;A>0
4detl
Plx] =~ (x—4 )= 1)

| P(x)

B o R o o ot

1.b  Ecrire sous forme factorisde, chacun des poly-
némes Plx], Qfx], Rix) et S{x] définis par:
Plx) =2 —x -8
Q) = =x* + 8 - 16
Rix)=x* +5x + B
S(x) =2 - 3x -5

Equations et Inéquations du second degré 43
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~-1.2.. Equations et inéqua’iocns du second degré

mmemsmm  Achivités

mmemmmy Cos général
P(x) est un polynéme du second degré : P(x) = ax? + bx + ¢.

W On appelle équation du second degré associée au polynéme P(x) 'équation (E) : ax® + bx + ¢ = 0.
Le discriminant du polynéme P(x) est aussi appelé discriminant de I'équation (E).
Résoudre dans R 'équation (E) revient & chercher les racines du polyndme Plx).

¥ Toute inéquation de I'un des types ci-dessous est appelée inéquation du second degré.
P} >0 ; Plx)=0 ; Plx) <0 ; Plx)=0
Résoudre dans [t une telle indquation revient a étudier le signe du polynéme P{x].

TABLEAU RECAPITULATIF

44 Equations et inéquations du second degré



calculdudmmmmmda[m e Lo m,;{.m.m 112: A >0,
oo mED=1 =8 . Ceflln
1T "33 - 3 | BT 33

L et s 3 > e e e e g '-“*d@
Ealculd‘udm:rmina.ntda[ﬂ} ={-8-4x1x25=— 36:A<D.

(E] admet done deux solutions x, et x,

(E) n'admet dnnr.pasdsmiutmn
Ealuuldudm:rimimt&ﬂﬂ!] [3;2]2 nzx-ﬂluu (g el
(E) admet donc une soluticn unigue x; xﬂ=-%i

Posons : P[x] ‘ . : e AR
Gnlmidudincﬂmman:daﬂx}: A= (-5 -4x2x(-3)=49=72:A>0. ;

La polynome P(x) admet deux racines x, ety %, = —{;:};L _21= *‘z=_{:]z” i
L'ensemble des solutions de (I) est : [Tlﬂ

e P[.t} ey _ “
Galcul du discriminant de Plx) : A= (-BPF-ax1x(11)=-8;A<0.
A est négatif et le coefficient de x* est positif donc,

pour tout nombre réel x, Plx} = 0.
Lanwmhla des solutions dﬂ{l] est [,

Posons : P‘Ex] ﬂfa-qﬁx-ra-

Caleul du discriminsnt de Plx) : A=(3P-4x 2 x3=0;4=0.
Plx]) admet donc une racine double x,, : L -‘IITE

A est nul et le coefficient de x* est positif donc,
pour tout nombre réel x, d.ifféruutd&-—ﬁa-. Plx] = 0.

5

el tn 0
Lo )

Lensemble des solutions de (I} est R\ - %}.

Equations et inéquations du second degré 45
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PﬂﬁE KT CICOS Bs o o ot

lc Résoudre dans B les équations et inéquations 1.d  Résoudre dans # les équations (1) et (2).
ci-dessous en utilisant une méthode perfor- 1) 22 +3x—-2=0:02) 2+x/2-2=0
mante.

[ﬂ —4124-5.]:4-9:0

(2) (2e+ 3xZ-1)=0 l.e Résoudrs dans R les inéquations suivantes.

’ 1) Z2+5x=32=0
3] 3xf-5x=0
H 9.:3—::11 (2) 4-4x+1>0
5] 2+1>0 3 2-4x-5<0

4 -2r+xr-8=0

—J.3.. Somme et produit des solutions d'une équation du
second degre

el sy Dﬂtenmnnhun da iu somme et clu prndu:i des mluhnns

Cette Equnﬂnn aﬂmet daux sulutmna chstmuteu B0 dmurm:maut A est donc strictement pusmf
Désignons par x; et x, les solutions de cette équation.

Posons: S=x,+x, : P=xx,
=tk . ol sy S N e 2 T
0 : S= . = t
s 2a * 2a ' P ( 2a )( 2a )
y _ —b : e -
dﬂ‘ﬂ[.‘. E—T ¥ P—E-

Ona démtmtré la propriéréd suivante :

Lorsque I'éguation (E] ax® + bx + ¢ = 0 est telle que a et ¢ sont de signes contrairas Ia discriminant ast
positif ; I'éguation (E) admet deux solutions de signes contraires.

P Detarrmnu_hnn de -:Ie_-yx nﬂmhfes mnnulsmni Igur &Qmm%_,

Ry AN e L ““ f- ﬂ*‘u‘,’- Sed
Pour cela résolvons le a:.mtﬂum- [E] { :;f P S
(Z) est équivalent au systéme (2] { izz‘_ﬁs;f P=a

On appelle résolvante du systéme, 'équation (E) x* - Sx + P= 0.
. Résnud:e I'équation (E) suivant le signe de son discriminant 5* — 4P et conclure.

Mﬂm&mm:ﬁﬂhﬂﬂﬂm mnnnﬂlummmﬂ&etlepfudmlﬂ

r-ﬂnmrﬁnhﬂm du m&ﬂtgré (E)x2_Sx+P=0,
- - les nombres réels recherchés sont les solutions de I'équation (E).

46 Equations et Inéquations du second degre
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E‘E‘Ti“jE xercices LR e P S

1.} Dans checwn des cas ci-dessous, ie polynfme PlX)=x*-(3—2k~-/6 : a=.3
Plx) admet a comme racine, Trowver la dewsci- Plx=—x2+[(3-2lx+23: a=-2
ma rarine,
Plt) = Sx* - 7x + 2 y a=1 I.g Trouver deux nombres réels dont la somme ast
Plx) = 3x* —5x -8 p am=1 62 et le produit 861.

. 1.4. Equations du second degré avec paramétre

Exeun lJ'q

-

o ——— =

m &émgm: un llﬂml'i'['ﬂ ruBL REHL‘I]WH dans R et smmnt 1- v.'l.lnurs tll:l paramé’mir'm, i'équaﬁun“* -%
'[E,u] [1 Jlil‘t'.lJ::-3 Em.m- [m+2_] o Py s _.g;’.;,*

iy h. e
- == __._._.-..____._ JR _-,_'_‘_-.'\-_ﬁ.‘_\-

Cette équation est du premier ou du second degré suivant que le coefficient de 2* est nul ou non.

“ Résolution dans R de (E_) lorsque m = 1
Ona: (E,) —2x-3=0.

(E,) est une équation du premier depré ayant pour solution : — %
¥ Résolution dans R de (E_) lorsgque m = 1
(E,,) est e équation du second degré. Signe du discriminant
Calcuol du discriminant de (E)) A = 4[- m + 2).
ourmeE ;1 UJ1 ;2] i s % e

I'équation (E,_,) admet deux solutions x, et x, ! il + EE 5
r_m-,'—m+2 . _m+/=-m+2

1 1-m A 1-m ' & " i ED] 3

" pour m = 2,
’équation (E,) admet une solution unique : — 2.

pour m € ]2 ; + =,
I'éguation (E_) n'admet pas de solution.

Pour résoudre dans R une équation du fype (E] ax® + bx + ¢ = 0, 0i @, b, c dépendent d'un
on peut procéder de la maniére suivante.
— On étudie éventuellement les cas oit I'équation (E) n'est pas du second degré (z = 0),
~ Dans les cas o I'éguation (E) est du second degré (a = 0),
* on calcule le discriminant A,
» on étudie le signe de A suivant les valeurs du paramétre,
* on détermine dans chaque cas le nombre de solutions et on calcule ces solutions.

WEK CTCICOS B L s o AR oo

1.h  m étant un nombre réel, résoudre dans R sui- 1.1 m étant un nombre réel, résoudre dans B sui-

vant les valeurs du paramditre m chacune des vant les valeurs du paramétre m l'équation sul-
équations suivantes, vante, (E) =x?+d4x+1=m
(1) [m + 2)x® + 2me 4+ (m-3) =0 Donner une interprétation graphique des solu-
(2l x*-5x+(2m—1)=0 tions de cette dquation.

Equations et inéquations du second degré 47
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[k ik L T, T et e i
On pﬂ'u't Eﬂmr&éu::nre {E] {1:3}3 3{#1] —4=0.

- On pose : X = x2.
On obtient I'égquation (E) X* ~3X-4=0.
Le nombre a est solution ds I'équation Le nombre a* est solution deé I'équation
(E) e -322-4=0 ] - () X -3X-4=0

~ La résolution de I'équation (E') donne deux solutions : -1 et 4,
— Les solutions de (E) sont les solutions des équations : ¥ =-1:x*=4
Par conséquent, 'ensemble des solutions de (E) est : f2;-2].

Veocabulaire
— On dit qus l'on a résolu I'équation (E) en utilisant I'inconnue anxiliaire X telle que : X = 2%
- L’équahnu [E'] est applalée risulvnntﬂ lia l*éqnalmn (E].

= (X + 1)[X - 4)
= (x? + 1)(x* —4)
_ -[x1’+1‘]{,r+2]|',1:r z}

Résnud:ﬂ[l]raﬂentﬁétudmr 19 mgne du pulgndme .r‘ 5.::2+ﬂ '

Om pose : X =22, = =
Ona: x*-5a%4+6 =X2-5X+8 x |- -8B -2 £ B 4=
Z[[fz_zg}][[;il_aij x2-9 + + [ﬁ] - EI]jIF + +
Les racines du polyndme x* — 5% + 6 sont donc : 23 5 [?] = Bl s [{ﬂ 3
~2:2:-f3;: /3 _
Pour &tudier le signe de ce polyndme on utilise o -Sfeb] + Eﬂ - L?] + Eﬂ- E:I' -

le tableau ci-contre.
L'ensemble des solutions de (1) est : |- /3 ; =21 U [JZ ; /3.

FﬁﬁiE RETCICOS Bor i i o A o o A

isgrimi liquer
270 Résoudre dans B : Sans caleuler leur discriminant, expligq
(1 -t + 722+ 18=0;(3) 2¢*—5lx| -3 =0 pu:ru.tqunlllm dauxdpnlynﬁm?sdedegﬁzci_
(2 -+ 72+ 18>0:[4)3x+2;x+2 =0 dassous n'ont pas de racines :

eac+l et 2 +hr+1
2b Frdierle du polyntme Plx] :

Ple) = 2x* - ac® + 4 2.d Résoudre dans R 1'dquation :
” ) (E) (r+1)° =+ 1] - -
2.c  Résoudre dans B I'équation : 2% + 1 = 0. {i‘ﬂ: T utiliser l'inconnue auxiliaire X ;

Déterminer des nombres réels a et b tels que :
Me1=(2+axc+ 1)+ be+1).

48 tquations et Inéquations du second degré
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.29 Equations et inéquations irrationnelles
mmmp Equations et inéquations du fype | P(x) = Qlx) ; J Plx < Q(x)

m Rappel:

a=1

.,TTnﬂﬁ {b=ﬂ"

Pour tout nombre réel a, pour tout nombre réel b positif ou nul,

L ]
r

a =0

.,lrg‘iﬂ% bh<a?

- L'ﬂnﬂambla de vahd:.tﬁ de [E] las'l lﬂnsnmhla dﬂs

solutions de l'inéquation :
(c+1)(3-x)=0 (1)
Dans l'ensemble de validité, l'équation (E] a le

— L'ensemble de velidité de [0 est l'e::la-s
solutions de l'inéquation :
224 5x+3=0 (1)

Dans l'ensemble de validité, l'inéquation (I) a le
méme ensemble de solutions que le systéme ci-des-

méme ensemble de solutions que le systtme ci-des-
3x—-1 =10 (2)

S0US 3
{ fx +1)[3 - x} = (3x - 1}* (3)

— L'équation (E) a donc le méme ensemble de solu-
tions que le systime (X).

x+1)3-x)=0
EE]'[

(1)

5018 ; 1
_l Zx+1=0 (2)
~2el 4 S+ 3<(2e+12  (3)

— L'inéquation (1) a donc le méme ensemble de solu-
tions que le systéme (Z).

3r—1=0 (2
l=+10(3 =] =(3x-1)* (3]
— Résolvons ce systéme.

(1) a pour ensemble de solutions : [-1; 3],
(2] a pour ensemble de solutions : [%— e

-2x2+5x+3=0 (1)
[E]{ 2Zx+1=0 (4]
2 +5c+3<(2c+12 (3)

' — Résolvons ce systéme.

(1) a pour ensemble de solutions : [- -f 181

(2] a pour ensemble de solutions : [ 5 i+ el

(3) a pour ensemble de solutions : |- 5 71 5,[3] a pour ensemble de solutions :
[ U)e 4wl .
1 8 S S
< - F 3 1 3 ] 3 3
; ! - é ! Q_.._.__‘ e
L L X ;
'r i ? & i —5 O +
L'ensemble des solutions de (E), est {1 }. L'ensemble des solutions de (I), est ]—-3— - 3]

@ Plus généralemant :

On constate que la résolution de I'inéquation (1)
est rendue inutile par celle de I'équation (3).

ME BT CICRS B s i o o R

2.2  Risoudre dans R les équations suivantes,
(1) Ar+1=x+1
[2) X2 -35x+ 8B =-x+4

(3) /AT -11x + 21 =2x -3

PR o o o P ]

Résoudre dans B les inéquations suivantes.
({22 +2=3-x
(2)2e+1—-47 —8Bx =0

f3) jsx+1-1=0

2f



—JP1. Intersection de courbes

memmmm Fxemple

téme :

&
x

o {1t
IR e

» Résoudre ce systéme puis vérifier que (#) et (%) ont deux points communs : Af-1 ; - 1] et B{3 ;-15].

On obtiendra les deux situations suivantes.

@) §
- eeeeeem=erd {m~ 2P
| - A
: T T
: It i
i I 1 i |
m-2 o | %
Pour m # 4, :

la droiwe (@_) et la parabole (¥} ont deux points
communs : A(2 ; 4] et B(m - 2 ; [m - 2)?).

50 Equatioris et inéquations du second degré

e

()

» Justifier que le couple des coordonnées d'un point d'intersection de (%) et de (@) est solution du sys-

Pour m = 4,

la droite fﬂz) et la parabole (#) ont un seul point
commun : Af

2:4).
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1 E’agii de déterminer

On sait que, § et P étant des nombres réels, les nombres u et » dont la somme est S et le produit P, s'ils
existent, sont solutions de I'équation (E) : #* - Sx+ P=0.

Ces nombres existent si : 5 — 4P > 0 (c'est-d-dire si : P = %—1}.

La valeur maximale de F est dnnr.::%—g.
Pour P =T le discriminant de (E) est nul. Ona:u

=ﬁu%_

On & ginsi démontré que pour un périmétre donné le rectangle d'aire maximale est un carré.
Pour obtenir un rectangle de périmatre 100 et dont l'aire P est maximale, il suffit que : u = v = 25.

_IP3 Résolution d'inéquations irrationnelles

_Inéquuﬁnnidulype:.,ﬁ;j:-knu\mtk

=18 (1%

- L'ensemble de validité de (1, est I'ensemble des
solutions de l'inéquation : 2v* —9x -1 = 0.
- (1,) a le m&me ensemble de solutions que :

2xl-9x-1=0 (1)
(2) {213—9:-,1}4 [2)

Remarquons que toute sclution de (2) est aussi
solution de (1) !

Résolution-dans B d

L'ensemble de validité de (I,) est l'ensemble des
- solutions de l'inéquation : [x—3}(4 —x] = 0.

C'est donc "ensembles des solutions de (I,).

B e st e ot Fhlge 3L ey 5.'ri|."!':; B el S

— L'ensemble de validité de [I,) est I'ensemble des
' solutions de l'inéguation : 2x* —9x -1 =0,

'~ (L,) a le méme ensemble de solutions que :

2 —fr=120
2y — Gy —1< 4

(1)

@ @) ;

i e are
e e e R

- WLy g
il ..‘—

La carrée d'un nombre réel étant positive,
l'inéquation (I,) n'admet pas de solution.

TABLEAU RECAPITULATIF

04 JPix > k () el <k _"
P k>0 (1,) a le méme ensemble de aulutlm}_e.q— (1,) a le méme ensemble de solutions
IP““" que l'inéquation : Plx) > i que le systéme : 0 = P(x) < &
5 r 4
(L) a le méme ensemble de solutions ; :
{Pnurku:ﬂ 1 ons Pinéaquation : Plx) = 0 (L) n'a pas de solution

Emumtiont et Indauations du second degré 51
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* Justifier que l'ensemble de validité de {I) est ]- = + 3. LN
* Expliquer pourquoi, pour résoudre l'inéquation (I), on a%lmué & déterminer les solutions de cette
inéqualion :

dans J- oo ; 1[, o le second membre de (1) ast strictement négatif,

dans [1; + ==, o1 le second membre de (I) est positif ou nul,

Solutions de l'inéguation {1} dans J- = ; 1/ | Solutions de I'inégquation (I) dans [1 ; + o[
* Démontrer que, dans }- = ; 1[ (I) a les m&mes = Démontrer que, dans [1 ; + [ {I) a les mémes
solutions que le systéme suivant : . solutions que le systéme suivant -
& 3-x=0 [1]
3=-x=0 (1)
{Z,) & ) -qu;a-u % uE)
1 {I' 1":” {2] m: H_.:;t{x_llz_ [.1‘]
* Résoudre le systéme (Z,). * Résoudre le systéme (Z,)
ek £ T R 2 i =1 | ik e e b
— —e . =
Ensemble des solutions de (I)

* On obtient pour l'ensemble des solutions de l'inéquation (I) : | - e ; 2]

emmmmsw Applicotion

-—LE4 Démonstration par disjonction des cas
L'objectif de ce TP est dﬂ.dégag:er une méthode de démonstration & partir d’exemples déja traités.

EnsEsy Presentalion :

On a résolu dans le TP3 une inéquation du type :
@ /P = Qlx). |
La méthode utilisée est basée sur le recouvrement de I'ensemble de validité ¥y par deux ensembles E,
ot E, dans lesquels les méthodes de résolutions de (I} sont différentes.
E, est I'ensemble des x de Vi tels que : Qlx) <0
E, est 'ensemble des x de Vi tels que : Qfx) =0
on a dong :¥m=E, UE,
On a alors distingné deux cas :
1% cas : Recherche des solutions de (1) dans E;
2® cas : Recherche des solutions de (I) dans E..
On dit que I'on a raisonné par disjonction des cas.

On pourra considérer x et y respectivement comme abscisse st ordonnée d'un
point M du plan muni d'un rapére et raisonner par disjonction des cas, sui-
vant le signe de chacun des nombres réels x et y ; donc suivant la position du
point M dans les quatre régions du plan déterminées par le repére.

52 °
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E xercice S o

\“quations et inéquations

Polvndmes du 2 degrd

1 Les courbes ci-dessous sont des paraboles
d’équation : y = ax® + br + ¢.
Dans chacun des cas suivants, déterminer le signe dz2 a
at le signe du discriminant du polyndme ac® + bx + .
@ \ @

.HI =/

'\‘*-. /N
o RS

S
./ e

DI 1 |

tdsnlution déguoiions & NMafda o 'une foctorisation

2 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) (3x+2P=a(ze-57° ; (2] »*-49=0
(3) (227 + 3x)2? -9} =0 ; (4) 22522 —BOx+4=0
(5) (P =-3)2r+1)=(x— -.rEl][A'+1.'3]
(6) (x=3F - (2e-B)[7—x) H7 —x)® =0
() (Zr+1P—-2(2r+ 1)[x-5)+ [x=5PF =0

Résolution d"dquations & I'nide du discriminant

¥ Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) x?-4x-50=0 : (3) 2x¥4+2c-7=0
[2]6.1:‘-:-5-!] i [ 23x4+1=0
(5) Zx? + (1 Ze-1=0

& Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 2 -4+ [4-Bx)(7Tr+3)=0;(2) —F +x2+Bx=0
(3) xlx=1P +2(x-1)x+3) +8-8x=0

S Résoudre dans R les &quations suivantes !
(1) 4—22=(2r—4)(x+5) : (2) +2—Bx—9=0
(3) (4x—1) [x+3) + (2 - 5)(1 - 4x) =

Foctarisation de polyndmes

& Factoriser les polynémes plx) suivants :
(1) plx) =4 —dx+1 : (2] plx) = -2 + 4x +30
(3) plx) = 5x® — 15x — 20

Aésnlubing o 'une ndguotion & I'ofde U wre fesisbencimintinm
7 Résoudre dans B les inéquations suivantes :

1) (2x-3F-(2x-3)2+2e+1)50

(2) (x-3)-(3-x)2x+1) 20

(3) 4x? - 49~ [Zr-7)(x+1)50

fiésalution d'une indguation o PM'eide du discriminan!
¥ Résoudre dans R les inéquations suivantes :

(1) 4x? -5x+ 320 3 (4) — G?+12r—4<0

(2) 22-11x+10>0 (5) x*=4x =650

(3) =3 +x+220 8) ¥ -3x-4<0

¥ Résoudre dans R les inéquations suivantes :
(1) (32 =x+ 1) 2 (222 + Ox— 4)2
(2) (P+x-2)2-x-2)<0D

Sommea et produit de soluticns

10 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1] ﬂ-[‘E+ f?h+@3-u
(2) 2~ (3~ 2x-8 =0

L3

11 Dans chacun des cas suivants, déterminer
deur nombres réels &'il existent, dont on conmait la
somme S et le produit P,
(1) S=28 ;P=185
(2) 5=—20:P=-1344
(3) ﬂ=3;§ P=3

4} §=14:P =851
[3) §=32;:P =256
() 5=15:P = =324

1% Dans chacun des cas suivants, déterminer des
équations du second degré qui ont p{rm' solutions

(1) 11 et - 15 4) 2+13 ot 2- A3
(2) 15 et -27 (s) s—Eat,sﬂ’s
(3) la+b) et (a=b) (8] *E “T -

13 Dans chacun des cas suivants, l'équation
admet pour solution x'.

Calculer la seconde solution £, .
(1) 4c® —20x + 9 =0 sachant gue :a:'=E

(2) 22-9x-90 =0 sachantques x'=—§

(3) 2%+ 3x-20 =0 sachant que 1’:%

Equritions du secund degré uvec paraméadm

14 Résoudre dans R, suivant les valeurs du para-
métre m, les éguations suivantes.
1) —-(m+1lr+m=0 ; (2) 102 —13mr +Im2=0

12 Résoudre dans R, suivant les valeurs du para-
métre m, les dquations suivantes.
(1) Bm =6 =(m+2lr+m+2 =0
(2) [m—3pt+ (7 —amle + 20 =0
(3] B=ml+[3m+1jlx—3-9m =0
(4) m+ 12 =27 =2mlt+3+m=D
(5) (m*—al®—2(m + 2+ (m-1)=0

16 Déterminer m pour que 1 soit une solution de
chacune des égquations salvantes,
(1) (m+ 1) —2mx +5=0
(2) mx=(Zm+1)x +2=0D
(3) (m+ 12+ 3m—-1c+m=0
Trouver 1'autre solution.

17 Déterminer m pour que — 1 soit une solution

de chacune des équations suivantes.
(1) Zm—-1)lx-2mx+5=0

53
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(2 [T“t}}t:—{ﬂ.m+1].r-9-l:l
B 2+Zm®-m+2xr +m+5=0
(4) a:—lrz—Z[m-ﬂx +4(m~5)=0
Trouver I'autre solution.

Equmiuns et inéquations se
ramenant au 2"9 degré

=

' On considére le polynéme Plx) défini p
Frl=x*-22+x+13
1. Vérifier que — 1 est une racine de Plx).
2. Résoudre dans R I"équation Plx) = 0.
3. Résoudre dans R I'indquation Plx) z 0,

ar .

1 ¥ On considére le polynéme Plx) défini per :
Ax)=2x+ 5 —14x -8
1. Vérifier que 2 est une racine de Plx).
2. Résoudre dans R 1'équation Plx] = 0
3. Résoudre dans R I'inéguation  P{x} < 0.

20 Un considare le polynéms F(x) défini par :
Plx)=x3-5x2 +3x+ 9
1. Vérifier que 3 est une racine de Plx).
2, Résoudre dans B P'équation Fix) = 0.
3. Résoudre dans R I'inéquation Plx) <0.

21 Résoudre dans R I'équation suivante :
2¢ —3x? 11 +6=0

sachant qu'slls ndmnt%-puur solution.

2% Résoudre dans R 1'équation suivante ;
xd — Bx? — 16+ 128 =0
sachant qu'elle admet 8 pour solution.

Utilfention d'une loconnue guxiiaire

97 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) x*-13x22+36=0 : (B B exB-2=0
(2) —x*+ 1822 -32=0 ; () HA+xi+1=0

4 Factoriser les polynfimes plx] suivants :
(1) plx) =24~ 2122 + 10 ; (4) plx) =2t -52 42
(2) ple)=a*—15x2-186 ; (5] plx)=a'-8.2-9
(3) plx)=dn*-200*+25 ; (6) plel=xt+ 522+ 4

1% Résoudre dans R les équations suivanles :
(1) lt—e't-f-?.f_ﬂ i (2) Sx +4/x —-9=0
(3) —14x +13/x +30=0

14 Résoudre dans R les dquations suivantes :
1) 22 -jj-15=0 ; (2) 3 —Blxj+4=0

27 Résoudre dans R les inéquations suivantes ;
(1) 2*-2-15>0 : (3) -1 +1820
(2) 3xt—5x2 4 22<0 4) 4x* —ax¥ + 120

||:i'I|..::_:|r|'I i

indgualione irmatlanneilee

21 Résoudre dans R les équations suivantes -
(1) jx+2m4 (2) Jk=1=-3

¥ Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) yx+2=3x-5 ; (2] Ix+l=,/x

>4

3) vx—-1=Jx=4=0D
(4) JZx2 +5x -7 = x2—x -2

10 Résoudre dans R les équations suivantes :
1) Jx+2=3x—4 {4) -2+ ax +5 =x-8
(2] Zx+1+/-7x-5=4;(8) 1—-2x+ FZ+1m=0
(3) 1+3x2 -2 -1=x

41 Résoudre dans R les inégquations suivantes :
(1) x+,2r-2 <4 (4) 4+ /2x -2 < x
(2) y=x24+x+1 <x-5 (5] /—4xZ+x+5<2¢c4+2
(M 2fxlx—3)<2c+2 (B) 3 +1- 2x-5=0

APPROFONDISSEMENT

2% Résoudre dans R les équations suivantes :
T 1 x’—4 i

L AT b M o R b
1 x _Il=-x . x-2 x-—4 Z
@) x—2 x+2 x4 'H}.t—l"' ZIx  XB-x
x—1 2 +1
s D o e

33 Résoudre dans R les indquations suivantes :

i —Br-7 xxr +1
{1Jﬁ—}ﬂ' H (2} o < dr

28 On considére le polynéme Plx] définie par:
Pl =222 ~x2-x-3 ;
1. Vérifier qua % ast une racine de Plx).

2. Résoudre dans R "équation Plx]) = 0,
3. Résoudre dans R |'inéquation.
lta I -1':": == 3
2 -3xr+2

225 On considére ls polyndme P{x) définie par :
Flx) = (x* — 2x){2x® — 0% - 5)
1. Vérifier que 5 est une racine de P(x).
2, Résoudre dans R I'équation Plx) = 0.
3. Résoudre dans R l'inéquation,

[ = 2x}(222 — g9x - 5)

xi-4 =4
36 Résoudre dans B x R les systémes d'équations
suivants ; ;g
[1] fI‘i'H:—i [4]{:!}--'-?_['
.‘:ﬂq--]. Xy = 1
eyt =5 ayt=17
{2]{ Iy==2 [5]{ xy=2
.t.'t+yz=2ﬂl x=y=
(a) {1 _5 [ﬁi{ =
y+£— Xy = 35

27 Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 2 -Br-2=0 ; (2) 2-3r+5=|r—1

28 On considare I"équation :
B) £2-2mx+2=0
ol mmt est un paramétre.
Déterminer m pour que 'une des solutions de (E) soit
le double de l'autre.
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1% On considére 1'équation :
(B) acd + 2x+cm 0

oih g €E[-3:3]-10j et cE[-3;3).
Trouver Uensemble des couples [a ; ¢} dans chacun des
Cas FUIVEnts :
1. (E) admet une selution unigue.
2. (E) admet 0 comme solution.
3. [E) admel O et 2 comme solutions.

80 On considére |'dquation : -
(E) 2#*-Zmr+m+3=0D
o1l m est un paramiétee,
'.'l.'!:'lr.'mven;n pour que (E) ait deux solutions appartenant
al-2;3l

81 Déterminer Ja valeurs du paramétre m, pour
que les équations suivantes aient deux solutions de
signes contraires.

(1) Zm =5+ mc+7=0
(2) m-5k-(m+2c+m-1=0

49 Déterminer la valeurs du paramdtre m, pour
que les équations suivantes aient deux solutions stric-
tement positives.

(1] 224+ m—-x +2=0
(2) (m-32+{Zm=-1lc+=2+4m=0

PROBLEMES

473 On considére la fonction f définie par :
flx) = v}i-.rz -x+3
(6) est la représentation graphique de f dans la plan
muni du repére crthonormé (O, T, ]).
1. Déterminer les coordonnées du sommet A de la para-
bale.
2. Construire (€).

3. Résoudre graphiquement : flx) = 0, flx) > 4.
4, Retrouver par calcul, les résultats de 3.

44 On considére la fonction fdéfinie par :
fir) = lx—3] - |e+2]
1. Trouver un nombre réel m, tel que |'équation
fle)=m,
ait une solution unique.
2. Trouver un nombre rdal m,tel que 1'"égquation
fix) = m,

n'aft auctune solulion.

% Madames ADOU a placé dans une banque pen-
dant deux ans lo somme de 70 000 F & un taux annuel
de x U, & intéréts composds (c'est-a-dire A la fin de
chaque année, les intéréts produits s’ajoutent au capital
pour former le nouveau capital). Au bout de deux
anndes, alle retire 70 304 F.

Calculer le taux annuel x du placement.

44 Madame Ouéhi e payé son vélo 52 500 F,
aprés deux remises successives de x % sur un prix ini-
tial de 60 00O F.

Déterminer x .

47 Aprés deux hausses successives de x % un
colller qui &tait vendu 40 000 F codte actuellement
47 500 F.

Déterminer x .

48 Résoudre dans R 'éguation ax® + bx -2 =0
sachant que Ba + 6b — 9 = 0. Pour qualles valeurs de a
et b a-t-on une solutdon unigue 7

89 On considére le polynéms : 2 + 4x% — 5x + 6.

1l & trois racines a, b, c. Sans caleuler ces racines, déter-
il .
a+b+c ; abe —-+—E-I-—.
a c

%0 On considére le palynéme : x* + 10x + 5.
1l a trois racines a, b, c. Sans calculer ces racines, détar-
miner : A e L
a+h+c ; abe ; s ol e,
L C

54 On considére ls polyndme : 200" - 5x° - 3 + 1.
Il & irois racines d, b, ¢, Sans calouler ces racines, déter-
miner : 1 i 1 E
: £ . 8-
a+b+ec : abc okl i i [a+ b+ e)* ;
1 1

at+ P+t i-i-irm + =

g Aich'lingerie est une société qui fabrique des
sous-vétements et des draps. La courbe de production
journeligre de 8 sous-vétaments ¢t de D draps de 'usi-
ne est donnde par 1'inéquation :

5% + 48 + 8D = 2 496.

1. Trouver le nombre merimum de sous-viétements gas
cette sociétd peut produire en une journée de travail si
elle ne produit pas de drap.

2. Trouver le nombre marimum de draps que cette
société peut produire en une journée de travail si elle
ne produit pas de spus-vétements.

3. Trouver le nombre maximum de sous-vétements gud
cette soclété peut produire en une journée de travail si
elle doit produire 72 draps.

On donne un cercle [4) de diamétra [AB] de
longueur 5 cm. (&) est una droite parallile & (AB) située
A 2 cm de [AB), C un des points d'intersection de (€] et
(%), H le projeté orthogonal de C sur [AB).

Calculer HA et HE.

Le plan étant muni du repére orthonormé
{0, L, ]). on considbre les points A[D ; 4) et B(4 ; 4).
M étant un point de la droite (O} et H I'orthocentre du
triangle AMB, on pose : OM = x.
1. Exprimer les coordonnées du point H en fonction da x.
2. Lorsque M décrit la droite (OI), H décril une partie
(E) du plan. Construire (E].
3. Déterminar graphlguement le point M tel gue
AH = AB.
4, Exprimer AH en fonction de x.
Déterminer x pour que : AH = OM.

5 M. EBOUTOU veut planter des cacaoyers sur
un terrain rectangulaire de 105 m de large et 170 m de
long de fagon a obtenir un quadrillage régulier.
Diéterminer la distance x qu'll doit avoir entre deux ran-
géas de cacaoyers, sachant que le conseiller agricole lui
affirme qu'il pourrail ainsi planter 4 198 cacaoyers.

§ Le coffre d"une voiture a la forme d'un prisme
Elmit%unt la base sst un trapize.
On veut placer dans ce coffre uns malle ayant la forme
d'un pavé droit et de volume maximum.

55
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Quelles doivent &tre les dimen-
sions de cette malle, compte tenu
du croquis ci-contre 7

=1 On considére un demi-cercle [€) de dismétrs
[AB]. M est un point de JAB[. Onpose : AM = x.
On désigne par (4,) le demi-cercle de diamétre [AM] et
par (%,) le demi-cercle de diamétre [BM].
Calculer si(x) 'aire du domaine limité par les trois
demi-cercles.
On désigne par s’ I'sire du demi-disque limité par [€).
Déterminer x dans chacun des cas suivants

=5 ; .umg% ; %'{.d{:}c%.

28 On considére un sog

ment [AB] de longusur £. ekt
M est un point de JAB[. On pose o] . —-—
AM = £l

On désigne par (%,) le cerré
construit sur [AM] et par (%) le
rectangle construit sur BM
ayant pour longueur £.
Déterminer x pour que 1'aire de
(€,) soit égale & 'aire de (%,).

2% Le plan est muni du repére orthonormsé (0,1]).

Om considére la fonction polyndme f définie par :
flx)=-2x + 3x + 5.

1. Etudier le sens de variation de f et construire sa
reprasentation graphique (). Calculer les coordonnées
des points d'intersection A et B de (%) et (O1).
2. On trace la droite (D), d'équation y'=5 ;
cette droite coupe (%) en dewr points M et N.
Posons : (P} = [AM) N (BN] ; (Q) = (AN) N (BM).
a) Démontrer que (PQ) est parallile & (OF).

s

o e —"

Jeheae=t== L] [ Tl

= g g™ g It jo (R ES

|
| ; :
illlfrrl'n'.uf'.uu historigue
|
1
|

-

S e

i
|
i que si le degré de Pfx) est au plus 4.
|
|
|

i =ira]

il
T - ——— E —
(R IR T T de T8 e =1 22
184 1 R 2 S e s [ e
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A partir du XVIIP siécle, les mathématiciens cherchent & expri-
|| mer foute solution d’une équation Pfx} = 0, Pix) étant un polyns-
| me, & 'aide de radicaux portant sur las coefficients de Pix).

En 1771, LAGRANGE fait la conjecture que cela n'est possible

Le francois: Evariste GALOIS (1811 - 1832) a magistralement
| prolongé les fravaux du norvégiens Niels ABEL (1802 - 1829) qui
a, par une démonsiration, confirmé la conjecture de LAGRANGE,

b) Caleuler les coordonnées de P et de Q.

¢/ Démontrer que P et Q sont symétriques par rapport
Al sommel S de E‘-E‘,r}.

3. [A) est une droite d'équation y = m [m € B].

a En s'aidant de la représentation graphique (67, don-
ner le nombre de points d'intersection de [A) et [€),
suivant les valeurs du paramétre m.

b} On suppose que {A] coupe (€) aux points E et F,
éventuellement confondus.

Posons : (K} = (AE) N (BF) ; {L] = (AF) N (BE).
Exprimer les coordonnées de K et L en fonction de m.
Démontrer que K et L sont symétriques par rapport au
gommaet 5 de (4 %

Trouver 1'ensemble déerit par le point K et celul dderit

par le point L lorsque m décrit |0 ; %éi].

40 Le plan est muni da repére orthonormé (0,1,]).
On considére le carrd ABCD de coté a et soit M un point
du segment [AB). La droite passant par M et parallale &
[AC) coupe (BC) en N.
MNPQ est le rectangle tel que P ot Q) appartiennent res-
pectivement aux droites (CD]) et (DA).
1. Donner un programme de construction du rectangle
MNPQ.
2. On pose : AM = x,
a} Démontrer que le périmétre de MNPQ esl constant
lorsgue M décrit [AB].
L) Exprimer I'aire du rectangle MNPQ en fonction de a
et x.
¢} Déterminer x pour que cette mesure soit la plus gran-
de possible. Calculer alors cette aire. '
3. On considére I'application f: 10, a[ —= B

x++ 3,

ol &, désigne la mesure de 1'aire du rectangle MNP,
@) Btudier le sens de variation de f et donner sa repré-
sentation graphique, - Ak
5] Calculer x lorsque o, = T

4. On considére l'application g : 10, al = B

x4
ot s, désigne l'aire du disque de diamatre [MP].
aj Etudier le sens de variation de £ 6t donner sa repré-
santation graphique.
b} Calculer x pour que 4, soit la plus petite possible.
Calculer alors cette aire.

© Callocsion VICUET |5

“1832) |

L

GALOIS (1811

Evariste
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; Fonctions

I-e concept de fonction est I'un des plus importants en mathématique, ainsi que
pour la plupart des disciplines scientifiques. _

Trés #5t, chez les Babyloniens et chez les Grecs avec ARCHIMEDE, apparait une
notien vague de fonction sous la forme de tables construites & parfir de Fobserva-
tion de phénoménes nafurels,

r

est Nicole ORESME (1328 - 1382) qui, par la cinématique, fait faire un pas
décisif & la notion de fonction. Il étudie les irajectoires des asires, ce qui le conduit
& des représentations graphiques sommaires, plus qualitatives que quantitafives.
. DESCARTES (1596 - 1650], grice a ko géométrie analyfique, associe les notions
. decourbes ef de fonctions. LEIBNITZ (1646 - 1716) crée le mot foncfion,

B AN Phow

CEpondanf, c'est EULER qui
est le pére de la notion moderne
de fonction, car il a introduit le
concept et la notation Hx).

La notion ensembliste a permis &
Maurice FRECHET (1878 -
1975) d'introduire la notion da
fonction d'un ensemble A vers
un ensemble B, généralisation
d'une fonction numérique &

variable réelle.

Leanhard EULER (1707 - 1783)

1. Généralités surles fonctions.. ..............................
2. Opérations sur les fonctions
TP. Travaux pratiques ...............

o & %8
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nGenerahtes sut les fonctions .

__1.1. Restriction d'une fonction

Exemple infroductif o
e ] 2t

On donne les fonctions f, g et h, de B vers B, définies par: fle) =x+1:gla) = |x + 1 ; hixd = ux—:—%-

S

Le plan est muni du repére (O, L J).
(€. [€,) et (€] sont les représentations graphiques de f, g et hi; Dy, D et Dy, leur ensemble de définition,

On constate que :
pour les fonctions f et g,
- sur [—1; + =, fet g coincident,
- pour tout x élément de |-« ; - 11,
' flx) = glx] ;
pour les fonctions f et h,
-D,CD
-gur D ﬁ,fl)aﬁ fonctions f et h coincident.

On dit que la fonction h est la restriction &
R [ -1] de la fonction f.

E une partie non vide de l'ensemble de définition def,
pelle restriction 4 E de la fonction f, I'application g de E dans B définie par : glx) = fix).

| On peut noter f;; la restriction 4 E de la fonction f.
Pour teut x de E, fp (x) = flx).

Dans l'exemple ci-dessus g est-elle la restriction & [~ 1 ; + =[ de [T

ME KOTCICRS Bt A i o B ot A A

1.0 On donne la fonction f, de R vers R difiniepar:  1.C  On donne les fonctions fet g, de R vers R défi-

fx)=3x-1. : nies par : Il
Définir et représenter graphiquement la restric- fll=ld et glxl= =.
tion de la_fonction fi l'imtervalle [- 1 ; 2). Définir et représenter graphiquement les 7ae-

_ trictions de ces fonctions & I'intervalle [— == ; O[.
1.b  On donne la fonction £, de R vers R définie par: 1.d Dans le plan muni d'un repére orthonorms,

fx) =l + 11 —xd - =3l représenter les resirictions & l'intervalle [0 ; 2n|
Définir et représentar graphiquement la restric- des fonctions fet g de R vers R définies par :
tion de f i l'intervalle [0 ; 1]. fix)=sinx ; glx) = cos x.
58 ‘Fonctions
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—ls2. COmparaison de fonctions

T L R e e e W i o o T T .

+ Compléter le tableau suivant.

x —aa a I + ez
1
signe de (fix) - gl + E.:'!] EJ] "
COMpAarason

defetge) | fx>ex)
positions relatives | (€,) est au-dessus

de (‘€5 et (€,) de (%6,
Onditque:  sur l'intervalle [1; + =, la fonction f est inférieure ou égale & la fonction g
on note : sur[1;+«, f=g

* Quel est l'ensemble des nombres réels sur lequel f est supérisure & g 7
* Quel est 'ensemble des nombres réels sur lequel fest strictement supérieure 4 g ?

.'-':"Ht;g sont deux fonctions de R vers R définies sur un ensemble E.

* On dit que : © * On dit que :

sur E, f est supérieure ou égale ¢ g lorsque, - sur E, f est strictement supérieure @ g lorsque,
pour tout x élément de E, fx] = glx]. pour tout r élément de E, fix) > glx).

Onnote: surE, [ = g. On note : sur E, f > g. :

* Om dil que : * On dit que :

- sur E, fest inférieure ou égale a g lorsque, sur E, f est sirictement inférieure d g lorsque,

pour toul + élément de E, fix) = glx). pour tout x élément de E, flx) < glx).

On note : surE, f=g. ' " Onnote:surE, f<g.

Remarque

f et g dtant deux fonctions définies sur un ensemble A, comparer f et g sur A ¢'est déterminer les inter-
valles contenus dans A sur lesquels f = g el ceux sur lesquels f=g.
Cela revient d étudier, sur I'ensemble A le signe de : fix) - glx).

F%E XCTCICOS Barrs v et o i

l.e On donne les fonctions fet g, de R vers R défi- 1.} Ondonneles fonctions fet g, de R vers Rt défi-

. i . A nies par : ﬂﬂuﬂ;gﬁr}:&.

e g o = i) e ) Trouver le plus grand ensemble sur lequel on
On désigne par (€] et (6, les représentations a: f> g (Donner une illustration graphique.)
graphiques de f et g dans le plan muni d'un
pepace arthonormé. 1. donne les foncti ; R défi-
Etudier graphiquement puis par le calcul les 9 OO SRR SN ore CEN
positions relatives da (€] et (€,). niespar: flx) =257 ; glx] = =T
Comparer les fonctions f et g sur |0 ; + o, Justifier que sur [0 ; 5] :

a) flx) n'est pas supérieur & glx)

b) fix) n'est pas inférieur & g{x).



m.hlhllu-minnnm.m
1.3, Minoration, majoration d'une fonction

mirmmma Minorant, majorant d'une fonction

Immﬁnmmﬂaﬂmﬂﬁﬁniummmﬂnﬁ,u dﬁdumr\ﬁﬂh

- On dil que - On dit que :
hm}mﬁuﬂéimmmﬂwﬂrmﬂdef.mﬂ! le nombre réel B est un majorant de f sur E
orsq ..ﬂ-ﬂ‘twmrmidzlmmﬂﬂuﬂﬂ} lorsque B est un majorant de l'ensemble f{E].
On alnnquaﬂmmuréepwusurE On dit alors que f est majorée par f sur E,
pour tout x élément de E, flx) = o | ~ pour tout x élément de E, flx) = p.

Remarques

— Tout nombre inférieur & un minorant est un minorant ;
— tout nombre supédrieur d un majorant est un majorant ;
~ le minimum d'une fonction est un minorant de cette fonction ;
— le maximum d'une fonction est un majorant da cette fonction.

Exemples

2:3:23.17 . ... sont des majorants sur }- 3 ; 4] de la fonction
représentée ci-contre.

2 est le maximum de cette fonction.

~2:-121:— /45 566 : ... sont des minorants sur |- 3 ; 4] de la

fonction représentée ci-contre.
{— 2) est le minimum de cette fonction.

mmmmmm Fonction minorée, majorée, bornée
Définitions .

'_':I'uél::-.m'ﬁ':nuliﬁndufﬂj vers | définie sur un ensemble E,

. On dit que : ' . On dit que :
Ia fonction f est minorée sur E s'il existe un la fonction f est majorée sur E s'il existe un
‘minorant de f sur E. majoraut de f sur E.

- On dit que : la fonction f est bornde sur E lorsque [ est 4 la fois minorée et majorée sur E.

Exempies
_ Las fonctions sinus et cosinus sont bornées sur R. (Elles sont majorées par 1 et minordes par — 1.)
" _ On donne le tableau de variation et la représentation graphique d'une fonction fde R vers R.

X [|—mo =B @ o / & E .-H" % f
i I =% & f
! '\ .
E'E' e F { E vEJ |
fix) / Mx / L _n_llll R g l' i ? b .'I 1.1
\FTE ; 23 qu' = CI :"‘»,lll I : III'
De ce tableau et de ce graphique on déduit que : | % ' /
f est majorée par 3 sur }- o ; 4[, | SHeNy Rl
{est minorde par — 3 sur |- 2 ; + =, ! iy

f est bornée sur |- 4 ; 2[

&0 Fonctions
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wummmmn Fonctions positives - fonctions négatives

Définitions

pour tout élément x de E, ﬂ:];ﬂ pour tout élément x de E, flx) = 0.

P S rupy e —

Examples

— Les fonctions carré, racine carrée, valeur absolue sont des fonctions positives,

— La fonction cube est une fonction négative sur |- = ; 0] et positive sur [0 ; + =],

— La fonction inverse est une fonction négative sur |~ e ; 0[ et positive sur 0 ; + =[.

SR Comment iuslil"i qu'une furl est minorée (ou majorée)

- 1l s'agit done de démontrer que : pour tout nombre réel x, flx) = 1,5.

* Frudions le d -15;
iyl ol o

le discriminant de x* + 4x + 4,5 étant négatif, on en déduit que : L 9
pour tout nombre réel x, 2 + 4¢ + 45> 0 _

d'olr : pour toul nombre réel x, flx) > 1,5, J 12

1,5 est donc un minorant de f sur R. Yons 4 .

Vérifier que 1,5 n'est pas le minimum de f, -2 9 |

* On pourra remarquer gue ! fix} = {x + 2)* + 2.

Utilisons le programme de caleul séquentiel correspondant 4 cette forme uanuniqua
x étant un nombre réel,

ona: [x+2PF=z0

dott: [x+2R0+222

¥ fix) est écrit sous forme canonique ce qui, en général, permet d'en trouver aisément un encadrement.
Ici, on constate directement que,
pour tout nombre réel x, ?lﬁ:vu et ?:-lﬁ'ﬁ 1;

donc, pour tout nombre réel x, 0 < fix) = 1.
La fonction f est minorée par 0 et majorée par 1 ; alle est bornée.

® Le cas de flx) suggére d'écrire g(x) sous une forme canonique pour procéder 4 son encadrement,

Forme canonique de g{x)

R, |



www.biblio-sciences.org

Encadrement de giz}

dtant oo oombra el — - ne = =TT s smm s mten

Onas o< E!'%ﬁ Fog B P

r
-1%= 3.3 Y e S
o e L

Done : pour tout nombre réel x , 2 = glx] < 3.
La fonction g est minorée par 2 et majorée par 3 ; elle est bornée.

s AT e A R e e AT e e e o 1 w2 A PR
On donne Ta fonction 1 de  vers R défnio par ¢ i) = sin x - 2c0s
La fonction f asl-ailnﬂzhymﬁ&T +..f;~ et
x étant un nombre réel, on a :

=1= sin x =1

-1 = Cos X =1

—-2= — 2008 X =2

—3= sinx-2cosx =3
Dong : pour tout nombre réel x, -3 = fle) =3
Par conséquent, la fonction f est bornée.

e RO A e R
On donne la fonction f de ﬂ'w‘&’ﬂ;ﬁﬁﬁmﬂsﬂaﬁ-zaffﬂﬁﬁiaf: BT

Lo fonction f estelle majorée sur [0+ (2 ©

e P ST
fast positive sur [0 ; + =, donc minorée par 0 sur [0 ; + =al,
« TJtilisons un raisonnemant par I'ehsurde pour démontrer que f n'est pas majorée sur [0 ; + =f.
— Supposons vraie Ihypothise : « f esl majorée ». o1
On en déduit qu'il existe un nombre réel M tel que, pour toul nombre réel x positif, flx) = M.
— Or cette derniére propesition est fausse car 'image du nombre [M+1)? par f est plus grande qus M.
— On en conclut donc que fn'est pas majorée sur [0 ; + e, :

* Cependant, on démonire que f est bornée sur tout intervalle [a ;: b] inclus dans [0 ; + =[.
En effet : pour tout nombre réel x, [b=a=x=h = =/ /a=s/x= b

Ee:maggi_.lu

— la fonction racine carrée est minorée, mais non majorée sur [0 ; + ==,
— la fonction carré est minoréa, mais hon majorée sur R,

- la fonction inverse n'est ni minorée, ni majorée sur B,

- la fonction cube n'est ni minorde, ni majorée sur B,

— toute fonction affine non constante n’est ni minorée, ni majorée sur B,
- la fonction sinus et la fonction cosinus sont borndes sur R.

» Justifier chacune de ces remargues.

WE X QT CICeS Tots o iR i i A AR o AP HE R

1.h  On donne la fonction fde R vers R définiepar:  1.i  On donne la fonction numérique f définie sur

flx) =2 + 26 -3 A Sy eesl L
Précizer las ensembles des x tels que : [ 2" zlpu.ﬂﬂ x+1’
fix)=0; fle) = 0. Démontrer gue fest une fonction bornée.
[Donner une illustration graphique.) [Donner une illustration graphique.)
62 Fonctons
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=l Minimum, maximum relatifs d'une fonction

Activilds

* Expliquer pourquoi :
— le nombre fla,) n'est pas le maximum de 1.
— le nombre fla,) n'est pas le minimum de f.
* Cependant, trouver :

— un intervalle ouvert K contenant a, tel que fla,) soit le maximum de faur K,
— un intervalle ouvert K' contenant a, tel que flu,) soit le minimum de fsur K.

On dit que la fonction fadmet :
- un maximum relatif en a, égal 2 fla,),
- un minimum relatif en a, égal A fla,).
. Eitarunauu'nmnﬂmumtslatlfatunmhminimumrelaﬂfdaﬁ

* Le nombre réel fla,) est-il la maximum de 7 est-il un maximum relatif de f 7
* Le nombre réel flag) est-il le minimum de {7 est-il un minimum relatif de 77

31 fla} est le minimum de f (resp. le maximum de f), alors f admet un minimum relatif en a. (resp. un
maximum relatif en a),
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__9 1, Sommes, produits, quotients de fonctions

muwmms Urésentohon
= L LTIENRLD T

fet g sont des fonctions numériques, d'ensembles de définition respectifs Dy et D,
- On appelle somme de fet gla fonction numérigue : ©—= flx) + glx). :
On la note : [f+g).

Son ensemble de définition D, est tel que : nﬁs =D N D,

+ On appelle produit de f et g la fonction numérique : x — flx} x glxl.
On la note : fg.

Son ensemble de définition I est tel que : Dy, =D, M D
fe { s
+ On appelle Fﬁm de f par g 1a fonction numérigue x —

On la note : = 8tx)

Smﬂmhlﬂdndéﬁuiﬁunﬂmﬁtlﬂ[qm:.rEDﬁﬁ[_rE Dy et xED, at glx) = 0.

articuliers

On obtient des cas particuliers dans les situations suivantes :

— la fonction g est une fonction constante, et prend la valeur A, on écrit Af, au lieu de fg-

— la fonction fest une fonction constante, et prend la valeur 1, on écrit 5 c'est 'inverse de g-
— les fonctions fet g sont égales, on écrit f2 an lieu de ffet f* au lien de j A
| ]

. . n fonctions
mEmemms [cmples :
x.'ﬂﬁ:ﬂﬁhﬁn_lﬂs fonctions fﬂgﬂﬂﬁﬂrﬂﬂlﬂ'mﬂamﬁlﬂd&& Eéﬂﬂhunﬂftﬂ}ﬁdéﬂ@ypu .. i

: 1 1
Im hfﬂhﬁtjﬂﬂ[ﬁg};'*' L IF:._ b ¥ .'-t + 1 % : M
Pmdéhiﬂm:ﬂﬁﬂ:DfﬂDg:HH{—l:ﬂ}. &
1 +x+1
Fnurtnu.tnnmhmﬂﬂlxdﬁﬁj—ﬂ Ds’ [f+g][-*:}=1§+_r+-_|= [+ 1) 42
. . Fex+1
(f+g) est la fonction de R vers R définie par : (feglie) = < N
O donns los fonctions ¢t § do R vers B, dnsembles do défintion Dy Dy ot défnies par:
Al e R e Lt I R R e
Par définition : Dy, = D,;N D, =R".

Pour tout nombre réel x de DN D, Lf+g]{x}=x—% + x5+ %:u:‘ + X

L'expression (f+g)lx] ne suffit pas a elle seule pour déterminer la fonction (f+g).
Dans ce cas, il est nécessaire de préciser I'ensemble de définition de cette fonction.

On dira que (frg) est la fonction de R vers R, d'ensemble de définition R* telle que : (frgllx) = 2% +x.
ou que (f+g) est la fonction de R* vers R, définie par : (frgllx} = 27 + x.

64 1
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M

wwozzlox ercices e

2.a On donne les fonctions fet g de R yers R défi- 2.c [hdnmnlu'ﬁnﬁmjg.bd&ﬂmﬂ;dﬁﬁ-

nies par : nies par :

fxl=2x+3 ; gxl=x*-1 j'[.t]-J.t:+1:g{.t]-.l'.t_—_T;h{x]-,E5;-i.
Déterminer 1'ensemble de définition de chacu- Démontrer que fig est la restriction de h & un
ne des fonctions : # ensemble que l'on précisera.

g 1 JE iy

. 2.d On donne les fonctions tan et cotan de [0 ; 2x[
2.b  On donne les fonctions fet g de [0 ; 2nf vers R vers R définies par :

définies par : ) it DBE e e OB R

fix) =sinx ; glz)=cosx m:lﬂ-jr * sin x )
Délerminer 'ansemble da définition de chacu- Les fonctions Eﬂtmtﬂﬂﬂmt-ﬂﬂﬂségalaﬂ?
nal:'ll'mfanminm:

!
f+z ‘T=3°

—2:2. Composition de fnnctinns
aeammm Activités infroductives

» Compléter les tableaux ci-contre, ¥

ol @ désigne un nombre réel. 'ri,‘

* Comparer gifl4)] et h(4), gi-1)] et h-1), giflall et hl@). 2~ T “fa) | ...

On dit que h est 1a composée de fsuivie de g. -1 . 1)

On note : h = g=f. a - fla) a

» Calculer g[fi5]]

= Calculer fl2). Peut-on trouver I'image par g de fi2) 7

= a étant un nombre réel, quaelle est la condition pour que l'on puisse trouver 'image par g de fla) 7
= Trouver l'ensemble de définilion de h.

La fonction h est la composée de fsuivie de g.

E ;

» Compléter le schéma de calcul séquentiel ci-contre, formé d'un sché-
ma da calcul séquentiel de fsuivi d'un schéma de calcul séquentiel de g. f |
La fonction associde 4 ce nouveau schéma de calcul séquentiel est la
composée de fsuivie de g. (I )
* Justifier que gof st h sont différentes. 8 '
Om pourra trouver l'élément qui a une image par h, et qui cependant n’'a |

pas d'image par gof. - ]
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1 " i , -
e R i i S e i med ol i el e il -
L]

A, B et C sont des parties de 'ensemble dm-ﬁhru reels,
f une fonction numérigue de A vers B, ayant D; pour ensemble de définition,
g une fonction numérique de B vers C, nyantﬁ;pmn*umamhlu de définition.

On appelle composée de fsuivie de g, Ia fonction & — glflx)]. On la note gof.
Son ensemble de déﬁuiﬂunﬂi_futtdqua:xED =[x D et fED, L

On dit que les fonctions fog et gof sont les composées de f et g.

g=f - sfilx)!
x (g=f) ]I
b L ety * | ’ iﬁr}l * | &ifix)]
Conditions
clevgrution = D_,I' _ﬂn’ﬁ.‘] = D;
on uence
Si f est une application de A vers B et g une application de B vers C,
alors gof est une application de A vers C.
= la composée de deux fonchons
ca ci-dsssous, on donne les fonctions f el g. Délerminons gaf.
D/, D, 6D, los ensembles de définition de f getgef.
. R R . o/ R R i g:R-R
T ; - Xk e B ; -;.t’l—-‘g'r L > J‘-: e 2
Ensemble de définition de g=f | Ensemble de définition de g=f
Ona: IEﬂﬂf#}IEﬂr et fix)ED, Ona: xE€D,; x€D, et fixlED,
IEDS'“I ot yxEMR eof x—3w0 , :EDE":‘ o= xR e [xeER
d'oi : Erf——-ﬂl".lﬂle d'oi ; Ds‘f=ﬂ+
Expression explicite de g=f Expression explicite de gof
x Atant un élément de BN\ 1{3 | x étant un élément de R* -
gofi) = glfl)] = glx — 3) =2 geofle) = glflx)] = gl{x) = (x )
Pour tout lément de R\ [ 3 ], gofle) = i_-_il_—a Pour tout élément de B*, goflx) = (Jx)?
Détermination de gof Détermination de gof
gof: RA[BI =R gof: [0;+e| 2R
X =5 =3 . E—= K
et e ) nosée d'applications

Composée de deux applications
On donne les applications f, g et h de R vers R définies par : flx) = |x ; glx) = x2 ; hix) = x.
« Calculer gofi- 2) et fog{— 2) ; hef{5) et foh(5).
s At-on:gef=feg? hof=foh?

Remarque

f et g étant deux applications, fog et gof sont géndralement différentes.
Composée de trois applications
o donne les applications f, g et k de R vers R définies par : flx) = x| ; glx) = 2% ; hix) = x.
» Calculer [(geflehl(= 2) st [ge(feh)l- 2] ; l(geflohl(5) et [ge(fehII(5).
« Démontrer que (gefleh = go(feh).
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i
L =4 | &

fﬂt'-tmmnppﬂnnﬁun de A dans B, g une application de B dans C et k une application de C dans D.
Les applications he(gef) et (heg)of de {'L dans D sont égales.

P h“(ﬁ'ﬂﬁ'__
| & '
i geof On note : he(gef) = (hoglof= hogef
f g 4' .h ¥
A * f ——a C =+ D
| £ g
| hog 1
G :
D émonstration guidée.

x étant un élément de A, comparer [he(gef)](x] et [(heg)efl(x) ; conclure.

R Expre_f.smn d'une fonction comme cﬂmposee de fonchions de référence

il

T R e L AT e h gy o e

oJos fonction sﬁ#mm“ﬂéﬁﬂﬂ?r e T

e S B e B e e e T ﬁ’f-hi—»ﬁ _“ *3@‘@»'-3 —r-;r*' T

A 7 -'-.F!l-".. 5 *y—lh .-:,:l—: e : 5 UGl Ris '-_":? —_'l.'-'l.-.
Ecr Wﬂ‘ﬁl’iﬁ::ung ﬁnnﬁmmﬂuﬂunuunmpuﬁmﬂei‘uncﬁm daréfémnw 2 £ J

— Lécriture Jx + 3] mmapﬂnd 4 un programme de calcul séquenciel. Clest une f::um:m canonique. Elle
donne immédiatement f comme composée de fonctions de réf&mm:e

— Ecrivons g{x) et hix) sous forme canonique : g{x) = 3 + = + 1 i hlx) =[x -2)% + 1.
— Ecrivons f, g et h comme composées de fonctions de référence, aprés avoir cnmplété les schémas suivants.,
Fonction f ' Fonction g i| Fonction h

il & ] B == b el

. —C > | =t __ 5
::_'.'l c+30 ] | e TS -
g = S e g
qll.l;+3| : m+3 -| J
Onpose: f:x—>x+3 Onpose: g, : x> On pose: h,:x+
x| B x> i hy: xw
f::xv—:,l'.t: | 8y 1 x> hy:x+
Ona: f=fi=finf, | Ona: E=58:"8:"8, Ona: h=hyehyeh,

F%EX CTCICOS B T o o o R o A s,
- 2.8 Dans chacun des cas suivants, déterminer gof 2F  On donne les fonctions f: g vt h. Déterminer,

et fog, puis vérifler que gef= fog. gefeh st hegef, puis vérifier que gefeh =
M) f: R=R st g:RaR hegef.
x—+5x-4 xrx-3 J:R—=R ;: g:R—=R ; h:R-R
x+1 — x—-3
x =1 i
Fonctions 67
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ey

smmmmmm Justifier qu'une opplicafion est bijective ——
q lonne I'ap _ Pl B Aral o e

Approche graphique B

On a construit ci-contre la représentation graphique (% sk

de f dans le plan muni du repére orthogonal (O, L, J). o
Considérons la droite (%) d'équation : y = b. -

On vérifie sur ce graphique que la droite (@) coupe la

courbe (€] en un point et un seul. 3L
L'abscisse de ce point est I'unique antécédent de b par f. 51
Etude algébrique 2 e

L'ensemble des antécédents de b est 'ensemble des solutions de 'équation (E) : flx) = b.
Considérons l'équation (E') : 2* —4x+3-b=10

L'ensemble des solutions de (E) est 'ensemble des solutions de (E') appartenant & l'ensemble de défini-
tion de f. '

(E xX—4x+3-b=0 (E') est une équation du second degré avec un
A=4(1+Db) paraméire b. A est le discriminant.
A0 CHr ; -1=b=8
. 0=bh+1=9
[E'}apuurmluﬁﬂna‘.i-hrﬁl et 2-/b+ 1.
—~Pour b=-1
2 est I'unique solution de (E) car: 2+Jb+1=2-/b+1=2
et 2 € [2; 5]
— Pour -1‘?&_55. "
2 —J b + 1 n'est pas solation de (E) car: O<b+1=9
¥ 0</b+1=3
(2-J/b+1)&[2:5]
2 + | b+ 1 est l'unique solution de (E). (2+/b+1)€[2;5]

On peut démontrer la propriété suivante :

B o Touts droite d'équation : y = b
R s e e e ) ST e
1k

ol 1 e =

ﬁB FonCT
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Exsemple

Toute application affine non constante est une bijection.
* Le démontrer.

Remarques

Les fonctions élémentaires suivantes ne sont pas des bijections,

R—=R ; R—-R RoBR : 'R=R : R—-R
xH:ji::‘ IHE,. x++xt x> sin x X—>Ccosx
* Expliquer pourguoi.

On constate graphiquement et on admet la propriéts suivante :

* Vérifier que les applications f, g, h sont bien des bijections.
* Calculer g{flx)] et déterminer gof.
* Faire un schéma pour illustrer la composée de fsuivie de g.

On peut démontrer la propriélé suivante :

'Si  fest une bijection d'un ensemble A dans un ensemble B,
g une bijection de l'ensemble B dans un ensemble C,

“alors gﬂflltmiﬂ{?d:lmdh I'ensemble A dans l'ensemble C.

Exomple
fiR; _’f: est une bijection. C'est la composée de g suivie de h, g et h étant des bijections de R,
*= 7=  dansR] définie par: flx) =[x ; gl =1

vx

WEE CI CICOS T i G

3.0 Parmi les applications suivantes, préciser 3.b  Trouver des parties A el B de B pour que I'ap-

calles qui sont des bijections. plication de A dans B qui 4 x, associe [fr, soit
R—-R ; [-1;0l=[0:;1] ; R*=R une bijection de A dans B.
x =t X x? x —xt

3.c  On donne la fonction polynéme définie par :
R*=R" : R-=R : K2R fix) = (2x + 1)%
x +sxd x et x —r Justifier que fest une bijection.

F-a-nc'rlnml 69
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. \Féri.ﬁar lnsrﬁmﬂinm des :lauxpmminrs tahlmux. f g h

et compléter le troisiéme. " % %
* g est un nombre réel. ¥ - -3 -0 ol
Calculer (geof )a) et (fegl(a). Définir gof et fog. - 3,5 E -i rg 5 - g,s
| : 3
3 3

Deflnﬂmn -

Pour tout x de A et pour tout y de B
fr=y e x=f")

On peut démontrer la propridté suivante.

8i fﬁmﬂfwﬂmmm&ﬂmwmmﬂnmﬂf&ﬂmw!
alors fﬂﬂlhw iy l . ﬂi,f"‘w %
e

Rtk 8

On dit que f et f-! sont des bijections réciprogues.

smmmmm Exemples de bijections réciproques

Labijection R — R  a pour bijection réciproque : R — R (R] "_' 1 Hm

x —x+hb z »x—b @
La bijection R - R & pour bijection réciproque : B =R [R] . . @)
X = Ox x H"ﬂ__
La bijection R*— R* a pour bijection réciproque : R*— R*
Iha-_i_ x H%

. g
[T @)

——— _—

La bijection B* — R* a pour bijection réciproque : R*— R
,I:lwl*.'ta x HE

70 Fonctions
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S Détermination de la h||e1:hnn ractpmqua d'une '|:r||ech-:|-n

ﬂ,fén&ﬂmﬂm S RAE3- R e

o B St et =
.|-,-- = h_;._.- £ e =13
;Eﬁnwut truuvar l‘:thl]anhnnténpmqne _)L‘ de f

-\.__

® pethode 1 !
Ecrivons flx) sous forme canonique : flx) = 2 - -

Pour trouver la réciprogue 13 de ¥, cette forme canonique permet d'utiliser un schéma de calcul séquen-
tiel.

I x+320 +D 4.
C) i "*ﬁ.@
R O T o y:?@fo

La bijection f: R\ (-3} = R\ (2} admet pour bije::tinn réciprogue : f~1: R\ (2] = R\ (- 3]

7 e W
55 y-» —3 T

X+ 2 -

™ Méthode 2

Démontrons que :

chaque élément de B \ {2} a un seul antécédent ;
aucun élément de R \ {- 3] n'a (+ 2) pour image.

b est un élément de B \ [2]. ‘
Résolvons 'équation (E) fix) = b
['ensemble de validité de (E) est B\ |- 3).
2r—1
(E) X+ 3
2r—1=h(x+3) =0 :
(2-Blx—(1+3b) =0 4
_1+3b
~ 2-b

Justifions que %1’2 appartient a I'ensemble de volidité de (E).

Cela revient & démontrer gue :
1+ 3b
2—0b

Nous utilisons un raisonnement par 'absurde :

gl b 2, alors - 3.

; 1+ 3b
— Supposons vrale I'hypothése : « il existe un nombre b différent de 2, tel que : ——= =—3.»

2 [
— On en déduit que : Ob = 7.
— Or cette derniére proposition est fansse, g Hb
— On conclut donc que : pour tout nombre réel b différent de 2, ——— o -3

Par définition, la bijection réciproque f~' de f est l'application qui, 3 chaque élément b de B ) {2},
1+ 30

associe son antécédent S—f par par fdans R \ [- 3},
donc la bijection réciprogue de fest
f:RAN2l= RN -3
143z
2=X

X ==

Fonctions 71

Scanné avec CamScanner



www.biblio-sciences.org

FME X CTCICOS Limss o o A i BRI o

3.d Ondonne l'application f: [-2:5] = (-5 |
xrs =2+ 5
Démontrer que f est une bijection et déterminer af
sa bijection réciprogue.

d.2 On donne lapplication f: [~ 8;15] = [- 4 19]
X —x+11

Démsontrer que f est one bijection et déterminer
s2 bijection réciprogue.
On donne la bijection f: R - R
x v
Treuver I'image, par la bijection réciproque f~
de f, de chacun des nombres réals suivants
—126:—8;2F ; 64,

.—3.3. Représentation graphique de deux bijections réciproques

On donne les bijections : f: B 5> R* et g: R R

s o N e e
Dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J), on a
construit les représentations graphiques (€ de fet (€ ) de g.
(4] est la droite d'équation : y = x. 2 )
(% et ['€,) semblent &tre symétriques par rapport & (A).
On veut 3&]!10]111‘&! qu'il én est ainsi. .

» Vérifier que f et g sont des bijections réciprogues.

« Vérifier que les points ALZ ; 2) de (%) et B2 ; /2) de (8
sont symétriques par rapport & (A}

a est un nombre réel positif, - S

+ Démontrer que les points M{, a ; a) de I{"ﬁf] at Nla ; v a] de
{“-Es] sont symétriques par rapport a [(4).

= Conclure.

l. i |
prsLL)

D émonstration
Le plan est muni d'un repére orthonorme.

fet g sont des bijections réciproques, (€ et (6] leurs représentations D s

graphiques respectives.

[A) est la droite d'équation : y = x.

5 et 1a symétrie orthognnale d'axe (A).

x;, et 4, sont des nombres réels quelconques.
Mix, : ) € G = Niy, : x,) & (€]

Par conséquent, (4] est 'image de (6,) par 5y, et (6 ) est I'image de (%7

p.l:‘l._l.' SE:'!-]- H
(%€ et () sont donc symétriques par rapport A Al

PTa TN A

=

yﬂ L]

Xqg Ha

FFMEJ{ CTCICRS B A iR ot o AR v o

3.g Le plan ast muni dun repare orthonorme.
On donne la bijection x — x7.
Construire la représentstion graphique de sa
hijection réciprogue.

3h e plan est muni dun repére orthonormé

[OL].
f est l'application de [- 1 ; 4] dans [0 ; 4], de

72 fronctions

représentation gra- ] | Py
phigque ci-contre,
Définir explicite-
ment f.

Démontrer que f

eat hijective. | o

Construire sa bijec- 1
tion réciproque f. _‘r—’F,

s e am = W
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IR Travaux pratiques S —

—...JP1. Représentation graphique de la somme de deux fonctions
mmmmmm  Exemple

Le plan est muni d'un repére,

‘Construisons la courbe (€] et 1a droite (D], 'éqnﬂtmnsrespe-:trres Y= x; y=x+ 15

On donne 14 fonction f de R vers R définie par *ﬁx]=t+\x + 1.

Constriisons point par point la représentation graphique (€ 24 de f en utilisant (€) et (D],

[ﬂn suppose que (6] est une courhe d'un seul morceau, ne contenant pas de segment.) .

— L'ensemble de définition de fest [0 ; + «=[.
- La fonction f est la somme des fonctions f, et f, de R vers B
définies par: filx) = y/x ; filx)=x+1
— x est un nombre réal positif.
On a: flx) = filx) + f,(x)
M, le point de (€] d'abscisse x
M, le point de (D] d'abscisse x
M la point de () d'abscisse x.
On a: M,(x; filx)) ; M,(x; fi(x)) ; Mlx; f;(x) + £,(x))

measmmn Application

Dans le plan muni d'un repére orthogonal, construire la représentation graphique de la fonction -
numénquefdeﬁme sur [-m; ] par: flx] = sin x+ cos x.

.JP2 Utilisation graphique de la composée de fonctions
smmmess Exemple
On donne les fonctions numeériques f et g définies par : flx] = _. s gla) =

Le plan est muni du repére orthanormé (O, 1, J). (€ et (6 desjgnent les repréi:mtatmns graphiques
de fet g. (A] désigne la droite d'équation y = x. ? ¢

 étant un nombre réel différent de zéro, fog(a) = gofia) = =5 .

Trauver un programme de u_:_:-unshucﬁnn du point ﬁ{u : 'Eg} utilisant (€, (€,) et (A].
a est un nombre réel puslt:f Sur le graphique m -contre,
— placer : a sur (O1) ; «® sur (Q]) ;: a® sur I:DI] ;g sur (O ;
— marquer : ﬂ(u 1}

+ Construire les points M(0.7 ; 55 ) et N(1.4 1 755 ) J
smmzmsn Application o

S e A . 1 1 1
Dans le plan mmdu-repemmﬁumnnﬁ{ﬂ,L]];musmﬂmlEpﬂhﬂEh{Lﬂ .:;1—5} :H([II.E I‘?n:;} ;{ - :G_)

On pourra écrire —l- comme l'image d'un nombre réel strictement positif par la composée de deux fonc-

a
tions élémentaires. On utilisera alors un programme de consfruction analogue & celui dégagé dans
l'exemple précédent.
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__TP3 Schéma de calcul séquentiel et variation de fonction

Iiobjet de ce TP est I'utilisation d’'une forme canenique et d'un schéma de caleul séguentiel pour orga-
niser I'étude du sens de variation d'une fonction que 'on peut écrire comme composée de fonctions dont
on connait le sens de variation. ¥

mmmmsm Exemple

On veut étudier sur ]- = | %[ le sens de variation de la fonction f de [ vers R définie par
; i
Xl =

uwetvsonitelsqua: u<we = s Justification
C:E_:"' g ast une application affine
g | de coefficient directeur — 2 ;
Omn a done : glu) > glv) >0 E T

glla est donc décroissante
+3 ) gur I*.

- e - .
higlu)] > higlv)] > 0 " ") hest croissante sur R*.

= i
' : B v )k roissante R* gt
0 < k [heglul] < k [hog(v)] ¥ | — —{( mv ) ,mTSIIE id:éﬂ'ﬂlﬂﬁ sur B? ¢

Par conséquent : poul tout u et v éléments de |- = ; %l. [wen] = [flu) <flv)l

la fonction fest donc croissante sur }- = ; -%-F-
sammsa Application

Dins chacun des cas suivants, déterminer le sens de variation de la fonction f sur Fintervalls K.

@ fixmsind (@) fixstan @ e 222

i
K=00:%] : k=122

K=

_..IP4 Démonstration par I'absurde
mememsm Méthode de démonsiration par |‘absurde

Pour démontrer qu'une proposition (P) est vraie, on prouve que sa négation (non p) est fausse,
Pour cela, on peut procéder comme suit :

- gn suppose que (non P) est vraie ;

— on cherche 3 en déduire une proposition (Q) que 1'on sait fausse.

Ainsi, lorsque 'on y parvient, on aboutit & une contradiction. On en déduit alors que (non P) est fausse,
donc que (P) est vraie.

mmamsms Application
Analyser Putilisation du raisonnement par I'absurde dans ce chapitre.

Dans chacun des cas ,
— expliciter les propositions (P), (non P) et (Q) ;
— quelle est 'implication qui permet d’aboutir & une contradiction ? Expliquer cette contradiction.

74 Fonctions
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plan est muni du repére o3
| Jz’én mmﬁ

- e

Construire, S4ms ca]mlp!éﬂla.':ld les po t: 3
3. Quel est le sens de variation des fonctions f et ?" = :
En déliuire n&iui de h n’l;prﬁuisur la variation IIHJl Iqr:qun x 'imﬁzii'

e i e,

1, Fonclion h définie par: i = g=/.

Ensemble de définition de h

Désignons par Dy, D, D, les ensembles de f, g, h. % ]

Ona: :ED_.I#:ED at_ﬂ.r]ED I 1
»€D, & +EW ot 129 -1 + [0 - [o] +

Donc : Dp=j-eo;=1] U [1; 40 :

Détermination de h ~¥ &= 1

On obtient:  pour tout x € D;, Alx) = 22— 1

Etude de la parité de h ]

On obtient : pour tout x € D, —x € Df et hf-.x) = hix)

2. Variations des fonction f, g et h
(6,) est la translatée de vecteur — ﬁf de la parabole d'équation : y = x2.

- fix = x* -1 est croissante sur R*,

—1 ¥ 1 4
Jix) ““W\_‘ I"_Jﬂ r__ﬂ,—f"TS' et décroissante sur R, g

x f 0 !5 | On sait que la fonction
g (x) fﬁ%ﬂf%}%ﬁ—‘ ‘__,..-—-"":rﬁ g:x - [x est croissante sur {*,

x 7 0 1 4 Far conséquent, la fonction h composde de _f suivie de g est :
) B N1 T i oo et s O

Lorsque x varie de 1 4 4, fcroit de 0 4 15 et b croit de 0 & /15,

—l——I =1

_.,....

3. Construction de FE_,J [ 5
E‘EII [A)

On contrdle graphique-
ment les résultats obte-
nus dans la question 2.
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7 Exercices

APPRENTISSAGE 1

Geénéralités .
sur les fonctions

Resiriction d"une fonction

T Le plan est muni du repére orthogonal (O, T, 1)
On donne d"una part les cing fonctions f, g, h. kideR
vars R définies par :

flxlma?-1
gx)=—-3x+7

hix) = - 3[x— 1) + 4
Ko=/a-x- 17

On donne d'autre part, dans ls désordre, les courbes
(€}, (%, (6,;) (6,). représentations graphiques des
fonctions précédentes,

1. Associer & chaque fonction sa représentation gra-
phigue.

2. Tracer la restriction A lintervalle [0 2] de I'opposée
de chacune de ces fonctions.

3. Dresser le tableau de variation de chacune de ces res-
trictions. i

74 Fonctions

{ %y

% On donne la fonction f: B— R

X

+1

X
Donner le restriction de f4 chacun des ensembles :
Rt ; R* ; F1:10Mi0h

3 On donns la fonction f: R— R :
l't_

o |_1:|-1
Donner la restriction de f4 chacun des ensembles :
R\ {1 ; R Ak

& On donne la fonction f: R— R
xvs |2e+1]-lx=3l
Donner la restriction de f& chacun des ensembles

]_m;-lf] ! [—%:3] et [3;+=[.

Ensembile de ddfinition

8 Déterminer l'ensemble de définition de chacu-
ne des fonctions de R vers B ci-dessous :
_f! KT [ 3—2x
gixms xr—3+2/3x-1

hoxvs

Je—4

1
Br+1-5
i e ol
Jar—1+ /12 -2x
Fxt 4+ 1
JT+3-J2x-1

itx—

PR

k:xw—
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Images et anlécddanis

& On donne la fonction polyndme fdéfinie par:
fixl=x*—3x -4
1. Déterminer & 'aide de la calculatrice T’1maga par fde
chacun des nombres réels sulvants : v

~3,75 : =05 ;%; 0,125 : 2 ; 1,25 : J5 L.
On donnera éventusilement une valeur approchée a
102 prés de flx).

2. Déterminer les antécédents par f de chacun des
nombres réels suivants :0;6; -8, »-

7 On donne la fonction f de R vers B définis par :
flx) = 3,125« — 2,155x + 3.
Déterminer & I'aids de la calculstrice 1'image par f ds
chacun des nombres réals suivants ;
0,24 ; 1,52 ; 344

8 L}ndunnﬂhfunm'nnfda R vers R définie par :

flx) = 13—+ :
Déterminer & l'aide de la calculatrice 1'image par f de
chacun des nombres réels suivants :

-025 ; —08 : 1.4 : 22

Un donnera une valeur approchéz 3 10-% pris du résul-
tat.
Déterminer les antécédents par f de chacun des
nombres réels suivants ; i 43
% ;

7T
Comparaison de fonctinns

¥ Dans chacun des cas suivants, justifier que les
fonctions f et g de R vers B définies ci-dessous sont
égales.

x+1 : O sxtrdr+ 4

1) fix I.t'-ll : E{ﬂ_.ﬂ—f+u—4
_I—H - =i.g._
3l peeb= X+ 2 P o Jxt 4 dx+ 4

(3) ix)m(sinx-cosxf ; glxl=1-2sinxcosx
10 fet gsont deux fonctions définies sur 13 ; + =
" 4x? — 15x + 11

par: flx) = e ;

Déterminer a, b et ¢ pour quae : f=g.

14

11 On donne les fonctions fet g de R vers R défi-
nimyu:ﬂr}=w ; glal=x-3
Sur quel intervalle les restrictions de f et g sont-elles
égales T opposées ?

19 fet g sont deux fonctions définies sur [- 6 ; 6]
da représentations grapliques ci-dessous.
1. Comparer f et g.
2. Tracer en rouge la
raprésenlalion gra-

phique de la fonction
h définie par :

hix) = max [fix) ; glell.

13 o étant un nombra
réal da [0 %I. COIMparer gra-
phiquement les mesures des
segments [OK], [Al] st de
1'arc Al
En déduire une comparaison
de :

1. @ et sin o

1 1

= ' SHna-i

3a-1

14 1. Déterminer le signe de — 3x% + Br + 8.
On donne les fonctions numériques fet g, définies par :

fd=2F--1F : ga=/a-=.
2. Comparer ces fonctions sur 'intervalle [0 ; + 1].

18 « dtant un nombre rdel plus grand que 1,

ordonner les nombres réals 3
x? . x : xt : JE.
Puis._nrdurmm- les nombres réels -
Fyx +5 : TxX*+5 | 7x+5 ; 7+,
Enfin ordonner les nombres réels :
1 A 1 , 1 " 1
7ix +5 7+ 5 7x + 5 7af 4 5

16 1. Comparer les fonctions polynémes f et g
définies par: flx) =2r+ 4 et glal=4 -2

2. Comparer las fonctions et g de R vers R définies par :
flx) = % ot glx)=2r—2
17 On considére les fonctions f, g et h définies
E 1 x*
— - : e -I"r- A E
ﬂ:}__le+l” B g[-t} 2 +'1 n h{-t} 2 '['1.
Démontrer que, pour tout nombre rédel x de [0 ; 1],

Blx) < flx) < hix). -

18 fest la fonction rationneltle définie par :
Pixisir+l
fixd iz '
Démontrer que, pour tout nombre réel x,

.-:+%§j{x]-:x+1.

19 Le plan est muni dun repire orthonormé (0, 1, J).
La représemtation graphique ci-dessous est calle d'una
fonction f d'ensemble de définition [0 ; 6].
1. Déterminer graphiquement : fl0), f1), fiz), f3), A4,
5] et fi6).
2. Quells est I'image de [7
3. Résoudre graphiquement chacune des ﬁ:quaﬂnns LTI

vantes !

(1) flx) = (4 flx) = T

2) ix)==2 {5) fix)=~-8

() fir) = 3 (6] flx)=1

4. Résoudre graphiquement chacune des inéguations
suivantes :

1) fix)>0 (3) flx)2-2

(2) fix)=0 (4) lx) <2
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20 fest la fonction définie aw n® 19.
1. Tracer sur le méme dessin la drofte d'équation -
y= %ﬂ [x—a].
: . ; 2 ¥
Résoudre graphiquement I'équation : flx) = —{r—4).

. Z
Résoudre graphiquement 'inéquation : fix] > S-lx—4).
2. Dresser le tableau de varistion de f la fonction f
admet-elle un maximum ? 5i oul, préciser pour quelle
valeur ce maximum est atteint.
1. On suppose que f est la restriction & [0 ; 6] d'une
fonction polyndme du second degré. Déterminer fix).

I e o = .i-a_: o] i T8 —t
TR e e A I e~
e s g r gl

oy P = W oroT

iy,

- o o — L o)

R A L - 4
e L e e e -z e | L]
Tl
i)

: 5 g .|_'._ St
|- Tid | T§
.
1

e T F A R N St Pt

4 i —
a = |

o e | 1 rer

i AR R e R G ;

21 Une fonction f d’ensemble de définition
[= 5 : 5] wérifie les conditions suivantes :
s valeur en 4 est 1 et son tablsaw de variation est :

x =2 -

3 2 5
o "\“:/'@?\._4I

1. Déterminer les extremums relatifs de f el préciser les
valeurs pour lesquelles ils sont atteints,

2, Résoudre I'éguation fix] = 1 et I'inéquation flx] > 1.
3. Discuter suivent les valeurs du nombre réel m le
nombre de solutions de I'équation fle) = m.

21 La plan est muni du repire orthonormé (O, L J).

On donne la fonction f de R vers R de représentation
phique ci-aprés.

Tm::rminer graphiguement son ensemble de défini-
tion D, et les images suivantes : f0), 1), fz), fi3). A4).
2. Quélle st 'imags de {7
3. Trouver graphiquement le nombre et le signe des
solutions de !'équation fix] = 0. Donner une valenr
approchée 3 125.10 prés de la solution négative.
4. Résoudre graphiquement chacune des équations et
inéquations suivantes : 24
fixl=4; fil==4 ; ﬁ-’]=—T H
fixlz0 ; fix)<0; fixls4 5 fixd <-4
5, Dresser le tableau de vasiation et indiquer le mini-
mum et le maximum de f

13Fﬂl{.'ﬂﬂll"ll

! = kb
1 HE 1 ' = rer|

23 Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J).
On désigne par g la restriction & [0 ; 44] de la fonction
numériqua  définie sur [~ 2 ; + = par :

fix)=2x + 4.

1. Représenter graphiquement les fonctions fet g avec
des couleurs différentas.
2. Trouver graphiquement I'image de g.
3. Trouver un nombre entier relalifl n tel que n ezt un
minorant de f et —n est un majorant ds g.

L]

24 (i considére la fonction polynéme définie
Par: _ﬂ.‘l,'] =at—fAr+ 7.
1. Ecrire flx) sous forme canonigue.
2. Démontrer que la fonction fadmet un minimum. pré-
ciser ce minimum et le nombra réel ol fatteint ce mini-
manm,
3, Démontrer que, pour tout nombre réel x de [4 ; 5,

e B e A
8 flxl 9

¥3 On denne la fonc- o | po
tion numérique f définis sur ——1—1 -
-2;4] par:

fle) = (- 2x =3P - 4. 53

On désigne par ('€, sa repré-
sentation graphique.
1. Trouver les antécédents de
— i, de—3 at de 0. :
2, — 4 ast le minimum de faur
|- 2 ; 0f, expliquer puurquoi.
3. Prizciser si 21 est le maxi- -
mum de fou un majorant de £ =7
4, Justifier que 12 est un maxi- =
mum relalif de fsur |05 2[.
5. Drasser lo tableau de varia- |
tion de fsur [- 2 ; 4.
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ations
sur les fonctions

Somume, produil sf quatient de fonctions

88 7 et g zont les fonctions rationnelles définies
par :
f= 223 )=
Déterminer les fonctions ;
frg i -5 ;@G-8 # B ; % :
Préciser leurs ensembles de définition.

L

2x
r+1"

27 On donne les fonctions fet g de B vers B déf-
nics par :
6 - 2x

= ——x i = 20-2

Déterminer atmpr&senter grapaiquement Ja fonction fg.

®8 On donne les fonctions rationnelles fet g défi-
nies par :
fix—Ix* -2 Bt —Bx+ 2
M==5Tg =T
Déterminer et représenter graphiquement la fonction
f+g

29 On donne les fonctions rationnelles f, g, het |
définiae par :

1 2
‘1:]= : glx) = il +2)’
: = 2
hix) = +2 - Iix) = o e O

Justifier que les fonctions f+ get i + I sont égales.

30 Démontrer que la somme de deux fonctions
croissantes (resp. décroissantes) sur un intervalle K est
une funclion croissante (resp. décroissante) sur K,
Application
Dans chacun des cas suivents, déterminer le sens de
variation de la fonction [ sur intervalle K.
f1) freread s [x l{.‘!}lf X+ x’ +sinx

K=R =[0: %]
(2 frxieaxd-2e47 4) fre— % + COs &
K=R K=l0; 3]

31 Déterminer "invarse de la fonction fde B vers

B dans chacun des cas suivanfa.
On précisera son ensemble de délinition.
2_x—#

=1
xt-186
(2) f1ims T
(3] frxre l2e-1] = lx+ 2]
(@) frxre lx=1] —x 41
—2x = 3z 45 -x

'.:.1

Compuosition de fonctions
3% On donne les fonctions fet g de R vers B défi-
nies par :
.
fix) = x+4 '

Déterminer f=g.

(5) fixes 4

gia)= - g

33 Dans chacun des eas suivants, trouver las
ensembles de définition des fonctions fet gde B vers R
puia déterminer les fonctinona composdea feg at gof :

préciser leur ensemble de définition.
(1) frxr>—x+5 : 2 ;:-—h—i-
Jr -1 1
(2) frx~s * i3 : gix——.
_ dx +1 ' .
Ea]f.xﬂai—ﬁ : grx—2e+a.
5—2x x-1
= N ]
5] frxsa® : gixrsix.
8] [ixrsat=x-12 : gixesix,
34 On donne les fonctions suivantes de B vars B
fixrrxt—a ; g:rrﬁ-% . hixwrix

fixm 2x=3 ; fix—xd

Ecrire chacune de:s fonctions suivanies de B vers R

. comme composée des fonctions f, g h, iet .

a) f, i x> 2/x -1

b) frix— a2 —4

S d) fy1xes (20— 3

1 —————
E}f,:.t--iﬂ ) fpixrs 2e—3

35 Dans chacun des cas suivants, écrire la fone-

tion f de R vers R, définle par sa formule explicite,

comme compossde de trois fonctions polynfmes, ration-
nelles ou de réfdrence.

(1) fix) =82 -3 (5] flx}=2x% 41

i e
B = () fry=— ~1
(3] flr) = [5r=2 7) fo) = 5
[4}ﬁ£]=31"?+2 (8) flx) = —E:a:z-t-ﬂtrl—‘.l

36 Dans chacun des cas suivants, écrire la fonc-
tion f de B vers R, définie par sa formule explicite,
comme composée de trols fonctions polyndmes, ration-
nelles ou de référence.

(1) fix) =3ix-8)%+1 [5]ﬂx;|=;:1_1
1 3
[Elﬁ-t’:—l]a [E]ﬁl:]—:_l_z =1
() fix)=5/x+1+2 [?}j'[.t‘.|=,.'!5r+1|
(4) fix) = 3cos2x - 1 (8) fix) = sin’x—1
gindx + 2

37 1. g ot h sont les fonctions de R vers &, définies
par: fl)=2c-1; gl = 2= ; hix)=o2-2.

Diéterminer h=ge fix] et g« haflx).
FPrécisar leurs emeembles de définition,

Applications bijectives

38 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
fest I'application de [- 2 ; 3] dans |- 3 ; 4] de représen-
tation graphique [AB] U [BC].
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-3

1. Caleuler flx) pour tout nombre réel x de [~ 2 ; 3].

2. Démontrer que fest bijective. Déterminer f-2,

3. Construire sur le méme dessin la représentation gra-
phique de f-1,

39 fest la fonetion polyndme définie par:
A =8x—122" + 6z -1,
1. Démontrer que fest la composée de deux fonctions,
domt la fonction cuba.
2. En déduire que f est une hijection de B vers .

89 fest la fonstion polynéme définie par :
fix) = 8x? + 1,
Justifier que f est une bijection de R vers R.

M fest la fonction de B vers B définie par :
fixi=/x% + 1.
Justifier que fest une bijection de B* dans [1 ; + =,

8% f et 1a fonction rationnelle définie par :
1
flz) = T
Justifier que fest une bijection de |- % - 4+ o[ dans
10 4+ wal.

83 0n donne l'application f: [2 ; + 8] = R*
X 2y — 4,
1. Démontrer que f est une bijection. Déterminer £,
2. Construire la courbe reprédsentative de f° dans le
Eh}l muni d'un repire orthomormé. En déduire celle
ef

88 0on donne V'application f: R\ (1} =R = (2]
2x -3
|
Démontrer que fest une bijectlon. Déterminer £-1.

APPROFONDISSEMENT

85 On considare Ia fonction rationnells f définis
. F+1
par : = ey
1. Ecrire flx) sous forme canonique (c'est-4-dire une deri-
ture correspondant & un schéma de caleul séquentisl),

I =

g0 Fonctions

Z. Démontrer que :
pour tout nombre réel x, D<=

3. Démontrer que :
pour tout nombre réel x, %E_ﬁx] < 1.

1 < 1

245 5

&6 On donne les fonctions fet g de R vers B défi-
nies par :
ﬂx]=$:: - gld) = 3x—-2.
1. Démontrer que pour tout nombre réel x, 1 < flx) < 2,
2. La fonction g est-elle bornée sur B ¢
3. Démonirer gue fog est bornéa sur /.
4. Démontrer que gof est bornde sur R

&7 Le plan est muni du repére (O, 1, J).
On donne la fonction f: R— R
xt s
X

X

1. Démontrer que la représentation graphique (67 de f

admet un centre de symdtrie.

2. D, étant l'ensemble de définition de f, en déduire

l'ensemble des selutions du systéme d'inéquations :
—2<fix) <z

3. Démontrer que :

~ pour teut nombre réel strictement positif x,

fix)>x;
— pour tout nombre réel strictement négatif x,

fix] < x.

&8 0On donne 1a fonction rationnslls fdéfinie par:
K axt 41
o

1. Quelle est 'ensemble de définition de f?
2. Ecrire flx) sous forme canonique.
3. Ectire fcomme la composés de trois fonctions ration-
nelles. '
4. En se réfrant au TP3, étudier le sens de variation de f.
5. Démontrer que fest harnée sur R.

49 fet g sont des spplications de B dans R,
1. Etudier la parité de la fonction gef dans chacun das

cas suivants :

al f et g sont paires ;

b} f et g sonl mpaires ;

) f est paire et g est impaire ;

d] f est impaire et g est paire,

2, Justifier que g=f ast paire lorsque fest paire.

50 1 g et h sont des fonctions numériques dont
I'ensemble de départ est [- 3 ; 5[ et 'ensemble d'arrivée
est A pour f, B pour g et C pour h. Ellas sont définies

reapactivement par :

flx) =3x -5 ; gla}=x*-10x+25 ; I'.ll[.n:}:_tla—_'_Ij ;
Déterminer les ensembles A, B et C pour que los fone-
tions f, g et h soient des hijections.

Dans ce cas, chercher la formule explicite de chagune
des bijections réciproques 1, g7 et il
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bed I-imites
Continuité

Aujaurd’huf; le médecin peut disposer d'une gamme compléte d'outils de dia- .
gnostic scanographique. Il peut procéder & une investigotion de lo région & exa-
miner por des images séquentielles données par des prises de couches fransver-
sales ef trés fines.

Pour metire en évidence un maximum de déiails, les coupes acquises peuvent étre
reconsiruites avec un certain chevouchement. On obfiant alors une visualisation
précise et sans ruplure d'une région analomique pour une meilleure interpréiation,
Lo continuité des imoges volumiques est obtenue par une technique d’acquisition .
spéciale ef rend ces images aussi belles gu'une image séguentielle.

& Prlios

1. Lmite etcontinuité ena.........coiiiiiviiivnnnicin.. 82
/ B G E oo, g

Limites - Continuitd 81
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s i

ey T ]

A ,{:s'ﬂ..Lﬁwnsum.g:dﬂﬂ-_ﬂ
fof AT h ;
«%ﬂ—ﬁg 4 o| ! x

.-:.'.i-.' e :.I";__.'..:{.':EL:-'.I' n.f‘=] “‘rn[u]ﬂiml
PRI i, - .

-
T ¥
==

— _——
e e B o S = . 1 R

(b s U S ke i e R b e
« Que deviennent les images f{x) lorsque x prend, duns Dy toutes les valeurs suffisnmment proches de = 7
La représentation graphique suggére de considérer le point Aln ; £); ce n'est pas un point de [%g.
Cependant (€ j;l w [A) est une courbe d'un seul morceau.
Déterminons une valeur approchée de €, en calculant les images
par f d'éléments de Dy choisis de plus en plus proches de m.

« Comment cheisir x pour que f{x) appartienne d l'intervalle V.
de centre £ et de rayon r, r élant un nombre réel positif aussi

gue I'on vent 7

(On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de V,)
- E‘bﬂﬂ!ﬂﬂiﬂﬂ

Nous admettons que l'on peut spprocher ls nombre £ d'aussi prés que l'on veut par des images fl), pourvu
que les nombres réels x prennent dans D, toutes les valeurs suffisamment proches de .

On dit quuhnnmhr&né&lfestlalhnitedeﬁ:]lnmquu:tmdﬂmm ou que le nombre réel £ est la limite
de la fonction fen .

On écrit : lim fix) = £

Lodurlei [

—+R

dafinic en 35, ot ement de § lorsque la variable prend, dans D
toutes e leurs :1:. ”—gﬁ” .r ) - : ':‘ : -' -ﬂii__g,“ ?i .._ 5 '_,I : . £ ,“-'_I _n::.‘"ﬁ'-li“-l- ¥ = - -:.' A :.,.. ::'_:- .-\..:_. r_1.-
.Qimdm&eﬁnmtlmimngesﬁﬂlmmxpmi dans D, toutes les valewrs s proches de ;%': ?
+ Comment choisir x pour que f{x) appartienne & lintervalle V, de centre - % et de rayon r, r étant un
nombre réel positif aussi petit que l'on veut 7
(O pourra déterminer graphiquement 1image réciproque de v,
« Cenclusion
La fonction fadmet une limite en 3% et : lim fla} = ﬁ%]
KT
X =b —
in
5

=

BT
Ty

toutes les vale

=
=

On dit que la fonetion fest continue en

@ Probléme d'onicité
On démontre et nous admetions que :
Lorsquune fonction admet une limite en a, elle n°admet pas d'autre limite en a.

B‘E limbes — Forilmbid
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_j"{u!ant une fonction d'ensemble de définition Dy, aetd des nombres réels,

le nombre réel € est la limite de fen a'ou encore £ est la limite de flx) lorsque x tend vers a ‘
gignific que

soit contenue :iansv

| puurmutintervallauumﬂ\?deceumf.ile;dsleun intervalle K de centre a tel que I'image par fde K~ D,

fn'est pas définie en a.

MNetation

| f est définie en a.

fla)

W

Lorsque € est la limite en a de la fonction f, on note : lim flx] = €.

X =¥

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

A =y

e B oo,
L L

o T D

lim flx) = fla) « fest continue en a.

smsmees |llustrations grophiques
¥ La fonction est définie en a

=

o

/

|

fal ;7—-

e T L E R

_— —_— e e———
Q a O a O a
lim flx) = fla) lim flx) = fla) fn'a pas de limite en a fn'a pas de limite en a
X =ra o =% L )
{ est continue en a | fest continue en a fn'est pas continue en @ | f n'est pas continue en a
¥ La fonction n'est pas définie en a
' PR
! PR :
L ] \
o i¢ | “ |4
- — e —— J :
2 o €
. e o €= by ola
|fx)] devient anssi grand que
I'on veut lorsgque x est de
plus en plus proche de a.
lim flx) = £ lim flx) = £ fn'apasdelimiteena | fn'apasde limite
ik o (finie) en a

Limites — Continuité 83

Scanné avec CamScanner



m.hlhllu-minnum.m
—1.2. Comment reconnaitre une fonction continue en a ?

mammmm Confinuité en a et fonctions élémentaires

Par une étude graphique, on vérifie et nous admettons gue les fonctions élémentaires ci-dessous sont
continues en tout élément de leur ensemble de définition.

(xa (+b ) e R—R
._&_ﬂ,____} BE—R I‘\.:_'b_..-' E—=H (_E_F‘:I- —p

ae R X ax be R xrrx+b ce R X
(T2 RoR T R—R @— R—R

- M F

== L] x>t . x> xd x v+ Vx
¥ o, ™ AT
I‘m_’;‘“_’} H-—}El I:::.-EE_-". R—=R I“H*E‘_,—"'I BB

X v X =+ COSX x —» ginx

oeammmm Critére de confinuité en a

On démontre et nous admetions la propriété suivante :
Propriete

Examples
— Les fonctions polyndmes sont continues en tout élément de R.

= Les fonctions rationnelles sont continues en tout élément de leur ensemble de définition.
~ La fonction tangente est une fonction définie en tout élément de son ensemble de définition

En effet, la fonction tangente notée tan est une fonction de R vers R définie par: tanx = sin x

cosx’
Remarque
Nous ne parlerons de limite en a d'une fonction f - -1 - .
d'ensemble de définition ), gue s'il existe un infer-
valle ouvert K de centre a tel que K m Dyest I'un des < e e

ensembles représantés ci-contre.
Nous parlerons de continuité en a, lorsque a appartient 4 un tel intervalle.

ﬁm—:E YETCICOS B i o R o o

1.a Calculer les limites suivantes 1.b (€7 est la représentation graphique d'une fone-
lim (r+3)  ;  lim (S+a@-2) e
e T e
lim & y e ESE M
=1 E sy X—4 j'_;;g:-,___ ] .
lim_ [xr—sinx} ; limn,_ 152-_1' : b c d
X o= = X =¥ u
" i A I'aide de ce graphique, expliquer pourquoi f
lim (fx -3x) ; lim, tanx est conlinue en b et d, fn'est pas continue en a
%l i et pourquoi on ne peut pas parler de continuité

de fen c?

84 Limites — Continuité
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1.3. Calcul de limites

La fonction n'est pas définie en a

I s'agit ict de calculer la limite en ¢ d'une fonction [ qui est une restriction dune fonction g continue en .
B Exemple introductif

On considére la fonction rationnelle /"définie par : f{x) = Poadix-2

La fonetion fa'est pas définiz en 2. Om vend étudier la limite de fen 2.

— Le numérateur el le dénominateur de fla) s'annulent pour x = 2.
{n peut simplifier par x — 2.

Pour loul nombre réel x différont de 2, flx) = 2* + 1.
- Un considére la fonction ¢ : R — R
x x4+ 1
g ust une fonction polyudme dong conlinue oo 2 ot ;
limv glx)= g{2) =35

F O

fest pas délinie en 2 el elle est la restriction de g a 8\ (2],

Un constate graphiquement que fet g ont la méma limite en 2 :

lim fle) = lim gle) = g(2] = 5. =y e
ropE X
U demontre ¢f nous admettons lo propriété suivanta
Propriéteé : | | d

a est un nombre réel,

K un intervalle ouver! contenant .

Sune fonction définie sur K \al et non définie en o
SL g es une fonetion continue en o gui coincide aven fsur K Aol
alors [ admet une limite en o l.-gule a gl

(€a
lim flx] = gla). Fr A— (i)
o 1 ]
ol i

B Exemple 1

Calculons la limite en 2 de [a'funi:tiunfdéﬁn'.iu par: fix) = S -fe-2 :
; i 2 —Fr+ b
* Ensersble de définilien de [: D, =H N\ {254 ]

* Transiormation de I'écriture do flx) : pour l.uui newnbee réel x différent de 2 of de 2 R , flx) = T:. s 11
* Done Hm fir) = lim 3531 = 11,

x--r2 i

Pour caleuler 1o limite on o de cortoines Jonctions [ de type L

g et v étant des fomelions gui s'onnelent v o,
on pead proceder comme soit

— on dddterming Vengemble de définilinn de la fonction f

— it temstorme Uierituee de gla) el celle de Ble] pouar Taive appassito: le Toteoe (@ = o)
- on simplifiv par v = ol poueobloniv uoe aouvelle Goviture do fTx) -

Feavir Fonid Glémant ol ”.r' Mx) = plx]

e

— un ftadie la Himits en e i,

Limites - Continuité BS
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B xemple 2
Calewlons la limite ea 4 de la fonction [ définie ]gu:':lﬂﬁ:-'?;fﬁ e s :
— Ensemble de définition de f: :
D=1 \al=10; - 0 4 Uy
= 14} = u; 4l w4+ =l - S
11 axlste um intervalle ouvert K contenant 4 lel quo: K \ (4l € By S —
— 1 numérateur ol le ddnominateur de fix) sannulent en 4. - .
‘ransformons I'éeriture de fle} en multipliant lo pumérateur et le dénominsteur par x + 2.5, CXprossion
conjugnéa du numdraleur £ = 2, £ :
xr—Zix) lxrie) X

Ponr fout powbre riel strictement positil x, différent de 4, flx) = z :
. A= [x—4) (x+2.x) .

Done la fonction [ cowcide sur K 5 (4] avec la foncliong : K > K
R Em———
o " o

Or. g est une fonclion continue en 4, dapris lo critbre de continuite.

Done Iim+j'l.ﬂ =gld} = 1?.
La fonction est définie en a

la remurgue suivante permelirn d'éiudier la continnité en e de fonctions pour losquellos on ue peul pas

directoment appliquar e critire de continuild.

Remarque.
ftant donni deux fonctions qui colncident sur un intervalle ouvert K, si {'une es! conlinue il uil dlérent

a de K alors outre est ovssi conlinue en .

T

BExemple 1
Frudians 1a limile ¢n 2;:-:~dﬁ'fh'fmiél"§u o fde B vers [ définie par PR e Bl
feoincide sur |2 5 3l avec lafonctiong:R—=H x T 2 ! ‘
Qr ¢ ost comtinue on 2,5. X b Ak E(x) TiTI 2 i 4
Done: Hm  fix) = g(2,5) =5 et I | . |
Pt Tawd 41z 1B
Elixemple 2
I vers 1 délinie par: ) = min fr + 25 =

Fiudinns ta limite an 0 ef ba fiwite en 8 de la fonction fde

- |a reprisentation graphigque da fest ia courbe ci-dessous Lracée on coulenr.

r+2 [T, & 4jx+x2

— On obliont : lim fle) = Hm =0

=0 £ 0

lim fig) = lim(x+2)=5

-3 r=3

856 Limites — Continuité c :
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g Exemple 3

Fiudinns la limite e 2 de la tumrljﬂ jde

=

hww-u:*-w i A= = e
Clpeury e 2 sl flRED SR

Ona;: lim flaj= Hml-x+ )=
. J:"':’-l X »d

Lim flv] = Limzll}.:'l,r-l- 1)=2

§ o
-

Fo'odmet pes de limite en 2.

Opérations et limites en a
Cn démantre of noons admeilons les proprigtés suivantes ;

S et g sont des fonctions, o, {, " des nombres réels.

Si limflv)=¢ et limgld=1" alors lim(f+g)led = €40 ; Lim fyle] = & =
I—Ht_i & !'-ﬂ' -\.,'l.' ?n-_ l‘-—l-l:l ! _.'.-,._ -'_rrl..'l
Side plus 7 ¢ 0 alors  lim :;fm -%,_ e
FoE R . e
£a_sslafticulim

Fest une fonclion
e, 4,4, B odos nombres réels
rotn ponnbre aiticr natueal dillérent e 0

51 Him flx)=¢ alors limk flxy=ké Bm{flc] + k)= F+ &, lim f2v) =

It &= X oade & vl
Sideplus w0 alors  lim }-[_r] ==
£oval

Do résnilods gui préetdent, on déduil aiscment les prapridlés suivantes sur los fonetions continues en «.

= T somme de deux fonctions continues en o est une fonction continue en a.

= L produit de deux fonctions continoes en o est une fonction continoe en o,

- Le gquolienl d'une fonction §, continue en o, par une lonetion g continue go o et felle gque gla) soit dillis-
vent de ziro, est une ,[q_nl:'lil:{r_l_::i:@lmﬁﬂu_e-m-i:n'. |

L]
EJ( ercices
l.c  Détenwiner Fonssmblo de délinilion de chiacune l.d  On donno s fonetioms £ogn e, K oole T vers B
dos fonctions g I de B vers B définies par : elinies pr
fx) = i-'-'-TH 'y B fi ek § )= - Kl S| K e |
R L " e
-ll‘-i -2 2 a4 Bla) = 2 -x -1 5 K] — e .
L Eucer I lisuite de fus 5.2 - la timite d.-mn a:
Etacdior ln Henite di e - 2, 1a liaite de gron 4, Ia limitee e e em = 15 e Hmites do ken — vl oo
s Linmites e Booom = 1 91 om 1, 3_:‘

Limites — Continuité 87
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__9.1. Présentation de la notion
pame 'Emmph mrrbducﬁf

hola res
;ﬁlﬁ,dn i 1 |.;
3 ._:-,‘_:_ i ..i.- r__.___.

ah:i.ﬁi:"..t‘ﬂl.-—_l-rl-;l--
gil-=, 2= ﬂ

x + Elx) x > Elx)
Y s Sk S :
e — ! '
I ':
ol 0 e : 24 :
' 17 2 .3 4 4
=1
E(2)=2 g est la restriction. deEal-=;:2[at
E n'a pas de limite en 2 lim glx) =1
" x—d
On dit que E a une l_m_litﬂhgaucha
en 2, fgale d 1 o

0Ol BTICOTE (e
Efx) tend vers 1 lorsquex tend vers
2 parvnlan'splnspaﬁ_tes que 2,
On note : 3

lim E[x) = IJJII g{x] =1

r—=d x =53
<

La fonction partie entigre n'a pas de limite en 2
droite en 2.

Definitions

On note lim flx) =
I:ﬁ

On lit: £ st 1a limite & gauche en a de f !
ou fix) tend vers quuaxmnﬂvmﬁa
par valours inférieures b a.

Jim gix) =€ 1

i A X st

=

On lit:

BB Limites — Continuité

Dnnutﬁ]mﬁ:c}-hmh[x]

h est la restriction de EA ]2 ; + o= et
lim hlx)=2
E o
On dit que E a une limite & droite
en 2, 6galed 2
DU Encore qoe
Efx) tend vers 2 lorsque x tend vers

2 par valeurs plus grandes que 2.

On note :
J_imE[;:].-:Emh{.s:]-:E

x—2 L=+3
=

;m;iefdgmaihadmntuneﬁnﬁtﬁigmmheetmaﬁmimh

£ ost 1a limite & droite en a de f
o flx) tend vers £ lorsque x tend vers @
par valeurs supérieures i 4.

o
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2.2. Limite a gauche et limite a droite pour etudier une limite

L1

Samzms |llustrations graphiques

m La fonction esl définie en a

L3

:lim flad = fad
pakeb
T

e fix) = flald

O
HE-

| lim flx) = fled)

AR

e = e e L L LY

m la fonclion n'est pas définie en a

i i = fla)

i ¢l

lim flu) = ¢
R |
<

lim flx] = €

B om0 |

=
im fln) = |
ba s

Ty A T YT T

T

e ——
L]

X—a
L

S et pas délinic pour

| & 2 &L

| Y fle) = Sl

E A )

Jn'est pas délinic pour
£ < i,

s fle) = ¢

soar=

=
lim fla) = ¢

o=+ fr

SnEsEES Etude de limites en a
m Powr ctadicr la limite en g, on peal dans cerlains cas, stdier la lindte & ganche, Lo limite & dreoite el wili-
ser la propricdte suivanbe gue noos adimetions :

rieté

N/ |4

B
RS,

%

- e ol arereT v i

lim fle) = fla) lim flx) = ¢ y
£+ it P f—a

L 1 - |

lim flx) = ¢ ; €= fla) - 1im fx) =0 : = fla) 1

A — | i

. S ]

-
Jn'a pas de limite en .

s, = e e

e e e

e — | p—— E —
L fl Ol «

lim flx) = £, . fn'a pas de limite (finic)

. i
E Jfn'a pas de limile en u*

el

e 4 pauche i de Dogile |
54 : i
ton: flaf =y Foe, 2 PRI . i
K= N h
>

Jn'a pas de limile en e fn'a pas de limite
!_ (Finie) en .

ST L AP T T L

et et £ sont des nombres réels, fune fonclion dé

mie sur un intervalle ouvert centes en g

sauf éventunellement en .

Dans Je cas obl f n'est pas définie en a :
Jadmel une limite { en o
si el seulement si
fadmet en a, une limite & gauche et une limite
4 droite ézales i £,
Lt lim fle) = ¢

5 -k
g e meadlormrent Bf
lim flx) = lim fla) = ¢

& ol X-4q
= =

Dans le cas o fest définie en u :

fadmet une limite en a
si ef seulement si
J admet en ¢, une limite & gauche et une limite

i droite égalm: A _ﬂrr].
B litn flx) = flu]

s o sotrlemont si

lim flx) = lim [} = fla)
A {I‘ r x :_}l' (1]

89
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'fE‘l'uiHmts ]a J,ﬂuita un I} de r:.h:u:uun— &ﬂs I"nm:ﬂﬂnﬁ Jmivnntﬂs d‘enmmhln dﬂ déﬁmhﬂn [FE"‘

.Exaanp!a
: LT R [E-—}H " .
-=" ":..- e rH T el "_'i’""-'.
i ._|._' a- ___m-_..
x 0

&.I 5 | 1 ____0(1 i

L =lim1=1

x=1

: lim
r—=0

lim
x—0

= lim(-1)=-1

=0

Donc la fonction fn'a pas de limite en 0.

_{r*lﬁi—!ﬂ
,.I:H f
m i
~ 0| \'
-r.
- /
[x] = = | o 1
i: i —
h?nﬁ_ffn[ =t ]:Tnl x| FT&I o

Donc la fonction g a une limite en 0, égale a 0.

asnmmms Continuité en a et fonction « valeur absolue »

'ﬂn"i'rent El'ud.inr'l'h ﬁnﬁﬂnmté ena : R
ndﬂlafnut:ﬁ-:-uwleurab&ulu&f RoR

T e e S UL e

® Poura=0
Siae l-e;0[ ; limflx) = lim [-x) =-a= fla)

e

Siae ]0;+=] ; lim flx] = limx=a = fla).

2 —+ 0 =0

A=y

Donc f est continue en tout élément a de R*.

On a ainsi démeontré la propridté suivante :

x 0

|x| _Ili]:l x
*Poura=0
lim|x|=lim(-x)=0 ; lim|x|=limx=0
r—0 x—=0 =50 e ;
< =
or: fi0] =

donc : fest continue en 0.

La fonction valeur absolue est continue en tout élément de R. X5 Tealy

ST B S T ._!l.i_.'.i-l—_-j!'--'!"l-_—_:;!ﬂ

FﬂﬂﬁEJ( CTCICO S B i o R o o

2.0 On considére les fonctions f, g et h suivantes :
f:R=R : g:R-=R h:R=R

x — xElx) %Ej- x —x— Elx)

Etudier la limite en 0 de chacune des fonctions
figeth.

X ke

2b  fwdier Ia limite en 1 de la fonction fdéfinia par :
i {PIJUTIE Fe=:1.ix]=—x+1;

pourxe J1;+=], )= /x—1 ;
Donner une illustration graphique.

90 Umites - Continuité

2c

(&)

=1 |
(€] est la représentation graphique de la fonction
fde Fhretslidéﬂniapa:ﬁx}=-"x“ -1
On considére 'application : g: [-1 ;1] >R
x = xiebr+e
[%€") st la reprdsentation graphique de g.

Déterminer b st c afin que (€) U [€°) soit la
représentation graphigue d*une fonction conti-
nue en 1 et — 1. Justifier et construire [€'),
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APPRENTISSAGE
| imite et continuité en a

Reconnallre qu'nne fonction est continue en a.
1 Fnoncer ls propriété qui permet d'affirmer que
chavune dos fonction £ g1 b ost conlinue en o,

fix—srt+x : a=-—2
1

Al : =1

.F‘t:.t'-—:-':—-t-:: : =2

8 Fiodier ls continnitg de chacune des fonctions
suivantes, en tovt Sdment de am ensemble de difing-
Ehcwr.

A 2+t 45 xr+ 138
fraee j—/—— = R 0 T 1 oy
i Q=

Calewl de limite en a d'vne fonction définie en o
2 Caleoler les limites suvantas
Xi= iy 4+ 4

3] .!-Innll::m (6) ;Irmrl-n x -z
: d = < X =7
- o i, 551
3
[3) lim 4,3 i8) lim o
N R B ""_"?.F
{4) lim 2% ) lim/x+5
i L B ] T |
(50 lim {1 -2+ 2) 110} lim L
d & r 2 4k
.l.'—|l2

B Culeulor los limiles suivantes -

y sin . ; :
I ey =
f1) llﬂil_. = (4] hu:i-hltu Juusx)
H L e
: 1 - . o2
-E gl - 5 e R
1] _112'_} lan x 15) }.m-.lu 4+ coz x
(3] lim {eos?y - shi) [6) Hua 222X
rd R R

B Calculer les Itmites suivating :
(1] lim 2zlxl-8 3] lim [ -2lxl+ 7
- -

Ag -

(2] tim =3

i -l""J-[—E]
Lo P e {4} lim ———=

¥ -3 40

Calcul de limite en o d"une fonction non définie an a
& Calewler les limites suivantes -
s Iyt — A+ H

101 A F e R B i

[]*_1?_1 X+ 2 (8] 151_11_;, 2 —4

il a . | T oo T

AR . Lo X —fwrd

B e L o

() him BE=BEZZ gy g - 2ac—4)
Tl Jx—2 .lrr---} Ar =4

. , Ap = 2y
(4) Yim g R 54 (9] B S 1AE =t
x=+1 x¥r—1 v = T O =7

2% 4 50 -3 . 1+ ¥
5] lin 12] |1 ——
{}31;-1 +2r-13 (33 ;-ll-]rl—n.r-*i-.a.':+{x+cl
T iy I
() lim 228 ({3) i T3+ 2
+ ook = F X+ 2

; e o B
i =

i - 14
7] iu::z‘ P T ( 'r---r &

T Caleuler las lintites suivariles :

- X

(1) lim ° I_—.:._.I._—J_: (4] Nem
P | .,:'.1-—2 F=4 Y-x
(2) lim Z=—X=8 () iy B EEed
&= ..'.I.‘—.,".? X 1,‘_'1..._1_3_
— = b 27
(4) tim Toa¥—2 (6 tim Tt
w1 i L =2 T 43

B Caleler los Hmites suivanbes -

r —sinfe - T
; ciniy — 5 : _ "

1) lim e AL {2) dim Lary £
»=% cosx—sinx s ey

Limite & gauchs, limite & droite an a
¥ Ouo donne la fonction e [ vers K définip par :

pour X 1 fx)=dx -1
{esas oo 2

Caleuler la Hemite 5 paache of bl Heite & deogite oo 1 do
£ 1a fnnction fadmet-elle une limite en 1 7
10 un thonne In fonction fde B vers @ définie par :
penr g < 2 Ax) =25 —x+ 5§
{pnur_t}a M) = ar+1
Calculer la limite & ganche et o limite & droito on 2 de
f: La fonction fadmet-clle une limite e 2 7

11 Ondonne I fonction fde B vers & dofinie ML 2

pe: B
powrx=0 jla)= r: per
pourx>0 fle]l= 2 4res

X 45k -2
o) = 0
Calealor la limite & gaache ot 1o limite & droile e 0 de
L La fonction fadmet-elle uns limite mm 0 7

18 Dans chacun des cas suivants, [ est unn fone-
tion o B vers 3 définio par une formule explicite,
Cateuler Is limite & gavche ot la limite: & droite en o,
W= le-23] : a=2
@ Ad= le=1] : w=1

l2e - 1]
) s —
(3) i) = ==

(4] flxi= __I_l_.rix; L L we

=05

Limites — Continuité 91
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APPROFONDISSEMENT |

13 On considira lp fomction fde R vors R définie

; 2 2=ilx
POUrE 4 = Mxl= —— It
2 i
fig)=—%

Déterminer P'ensomble de définition de £
[ast-ellocontinoe en S

d
18 Ca considiro lg fopclion fde K vors [ définie
JHEIT 6
at— 0
pourxe 3 elx— E fmnm
fi-tl=fld) =8

Détorminer P"ensamble do défnition de [
Fesl-ulle contivwo an —d el en 3 7

U conzldére dowx fonctions fel g de Hvors R
tlélinios par :

f=f22 o gex-
1. Déteruingr ln fonction fg.
2. Ou considirn 1o fonclios i de R vors B définie par :

me:: 3, hix] = (fghle)
hiA) =3
wilior lo continuils en 3 do la fonction b.
16 U consldbre la foncton Sde B vors (& délinle
pl:.lur.tﬂﬂ Al 4+ x=6
{pm:-.t:-z fixl=2c-a
fl2) = b

L]

el [

Information historigue

[

Ler notations mathémuetiques ont évoludos au cours des temps. Ei
las équalions n'ont pas toujours 616 Geriten aussl simplement gu'sujourd*hul. |g|
Le signe d'égalits =) est introduit par I"Anglais RECORDE en 1557. ﬁ

Four geatlae valsurs dus nombres réels a of b 1o fone-
tiom, fest-alle conlinue an @ ¥

17 Um considére la fooction [de R vers [ difinio
e
{puur.t‘:ﬂ =8B+ 11—!!

<=9

J'h:]._
Ml=a
o) Diéterminer P'ensemble de difinilion de [

b} Calenler ka limite & droile et lu limite & saucho on 3.

¢} Bxiste-il des velewrs du mombre rd-al o pour les- .
guelles fsolt continueon 37

18 On donne la fonction [ de B wers R définie por :
1 =pisly
fix] T T mnix

1. Ldterminer 'ensomble de définition de /el donna
une écrilure simplifide de ).

. ler:
2. Colculer -l;h_::.‘Jllt]

11 Haqrrimarﬂn fonrtion de coa H‘E- nlain;- les

1+asr+sine ; l-coax+4sing
Calouler :

1+omx+sine

Him

Y m_ni'__
1=no8 X+ 504

lm .

e, 2 4in =

Z

SRR R R R R R

Los signes + of — sonl utilisés pour la premitro fvis par I'Allemand WIDMANN cn 14889, i

Lo signe > ast di & 1'Aoglals HARRIOT (1560 - 1621), Etj;
'l Losigne, & 'Allemand RUDOLF (1500 - 1545). 3

Lo signe x & I"Anglaie OUGITTRED [1574 - 1660). 1-%

% Lus grandeurs connuds on inconnues sonl reprisentées per des letires majuscules A, B, ... avec &
VIKTE (1540 - 1603) &t par des lelires minuscules @, ... &, §..., avee DESGARTES,

VIETE résorve lea voyalles A, L E.,... pour désigner les inconnues, tandls que DESCARTES uti- =
Jisa les dernilres lerires de P'alphabot x, g, x & cetto ln.

La notation actuells des exposants a 616 introduite par DESCARTES uinsi que ln principe du r:ai— }
o cul surles pulssances. :

Rl

92 Limites — Continuité
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‘- Dérivation

D HATHETTE

MEWTON (1442 - 1727) « [LEBNITZ (1646 - 1718)

P:lur résoudre “des problémes de A la rechercheyt'un langage com-

Gl : recherche de frajectolrgs, de vitesses, de mun aux scienced ef & la phil e,
o A= tes, d'exiremums, NEWTON se LEBNITZ, in ndamment de
B ¢ dota d’ til mathémaoflque adopté : et & lo mémd périods, eré caleul

« le calcul différentiel », différential 5,
; Il utiisa la notatiap ¥ pour lés dérivées, Il réussit &lors & expyi
X qu'il appelo ; fluxio dérivafidn par g

olgéh qgues.

1. Dérvation en @i e 94
| R. Calcul de 18 derivee .o . 97
3. Dérivée et sens de vaniation ... 101

Dérivation 93
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DErvation- @R s e v e oo

- 1.1. Nombre dérivé
WSS Exemple introductif

Le plan est mmi du repére (0, §, ). On considére la fonction )

polyndme f définie par : fo = (x-3)% + 1. ah " DY
(%) est la représentation graphigue de i |

A est le point de [€] d'abscisse 4. : ]

X est un nombre réel quelconque différent de 4 et M Io point de -

[€) distincl de A, d'abscisse x ; 9 o
(AM) est une sécante & [€). ) )qm

On veut éludier la « position limile » de la drofte (AM) Jorsque : [ b I
x est de plus en plus proche de 4. o] 1 i
Joux de veriation de f

Lo coefficient direcieur de (AM) ast : %E’:—i] :

pour lout nombre réel x différent do 4, [x) - f14) - lGr =312 +1] -2 = br— 2)(x ~4) =x=2

X -4 x—4 xX—4

On appalle tacx do varlation de f'en 4 ls fonctioa T, définie sur DA(s} par : T, (x) = F=J4),

MNombre dérivé de fen 4
Lorsque x tend vers 4, le Laux de variation de fen 4 admel une limite appelée nombre dérivé da fen 4,
On Te nole [*(4). £ =tm =M g e oz

r—sq X=4 x—+d

On dit que la fonction J est dérivable en 4.

Aspect gdométrique

La droite (D,). « posilion limite » do 1a sécante [AM), st ls droite passant par A el de coefficient direc-
beur 2. le numbre dérivi de fen 4. Ello cst appelée langente en A & ﬂlsmmhn (%8).

ATl Vo A i 30 e e RS S R
fest une fonction d'ensemble de définition o,
¢ un nombre réel apparfenant i un intervalle vuvert contenu dans Dy,

Om appelle toux de voriation de fen a, h‘i’:ﬂﬁm-mlénTud définie sur D\le] par: T, (9 w

On dit que 1a ﬁ:r:u:iiqn,rﬁ_l_,_ddm_ﬁﬂn en « lorsque le taux de variation de f en o admel woe limi-
¢ un «. Celle limite est appelée le nombre dérivé de f en . On le note : "[u),

L plan étanl muni d'un repére, la droite de coefficient dirccteur Fler) passant par le poinl Al ;
Slee)) est appelée tangeniec en A & la représentation graphique de f.

M
h/ B e _ _
> il _—-—-——ﬁ?\ Equation de la tangente en A & (%)

4= fa)=f'la)x-a)

94
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1.2, Dérivation en a «t fonctions élémentaires
wammmsm Fonchion constonte

-'-":"_’:'|."'"i.":= nonibhre real ':':_n_ TE B TS L L
Pour tout nombre réel v différent de a,
e

dane : lim -"%'Ei] =1

X —ud

wummsma Fonclion puissance

pel u hombre réel * etudinns 13 darmy;

Pour toul nombre rdel o différent de a,

fel-fla)  r-—wu S ﬂf-f]—_:-'ﬂHIEﬂ—ﬂE L hix} = hia) ='r]_“3=,r3-|'-ﬂ.t+u2
X—n X—i f-u X—ii X=a A-u
O oddient - Fla)=1 g'la) = 2a : h'fee) = 3ot

Pour toul nombes réel « diffdrent de o
[l = fla) & =a"
X—-u @ X-u
Or admet que :
pour tout nombre réel
pone tout nombne: eaticr oatun:l oo aul B

A" = e ) Y 2 4 L+ 0™+ ™)
} = flal

A=

donc: lim = ng!

T

mempmmms Fonchion inverse

Towr toul noanbee séel oo diffcrent de o o de 0,
Jx)-fla) Tix=1a 1

=i X.o— il £Lr

Pour tout nontbre réel x posilil dilféront de o,
Ml = flee) Fe—ia 1

¥=a =~ -4  x+,a
g — fla

donc ; lim fix) - fla) '="—'f'].=
Py 0 2y
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www.biblio-sciences.org

(n admet que la tangents en O A ln représentation | On admet que la langenle on | la reprisentation

graphiqua do la fonclion sinus est la droite d'dquation & graphique de Ja fonction cosinus ast pamlialo & (01 5
= oost la droite d'éguotion g = 1.

Doz ; sin’[D] = 1 Do @ cos’(0) =0

W Cas ginéral
o Towur calenler dos nombres dérivés on wilise Pane ou Pantee des deus Tommuoles ci-dessous,
Puue oldenir la douxitine fonnole oo s posé :h=x -«

« h élaat un uombre réol différent de 0,

— sinfa + h)—sine  sinacos o+ sin hcos o - sina

k i
conh—1 sin h
= ®in e (—F--—)iv-:'.uﬂu (T]
A lim sinfa + h] - sin o i [1im eos o - 1) o ( i sin it ) R
Ty == 11 h =0 h h w0 ii
o - BN o = oS 0

» Etudier de lo migme maniére la dérivabilild de la fonction cosinus.

= Exercicas Emesm———————ammeme—e o o

1. e o : Déterminer un vesteur dinsctenr de L tangenle
= m';“ﬂf“‘ﬂ?f g Rt en A & (). Trueer coite deoife.
Didanirere g ety Tooction est dédyvable en
1ot ealonler som rembee: deérive e § ‘Ih Ul alne les fonctions [ el g de % veas o alodi-
(.3 nst Jn poprizsentation geaphique de la fonc- nbos par : M) =, ol gla) =0, e
tom dans e plan mumi du repive orthogonal Etudier ln dédvaldlitd on 0 de chacune de ves
[y LY A st le point de [&) Fabsciske 1. Fooriclinsns,

96 Dérivation
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2.1. Fonction dérivée

smmmmmn Exemple introductif

On considive la fonction rcine carée f:x 1+ | x,

On sait gue colte fonction cet divivable en tout élément o de [0 + eof el qqun ; [ fer) = { I
25

Las fonetion qui. & tout élémeant = do §0; + o], Fuit correspmudre le nombre dérivd de fen X est appolin .

fonction dérivée de f, ou encore dérivée de fOnlancke frox = L

Son ensembla de definition ost Finteevallo J0; + o], RN

Déhinition

- - I.l- . e - r
_ a8 ¢ ‘[
BRI ] = g 2"

snmemmx Dérivabilité et continuité en a

* Examiner les fonctions de rétérence of conjecturer un lien cotre Ia dérivabilitd snow ot 13 continuitd en
et e Tonetion,

Lin demontin el nous edimettons ln propriété suivante -
Proprieté

Remargue

Lir riciproquie de celle propristd st faussse,
Par exeaple In fonetion vilear absolue est continge on o, cependant effe n'est pos derivabie en ).

tn affel. le toux de variation cn 0 de In fonction volenr abwolue est lo fonction Ty difinie pur ;

e =L

Elle: w'uwelnnet pos de Hoite en ¢ cor @ lim . 1 i Hm i 1
x 0¥ x ah®
< >

Dérivation 97
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2.9, Opérations sur les fonctions dérivables

ssemmmmPropriétés fondamentales

Pour chiterniner ln dérivie de cortaines fonctions, pﬂ'l: exernple, volles qui sont soumes, produits, quotieniy e
fonctions dérivables sur un intervalle ouvert, on 4 souvont recours AuX propriétés fndarmontales suivantos.

I'_""i"". 'O Y R B % ik e N
el g sont des fonctions, dérivables sur un intervalle ouvert K,
¢ un nombre réol,

1 un nombre entier plus grand que 1.
[+ s Ju, cf, J* soal des fonstions dérivables suc I et,

Fegl=f+g : Ual=Fo+ly ; f=cf ;i (FT=nff
sLdtplus.hhnﬁmyn&a‘annulupasml,-}ct%mntdﬂfnnutlmdériﬁhhumluh

Gre-% o Gk
D émonstration guidée

o o5l un élément de Yintervalle ouvert K el k ym nombro réel non uul.
- Etoblir les égalitds suivantos |
PN ()£ el Vi o) _ Sl =fla) | gl —gla)

e K= X -
g J-fula) ) + fielgld - flulglel - fole)
S L=
= —"‘L—Tl—flﬂf—ﬂ- :-:sll—'-']n-l-!—--i-‘r['i:"ﬂ] x fla)

. ale) - Fola) _ M) = ") ) — fla)
= Lr%'— = —ﬁr:jtn]“ o ﬂi‘-uﬂ

. [ﬁ.:]*‘" & Hf= + ... + fla) 20) 4-3‘[.-:]—""]&: -fa)
I simplification cst oblenue en wlilisanl la formwle donpant une factorsution de x* — a”
1L
i, AN el L
A=l £ i) x gle)
- On remitrque par aillours que los fonctions [ ot g étant dérivables on «, sllos sont conlinues cn .
dong : lim fix) = fla) : lim g{x) = gla)

A= P L]

+» Achever la démonstralion des pmp'l:lé;l.m.

- Toute fonction polynéme est dérivable sur R,
- Toute fonction rationncile est dérivable sur lout infervalle inclus dais son ensemble de définition.

Larsyu’une fonction est dérvivable en x, on peul utiliser Ia formule explicite de cette fonclion pour expri-
mee son noinbre dirivé en x.

Ainsi pour ; fix] = &%,

out derit indiffé amment : f Tx] = 2 ou [F) = Zx.

80 érivation
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:-L- e Lt e AL _..: .

Dérivée de la somme de deux fonctions ¢
X -3 X4 CO&X

X élant un nombre réel
(v+cosx) =(x) +(cosx) =T —ginx

i .._ . ': r'| ,_: i Til r; T (L%,

Dérivée du produoit de denx fonctions ;
X — xrdinrc

1

x dtant un nombire réel

{xsin &)

=[] sinx+xlsiny) =sinx + rvosx

e

1Xérivée de I"inverse d*une fonclion :

(1) a3 _:{

{2) [ne m*]

o 1
T lacs B

x ctant un nombee rool diffarant de 0

X %E—.’-{ dérivable sur ]— e 2 0] at s0r [0 ) + =] &t :

(

x datant un nombre péel diffémeal do —

X =

o

1

Liix + h)®

]—%jf-m{el; [-—

il T .
fr 4P

X at

fy

esl dirivable sur |- e — %[ gt suT

1 - — ri
(v +hl"| {ox s+ b))

Dérivée de la puissance sntiire d*une fonclion :
{1) X — gin®r

(2] & =[x+ b)Y [ne 8%

e

xatant un nombre riéel

(sin? &)’ = 2(zin x{sin x) = 2 sin x cos &

I [eer + ) = e fenr + )9

Dérivée du guutient de deux fonctions :
Cos v
x

X 5

& dtant un pombre ree] différent de 0

X

[

g X

K

}:

cos X
xI

_ lousa)lax = [x) cosx

est dérivable sur |- ea; G| ot sur [0 ; + eof gt ;

— S X = 08 X

=

= e

Dérivée d'une fonction polynime :
X o= e b o+l

i dtant un nombre réal

fexd + i s e+ d) =302 + Zhw + ©

Dérivée d'une fonction homographigue :
fx -2
dr+ B

X va

£ =

|

x étant un nombre réel dilldront die — 3

By =2
24

e

B2 } '

M

_ 5(3w+6) ~3lsx-2)

i

ost darivohlo s J=ea ; <2[ ol sur -2 ; + oo of :

_ 15r-2)(30+5) - [Le+6](5a—2)

[e+H )
a6
[Hx+6)°

i

Dérivée d'une function rationnelle :

41

{

s

o ] (L TR

A+

—

Lo Stant wn posnbirn el
Sxi—dr+5

est dérivable su- B ol -

x4

‘}I‘ =fﬂutg—4.l'+5]'|'::r1 11) — f®+ 1) [Art=dr+5)

[x341]°
_ ltir — 4){a* + 1] = 2x (3ac¥ = 4 + 5)
[A-.I_r_li.?
Al - x - 1)
Dérivation 9%
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L [onetion [ est Vinverse de 1a fonction x — X
dérivable sur [0 : 4e| qui ne: s'annule pas sur 105 eol.
Dnncfcui dﬁrlvlhhm]ir +eof Ot

;‘ A e Euu.r

. la fonetion fest qumﬂim‘nldmfmﬂiumsinutrmdﬁnuhh

{tan x)* = [s.u.': 'L} -

sur & : pour tout nombra réol différent de (2k + 115, - lxin )’ cus :mi (cua o stux
A
ke étand un nambre entior relatif, la fonclion cos ost nen oulle, et bl sl
Dane [est dirivable sur toul intervalle du Lype snivani T T ==
Ly sty
SR [tmar = i vt
g TP : o5 : i

e 1("!] -i-t"] SR~

La fuametion [ est Vinverse de 1o fonclion &~ 3", P
dérivable sur I el ne s'amude pas sur B®.

16 I'asl. dérivable a.nr,l-p,ﬂl el sur J0 ; +=] of ;

)

i ar+h ; 1 [u.r-i-b]'[md;] - [rx:ﬂ:{;j;; |
Aiaar—r" I o [ u:-h:t (sl
Lar fonetion fest une funelion homegraphigue. _ alex+d) - 'ﬂ‘["'I"] - ;ld - :-;;’
Done Fest dérivablo sur |—ee ;- %1 vl sur 1—% 3 4ee] 0l e

..._Dérivée des fonctions x — g{{u‘ + [:.'l:'

CIn démantre of nous admettons la propridré suivante :

Exemples

fru0 = sin fecx + D)
frx — gos (e + D)

IPix e o oos o+ B)
ton = —gtsin [ + b
fix = y[ax+h) - 1k =

2i(ax +h)
E: ercices =_

2.0  Dens chacun drs cas ci-dessous. déerminer la 2b  Dans chacun dos cas ci-dessous, détoemines T

]

dérivite f° de 1o fonution £ dérivie f “de la fonction £
(1) frx = 5u*=TFx s 2 I:tl,l'.rr-r-;-----_—'l }

(2 fix s (2061 v3x43

13) fie r>.x cosx 3 [2) f:x —+ gin2exoos a0
iyl @ fox =+ tn - 5),

400 Dérivation
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berivee et sens de varation,

_..3.1. Sens de variation d:une fonction derivable

EEESESS A chivite 1

Le qians de variation d'une Emnﬂnn dérivable dépend-t-il du signe de sa dérivée 7 '

Le plan est muni du repire (O, 1, J). On considére
la fonction g dérivable et croissante sur |a ; b[, de
courbe représentative (6,). Aux points de (€,
d'abscisse x;, x sont tracées les tﬂJ]gﬁll’[Eﬂ

@,), D,), (0,). fnm%

(D
oy |
]
¢ ! |
(D42 |
Ol I ax g X3 Xy b

* Observer les tangentes & (€.) et déterminer le
signe de leur coefficient directeur.

* Compléter le tableau suivant :

Le plan est muni du repére (O, I, J). On considére
la fonction h dérivable et décroissante sur ]a ; B,
de courbe représentative (%,). Aux points de [€,)
d'abscisse x., x,, X4, X, SO0t tracées les tangentes

L), L), Ly, @) 3 (4,)
(L)

\':lgzl'
: \ )
N

| [

Xy h

e s ———

1+
O

-‘-;1 i

* Observer les tangentes & (%,) et déterminer lg
signe de leur coefficient directeur.

* Compléter le tableau suivant :

| a Xy

| Abstissesx | x| 2 | = | = | Abscisses -
Signe de ¢'(x)) | | Sigae de A'lx)

R A vt 2

Dndunne J'arfnm'.ﬂun polyndme définie par ; ':
.f[x}--a--xa ~3r+2 ——.[-\-\

anutémd:iarlﬂlm-untrelasignadaladénvéuatlamnsde I,"t
?artatinn de. _-f s . ||'

. \Fénﬁer que 58 démrﬁa f est définie pﬂ.r | P

X

fiie) = (x + 1)(x - 3)

 Signe de f'(x)

» Compléter le tableau ci-contre,

Sens de

variation de f

On démontre et nous admetfons les propriéiés suivanies

5 ast uns fonction ddn\rahlu sur un intervalle ouvert K

I est positive sur K si ef seulement si  f est croissante sur K.
f ! est négative sur K si ef seulement si  f est décroissante sur K,

f ' est nulle sur K

si et seulement si  f est constante sur K.

Dérivation 101
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[ est une fﬁm:tlnn dﬁrwahfe Sur un mterlra].ll! uuwrt K.

Si f* est strictement positive sur K alors f est sirictement croj _lﬂﬁiﬂr iﬂ
Si ' est strictement négative sur K afors _;f_u; yiriciement di

emargue %

La réciproque de la propriété 2 n'est pas vraie car il existe des fonctions strictement croissantes sur K dont
la dérivée n'est pas strictement positive sur K. ;

Par exemple la fonction x — 7 est dérivable et strictement croissante sur R et cependant la dérivée s'an-
nule en 0.

wmmmEEs Erude d'un exemple

Ftudions le sens de variation de Ia fonction polyname J définie par : flx) = = + 3% - 3.

Ensemble de définition
Détermination de la dérivée f'lx) - { 0 I # e

f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable | \
sur R ot sa dérivée est 1a fonction polyndme f* définie 7P
par: f'(x)==3x*+ 6x fx)

= Ax(2 ~ x) g / KH‘ :

[-3] .
Signe de la dérivée et tableau de variation A
. fix)=0 & [k=0oux=2]

%’ﬁﬁ?ﬁE XCYCICRS B T o o o o R o b AR

3.0 On donne la fanction polyndme f définie par : 3.c  On donne la fonction rationnelle f définie par :
ﬁ;]:%l—uf*—ﬁ.n?. ﬂr],=3~":—_3-’fl—§_
Etudier le sens de variation de f. Brudier i ses de vEbisMn da 5

3b  On donns la fonction rationnelle f définie par W g —— Js fom #déiciie pes

f-2x-4 2Ll
)= fle) = Jax-4.
Etudier le sens de variation de [0 Etudier le sens de variation de f.

___3.92. Extremum relatif d’'une fonction

ANESESS Comment trouver un minimum ou un maximum relatif

On considére la fonction polyndéme f de l'exemple précédent,
définie par : flx) =—x* + 32" -3

| & |- EIE a Eij b + oo
ol - Hol+ WOl -

f (x]

102 Derivation



La fonction fadmet un minimum rela@sgn bibHe-S5e iyl en 2.

Examinons le comportement de la fonction f dans un intervalle ouvert contenant 2.

De plus sur le tableau de variation on constate qu'il existe un intervalle Ja ; b| de centre 2 tel que :
pour tout x élément de Ja; 2[, flx)>0
pour tout x élément de |2 ; bl,. f'(x) <0.

On dit que f' s'annule en 2 en changeant de signe.

» Monter de méme que f' s'annule en 0 en changeant de signe.

On démontre et nous admettons la propriété suivanie.

Propriéte |

o

; = | e =]

fi| +Hof
pry A flx) :
X, es5t un maximum relatif

Rerna[gue

Une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K x a II i b
qui s'annule en un élément x, de K n'admet pas | + o]+ = [

a,

: 5B
nécessairement un exiremum en X . i "j

C'est le cas de la fonction cube 1 x — 7 flx) .---""""—':'-.—_.

smEmssnExemple

On donne la fonction polynéme f définie par: fla) = - 32" + 40® - 2. :
A Y'aide du tableau de variation déterminons, s'ils en existent, les extremums relatifs de f.

Mm‘d& la dérivée =% —
{—Er*+i.r3—2}’=1gf[1 —.T]

jr *est la fonction nl}mﬁmg définie par : _]F "(x) 3
f(x) = 12x%(1 ~ x]

Signe de la dérivée et tableau de variation S _

filx)=0 & [r=0oux= 1]
Extremums
Le tableau de variation de f indique que
f* ¢'annule en 1, est positive sur |-« ; 1[, négative sur]1; + w[. Donc f* s'annule en 1 en changeant de signe.
f* s'annule en 0, est positive sur |-« ; 0[, positive sur ]0; 1[. Done f* s'annule en 0 sans changer de signe.
fadmet un maximum en 1 et n'admet pas d'extremum relatif sur J= o ; 1[ ni sur |1 ; + =l

WEX'ErCiCES o A i

de On donne les fonctions polynémes f, g, h, défi- h{x}:-":t-;;w IT?+1+9-,
et P 42 Déterminer, s'ils existent, les extremums rela-
=5 -2 - sz lifs de chacune des fonetions f, g, k.

gl = 242 B a2y 307,
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[, rrevaux pratiques

..IP1. Tangente a un demi-cercle, aspects analytique
et géométrique

Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J). T o
Le demi-cercle (%) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f de R vers R définie par:

.ﬂ’:l =9 — xE.
A est le point de [€) d'abscisse a (g =3 el a = - 3). i . |
» Démontrer que f est dérivable en a et fia) = b -3x of la 3

,Il:ﬂ e P

+ Démonirer que la droite (D) passant par le point !L(a. - _ﬂa}} est orthogonale a (OA). Conclure.

--.IP2 Approximations

L i

mumssmm  Une configuration remarquable en analyse
Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J).

La courbe (€] ci-contre est la représentation graphique d'une fonc-
tion f dérivable sur un intervalle ouvert K contenant a et a + h, (h fla + h)l--x-
&tant un nombre réel aussi petit que I'on veut en valeur absolue).
A est le point de (%] d'abscisse a ; f(a)+ f tadh
(A,) est la tangente en A & (€ ; fa)
M est le point de €] d'abscisse a + h.
La configuration remarquabls ci-dessus traduit la position de (€] et iyl
(4 ) autour de . Elle illustre la méthode suivante d'approximation . / Vo e
que nous admetirons : Rt ¢
pour tout i proche de 0, fla + h) = fla) + flalh | [ : .a +h
P S e st 2l

s Application

b s Trouver une valeur approchée de chacun des nombres réels suivants ; comparer les résuliats obten
avec ceux affichés par la calculatric

{1) (5,008 (2) 1,078 (3 ﬁ,—:i:w

pour le (1)
Ona: (5,008)* = (6 — 0.002)%
On-considére la fonction f:x— x4

On pose : a=6, h=0,002

donc:  f6—0,002)* = fl6) + f16) x 0,002.

B s A

L
e |

i e i S G G e 1

Informuation historique

E La notation f qui désigne la dérivée de la fonction fest due au mathématicien et astronome fram- |
%: cais Joseph-Louis LAGRANGE (1736 - 1813]. Il créa la géométrie analytique.
£|I_J_|_TT|"JE1'F'IJF__._].’__'JT'_!ET'L_|_1DI'_1|1_"__"T_'__'___ EaEiae Al [E i)
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~ Exercic
APPRENTISSAGE

D erivabilité en a
Namhre dirfvd

1 Dans chacun des cas sulvants, f est une fonc-
tion de R vers B définie par son expression explicite.
A lalde du taux de variation dz fen 1, étudier la déri-
vabilité de fen 1.

(1) ix)=—2x+ 7 (4) fix) = yx + 1
(2) flx) =322 + 5 {5];{:}:?17?"
(8) flx)=a*-9 {E]ﬂ.r]:x'f_:

2 Etudier la dérivabilité en 0 de chacune des
func:l':::un':a)? g h, définies par :

fiy= | : g =xlxl :  hix=iTxl
3 On donne la fonction fdéfinie par :
pour x 2 3 flxj=x+1

{puur.t-:ﬁ fix) = ax®* - 2¢

Déterminer le nombre réel a pour que fsoit continue en
3. fest-elle dérivable en 3 pour cette valeur da e ?

4 Le plan est muni d'un repére orthogonal.
Dans chacun des cas de |"exercice 1, on désigne par [‘-E].}
la représentation graphique de la fonction f.
Construire la droite [4), tangente & {‘E,.} au point
ﬂ{'l ; fi1]}. Donner le programme de construction.

Donner une équation de (A).

5 La plan est muni d'un repdre orthogonal.
Représenter graphiquamant chacune des fonctions f, g,
h, de 1'axercice 2, traduire graphiquement les résultats
ohtenus,

Forction dédriven

6 Démontrer que la fonction f de R vers R définie
par:  floh=|x|s?
est dérivable sur R.
Diéterminer [
Dars le plan muni d'un repére orthogonal, construire
les représentations graphiques de fet de [

7 Démontrer que la fonction fde R vers R definie
par: flx] = xix
st dérivable en 0 et sur J0; + =,
Déterminar f'.

Le plan est muni d'un repéra (O, L ]). La cour-

ba (‘€] est la représentation graphique de la fonction [

définie par; flx) =2 — 222 + 2x.
Démontrer que la droite [A] d'équation y = 2x =1
est tangente en deur points de la courbe ().

Opdrntions sur les funclions dédrivebles

f étant une fonction polyntme, déterminer sa
dérivée ' dans chacun des cas suivants.

(2]

(3) flx)=(3x-2p°
4] flad=2 +Bx-1
(5) flo) =2 -1}

(6) flx) = 3xlxr—4)? (3x + 1)

(7) frl=-dxtsE-ladir-s
(8) flx)=[2x+1) [1-5x)t

(9] ﬂ.‘[]=%.1’3+3.1‘2--'g—.t--5

10) fixf=xt—x% ¢+ Bx2 -7

(11) ﬂx]=—%r3—5xﬂ+%.r—z
(12) fle) = 2Hc? + 4e - 3P

10
f étant une fonction raticanetls, déterminer sa

dérivée f* dans chacun des cas suivants. Préciser |'en-
semble oi fest dérivable.

() fir) = 5= ®) f) = s

S o R S
(8) fir) = E_E22 @ f9= 2t

- — a2

SYA- = S s

A 1 o dx(x? + 4)

(8) flal = g (10} flx) = AR
11 y

fétant une fonction de B vers B, déterminer sa
dérivée dans chacun des cas suivants. Préciser l'em-
semble des nombres réels on fest dérivable.

(1) fla)=3x=4+ ?_:H,_ (4] J1‘[41-'}=£.1?-J':_1
(2} fix)= 3.1‘2-14:--%- (5) flx) =x+x

=, 2 o
(3) ,I'{.t]u.t‘tg.t-l-?;‘— (6) flx) -E*

fétant une fonction de B vers R, déterminer sa
dérivée dans checun des cas suivants. Préciser I'en-
semble des nombres réols ol fest dériveble,

(1) flx) = 2cos®x — 3cos x + 1 {5) ﬁ.r}:lt—n;mx
(2) fix) = sin®x + cos’x {6) flxl=xsinx
Zsin x sin®x

() fix) = Tt 1) = coste
tam .
[4] ﬂr:I:Einz.t' ms.t-EEUSaI [B] -ﬁ-'r] o 1+tE.':I.-T
13

f étant une fonction de R vers R, déterminer
sa dérivée, dans chacun des cas suivants. Préciser I'en-
semble des nombres réels ot fest dérivable.

(1) fAx}=42x -3 (5) flx] =sin 3x
(2) fll=x—J/2c+ 3 (6) fla) =tan 2x

1 ;
= 7] ] =gin {x+ 1)
o o (7} sl = min
[4) flx) =x)x (8) flx) = cos (3x+2)

D rtvation
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; WWW, -
1 IEilems chacun des cas suivants, f Ih"-u

tion polyndme écrit sous forme factorisée.

Donner une forme développer et réduite de flx).
Déterminer la dérivée f* de f, de deux maniéres diffé-
renles. i
(1) flx) = le+ 1) (3-2x)

(2) fix] = (4x* = 5) (7x + 8)

13Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle qui admet un schéma de calcul séquen-
tiel.
Ecrire flx) sous forme canonique.
Déterminer la dérivée [* de f, de deux manidres diffé-
renles.

1— 3 2yt — B
W Ax= 535 @) fl= 55
@ fm= 527 (4) flx) = 2522 + 30k + 3

1‘D|mn chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion qui peut s'écrire sous la forme:
fix) = ax+ b + glx)
Ecrire flx) sous cette forme.
Déterminer la dérivée f* da f de deux manidres diffé-

rentes.
(1) = ZELBE=2 (g g Erx et
@) o) EXELXLZ g g 2

17 ot g sont deux fonctions polynémes définies
v fix)=5x2+3 ; glxl=x+2

Détarminer la dérivée de chacune des fonctions sui-

vanies ; préciser les ensembles des nombres réels ol ces

fonclions somt dérivables. : ! i
f-g : %+ o B £ 7 g P

1‘)" étant une fonction polynéme, calculer les
nombres dérivés dans chacun des cas suivants :
(1) f2) et f-2) ; flx)=2®-5c-3
(2) f'(0) et f'(4) . fld =2+ 3t =x 45
(3) f'(3) et f=3) ¢ f=xi-r-diixe
[4) £'02) et =2 ;3 fl=-at-2F+2

1';‘ &tant une fonction rationnelle, calculer les
nombres dérivés dans chacun des cas suivents :

W FE1) e f0) w= £
@ fl-2) et F13) o=

!'f étant une fonction de B vers R, caleuler les
nombres dérivés en a, dans chacun des cas suivants :

(1) flr) =3+ 525+ 1 : gm=—2

_Ax-1 s P
1:2] ﬂr}_.ﬂ+.?. o o4a= 1

- 4 . =¥
) M=tteoys §oas—3
(4) fixl=43x +5 ;: a=0
s e e
(6) fix)=cosx+sinx i a:%

inx+1 :a=%
(8] fle} =ix*+1)tanx a:%
(9) flx) =sin®r-3sinx ;u:%.“
{10} fix) = cos {x - 2] : g:%

Ly f étant la fonction rationnelle définie par :
r—a
fla) = r+a’
déterminer le nombre réel a pour que la fonction f ait
un nombre dérivé en a égale & %

L plan est muni du repére (O, L, J). On donne
les représsntations graphigques {‘Ef], Hs]' {6;) des fonc-
tions f, g k-

L=
-
:

[]

Los représentations graphiques suivantes sont, dans le
désordre, celles des fonctions dérivées f, g', &'

Préciser pour chacune de ces courbes de quelle fonc-
tion dérivée elle est la représentation.

,;' ___,./ 'E

NEBC

! =

Mirivdes succansives .

R3; 1o dérivée F* d'une fﬂn.‘:-ti-:rn [ esi dérivable
sur un intervalle K, ells admet une dérivée, appelée
dérivée seconde de f et notde [, :
Si f* est elle-méme dérivable sur K, elle admet une
dérivéa, appelée dérivée troisiéma de f et notée .
Ainsi de suite pour la dérivée quatritme (f* au [,
cingquidme (f" ou f1¥),...

1. Pour chacune des fonctions f suivantes, calculer les
dérivées successives jusqu’a obtenir la fonction nulle -
(1] flx) =3 =5x+1
(2) fid=at-2+xt-3x-1
(3) fix)==32+Bx®-5x+7
(4) flr)=x®+37-Tx+4
2. On cnusi%hre la fonction fdéfinie sur & - (1) par :
fri= 25
Calculer f*{x], f(x). f*"{x) et fiilx).

2% Vérifier qu'un polyndme P(x) du 2° degré peut
B'Borire | .
Plx) = P(0) + x P'lz) + 5 P"(0).

Vérifier gu'un polyndme Qfx) du 3° degré peut &'dcrire :

QL) = QMO) +x Qlx) + 5 Q(0) + % a0

Scanné avec CamScanner



Tanpontes 4 une raprésontation graphig .biblio-sci 0l de

25 Le plan est muni du repére (O, 1, ]). On donne

la fonction polyndme [ de ® vers R définie par :
fx)=a?=34% + 4

1. Démontrer que la représentation graphique (€] de f
coupe (O) en deux points A vl B dont 'un & pour abs-
clsse—1. .
2. Déterminer les équations dvs tangentes & (€] en A st
an B.

26 Le plan est muni du repére (O, 1, ]). On donne

la fenction polynéme fde R vers R définie par -
) = 3 —x—1

1. Déterminer le point de la représentation graphique
(€] de f, ot la tangents & ('6) est parallale & la droite
d'equation : y = 11x = 3. ;
2, Délevminer le point de la représentation graphique
{"’E}-] de f, oit la tangente & {4) est perpendiculaire & la
droite d'équation : y = 2x + 5.
3. Contréler graphiguement les résultats obtenus,

27 Le plan est muni du repére (O, I, J). On donne

la fonction polyndme fde B vers R définie par :
fay=at—-2x2+1

1. Déterminer lss points de la représentation graphique
FEéJ de f, ol la tangente & (6 est paralléle 4 la droite
d’équation : y = 7x— 1,
2, Déterminer les points de la représentation graphique
(€ de f, ol In tangents & (%) est perpendiculaire & la
droite d'équation : y = x + 3.

Application de la dérivée

Sans de variotion d'une fonction dérivabla

28Dans chacun des ces suivants, étudier le sens
de variation de la fonction polyndms f:

(1) fle) = 2% =Gx 4+ 2 (2] ixj=—22+x-3%
(3) fir) == 32— +1 (&) fl)mat—2ad 41
(5] ﬁ.r}=r’—%ﬂ+.r—2

(6] fle) = — Fat+dad 4 2

(7) ﬂx}:%r‘{--gqj—-f—ﬁ.r

(8) flx) = (x* + 1)(5x —7)

®9Dans checun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonction rationnelle f définie par :

() i) = o @ fdmxes+

30bans chacun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonetion fde R vers R, définie par :

(1) flr)=2¢ + 1 (2} ﬁ'ﬂ-".';l:-r

x=1

Extremums rofalifs

3Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion de R vers R. Déterminer, si 1l en existe, chaque
extremum relatif de f, et préciser le nombre réel od il
ast atteint.

(1) ﬁx}nf+%x‘—u+5

@) fir) = & 20t L g s
(@) fm- LT gy

(5) _ﬁr]=_t+3+ﬁ

(6) Ac}=ad+a2—x—1

i Ls plan est muni d'un repére orthonamé (O, I, ],
(#) est la parabole d'équation y = +* - 1.
Déterminer les eoordonnées des points de (9) dont la
distance & I'arigine du repére est minimal.
(On pourra construire {®) et on recherchera le mini-
mum de la fonction qui, & l'abscisse de chaque point de
%I, ossocie e carré de sa distence 4 0).

Approvimations 2
Utiliser le résultat suivant, vu en TP2 :
sih=0 alors fla+ h)=flal + hf {a).

33 Trouver une valeur approchée de chacun des
nombres suivants et comparer les résultats obtenus &

ceux affichés par la calculatrice.
(0,999 ; (1,048 ; (0@8P ; /0898 ;
| T 1

1024 * 1,012%°

APPROFONDISSEMENT

:’.'f étant la fonction de R vers B, calculer les
nombres dérivés dans chacun des cas suivants.
(1) Fi(-3) et f(2) k- Jlx) = |1 +:r|~+ 2yt i
2) fll-2) et flo) : Ad=l1-221-x

35}" et g sont deux fonctions Pni].mﬂmas définies

par :
fix) = (3x + 1)(2x -1)
Comparer leurs dérivées ' et g".
Retrouver le rédsultat obtenu & 1'aide de fix) - glx).

38 1rquver trois fonctions admettant pour déri-
vée la fonction polynéme :
x Lot v 10x + 7
Quelle est celie qui prend la valeur 9en 2 7

glx) =6t —x+ 80

3,..[}3119 chaque cas suivant, trouver la fonction f
définie sur R qui s'annule en 1 et dont [ est la dérivée :
(1) filx) =3x-1 (2 ffi)=-3"=7x+1
(B) filxd=x*-5x+7 (4) f'lx)=—a*+207 + 6a? -8

I‘Sumpmisun de fonctions
Veérifier gque ;
si h est une fonction croissante sur lintervalle [a ; b
et fila) = 0 alors b est positive sur [a ; bl.
En déduire une méthode qui permet de comparer deux
fonctions fet g sur [a; b,

Application
Comparer les fonctions f et g, dans chacun des cas sui-
vants :
(1) fle) =x? 4t ; Wl:%‘%“%z

v d ; ir + 1
lzl'ﬂx]FT+I-H : g{.‘r}: Ar + 5
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39 Factorisation de polynime
P(x) est un polynime.
1. Démontrer que i P(x] est factorisable par (x - a)®,
alors Pla} = P'la) = 0.

2. Démontrer que si P(a) = P'la) = 0, alars P(x) est fac-

torizable par (x - a)®.

3. En déduire une caractérisation des polynomes facto-
rizables par (x — a)®.

Application

On donne Plx) = x* — 527 + 2x% + 150 =9,

Démontrer que P(r) est factorisable par (x — 3)* et
ré&ﬂlld]‘ﬂ P[.I:] = [, 3

&0 P(x) est un polynfime du troisiéme degré
admettant trods zéros [distincts) a, B, 1.
1. Donner une écriture factorisde de Plx],
2. Démontrer que la fonction polynéme P admet en o,
B. 7. des nombres dérivés différents de zéro.

3. Démontrer que S =0

Plo)* PP P
Dériver la forme factorisde de P et exprimer P'e), P(R),
Py

&1 On donne le polyndme Plx) défini par :
Plx) = 4x? - 11.6% + 10x ~ 3
Démontrer que P(x) est factarisable par (x — 1)

B2 u et v sont des fonctions dérivables sur un
intervalle K et telles que pour tout x de K, v(x) = 0.
On considére la fonction de B vers R définie par !

fir) = 2.
1. & &tant un élément de K, démontrer que :
: u'(a)
si f'la) = 0 et vi{a] # 0 alors flu)] = A
2. Application via]
On considére 1a fonction rationnelle g définie par :
o -x41
e T
Déterminer la dérivée g de g et vérifier qu'slle s'annu-
le pour trois valeurs 0, a et .
Calculer g{a) et glb) de manitre performante.

B3 Le plan est muni d'un repére orthogonal (O, L J).
On cornsidiére la fonction rationnelle f définie par :
- 222
o= 55
[%,] est la représentation graphique de f.
culer de manidre performante les ordonnées des
points de (€] pour lesquels il existe une tangenta paral-
lle & (DI}
Utiliser I'exercice précédent.

Utilisation de nombre dérive pour calcoler des limites

&4 On donne la fonction numérique f définie sur
[2:+e=[par: flxl=/x-2
Déterminer la dérivés /" de f

.I —
Endédulm:ymﬁ-

1 x—23

&3 En procédant comme dang 'exercice n® 44,

calculer :
A o
. "51' o+ 4 =D i M
(1) lim = (3) bim, ==

108 Dérivation

www.hiblio-scien ces.org
T —2x v

(2) }'iEI]— yl—dx =43

yax = 5 =1
z x+2 b} Xt

XL -

&& Exprimer sin 2Zr en fonction de sin x et cos x.

e, SR Zx
Calculer : E'_P.:.'— i

Courfies fanguenies

On dire que deux courbes sont langentes au point A
lorsqu'elles passent par A et admettent la méme tan-
gente en A.

AT Le plan est muni d'un orthonarmd (0, 1, ).
Dn considére les fonctions polynémes f, g h définies
par: flal=2 ; gla)=3F-4xr+2 ;

hix) = —2x% + B2 - 3,

1. Démontrer gue les représentations graphiques de
chacune de ces fonctions passent par le point A{1 ; 1) et
admettent en A la méme tangente (D).
2. Délerminer une équation de (D) et étudier la position
relative de chacune de ces représentations graphiques
par rapport a (D).

&8 Leplan est muni d'un repére erthogomal (0, L ]).

On considére la fonction polyndme f,, définie par :

£ ) = me? + (2= dmx + 4m (mE RN {0 2]
1. Démontrer que !
- les courbes (%,) et (€,) ont en commun un point A
dont on précisera les coordonnées;
— les coubes (%,) et (6,) sont tangentes en A 3 une
méma doite (D] dont on donnera une dquation,
2. Démontrar que lorsque m décrit R \ [0 +.}, la cour-

be (€] passe par le point A et est tangenté en A & la
draoite (D). !

Courbes orthogonales

On dit que deux courbes sont orthogonales en A lors-
gu'elles passent por A et admettent en A des langentes
perpendiculaires.

&Y Le plan est muni d'un repérs orthonormé (O, 1 ).
On considére les fonctions fet g définies par :

fl)=—— : gll=Jjx+b

X +da
1. Déterminer les nombres réels a et b pour que les
représentations graphiques [‘E;} et [‘-E.g] aient en com-
mun le point A[D ; 2).

Démontrer que (€ J et (€,) admettent en A des tangentes
(D) et (L} perpendiculaires.

2, Construfre {GEJJ, (% aj' (D) et (L).

50 Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1 J).
On considére la fonction rationnelle f et la fonction
polynome g définies par :

flx) = .rj;-*l. i gixl=x+bx+c

1. Déterminer les nombres réels b et ¢ pour que les
représentations graphiques (%) et (€ ) aient la point |
en commun ot admettent en | des tangentes (D) at (L)
perpandiculaires.
2. Construire (4], (4,), (D] et (L) pour chague solution
trouviée. T

Hocherche d'extresmnn

51 On considére 'équation :
(E) 2 +(2—alx-a—-3=0 [aERL
1, Démontrer que (E) admet 2 solutions x' et x".
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2. Déterminer a dans las cas suivants ;
a} la somme x? + x"? est minimale ;
b} 1a somme .J:’.l:"'z + x"x'? pgt maximale :

+—£E$tmlnlmﬂ]e

¢) la somme — :,: =

L3

PROBLEMES

Prohléames d'optimisation

52 On considire un reclangle de périmitre 12 em.
On note x et i les masures (en em) des cotés de V'angle
drodt.
Démontrer que 1'aire du rectangle est maximale si c’est
un Carré.

33 Lo gérant d'une salle de cinéma a Temarqué
qu'en faisant payer 1 000 FCFA la place, il pouvait
compter sur 500 spectateurs et que chague baisse de
100 FCFA lui amenait 100 personnes en plus.
Combien doit-il faire paver la place pour obtenir un
bénéfice marimel et quel ast ce bénéfice sachant que
chaque séance lui cofte 100 000 FCFA de frais fixes
(location du film, personnel, &clairage,...] ¥

#4 un texi-brousse I:..EI-'I'I.SLH'I!I.!:I:I.E par haure, un

nombre de litres ds gas-oil égal 4 ——— ob v est sa vi-

1 I:IL'IEI
tesse en km'h. Le pas-oil colte 275 F le litre et les
charges fixes s'élévent & 58 800 F par jour,

Quelle o5t la vitesse la plus dconomique pour un voya-
ge de 100 km effectué sans arrit 7

33 Mr Bamba, artizan t@lier, désire fabriquer des
cantines métalliques avec du métal de récupération
qu'il achite par plague, & 2 200 FCFA le m?. Une canti-
ne est un parallélépipade rectangle de longueur 1 m et
de volume 0,25 m?,

Déterminer la largeur ot la hauleur de ces cantines pour
que son prix de revient soit minimal.
Calculer dans ce cas le prix de revient d"une cantine.

38 Un stade de football peut accueillir 80 (0o
FEI‘.HCI-DII.'EE.

Les charges fixes de fonctionnement du stade sont de

10 000 000 FCFA par match et les charges variablas

sont dvaluées & 500 FCFA par spectateur.

Le nombre x de spectateurs est une fonction affine
décroisgante dn prix p du billet d’entrée définie par

x =—2Z5p + B0 000,

1. Déterminer quel doit &tre le prix du billet pour cou-
vrir les dépenses et avoir le maximum de ateurs.
2, Déterminer quel doit étre le prix du billet pour cou-
vrir les dépenses et avoir un bénéfice maximal.

37 Mr Youssouf veut erder dans une grande sava-
ne, une farme de deux hectares de forme rectangulaire.
Comment doit-il choisir les ‘dimensions de sa ferme
afin de minimiser le cotit de Ja cléture 7

58 On donne un evlindre de révolution de volu-
me V', ayant pour base un cercle de rayon x.
Exprimer en fonction de x et de %" 1a hauteur hix) et 1'ai-
re totale #{x] de ce cylindre.
On considére la fonction & : x —sl(x).

www.biblio-scientesorg variations de 5.

Dresser son tableau de variation, vérifier que la fonc-
tion & admet un minimum en o tel quea’u%.

2. Quelle est la hauteur de la boite cylindrique de volu-
me ¥ ayant une aire minimale ?

59 Avec un fil do lon- x
gueur L, on forme un triangle
équilatéral de coté x et un i
carré, :
On désigne par silx) la ?
somme des aires du triangle
et du carm,

1. Exprimer s(x]) en fonction de x et de L
2. Pour gualle valeur de x, sl{x) est minimale 7

Cuelle sst alors la waleur de %?

&0 La plan ast muni d*un
rapare arthanormé (0O, I, J).
On considére le point A(3 ; 1)
ot une droite [D) passant par A,
(D) coupe JOI) an B o2 [0]} en C.
Trouver une #éguation de (D)
pour laqueﬂe le triangle OBC a
L E.'I.FE ﬂ'ﬂ.'l.'l.'L['I:l.'-\.F.l B,

61 La bouchon d'un fla-

con de parfum est un cone de 'f €paisser
révolution dans lequel est : fiegligeak
creusé un cylindre droit sui- 3 - il
vant le schéma ci-contre : :

Calculer x pour que le volums ' "

du cylindre =oit 1e plus grand b e

possibla.

63 Un paysan désire cloturer un terrain rectangu-
lalre situé le long d'une dvidre (supposés rectiligne 3
cet endroit] pour parquer ses chdvres pendant la nuit. Il
dispose pour cela de 200 m de grillage et ne pose pas de
cléture le long de la rividre.

Déterminer les dimensions du terrain d'sire maximale
que ce peysan peut cliturer avec ses 200 m de grillage,

63 ABC est un triangle A
équilatéral de cité a.
MNPQ) est un rectangle inscrit
dans ABC.
On pose MN = x. M
1. Calcaler I'sire du rectengle
MNPQ en fonction de x. BG H fC
2. Déterminer la position du point Q pour laquelle V'ai-
re du rectangle est maximale.

64 productenr de jus de Guil envisage de
conditionner ses jus dans un récipient en carton obtenu
par pliage et assemblage d'une feuille carrée dans
laguelle on a découpé deux bandes de méme largeur.

i Jus
e e
ot Tl

Dérivation 109
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Le ciité de la feuille mesure 36 cm at la Jarge ot
bande découpée est x (en cm].

1. Déterminer en fonction de x, le volume Vix) d'une
brique de jus. Tracer la courbe d'équation y = Vix).

2. Pour quells valeur de x, V(x) est-il maxrimal ?

3. Trouver la valeur de x, & 0,1 cm prés, pour que la
contenance d'uns brique soit d'un litre.

Utilisation des approximations
&0 Coiit Marginal
1. En francs CFA, s cofit de fabrication de n objets par
une entreprise est : 1 000 + 100r + 0,1n* [n € R*L
Caleuler le coiit de fabrication de 1 000 objets, de 1 001
objets.
Calculer I'sugmentation du coit de fabrication corres-
pondant & la fabrication du 1 001® abjet.
2, Dans la pratigue, on considérs la fonction codit, défi-
nis de K vers K par :
Clx) = 1 000 + 100x + 0,1x2,
Exprimer en fonction de x le coit de fabrication de
[x + 1) objets.
Calculer 'augmentation du coit de Fabrication corres-
pondant & la fabrication du [x + 1° objet.
Cfx + 1) = Clx) est appelé la colit marginal au rang x.
Déterminer la dérivée ' da C.
3, T est d'usage de prendre C'lx) cornme valsur du cofit
marginal au rang .
Quelle est 'errevr commise T
A I"aide de C(1 000), contriiler le résultat obtenu dans
la guestion 1.

§#Mécanigue Relativiste
On désigne par m, la masse d'un corps au repos, ¢ la
vitesse de la lumigre, m la masse de ce corps & la vites-
S8 U, '

M m= =

pe

1- =

e
L'énergie cinétique E d'un corps est donnée par :
2)  E=[(m-mye

. 110 Dérivation

AENCES. O si%est suffisarnment petit, on a:
(3  E=tmd

(Poser Y- x et utiliser la fonetion f ci-dessous pour

ct
trouver une approximation de E pour x assex petil.
Miges A 1
’ 1.'1'. - X

Les formules (1) et (2] sont utilisées en mécanique relo-
tiviste ; Ja formule (3] est utilisée en mécanique clas-
sigue. On remarque qu'slle est une approximation de la
formule (2).

$TMadame Fatima, boulangére, veut construire
un four en géobéton, formé d'un cylindre droit d'épais-
seur b de hauteur x, recouvert d'un céne de revolution
de haﬂgur-‘i-d’épaisaaur k, conformément au croquis
ci-tonire.
Esxcprimer en fonction de x le volume intérieur V(x) du
four.
Exprimer k en fonction de k.
Exprimer le volume total V{x + h) du four en fonction
de x et de A,
Donner en fonction de h une approximation de la quan-
tité de géobéton nécessaire A la construction du four.
Application numérique
x = 1 (en métre), h = 10 (en cm).
Calculer k et le volume de géobéton nécesssire & la
eonstruction du four.
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L exploration de l'infiniment pelit démorre vers

1350 avec des E-ésrcfe; verres gmssrsmnrs Le
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!
I- homme de Fontiquité et du Moyen-Age qui ne faisait ses observations qu'a Feeil
nu ne pouvait imaginer ce que cachent linfiniment grand et l'infiniment petit |

qraphie en ultra-vioIEP 6

nique améliorant cmsrdemHemnr ceffe observa-

Hore 1.

F
L exploration de linfiniment grand démarre
aux environs de 1610 avec GALILEE qui scrute le
ciel & I' ard& 42 lunefies gmﬁsasmnf 30 F-::nrs

Le lélescope élacironique dont on installe un spé-
cimen & Saint Michel de Provins est encore pJ'us
puissant.

1, Limite infinie, limite & Vinfini ... 112

Q. Calcul de limites

116
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Limite infinie, limite a I'infini

_1.1. Limite infinic en a — Notion d'asymptote verticale

memmmms Limite infinie en «
Le plan nstmum du repére (0, L, ) |
On considére la fonction rationnelle h définie par : :
hfd= —1—
(x -2 . '

de représentation graphique (€;), d’ensemble €n)

de définition B % {2]. ! |
On veut étudier le comportement de la fonction h n—— .
| B .

pour des nombres réels de plus en plus proches de 2. o

s Que deviennent les images h{x} lorsque x prend dans Dy, toutes les valeurs suffisamment proches de2?

A I'aide de la calculatrice, . L
calculer les images par h d'éléments de Dy choisis de plus L
en plus proches de 2. Pty ERTE O R

A I'aide du graphique, e e (o B —
M étant un point de (€,) et x son abscisse, on peut observer :
que, lorsque x prend dans D, toutes les valeurs suffisam-
ment proches de 2,
— le point M se rapproche de la droite d'équation x = 2 ;
— I'ordonnée h{x) de ce point M prend des valeurs de
plus en plus grandes.

P e P ST e am e
i
b
=
T

@
« Comment choisir x pour que hix) appartienne a l'inter-
valle ]B ; +==[ , B étant un nombre réel striclement positif, — R
aussi grand que I'on veut 7 0 |
On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de (D)
l'intervalle 1B ; 4.

» Conclusion

Mous admettons que les images h(x) peuvent &tre aussi grandes que l'on veut, pourvu que les nombres
réels x prennent dans Dy, toutes les valeurs suffisamment proches de 2.

On dit que + = est la limite de hix] lorsque x tend vers 2 ou que + = est la limite de h en 2.

On éerit : lim
=2 [x=2)2

= 4 e

« Interprétation graphique
On considére la droite (D) d' équation : x = 2,
M élant un point de (€, ) d'ordonnée y, M’ le point de (D) d'ordonnée g, jx — 2| est la distance entre MM’

; e signifie que (4, ) se rapproche de plus en plus de
}rliliih[:] =+ ] (graphigquement) [ (D], lorsque hlx) devient infini. ]

On dit que la droite (D) est une asymptote verticale & la courbe (6, ).

112 extension de la noton de limite
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smmsmm Limite & gauche, limi 5

Afin d'étudier la limite infinie en a de cerlaines fonctions, nous étendrons aux limites infinies, les notions
de limite & gauche et de limite & droite en a.

Définitions
 est une fonction d'ensemble de définition Dy, a un nombre réel

- Whmﬂﬂafﬁ'ﬂfﬁl—“:h{ + Lorsque la restriction de fa D M Ja ; + =[
admet + = (resp. — =) pour limite en a, on dit que admet + = (resp. — =) pour limile en a, on dit que
+m{mll.-=h]adla1imitnigmdnﬂafma. + == [resp. — =] est la limite & droite de f en a.
On écrit : lim flx) = + = (resp lim flx} = - ==} On éerit : lim f{x) = + = (resp lim fix) = - =)
.T:ﬂ J:'E"'ﬂ : I';El- l";l--ﬂ-
JL lim L =—o Jk lim L=+e
2 x=+0 %

X'D | ::ﬂ \G | =

f est une fonction d'ensemble de définition Dy, @ un nombre réel n'appartenant pas a Dy
(on suppose qu'il existe un intervalle I de cenire a tel que I\ (@) = Dg). On a:

lim flxfj=+= & lim flx)=lim flx) =+-==

=+ X = i P 8
< -

lim flo)=-= = lim flx) =lkim flx) ===

mumsmss Asymplote verticale

Lorsque la fonction f admet une limite infinie en a, on dit alors que sa représentation graphique
admet une asymptote verticale, la droite d'équation : x = a.

| r:-& / la {}\ I|.DJ /"’ tal ‘
LA o |/ /{-i“\F

lim‘l‘[,r]=+n¢ lil'ﬂﬂ.t']=—m ]jmﬁ_x};-rm
X —+ X o=k I —1a
< =

Extension de la notion de limite 113
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___1.9. Limite a I'infini — Notion d'asymptote horizontale

I
! B EER RN

EEEEEEE |0 finie o

B e

Le plan est muni du repére (ﬂ{ﬁﬂ—'ﬁ- s i o
On considére la fonction rationnelle f définie par : =3 8 'a
3 -Sr+1 ’ B
'ﬂ"}- 1 Zrx+2 i - i
de représentation graphique (€7, d'ensemble de définition H. ‘N~
On veut étudier le comportement de la fonction f pour des nombres of |
réels de valeurs absolues de plus en plus grandes.

G
.

Que deviennent les images f(x} lorsque x prend dans Dy toutes les valeurs suffisamment grandes
en valeur absolue ?
A I'aide de la calculatrice,
calculer les images par f d'éléments de Dy ayant des valeurs absolues de plus en plus grandes.
On constate que fix) prend des valeurs de plus en plus proches d'un nombre réel qu'on désignera par b.
A I'aide du graphique,
M étant un point de (€7 et x son ahscisse, on peut observer que, lorsque x prend dans D, toutes les
valeurs suffisamment grandes en valeur absolue,
~ le point M se rapproche de la droite d'équation y = b ;
— I'ordonnée flx) de ce point M prend des valeurs de plus en plus proches de b.

P T o

_._..._-__-._{-_Er..;_-.; {“EI) 2 "
L .1|. 'I-l-‘:-_""'"" . w;-_—...:,.,f-
— a—.— i =3 Tt e Y

d z = e e o g e - -
R 1T S A S T S

L RN e G P e L Bl e R L e TR e e o
mmsmmiy amm S L R ARRR S L a PRI T .‘-';-aau';'ﬁ.-f.i".n?"'-"f". =

I 4
o 7

Comment choisir x grand en valeur absolue pour que f(x) appartienne d l'intervalle I, de centre b
et de rayon r, r étant un nombre réel sirictement positif, aussi petit que I'on veut ? '
On pourra déterminer graphiquement l'image réciproque de I, et ne s'intéresser qu'aux intervalles des
types |- = ;—Al et JA ; + =[.

Conclusion
Nous admettons que l'on peut approcher le nombre b d'aussi prés que 'on veut par des images flx) pourvu
que les nombres réels x prennsnt dans D, toutes les valeurs suffisamment grandes en valeurs absolues.

On dit que le nombre réel b est la limite de fix) lorsque x tend vers — «o et vers + o2,
ou que le nombre réel b est la limite de fen — = et en + .

Onécrit: lim flxl=b ; lim fixXJ=b
= = o e
nterprétation graphique

On considére la droite (D) d'éguation : y = b.

M étant un point de (64 d'shscisse x, M’ le point de (D) d'abscisse x, | fix) — b | est la distance entre Met M'.
lim [ffx) ~ b = 0

_ ‘t—*‘“‘ signifie que (€] se rapproche de plus en plus de (D),

4 {graphiquement) lorsque x tend vers — co et vers + =,
lim |flx) = b|=0
X b o

On dit que la droite (0] est une asymptote horizontale 2 la courbe (%) en — = et en + =.

114 PR S S
EXDETESMON OHE e THOLNCE

de limite
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Le plan est muni du vepére (0, L, ).
On considére Ia fonction polyndme g définie par !
glx)==-2+ 2 +5x -6

oly ,
de représentation graphique (€ ), d'ensemble de définition H. \ )’ \ €y

On veut étudier le numpuﬂnmenl de g pour des nombres réels de
valeurs absolues de plus en plug grandes.

* Que deviennent les images g{x) lorsque x prend dans D toutles les mf&um Sqﬂ’iswtrmmﬂnt grandes
en valeur absolue 7

A I'aide de la calculatrice, ke monar min L e
calculer les images par g d'éléments de D, ayant des valeurs absolues ZR0 Coriar bl i o et =
da plus en plus grandes. ]
A l'aide du graphique, —4
M étant un point de [% ) et x son abscisse, on peut observer que, O
lorsque x prend dans D_ toutes les valeurs suffisamment grandes en

valeur absolue, le pmnt%.-i a son ordonnée glx) qui prend des valeurs

de plus en plus grandes en valeur absolue. (g s

* Comment choisir x grand en valeur absolue pour gue gix} appar-
tienne & lintervalle JB ; +of {resp, J- = ; = B[}, B étant un nombre
réel siriclement positif, aussi grand que I'on veut ?
On pourra déterminer graphiquement limage réciprogue de ]B ; + =<{ ainsi que celle de }-=; - B[
* Conclusion
Nous admettons que :
— les images g{x) positives sont aussi grandes que 'on veut pourvu que [les nombres réels x soient néga-
tifs et prennent dans D), toutes les valeurs suffisamment grandes en valeurs absolues.
- les images glx) niégatives sont aussi grandes gue l'on veut en valeur absolue pourvu que les nombres
réels x prennent dans D, toutes les valeurs suffisamment grandes.
On dit que : .

+ == gst la limite de glx) lorsque x tend vers ~ = ou que + = est la limite de g en — =,

— o est la limite de glx) lorsque x tend vers + = gu que — « est la limite de g en + .
On écrit:  lim glx) = + e - lim glx) = — =

X—3—m L= 4=

ammsmen Limite @ I'infini des fonctions élémentaires
(n admet les résultats suivants illustrés par les grophiques ci-dessous.

R ; 7‘4 TGL

o

lme=ec ; Ime=¢ limr=—co;limr=s4milimrds+e:limrP=tes|limar=—wlimri=te
& —p—m X =+ e X 0 X4 X—p—ca E—4 4= E—3—mm X+
i

| = I
lim Jx =+ im 1E=D dim L1t0| les fonctions sinus et cosinus n'admettent pas de
e Zid ==++=* | limite & I'infini. |

—

Extension de la notion de limite {15
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__92.1. Limites et opérations

EEEESEE  Propriciés

pLimite et somme de fonctiofis
On démontre et nous admettons les résultats résumés dans le tableau ci-dessous :

fet g sont des fonclions numériques,
a, £ et £ des nombres réels.
Lorsque x tend vers + e, — o 0u 4,
sifa stsiga alors (f+gla
pour limite | pour limite pour limite
+ o8 £ + oo
£ £ £+
— f —_—
pLimite et produit de fonctions

L]

i

Examplns

Car :

Car

1) lim 22+x=+0s,
X =4+ =

lim =+ et
=4

2} lim .'I.'all-.t:v—m,

E—3—m

im x*=-o et

E =

3) im 22+ L =40,
X—%+o x
im xf=+0 at

X =§ % =

On démontre et nous admettons les résultats résumés dans le tableau ci-dessous :

fet g sont des fonctions numériques, |
a, £ et €' des nombres réels.
Lorsque x tend vers a, + <= 0l — o9,
gifa etsiga alors fga
pour limite | pourlimite | pour limite
+ oo + oo + ©o
+ o £:;€>0 + oo
+ oa £:€<0 -
+ o — —
£ Ex{
il &+ o3 i — oo
— o £:€>0 | -
- £:;6<0 + =
< e g

wlimite et inverse d'une fonction
On démontre et nous admettons les résultats résumés dans le tableau ci-dessous :

g est une fonction numérique,
£ ot a des nombres réels.
Lorsque x tend vers a, + = 0U — =3,

si g a pour limite alors % a pour limite
+ o0 0
£:6#0 ¥
—_ 0

116 _Extension de la

notion de limite

Exnmples

CAar &

] im 22 [x =40,

X =% 4 -

lim xf=+ce ot

e e

L=k <o
lim 2=-= . et.
X ===
3] HJII- -‘-5="'“|
=¥ =o=

lim xf=+m Bt

r——=

Remarque
ke désignant un nombre réel non nul et f une fonction,
pour calculer la limite de la fonction kf, il suffit de
considérer que cette fonction kf est obtenue comme
produit de f par la fonction constante x = k.

Ij.l'.u'u Iﬁ:i:f 1 . o
1 L W
i R
im Ll=0 car
X —f— = _-._-'3

E T
: Lk

lim
=34+

X = 4 o,

X ===,
X =3 = b

lim L1=o0

X3

lim
X o

o
J X =+ o,

~5=—5,

X O

lim x¥=—e

R

lim x2=+e

X == o+ @

lim x¥=-—co,

== i
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Daus les exemples précédents, nous avons utilisé directement les propriétés des limites et opérations.
Cas propriétés ne nous psrmettent pas de calculer la limite

=~ i la somme de deux fonctions dont I'une a pour limite + s ot l'autre — = ;

— du produit de deux fonctions dont Pune a pour limite + = ou — = et I'autre 0,
Examinons ces cas. \

¥ gomme de deux fonctions

Dans chacun des cas ci-dessous; on considére les fonctions f et g définies par leur formule explicite,
Calculons la limite en + = de leur somme f + g.

fidd=x+x ; glx)=-22 o fid=22+2 ; gld)=-22 -f[.t:l=.1.£ : glr) =—a% - 22
Ona: (f+glix)=x Ona: [f+g)x)=2 Ona: [f+g)x)=-x7
st lm (f+gllxl=4ee | et lim (f+gllx)=2 et lm [frg)lx)=-e -

On peut remarquer que dans chacun des casona: limflr)=+e et  lim gx) = — s,

e o

Cependant, la limite en + = de la sorme f + g n'est pas la méme,

¥ Produit de deux fonctions

Dans chacun des cas ci-dessous, on considére les fonctions f et g définies par leur formule explicite.
Calculons la limite en + == de leur produit f g.

fo=2 ; glg=3 foy=2 ; gl =4, M) =32 5 gl = &
Ona: fglx)=x Ona: fglx)=2 Dna:fg[ﬂ:_?__— |
et Im fglx)=+= at lim fglx)=2 at lim fglx)=0

ER R X =lp o X =% 4 o

On peut remarquer qué dans chacun descasona: limfle) =+ et  lim g{x) = 0.

x—b + o e

Cependant, la limite en + = du produit f g n'est pas la méme.

e ue

— Pour calculer la limite d'une somme de deux fonc- - Pour calculer la limite d'un produit de deux fonc-
tions, lorsque I'une des fonctions a pour limite + = | tions, lorsque Pune des fonctions a pour limite + =
at l'autre — =, on ne peut aliliser aucune des pro- | ef Pautre 0, on ne peut utiliser aucune des pro-
priétés de : LIMITE ET SOMME DE FONCTIONS. | priétés de : LIMITE ET PRODUIT DE FONCTIONS.
On caleulera alors la Iimite en choisissant Pécriture | On caleulera alors la limite en choisissant I'dcriture
adaptée de (f + gl {x) qui permetira Je calcul de oadaptée de f g fx) qui permettra le calcul de cette
cette limite. limite,

?EFMEK'EFEEES G i P PP o I e o AR

3.0 Calculer les limites en 4 v et en — o= des fonc- 3.b  Caleuler los limites an + = et BTl — me deg fone-
tions monfmeas définies par : tions définies par :
. e - } T L R o
flxl= =32 ; gle) =507 ; hix) =—22 ; )= —=; mlx)= =5 ; nla)=—4:
= . S W o N _E e S .
kfx) =724 l{x) = el m(x) = 2x8, ‘ plx] = 3 glx) i rix) i

Extension de la notion de limite 147
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—2.3. Limite en a d’une fonction rationnelle non définie en a
— 11 s'agit d'étudier la limite en a d’unalfnm:ﬁnn rationnelle %, d'ensemble de définition D, p et g étant
des fonctions polyniimes telles que : pla) # 0 et g{a) = 0.

= Vérifier que : pour tout x élément de D, %[.r}= [.tj T xrfx) [ne M*];
r étant une fonction rationnelle définie en a. On a : lim r{x) = r{a) et rla) = 0.
A =% i
sl Limite des fnnch'r:ms s X > : ! = [u R .ne M*]
g
*¥tude d'un mmmpla _ il
ﬂn mnmdﬁm ln funutinn raﬁnnne]le f définie par : : |
*ﬁ"]”‘.r-z' -. I 'ﬂijl Eﬁf} ‘
d'umumh]ﬁ de définition R \ {2} et de représentation graphique (% i o ] i
ﬂuvﬂulémdierlecnmpurtemant de f pour des nombres de plus en plus | 1
prochesde2. s | =

. Alaide de la représentation graphique de f, on peut observer que fn'a pas de limite lorsque x tend vers 2.

Toutefois, la restriction de f & }—= ; 2 tend vers — oo lorsque x tend vers 2 et la restriction & ]2 ; +=[ tend
vers + == lorsque x tend vers 2.

J l
S, - ]
\ H‘_TE X 1.1513 g ] \,
< > ‘ o TS
of 1 |2

Par ailleurs, on a vu dans Pactivité introductive du paragraphe 1.1 que : lim ﬁi =4 os
xr—r 2 —

- u

“Plus généralement,
lorsque n est un nombre entier naturel pair, on peut remarquer que les fonctions du t}']}E X

— sont positives sur leur ensemble de définition R \ |a).
—ont + == pour limite & gauche et pour limite & droite lorsque x tend vers a ; leur limite en a est donc + .
“lorsque n est un nombre entier naturel impair, on peut remarquer que les fonctions du type x —»

— changent de signe en a : elles sont négatives sur |- = ; af et positives sur |a ; + =[.
— ont pour limite & gauche — = gt pour limite 4 droite + = lorsque x tend vers a.

x~a)’

- )" -

On démontre et nous admettons les propriétés suivantes :

Pnurtmtmmhrer&lnﬂpunrtnutnnmhmentiurmmdu.dlﬁ_&éntdnﬂ.

si n est pair lim =+ 00
e =0 (x—al
si nest i Pnir lim 1 =—e= et lim 1 =
o =0 fx - a)* .1'--I-ll':‘;""_lﬂrI 5
L e

T letabiegu des signes de x - a confirme le signe de la limite & gauche en a et de

ln limite & droite en a de la fonction x ~ —=

ey Ty E‘ﬁ % lim -1 lim L e
r=+a x-a . x—a x-a- "
< " =
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Etude de la limite en 2 des fonctions rationnolles f et g définies par : flx) = 3:33 . glv)= ;—:
B e s L 1 ! T 1
f{.r]-_th-.-[lrralx_z G : g[.l'] .1: 2-‘:-‘-’ ?31—2
T : AT R aetran : T — 1 S
O a2 .:1:15.12 x=2 . i—u—"[..la x—2 i LA ];i-..z -2 iu_lplz x—2 *
s = < =
lim (2¢+3)=7 lim (x=7)==5
X = 2 r—=2
| e Syl . 243 _ W A T L i
EIEE _]:Lng x—2 ; _l-lﬂlg g ¥ Mk }.-151: xr—1 * j }-u—?z x—12
ol = Lo -
Les fonctions fet g n'ont pas de limite en 2. .
s ' ; Gr-8
Etude de la limite en 1 de la fonction rationnelle f définie par : _ﬂr]::E_—iF
_”1 = [3x - ﬂ][ ”3
1 ; dx—8
: lim — o t —B)=- : lim ——— =—e
8 = ol e
; ; ; - _ X =8x+6
f{xl={3-r"ﬂ'}[f—3]- 1 [x—-23)(x-3)
[x—1)x+4) =x+4 x—-1
Onaslm —E—wmew of Y Z-SESS o o i limfe) =
z+-4 X+4 x—=4 r—1 ==&
< , <
DOna:lim =+ et lim ot =—§ : donc:limfix) =+ =
r-3—4 X+4 R | =1 X -4
= >
Pour calculer Ia limite en a de la fonction rationnelle £
p et q étant des fonctions polyndmes telles que : plal in ef gla) =0,
on peul procéder comme suit ;
-mPL:]muslaﬁlttne Hx) [n e R*], rétant une fonction rationnelle définie en a ;

= ]n
— étudier les limites en a de chacune des fonclions [.I'Tlu]_" et rix) ;

o — appliquer les propriétés « limite et produit de fonctions » et conclure.
-l
=~

WE XCICICOS Bt R o AR R

1. Quelle est 1a limite en 0 de chacune des fone- 1.b  Frudier la limite en - 7 de chacune des fonc-

tions suivantes : tions suivantes :
£ g . T ; T
J."-"Fx' ,.a.-r-a-;i..t-i-.tn [nE N*|; x T+7 ; :H[I‘i‘ﬂ:
25 — r+1 3 x=1 ; Ix + 13
x —f— g e e L ORI
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—2.4. Limites a I'infini des fonctions polyndmes et rationnelles

ememms imite o Uinfini de r— 3" etde .r-—-i-T—

tJI
— On sait que : lim x=-e= % lim x=4 e,
X =3 —= X —h o i
— Les propriétés sur Ja limite du produit de fonctions permettent d'obtenir les résultats suivants :
lim x?= l[hm.r] (lim x) = + == . lim x*=(limx) (limx)=+e
‘ L = — = X—3 = X = & v X =4+ as X = 4=
lim x*= [lil:l:l.t‘z} ﬂ.im.t]=—=-r : Iim XP=(limx?] (limx)=+c
X =% = X =3 — K= — s L= b s X =y o X =3 4 o

On démontre les propriétés sufvantes :

- Pour tout nombre entier naturel n différent de 0

+ ==, si n est pair _ :
lilﬂ.!:ﬂ iR : lima" =+ =
2a-w U=2, sinestimpair g ey

-Bnﬂrmmbrqﬂuﬁarntmﬂn&lﬁﬁmmdaﬂ
‘1 T
:I-'-'—I-l--ll g I =% —ea

wmmmsm imite a ['infini d'une fonction polynéme
[ ] E:mmple mtrudui:hf
Calculons la Timite .n_u;f_wdg‘laﬁnmmpurgmm,ﬁeﬁﬂ. par +fl) = 3 5r 42, G
* Pour c&l:ular la lmute en — == de cette fm;ﬂhnn.-un peut utiliser les pmpnétés de la limite d'une somme

mais pas pour calculer la limite en + ==, car :
lim (3x%) = 4 o ot lim (- 5x + 2) = — oo,

X =¥+ X o=h 4w

* Translormons I'écriture de fix) afin d' exprimer f comme le produit de deux fonctions dont 'une & une
limite finie différente de zéro et l'autre une limite infinic.

pour tout nombre réel x différent de 0, flx) = :!.t‘i{‘l——+:,:;}
Or: lim[3x®) =+ et Lmu-—+3?]=1

X =+ ma X —F 4 o=

Donc : lim flx) = lim (3x2) = + o,

£ = 4 o X = o -

En utilisant cette méma écriture, on obtient : lim flx) = lim {3x%) = + oa,

X —— X — = e

Plus géném.‘emenf on peut démontrer la propriété suivante :

l.imEﬂk.r"+a,H.1.:"’-+ oy x+a)s= ]Jm[an.r"} |

| I o= o X—3 4 o8
lim @, +a, "+ . +ax+a)= lim (a, x™)
B I—y—se

hm[—-&th?.r;” 1}_1[5.1-31-“ : ]im{—ﬁ.t’+?.13 1}-]1m[~5.1'3]u-m,

XL == X —§ X =3 4 o= X —3 F we
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smmmesm Limite & Vinfini d’une fonction rationnelle
¥ E:empln introductif

I:‘afnu]nﬁslﬂimite Bnﬁmﬂtéﬁ-l' e ﬂa In fum:tmn pﬂlynﬁm&fdﬁﬂni&pn: ;J[.:] = ,_.__.___.3"'3; 2"":_ 1

* Pour calculer la limite en + s ou en - = de cette fonction, on ne peut pas utiliser les pmpﬂétés de la
limite d'un produit de fonctions car :
lim (3x% - 2xf — 1) =+ ot lim == =0

X b E o st =1

* Transformons V'écriture de flx) afin d'exprimer f comme le produit de deux fonctions dont 'une a une
limite finie non nulle et 'autre une limite infinie.

el = 3x= Lr"] 3o 1_%__15
Pour tout nombre réel x différent de 0, flx) = . i S = il ’
r(1-3) g =
X x
) ST [
Or: lim 3t 3_,;.3=1 et lim %=11m ax® = + =,
X =h 4 o= 1__ .1__ I =44 0 X =% + o
x
Donc : lim flx]) = lim E=].i.l:|:| Fa = + o=,
X—+m .:'—i--l-i-l-I X — 4
En utilisant cette méme écriture, on obtient : lim flx) = lim %: lim 3x® =+ e,
X—p—= Xk - r——-

Plus géndralement, on peut démontrer la propriété suivanie :

ﬂ'.h.‘-l'“+ﬂ

H‘"b Pt g xP
r pl

LR S T e e

lim ¥
D + ot
E!F:EF hp.*l.l'.""_

- Ex,ample 5 =
l,'.‘.gil_t.:u].ﬁnfﬂ ___j:mitasan+netmuuﬂen]1;‘m& das:['nnntluns rahunnellﬂs_ﬂ g, h ﬂﬁﬁm&ﬂpa.r
e o e o +X+3 e S
e ,_-#'F].?E__:-I-:f:t_s_"_'_,::_ Rosgn 0 g[ﬂ_ mx AL -_.' o h[:] 2 4.7 ©
lim filx) = lim 2t lim2=2 : lim flx) = 11-;3 = lim2=2.
X == L = —ma X—p—w= X =¥ o —T#ﬂ-ra & =¥ + 02
lmgle) = lim 52 = lm(-5=+e ; limgle) = lim F= = lim (5=
P = r—y—es =X X —3=ua X =h # oo Xy 4o — X X —F+=
i = hm = = . - 1 im ke = li % = lim = 0.
lmhl) = lim ot = lm go=0 lmh) = lim %5 =lm 2o

yﬁmExercices B A A A R o

3¢ Calculer les limites en + = et en — o= des fonc- 3.t:| Calculer les limites en + == et en — == das fonc-

tions polynimes définies par : tions rationnelles définies par :
—— At o : = Iy — : 5 3 . . =1
mix) =—2c" + Gr—1 rilx) 7at+3 i ;g =
pl=—2 + B® - Br+1 ; glx) = at— 3t - 2
hic) = dr+2 . ﬁ.:}=312"5“+1
Gr—1 ’ 2+ 3

Extension de la notion de limite 194
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Information historigue

mummmmw Infrusion de la notion de limite dans la Mathématique grecque
Cest par le biais de la découverte des grandeurs incommen.: rables que Vinfini fait irruption dans la
Mathématique grecque. Deux conceptions de la limite s'opposaient :
— la conception continuiste imaginait le nombre, I'espace et la matidre comme divisibles 3 I'infini ;
- la conception atomiste supposait I'existence d'éléments premiers indivisibles.
ZENON, philosophe grec d'Elée (environ — 480), tenta par ses célébres paradoxes d'établir que ces
deux hypothéses aboutissent 4 une impasse.

Le paradave d” « Achille ot la tortue » »'oppose & lu divisibilité infinie de Ueapace et du tempy

Description du paradoxe | Arguments dans la dichotomie
' A B
—1--——!—_._.-.-1_
&y | 0 1

Pendant qu‘Achille parcourt la distance qui le sépa-
te de la tortue, cette derniére avance encore, ot ainsi
de suite..., la tortue gardant son avance. Achille ne
pourra donc jamais rattraper la tortue !...

Awvant de parcourir une distance entiére, un point
mobile doit d'abord couvrir la moitié de cette dis-
tance, puis la moitié de cette moitié, et ainsi de
suite jusqu'a I'infini !...

L« paraidoxe de « ln fliche » suppose que Uespace et fe tempe sonl composés e parties indivisibles :
les « points » ei les « instanis »
Description du paradoxe Arguments dans la vitesse instantanéde
III,-«._ Quelle valeur attribuer au rapport i—':f[ﬂ.t étant la
> . distance parcourue et At l'intervalle de temps),
£ lorsque At devient trés petit 7 '

w

— Les anciens, incapables d'imaginer At trés petit
 sans 8tre nul, lui donne la valeur 0, d'oit blocage !

— Aujourd’hui nous savons que la vitesse instan-
tanéde o(t) est la limite de i'-fxluraquaat tend vers D.

A un instant de son vol, une flache gccupe un
« point » de I'espace et i est au repos. Cela étant
vrai & chaque instant de son vol, la flache ne peut
pas élre en mouvement !...

enmmmssn Méthode infinitésimale d’ARCHIMEDE et Analyse algébrique

ARCHIMEDE (- 287, — 212), dans la quadrature du segment de parabuole, adopts une démarche présen-
tant une investigation infinitésimale (c'est-2-dire qui concerne des quantités aussi petites que 1'on veut).
Dans son étude, on ne peut donc pas nier une idée de limite méme si celle-ci n'est pas explicite.

La méthode infinitésimale d’ ARCHIMEDE est reprise par les Arabes. Le gott des mathématiciens pour
les considérations infinitésimales se développe peu & peu & partir du modale d' ARCHIMEDE.
L'étude des algorithmes illimités de nombres conduit & I'Analyse algébrique qui a été au cour des
recherches des mathématiciens du XVIII® siécle. Ainsi, EULER el & sa suite les autres géombtres aban-
donnent le langage, le choix et Porganisation des mathématiques qui leur sont antérieurs et c'est le
concept de fonction qui devient la base de 1'édifice.

mmmmmm Avénement des concepts de base spécifiques @ I'Analyse

Capendant, le refus d'utiliser la notion de limite crée un blocage qui sera levé par deux séries de travaux :
- GAUSS, CAUCHY, BOLZANO, ABEL se caractérisent par des préoccupations nouvelles de rigueur
et de fondements qui conduisant & préciser des concepts de base spécifiques a I'analyse

infiniment petit, limite, continuité, convergence, stc...
— Les recherches menées par FOURIER, LEJELINE-DIRICHET, RIEMAN prennent leurs sources dans
les problemes posés par la physique et ouvrent une nouvelle voie 3 la recharche mathématique.
Un long processus & propos des notions de limits et de fonction, et de la pratiqus de I'Analyse algé-
brique, vient 4 maturité au début du XIX® siacle.
Le désir d*asseoir les mathématiques sur des bases plus rigoureuses est général.
CAUCHY et BOLZANO précisent la notion de continuité, donne une définition proche de celle d'au-
jourd’hui et posent la continuité comme une propriété locale d*'une fonction. Cependant cette défini-
tion o'étant pas quantifide entraine des ambig ités.

AR | ol e e [ R 2 e M e T [ e T
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APPRENTISSAGE

(alcul de limites

Limite infinie en a

1 Dans chacun des cas saivants, [ est une fone-
tion rationnelle définie per une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sa limite 4 gauche en a.

(1) fid= 5oy ¢ a=-2
(2} ﬂ.r]=EET1 . a=5§

@) fi= =% ;i a=-1
(4] J‘[I]‘=5_l.2_|4 : a=-08

2 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sg limite & gauche en a et
en b,

1

(1) flx)= E-D=-1) I a=1tbh=05
2) fix)= 1:_'__&2 oy r a==0;0=-12

3
(3] fix) = [Z+x)3 +x)

i
(4) flx) = —1-xj-2-x]

n==2:bs=—3

a=—1:b==2

(5) fix)= ﬁg : a=—05:b=2

3 Dans chacun des cas suivants, f est una fone-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sa limite & gauche en 0.

1) fio= 1z 6 fir =5
@) frl= 2 (6) fir) =
@) f) =35 (M o= 5
@ f) =2 ©) fl = =3

& Dans checun des cas suivants, [ est une fonc-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer ga limite & droite et sa limite & gauche en a.

(1) fl=g—pp ¢ o=2
@ fd=grqp ¢ @=-1

(3 ﬁ,:]=h—'_3§j-,-_ : a=3

2

“Exercices™

57

(@) W=y ¢ a=-4
6) M=oy ¢ a=1
5 Dans chacun des cas ElﬁVEﬂtH.fﬁimf&M:

tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sa limite & gauche en a.

W =22 a=s
) fin=EE3 ; a=-0s
@ fidmg=g : a=2
(8) fll= =2 i a=-1
6) )= gy ¢ a=3
(6] ﬁr}=% : @=—=T

$ Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Calculer sa limite & droite et sa limite & gauche an a el
en b,

W f= X ; a=—L:b=0
_ (x+4lx-30 | e
@ f= pior-a  2T2ibed
x+ 2 .
B gemoy * #hilsg
(4} fix)= ﬁ% oy TRl S BRSO
(5) flx]= ﬁ i a==7; b=0

(= ﬁ“:'=::a.§:?:.:5 :

Asymploles verficales

¥ Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion rationnelle définie par une formules explicite.
Déterminer I'ensamble de définition de f.
Trouver les asymptotes verticales 2 la reprisentation

graphique de f.

() fiel = 22 (7) fix) = Em;&Ts}
@) fi= 5 (8 fir= 225

B fel= =% () fog = Ey -2
(a1 fl)= e (10) = 31
(5) fle)= x4 (11) fiel= x—1+-2

2+l

(8) fix)= 3‘2—;_?"2-7-1 (12) fixl= =3

Extension de la notion de limite 123
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Limite & V'infini d'une fonction polynime

# Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion polynéme définie par une formule explicite.
Calculer lim flx} et lim flx).

Eoas o ]

(1) fl=2xr-3

(2]  fx) = (3x + 4)(2c - 5)

(30 fxd)=- 15—2;—*-535

(4) flix)=-11x*+ 2% — 522 + 12 000
(5] Ih]=11ﬂ-1ﬁxﬂ—aﬂ+1ir+55
(6] flx) =—6x* + BB + 14> —Tx
(7)  fle) = 3x® + 36 + 258 + 25

(8) flx) = (— Zv + 8)(3 + 52)

@ fl=-t2+ Lo

(10) fle) = 7138 4 ged9 - 5pt2e

(11) flx) = = — 23%5 4+ 69 809607 — 2322
(12) fix) =85cY + 42 - 322 4 2 -5
(13) fix) = 11050 — 216999 _ 321621 4 4291
(14) flx) =~ x2001 4 y1999

Limite & l'infini d'une fonctlon ratiunnelle

9 Dans chacun des cas suivants, f est une fone-
tion ratiorinelle définie par une formule explicite.
Calculer lim fix) et lim.fix),

e B X — 8

(1) fle)=-=*6_ ) et

xt 35 Bxf—x +7
@) fie)= () fy= -1
e A o
@M=l (o) fo-EriEol
(5) flx)= __il,:,z_ﬁfi;_iﬂ (10) ﬁ;ﬂn—&%

Asympleles horzonioles

10 Dans chacun des cas suivants, fest une fone-
tion rationnelle définie par une formule explicite.
Déterminer l'ensemble de définition de f.

Trouver les asymptotes horizontales éventuelles & la
représentation graphique de f.

1) f)= L2 O e
2 A= 22 ) =X =%

(3 fir)= =% ) Ao=iEglE-d
@ fir)= 2% ® fig= Spr3E=l

124 Extension de la notion de limite

APPROFONDISSEMENT

Tubfvow de variafion
11 festla fonction polynéme définie par :

fxl=+ac+b [e€R, beR.
1. Déterminer a et b pour que fadmette en — 1 un extre-
mum égal & 4.
2. Etudier le sens de varlation de f et donner son
tableau de varfation.
3. On considére la fonction retionnelle g définie par :

flxd

8ix) = T T
Eiudier le sens de varlation de g et donner son tableau
de variation.

1% [fest la fonction rationnelle définie par :
_ x2-13
i)
1. Etudier le sens de variation de f et donner son
tableau de variation.

2. Trouver les asymptotes verticales et horizontales
éventuelles & la représentation graphique de f.

13 fest la fonetion rationnelle définie par -
2 +x =3

P W == 1
1. Etudier le sens de variation de f, donner son tableau
de variation et préciser les extrémums relatifs éventuals
de f.
2. Trouver les asymptotes verticales et horizontales
éventuelles & la représentation graphique ds f

Calowl de Nmites

14 Dens chacun des cas suivants, fest une fohc-
tion définie par une formule explicite.
Calculer lim fix) et lm fix).

X = e ]
R 1 1 i
WM=a-F+%
+1 x—=13
() 'ﬂ'r}=1:-:! T |

b-—xr 3-3x
R s

{4] ﬁﬂ:%; + 5 = M

1+3x
(3] _ﬂ..ﬂ=—~%x+11+ ﬁ:;
e = i
(0) fix) =% ﬂ—ja:::zh g 13::

15 fest la fonction numérique définie sur
[0, + =] par: fle) =x- Jx .
1. Donner une autre dcriture gs flx) en mettant jx en
facteur dans l'expression x - [x.
2. A l'aide de cette nouvelle deriture, calculer : lim flx).

X =% 4 0¥

16 f est 1a fonction numérique définie sur
10, + ool par: flr) = £

o
1. Donner une autre dcriture de flx] en divisant numé-

rateur et dénominateur par ,\x.
2. A I'nide de cette nouvelle écriture, calculer : lim fx).

X =
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Etude de fonctions

Dﬂs méthodes de résolution approchées basées sur l'analyse ont &t imaginéés
par cerfains mathématiciens du XVIIe sidcle tels que :

2 BTAER - YEDUET
B HOCHETTE

Daniel BERNOULLI Louis LAGRANGE
(1700 - 1782) (1736 - 1813)

Cerfaines méthodes approchées, basées a la fois sur Falgébre et Manalyse, furent
1 trouvées par d'aufres mathématiciens, dont HORNER (1818).
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f?l‘ ] L i
it T R T T L
'.‘E: .I_I._ "‘f 4 ‘l.:. -ﬁh_'l-] -...i":-lg -‘1'I .t

_1.1. Exemple d'étude d'une fqnc_!;_ippﬂ;;gg]};gﬁmi_w%?h_ _
T -q_f};‘ .._.': ay -,. _-'. a0 " _-_._1_..-:__: =i .._. -'H. .-_.J.:_: ; "' e ;:fi_;_'ﬁ . L-_. £k : .. ....I.-.'!.Ir.-: : 'a:l;;"...-.ull_{' 1 I-"I:I:.:; : " ::.
IE%!‘WE% a4 o VoL ;WH .I‘ﬁ.ﬁ.ﬂﬁ-’".ﬁ"fl“ 4"-_.- DT Rl WP e P YK ﬁ.
M Variations de la fonction f
Ensemble de définition —
]'l_;= H e 0
Calecul des limites
lim ﬂx]l:limi.ra=+m - ],j._..ni..ﬁ't]:},jfl__f=mm

P b e g

Détermination de la dérivée Tableau de variafion
f est une fonction polynéme ; —t— = = o
elle est donc dérivable en tout nombre réel.

fix) + _l?_ - ll} +
Pour tout nombre réel x, -
fla) =322 -3 =3x - 1){x + 1) fx) _g/{?\" 1./)

| Rapréﬁntaﬁnn graphique de f ”
La plan est muni du repére (O,1,]). (€] désigne la représentation graphique de f.
Poinls ef droites mmarqnu.hl'ul; da g:uph:‘iqne e
Le tableau de variation donne les informations suivantes .
: - laﬂnﬁmfadmet un maximum relatif en — 1, égal & 3 et un minimum relatifen 1, égal 4~ 1.
— aux points A(-1; 3) et B(1 ; — 1), la courbe (€ admet des tangentes paralléles & 1.'_01],

Table de valeurs : Tracé de la représentation graphi

AL EE RS i e B ] s U S
.I-[I] _1? __,1 3 | 1 '_1 ! ] 18 T?II : EENEL N T T .(: -.-—--4: :r-.;+ —_-..
A partir du tablean de variation et de la table de va- e T
Jenirs, on peut tracer & main levée une esquisse de (). B Gt
Cette esquisse permetira de choisir un repére et ung ' REs ]
fenétre afin de rendre plus lisible la repreésentation =13

B s e

| = Brammas I
v i T 1.
ik s e
e e

ey
.L:"..ﬁ_-.
:"_r',l_

graphique.
Esquisse de ['6)

-—

i
g

HE I
o EH |

il
B

4
.1J

s e

L =

[l

41
51

T

+H 1
H ks

R
i
i
i
e 51 Fas
iH- oy i =54 RIS1 I
if T: ST O S MR
= Y T |.: .r _'-: |F_ _._. ! .—. & = |." t 1 -- T -
%.Hr Al b s e
o T e AR T Fansanar
31 i
Ry
m

1K d p e 1 pm
- y= (E B9 s
bl e e __..|.|_ =t
i it |-||— 1=t e LI EER i v [y f |_|_-r &
't Y g L I: i | = E Cp g g
=T Brs s El S P b s (e 11 -
Ly smr g ke EREYY (REATIELEY = RPN -f i --:I
== a3 ! i | o
raTisaiias Qe 1EE e
A :E*F'I'!":.. Ei, jf RES g 1kt T-l'
T SR H= TR e AT 1
. e S e
HiEn s R T
g g s et Pl ok 8 RS < T kg i
HE el e e e F e R
i iy [ e o B st S el 4 [ % v s I.._ = g
RS ws AR R e NN N — _i_---l- .
e o | I e R L B ) (T S
il .- T R -t fi = :.I||_| bt5 4 1 i
e rmnmy mn. L0 el s o S bl g £ S E s HE et
3 0 = T rbt .
st Bawrn S R ) e e } 2t
g _.I_I:r _L:..: ] IEH BN JET T L A

i hoisi un repére ortho-
B Propriétés géométriques de (6 Pour construire (€4, onac : ‘
La mﬁ_r'he [‘Eﬁ]éummhla admath'aﬁle point J(0 ; 1) normé et une fenédlre de dimensions & x 8, avec
comme centre de symétrie. Xin =— 3 i X =33

» Contréler cette conjecture par le calcul. Yotn = =3 § Ymaxx = 9+

196 Etude de fonctions
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i‘f‘;‘ﬁfﬂ"ﬁiE ercices WMMMMJM

l.o  Euedier les variations de la faction pnl}mﬁma 1.b  Budiar los variations de la fonction polynime

f définie par : [ définie par :

fx)ma® + 3x 4+ 1, Ax) = x? =222 4 8.
Construire sa représentation graphique (4 Construire sa représentation graphique (%€,).
Donner les propriétés géométriques de [€). Donner les propridtés géométriques de [%J.

2. Exemple d'étude d'une fonction ratinnneile -
Notion d'asymptote oblique.

Etudions la fonction rationnelle f définie par : fixdsx+2+ -—1-.-1

Pour les grandes valeurs de x (en valeur absolue), studions les positions mlaﬂm da la mprﬁuantahun
graphique ["EJ.} de f et de ]a droite (D) d'équation y = x + 2. TR

Variations de la fonction f
Ensemble de définition
DI=E111I=]—==:’.|[U]1:+“[ — —o =
Calcul des limites 1
Pour calculer les limites, on peut choisir une écriture de flx) qui convient parmi les suivantes :

pour tout nombre réel x différent de 1, flx) =x + E+_1‘:1 -ﬂ'—l =[,r3+.r—1]x1—

-1

On obtient : 2 o

lim fix)= lim _—I-:lim X=-—wm ; lim flx) =lim —=lim x=+=

== - X E—+w K=t dom oL K= am

lim flx) = lim (2 42 1) 1 = o lm fle) = lim (e +2~1) g = 4
Déterminalion de la dériviée Tableon de varialion
{ est une fonction rationnelle ; elle est done déri- T e 0 3 g e
vable en tout élément de son ensemble de défi- i '
nition Df‘ ; fix) o = | E'
Pour tout nombre réel x différent de 1, L

Pl = :{.:.- xlx-2) fx) _,! *

-1 B

Sur Dy, (x - ‘1}2 est strictement positif, donc le signe de f{x) est celui de x{x - 2).

Représentation graphique de f
Le plan est muni du repére (O,1]). (€] désigne la représentation graphique de f.
Points et droites remarquables du gruphique
Les liuuias a gauche et & droite en 1 de f montrent que {{'ﬂﬂ admet une asymptote verticale (L) d'équation :
1 I
Le tahlgau de variation donne les informations suivantes :
— la fonction f admet un maximum relatif en 0, égal & 1 et un minimum relatif en 2, égal 4 5.
— aux points J{0 ; 1) et B(2 ; 5), la courbe (€ admet des tangentes paralléles & (OI).
Notion d’asympiote oblique
x est un nombre réel suffisamment grand en valeur absolue (donc différent de 1)
M est le point de (¥ d'abscisse x Pasition de (% par rapport i (D)
M est le point de (D) d’'abscisse x.

X L 1 e o
On a : MM = [flx) - (x + 2)] = |r1—1|' To-xr D) 3 =
o SR 1 . 1 ("6 p en-dessous || (€p) au-dessus
Or : 11_:1.:1_“m = lim b ‘ (€7 /(D) s ﬂdE 5
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Par conséquent la distance entre M el M a pour
limite 0 lorsque x tend vers + = ou vers — =, ce ] PRI Ll M

qui signifie géométriquement que (8] se rap- - - E 5
proche de plus en plus de (D) lorsque x tend vers
+ o= OU VETS — ee,

On dit que la droite (D) est une asymptote J
oblique & (€,). ]

Table de valeurs - i
& |-l =Fl-BFliyt Dol T 1Akl 2 #1471 5 1.6
fle) |-22|-1.25-033 05| 1 | 05 565 | 5 | 55 [86,33|7,25|8.2

Trucé de la représentation graphique

s s o I3 R e s e s i)
Tiriise 3T i
i e e e
'.T:l.___- [ e akg i et R

Bists e s =

=

e e

T A T Tt frH

P AT qu' - 74 ]

S = 11 = "I:'_| "#,'. e T

e | e - i

- - i P e el S

I i .: = 144 g.--l' ' 'ﬂ—: }J 11

{20 B 1 o it o e e HE Pty ewc sl o

e 1 Ed SR S "| SR

posts mspats T e
. EX i - nE pp
- «r ] LT

M

Pour construire (% ., on peut choisir
—un repére orthonormé
—une fenétre de dimensions 10 x 12,

” y ; 5 g i::,:'.l'.' X 31
AVEC: Xmin =— %1 X =6 ; _|r' R T E= frs y
YUmin ==~ 3} Upex=9- e A e T i e T o

* Propriétés géamétriques de (€
(€ f} semble admettre le point 0'(1 ; 3), point d'intersection de (D) ot (L) comme centre de gymétria.
* Contrdler caette conjecture par le calcul, A

La représentation graphique (€] est une hyperbole d"asymptotes (D) et (L), de centra O,

mmsmmm [\olion d'asymptote oblique

I
Le plan est muni du repére (O,L]). gl
[':E!] ust la représentation graphique d'nne fonction f
(D) la droite d'équation: y=ar+b ; [z 0]
La droite (D) est une asymptote oblique & la courbe (%) en + « (resp. en - =}

signifie que
I MGl chnenle Sl (s 1)

) R " (DL
I'.I.I+.ﬁ -------------------- :M' A _'______-—-—J'-_'_
. i
(-'L"'.J'r 3

ol | *
lim [/l - (ax + bl] = 0 ;

198 Erude de fonctions
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Remarque

La fonction f étudiée dans ce parographe est telle que : fix)=ax + b + gix) ;
avec lim gix)=0 (resp. i.i‘_!:l_ _gﬂc] = 0}

- Lorsque a # 0 lo représentation gruphique d'une telle fonction admet wne wsymptote oblique

@n + e (resp. en - =, la droite d"équaetion : y = ax + b.

- Lorsque a = 0, nous avons vu que la représentation graphique de f admet une asymptote horizontale.

Dans les cdeux cas, on dit que (6;) admet en + = [resp. en - =] une asymptote, la droite d'équation :
y=oax+b ”

De cette remarque on déduit la méthode suivante ;

Lorsque f est une fonction rationnelle définie par : fix) = .E{._':_;*
pix] et g{x] étant des polynémes tels que : [degré de p(x)]= 1 + [degré de g{x]],
la division euclidienne de p(x) par g{x) donne : fix) = ax + b + glx), avec lim gix] = lim gfx} = 0.

T+ E

WEmErCiCES o R o o R A o g

l.c  Le plan est muni du repére (O.L]). déquation y=ax+b. )
Etudier las variations de la fonction rationnel- Construire la représentation graphique de f.
B 1d lan d RA))
P —Bx+5 . Le plan est muni du repire (O
= Etudier les variations de la fonction rationnel-
Ecrire flx) sous la forme : }=u.r+b+i-_—f—ﬂ le f définie par
ol &, b et c sont des nombres réels. ﬁﬂ:a.th-i
Justifier que la représentation graphique (% ) £-1 ) )
de f admet une asymptote oblique : la droi Construire sa représentation graphique (6.

...1.3. Etude de la fonction tangente
m=mmem |Jtilisation d'un ensemble d'étude

Des propriétés géométriques de la représentation graphique d'une fonction paire, impaire ou périodique,
on déduit la méthode suivante :
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!ucabu!giﬂz

On d'it qn.re
Den fo; + w{ est un ensemble d'étude pour Ia fonction paire ou impaire f;
D0 1!'— ‘2’3 est un ensemble d'élude pourla fonction périodigue f de période T.

semmEmn Fryde de la fonction langente

On a vu dans le chapitre Trigonométrie, la définition et les premiéres propriétés de la fonction tangente
notée tan. On se propose, dans ce chapitre, d'étudier cette fonction.

Etudions les variations de la fonction tan et construisons sa représentation graphique {‘Ehn] dans le '
phm mmu du repére orthonormé {O,L]) :

@ Variations de la fonction tan
Ensemble de définition D,

L 3 3 E =} -'_-— __",r

.tEDmﬁx#vE-+h[iEE], _% :-3?; % B - I

Ensemble d'étude * i - b
La fonction tangente est impaire et périodique de période n. it
On peut done prendre pour ensemble d'étude l'intervalle [0 ; = 1. o o
En effet, )

— la fonction fétant périndique de périnde m, on peut prendre pour ensemble d'étude : - —;r 3%
~ Ia fonction étant impaire, on peut prendre pour ensemble d'étude : [0; 1

=

Calcul des limites 1
Ona: tan.l:—mnxxﬁ?i
Or: 11m a.m.r-sin—-l x

z+§ X (1] 9 n
De plus, le tableau ci-cnnﬁu montre que : HEE 5 ﬁll_' 5 ;

—pl:mr.l:E]l]:—E—L cos x > 0, gl

—lim cosx= CDE% =0.

T — a
=
On démontre et nous admettrons que : lim - + oo
 cosx

donc: limtanx =+ o, 53

=27
Détermination de la dérivée Tableau de variation
tan est le quotient de deux fonctions dérivables sur | ;
elle est donc dérivable en tout élément de son ensemble x
de définition D, :

tan' x
pour tout nombre réel x élément de D,
e fam ey 1 i 2
tanh}_l.msrt)qﬂbﬁﬁ._t’-lqrtﬂnr' lanx

m Représentation graphique de tan

Le plan est muni du repére orthonormé (O,L]).

Points et droites remarquables du graphique

La limite & gauche en % de tan montre que sur [0 ; %[. la représentation graphique (%, ) a une asymp-
tote verticale (L) d'équation : x = -
La tableau de variation indique que la tangent& 4 (%€,..) au puint O a pour coefficient directeur 1.
Tracés d&ﬁmn} sur [0 ; —Iatau:r}u =i -2-{

Désignons par (€,) la raprﬁsanlatmn graphique de tan sur [0 ; = =1 et par (€,') celle de tan sur |- % -%—l
[¢,") s'obtient & partir de (%) par la symétrie gentrale de I:E.'IIT.I‘E 0.

130 ttude de fonctions
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Table de valeurs Tracé de [€,,,) sur [0 ; ~§-f ﬂ-ﬂcddaﬁﬁmjmtr}—%; a
: | e R
i ._{“’ﬁ.]J }F-‘;!ﬂs f—_ﬂf
n 3 I
T T L
T AV F ¢ e
Y 1 fEE L
n A 5 E—..Z
3 | ° i H e
g
F ey v 4 aam
(ST
Hg-db:
| 4 1S
HlEapE
s
f‘ :':l.

Tracé de (€, )

On obtient la courbe [‘Elm] & partir de (%€,") par des translations successives de vecteurs kr Ol [k € Z).

¥ Propriétés géométriques de [ﬁﬁm
k étant un nombre entier relatif, des points O,k ; 0) est un centre de symétrie de la courbe ()

—-1.4. Exemples d'études de fonctions

snpemmm Plan d’étude d’une fonction
Des exemples qui précédent, on retiendra le plan général d'étude d'une fonction de B vers B.

* Variations de la fonction f 2 Représentation graphique -:la_f » Propriétés géométriques de [EEJ]

— Ensemble de définition ' —Points et droites remar- | — Axes de symétrie
— Ensemble d'étude = quables du graphique | Conitvi i eyl
— Calcul des limites — Table de valeurs |
~ Détermination de la dérivée | - Esquisse de (€]
— Tableau de variation — Tracé de la représentation
graphique

Ewde de fonctions 131
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Dans chacun des cas suiﬁﬁnts'l-.j:‘ est une fonction de [ vers B d

Etudier la fonction f et controler les résultats

-

www.biblio-sciences.org

[
LT Al

graphique correspondante ci-dessous.

- . . —— s |
mes X I } F

Lo -

et 1

éfinie par une formule explicite. ._
on vérifiant leur compatibilité avec la représentation

T

ite

i
Foded
i,

g R

ﬁr}.—.x*+zxz-—1

flxl =

41

g™
P

flx) =

%
|

= 551

132
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Lalcul approche des zéres. - -

B S e L R s A :.-"“-"5‘:1
—=2.1.. Zéros d'une fonction
Loplanestmuni dutepire O,L7). R
(‘€] est la représentation graphique de la fonction £ d'ensemble A :
.ig’f]daﬁmﬁu?nﬁ 5“ L a M\G .l_ B TTi
On veut déterminer les éléments de Dy qui annulent la fonction f. =t b

Ces éléments sont appelés les zéros de f,

- Graphiquement, ce sont les abscisses des points d'intersection de (€7 avec la droite (OI).
— Algébriquement, ce sont les solutions de I'équation flx) = 0.

La propriété fondamentale ci-dessous, que nous admettons, nous permet de résoudre un tel probléme.

On appelle zéro d'une fonction numérique f, d'ensemble de déﬁni']innl_lf, tout élément de Dy qui
annule cette fonction.

@ étant un élément de D, ”,F G
@ ast un zéro de f ﬁ'fgnj:ﬁe que ﬁl:l-] =0 .

K est un intervalle puvert contenant [a; B].

S1J est une fonction dérivable sur K, strictement monotone sur [a ; b et telle que fle) et flb) sont
de signes contraires, n]mjndrqatunzérudtunwmdansh:bi.

T —
dr | - o .. f est dérivable sur l'intervalle cuvert K ;
St ﬂ . “ K f_:!: f st strictement croissante sur [a ; b] :
: / fla)l < 0 < fib).
iﬂ};____,:,-' « est ['unique élément de Ja ; b[ tel que : flo) = 0.

?‘%E xercices R o o o e

2.0 fest une fonction strictement croissants sur 2 La condition d'existence d'un zéro unique
[1: 3] et telle que fl1) < 0 < fl3).

d’'une fonction f sur un intervalle ja ; bf, décri-
5:;;-?11 a.ff[.?uar que f admet un zéro unique te dans la propriété fondamentale ci-dessus
s

est-elle une condition nécessaire ?
ﬂl.autmr graphiquement 1'argumentation tsou- Ilustrer graphiquement 'argumentation trou-
; vée,

Etude de fonctions 133
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__99 Calcul approché des zéros d'une fonction

mmmmmmz Exemple de détermination par dichotomie

i

On donne la fonction polynéme f définie par : flx) = —x' + 3% - 3. oy
On veut déterminer le nombre de zéros de la fonction f et trouver un encadrement d'amplitude 0,25
de chacun de ces zéros. ,

» Etude de la fonction f
On a obtenu le tableau de variation et la représentation e i Pt e Fhae i) IS [ty 13257
graphique de la fonetion f. =3 =

x — o 0 L + ==

f@| - [0 + [9] -

4 oo 1
Y S
i |

Localisation des zéros de f
La fonction f est une fonction polynéme ; elle est donc
dérivable sur B, strictement décroissante sur |- = ; 0],
stricternent croissante sur [0 ; 2], strictement décrois-
sante sur [2 ; + .
De la propriété fondamentale qui précéde, on déduit
que la fonction f admet exactement trois zéros o, P ety
telsque: o<0 ; 0<P<2 ; 2<
Premiére approximafion de chacun des zéros
Sur la représentation graphique (€ de f, on constate que les trois zéros a, [ et y sont tels que :

-1=<ax=<0 : 1<p<2 : 2<y<d,

w Recherche d'encadrements de o, de §, de ¥
Encadrement d'amplifude 1: 0t € |-1; of ‘/@)

Le centre de cet intervalle |- 1 ; 0] est —0,5. 2

Pour situer o dans I'un des intervalles -1 ;- 0,5 ou - 0,5 ; 0, _1 ' 0
déterminons le signe de fl=0,5). '
Onobtient  fi-1)<0<fi-05) /@ ;
Donec —1<o<-05 _ -
Encadrement d'amplitude 0,5 : @ € J- 1 ; = 0,5 ] .05
Le centre de cet intervalle 1-1 ; — 0,5[ est — 0,75.

De la détermination du signe de fi- 0,75 ),

on déduit : —1<o<—0,75 ‘/@)

Encadrement d'amplilude 0,25 : ¢t € -1;-0,75f

e O o
-7 -075 -05 0

Lorsqu'on utilise la méthode ci-dessus pour obtenir des encadrements des zéros d'une fonction, on dit
gu'on a procédé par dichotomie. Les encadrements successifs obtenus sont :
-1l<a=<0 : -1<a<=05; -1<a=<=075

« De la méme manidre, trouver un encadrement d'amplitude 0,25 pour P et v,

mummem [xemple de détermination par balayoge
! ' . a2 e L)
On donne la fonction polyndme f définie par: flx) = = - 3x% + Br - - s
@ On veut déterminer ls nombre de zéros de la fonction f et trouver un encadrement de chacun de ces

zéros par deux nombres décimaux conséculifs d'ordre 2,

» Etude de la fﬂﬂﬁﬂﬂﬂf
On a obtenu le tablesu de variation et la représentation graphique de la fonction )

134 _':..1_ o

S e e

Scanné avec CamScanner



www.biblio-sciences.org

x — & %‘ | 4 oo
fixd + ] F - 1] *
[ 1D . -,.-.-‘na
ﬂ't W __F &
¥ Localisation des zéros de f
La fonction f est une fonction polyndme ; elle est
done dérivable sur B, -

strictement croissante sur = = : 2], strictement
décroissante sur [2 ; 4], strictement croissante sur
[4 ; + e=[. De plus, fne change de signe que sur l'in-
tervalle J- <= ; 2].

De la propriété fondamentale qui précéde, on déduit que la fonction f admet exactement un zéro, o tel
gque : o < 2,

Premiére approximation du zéro

Sur la représentation graphique (€] de f, on trouve un enca- o
drement de « par deux nombres enfiers consécutifs : 0 < @ < 1. o 1

¥ Recherche d'encadrements de o

Hecherche d'un encadrement de « par deux nombres décimoux consécutifs d'ordre 1

A l'aide d'une calculatrice, déterminons une valeur approchée de l'image par f des nombres déciman
d'ordre 1 de l'intervalle 10 ; 1[, du plus petit au plus grand et arrétons-nous dés qu'on observe un chan-
gement de signe.

TEEETH it

=

A

01 | 02| 03 | 0a ' 05 0B | 07

0,8 0.9 1

flx]

-256 -1,85 -1,18 - 0,59 -0,04 046

On obtient : ~ f{0,5) < 0 < f{0,6)

Donc :

0.5 <o<0B6

i

ol o
0 05 06 1

Recherche d'un encadrement de « par deux nombres décimanx consécutifs d'ordre 2

A T'aide d'une calculatrice, déterminons une valsur approchée de I'image par f des nombres décimaux
dordre 2 de I'intervalle 10,6 ; 0.6[, du plus petit au
changement de signe,

plus grand et arrétons-nous diés qu'on observe un

¥ o

fix)

05 ' 051 | 052|053 054]! 055 056 ] 0571 058 0,59 | 08
|

-0,04 0,011 |

On obtient : fl0,50) < 0 < fiD,51)

Donc :

0,50 = <051

£

s JA— i
050 0,51

i i i i i i

ID:-&

Lorsqu'on utilise la méthode ci-dessus pour obtenir des encadrements des zéros d'une fonclion, on dit
qu'on a procédé par balayage,

Les encadrements successifs obtenus sont :
R o | 5 05 <o<06 -

0,50 < o < 0,51

WE XOICiCOS Bt o it o AR o o o A

2.

On considére la fonction polynéme [ définie
par :
flx) = %—:’*— %—13—%1:: + 2y

Etudier la fonction f.

Déterminer graphiquement le nombre de séros
de f et donner un encadrement de chacun de
ces zéros par deux nombres entiers consécu-

tifs.

2.d

Trouver l'approcimation décimale dordre 2
par défaut de chacun de ces zéros.

On considére la fonction rationnelle f définie
par :
=54 7
o) = st
Trouver un encadrement d'amplitude 0,25 de
chacun des zéros de cette fonction.

Etude de fonctions {35
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_._'EEL Equatmn du type_ _tan x=a
On considare équation (E) : tan x = (3. %
Rhﬂ?mmphignagmfm]ﬂam[-h zn]ntrémlvm[ﬂ}dmsﬂ. :
® Ensemble de validité de (E)
L'ensemble de validité de 1'équation (E) est I'ensemble de définition de la fonction tan : I,
» Recherche graphique dans [~ 2x ; 2n] des solutions de l'équation (E) ‘
) SRR s o i (e s SR L K SRS ' <L
dug/| B i i B
~ 1] ;;’;H_HI ey 7 TR R Rl
i R T R R e i e o b | T L R T
R [ HESE et s e e e~ el | R E e i
c R S R i
k% e i e
e R e e T SR R NETErss

om _4m

Graphiquement on constate que dans [ 2x ; 2x], (E) admet pour solutions % - T“ e
¥ Résolution de (E) dans B

% est une solution particulidre de I &quatmn (E) car ta.u— =3,
Soit x un élément de Dy, on a: tElIlT =i & tﬂn x= tan%

& x=g+kxn kel .
On peut remarquer que les solutions de (E) appartenant & [- 2x ; 2x] sont celles obtenues en remplagdnt
ke dans 'expression %+ k % par un nombre entier relatif tel que : - 2n =< %+ kxm=2x
ic est un nombre entier relatif tel que : -2 = Hk; 2
Onobtient : k=-2:k==1;k=0;k=1.

—.JP2 Inéquation du type : tan x < a

Eﬁsnl'mns ﬂrnph:quamml nh&nun& des inﬁq;iahnna suivantes dans l‘int&rvnllu i— x5 T[
3 ;

. 7 2
= 2, Ou encore : ug-ﬂkﬂ T

J : «. {ﬂtan.x:’} ‘.l. {I']t-ln.t*-i-ﬁr B
R&::har[:hn damns [- & -ﬂ-[ l:lll sululmrl.ﬁ des équ;lhnns (E] et (E')
i3
[E):tanx=-1 I[E‘J tan x = %
o .:_ est une solution particuligre de (E). | % est une solution particuliére de (E).
Dans [- = ; T{* (E] admet une seuls mluuun - -E— Dians [-= 'TI' (E') admet deux solutions : ﬁ 5:;: .
¢ Résolution grap]ﬂquu de {I] dans [- " » Résolution graphlquu de (I') dans [-= 'T[

[

\
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—LP3 Résolution d’'un probléme

‘Le plan est muni d'nn repére orthonormé (0, L ).

ParTnig A
On considére la fonction f de B vers B définie

20 22
X =2r+ 2
Ji) = r-1

1. Etudier le sens de variation de'la fonction .
2. Vérifier que la courbe (€] représentative de f
admet deux asymptotes ; donner leurs équations.

3. Déterminer une équation de la tangente i (%)
au point A d'abscisse 3. }

4. Conslruire les asymptoles, Ia tangente en A &
(€). :

1. Etude du sens de variation de la fonction A
Ensemble de définition Dede f

Drz R {1} EI 1
- 2
Calcul de limites ' M
On obtient : lim flx) = - ; 1}1‘%;{;.;]_—,...“
lim flx] =-e; lim fix) =+
Détermination de la dérivée
Pour tout nombre réel différent de 1,
. Xx—12)
fix) = oy

Tableau de variation
r |=c=

Q
i) + Lﬂ =

fx) E’E ’

2. Recherche des asymptotes a (%)

— La limite & gauche et la limite & droite de fen 1
dtant infinies, (€) admet une asymptote verticale,
la droite (D) d'éguation : x=1.
— Beriture de flx) sous la forme :

fix)=axr+b+

1 L

c
x—1
On obtient : flx) =x -1 ti%i
D‘{:ﬁf}ihr;n__{ﬁ.r] =[x - 1)l = lim

X —=

o

0

x—1
: 1
Eulﬂx]—fI"1]]= lim m=ﬂ'

X i

(€) admet donc une asymptote obliqus en + = et | PA° conséquent : S"m{

— oo, la doite (L) d"équation : y = x — 1.

3. Tangente a (€) en A[3 ; f{3)]

La tangente (T) & (€] au point A a pour équation :
y - fi3) = f13)(x - 3) ou encore : y = -3—.::+1
4. Construire la courbe (€)

£y

Paxte-D

On considére la fonclion g de R vers B définie
par:

gl =-m+212+2(m-1lx-2 [m € R]
On désigne par (T,) sa représentation gra-
phique.
1. Démontrer que toutes les courbes (I, ) repré-
sentatives de g passent par deux points dont les
coordonnées sont indépendantes de m,
2, m élant différent de 2, calculer les coordon-
nées du sommet S de (T, ). :
Démaonirer que : pour tout nombre réel m diffé-
rent de 2, 5, € [%).

1. Les courbes (I ) lorsque m décrit R

l Paoints d'intersection des courbes Tyl et (T,)

(I';) a pour équation : y = 2x% — 20— 2

 (Iy) a pour égquation : y =% - 2

- or (E) est équivalent au systéme

Les coordennées des points d'intersection de (I,)
et (I';] sont solutions du systdme :

2y ~2x—2=xt-12
(Z] { g = xt-2
x(x—2}=0
y=x*-2
(Ty) et [T,) ont deux points communs :

E{0; -2} et F(2 ; 2).

Démontrons que : pour fout m, {T_) passe par E ct F
m est un nombre réel. Considérons la courbe (T,).
([} @ pour équation :
gy=-m+2? +2m—-1lxr-2

On vérifie que :

pourx=0,y=-12

pourx=2, y=-m+2)+2x2m-1)-2=2
Par conséquent : EE€ (T, JetF ().

2. Sommet S_ de (T)

L'abscisse de S, annule donc g°,. -

Or: g x)=2[-m+2lx+m-1]

donc : pour tout nombre réel m différent de 2,

] 1'!1—1
gm[.ﬂﬂﬂ = L

m=1 m1—4m+§)

m—2Z ° m -2
x o
On vérifieque:  f(B—1)= Z-4Mm*t5

par conséquent : S5 € [:E,r]-

Scanné avec CamScanner



www.biblio-sciences.or

\'t

4
_

\\

E;( ercices

I tude de fonctions

Functiohs pod yndass

1 Le plan est muni du repére orthonormé (O, L) |

On considére une fonction polyndme f admettant le
tableau de variation et la table des valeurs ci-dessous.

i fat] vn =em

£ + [0] - [o] +

ft) v 2 e
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x —4 | =3 -2 0 4 5 B

fid |-65]-16| 9 | 11 [-11 16 | 173 |

On veut constraire la représentation graphique (€] de f
dans un carré de 8 cm de cité.
Tracer une esquisse de ['€).

% La courbe ci-dessous est la représentation gra-
phique de la fonction polyndme f définie par :

= 8 a_ 12 Ad oy &
flx) = e xt - e xt + ol = Sx -1
_'I:_ Sis ol = —— — e —— L]
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Cette courbe admet un axe de symétrie.
Déterminer graphiquement une équation de cet axe et
contrdler par le calcul, le résultat obtenu graphiquement.

© La courbe ci-dessous est la représentation gra-
phique de la fonction polyndme f définie par :
fix) =2 -3t + 3.

Cette courbe admet un centre de symétrie. Déterminer
graphiguement les coordonnées de ce centre et contriler
par le caleul, le résultat obtenu graphiquement.

! Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).

Dans chacun des cas suivants, étudier la fonction poly-
nfime définie par :

4138 Etudes de fonctons

.

(1) fix) =2+ x

2 fie) =2+ 2x+1

(3 flx)=-3 + ' —3xr+ 2
(4) flx) = 5x* — 11x® 4 T = 10
(5) fix) =x* = 27x + 26

(6) fl) = x% —da? + B2

(A fl)=—x+x+x

(8] flx) =— 32 + 9% + 27x

% Le plan est muni d'un repére orthonormé,
On donne la fonction f définle par :

fle)=—tx ¢ Jate2x-1

1. Frudier les variations de f et construire sa courbe
représentative (4 J.

2.(D,,) est la droite d'équation : y = mx - 1.

Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points
d'intersection de {'EJ-] avec (D).

3. Déterminer les points de la courbe (6] ol la tangen-
ta est paralléle & la droite d'équation : y = Zx.

& Le plan est muni du repére arthonorms (O, 1, ).

1. Etudier la fonction polynéme définie par :

fix) = 2t — 22,
On désigne par (8 ) sa représentation graphique.
2. Etudier la fonction polyntme définie par :

glx) = ax? [ae R*|
On désigne par (€] sa représentation graphique. °
3. Suivant les valaurs de a, étudier la position relative
de {‘-EJ.} et My-!'

7 1e plan est muni d'un repitce orthonormé (O, 1, I
DOn considére I'équation (E) PP -—mx=-1)+4=0,
dépendant du paramitce m.
1.Vérifier que 1 n'est pas solution de (E_).
2. Déterminer une fonction f de R vers R telle que
I'égquation (E') ci-dessous ait les mémes solutions gue
I'équation (Em) : (E] : flx] = m
3. Etudier la fonction f. On désigne par (€) sa repré-
sentation graphique.
4. Déterminer graphiquement, suivant las valeurs de m,
le nombre de solutions de 'éguation (E_).
5. Résoudre I'équation (E,,

[T
LI L

© Le plan est muni du repére orthonommé (0, L]k
On considére une fonction rationnelle f admettant le
tableau de variation et la table des valeurs ci dessous.

x - I_l:'_l__| +HI
fix) + 0 - [0] +
H -
T I st i
—_— =2
Al ~El=2]=L] 8.3 | & ]
flx) |-36]-25(-12{ 05| 2 | 29 3.9 |

On veut construire la représentation graphique (€) de f
dans un rectangle de 9 sur 13 cm de ciité.
Tracer une esquissa de (6).
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" Dans chacun des cas sulvants, étudier les varia-
tions de |l fonction rationnelle f définie par :

Li}ﬂrl=;:§; [5};1.:}::%‘:%1

@ fir) = =5 0) fix) = S22
(9) fix) = 25 (7) fory < St B -2
(8] fir) = 27 ) fie) =52

10 4, plan est muni d'un repére orthonormé.

Omn considare la fonction rationnelle f définie par :
fle) = 2x" 4+ 3x

x+2 7
1. Etudier las variations de f.
Déterminer 'asymptote verticale de (€).
2. Trouver trois nombres réels a, b, ¢ tels que :

fix]=ax+b+ .tETE
En déduire que la représentation graphique (€) de fadmet
une asympiote oblique dont on précisera une dquation.
3. Démontrer que le point de concours des asymptotos
est un centre de symdtrie de [€).
4. Comstruire ().

5.(0_) est la droite d'équation : y = mr — 1. Discuter |

suivant les valeurs du paramitre m le nombre de points
d'intersection de (D_) et de [€).

11 L plan est muni d'un repére orthonormé.

On considére la fonction rationnelle f définie par :
flck = '::::: . [a, b et ¢ sont des nombres réels).
On désigne par (6] sa représentation graphique.
1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que :

— [ admette les asymplotes d’équations res-
Tmr:ﬁwa ix==3 ;y=1.

— la tangente & (€] au point d'abscisse — 1 soit
paralltle 4 la droite d'équation y=—=x.
2. Construire (fg,;.
3. En s'aidant de {"ﬁj-], construire la représentation gra-
phigue de la fonction rationnelle g définie par:
gix) = _:i :_b ol @, b, ¢ sont les nombres réels déter-
minés & la premiére question.

1% Le plan st muni du repire arthanormé (0, 1, J).
On considére la fonction rationnelle définie par :
23 -xf—-x 43
Azt= xZ-1 ’
1. Ecrire fix) sous lo forme flx) = ax + b + glx)
[ae R;be K]

limglx)=0
Ty —e=

AVEC Y im glx) =0
X e ofe

1
2. En déduire que la représentation graphique (6] de f
admet une asymptota ablique (D).
Donner une dquation de cette asymptote,
3. Etudier la position reletive de (%) et de (D).

13 Le plan est muni du repérs orthonormé (O, I, ]).
On considére la fonction rationnelle définie par :

.
‘1ﬂ['="‘]'_1+.1rI

1. Démonirer que f est une fonction positive qui a pour
maximum 1.

2. Etudier les variations de f el construire sa représen-
tation graphique (€ sur [- 3 ; 3.

3. Suivant les valeurs du nombre réel m, résoudre dans

' 1
RIBquaﬂnn.l_'_—x!-m.

Le plan est muni du repre orthonormé (O, L, J).

On considére la fonction rationnelle définie par :

fe—1)2
fix) = T
1. Etudier la fonction f.
2.Etudier graphiquement, suivant les valeurs du nombre
réel m, le nomhbre et la signe des solutions da I'équation
Elim-1)2+2r-1+me=0

¥3 Lo plan oot pouni dis sepive arthoaorma 10,1 ).
On considére la fonction rationnelle définie par :
a-2x+3
Pol= = ——g
1. Etudier la fonction f, on désigne par (€, sa représen-
tation graphique.
(On donnera les équations de 'asymptote cbligue et de
I'asymptote verticale & [€.)).
z, Démontrer qua la point d'intersection des asymp-
totes & ﬁast un centre de symélrie de (%)
3.En utilisant (€4, construire la représentation gra-
phique de [fl.
4.Résoudre graphiguement, suivant les valeurs du
nombre réel m, los équations suivantes :
At -2r+3
':E] L 2 = 5 = v
(g P
16 Le plan est muni du repére orthonormé (O, T J).
On considére la fonction rationnells fdéfinie par .
-1
)= =——;
1. Etudier la fonction f On désigne par (%] sa repré-
sentation graphique (on précisera I'asymplate verlicale
at I'asymptote ablique).
2. Démentrer que le point d'intersection des asymp-
totes est un centre de symétrie de [€).
3. On désigne par g la fonction de R'vers R définie per
g (£) = fllxl) (voir ch. 1 — TF1).
a) Démontrer qua g est paire et qu'elle coincide avee f
sur B
b) Construire la représentation graphique (€] de g sur
le méme dessin que (€.
4. Résoudre graphiquement suivant les valeurs de m lo
nombre et le signe des solutions de I"équation :
X-m|xd+1=0.
17 14 plan est muni du repére orthonormsé (0. 1. J).
On donne la fonction rationnelle f définie par :
& =K
fix) = Zv 437
1. Etudier les variations de f et tracer la courbe {*€) de f.
2. 0n EDMi?:}m la fonction g de R vers R définie par
- : - "
alx) = TP de représentation graphique (€7).
{voir ch. 1 = TFP1}).
a) Etadier la parité de g. '
b} Déduire de (€) et de la parité de g le tracé de la repré-
sentation graphique ('€') de g.

| = m.

&5 o foncions 139
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"% Lo plan est muni du repars orthonorms (0, 1, .
Cin considére la fonction rationnelle f définie par :
i 2(x - 3p

YR
1. Btudier les variations de f et construire la représen-
tation graphique [*€) de f.
2, Discuter suivant les valeurs du paramétre réel m le
nombre et le signe des solutions de 'équations :
(m=2l? - [Tm=12r+ 2(5m -9 | = 0.

17 plan est muni du repére orthonorms (0, 1, ]).
Un donne la fonction rationnelle f définie par :
_-1F
=
1. Etudier les variations de f [justifier que f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation).
2. Démontrer que le point 5(0 ; 1) 2st un centre de symé-
trie de [%). Donner une équation de la tangenta (1] & (%)
au point 5.
3. Construire (T) et ().
4. Tracer la courbe (¥") de la fonction g définie par :
gix) = fllxf). (voir ch. 1 - TP1.)
5. Résoudre graphiquement 1'équation :
(1 - m)ix® + 1) - ¢ = 0 o m est un paramétre réel.

%0 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1. ).
On considére la fonction rationnelle £ définie par :

i +ar+h
fx) = 2 +1

1. Diterminer les nombres réels a et b pour que la cour- |

be représentative (%) de f soit tangente au point d'abs-

cisse 0 4 la droite d'équation y = 4x + 3.

2. Pour les valeurs de a et b trouvées & la 1 question,

démontrer que : pour tout nombre réel x, fix] = 3 + % ;
; +1

3. Etudier les variations de 5

&. Démontrer que le point I[0 ; 3) ast un centre de EYmeE-

trie de [*§).

5. Tracer (€] et sa tangente au point L.

b} En déduire la courbe (8') de la fonction g définie par

glx) = - flx).

Fonclions frigommmairiguns

21 Le plan est muni du repére orthegonal (O, I, J).
1. Construire la représentation graphique de la fonction
EITILE.
2. Dans chacun des cas suivants, en déduire la repré-
santation graphique de la fonction fassociée & la fone-
tion sinus.

(1) fix) = -sinx (2] fix) = sin (x + 2)
(3) fix) = sin [~ x] (4) fix) =3 + sin x
(5) fix) = — |sin «f (6] fix) = 2 + sin [x - 1)

% Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
1. Construire la représentation graphique de la fonction
tangente.,
2. Dans chacun des cas suivants, en déduire 1a repré-
sentation graphique de la fonction fassocide & la fonc-
tion tangente.

(1) ix) = - tan » (2] fix] = tan (x + 2)
(3} fix] = tan (- x) [4) fix) =3 + tan x
(3} flx) = = |tan x| (B fix) =2 +tan [x = 1)

140 Etudes de fonction:

23 1, plan est muni du repére orthogonal [0, 1, J).
1. Construire la représentation graphique des fonctions
sinus et cosinus sur un méme graphique.
2. On considére la fonction f de R vers R définie par
flx)=sinx +cosx _
—Construire point par point la représentation gra-
phique (6] de f, sur |- = : n] (voir ch. 4 ~ TP1).
— Vérifier que f est une fonction périodique de période
2m. Déduire de la question précédente la représentation
graphique (€ de fsur |- 3x ; 3x].
3. Déduire de (€ le tabileau de variation de f sur I'in-
torvalle [- = : =).

(5 ]
“% Résoudre graphiquement les équations sui-
vantes, ol x est exprimé en radian.

(Mtanx=11 (@) tanc=,/3
IE}lﬂn.t-"—-g- Htanx==2

{alcul approché des zéros
d'une fonction

25 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la
fonction s'annule pour une unique valeur.
En utilisant la méthode du balayage, trouver un enca-
drement d'amplitude 102 de cette valeur.

MAx)=—2+2+x+1
(2) fix) = 2% —dr + 4
Blflr)=3x"+ 2 +1
(4) fle) =— 2% 4 x - 12

26 pans chacun des cas suivants, en utlisant la
méthode de dichotomie, trouver un encadrement d'am-
plitude 0.25 de chaque zéro de la fonction .

(1) flx} = %ﬂ—%ﬂ—&rﬂ
(2) fix) = — 2xF + 2% + 20x 412
(B)Axl=3x' - 42 -1
(@ ) =2et—aa? 4+ 1

e i . i AT T

| AF aind

Le plan est muni du repére arthanarmé [0, I, J).

— T

=L IS LSS AA :
* I NS el ¥ 3wl

*7 On considére la fonction homographiqus f
définie par :

fix) = T:':- [a e R*]

1. Construire la courbe représentative (°€) dans les deux
cassuivants :0<a<1letl<a,

{On prendra 0.5 et 2),

2.0n donne la droite (D) d'dquation y — m x = 0.
Démontrer que les abscisses des points d'intersection
de (€) et de (D) sont les racines d'un polynéme du
second degré que l'on déterminera.

En déduire la condition d'existence de ces points.
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20 1. Déterminer 1'ensemble des nombres réels x

4d-x
telsque:—1<-——=<1

2. Tracer la représentalion graphique de la fonction

homographique f définie par : flx ) = ;‘ﬁ
Vérifier les résultats de la premidre question.
3. m at n sont des nombres différents de 2 st de somme

égale & B, Vérifier que le produit fim) = fin) reste constant.

29 1. Tracer la représentatiod graphique de la |

fonction fdéfinie par : fix) = e

La droite (D) d'éguation : y = 2(x + 1).

Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de ces deux courbes.

2. Par un point M de (D), cn méne la droite paralltle &
l'axe des ordennées, qui coupe (%) en A et la droite
paralléle & 1'axe des abscisses, qui coupe [€] en B.
Tracer le rectangle AMBP, et justifier que P est un point
de (D). Quel est I'ensemble parcouru par le milien H du
segment [AB] quand M parcourt (0) ?

"

20 k étant un nombre réel, on considére la fonc-
tion f, définie par: filz) =2 =2kx+ K2 + k+ 1.
1. Détarminer k pour que la fonction f; ait un minimam
ézal & — 4.
2. Tracer la courbe () représentative de la fonction f
correspondant & k =— 5.
(D) est la droite d'équation y = mx.
Trouver les abscisses des points d'intersection de (D) et
de (%€). Donner la condition d'existence de ces points.
En déduire I"équation des deux tangentes & () passant
par |'origine O. M est le milizu des points d'intersection
de (%] et (D). Démontrer qua M appartient & une para-
bole dont 'éguation ne dépend pas de m.

Ar+ 3
x+0D

On donne les fonctions fir) =
gix} = ar? + hx + 3.
1. Calouler les valeurs des nombres &, b, A et D pour
gue chacune des courbes représentatives (€] et [€)
passe par les points M[- 2 ; - 1) et N(= 3 ; 0).
2. Tracer alors [‘Eﬁ at HE] et calculer les coordonnées de
leur troisiéme point commun P,

et

£

; R T | = =
sl e . ol -

- i el W e e

On considére la fonction rationnella f définie
@D la, b= BEL.

par: fix) -
1. Déterminer I'ansemble de définition de f

2. Calculer la dérivée de f.

A quelle condition portant sur a et b la fonction f est-
elle strictement monotone sur chaque intervalle o elle
est définie.

3. Déterminer a et b pour que la courbe représentative
[6d de f passe par le point ds coordonnées A(D :—%]E’t

admette en ce point une tangente de coefficient direc-
teur %

4. a et b ayant les valeurs trouvées a la question 3), étu-
dier les variations de f. Déterminer les points d’inter-
section de (6] avec les axes de coordonnées et donnbr

les équations des tangentes en ces points.

5. Tracer (4 avec ses tangentes en A et aux points d'in-
tarsection avec les axes de coordomnées,

B. Discuter graphiquement ['existence et le nombre da
solutions de I'équation : me? + 2x— [4m + 5] =0 (o m
esl un paramdtre réel). On précisera la position des
sglutions par rapport aux nombres 1 et 4.

-~ 1) Leplan est muni du repére orthonommé (O, L ).

On considére la fonction g de R vers B définie par :
-x% 4+ 3x -1
glx) = ——
Etudier les variations de g et construire la représenta-
tion graphique (*€) de f.
[T} m étant un paramétre, on considére la fonction f de
R vers B définie par :
fop () = 8m x? — 22 — 8m + 3.

On désigne par (€_) la courbe représentative de f_ dans
le plan muni du repére (O,1]).
1. Démontrer que les courbes ['€,) passent par deux
points dont les coordonnées ne dépendent pas de m.
2. Etudier les variations de f,_ sur [0 ; + ==[ et dresser son
tableau de variation. [On distinguera les cas m <0, m=10
et m > 0).
3. Tracer sur le méme dessin que €] la courbe {"E%]

24 Ondonnela fonction f de R vers R définie par :
i x+1

=2y
On note (€] la courbe représentative de [ dans le plan
muni d'un repére orthonarmé (0.1, ]).
1. Etudier les variations de f.
2. Déterminer les coordonnées du peint A d'intersec-
tion de (6) avec 1'axe des abscisses et le point B d'in-
tersection de (€] avec la premiére bissectrice.
a) Donner les équations des tangentes D, et D, & la courbe
(6] en A et B respectivement.
b) Etudier suivant les valeurs de x le signe de chacune
das expressions suivantes :

1 . 1
flel-5le+1) 5 fle)- 5 x=23)

En déduire les positions relatives de (%) et D, d'une
part et de [€) et D, d'autre part.

3. Construire (€).

4. Discuter graphiquement la nombre de solutions dans
R de I'équation :

mat—x +m—1=0[oh m est paramétre).

25 Leplan est muni du repire orthonormé (0, L 7).
m étant un paramétre. on considére 1s fonction f_ de R
vers R définie par :
£ () = x2=(m +:21.'l.'1+ 2m + 2
de représentation graphique (%€ _ ).
1. Démontrer que loutas les wuﬁm (€,,) passent par un
point A dont les coordonnées ne dépendant pas de m.
2. Etudier la fonction f,.
3. On suppose que m est différent de 0.
Etudier les variations de [, suivant les valeurs de m.
4, Déterminer en fonction de m les nombres réels a, b

at ¢ tals que:fm[_t]=a.|:+b+"%,1

et en déduire une équation de I'asymptote 4 (€] & 'infini.
6. Démontrer que B(1 ; = m = 1) est un centre de symé-
trie de [, ).

6. Construire les courbes [%,) et (€_,) sur le méme dessin,

141
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7. Discuter graphiquement suivant les valeurs du para-
métra a le nombre de solutions de 1'équation :
2=[74+alr+ 1W0+a=0. :

Le plan est muni d*un repére orthonormé. On
considére la fonction f_: R — R -
g —=2Im
X Ar—m+ 3
{oh m est un paramétre), TR
(%) est la représentation graphique de j

- Partie A -

o
1. Etudier le sens de variation de la fonction f, corres-
pondant & m = 0,
2. Démontrer que la représentation graphique (4,) de
admet un centre de symétria 8t pour asymptote la droite
d'équalion : y = Zx,
3. Représenter graphiquement (€.
4. Utiliser la courbe [‘ﬁf) pour discuter 'existence ot la
signe des solutions de I'dquation
ax? —kx+8=0

- Partie B -

1. Démontrer que toutes les courbes (%_) passent par
deux points A et B dont on déterminers les coordon-
nées.

2. Représenter sur le méme graphique qus (6,). les
courbes [6,) et [%_,).

_ Le plan est muni d'un repére orthogonal, On
considére la fonction f: R = R

x> gin (- 2x +§]
1. Démontrer que f est une fonction périodique de
période m.
2. f* est la fonction dérivée de f. Vérifier que sur I'in-
tervalle [0 ; x]. %e’r %Emnt les deux solutions de 1'dqua-
tion : f'(x] = 0.
3. Etudier le signe de cos(— 2x +—:-J dans chacun des cas

sufvants : x ¢ [0 : %J;Ju-.- I%;%“]-..re IEE—“;JI].

4. En déduire le sens de variation de la restriction & [0:m]
de la fonction f Donner son tableau de variation.
Calculer f{0) et fx).

5. Vérifier que sur I'intervalle [0 ; %), 12 et %-smn les
deux solutions de I'équation : fx) = 0.

G. Donner un tableau de valeurs de la restriction de fa
[0; =]

7. Construire la représentation graphique de la restric-
tion de fa [0 ; #]. Comment peut-on obtenir la repré-
sentation graphique de fsur R

8. Résoudre graphiquement dans 'intervalle [- & : n
I"équation : flx) = m (ol m est un paramétre].

~ " Le plan est muni d'un repére orthogonal, On
donne la fonction :
fRaR
x~+ 1-2 cos [3x + %I
1. Vérifier que f est une fonction périodique de
période 23—!
2. En s'inspirant de |"exercice précédent ; .
o] Etudier le sens de variation de fsur Fintervalle [0 %ﬂ].

149 ¢

b} Construire la représentation graphique de la restriction
de {4 'intervalle [0 ; 23—“].
c) Construire la représentation graphique da f.

Pour un produit donné, g étant la quantits produite, on
désigne par :

%lq) le cofit de production

€ la fonction cofit

€ plal le colit marginal au nivesu g (€ ,lg) =%lg + 1) —€(q))
€14(9) le codt unitaire moyen [6,,lg) = ““T‘ﬂ]

UIne entreprise fabrique un produit A. La fone-
tion cofit € est définie par :
6lx) = 2 + 322 & 3x + 200, (€(x) est le codt ou prix de
revient en FCFA d'une quantité x de produit A).
1. Etudier la fonction € sur [0 ; 10].
2. Calculer le codt marginal €_[(x) au niveau x :
6,,0x) = €lx + 1) - Bx)
Etudier la fonction %_, sur [0 ; 10,
3. Comparer €_ ot la dérivée €’ da la fonction cofit .
Etudier la fonction %' sur [0 : 10]. Btudier la position
relative des représentations graphiques de ot e 7
4. Sachant que le produit A est vendu & 7 500 F CFA
Punité, exprimer en fonction de x le bénéfice B réalisé,
[On suppose que la production est entigrement ven-
due.) Déterminer la production X qui procure un béné-
fice maximum.

Le colit unitaire moyen d'un produit est
donné par la formule : €, (g) = ¢* - 20q + 200
(oh1 g est la quantité produite). g,a[;;,]
1. Déterminer la fonction coiit € définie par 6, [g] = ="

En déduire la fonction cofit marginal €, (8, =%

2. Etudier les fonctions ‘€, %y 6. [Construire lsurs
représentations graphiques sur e méme dessin.)
Verifier que les représentations graphiques des fanc-
tions 6y, et 6, se coupent en un point dent 'ordonnée
est la valeur minimum du colt moyen.

Dans une entreprise, le colt de fabrication
d'une pitee dépend du nombre n de pitces fabriquées.
Sachant que dan: ces conditions, la fabrication d'une
pigce d'un type donné coiite C,(n) avee une machine A
&l Cyln) avec une machine B telle que :

Caln) = 1 400 + 20 000

300 000
1

Cgln] = 1 200 +

(n est un nombre entier relatif compris entre 400 et
2 000).

Om veut étudier la machine la plus économigue.

1. Construire sur le méme dessin et sur [400 : 2 000), les
représentations graphiques [‘Ef] et [ F_] des fonctions fet
g de R vers B définies par

80 000 o) = 1 200 + 300000

X X

2. Utiliser les graphiques pour déterminer, suivant les
valeurs de n, la machine la plus économique,

flx) =1 400 +
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Eniemlg.l'es géométriques ou objels naturels, foules ces fractales sont élonnantes
ef magnifigues.

Par quel processus parvient-on & obtenir le fait que toute partie d'une fractale ait
la méme siructure irréguliére et fragmentée que le foul, bien siir & des échelles dif-
P férentes 811

e Peut-on itérer indéfiniment le processus &
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On donne le segment [DA;] de longueur 1. Ay 1
On construit, de proche en proche, les segments Hg
[DA,], [OA,), [OA,] de sorte gue :

— les triangles OA A, OA A, OALA,, solent

rectangles respectivement en Ay, A, A; | M
—Ofg = Aghy = A4y = AyAy = 1
« Construire de la méme maniére [0A,], [0A]. 1
* Calculer OA,, OA,, 0A, , DA, i
» n étant un nembre entier naturel, formuler une conjecture pour OA,. o 1 M

A chaque nombre entier naturel n, on peut associer la distance OA,,
On définit ainsi une fonction de M vers R, appelée suite numérique.

Définition

| R

A i - —m

w: MR est une suite numérique d'ensemble de définition E.
n — ufn)

On note cette suile @ (v ), c g

Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité, la suite (u,), ¢ g est notée plus simplement (u,).

4

On note u, V'image de n par u ; c'est le terme d'indice n aussi appelé le terme général de la suite

h_ e —— et i S L e il "

Remargue

ensemble de définition d'une suite numérique est 'ensemble des nombres entiers naturels supérieurs
ou égaux ¢ un nombre entier naturel donné. 5

1.2, Modes de détermination d'une suite

Une suite est déterminée par la donnée de tous ses termes ou par la donnée d'un moyen de las calculer.
smEwsm  Suites définies par une formule explicite

@ On considére la suite numérique w: M — R
n > nfn + 1)
Cette suite numérigue peut étre définie par la formule explicite : u, = nin + 1).
o Calculer u, ;wy ; 1} Uep § Wypy
» Exprimer en fonction de n, chacun des termes suivants : w, 4 § .y § Yap § Ugpey-
® Plus généralement, .
on peut définir une suite numérique (i), o g par la donnée d'une formule explicite qui détermine le
terme général u, en fonction de n.

Une telle suite est dite définie par une formule explicite.

Exemple
fétant la fonction de R vers R définie par : flx) = ?lﬁ ,

on peut définir une suite numérique (i) par I formule explicite : u, = fln).

144 sultes numériques
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w L'activitd du §1.1 met en évidence la snite-de terme général OA, et de premier terme DA égal 4 1.
On pose : u, = 0A,; u, = OA,. .
En appliquant la propriété de Pythagore au triangle ractangle OA A onobtienttu . =/J1 + u? .

Cette formule permet de calculer la valeur d'un terme quelcongue de 1a suite das que la valeur du terme

précédent est connue. Ainsi, connaissant u,, on peut calculer de proche en proche tous les termes de la
suite,

— e —_—
u1=,,"_1m+ u§=,f1; i, =41 + u%=u’3:....
* Calculer ug ; u,.
* Exprimer u,_, en fonction de u__,, puis de u,.

La suite (u ) peut donc &tre définie par : { :':' :1; I % ot
n+ m*

Plus généralement,
on peut définir une suite numérique (1), o g, par la donnée :

— de son premier terme ou d'un terma défini par sa valeur numérique et son indice,
— d'une formule de récurrence explicitant le calcul de u,,, en fonction de u,_,

Une telle suite est dite définie par récurrence.

g étant la fonction de B vers B définie par: glx) =x + _::. ,

=2
on peut définir par récurrence une suvite numérique (u ) par : { w,, =gu)
s+l n

ffaeds o ey
: Définir par récurrence une suite définie par une formule explicite
La suite (u,] est définie par; W, =2n + 3. La suite (v, ) est définie par: v, = i
D“ﬁm‘gm cette suite (i ) par récurrence. Définissons cette suite (v ) par récurrence.
Calcul du premier terme de celle suife . Culcul du premier terme de celte suite
U, =2x0+4+3=3 ! vy =E~.ﬁ=5
Expression du terme u,, en fonction de u,, Expression du terme v,,, en fonction de v,
U, =2(n+1)+3 5 1.8
=[2n+3)+2 “n+1=m=THE
=Eu, +2 _—
I 1 y défini , Jp=3 I S ;=5
La suite (u,) est définie par : { Uy =U_+2, . | La suite (v ) est définie par : { “Eﬂ i % b

« Définir par une formule explicite une suite définie par récurrence

On donne la suite (i), déﬁlﬁa-par : -I :“: ?__’guh
R -5

Définissons cette suite (u_) par une formule Erpﬁlﬁtﬂ-.

Hecherche d'une conjecture peur 'expression du terme général -

Calculons quelques termes afin de formuler une conjectura pour l'expression du terme général.
u, =08x%5 ; u,=08x5 ; w,=08x5; w,=08x5; u =08x5%; ..

I semble que : .
pour tout nombre entier naturel n, u, = 0,8 x 5™,

Contrile de cette conjecture <
Considérons la suite de terme général : 0,8 x 5",
son premier terme, le terme d'indice 0 est : 0,8.
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Exprimons son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.
08x5™ =5x(08x5"
If
terme d'indice st + 1 terme d'indice r
Donc la suite numérique de terme général 0,8 x 57 n'est autre que la suite (u, ).

On donne la suite (v oJr ditfinie par: { n_i,_, _ 9
e

Définissons cette suite (v, ) par une formule explicite.

Recherche d'une conjecture pour I'expression du ferme générof

Calculons quelques termes afin de formuler une conjecture pour 'expression du terme général.
P, =5-2 ; 0, =5-2x2 [ 0,=5-3%x2; p,=5-4x2 p,=5-5x2;

Il semble que : 2
pour tout nomkre entier naturel n, v, = 5 - 2n.

Contrile de ceite conjecture
Considérons la suite de terme général : 5 - 2n.
Son premier terme, le terme d'indice 0, est : 5.

* Exprimer son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.
« Conclure.

F%E CICICOS BT s o o R o AT

1. (u,) est la suite définie par : 1.6 (w,), ¢ e st la suite définie par :
u; =10 { u, =4 10
{“ﬂ.ﬂ_T“n_l l‘:ﬂ'rl:Eturl-'-u_n]
Calculer o u,, iy, u,. Calculer le 3° terme de la suite. '

——led. Représentation graphique des termes d‘une suite

Comme toute fonction, une suite numérique peut étre représeniée graphiguement dans le plan muni
d'un repére. Cependant, une suite étant définie sur une partie de M, il est possible d’en représenter les
termes sur un axe. Une telle représentalion permetira aussi de conjecturer le comportement de la suite.

Pl P
Suites du type : u_ = fin) | Suites du type : u_ , = glu,)
On donne la suite [I@u] définie par : " On donne la suite () définie par :
U, =3+nxl-1" {un-ln
7 u Tu.“ =1 |
On veut représenter sur un axe les premiers  On veul représenter sur un axe les premiers
termes de cette suite. termes de cette suite,
Aprés calcul, on obtient : , Aprés calcul, on obtient :

| : E 3 4]
Uy =10 iy =4y =l up=— 53U =— 1
Sur la droite de repére (O, I), nous marquons les  Sur la droite de repére (O, I), nous marquons les

points d'abscisses My T8y, Uy, U, Uy, The, points d'abscisses u, u,, u,, u,, i,, ..

=3, =2 iu, =5 u,=0;u,=7;u,=-2

e I | 5
i ; |
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DRI ¢
Suites du type : u_ = f{n) . ‘ Suites du type : u,_,, = glu )

; TR L & ; i Pt o
On donne la suite (1, ) définie par : On donne la suite (i) définie par;
u,=yn 3 - | : '{ﬂﬁﬁﬂ'-. R, it R e el Tl R
1 e TR ¢

SR Rt B S S
On veut représenter sur un axe les premiers = On veut représenter sur un axe les premiers
termes de cette suite. termes de cette suite.

T Ty ar

Dans le plan muni du repére orthogonal {(0,1,]), on | Dans le plan muni du repére orthogonal (O,L]), on
a tracé la représentation graphique (€] de la fonc- | a tracé la représentation graphique (€,) de la fong-

tion f de R vers R, définie par: flx) = [x. | tion g de R vers R, définie par : glx) = —x + 4

&
et la droite (D) d'équation : y = x.

| | -
..... LTI POy L e . o
e —
— Ok o] e o S
R . : | | " : ] r
TR A -' 5 -
i L4 1] YL s

e b i b o3 3 by 4 o e Bl o
&Y 2 a3 & 5 & 7 & |

Dans le plan, la représentation graphique de la 'I Marquer u, sur (01}
suite (i) est I'ensemble des points A (n ; u), Construction de :
pﬂif‘ltﬁ de {‘ﬂj} ayan! pour abscisse un nombre A l'aide de [ Kf construire B, (u; , glu,)).
entier naturel. On obtient u, ‘sur (OJ).
Cetla représentation graphique détermine, par pro- A T'aide de (D), reporter u, sur (OI)
Jection orthogonale des points A sur (O]), une | ronstruction de u
représentation graphique de (u,) sur 'axe (OF). | A l'aide de [€ zf construire B,(u, , glu,)).
| On obtient u, sur (Q]).
[ e ' A l'aide de (D), reporter w, sur (O ...
‘ Cette méthode permet de déterminer de proche en
proche les premiers termes de la suite ().

On peut également obtenir la représentution gra-
phigue de {u, ] sur I'uxe {OI) en utilisant la droite
(D) d'éguation : y = x.

EﬁmE XOTCICOS SR e A oA

1.6 (w,) est la suite définie par u, = 2n - 8. .
Représsnter sur Faxc (O les termes dindices | °© (%) et la suite définie par {
0 & 5 da cette suite.

1d {u,) st la suite définie par {

ty = 3
u‘m] ==, +1
Ty Représenter sur l'axae (OI) les termes d'indices
u: —u —1 04 3 de cette suitp.

+1 ~

Représentar sur l'axe {O) les termes d'indi'ces
0 a6 de cette suita,

Suites numériques 147
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-

___9 1, Variations d'une suite numerique

Une suite étant une fonction de R vers R, on peut lui appliquer les définitions et propriétés générales
des fonctions numériques d'une variable réelle.

Ainsi, une suile numérique (), o g est:

— proissante ].EIISq_i.EE. | — décroissante ].OIS{]_'IIE-
pour tous nombres entiers naturels m et n de E, pour tous nombres entiers naturels met nde E,
m<n = u, <u, m<n = u_ Fu,
|
— strictement croissante lorsque, — strictement décroissante lorsque,
pour tous nombres entiers naturels m et n de E, pour tous nombres entiers naturels m et n de E,
m=<=n = u, <Uu, men = u,6 =u,

Une suite est dite monotone lorsqu'elle est soit croissants, soit décroissante.
Une suite est dite strictemen! monotone lorsqu'elle est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante.

Les propriétés suivantes sont plus simples d'emploi que les définitions précédentes.

On démontre et nous admettrons ces propriéiés :

[#,), « g €5t une suite numérique

Si, pour tout nombre entier naturel n de E, Si, pour tout nombre entier naturel n de E,
u, = u,,, alors la suite (u,}, _ ¢ esl croissante. u, = u,,, alors lasuile (1), . g est décrois-
sante.
Si, pour tout nomhbre entier naturel n de E, 5i, pour tout nombre entier naturel n de E,
u, < u,,, alors la suite (u ), - ; est striclement  u, = U, alors la suite (u ], . g est strictement
croissante. décroissante. .

Remarque

En général, on compere u,, et u,_; en étudiant le signe de leur différence.

i TR
On donne Ia suite (i2,) difinia pars o, = p+2r 2.
Efudions le sens de variation de cette suite, TRt

Miéthode 1 : étude du signe de la différence de deux termes consécutifs

W,y = Uy ={g+1};+ 2(n + 1)~ 2—(n* + 2n - 2)
= n+

Pour tout nombre entier naturel n, w,,, —u, = 0.
La suite (u,) est donc strictement croissante.
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Méthode 2 : utilisation du tubleau de variation ou de Ja représentalion graphique de f

On suppose que I'on dispose du

x |-== =] 0 ]
fwy | - |o ey
R,
o TJQ A

La fonction f étant strictement croissante sur [0 ; + =[ on a :

pour tout nombre entier naturel n, fln) < fin + 1),

c'est & dire : pour tout nombre entier naturel n, uH, <U,.

La suite (u,) est donc strictement croissante.

1 = 74 5 !..-'. i

'u:n=-12

&
i = w+1
s - M T Bl |
Etudians le sens de variation de cette suite.

On donne la suite (u_) définie par :{

Cette suite est du type : u,,, = glu,)
g 6tant la fonction affine définie par : g(x) = 1%.1' + 1.

* Dans Ie plan muni du repére orthogenal (0, I, ),
on a tracé la représentation graphique (€, de la
fonction g et la droite (D) d'équation : y = x.

Puis on a représenté graphiquement sur (O]) les pre-
miers termes de (u ).

1l semble, sur le graphique ci-contre, que la suite
(i2,,) est strictement croissante.

La suite (u_) est-elle sirictement croissante ?
Calculons et déterminons le signe de (u, — u,).

tableau de variation ou de Ia représentation graphique de la fonction f.

[ L—.;f '.

— 1o ;r
-

o

TYT 1 e

)

S e o

Exprimons en fonction de (u, — u) les différences suivantes : (ey — ay), (g — ), (1 — ug) 5

8
oma: M-y == (u—n)

On peul conjecturer et nous admettons que : pour tout nomhre entier natursl, Wy = = (1'1'3—1}“[1:1 — tig).

MNous admettons que cette conjecture est vérifiée : on en conclut alars que :

pour tout nombre entier naturel, u_,

La suite (u, ) est donc strictement croissante.

—Hn'}u
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On donne la suite (u,) définie par : | On donne la suite (u,) définie par :
i ..n- o B d : = u =n-3P+1.
n- Fa—0' ; ; ;
‘Ftudions le sens de variation de (u,). | Etudions le sens de variation de ().
La suite () est du type : u_ = fin], | La suite (u,) est du type : u, = fin),
fétant la fonction de R vers R définie par : | f étant la fonction de R vers R définie pes
_ dx-2 flx)=(x—3)% + 1.
fixl= -9 .
L'étude de la fonction f permet d'obtenir : . L'étude de la fonction f permet d'obtenir
ey d | x — R i 3 Jr':!
T | e
for | - £ - r'l
fix) L fx) . [h Tl
r—-——-—-----J-r—————————--.-----———-
e 1 ok T '
it LN A . o
L e ¥ : L 3
O N I i ':
P [ R e R O
g ! : ! g : : :
__________ , - R 3 :

Du tableau de variation ci-dessus, on déduit que f | Du tablean de variation ci-dessus, on déduit que fest
ost dicroissante siur [0 1 - ot sur o ; + wl. | décroissante sur [0 ; 3] et croissante sur [3 ; + =,

i -E- Z ! ; e :
Done, pour tout nombre entier naturel n plus | Done, pourtoul nombre entier naturel n supérieur
grand que 4, uw_>wu . ; ou égal 3 3, u, < Uy,
la suite (u,) est décroissante sur N N [5 ; + e, la suite (u,) est croissante sur N [3 5 + =
(u,) est donc décroissante & partir de I'indice 5. (i) est done croissante & partir de I'indice 3.

B R

i 1 ; AL A e '=.'ﬂ; Z £ =5 - i
ot e e o 5 1, . o
Ftudions le sens de variation de cette suite.

La suite (1) est du type : u,,,, = glu,) (g est la fonction affine définie par : glx) = 3x - 4).

Dans le plan muni d'un rapére, on a tracé la représentation graphique (€,) de la fonction g et la droite
(D) d'équation : y = x. = [T ok 5 rd

Par le calcul et par le graphique, il semble que tous les termes sont y T
égaux & 2. Contrélons cette conjecture.

Considérons la suite de terme général 2. 1t

Son premier terme, le terme d'indice 0 est 2.
Ses termes d'indice n + 1 et d'indice n sont égaux 4 2 et sont tels que :

Upyy = B0, —4 e
En affet, 2=3x2-4.
La suite (u ) est constante. : Y
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F%E « ©TCICOS B o o A ARt A

2.0 On donne les suites numériques. (u ) et (v ) 2.b  On donne la suite numériqua [uﬂl définie par :

définies par: {“ﬂ [ ]
u, =17n— 280 ot v, = 3n“+3. U,y = dup, — 6 .
Povinclive T aiia the Saslatici g nos: euites: A l'aide d'une représentation graphique, étu-

dier le sens de variation de la suite [u ) dans
chacun des cas suivants : ¢ =1; a=3;a=4

2.2, Notion de convergence d'une suite numérique

ENEmEm /nporoche de lo nofion
» Convergence d*une suite du type : u, = fln) p Convergence d'une suite duo type : w_, = glu )

On donne la suite numérique (u ) On donne 1; suite numérique (u,) définie par :
i, vy m 2REE Mg
définie par: u, = ——=. {u“ﬂ-uq{u -1)

On veut étudier le comporizment de [u,J pour les  On veut étudier le comportement de [u,,] pour les
grandes valeurs den. - s ~ grandes valeursden. = :
Approche g:ru.phi.qua

La suite (& ) est du type : u, = fln), La suite (u,) est du type : u,, = glu,),
f étant la fonction de R vers R définie par : | g étant la fonction affine définie par :
) =22 | glx) = 0,4(x - 1).
La droite (D) d'équation y = 2 est asymptote & la | La droite (D] d'équation y = x coupe la représen.
2
représentation graphique (64 de f. tation graphique (€) de g au point d'abscisse — -
| e
If i!._'__'__' T A T T e e g 4 :
R i et i P :
o o N S N ’ ':
NIV T A |
foctofa ], bod. g ;
T 5 © 5 % 0
Les termes ug, iy, W;g, Uyg et uy, sont de plus en | Les termes ug, uw,, u,, et u, sont de plus en plus
plus proches de 2. pmchasdea-%-.
Approche numérigue
Calculons quelgues termes de la suite. . Calculons quelques termes de la suite.
T ] o | noi i, n u,
1 000 000 1,999 993 000 1 1,600 00 7 — 0,857 38
1 500 000 1,899 9495 333 2 0,240 00 8 — 0,662 95
10 000 000 1,999 999 300 . 3 = 0,304 00 9 - 0,665 18
15 000 000 1,999 999 533 | 4 = 0,521 60 10 - 0,666 07
100 000 000 1,899 999 830 A 5 — 0,608 64 11 | -0,566 43
150 000 000 1,999 999 953 | ] - 0,643 46 12 - 0,666 57
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Conclusion
La distance entre u, et 2 devient aussi petite que | La distance entre u, et — % devient aussi petite
I'on veut dés que n est un nombre entier suffisam- | que I'on veut das que n est un nombrs entier suffi-
ment grand, b % samment grand, 2
n “ﬂ: = — i

On dit que la suite (1, ) est une suite convergente

On dit que la suite [« ] est une suite mnvmgentel
et qu'elle converge vers 2.

| et qu'elle converge vers — = .

@ Suite divergente -

Si on me peut trouver aucun nombre réel dont les termes d'une suite (v,) se rapprochent de plus en plus
dés que n est un nombre entier suffisamment grand, catte suite (v,) n'est pas convergente ; on dit qu'el-

lz est divergente.
Exemples
Les suites (i) et (v ) définies respectivement ci-dessous sont des suites divergentes.
+ Expliquer pourquoi.
(w,) est définie par: u, = 1)*;
(v,) est définie par : {u P >

ey =0+ 2

WEEZESR Propricles
n démontre et nous admetions les proprietés suivanies ;

. o
LR wd | -

£ est un nombre réel, f une fonction numérique, (i ) la suite définie par : u_ = fln).
- 81 lim flx)=¢€ alors lasuite (1) converge vers £.

P

2§t lim flx)=-o, oulim flx)=+<= alors lasuite (u,) est divergente,

X i X —h

Remaraue

Si la fonction f n'admet pas de limite en + =, on ne peut rien conclure quant & la convergence de la suite
(. ) définie par : u, = fin).

Exemple

ax + 1
Considérons les fonctions f, et f,, défintes par  f,(x) = sin XX T ot f(2) = sin B L,

Ce sont des fonctions non constantes, périodigues (de période 1 pour f; et de période 3 pour fs) 1 elles
n'ont donc pas de limite quand x tend vers + = Cependant,

la suite (u,) définie par u, = f,(n) esl convergente  la suite (v,) définie par v_ = f,(n) est divergente

TN AR

Kk & ——Fr Fal s Fa
f ': | : ll| '- i L] I'. Il: ¥ Y ] i \ i L=
1My EY O BY O |"I:'|, L S T f—\' %
i A 2 O L W A T T ——
|III— IE |II II| || I| 1 rll 'll Ir |I I[ 1|I II 1I .',I III| l.':ll '|_ i I.'r -III E I-'l -. : ; .'.I i III|
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2. (u) est la suile numérique définie par : 2d (v,) est la suite numérique définie par :
. i
u“=T|-..+FI-_2" ‘ u"‘_ﬂ__]"l'l".lr
Démontrer que (u ) est convergente. Démontrer que [o,] esl convergente.

"
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Sultes geomrz-:trtques

—3.1. Notion de suite arithmétique

memesmms Exemple introductil

‘Un puisatier loue ses services :m:x_c:und.iiiuns suivantes ;-

— le premier métre creusé coiite 2 000 F ki _

— chaque métre supplémentaire creusé coiite 100 F de plus que le précédent.
Quel est le prix du 3° métre creusé 7

‘I‘mu"l.rer ung formule explicite donnant en fonction de n le prix du n® métre ma&é-_

Calcul du prix du 3° métre creusé

Le prix du 1% métre est 2 000 ; le prix du 2® métre est 2 000 + 100 ; le prix du 3° métre est 2 100 + 100.
Le 3® métre creusd coflte 2 200 F.

Recherche d'une suite permettant de décrire la situation

On désigne par u_ le prix du n®* métre creusé.

Chaque métre supplémentaire creusé cofite 100 F de plus que le précédent.
w, =2 000

On définit ainsi la suite numérique (u ), oy déterminée par : 'I W, =W, + 100

Définition de la suite (u ), - . par une formule explicite
* Calculons quelques termes afin de formuler une conjecture pour 'expression du terme général,
w,=2000 ; wu;=2000+100 ; w,=2000+100%2 ; w,=2000+100x3
Il semble que ;
pour tout nombre entier naturel n non nul, u, = 2 000 + 100(r — 1}.

* Contrélons cette conjecture.

Considérons la suite définie sur M*, de terme général : 2 000 + 100{n - 1}
Son premier terme, le terme d'indice 1 est : 2 000.

Exprimons son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.

2000 + 100m,= 2 000 + 100(n — 13+ 100
f

terme d'inclice i+ 1 terme c'indice n

Donc la suite numérique de terme géndéral 2 000 + 100{n — 1) n'est autre que la suite (], - e

Yocabulaire

Une suite (u,) dont chaque terme est obtenu en ajoutant une constante r au terme qui le précéde est
appelée suite arithmétique ; lao constante r est appeléde raison.

(u,) est définie par : { i::: : w, T

Exemple
; : . fra=1
La suite (v,) définie par : {n L=0 +2

nt

est une suite arithmétique de raison 2 ; c'est la spite des nombres entiers naturels impairs.

Suites numériques 453
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seummmm Détermination par une formule explicite

- =

@ et r sont des nombres réels. :
Considérons la suite n.ntl:-mél:l.qua de raison r et dont le terme d'indice 0 est a.
Démontrons que cette suite n'est autre que la suite (u,) définie par la formule explicite : u, = a + ar.

En effet,
— calculons le premier terme de (u,)) 1y, =a +0r=a
— exprimons le terme 1w, , en fonction de M.

U, =a+n+ljr=a+rmrer=u, +r

Remaraue
Ine suite arithmétique (u, ), o y de raison r de premier terme a est définie explicitement sur M par :
=+ i
n

ummesmm Somme de termes consécu. fs d'une suite arithmétique
¥ Exemple

Considérons les dix premiers nombres impairs. Calculons la somme 5 de ces dix nombres.

Cha: Swi+I¢5+7+.+17+19 (1)

Ecrivons cette méme somme en changsant l'ordre des termes.
S=19+17+ .. +5+3+1 (2).

En additionnant membra 4 membre les expressions (1) et (2] et en regroupant les termes 2 & 2, on obtient:
28 =(1+19) +[3+17) + .. +[17 +3)+ (19 + 1).

25 st ainsi écrit sous la forme d'une somme de dix termes égaux chacun a 20.
Don: 25=20x10=200

La somme des dix premiers nombres impairs est donc égale & 100.
¥ Plus généralement,

) étant une suite arithmétique de raison r, calculons la somme 5 de p termes consécutifs =
Up +lpyy + et “k*,p—:l: i “k-lp—l Lok
1l s'agit de trouver une expression de la somme des p termes de u, 8wy, .
Ona: S=u +uy, +.
on Up,,= Up+T

Wk Upna ¥l

U, =u +2r ; ; “mp_z=“i:“’{P"2]" ; u,ﬂp_1=uk+[p—1_}r.
On écrit les termes de la somme S de deux maniéres différentes, puls on additionne membre & membre
les deux égalités ; en regroupant les termes 2 & 2, on obtient:

S=u, FuU+T + +u, +(p-2)r +u, + (p-1r
S=u+(p-1r +u, +(p—2)r s +u,+r + Uy
doh: 25=[2u, +(p- Al o+ 12w, + (p— 1) + *[2u +(p-1ir]l + [2uy + (p - 1]

25 = p[2uy + (p — 1)r] = plug + vy + (p=1)rl
R e
: 1
donc: S= Uy + Upq ¥ e ¥ U g FlUppa = TP[“R-+ tj‘hp—'.l.]
la nombre de termes p® terme
19 terme

?ﬁﬁEx CICICOS Buor o o AR = o P T
3o 3b

(1) est la suite numérique diéfinia par : (v,) est la suite numérique définie par :

u, = 3n +1.
Démuutrer que [u,) est une suite arithmetique
dont on déterminera la raison et le premier
terme.

154 Suites numeérigues

g =M= 1
Dﬁmunu-ar gue (v,) est une guite arithmatique
dont on déterminera la raison et le premier
terTe,
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—a:2. Notion de suites géométriques

mermsmm Exemple infroductif

e e e T

Le 1% octobre 2 000, juste ai;:réﬂ.-ili naissance de sa .E]]:E, ].Ihmga luiwm-llnﬂﬂIBfllEd‘ sargne en
deéposant la somme de 100 000 F. Chaque année, le 1°" octobre, la banque verse sur ce compte une
prime égale 4 4 % des sommes restées immobilisées douze mois, b g

Quel est le solde du compte le 1°F octobre 2 001 7 Le 1°F octobre 2 003 7 3
Trouver une formule explicite permettant de connaitre le montant disponible aprés n années, en sup-
posant qu'aucune somme n'aura été retirée. ; RtEY - Shir

(LRSS

Calcul du solde qu 17 octobre 2 001 et gu 1*° octobre 2 003

Solde du compte le 1/10/01 : 100 000 + 100 000 x 4% = 100 DDO(1 + 0,04) = 104 VOO, :
Solde du compte le 1/10/02 : 104 000 + 104 00D x 4% = 104 000(1 + 0,04) = 108 160.

Solde du compte le 1/10/03 : 108 160 + 108 160 x 4% = 108 160 (1 + 0,04) = 112 486,40,

flecherche d'une suite permettant de décrire lo situation
On désigne par u, la somme déposée le 1% octobra 2 000 et par u_ le solde du compte aprés n années.

Chague année, le solde du compte est celui de 'année précédente augmenté de la prime de 4 %.
U=t +u, X4 %=u_x1,04
Srasne o _ , i, = 100 DOO
On définit ainsi la suite numérique (), qui est déterminée par :

l'::l'll'.l. = l’mu:lt

Définition de la suite {u,) par une formule explicite
* Caleulons quelques termes afin de formuler une conjecture pour I'expression du terme général.
=100 000%x1,04 ; w,=100000x1,04% ; wu,=100000x1,04%

Il semble que :
pour tout nombre entier naturel n, w_ =100 000 x (1,04)"

* Contrélons cette conjecture.

Considérons la suite de terme général : 100 000 x (1,04)".

son premier lerme, le terme d'indice 0 est : 100 Q00.

Exprimons son terme d'indice n + 1 en fonction de son terme d'indice n.

100 000 (1,04} = 100 000 x (1,047 1,04
J-F

teymne d'indice i + 1 terme d'indice r

Dang la suite numérique de terme général 100 000 x (1,04)" n'est antre que la suite (u,).

! ocabulaire

Une suite (u,) dont chaque terme est obtenu en multipliant par une constante g, le terme qui le précéde
est appelée suite géométrique, la constante q est appelée raison.

(u, ) est définie par : {

Hﬂ. =0
Uy = qity,

Exemple

=1
La suite (i,) définie par : {an':': -,

st une suite geometrique de raison 2 ; c'est la suite des puissances de 2 dont I'exposant est un nembre

entior naturel.
L]
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amamsme Déterminolion par une formule explicite

a.lastlmm:rmhreréelatqtmnumhremld]fférmtIlEl] : AT T L il e
Considérons la suite géométrique de raison g et dont le terme d&ndim 0 m-t . ;
DEmDntrnns que celle suite n'est autre que la suite [u ) définie par la formule explicite : u, =ax q"'
En effet,
— calculons le premier termme de (u,) tuy=ax g =

— exprimons le terme v, en fonction de u,,
Uy = aX g =@ XX Q= U, X

Line syite géométrique (u ), oy de raison g et de premier terme a est définie explicitement sur M par :
u,=axq.

sgEmmmm Somme de fermes conséculifs d'une suite géomelrique

“ Exemple

“Un souverain oriental voulant récompenser J'inventeur du jeu d'échecs lui demanda ce qu'il désirait.
1'inventeur répondit : « Donnez-moi un grain de hlé pour la prammra case, deux grains de blé pour
la deuxiéme case, quatra pour la troisieme case et doublez ainsi la quantité de grains de blé larsque’
vous passez d'une case i la suivante et cela jusqu'a la smxante-quatnema case ». Le souverain était

“tout heureux d'avoir a offrir ce qu'il croyait étre un modeste cadeau. . _ i 3
De :um'i:uen de grains de'blé doit-il disposer pOUT TESPecler son m:gngamnnt ‘i’ e

La suite géométrique (u ), ¢ - de premier terma 1 et de raison 2 permet de décrire la répartition des
grains de blé sur 'échiguier, Elle est définie sur W* par la formule explmlte =2
Le nombre S de grains de blé recherché est égal & la somme des 64 premiers termes de cette suite.

Ona: C_14+242242% 4., +202420
On a vu dans le chapitrs 6 que :
pour tout nombre réel x différent de a, " —a® = (x—a) (X" +ax™t + .+ a2x + a™1)

c'est-a-dire ; pour tout nombre réel x différent de a, M rad . @+ ad = i

X~
Dong : S5=2M_1
La production mondiale de I'an 2000 ne suffit pas pour respecter I'engugement du souverain !

7 Plus généralement,
() étant une suite géométrique de raison g, calculons la somme S de p termes conséculifs :
ui: + u.k'l’j. + ..“ + uﬁ._'_p_l + uk+p-'l

=uk+ukq+uqu+.-.+uk =1
= [1+q+ g%+ .o + g8

1-gf
W
. 5 e
donc : 8 = uk+u=|va+1+'“+uk+p-2+uhp—j" ul 1 '!]'-
167 erme T le nombre de termes
la raison
WE X OICICeS Bosss i AT o P S
3¢ (v est la suite numérique définie pa.‘r Démontrer que () est une suite géomélrique
b, = 3" dont on déterminera la raison.
Démontrer que {p,) est une suite ghométrigus : 3 ; -
dont on déterminera la raison el le 1°F terme. de v, ]':ﬂ?ifm"“ numérique définis par :
3.d (u) est une muite numérique telle qua pour LR ) est-alle une suite géométrique 1

tout nombre entier naturel n, les rarmes d'in-
dices n et (n + 1) vérifient :

Su, ., + 34, = .

156 £l pumericres
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| Travaux. pratiques

_TP1. Etude d'une suite positive

L'objectif de ce TF est de donner une autre méthode pour étudier le sens de variation d'une suite positive.
seammm Une méthode spécifique a I'étude du sens de variation

d’'une suite positive
¥ Définition 2

Une suite numérique (u,) est dite positive lorsque :
pour tout nombre entier naturel =, w_ 2 0.

¥ Méthodes

Lorsque la suite {u_) est strictement positive, les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(1) pour toutn, u_ . <u_;
(2} pour tout n, B, —u, =03

i
3 tout n, —> <1.
(3) pour tout n %

» Démontrer I'éguivalence des trois propositions (1), (2) et (3).
* Expliquer pourquoi la proposition (3] n'est valable que pour une suite strictement positive.

mmmmmmm Cxemple

On veut étudier le sens de variation de la suite () définie par : u, =

n élanl un nombre entier naturel différent de 0: u, = L O - 1 ;
Signe de la différence u,,, - u,

n+l _n_2n+3,
~ Uy =g T T ga = gl Pourtoutn, u,,-—w, >0.

# Conclure.
Comparaison & 1 du rapport . L
i _n+1 ;__n-i-l -
u, - gl n  2In
Or = n>1;
done : Inz2n+1>=n+1:;
w41 i Uy
par suite : —z==<1; pour tout n élément de N*, T,_ < 1.
s Conclure.

memssmmm  Applicahon
On veut étudier ls sens da variation de la suite (1) définie par: u, = _i

ﬁ 1. Le plan étant muni dun repére orthogonal, construire point pabpnmtlarﬂpr&lﬂntaﬂnn grap]uqnn_

delasuil&[un],pnurnE{l] 1;2:;2;4;5:6;778:9;10L i T L =
Emettre une conjecture ST s sens I:IB variu.tu‘.ln d&la mutm B e o S
2. Etudier le signe dew . — un,:mu‘tum i BRI Tt T e S S
3. Comparer :::nti mnninm A TS e :

”'nﬂ

On pourra exploiter la représentation graphique de (1, ) pour comparer
suivants : 0=ns=3 et nz 3.

4 1 dans chacun des cas

Sultes numeriques 4 57
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ZExercices

APPRENTISSAGE

£

(5 énéralités
Catlewl de larmes

1 La suite (i) est définie par: u, =3n -1,
Calculer les termes d'indice 20 4 25.

&

% Calculer les 3 premisrs termes de chacune des
suites ci-dessous définies de maniére explicite :

s
i

s

- - g C .

g
Py

9 On donne la suile (u,) définie par:
b= 7
{urlf'.l. =u, =
a) Calculer u, et w,.
b} Vérifier que cette suite est également définie par la
formule explicite : u, =7 - 5n.

10 On donne la suite (u,) définie par :
=7
Exprimer u, en fonction de n.

(1) u, =n®+2n (8) u,, = cos 5~
n+1 L
@) 4y =7 3s e i =
1
(3) u,=2n+1 [1DJHH=1+%+-} +?

CVRTSE A R
(5) u,=(—1)n* +1

© u,=1-(-Z)"
{7) u, = cosnn

(Ml =in+1-1In

(12) u_ =n? + 2yn — 36
[13]:!3,_:!2“-1' + n?

3 On donne la suite (u,) définie par :
- O 3

U= ntZ m+d’
Calculer, & 107 priss, les tenmes d'indice 04 7.

& On donne la suite (1) définie par :
u, = 0.5
Uy = uﬁ -1
Caleuler, & 1072 pras, les termes d'indice 14 6

% On donne la suite (1) définie par :
{un = 2,68

11
Upsy = FUa— 1
Calculer les termes d'indice 1 et 2.

& On donne la suite (u,) définie par :
{Hﬂ:l'a +2
Uil = 2“’!
Calculer les termes d'indice 1 & 4.
7 On donne la suite (u,) définie par
v
{um-zui—m
Calculer les termes d'indice 1 et 2 dans chacun des cas
auimta:m:-ﬁ&;a:--ﬁz-;u:-!.

Passage d'un mode de dédtorminatlon & Moutre

% Lasuite () est définie par : u, = 3n - 1.

11 On donne la suite (u,) définie par :
uy, =0
Iu"u =2u, +1
a) Calculer les termes d'indice 1 a 3 el exprimer chacun
de ces termes en fonction d'une puissance de 2.
h] En déduire Vexpression de u_ en fonction de n.

Représentation graphique des termes dune sulls

Pour les suites ci-dessous, du type u_ = finl, an pourra
représenter graphiquement la fonction f de R vers R
définie par f: x — fix].

1% Dans chacun des cas suivants, on donne la
suite (u, ) définie par:
()u, =2Zn—8

L]

(2] ﬂn=—%n—- %
[3) g, =n*+3
[4]u“-.,-q—2

Représenter les termes d'indice O & 5 sur I'axe des
ordonnées.

Pour les suites ci-aprés, du lype U, , = glu, ), on pm.lrm
représenter graphiquement la fonclion g de R vers R
définie par g : x++ gix].

12 Dans chacun des cas suivants, on donne la

suite (u,) définie par:
0 {1
2] {E;:un—i ;
(3) {"""% "
Upi1 =~ ?“‘n_l

Représenter les termes d'indice 0 & 4 sur I'axe des abs-
cisses.

14 On donne les suites (u ) et (o] définies par:

=15 vy = 0.6
[ﬂnl{nﬂ _u+2 ED,,,]{ -
Uppy = ﬁ“_' Toay =40,

Exprimer u, en fonction de u,_,, puis définir la suite
{m_) par récurrence.

4158 Suites numériques

Pour chacune d'elles, représenter les termes d'indice 5
3 10 gur I'axe des abscisses. [On utilisera de préférence
du papier millimétré).
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E tude d'une suite
numérique

Varfaflens d'une suite rumdérigoe

15 Dans chacun des cas suivants, on donne la
sulte (u ) définie par :
(1) u, = 1?:1— 289, (3) u, == 3.5n + 12,25.
(2] v, = —r: 2. (4) u, = ¥~ 12n + 3

Etudier laE- variations de la suite (u_).

16 pans checun des cag suivants, on donne la
suite (u ) définie par

[l}un::—-:-a-n+3

4
+1
(2) u, = L_l_i“
—-4n* + 3
e YT

(4) u, = n? - 2502 4 3
Etudiar les variations de la suite ).

17 0n donne 1s soite (ue,) définie par :

=q

{url+'.|. =3u, ~-8
Etudier graphiquement les variations de la suite (u)
dans chacun des cas sulvanls ;@ =1;: o= 4.

18 0On donne la suite {u,} définie par :

= ()
{uhﬂ D4u_ + 3

Etudier praphiquement les variations de la suite (e )
dans chacun des cas suivants ; oee = 8 ; o = 14,

19 On donne la suite 1) définie par :
Uy =3
{HM, ==2u_+8
Etudier graphiquement les variations de la suite (u,).

20 on donne Ia suite (u,) définio par :
{I-!n =0,3

Uy ™ Eufl + 3u, + 1

Etudier graphiquement les variations de la suite (& _).
Contrdler les résultats de cette étude en déterminant le
signe de w_ , — u,. (On utilisera de préférence du pa-
pier millimétré.]

Nalion de convengence O una iulien pumdriqus

21 Dans chacun des ces suivants, on donne la
suite (u ) définie par:

2n tn+2
(1) u, = 17n - 289. e, = e
S _=n+3
[2]“:1‘3“ 2 (A) &, = .
i =R+ X
(2) w, 41'121-3 (9) re, = oy
(4) u, =n®-12n + 3 (10)u,=n*-25n%+3
=4n* + 3 B — &
5 .. et 11 =
(5] =, e {11) e

16(2n + 1)2 nt + 5n
onin + 1) dn-5

Dire si la suite (v ) est convergente ou divergente.

nh Dans chacun des cas suivants, on doone la
suite (1) définie par récurrence :

(6) u, = (12) w, = % -

=2 ty, = 0
< el -1 @ { s =4 -5
u,=1
L]{uﬂi_ + 2 —1 ['ﬂ{u a=—05u, +1

Dire si la suite (x,) est convergente.

S uites arithmétiques -
Suites géométriques

Naotion de suile urfthmaliguw

23 Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(] est une suite arithmétique.
(1) u, =2 -1 lE]un--g'Tn

3

(2) u,=-5n+4 Mu, = ?"

2% Dans chacun des cas suivants, (1) est une
suite arithmétique de premier terme u, et de raison r.
Calenler les cing premiers termes.

1) u, =1 - F=]
2)uy =4 re==32
3 ty=1 : rm5
4) wyy =1 : r=15
5}!.!15[,:151] r=—3
B) iy = 32 z r=4

25 Dans chacun des cas suivanks, [un] a5t une
suite arithmétique de promier terme u, et de raison r.

Calculer les cing premiars Yarmas.
ljuuu,_.,:l 5 g = 10 000
E}H.! =—12 = ty =) .
3) u, = 107 : g = 107

26 On considére la suite (u_) des exercices n® 24
ot n° 25. Calculer la somme des termes de i, & w0y,

Noffan de solle geomdirigus

27 Dans chaeun des cas suivants, démontrer que
(u,) est une suite ghométrique.

(1) u, =5 ] ”41:3%
(2)u, =[-1)" (4) u, = 271

*% Dans chacun des cas suivants, (u,) est une
suite géométrique de premier terme u, ot de raison g.
Calculer les cing premiers termes.

=1 ; g=1
2} u, =4 : g=-12
Nu,=1 : g=5

“% Dans chacun des cas suivants, (u ) est-une
suite géométrique de premier letme w, ot de raison g.
Calculer les cing premiers termes.

1) uy = H,—}B’ b ty =1
2) uy =107 } tyy = 107
3) uy, = 225 gy =1 125

Suites numengues 159
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300n considere la suite {u,) des exercices n° 28
et n° 29, Calculer la somme des termes w,; 4 uyy

APPROFONDISSEMENT

31 On donne la suite (u,) définie par :

{“11
9
Wy = 6—u,

Diéterminer w, pour que cette suite soil constante.

2% On donne la suite (e} définie par :
u =5"+3-n

1. Calculer les 5 premiers termes de cette suile.
2, Démontrer que cette suite n'est ni arithmétique ni
giométrique.
On pose: S, =t + 1y + Uy o+ Uy
3. On se propose de calculer la somme 5,
a) (o,) est la suite définie par : v, = 5%
Onpose: S, =v,+ vy + 0y ... + 0,
Démontrer que () est ung suite géomeétrique el en
déduire 'cxpression de ) en fonction de n.
b) (w0,) est la suite définie par : w, =3 —n.
On pose : 55 = w0y + W, + Wy + ... + W,
Démontrer que (w,) esl une suite arithmétique et en
déduire l'expression de 57, en fonction de n.
c) Déduire des deux questions précédentes la somme 5
en fonction de n.

33 [u,) est une suite géométrique décroissante
telle que : wyu, =128 et wy + uy = 36.
1. a) Démontrer qué tous les termes de cetle suite sont
strictement positifs,
b} Calculer uy et u,.
£] Déterminer la raizon g de cette suite.
2. Calculer en fonction de nla somme 5, des n premiers
termes de cette suite.
En déduire la limite de 5_ lorsque n tend vers l'infini.

38 [u,) est une suite arithmétique.
Caleuler uy, et r puis u, sachant que :
(1) (w,) est croissante ;

2o, +u, +uy,=—9;
(3} e + uf + uf =99,

35 On donne la suite (u,) délinie par :
Uy = O
-7
u, + B
Etudier graphiquement les variations de la suite [u,)

dans chacun des cas suivants :
ge=l ;a=2 ,o=7 ; a=15

26 On donne la suite (1) définie par :

Wy IR
Tu, - 10
(78 = - ————

a4l

uﬂ
1. Etudier graphiquement les variations de la suite (u,)
dans checun des cas suivants —
agu=-1;:0=15 i d=3 ; a=8.
2. Démontrar que :
=5[22«

—xi[!‘:c:uui]

<5] alors [1<u,,, <7]
alors  [5 <up,,]

160 suites numérigues

3. Btudier le signe de la différence u,,, - w, ; justifier
les conclusions de 1'étude graphique.

37 fet g sont les fonctions polyndmes délinies

pars
flx) =2x? -t ot plx]=x,
représentées graphiquement ci-dessous.

1} P

P

]
1. Calculer les abscisses des points d'intersection de ces
représentations graphiques.
2, ¢ est un nombre réel de I'intervalle |0 ; 1[.
On donne la suite (1) définie par :
U = O
{um = 2 J* = [og)*
Conjecturer le sens de veriation de la suite selon que a
est plus petit, dgal ou plus grand gue 52_ 3
3. On donne la suite (,) définie par :
[uﬂ =03
Poel = 1- [1:':1}1
Démontrer que la suite (e,) n'est ni croissante, ni
décroissante, ni convergents,
{On pourra calculer o, vy, vy, puis &, en fonction‘de
U,y POUT R 1.]

PROBLEMES

Sultes numdrigues of figures glomdtrigues

38 ABCD est un carré de cdté 8 cm. -
On construit le carré A B.C.D, tel que A,, B,, C,. 1),
svit lés milieux respectifs des cotés (ABI. [BC1, (CD],
IDA]. De la méme maniére, on construit les carrés
A8, G0, AgB L, .
Om désigne par ¢, ot o, le cAté et l'aire du carmré
A,B,C.D,
1. Caleuler o et 3,
2. Démontrer que les suites (¢ ) et (sl ) de termes péma-
raux ¢, et s, sont des suites géométriques.
3. Définir les suites (¢,) et (#,) par leurs expressions
explicites.

39 Onpose:u,=1+2+3+...+nilneEn]
On considére la suite {u, ) de terme général.
Sur la figure ci-contre, le domains
tramé est délimité par les carrés de
clibés et o, .
1. Démontrer que l'aire de ce
domaine est égale a n.
2, Démontrer que :
128434 .., +nd

=(1+2+3+..+n
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&0 On donne un triangle équilatéral ABC de cité

1. On traca des arcs de centres A, B, C comme I"indique
la figure ci-dessous.
/

On désigne par :

r, le rayon da I'arc de cercle (%€,) ;

Iﬂ le longueur de 'arc de cercle Hq].

1. Continuer la construction du spiral.

Démontrer que la suite (r,) est une suite aritmétique.
2. Démomtrer que [, est une suite arithmétique.

(On pourra exprimer [ en fonction de r_ ).

On désigme par inflation une housse de prix géndrali-
=== due & un déséguilibre entre l'offre et lo demande
giobale des biens el des services disponibles sur le mar-
ché.

Clest aussi une augmentation excessive.

41 Dans un pays d'Afrique en difficulté, le taux
2 inflation triple chaque année.
Determiner le taux d'inflation de la premiére année,
sachant qua le taux d'inflation glabale sur las deux pre-
=itres années est de 5,07 %.
Calculer 1e taux d'inflation da la cinquiéme année.

A2 Monsieur Sawadogo désire acheter un vélo

gui, au 1* janvier 1998, coltait 90 (00 F CFA.
“a pouvant disposer que de 77 000 F CFA et ne voulant
f=ire aucun emprunt, il décide de placer cette somme
de 77 000 F CFA.
Un établissement financier lui propose un placement &
inéritt composé au taux annuel de 6 %.
Un désigne par (u_) le capital disponible au 1% janvier
:'e I'année (1998 + n).

C:alu:u.ler Wy, Uy Uy

2 Démonirer que (u,) est uns suils Eﬂu:::eln:luﬂ dont
on précisera la raison.
Exprimer (u,) en fonction de n.
3. A I'side d'une calculatrice, déterminer & partir de
quelle année Monsieur Sawadogo pourra acheter son

ik
vilo. Daprés Boc...

83 1. Le 17 janvier 1990, lp prix de vente d'un
obiet était @, L'inflation est de 7 % par an & partir de
1990 ot elle se maintient & ce .

Calculer le prix @, de cet ohjet au bout d'un an, le prix
a, de cat objet au bout de deux ans, ... le prix a_ de cet
cbjet au bout de n années.

2. Au bout de enmbien d'années le prix de cet objet
aura-t-il été multiplié par 2 7

Le tomps dépend-il du prix initial

3. On suppose dans cetls question qua I'lnﬂau-:m est de
7 % une année, — 7 % l'annde suivente (il y désinfla-

tion), le eyele se reproduisant par période de 2 ans (7 %
en 1990, —7 Faen 1991, 7 % en 1992, — 7 %6 en 1993...).
Quel est le prix de cel objet en fonction da a, au bout
de 2 ans ? au bout de 4 ans ?
Caleuler le prix a, au bout de 2n années.
Démonlrer que : a,, < @,

inpria N

4§ Modéle de Harrod
Dans un pays, en l'année n, on désigne par E, |'épargne,
R, le revenu national, I_ l'investissement.
On suppose que B, = 7 000 [en milliards de fancs CFA)
et que 'on épargne 12 % du revenu :
E,=012R_

De plus, l'investissement en I'année n est proportionnel
4 la wariation ahsolue du revenu national (le coefficient
de proportionnalité est appelé le melﬂcimt du capital).

I,=212(E,
On dit qu'il y a éthhr& lﬂ:squanl dpargne est dgale 4
linvestissement :

pourtoutn, [ =E
A 1'dquilibre, exprimer E, en fanction de E,
En déduire une Brpre.asmn de E, an fﬂnt.‘m:m du M.
Déterminer alors la limite de E_ Bn + =.

A5 Un probléme de Fibonacci
(Au Moven-Age, en 1202, Fibonecci pose le problame
suivant dans le « Liber A bacci ».]
« Un homme place un denier  intéréts composés & un
taux tel qu'il posséde 2 deniers en 5 ans et que tous les
5 ans san avelr double.
Je dernande combien il aura gagné de demiers a parhr
d*un seul, en 100 ans T »

£ & Dans chacun des cas, choisir le terme vy, de la

suite parmi les trois nombres proposés. Justifier le
choix en exprimant le terme général a I'aide d'une for-
mule explicite.
LATEE; T .

13, 11 127
2.3;=7;13;-27 ;53 ug; ..

=67, -870u-1077

3.2:21:;401;8001 ;160001 ; u; ;...
320 001, 640 001 ou 3 200 D01 7

A7 Dez points d'une droite (L] définissent des
parties de cette droite : des segments et des demi-
droites.

Reproduire et compléter le tableau ci-dessous.

MNombre de points 112 |3]|%]|85
Nombre de demi-droites j
MNombre de segments . |
MNombres de parties |

Conjecturer une relation de récurrence exprimant le
nombre u,, , en fonction de . [u, désignant l2 nombre
de segments définis par n points).

Exprimer w, en fonction de n, et en déduire [e nombre
v, de parties de droites détermindes par n points dis-
tincta.

Suites numeériques 161
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&8 On dispose de
bitonnets avec lesquels

on réalise, niveau par i\ 7% ribveau
niveau, la construction oi- &Friveau
contra. _

a, exprimant ls nombre
total de bitonnets néces-
saires pour réaliser la

Ls
con-struction du  n® 3" niveau
niveau, déterminer a,, af,, : #° niveau
a4, 4, 4, ainsi que le 1"u 1% rihwea

nombre de bitonnets utile
pour construire chague
NOUvean niveau.

Trouver une relation de récurrence exprimant a, ., co
fonction de a, (n > 0).

Calculer @, en fonction de n uniquement.

A9 Les figures F,, F,, F, et F, son! constituées res-
pectivement d'un, cing, treize et vingt cing carrés.

Fy Fa

£

F

Une figure F, (n € M*) est obtenue & partir de la figure
précédente en ajoutan! autant de carrés qu'il est pos-
sible de le faire, de telle sorte que chaque nouveau carpé
ait un ou deux cités 0 commun avec un carré de la
figure précédents. On désigne par c, le nombre de car-
rés de la figure F_ (n € M*].

Trouver la nombre de carrés des figures F. et Fi.
Conjecturer une relation de récurrénce entre ¢ et c,_,.
Exprimer ¢, en fonction de n uniquement.

30 a) En combien de régions, trois droites deux &
deux sécantes partagent-elles un plan ?

B Vs

b} Quel est ls nombre de régions obtenues pour 4
droites, 5 droites et © droites deux & deux sécantes
(trois quelconques d'entre elles n'étant pas concou-
rantes) 7

) On désigne par d, la nombre de régions définies par
n droites deux & deux sécantes (n & M*, trois guel-
wongues d'entrs elles n'étant pas concourantes), lrouver

une relation de récurrence entre d_ et d,_,, puis expri-
mer o en fonction de n seulement.

189 Snites normdrines

51 Fractal (hommage & Von Koch)

] E

A B A B

ﬁ_‘:‘\l o F

QY

A B A B

La segment [AB] a pour mesure 1. On pose u, = 1.
1. Apris avoir partagé [AB] en trois parties d’égales lon-
gueurs, on construit un carré dont la partie centrale de
[AB] est le cOlé, puls on supprime ce cdté du carré
Calculer la mesure w, de la ligne brisée ainsi obtenue.
2. On réitére le pm:gdé sur chacun des segments de la
ligne brisée ACDEFE.

Calculer la mesure w, de la ligne brisée ainsi obtenua.
3. Conjecturer I'expression de u, en fonction de n.

52 Fractal (le tapis de Serpiensky)

1. Un triangle équilatéral ABC de coté 1 est partagé en
guatre triangles équilatéraux de méme aire, 8t on enlé-
ve le triangle central,

Calculer I'aire a, du « tapis » ainsi obtenu.

2. On réitére le procédé sur chacun des triangles res-
tant. Calculer l'aire a, du « tapis » ainsi obtenu.

3. Conjecturer I'expression de a_ en fonction de n.

53 Fractal (I'éponge de Serpiensky]

Al |2 |@|@ Py
| b
7 |e @@l
Figure 1 Figure 2

On évide un cube de volume 1, comme il est indiqué
sur la figure 1. On pose v, = 1.

1, Calculer le volume restant o,.

2. En supposant que chacun Jes petits cubes restanls

puisse &tre dvidé de la méme fagon, calculer le volume
total restant Uy

3. Conjecturer la volume ¢, restant aprés le n® évidage.
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Trigonométrie

Ceﬂe branche des mathématiques nait lorsque, pour étudier les phénoménes
astronomigques, il fout déterminer las mesures des éléments d'un friangle.

Déjé & Bobylone, on fait des observations astronbmiqués.et an infrodui le degré
comme mesure des angles. Cependant, ¢est en Gréce que ld. frigonomélrie devient
l'instrument privilégié pour étudier I'astronomie. L'astronome égyptien Claude
PTOLEMEE (128.- 168) rédige son célébre ouvrage appelé Almageste contenant
des tables l'rrgmmieﬁ'.rqu&s Cet ouvrage, repris et amélioré par ALKASHI au Xv®
sidela, nous a 8k fransmis par les Arabes. C'est vers le V2 siécle que s'infroduit en
Inde le sinus. ABLUL WAFA (940 - 998), célébre astronome ef nmrhénmm-en .-::ngl
naire de Perse (Iran), définit la'tangente.

C'est au XV* siécle que REGIOMONTAMUS (1436 - 1476) écrit un owvrage qui
fonde lo Iriganﬂméﬁs moderne.

yor
e i

s, . o
T L

an;ais VIETE (1540 - 1803 construit une
table compléte de trigonomélrie, infroduit les
nofations moadernes et établit des formules,

Avec leonhard EULER (1707 - 1783) ¢'est
l'essar de la trigonométrie moderne,
branche de I'analyse. Les fonctions trigono-
métriques frouvent leur place aux cétés des

fanctions dites usuelles. ..

Francois VIETE (1540 - 1603)

1. Mesure d'un angle criente R bt
2. Fonctions cosinus, sinus et tangente ' 171
3. Formules trigonométriques 176
&. Résolution d'équations trigonométriques ' 178

Trigonameétrie 163
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__1.1. Angle oriente
wsmmmm Représentant d'un angle orienté

i et v’ sont des vecteurs non nuls.

S, A et B des points tels que : SA = @; Sh=3
Le couple de demi-droites [[Sﬁ}_.rliﬂl] de méme origine 5 est un
représentant de 'angle n:rriﬂméﬁf T}

5 est le sommet, [SA) le cdté origine et [SE) le ciité extrémité de
ce représentant.

summmma  Mesure principale d'un angle orienté

Le plan est muni du repare orthonormé direct (O,L]).
al est 'ensemble des angles crientés.

(%] est le cercle trigonométrique.

® pfesure principale d'un angle orienté

* Chaque angle orienté a pour mesure principale un nombre réel
o élément de |- ; wl,

* Réciproquement, chaqus nombre réel a élément de ] ; ] est
|a mesure principale d'un angle oriente.

On définit ainsi une bijection de o dans }-=; n.

(“est pourguoi, on note généralement (@) I'angle orienté de mesu-
re principale o.

® Images sur le cercle trigonomélrique

* A chaque point M du cercle trigonometrique (), on associe un
aombre réel o 6lément de - w7 :

la mesure principale de l'angle arients (OF ,OM).

* Réciproquement, & chague nombre réel o &lément de |- = ; wl,
on peut associer le point M du cercle trigonométrique [%)
tel que : Mes (DI, OM]} = e

On définit ainsi une bijection de (#¢) dans 1= = ; xl.

Le schéma ci-contre résume les bijections entre les ensembles
s, (€) et }-n ; =l

' gummmm Somme et différence d'angles orientés

® pafinition et propriétés

fix) et (B) sont des angles orientés de mesures principales respec-
tives a et p.

{[E}KL[DT]} est un représentant de (o)
[lcm,mz]} le représentant de () de cété crigine [OY).

Considérons le couple {10::.].[02}} g
C'est un représentant de l'angle orients (OX ,0Z).

{64 Trigonometrie
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Nous admettons que I'angle orienté ainsi obtenu, ne dépend pas des représentants chaisis pour les angles
arientés (@) et (f).
Désignons par y la mesure principale de l'angle arienté [ﬂﬁ et par (¥) cet angle orienté.
On dit qua ; [¥) est la somme des angles orientés (o) et {E]-
On note : (¥) = (@) + {ﬁ]-
Défiaiion — -~ cLakaseiists ghaemeee o
() et () sont des angles orientés ;
([ﬂ'ﬂ.[ﬂﬂ} un représentant de (@) :
([0Y).102)) I représentant de ({) de cté origine [OY).
* On appelle somme des angles orientés (@) et (B), I'angle orients () tel que : (1) = fﬂ'f?ﬂi]
On note : (@) + (f) = (7). ~

Désignons par [:‘ﬂ:_l I'opposé de FFangle orienté [E].
« On appelle di.lfamnce dus angles orientés (i) et (f), I'angle orients (&) + E B).
Om note : (&) + £ B) = (@) - ().

ﬂwwmmmhﬁﬁﬁ.ﬂ s
ﬁl EF]"‘ [F: E] -‘-[Epﬁi 0ul EnCOne [?r i&]' ﬁlﬁl- [Hi :T]-

ssmmms Exemples de sommes d'angles orientés

Dans chacun des cas suivants, comparons la mesure principale de Ia somme des angles orientés (&) at {E}
ot la somme des mesures principales « et B de ces angles orientés,

=X x _in FLL3 L, T 1 R
ﬂ.—alﬂﬂ=4 n::—aet[i-q ! usTmﬂ— i = -g-vatﬂ— 3
|

(P -

{a} (@)

Mes (@ +(B) =17 Mes(@+@)=-7F Mes(@+B)=-&  Mos (@) +(H)=E

Remarque

La mesure principale de la somme de deux angles orientés n'est pas toufours dgale & Ja somme des
mesures principales de ces angles arientés.

Trigonométrie 1465
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E%E xercices B A AR o e AR o A o AR

‘“;‘ .8 (o

37

1.0 On donne la demi-droite [5F).
Construire le représentant de langle orienteé

[—3%‘-} qui & pour chté origine la demi-droite [SP)
gt le représentant de l'angle orienté [%;EI qui a
pour cBté extrémité la demi-droite [SP).

1.b ﬂnmnsgdﬁmle:saintewaﬂm suivants :
. R - P [ e Y
]_Rr_';}l. |] 4 F 2] r] 2 r 3‘ .|
T . ' By L E. E o m . dm .
]-T.nlllulél,tﬁlzl‘lz.ﬁl
]i—n‘.ﬂ.

La mesure principale de chacun des angles
orientés représentés ci-contre appartient & I'un
de ces intervalles ; indiquer cet intervalle.

Construire un représentant de (&) + (B).
Préciser l'intervalle auquel appartient la mesu-
re principale de cette somme.

1.2, Mesures d'un angle oriente

smumsmss Approche de la nofion

(&) est un angle orienté de mesure principale o et d'image A sur le cercle trigonométrique (€).
A cat angle orienté peut-on associer d'autres nombres réels qui le caractérisent i

Considérons un point mobile M, qui, partant de 1, se déplace sur le cercle trigonométrique (€).

A chague déplacement de M, on associe un nombre réel &gal & :
— la distance parcourne si le déplacement s8 fait dans le sens direct
— l'opposé de 1a distance parcourus si le déplacement se fait dans le sens indirect.

Rappelons que le périmétre du cercle trigonométrique est 2.

Déterminons les nombres réels associés aux différents passages de M en A et plagons
ces nombres réels sur une droite graduée [D) (l'unité étant celle des axes du repére
arthonormé direct (O,LJ)].

- -2x+ 0
r’/ /l—\a -
-0 [ |

1
o, — 47T -2

(m

. e 2Om [ S

* On montre par ce schema que :
4 tout angle orienté () de mesure principale o on peut associer une infinité de nombres réels :
E—Brio—brnio-4n;x-2nio+ 2% ;0 + 4x; o+ B o+ B

— — ——

Ces nnmhr; s—un't da. la forme : o + ke % 2;, k étant un élément de . i _-I
| On écrira plus simplement : @+ kxzn [ke ]

1

* On remargue qu'un seul d'entre eux, o, ast slément de l'intervalle |- m; xl.
Clest pourquoi a est appelée la mesure principale de I'angle orienté fex).

166 Trgenemstri:

Scanné avec CamScanner



www.biblio-sciences.org

X est un nombre réel. x est 'abscisse d'un point de la droite graduée (D). A ce nombre réel peut-on asso-
cier un angle orienté 7

.

En ajoutant ou en retranchant i x un certain nombre de fois 21, on obtient un nombre réel o de l'inter-
valle |- ; =], donc l'angle orients (%) de mesure principale .

+2n + 9n +2n +2n — O —
*/\/)_\. /\ 6\' ‘x M Lo
ﬂ i L T ""I

gl
.r--—---~~-----r+ﬂrt --------- e D i s EL x+8n

“On définil alors Vapplication de R dans sf qui & chague nombre réel x associe l'angle orients (@) dont
x ait une mesure

+
/ A i |
/_ bijlection  bijection

! R ThR;Rl T 8 i

d
Q /l :
I/ o F—— A |—(f)

Le nombre réel x est appelé une mesure de l'angle orienté (&} dont la mesure principale est o
Définition
[2) est un angle orienté de mesure principale c.
Tout nombre réel de la forme o + k = 2n, [k = 7] est appelé une mesure de l'angle orienté (&),

Sur le cercle trigonométrique, A

l'image de o est appeld image de chacun des nombres réels / bt

a+kx2x [ke Fl: ; \ |

c'est aussi I'image de I'angle orienté [q). \:j]_/
Remarques

- Les mesures d'un angle orienté peuvent étre exprimées en degré ou en radian.
Cepsndant, lorsque l'unité n'est pas mentionnée, par convention, il 'agit dw radian.
— Tout nombre réel est une mesure d'un angle orienté.

Evemples

- % - -5;-‘ - g—m et E% sont des mesures de l'angle orientd dont la mesure principale est

489t  13r 35nm LOM

i)
5
T8 '~ 6 * g 9— -~ sontdes mesures de 'angle orienté dont la mesure principale est —

I
‘E.
smwsamm  Mesures des angles orientés nul, plat et droits

Recherchons les nombres réels qui sont les mesures des angles orientés nul, plat et droits.

+ est une mesure de l'angle orfenté nul = il existe k &lément de 7 tel quex=0+kx 2n

+ est une mesure de l'angle orienté plat < il axiste k élément de Z tal quexr=x+kx2x

x est une mesure de l'angle droit direct  « il axiste k élément de 7 tel que x = % + k% 2x
x est une mesure de l'angle droit indirect ¢ il existe k& élément de 7 tel que x = — -g— + b 2n

Tr qf.l:mmét]'li!-[ﬁ?
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Remarquons que -E + k % 2m, mesure de 'angle droit direct, peut s'écrire 3 + 2kx et que — -’?E- + k % 2w,
mesure de 'angle droit indirect, peut s'écrire + % + (2k — 1)r car - % +kxin=— %+ t + (2k — 1)m.
De plus, 2k et (2k - 1) sont deux nombres entiers relatifs consécutifs.

On en déduit les propriétés suivantes :

xestune mesure de 'angle . ost une mesure de langle x est une mesure de l'angle

orieatépal  orients plat : srienté droit direct ou indirect

. sietseulementsi ~  sietseulementsi sistseulomentsi

il existe un nombre entier rela- il existe un nombre entier rela- il exists un nombre entier rela-

PRt S SERER S STh bk g TS sl febques U SaET
x = 2km. '.r_;‘[_E];-F‘I]j.'-L _x=:%$.h.

semmms  Mesures d'angles orientés associés
Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, L J).

5{-5 +I1.,__.-.——J+H E{%_I}

x est un nombre réel d'image M sur le cercls trigonomeétrique, | |

N le symétrique da M par rapport & O, R—x) M(x)

P le symétrique de M par rapport & la droite (OI), ; |

Q le symétrique d= M par rapport & la droite (O]). 6 . !

(A) est la droite d'équation g = x, 3 »

R le symétrique de M par rapport & (4], Hxix) P,

S le symétrique de R par rapport & (O]). . . :
La figure ci-contre illustre les mesures d'angles orientés associds. (&) T a3

-

semmmm Opérations sur les mesures des angles orientés

¥ Mesures de deux angles orientés opposés
Deux nombres réels opposés sont des mesures de deux angles orientés opposés. .
Si x est une mesure de l'angle orienté () alors — x est une mesure de I'angle orients £ a).

® Mesure de la somme et de la différence de deux angles orientés
La somme de deux mesures de deux angles orientés est une mesure de la somme de ces angles orientés.
La différence de deux mesures de deux angles orientés est une mesure de la différence de ces angles
orientés. =
5i  xest une mesure de l'angle orienté (@) et y une mesure de I'angle arienté (B)
alors x + y est une mesure de l'angle orienté (@) + (f),

x — y est une mesure de 'angle orienté (@) — (P).

WEIerc 1COS B Ty o A R R o o P o i

l.c On considire un triangle ABC, rectangle en A, 1.d et o'sont devx vectsurs non nuls tels que

de sens dircct, tel qus—E—- esl une mesure de - 2n
— Meslu , v) = —

(BC.BA). Dunner trois mesures de chacun des Donner trois mesures de chacun des angles
angles orientés suivants : orientés suivants :

(AB.A%), (AB.CB), (AC.AB) . (AC,BC 2. ), =71 -5 G

AL, B
(8C,AR) , (CB,AR), (BC.AD), (BE.CA)
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—-1.3. Détermination de la mesure principale d'un angle orienté

() est un angle orienté dont une mesure est E%E On veut déterminer la mesure principale de [a].

o Procédons de proche en prm:he | " On peut décrire cette démarche par un organi-
gramme :
B 311: ?1':
ENTREE -
-2n
INSTRLCTION oo
2?_“‘ — M = 1?_11: - E = L.
o 3 a
17x I P
e S YEST wrome
%E-Eﬂ: =—;5"—I '—3-—EE b= ;nl.

Dams le cas ont la mesure donnée ast positive, I'organi-
gramme ci-contre permet de rédiger, pour une caleula-
f{? trice, un programme de caloul de la mesure principale. | AFFICHAGE- A = pes (i)

* Modifier cet organigramme dans le cas o ls
mesure donnée est négative.

Emmsmy EXemples

* Déterminons 1 mesure principale de l'angle orienté dont une mesure P est un élément de [0 ; 2n].

1" cac:0=P=a "Ifcas:n<fp<i2r
B est donc la mesure principale de cet angle. [ n'est pas la mesure principale de cet angle,
| Cependant, on a : ~-r<f-2n<o0:
P = 2n est donc la mesure principale de cet angle.

P B

*— = Q
_r_ ¥ ‘ ' o, —_— K‘ .'_ _.
- 1K 0 m i -7 L] ™ O

L

Déterminons la mesure flﬁmzip.ﬂe de I'angle orienté dont une mesure est 24?1’-

¥

ﬂs'ﬂgitdﬂtmmrerﬂetkt&]qlqu& y‘—?hf =a+kxIn [ac]-n:n-: ke 7|

*La qucltmnt entier de la division de =25 241“ par 2n donne E";“ = 3—; +17 x 2n avec = 3“ € [0; 2x],

L] Dr = Est elément de |-x; "] : dl;:.-uv: 3 eat la mesurs wrincipale de l'angle orienté -:iu mesure H;“.

Bl — —=

Déterminons les mesures principales &ear angles orientés de mesure nppnsées aﬂn: 33“

Ilsag;tdatmuvarn:atktelsqua:3%=u+k1¢2m [El-n:n); ke 2.

Le quotient entier de la division de E—E-E par 2x donne 3%? = B_n + 3 x 2; avec Bsn & [0; 2x[.
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'ﬂr%E &ln;:nl ;-uepandm?.[% -Eﬂ:—% &1—-%—:5]—::11-

Dong —%’5 el:%’ sont respectivement les mesures principales des angles orientés de mesure % et de

38m

Mesurs —

Laplanmtmuniduraphmmmunurmﬂﬁimct[ﬂ.l.ﬂ.
(€] est le cercle trigonométrique.

La figure ci-contre illustre les mesures principales des angles
orientés remarquables.

e Pour chacun des points marqués sur le cercle triponomé-
trigue [€), préciser la mesure principale de I'angle orients
dont il est I'image.

remarquables )
—

(6}

e - -
[ S

(A) Tt (&

WE xercices WIWIWIM

l.e 1. Dans chacun dos cas suivants, déterminer ia 1
mesure principale de langle orienté (@) dont
on donne une mesure [on choisira : £ = 3,14] ¢

W . @l o S

[41—% : (5)-7r i  (6)35m
2. Déterminer une valeur approchée de la
mesure principale de V'angle orienté (f) dont
une mesure est 35%

170 Trigonométie

On donne deux points A et B. 10m
1. Construire un point C tel que — == estung

mmdurmglumimmuﬁ,ih.
2, Tracer I'ensemble des points M dans chacun
des cas suivants.

M.ﬁ . ﬂﬂ asl
(1) I'angle orienté plat ;
(2} I'angle orienté nul ;
(3) I'angle arienté droit indirect.
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Y

OB Fonctions-cosinus,-sinus.et.tangente..

L |

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O,L]).
(‘€) est le cercle trigonométrique et I'unité de mesure des angles orientés est le radian.

—2.1. Cosinus, sinus et tangente d'un nombre réel

mmummm Définitions el premiéres propriétés

En classe de Seconde ont ét¢ définis le cosinus, le sinus et la tangente d'un angle orienté el de sa mesu-
re principale. On sait par ailleurs que la tangente d'un angle orienté n'existe que si cet angle orienté n'est
pas un angle droit (direct ou indirect).

D'oi les définitions suivantes du cosinus, du sinus et de la tangente d'un nombre réel.

x est un nombre réel et o la mesure principale de I'angle orienté dont x est une mesure.
» On appelle cosinus de x. le nombre réel cos o et sinus de x. le nombre réel sin .
- On appelle tangente de x le nombre réel tan o.

__ET On note : COS X = COS O ;

/ sin x =sin o ;

M tan x = tan c.
Ona: M (cos x ; sin x)

o T (1;tan x).

Condition d'existence de tan x 2
tan x est un nombre réel < x#T+h [k = Z].
De ces définitions on déduit les propriétés suivantes :

PromiSrEs PRORIIIEs « .o oo mvibwe s s B Pk A Lot i

« Pour tout nombre réel x et pour tout nombre entier relatif k,
cos’x + sinr =1 ; —1=cosx=1; -1 =ginx=1.
coslx + 2kn)=cos x; sinfx+ Zkn) =sinx.

- Pour tout nombre réel x qui n'annule pas cos x et pour tout nombre entier relatif k

_ﬂin.l'_ 2 Firws Ay, -
tan x e m-—1+lﬂ.ﬂl ¥ ta.'l'l[-l-‘+k‘|l!] tan x.

émonstration guidée
— Soit x un nombre réel qui n'annule pas le cosinus. On peut écrire :
1 _ sin’x + cos2x e sinx

cosir cosix cos®x

~ Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, I, J).

Soit x un nombre réel qui n'annule pas le cosinus.

M est 'image de x sur le cercle trigpnométrique (€) et N le symétrique de M

par rapport & O. oo par -

On peut vérifier que les angles orientés (Of , OM) et (Ol ,ON) ont la méme Nex + k)

tangentea.

=1+ tanix

Trigonometne 471
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Cosinus, sinus et tangente d'angles orientes associes

i

ret—-x | :
A D\/
._____ﬁ{,:’r
1An - A7 \,I'
|7
1an a
4
, .
gt ] | - =,
iretm+x |\ r'-’.?//{
relT-x
';/ H{-E'-'-’ﬂ
n
xet —-x / T
Z {I bam x ij
K ) i
(8), /
(5 + %)
I&tT+I L

172 Trigonométrie

Les points M et P sont
syméiriques par rap-
port a (OT).

Les points M et N sont
syméiriques par rap-
port a O.

Les points M et ) sont
syméfriques par rap-
port & (O]}

Les points M el R sont
symeétriques par rap-
port & la droite (4]
d'équation i = x.

Le triangle 055 est
limage du triangle
OMM' par la rotation
de centre O et d'angle
droit direct.

Pour tout nombre réel x
cos (-1 =cos x
sin (-2} =-sinx

De plus, pour x = -E—+ ket [k € £l
tan [-x) =-tanx

Pour tout nombre réel ©
cos (it + x) = - cos x
gin (m+x]l=-sinx

Depluapnur;r#%+im[k€!]
tam [ + &) =tanx

Pour touf nomhbre réel x
cos(r-x)=-cosx
gin [t - x] = sin x

De plus, pour x = %+k]‘l: [k = £l
tan(m-al=—-lanx

Pour tout nombre réel x
' uns[-jg--.r} = gin x
5i.n%-—.n:] = CO8 X
De plus, pour x = —;—-l- kn [k € £]
tan %—I}xhux=1

Pour tout nombre réel x

EﬂE%+I}=—EinJ:

sint%+.r]=m5.r

De plus, pour x # —125 + ik e Z]

tan%+x]xtanx--1
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memmmm Angles orientés de méme sinus, méme cosinus ou méme fangente

]
T M)

sinus

/\\\

Deux nombres réels ont le méme

gi el seulement si

cosinus

&1 et seulement si

MR + o)

]

Deux nombres réels ont le méme  Deux nombres réels ont la méme

tangente
gi et seulement si

ils ont des images confondues ou | ils ont des images confondues ou ils ont des images confondues ou

symétriques par rapport a [O]).

swmmmmm Sinus, cosinus, fangente des angles remarquables

si ef senlement si

symétrigues par rapport a (OI).

 symétriques par rapport & 0.

il existe un nombre entier relatif k tel que :

u=v+kx2n o u=mrx-v+kxIn

si el sewlement si

il existe un nombre entier relatif k tel que :

Hu=v4+kx¥ ou u=-1v+ kx2n

si el sewlement si

u=v+km

Le plan est muni du repére arthonormé direct (O, L ).

* Pour chacun des points marqués sur le cercle trigponomé-

trique ('€), préciser le sinus, le cosinus et la tangents de 1"
orienté remarquable dont il est I'image.

il existe un nombre entier relatif & tel que :

£ [T ] x| =] & &
| |'ﬂh o o e R
- - - | e
'{3 l:'z | 1 1'2 1":]
1 v Loiahy s s o (I L
g W T el w0 L M e
421 i ‘3 2
sin 0 = PRy B L [ T

”E};'f—";“-’jE XETCICOS B s o S s

2.0

Dans le plan muni du repére orthonormeé direct

(O.1]). on donne le point M{- ‘;?3 : -%.;_

a) Vérifier que M est un point du cercle trigo-
nométriquea.

b) On désigne par P, le symétrique de M par
rapport a (O], par N, le symétrique de M par
rapport & O et par (), le symétrique de M par
rapport a (O]).

2b

Déterminer la mesure principale de chacun
des angles orientés dont M, N, P &t () sont les

ImAgas.

Sachant que sin x = — 0,3 calculer la valeur
numérique de I'expression :

(sinr + cos’y sin x) cm{%— + x).

Trigonométrie {73
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.2.2. Fonctions sinus, cosinus et tangente
soassam Définition et premiéres proprietés
ﬂnﬂppﬂlln,fnunﬁ_nn cosinus, fonction sinus et fonctfon tungente, les fonctions suivantes :

cos:R—R; gin: R R; lan:R -
X s X r—s5inx X—tan x

Des définitions et propriétés des cosinus, sinus et tangente des nombres réels, on déduit les proprigtes
suivantes des fonctions cosinus, sinus et tangenie.

- La fonction cosinus et la fonction sinus sont périodiques de période 2r.

- La fonction langente est périodique de période .
- La fonction cosinus est paire ; les fonctions sinus et tangente sont impaires.

pmsmeme  Représentations graphiques des fonctions cosinus et sinus

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1 ]] i ; :
ﬂn veut construire les mprﬁuentaums graphiquns des fnncﬂuna sinus et cosinus.

¥ Construction de la représentation graphique (€, ) de la fonction sinus
Pour construire (€ ) utii_iacma la démarche suivante : :

* Construction de (4} sur [0 ; -}1

Construisons point par point & partir du cercle trigonomsétrique, la représentation graphique (%) de la
restriction & [0 ;=] de la fonction sinus. On a admis que celle-ci est une courbe d'un seul morceau ne
contenant pas de segment.

’h'i' g a-......-.---------------_-__---.a.------------------------:':’:;u--"?
""" B e el 8 1 >
e e :
My / v 4 |
ol &3 2= 4
* Construction de (€} sur [0 ; n] ] :Lﬂ\
_-1
A l'aide des angles orientés associés, d& mesures x et ..-'”'F .
n —x et de la translation de vectaur—fﬂi démon- ’fﬁ-------i_ _"__?:\_‘_\ g
trer que (6, ) est symétrique par rapport 2 la droite / , : - TH\': 0
1) ooyt s i s e
Construisons donc le symétrique de (6,) par rapport f’: - i G L ':\
4 la droite (D). / \
On obtient (*€'y), la représentation graphique de la -5l i e i L =
restriction 4 [0 ; x] de la fonction sinus. ®E¥?d T ¥ ¥

174 Trgonometrie
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Construction de (€, ) sur [-  ; n] 114
La fonction sinus est impairs, | BN s
donc [%6,;,) est symétrique par rapport & O. B :
Construisons le symétrique de (€'y) par rapporta 0. |77 77T 2 iy
On obtient (€"y), la représeatation graphiqué de la  |--..oocaeeadeodoo o idoeib o,
restriction & | = ; n] de la fonction sinus. % YU O S S— Learbeonjey
e e ma e o
-X -§ ) 43 E H ' i : :
nvE ¥ % ¥ ®

Construction de (6, ) sur R

La fonction sinus est une fohclion périodique de période 2n. On obtient la courbe (€, ) en construisant
les images de (€") par les translations successives de vecteurs k x 2n Ol [k € EZl.

vy (€.

o

——— e

Construction de la représentation graphique (€,,,) de la fonction cosinus
On sait que : pour tout nombre réel x, sinfx + %] = COE X,
Donc {‘Em] est l'image de (6,;,) par la translation de vecteur — % OrI.

s LT

AN LN L RN
N S \ S A

[€,.5) ot [€,;) sont appelées des sinusoldes.

Remaraues

k dtant un nombre entier refatif

- ('6,] est symétrique par rapport @ chacune des droites d'équations : x = -E +hX2Mx==2 4 kx2n
et symétrique par rapport & chacun des points de couples de coordonnées (kn ; 0].

- [6,,,] est symétrigus par rapport & chacune des droites d'équations : x = fent &
et symétrique par rapport d chacun des points de couples de coordonnées (5 +kx2r;0)

WE ©TCICOS Bt o A o AR o S

2.c  Construire les roprésentations graphiques des 2.d Construire point par point la représentation
fonctions g et h de R vers R définies par : graphique de la fonction fde R vers R définie
g{-tlt-uin{.:+~%-]ﬂlﬁ{.tlzi+ma:. par : flx) = sin x + coa x.

175
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[Formules trigonometriques-

3.1, Formules d'addition
Propnétes

Pour tous nomhbres réels a et b

{1} cos{a-b)=cosacos b+ sin a sin b (3) sinla-b)=sinaecosb_cosasind
2 cos (i + b) = cos a cos b - sin ¢t sin b : [4j sinfu+b)=sinacosb+cosasinh
D émonstration / J

a ct b sont deux nombres réels, w et v deux vecteurs unitaires tels que :

_,.-—n_._

b est une mesure da[l,u]ﬂluunumesurede[:.u] A
On sait qua : {u:,t!]-*[[ u]-[[ u}.zwe::l —DI.J ﬂ] O |
donc a — b est une mesure de l'angle nr:antﬁ{u 7).

Des deux expressions trigonométrique et analytique de 1.v, on déduit la propriéts (1).

: —Il-—|-_ —F B = CoE -E:" == ED-E a

Ona: we =ul=|e| cosle—5b) Ona: u[sm b)atu(sinﬂ)

Or: ] =[] =

done : U.v'= cos{e — b) donc : u.0 = cos acos b + sin a sin b.

» Trouver l'expression de cosla + b) en tenan! compte de I'égalité cos(a + b) = cosla — (- b]]
* Trouver l'expression de sinfa + I) en tenant compte de l'égalité sin(a + b) = cns[% — [z +1]]
» Trouver l'expression de sin(a — b) en tenant compte de 'égalité sin{a — b) = sin[a + (- )]

smzmam Application des formules d'addition

Exprimons Em[-ﬁ- -} et E_in{% —_.ﬂ en fonction de_nﬂs xetsin x

T IE |I_E E".
c:us[—-.t] ncnsI cos X + E]II.T 5in1--5nns.t+fmn:—?{nbsx+sih x).
n J2 J2 J2 .
m[T—.ﬂ =51nTcnsxf~nus~‘%-mﬂ_t‘=Tms x—Tsm X = T[ms.t—sm.t}_

'E:'ll.f.l!]l;.il'l.ﬁ - cos % el sﬁtl—j% ; COS %T et sin ?I%*

Ecrivun.sﬁ comme la différence de deux nombres | Ecrivons -% comme la somme de doux nombres

réels dont on connait le sinus et '2 cosinus ; riels dont on connait le sinus et le cosinus :
T _R_T | 7= .8 %
1 o 4° 12 3 4"
L KR, n xr o S I _ n Ky R one® T K
€03 75 _EDE{T_T]_EUE 5 COS +s:|:|13::111‘,1 COS I3 = ms[-:!-_ 4_1—1:_&3 7 COS—3 .:airl.:i| sin
L1422 48 j2 f2+lo _1,42 {8 J2_J2-6
L Sl . i e e q
L S L TR S Ty SR R N 3 n E By egin® cos ™ L
Ein 55 ‘3“‘[3 .1} sin- cos— tu:—:EEi.!l.‘l sin 13 5!{3 4]‘511‘3““54*“’35351“4
r A S . g AR T
_J_Exﬁ_lxvz_\ﬁ \‘2 _ﬂx-.'__hlxu'z:-.'ﬁ"'\.z
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ﬂmEx CTCICOS BUr L it o s

3.a  En utilisant les formules prﬁrédenl_es dén:mn 3.b  x étant un nombre réal, exprimer en fonction
Lrer que : de sin x et cos x les nombres A, B, C

:j:-t*'\":ﬂ::"zc‘ﬂl['f'_r] a-ﬂn[_:+%'}+cns[.r+:%]
x+ 3slnx = Elﬂ[i-+.tj B=3MI+%+W+52_’L]
> C = sinfx — 7x) + cos(x + 7n)

—~as2. FOrmules de duplication

!

Pour tout nombre réel a
[5_] COS 20 = Cos°n — S0 [?] cosfa = 1+ cos 2a
(6) sin2a=2sinacosa {8 Einan_i—msﬂa

némnnstrati-::-n

On obtient (5) et (6) en faisant & = b dans les formules donnant cosfa + b) el sinfa + B) :
cos 2a = cos®a — sin“a et sin 2a = 2sin a cos q.

On obtient (7) et (8) en utilisant dans (5) la relation fondamentale : cos®a + sinfa = 1
cos 2a = 2cosla - 1 =1 - Zsinla.

Cas particulier

On obtient les formules suivantes en posant dans (5), (6), (7) et (B):a= -'i'-

[5'] CoOs X = cng - 31:12% [?-] Emz‘% - 1 +2m$ x
= 2c08%5- - 1=1-2sin%
S x ; g
(6') sinx = Esm-f mai (2] Einz% o 1— cosx

LGRS Apphmhnn des formules de duphmhnn

I[
EB.['I!II]DEE ms-ﬁ-ntsi Tl?"'

1 1'I:
Remarquons que : %— =X
1+ cos> a 1-cos X 5

e 4 _24+2 g 4 _2-2 J
Donc : cos®— = 5 = et sin®== —r— By \m"}
Sur ls cercle mgnnr::métriqua la position du point image de -ﬂ- montre que ! 8
cos T]' et sin -E sont des nombres réels positifs. e
Eh:muc::ccr:r;1=—-—-—~-—'z-|-"2 et Biun=ﬂ

8 2 k g

ﬁﬁ?ﬁﬂE KT CICRS ot i P od

3.c Exprimer sin 3x en fonction de sin x. 3.2 xest un nombre réel tel que 0 < x < %

Exprimer cos 3x en fonction de cos x. PTITOOE,
1.d — 4 1) Calculer cos Zr et sin 2,
- que cos a = &, calculer cos 2a. 2) Calculer cos 4x et sin x.

Trigonométrie 477
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Reésolution d'equations trigohometriques

Pour résoudre les équations trigonometriques, nous admettons les propriétés suivantes :

il existe un nombre réel a il_ﬁ}nahtda}ﬂt;ﬂtﬂqua:

sina=1t ¥ J
— Pour tout nui:ﬂn@;;ﬁel.tﬂéﬂmid&{-i;i],il:u:istam'ﬁmhmréalﬂél_éinaptlh]—-n;ﬂldqm:
cos a = L.

-Puﬂrtmﬂnnhﬂ:mrﬁult,ﬂmlmm:mhﬂréelﬂﬂémmdal-r -I[tnli;uu:-tnnu--t.

__41, Equations du type : sin x = @ cosx=b tanx=c¢

ll_ Equuimnﬁuiype sin X = 9. o I—— e

Réﬁ-nh‘nns l'é:[ualinn {F‘_I sin r- -2—;

Hﬂt'.'h erche d'une su.l'ufm.n purﬂﬂﬂhéra
~— est une solution particulizre de 'équation (E] car sin T:" '..'E"

Becherche de I'ensemble & des solutions

L'équation (E} peut s'écrire : smxssm%
"I‘nutes-::-lutmu:ia[F‘]eatdﬂncdela[urmeT+chzn:licEﬂmda]afﬂnﬂax——g—+kx‘3m[ki§E].
D'oi : TEY &= x= -E-+kx2#.[ﬁ:EI] an x= ‘E—'I'kKE'IE“L'EE].-

Hlustration gmpj'uque

Gf?(" 3 /\ < s

_ 7 7 N
o~

%, -y
Py TG

——

@ E&mhml‘équaﬁunm ;hxn-ua_

Hﬂﬁhﬂﬂ!ﬁﬂ d"tma solution pa.rﬂt:nh

Puisque — 0,3 est un alément de [~ 1 ; 1] il existe un nombre réel o, élément de Lintervalle |- ; ] tel que :
gin ¢ =-0,3.

La calculatrice indique : o= — 0,305.

. est une solution particulidre de 'équation (F).

Recherche de I'ensembie ¥ des solutions
L'équation (E) peut s'écrire : gin x = sin a.
Toute solution de (E] est donc de la forme o + k % 2x [k € Z] ou de la forme T — o + k% 2n [k € Z.

Dioi1 : XEY & x= a+kxnlke ] oun r=n—-a+kx2nlke ]
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Hllustration graphigue
il
JF
/—-\| -+ ~R-0 - | sM— X
i D e 2 : /o Ferg -
(€ (€,

seammen Equation du type : cos x= b

i b R SEa e e

Recherche d'une solution particuliére -

% est une solution particulitre de I'équation (E) car cos = 1.2:1'

? =
Recherche de I'ensemble & des solutions

L'équation (E) peut s'écrire : cos x = cos %.
Toute solution de (E) est donc de la forme %‘- + k% 2% [k € 7] ou de la forme — % +kx2nlke 7).
D'on IEEFt&I=%+kH2EEkEE] o r:-—%+kx2m{k€2].
Illustration graphigue
) . N
g e g X2

[N N 7

& 'hilg-' _E \/ = E r‘:} T i I\/ E
e i i i -
() g = (€, _

@ Résolvons I'équation (F) : cos x = - 0,4.

»

Recherche d'une solution particuliére

Puisque — 0,4 est un élément de [- 1 ; 1] il existe un nombre réel o, élément de l'intervalle |- = ; n)
tel que : cos o=~ 0,4.

La calculatrice indique : o~ 1,982,

a est une valeur approchée d'une solution particulitre de I'équation (F). Nous utiliserons cette valeur
approchée pour résoudre Iéquation (F),

Recherche de I'ensemble f des solutions

L'équation (E) peut s'écrire : cos x = cos o

Toute solution de (E) est donc de la forme o+ k % 2% [k € 7] ou de la forme — a + k 2n [k € 7).
Do : XEF = x=o+kx2n[kE?] ou x=—-a+kx2nlke 7]

llustration graphique

41 P NN

A ML 4

QE/ \_/Eém} & 4
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Pour résoudre I'équation : sin x = «, Pour résoudre I'équation : cus x = b,

on peut procéder comme suit: on peut procéder comme suil :

*si a| > 1 'équalion n'a pas de solution. si la| = 1 P'équation n'a pas de solution.
csilal =1 ; “sijal =1

— on recherche une solution particuliére o, - on recherche une solution particuliére o,
~ toute solution de I'éguation est de la forme - toute solution de I'équation est de la forme
a+kx2n[ke floun-—a+kx2nlke #. athkx2nlkEflou-—a+kx2njke 7.

Sl sl Equafiﬂn du type:lan x=c

Résolvons I'équation (E] : tan x= 3.

Recherche d'une solution particuliére Hlustration graphique

—E— est une solution particulidre de 1'équation (E), car tan% =3 gl.... v

Recherche de I'ensemble F des solutions X _"":"537/

L'équation (E) peut s"écrire : tan x = tan % {‘E[ \

Toute solution de (E) est donc de la forme -’;— +kxn [ke 7] |

Dot : xE&Fm:E%+anEﬁ:EE]. \ i}/
EE""'-—...

@ Résolvons I'équation (F) : tan x = - 2.3,
L7 o

Recherche d'une solution particuliére Mustration graphique

Il existe un nombre réel ¢, é15ment de l'intervalle |- x : n] tel que : | -
tan @ = - 2,3. ), 2

La calculatrice indique : & = - 1,18, (€)

a est une valeur approchée d'une solution particulidre de I'éguation (F).

Nous utiliserons cette valeur approchée pour résoudre I'équation (F).

(&)
Recherche de I'ensemble ¥ des solutions /

L'équation (F] peut s'écrire : tan x = tan . Eﬂ
Toute solution de (E) est donc de la forme e+ kxn [k e Z].

Dot ; rEY = x=a+kxx [keZ]

Pour résoudre I'3quation fan x = ¢,

on peul procéder comme suit :

~ on recherche une solution particuliére a,

- toute salution de I'équation est de la ferme : o+ kxnlke 7]
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Résoudre chacune : . Puu:::!nqmﬁquaﬂnn.plaw]mimﬁnﬁdm
4 Ja s simﬂntad ' solutions sur le cercle trigomométrigue ; décri-
E,) sinx=— 3 (E,) cosx=-—5; Hlmﬂpnﬁiﬂnnmhmmlﬂmgmmnmima.

By nx=-1 i (B) s(F-==-7F Ac A D'side de la calculatrice, déterminer des
valeurs approchées des solutions appartenant

Ab Résoudre chacune des fquations mﬂvgi_:m : 4 }-=n ; =] de chacune des équations suivanies.

. L & "
[E-ﬂ nnlr:-—-ri: P [E-J 1:|:un:3..|:==-5.E s (E,) dsa gl [E;l cosx=—08
(E,) [an’.i:q:u—‘—; » B, n}gﬂ::% (£, wne=07 3 [E) tan x = = 3,5

[haaitquﬂﬁwtm-}
L'équation (E) peut donc s'écrire successivement: ::uﬂ.t+tan%slnx =2
- GDE%-ED:EI+E|D%-E§III =J'_2m¢%
2
coste - F) =7
cosly — ==} = COS —:-

MEI‘EII-E de I'ensemble & des solutions
T

'_Ihutennlutinn:ﬂui;ﬁlmttallnquu .::—‘-;-=T+l:x21: ou x-%:—%— + kxa2n

Doi ¢ xEHHx::T—E+kH2n'[kEZ] ou :=%:E+l:::qmlkEI].

K‘ .
WE ercices Wffofow

4.:] Résondre chacune des dguations : Ade Quel est l'ensemble des valeurs du paramétre
(B,): cos x + sin x =2 m pour- lesquelles 1'équation (E) admet des
Eghs. JRE0R £ T35 (E) : cos x + sin x = m.
[By): (3cosx—3sinx=1

g
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L]
T T LB
: .?f'-"u.;_r.-‘:;:-' TS

_.:_. . g ._ i
o e =

—IP1 Image d'une représentation graphique
par une humnthetie

amzzmms Exemple

2L

4
Er['l'?qu-t démnntrarquﬂ'] eatl*imagn de (€} par l’]:mmnlhéhe h de [:-r:nlire- D L'tl.‘lﬂ
["Ei est ld-mprdﬁmtaﬁnn de la fonction f: [0;q] > B

I = E]_I]: I . 2 1 ..I - .--:_._ :.'I- -I.. ..:' --I-._:-.- :
(") est 1a représnntatmu de Ta fonction g:l0i2n] o R S e

X
o Esm?

&PP‘IE‘_. !

~ M est le point de () d'abscisse a. Démontrer que I'image de M par h est un point de [(%").
— N est le point de (%) d'ab

scisse b Démontrer que N est I'image par h d'un point de (€).
— Conclure

meammes Application

Li Unﬂﬂ'ﬂmdémla,fnumunfz* R \R '_ TR B '

Démunl:rer que f; est une funmun périodique :'la pﬁnu&n 41':. |
Construire la représentation graphique de _f,.

Z. n étant un nombre entier naturel d:ﬂerm:t tfa 0,
on considére I.aﬂ:lm::ﬂnu J.i: R= R :

T 1 EI.U _ 7 i
Donner un programme de mnstrucuun de kn mpruuenlatiun graphlque dﬂ _;F

—-IP2 Résolution graphique d'inéquations
mmzmmms  Exemple

Résoudre l'inéquation ; xe[-x il sina = S

e

7 -

5 est 'ensemble des solutions de cette inéquation. .

Sur [' K 'III. sin x = —%— Ell:imet Fum MIUE.EDII. % ol 5?“ . 0
Le cercle trigonométrique montre que : S = [.E . L 1,

* Hlustrer cet ensemble de solutions par la ro prﬁﬁﬂntﬂilﬂn graphique de la fonction sinus.
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Résoudre l"l.m‘iquaﬂnn: :EE— 27 1 E:ﬂ., COS X == % :
Omn utilise la représentation graphique (€_,_) de la fonction cosinus et la droite (D] d'équation : y = - %—

L'ensemble des solutions est, sur [- 2m; 2n), I'ensemble des abscisses des points de (€,,,) qui sont situds
au-dessus de (D).

- J

o e SN e

-+

PO R . R
-:r\‘—/ > \V/%n

In
]
411:

w|

MUl 2 3“3u[ 2],

« lustrer cet ensemble de solutions par le cercle trigonométrique.
mesmme Application
Résoudre dans [« ; n] pms dans [0 ; 2r] chacune des inﬁquaimns suivantes :

[1} sm.rs 1 x (2) -:;-:-_s,xﬂlz— - (3] msxélg

__TP3 Transformation d'un produit en somme
et d'une somme en produit

—— LU

- ﬂ. partir des formules d’addition, établir les formulos ci-desseus de transformation d'un produit en
somme.

- Dans les formules uhtenuas. en posant : a + B = g, établir les formules ci-dessous de transfumuauuu
d“une somme en produit.

Transformation d'un produit en somme.

P ttng nieabras w5 3 ot O Transformation d'une somme en produit.

— —= _=——— —_—

cos e cos b= % [EDE[(I + b)) + cos(a —-b}] cosp+cosg =2 L“UE%‘;' ms%
sinasinb = % [r:nsl[::-b] - cos(a + b]] COsp—COsq = — 2 sin L ;—q sinpj.!_'IE
sinacosh = % [sinm +h)+ Ein[ﬂ—b]] sinp +sing = 2sin® ; . CEH‘E'E:E
L sinp—sinq=13‘inP;q cﬂsp;q
ss=mam Application
Transformer en un produit les sammes suivantes ; Transformer en une somme les produits suivants :
(1) sin & + sinda + 2 sin2a {1} cos5a cosba
(2) cos i + cosda + 2 cos2a (2) cosda sin5a
(3] sin o —sin2a : {3) sinZa sinBa
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Mesure d’un angle orienté

4 Dans chacun des cas sufvants, déterminer lo

mesure principale de 'angle orientéd dont une mesure
est x.

(1) x = 153% (7) = %ﬁ
[2!,11::-155E [H}_r=13—-i,—m
(3)x=23" (9) x= 11K
Mlx=-27% ' umn-%ﬁ
(5) x = - 21 (11) & = - 125
(B)x= 15 . (12) x = - 1005E

@ Dans chacun des cas suivanls, vérifier que x el
y sont des mesures du mame anple orienté.

(1) x = 287 ; y == 4w
{2} x = 39= : y = 63n
(3 x==15m y=-Gon
(4) x == 1091 y=37R’
{5) x = 1451% : y = 2509w
(B) x = —907x y =— 1079%
_x . _dsm
(7le=-3 ; y=-—3
__ X 143%
ey * 2
s : _ . 109n
'['.'l.m.tﬂ-% ; ynq'i-—-n

3 % est une mesure d'un angle orienté.

Donnar deux mesures positives et deux mesurss néga-
tives de cet angle orienté.

A Placer sur le cercle trigonométrique le point
image de chacun des nombres réels suivants
_15_“-1_?_!-_1:15~L1.E-_1_‘E-‘15.‘E

T T o - A -

§ Le plan est muni du repére orthonorme o, LI
Placer sur le cercle trigonométrigue le point M, image
du nombre réel — 3,;31,1'_': :

Déterminer la longneur de 1arc ™.

§ Dans chacun des cas suivants, (x) et () sont
deux angles orientés de mesures © et y. Calculer la
mesure principale de (x)+ (y).

{1].-::-5?- et y:%’l
IE]I:E—g'-! et ys—q—:ﬂ
{5]x=5—§'ﬁ gt y=-251

4 T
[5)x=- % et =— 4—-3“71—:

7 Le plan est muni du repére orthonormé (O, L J).
Placer sur le cercle trigonométrique le point M et M,
images respectives des nombres réals WTM et — 207k

Diéterminer la mesure principale de chacun des angles
orientés suivants :

e

(R R, (GE, O, (6RO, (6],0M).

Fun:tinns cosinus, sinus,
angente

8 Calculer les valeurs exactes des cosinus, sinus
st tangante das nombres réels suivants :

?,EE-_W__E.E_H._E_m.mm.E_EE
E- s A gy v - 4

§ Herire 1e plus simplement possible :

(1) sinx — x) = m-s[% + X}
(2) coslx + %i':] + cosle —lg-‘—].

40 £crire plus simplement l'expression :
sinfn — &) + cos(5x + x] + sinl4r - x) + cos(8n + x).

41 Simplifier les axpréssions suivantes :
(1) sin(x + ) + coslx = &) — sinlx - #x) + coslz + 50}

[Z}cns[%—:}—s;in{.r+3;-]+cm[?' —.t‘,l-si::l{.l:+-%=-
1 1

(3] tan{ % - &) + e tan B e

Z tan {x +%] tan ?—x}

{4) cos(m + £} + cosint — x) + cos[- iy

(%) sin(m + ] + gin(r — x) + sinl- x]

{6) sinlx +%‘J + 2 sinfx + 3%L]- + sinlx + %5]

(7] ﬂa'-u[%—- x)+ I:n:|s|[3—2T£ - x) + coskx — 12‘-} + coslx = ‘?'251

4 @Démontrer les égalités suivantes :
(1) (sinx—cosxff =1-2sinxrcos x
(2) {sin x - cos x){1 + sin x co& x] = sindx — coslx
(3) gin®x - cos®x =1~ costx

sinx 1-—asXx
4] 14+ CO8X T

{5) (cos x + sin x)2 = [cos x — sin x)? = 4sinx cosx

(6) sinx + sinix = costx — 3 costx + 2
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Trouver une écriture plue simple de chacune (1) Caleuler : cos ‘E- et li:'--sv ;
des 511:?31,

sions suivantes ; p Im . an
(1] lcos £ + sin x)% + {cos & - sin 2)? " didum,:usi bl
(2) eosir + sinfx cog?r - rogix . (2) Calculer : cos & 1 i Z.
. d
On donne : sinx = - £. * En utilisant le TP3, transformer en une somme
Cale cos x et tan x, i un!ﬁiﬁém
(n donne : cos x = —;—- (1) cos(2x + %}xm&[ﬂ.r-r %]
Calculel sin x et tan x. = g
’ (2) sinl—x + ) % sinf2x — 3}
1 ‘1. Démontrer que pour lout nombre réel x tel % s
ue X # % +kn [ke Z], 1 + tan®x =4:c|153.t (3) sin{— 2x + E] cos(2x + T]
2. Calculer cos x et sin x dans chacun des cas suivants : ‘Eu utilisant le TP3, démontrer les égalités sui-
i_‘l:l'[--e|.|:l.lt'=l avec xe [0: & vﬂnm!:
3!_ 2 1, Pourx2 kex, ke Z,
[2}tar.1.1:=-"3;1 avec x & |- 310 24sin2e-2c082r _ 2 (5. 1
i b e 14 3in®x-cos2x 3 tan x
q H
pour ‘17“'- nombre réel x, 2. Pour x = % + 2km, k e Z.
Eua.t+¢ﬂﬂ[x+23—“]+l205[r+%'l=ﬂi 1+ cos x —gin x cuu%
sinx+£in[r+23—“}+siﬂ[.r+%b]-1]. T-cosx—snx gjﬂif
qg Démontrer gue : Exprimer cosir en fonction de cos x et sindx
pour out nombre réel x, &l lm&'ﬁnu. de sin x. o
fcos.x + sinx): + {cosx —sina)=2; Démnnquue:mn3r=tanx+m
icos x + 5in x)* = (cos x - sin x}* = 4 cos x sin X
On pose :
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J). é . Ex 7
Ehm1 re dans chacun des cas suivants : h=m‘%+nna"?“+m&3—+mﬂ?,
(1) x++ginx ; xrssinf-x) ; x—-sinx | y
X sLn.t| s x—» 2 —sinx, B-:iul-g— +sin3%+$m15;t+sm3;—=.
(2) x—+cosx ;T coslx+g) 3 Calculer A + B et A — B. En déduire A et B,
x—coslxl ; I'—r1+mﬂh+ )  Justifior que :
xsrta:% un nombre réel tel que cos x # 0,
- - 1 £ 2
Funnulzs trigonometriques etz = 1 +tanx,
@ Justifier que la formule : Il';'tl:r::; ::@ des systémes suivants, détermi-
cosla-b)l=cosacosh+sinasinb DAL & ’ ~
permet de retrouver toutes les formule suivantes : i) {tan = zi : (2) tan x = 0.8 .
[I]Fuurmutnnmhm:{:elx. ﬂ:;,rqi -R<X<=F
cos(—x) = cos x flol-x) = — X tnrl_::-a-l tanx=-13
coslm =&l =—cosx sinn — x) = sin x (3) { B ; “{ ;S
cosiE + x] =—Cos X sin (7 + x) = — sinx 2
cﬂs[% -x} = sin x sin [% —xl=cosx
i b I Wk o ésolution d'équations
{2) Pour tout nombre réel x et pour tout nombre entier
relatif k. gonométriques
cos{r + Zkn) =cosx ; sinfr+ 2km) = sinx
Equations du !c X =d ;Enr=n -
@1 x est un nombre réel tel que : g9 Résoudre chacune des équations suivantes, et
i+ /2 placer sur le cercle trigonomélrique les images des
De=x< 3 et cosx=—o A
Caleuler cos 2x et en déduire la valeur de x. (1) cos x = % (4 2sinx=42
V3
2% On sail gque: {2]51“.1':—%- {E}DDEH——T
Pour tout nombre oéel a, ; B Ao e 3
cos 2a= 2 cosla—1=1=2sina (3] sin x + cos & =0 [6) sindx = 3
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Résondre chacune des équations suivantes et
placer sur le cercle trgonométrigue, les images des

solutions. =
(1) coslx — %]"—T (3] 2 sinfdx + %}:,rz ;
(2) coslex— E1=-15- | (@)sin (3x+ ) sl

y Résondre dans R I'équation :
cos( +u]+m[.tn%}-ﬂ

a( Résoudre dans R l'ﬂqua‘::inn -
|sin ‘:: lsin 2x]|

Résoudre dans B 1'équaetion :
oos X + sin Ze =10

Régoudre dans B les équations
(1) sin (- x + T - sinfzx +3) =0

{2) ain{r.x-?ﬁ’lnsin[z: +2)=0

Résoudre dans B les dquations suivantes :
(1) cos Sx = sin(2Zx + %]

(2) cos e — 35) = — sin (x + ]

‘_a Résoudre dans R les équations
(1) sin®{x — %] —cnﬁ% *%] =0

(2) cos?{2x — %a - cosix + 1}1 =0

Résoudre dans R les équations suivantes :
(1) 3—4cos?2r=0
(2) sin x + 2co8 3x xsin x=0

38 o) Démontrer que, pour tout nombre réal x,
{1) cos x + sinx = [Z cos {x - %]

(2) cos © —sin x = [ cos [x + F)
b) Résoudre dans R les équations :
(Ejcosx+sinx=1

(Fleos x—sinx=—1

Eq‘uﬂ'ﬁnm du type : lan 1 =u

Résoudre dans R chacuns des équations sui-
vantas et placer sur le cercle trigonométriqua les images
des soluticns.

(1)tanx=~,3 {4ltanx=0
(Z)tanx =1 (5) tanZx = /3
(3)tan x =—1 (6] tandx =—1

A 'aide de la calculatrice, trouver des valewrs

appr s des solutions appartenant & - ® ; w] pour
@ chacune des équations suivanies :

(4) sinx==0.3
(5] cosx =09
(6) tan x = - 0.7

(1) sinx =08
() os x=-04
[3) tanx =7

Equations du fype : cos x + a sin x = b

g4 Résoudrs dans B chacune des équations sui-
wvantoes :
()cosx—-sinx=/2 3 /3sinx+3cosx=1
(2) /3sinx+cosx=—1 (4) sin x + ﬁcns.n::-ﬁ

186 trigonométrie

APPROFONDISSEMENT

Equations trigoanamalriquns

Reésoudre dans B 1'équation suivante -
3 cos 5x — 4 8in Sx =3

3“ Résoudre dans R 'équation suivante -
_gantr—4sinse=2

84 Résoudre dans R les équations suivantes :

(1) gin?3x —sinxr =0 L'S]E;i% _ Eg::.: <
{2) cos 4x + sin®x -2 =10 (4) tanx — ta?l.:= 2

ASs Résgudre dans B 1'égquation suivante ;

—4ma1{3?r}+4ainiﬁzi}uz=u

ié Résoudre dans B les équations :
{1) cos*x—cosx—2=0
(2) 2cos®x — (2 + /2 )cosx+ JZ2a0
(3} 2 sin*3x — /3 sin 3 =10
[4) 2 sinx + cog’x—1=10

‘d?reExPﬁm“ sin Jx en fonction de sin x, pms
résoudre dans B I'équation : sin 3x = 2 sinx

4§ Ompose: Alx] = cos®x — cos'x
1. Factoriser Alx)
2. Résoudre dans R 'équation : Alx) = 0.
3. On considére 1a fonction fde R vers R définie par :
sin?x — sinfx
fie) = cos®x — cos'c
Donner l'ensemble de définition de la fonction fet sim=
plifier I'éeriture de flxel.

49 On considére 'l‘Equatim ;.
(Elgad-4/322 =22+ (3=0.
1. Vérifier que % est une solution de (E).

3 Trouver toutes les solutions de (E}.
3. Résgudre dans R I'éguation :

B sindr - 4,3 sinr - 2sinx+/3=0.

g Résoudre dans R 1"équation :

s 3
T ginx+— i e -7 =10
gln X sin°x .

Kq Résoudre dans B I'éguation :

cosdx—J2cos 2x=1
1. Calculer (/3 + {2 I

2., Résoudra 1'égquation :
4+ 23 + 2)-JB=0.
4. En déduire lea solutions dans [0 ; 2] de 1'équation :
— dgin’y + 2(/3 + J2 cos y— JE+4a=0
Et placer sur le cercle trigonométrique les images des
salutions de cette égualion.

§3 Soit P la fonction polynime définie par :
Plx) = 42 = 3x -1,
1. @] Calculer P(1) puis factoriser Plx) en un produit de
binfimes du pramier degré.
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b} Résoudre I'équation : (B} Plx) =0 Construire la représentation graphique de la
2. On donne 1"équation ; [F) 4cosr — 3cosx—1=0. fl:lna'l%‘n cosinus. o

a) Résoudre cette équation : ] T Déterminer graphiquement l'ensemble des solutions
b} Placer sur le cercle trigonométrique les points imeage appartenant & ]- & : 1] de chacune des indguations sui-
des solutions de (F). vantes.

Pour chacune des inéquations, tracer (en couleur] sur la
cercle trigonométrique l'ensemble des images des solu-
tions.

1. En utilisant une autre écriture de sin{dx + x),
démontrer I'égalité suivante :

sin 5x = 16 sin®x — 20 sin®x + 5 sin 2. T2
2. Démontrer que _g. est solution de 1'équation (1) cos x> = N e e

e
.

=
By 3 5 '

16 sin®x ~ 20 sin"r+ Ssinx =0 {2]1:03.:5% 7', S, ;
3. Résoudre dans B ["équation :

16 sinr— 20 sinr + S sin x =0 &D 1.Rﬁscrudrnl'eﬂgaunnel I'inéquation suivantes :
futiliser la question 1). 2t — [T+ T+ ?ﬂ 1) )
4, Résoudre dans R |"équation : =

16 4% — 20x% 4 Sx= 0. 25 - (/3 +,"'2]y+%sﬂ
5. En remarquant que : 0 ‘3% {‘:‘- 2. Utiliser les résultats précédents pour résoudre
déduire des quastions précédentss la valeur de ain%. I'équation et l'inéquation suivantes :

_ [1}—EmHEI—{gE+1IE]EiIII+%+Ebu:
Syutémes o 'dquations trigonemétriques =
58 On considire le systéme d'équations : [2) —2coste— ({3 + /Zlsine+ D sa20
2
i
_{3+1 A =
[S]{‘m"‘mg‘rcl 1. Vérifierque; V3 +2/2 =1+ 2.
sln.rsi_ny-‘la_] Ré%!ldﬁlﬁqlﬁ.ﬂlﬂﬂii
1. Démontrer que le systéme (5) est Squivalent au sys- 2 + (1= 2k -—=0.
téme suivant : Résoudre |'inédguation :
1 y SR
(s G 2r3+[1~—..‘211'“§}|1
r . :
cos [x—y) =15 2. Déduire de la question 1 la résolution de I'équation ;
z V2
2. Résoudre (5). - 2eosir + (1~ 2)cos x - =5 =0
L . g Représenter, sur le cercle trigonométrique, les images
o iR il e des solutions ds |'équation précédents.
{-‘“‘H“E 3. Déduire de la question 1 les solutions dans [0 ; 2n] de
5 | s s . % “e
[ PR L, | l'inéquation £ |
1D o qu 4 Enuat.::+{1—ﬁ]ﬂﬂs.r—T:l}.
a)eos fx+y)-cos (x—-g)=-2sinxxsiny; Représenter, sur 1!. c:&rc:la_ trigonométrique, les images
b) le systéme (5] est équivalent an systéme suivant : des solutions de l'inéquation précédente.
=
x4y=
(37 { B Propridhi
= privilis y famotion:
cun i~ p) =0 ﬁdurr_r la 1;aﬁ|:d des fonctions suivantes :
2. Résoudre (S).

(1) x = 4 sin®x — 2 sin’x cos®x + Jtan x
- i
E7 1 xetyéant deux nombres rels quelcongues (2) x v+ cus x + sin®x + 2

factoriser ; (3) s sin®r + x
coslx + y) + coslx — y) 2 sinx
2. Trouver les couples solutions du systéme suivant : 3 Ondonne:
‘:_5':% o jL$=c=ua"x—siu:ms’x+sin’x+tan’x
5 nnﬂxmﬂy-i-z— DémmhﬂquE1ﬁr:-x]=fLﬂ
4
Indyuations frignnumdirigues &4 On liﬂ]lln-ﬂ : fix) = Ws;—;’ +3sinx

58  Construire la représentation graphigue de 1§ Démontrer que : fix +x) =— flc
fopction sinus. s
Résoudre graphiguement et tracer (en couleur] sur 1 i’_ G
cercle trigonométrique "ensemble des images des sol fix) = — cosx + cos x - sin x + sin’x
tions pour chacune des inéquations suivantes : Démontrer que :ﬁ% - x) = - fix)
[‘.l}sln.ts% [3}ﬂl'11'='.'l'§— &6 On donne fix) = cos 5x + 3 tan 5x

TLF i, R, AR

[z]ninx:r—% msm.:-—ﬂi Démantrer que : fig; —x) = - flx).
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&7 A. B, C sont les mesures des angles dun tri-
angle. Démontrer que :

[1}m-s|:n+ﬂ}-am% : Ez]tm[ﬂgﬂ}= .

Ay
T-H.I'.I.-i'
&8 Onpose: A=asinxcosy, B=asinxsinyet
C=acosy.
Démontrer que A® + B? + C* = a?

&9 x et y sont deux éléments de [0, =] tels que :

: JB+(2 ‘3
sin x = T et tﬂsy——z-—

1. Varifier qua :

(,'Tahr'z )i_ 2-73
4 N T

Calculer cos x.

Calculer sin y ; quelle est la valeur de y ?

2. Calculer cos [x + y), sin (x + y).

Caleuler cos [x — y), sin (x — ) ; en déduire la valeur de x.

70 Le plan est mu::li du repére [0, I, JJ. Un donne
I'application f: R - R

.t-—:rsm[.r+—}

| \_/ -+

On désignera par ["E l-a représentation Era]:uhl.q'ua daf

dans un repére orthogonal (O, 1, ]

1. La [onction [esl-elle pédodique ? Justifier.

2. On donme la fonction g:H—- R
e f e+

Construire ['E‘?J 4 partir de H;II.]. [On pourra utiliser un

papier calque

3. Résoudre Eraphlquanﬂnl puis algébriquement 1'équa-

tiom -,I'Lr}l--z-.

=1

71 Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0. 1.1

1. On veul construires |'ensemble E des pnints
M_(Zeose ; 2sina) lorsque o décrit lintervalle l—— ]

— Vérifier que E est contenu dans un cercle de canh'u D

priéciser som rayon.

— Construire I'ensembla E.

2. On considére le point N_[2cosa - 3 ; 2sina + 1) od
o est un élément dt{w% :%].

- Virifier que N, est I'image de M, par une translation ;
pné;:isut SO0 VeClSlr.

— Construire I'ensemble ¥ des points N lorsque o
décrit Vintervalle [-3- i 5

7% Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, )
{unité : 2 cm).
1. Construire, & partir de celle de la fonction cosinus, la
représentation graphique (%) de Ia fonction f: R— R
x>+ 2c08X

188 Triconométrie

2. On considére la fonction g : R+ R

x> 2 cos [x —%}
de représentation graphique [%,).
a) g est-elle périodique ? Justifier.

b} Démontrer que (€) est 'image de (€] par une trans-
lation que I'on déterminera,

c) Construire {‘E ] & partir de (%]

3. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de (€, et [% ).

4, ‘Il‘nuver es centres de symétrie et des axes de'symd-
trie éventuels de [‘Eﬁ]

73 On donne la fonction F: & — !E
T g smzr+ 1

1. Quel ast 'snsembla de définition de f7

2. e) La fonction f est-elle paire ? impaire ? Justifier.

b} Démontrer que f est périodique de période n.

3. Trouver les antécédents de % par f.

4. Trouver I'image réciproque de R* par f.

PROBLEMES

T8 ABCD estun carré, let] A
les milieux respectifs des cotds
[AB] et [BC]. Vérifier que : ]

cos ADI = 2 sin ADI,
En déduire sin ID]. B s

Les droites [IH) et (D]) sont perpendiculaires en H.
Connaissant AB = 2a /5, calculer DI, DH ot IH,

TS Les trois carrés
On considire un rectangle tel que : AB =3 AD.
M et N sont deux points tels que : DM = MN = e
On désigne respectivement par a, B, 7 les mesures
d'angles suivants : AMD, AND, ACD.
Démontrer que o = [ + 1.
{Utiliser la formule cos(o + B) = cos fr cos Y- sin f sin '|r,|'
B A

M’f
f;fﬂ AL %ﬂ:
C M ] D

76 1. On considére un triangle ABC isocile en A.
M et N sont deux points tels que : BM = MN = CB.
Onpose BC=a, AB=AC=5b
Calculer AM et AN en fonction de a et b.

2. On suppose que le triangle ABC est équilatéral de
cité a.

Donner I'expression de AM et AN en fm:lf.riun de a.
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et configurations

.

A la suite des physiciens qui ont dégogé expérimentalement lo notion de cenire
de gravité ou centre d'inerfie, fes mathématiciens infroduisent, par exdension, lo
notion de barycentre. ,
Le premier iraité de « Caleul sur les points » ou caleul barycentrique, fut éerit por
Fastroname et mathématicien allemand Ferdinand MOBIUS (1790 - 1868,
Cependlant, on considére ARCHIMEDE comme o pére du caleul baryeentrique. En
effet, il @ mis au peint une machine sur e principe du levier pour lancer & lui seul
un grand vaisseau & la mer. A lo suite de quoi il répond au roi HIERON éionné :

T o e
= s e —1\%‘_
i e < - B e
T = s o . Tape
= - .I._‘ .I- " |'+ = 4

L = e

«# Donne-moi un point d'ap-
pui ef je souléve le monde I »

= Avec, éventvellement, I'ai-
de du professeur de phy-
sique, chercher des informo-
tions complémentaires sur le
principe du levier.

» Expliquer la boutade
o’ ARCHIMEDE.

ARCHIMEDE [vers — 287, — 212}

N TR L ot e ) T
g, Lignesde rmﬂu e Rl
TP Travauxpratiques == 207

Vecteurs et configurations 189
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sl Barycentre

Principe des leviers

ma

Sur les plateaux de cette balance sont déposées las
masges my et m,. Comment a-t-on trouvé lu posi-
tion du point G
libre 7

smmmss Définition
B Exemples introductifs

[t

Dans ¢ ts cas, on veut r '
e qui revient & résoudre équation (F)

L - —— L e e o

Résolvons 'équation (E,) XA+ XB=0
XA+XB =0
—f — = —
XA+ (XA +AB) =10
Eﬂ 'I-.e% = H
—F 1 =l
AKX = ?‘AB

(E,]

L'équation (E,) admet une solution et une seule,
le point G défini par ; ﬁ':%ﬁ?ﬁ:
c’est le milieu de [AB].

A
M Cas général . =
Résolvons I'équation () oXA + pXh= 0
)  aXA+pXb =0
XA + B(XA +AB) =0
[u+ﬂ}ﬁ+ﬂ£ﬁ :E_.
(c+PIAX = BAR

190 Vecteurs et configurations

e

de deux points

i

pondére
Comment dégager une caractérisation vectoriells concernant un «point movens,
libres, & partir de situations décrites en Physique, en Mécanique, en Statistiques, ....

Centre d'inertie d*une plague homogéne
d'épaisseur négligeable
A

ou un «point d'équi-

B

pour que la balance soit en équi- |

ABCD ast un rectangle et ADE un triangle équila-
téral. G, est le centre d'inertie du rectangle et G,
celui du triangle.

Comment trouver le centre d'inertie G de Ia plague ?

J

ﬂﬂﬂbhéﬂu]pm .:Hﬂfﬁﬁ.mbres'rénlﬁ-. = P e BuE

A =

i ,"_ﬁ’i;*'a:iis'g_;'_ un point M du plan tel que : aru_ﬂ ﬂﬁmﬂ o
dfinconnue un point X du plan ; (E) uﬂ +PXB=0

; Rémlmnsl'équaﬂnnma] ;—:ﬂ-‘ Efﬂ =0 ’

| s
| (B IXA—2XB =7
i o —d -

‘ AXA - 2(XA +AB) =
fﬁ-—-ﬂﬁ = {J

=—2AR

4

o

|
| L'équation (E,) admet une solution et une seule,

| le point G défini par .{f}=~zfﬁl;
c'est I'image de A par la translation de vecteur — 2 AR,

L L=
et 3 it
F o
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~Jic+f=0etA=8 alors I'équation (E) s'écrit : 0AX = 0.
Tout point du plan est solution.
-Sia+f=0etA=2B alors I'équation (E) s'écrit ; 0AX = AB.
L'¢quation (E) n'a pas de solution car AB = 0.

~Sia+po alors I'équation (E) est équivalente & : AX < {ﬂ_ﬂﬁﬁ,
L'équation (E) admet une solution et une seule, le point G défini par :
— il e
AG=-B 5AB.

Lorsque & + B # 0, I'égalité aGA + RGB = 0 caractérise done ce point G.

- Léquation (E} est déterminée par Iz donnée des points A et B et des cogfficients o et B associds res-
pectivement aux points A et B. Pour exprimer que les points A et B sont affectds respectivement des
coefficients (ou poids) o et B, on éerit (A}, (B,B).

On dit que : (A,a) et (BB} sont des poinfs ponddérés.

Propriet Diéi!

(A,c) et (B.f) sont des points pondérés tels que : o + i 2 0,

Il existe un paoint G et mqwﬂ‘h?ﬁuﬂ:uﬁ+ﬂéﬁ= il

Le point G est appelé barycentre des paints pondérés [A,o) et (B,B).

¥ Exemples

- v t * 4 i —s | - E # # i - * t = t f f +

A B G | A E B | A G B,
G est le barycentre des points | C ast le barycentre des points | G est la barycentre des points
pundéri.; (A, -!_:Let [E -7) | pon dérff (A, 5_]_9t [Bh 2] ‘ pnndérff (A, -IL at [1_3.. 2)

car : 4GA ~7GB = [ | car: 5GA +2GB =10 | car:4GA + 2GB = 0

=mmmmwa Propriétés caractéristiques du barycentre de deux points pondérés
[Aex) et [B,B) sont des points pondérés tels que : o + f = 0.

¥ Réduction de I'écriture : aMA + BMB
G est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, B). M est un point quelcongue.
La décomposition des vectsurs MA et B, utilisant I'égalité de Chasles et |o barycentre G donne ;
mZa +BMB = a[MG + ﬁ] + ﬂ[h?G + tl‘_ft]
=Ec:+ﬂ]h_{hG+uG1+ﬂ§I§
Or aGA + f]ﬁﬁ =7
Donc, pour toul point M, nﬂi:i + ﬁ-h?ﬂ = (o + _B]]-II.".. (1]

% Diverses écritures de I'égalité (1) , M étant un point particulier
Remplagons le point M par les points particuliers G , A et B,

-PourM=G, aGA+BGE=0 (2)
Par conséquent : (1) ={2)

—Pour M= A, E‘G:{%Eﬁ {pnurM:E.ﬁE-—-&%E_i} (3)
Par conséquent - (1) = (3)

En calculant aGA + BGE a l'aide des égalités (3), on obtient (2)

Par conséquent : (3] =1(2)

De plus, la décomposition des vecteurs GA et GB, utilisant I'égalité de Chasles et un point quelconque
M, permeat d'obtenir (1] .

Par conséquent : [2) = [1)
Les propriétés (1), (2) et (3) sont done equivalentes,

Yecteurs et confiqurations 191
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acionsique:

G étant le barycentre des deux points pondérés (4,2 st (B3], les. mﬁﬂ& ﬁﬂ“ﬂtﬁmm
lentes :

&
1) Pour tout point M, ulvm-r-ﬂhm iy mﬁ'-:; e B
(2] aGA + BGB = ¢ _
* - = ¢ s - o
(2) AG —u—%&ﬂ . BG _mni_

Remarque
@ et f étant différents de 0, de I'é oalité (2] on déduit : GB = & GA,

Le barycentre des points pondérés (A, et (B,B) est donc le centre de Ihomothétie de rapport - = qui
appligue A sur B. B

EEEEER Autres propriétés du barycentre de deux points pondérés,

m G est le barycentre des deux points pondérés (A a) et (B, Bl.
Des propriétés caral::tﬁrianguﬂs (2] et (3), on déduit respectwem&nt les conséquences suivantes

— les vecteurs GA et GB sont colinéaires au vecteur f!._Et dong G = (AB] :
— si k est un nombre réel différent de 0, alors ko + kf=0et kuG&. + J:ﬁGB 0.

 Propnian _
Le point G étant le harycentre des deux points pondérés (A,o) et (B,R), '
— le point G appartient i la droite (AB),
- si k est un nombre réel différent de 0, alors G est le barycentre de (A ka), (B,KB).
® Exemple :
La point G de la droite (AB) est barycentre :

— des points pondérés (A,3) et (B,1),
— des points pondérds (A,6) et (B,2).

:b.-lp
w1 .
o —%

mwmm==s Constructions du barycentre de deux points pondérés
@ Utilisation de la propriété caractéristique (3) : AG = E—LL!]EE

- 3 E T - r .'-'. ' .._ ...\,- ot a-.-_. 2 ..: :l.l.:‘i:c-:'._-\.
Construisons le barycentre G des points P-m}dﬁfés [A,3) “'[.1.3-7'3].*' A _ R e e e

Al = 2AB. Donc G est le point de la droite [AB) + :
d'abscisse — 2 dans le repére [A.B). G A B

1

w Utilisation de la propriété (1) : pour tout point M, ¢ MA + BMB = (e + EIMG.

i

i
it
et

£

-
X g

Construisons le barycentre des points pondérés [A,3) et (B,2). St ~

G est le ha.:}rc:enu't.- de [A.3) et (B,2), A H
M étant un point du plan, on a : HMﬁ + EMB = EM::G
— H est le point tel que : MH EMA + 2MB.
On a donc : MH = 5MG.
Par conségquent : G € (MH). : /
— Or on sait aussi que : G € (AB). A {i\_
M B i

G est donc le point d'intersection des droites [AB] et [MH).

192 Vecteurs et configurations
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smmmmsn Ensemble des bur}r{;enl'res de deux points pnndéré.r.

Vocabulaire

On dit qu'un point G est un barycentre de diux points A et B lorsqu'on peut trouver deux nombres réels
* et i de somme différente de 0, tels que G soit le barycentre des points pondérés (A,x) et (B.y).
Exemple ”
Montrons que le centre de gravité G d'un triangle ABC est un barycentre du sommet A et dy milien A’
du cité opposé. 3 o3 G SR
En effet, on sait que : GA = ZA'G ; donec GA + 2GA' = @
Par conséquent, C est un barycentre de A et A’ puisque c’est le barycentre de (A1) et (A",2) .
¥ Droite et barycentre de deux points
* On saif que si G est o barycentre des points Ppondeérés (A, et (B,B), alors G est un point de {AR].
* Réciproguement,
Un point H de (AB) est-il un barycentre des points A et B 7 el ! SR
Peut-on trouver deux nombres els x et y de somme non nulle et tels que H t_:::iil'_.flashﬂr__q-'ﬂeqltl‘e des
peints pondsctsabet (By) dar s e e SRR S o

T

Puisque H est-un point de la droite (AB), les vecteurs AH et AB sont colindaires,
Puisque AB# U, il existe un nombre réal u tel que AL = WAB (p est 'abscisse de 4

dans le rapére (4,8).)
. o — e —

D'on : !.L{HE—I-L"L-}+H.§EIU ‘; hn I‘] :

Ol Bncore: RHB +{1 - j.L]-Iﬂrt 0.

H est donc e barycentre des points pondérés (A1 — 1) et (B,u), car L+ (1-p)=o.
Par conséquent,

Pour tout point G de la droite (AB), il existe des nombres réels o at B de somme différente de o tels que.
G est le barycentre des points pondérés (A,u) et (B §),

* On rdsume par lg propriété suivante -

A el B étant deux points du plan, I'ensemble des baryesntres de+

¥ Exemples

On donne deux points A et B, i e S :
On considére les points C, D ot E tels que : AC = 0,6 AR A= 1ZAR) AL = 1,440, i
Déterminons des nombres reels o et B pour que chacun des points A; B-'C, D, soitila barycentre des
pﬂiutﬁpmdérés[ﬂﬂlgtm;ﬁ]r Lot o e 2 _ b R o g e e Uy e

K

™ i

D A

B E
I_irEI L T L L T ! L] L r L] &

+ Dfﬁ ( } t ‘:l + # i ]:4 ]
A, B, C, D et E étant des poinls de la droite (AB), ce sant des barycantres des points A et B,
= On sait que, @ et B étant des nombres réels de somme différente de o, X
G est le barycentre des points pondérés (A,o) et (BB} < aGA+pGH=71
Or : 1M+ﬂﬁB=H;UBﬁ+lﬂ_ﬁ=H
Donc ; A est]a barycentre des points pondérés (A : 1) et (B: 0):
B est le barycentre des points pondérés (A ; 0) et (B ; 1).
— On sait que, o et B étant des nombres réels de somme diﬂ“émnte-dq o, e
G est le barycentre des points pondérés (A,x) et (Bf) = A= &—J%AB

—-r ﬂ-ﬁ a—:pl —#‘_ _1'2 -—I-- —I-l_ 1.4 —
Ko ﬂc"n.&—pn,ﬁ AB; AD = 2,2=1.zﬁB’ﬁE' -04+14 i

Yecteurs et configurations 193
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Dong : C est le barycentre des points pondérés (A ; 0,4) et (B ; 0,6) ou encore de (A ; 2) et (B : 3)
D est le barycentre des points pondérés (A ; 2,2) et (B ; — 1,2) ou encore de (A : 11) et (B ; — 6]
E est la barycentre des points pondérés (A ; - 04) et (B ; 1,4) ou encore de (A : —2) et (B : 7)

Eemargue 3

On pourra justifier le schéma ci-dessous qui donne les positions du barycentre de deux points pondé-
rés (A,) et (B,B) suivant les valeurs de a ot B.

| of<0 3 I off >0 | aff <0 7
A | B
- | L
A < GB oA = GE
let] = || Jex| < 1B

WExercices B R A o T

l.a Deux points A et B sont distants de 11 em. 1.b  Sur 1a dmwite de repare (0.0), on donne las

Construire le barycentre Gz de (A7) et (H.4) et le points A, B et G d'asbscisses respectives — 13,
barvcentre H de [A,4) et (B,7). 11 et 47. Déterminer le nombre réel o pour que
Justifier que [AB] et |GH] ont le méme milieu L G soit le harycentre de (A, o) et (B, G).

—1.2. Barycentre de trois points pondérés
e Te), i Déﬁniﬁﬂﬂ

Dans la présentation qui suit, on se propose d'étendre a trois peints la définition du barycentre de deux
points pondérds.

. Présentation
{A,cz), (B,p) et (C,7) étant trois points pondérés tels que o + f + 7# 0,
étudions, dans le plan, I'équation(E), d'inconnue un point X : (E) oXA + ﬁKﬁ +yXC = 1.

Le point X apparaissant dans 1'écriture des trois vecteurs, exprimons deux d'entrs eux en fonction du
froisieme : _ Ty B ik 4 ;
(E] oXA+B(XA+AB)+vXA+ AC) =0
— —_— — —_
[e+P+7)XA+PBAB+yAC =0
o — —*
[+ P +7)AX =PAB + vAC
R PR G
o+p o+ a +f +7
L'équation (E) admet une sclution et une seule, le point G défini par :

Puisque . + B+ y# 0, AX =

e E. — ¥ —
Al = &+ +T.|"LE-+ TP _I_TAE.'.
Lorsque ¢ + B + v # 0, l'égalité aGA + BGB + yGC = 0 caractérise done ce point .
opriefe DR D P DO o o AR AT S e NI L 1 i A R R e

(A.cx), (B.B) et (C.y) sont trois points pondérés tels que : o+ + 7= 0.
Il existe un point G et un seul tel que : aGA + E.Eﬁ + f:,rlfT‘_E =0,
Le point G est appelé barycentre des points pondérés (A,u), (B,p) et (Cy).

W {3 TispLrati
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&

H
G /
ettt /

A B ':I: 5
8 G
G ?E:t ;1; barycentre des points pondérés (A,2), (B.4) | G est le barycentre des points pondérés [A,1), (B,2)
et [C, - 3 et [C.~ -ll:l
- = -+
car 2Gﬂ+-ﬂﬁﬂ+3&: 0. Car ¢ Gﬂ-} EGB 4[:55
\q-—_!:-i—rr
GH Ll

wammmem Propriétés caractéristiques du barycentre de Irois points pondérés.
{4,e), (B.f) et (Cy) sont des points pondérés tels que : a0+ B+ y#0
® Réduction de 'écriture : oMA + Bhﬁ + Thﬁ
G est le barycentre des points pondérés (A,a), (B.f) et (Cy).
Démontrer que : — e e —
pour tout point M, oMA + BMB + yMC = (e + P+ yMG. (1)

¥ Diverses écritures de I'égalité (1), M étant un point particulier
Remplagons successivement le point M par | les points pamculwrs G.A, B, C.

—Pour M=0G aGA + ﬁGH * TGE 0 (2)
~PourM=A S RO, S
ﬁG m&ﬂi'u_bﬂ "'Tﬂﬂ (3)

*Trouver de méme les expressions de BG et de CG.
* Démontrer que les propriétés (1), (2). (3) sont équivalentes.

G &tant le barycentre des trois poinis pondérés (Ao, [B.‘ﬁj.'etfﬂﬂf], les pxnphetﬁ's suivantes Iﬂ&t
équivalentes :

&
(1 Pour taut point M, n-.luuq-ﬁbﬁ-wuﬁh (4 B+ YME S
(2) GA + BGB + 1GE=T b | Ty
= B e ¥ s e
fE] &G—a+ "‘TAB-"mAE

=usszsm Avires propriétés du barycentre de trois points pondérés

¥ Homogénéité

Démontrer que & étant un nombre réel différent de zéro :

si G est le barycentre des trois points pondérés (A,c), (B.B) et [T,y alors G est aussi le barycentre des
trois points pondérés (A ku), (B.kB) et [C.hky).

¥ Barycentres partiels

(A0, [B,B) et (C.y) sont des points pondérés lels quz . a+ fi+ y£0 a-t'fr:H p =ﬂ, i
G, est le barycentre de (A,x) et {E- fletGle barycitre de (Ao, EBrB] #t I,Ei'i'} = e

Ltr_ll!mns G pour déterminer G. . A -; M.* ; ; % 5:-
; étant le barycentre de [(A.a), [B.p) et (C.y). “CA + ﬂﬁﬁ + TG_& = !_f (2}
G, étant le barycentre de (A,a) et (B.B), CEA + ﬂ{fﬁ = (o + E]E(i’.l
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I'égalité (2) peut done s'écrire - (¢ +BIGG, +¥GC =T (4)
D:}nc GG est le barycentre des deux pmnts punder&s [G.l.-:r. + 11] et {F,T]

G étant le barycentre des trois points pondérés (A,u), (B.flet (Cy),
- 5l k est un nombra réel différent de 0, alors G est le barycentre de (A ko), (B,kf3) et (C,ky) ;
- 5i G, est le barycentre de (A,c) et (B,f), alors G est le barycentre de (G, + [i) et (Cy).

les points pondérés  (Ao)  (BRY (Y

La propriété (4) du barycentre peut un barycentre partiel _l"
s'illustrer par le diggramme ci-contre. de (A o), (B,B) et (C,y) Goa+P)
le barycentre de | I:J! ]
(A0, (B,[) et (C.Y)

- Constructions du barycentre de trois points pondérés

On considére un triangle ABC,
Construisons le barycentre G des points pondérés (A, 1), (B, 2), (C, 5).

L]
Utilisation de la propriété caractéristique (3] : AG = 'l:l:-l-ﬂ|l3—-|-']'ﬁ_ﬁ * e +.f 7 AG
Ona: AG= lﬂ__ﬁ + EHE:
On construit IEH: points D et E tnls s que
= LAB ot AR=2AC
Le p::-in.t G est t&l que : AG = .FLEI + AR
C'est donc le point G tel que ADGE est un parallélogramimne.
]
Utilisation d'un barycentre partiel
1 + 2 = 3. Le barycentre G, de [(A,1), (B.2) est tel que :
A, = 2 &b
Le barycentre de (A1), (B.2), (C,5] est le barycentre
de (G,,3) et [C,5).
Done : '.'.:TG = 5 G c

Barycentre d i Aré
o Y e de quaire points pondérés

La notion de barycentre a été étendue de deux points a trois points pondérés. Cette notion peut étre élen-
1-:1‘}@ d quatre points pondéres...
CiIvie

e

On considére quatre points pondérés [A,1]), (B~ 2), [E,-!] et (D,2). On se propose :
~ de démontrer qu'il exisle un unique pumt G, que I'on appelle harymmre des qualre points pundé-
rés (A1), (B 2), (C4) et [D,2), tel que : GA - 2GB + 4GC + 2GD = § (1)

— de construire ce point G en utilisant plusieurs méthodes

Yecteurs et confilgurations
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Pour cela : b —_—

~ Démontrer que : (1) & (2] AG = — —‘é.-ﬂﬂ + %ﬂfﬁ.‘ + = aD
~ Construire G en utilisant la propricté (2).

— Construire 3 en utilisant deux barycentres par- (B~2) (C4) (A1) 0,2
liels des quatre points ponderés x l E | F
(A1), EHE 2), {rf 4] et [E;lﬂl- - i
Ici, on constate que: — 2+ 420, 14220, |5 G, |

On construira donc : (5, ) {Ge3)

— le barycentre G, de (B,~ 2) et (C,4) I |

— le barycentre G, de (A,1) et (D,Z), i
— le barycentre G de (G,.2] et (G,,3). I

EEEEI’QUE .

On aurait pu choisir de construire o barycentra G5 de (A1) et (B— 2} et le barycentre G, de {C,4] et
(12,2}, puis le barycentre G de [ Gy~ 1) et (G 6], cependant, il est inutile de vouloir construire le bary-
centre de (A.1) et (C.4), car (B~ 2) et {D,2) n’ont pas de barycentre.

i ba

%Ex ercices WMWWWWM

l.c Onconsidive ug triangle quelconque ABC, I le Justifier gque I'intersection G des draites (CI) et
milieu de [BC] et K le miliau de [Al]. [A]] est le barycentre de (A,5), (B,2) et (C,2).
Démontrer que K est un barycentre des points

A, Bet

ld ABac sant trois points tels que B est ls
milieu de [AC]. Construire le barvcentre des
points pondérés (4,3), (B~ 5) et (C4) .

l.e On donne les points pondérés (A.5), (B.2),
(C.2). On a construit le barycentre I de (A,5) et
(B.2), et le milieu T de [RC]. (voir fig. ci-contre}

—-J.3. Isobarycentre de points

& est un nombre réel non nul.

m Isobarycentre de deux points

Le barycentre des deux points pondérés [A,q) et (B,x) est aussi le barycentre des deux points pondéréds
(4.1) et (B,1) ; il est appelé isobarycentre des dewx points A el B,

* Justilier que I'isobarycentre des points A et B est la milien du segment [AB].

m Isobarycentre de trois points
Le barycentre G des trois points pondérés (A,a), (B,a) et (C.a) est aussi le barycentre des trois points pon-
dérés (A,1), (B,1) et (C,1). 1 est appelé isobarycentre des points A, B, et C,

(B1) (1 D 7
.".1- !
(A2
|._'1.5—| A' est le milien de {BC|, et AC = '%‘ﬂ
Par conséquent

Lorsque les points A, B et C sont non alignés, leur isobarycentre est le centre de gravité du triangle ABC,
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" “Ispbarycentre de quatre points :

Le barycentre des guatre points pondérés (A, o), {B,a), [C.et) et (D,cx) est aussi celui des quatre points pon-
dérés (A,1), (B,1), [C.1) et (D,1). 1] est appelé isobarycentre des points A, B, C et D.

(AT (B,13 W D1}

b e ]
__i"_l! =
(1,9) ) gy
e ) j
el
L 4 ﬁ i .
| ——

Par conséquent B

Larsque ABCD est un quadrilatére, U'isobarycentre de A, B, C et D est le milieu du segment qui joint les
milieux de deux cotés opposés.

e C

WE’( BT CICES Bttt i I o o o P T

i a les barycentres partiels des
1. ABC est un triangle. Démontrer que le bary- 1. Ecrire tous
centre des points pondérds (A1), (B,2) et [C.2) points pondérés ; (A,1], (B,1), (C.1). [I‘J-ﬂ' :
est un point de la médiane qui passe par A. 2, Utiliser ces barycentres pour détecminer

l'isobarycentre des points A, B, G, D.
1 . ABCD estun guadrilatére convexe, et L ], H, K, 3. Démontrer que les segments (U], [HK] et
M, N, les milieux respetifs des segments [AB], [MN] s coupent en laur milieu,
[CD], [AD, [BC], [AC], [BD].

_1.4. Utilisation du barycentre dans des activités géométriques
S Probléme d'alignement de points ou de concours de droites

fitant donné deux points A et B, pour démontrer qu'un point P appartient a la droite (AB), il suffit de
trouver des nombres réels ot et B, tels que P soit le barycentre des deux points pondérés (A.a), (B,B).

D'autre part, étant donné des points A, B, G, D, E, F, ... démontrer que les droites [AB), (CD], ﬂ?ﬂ ... BOML
concourantes revient 4 démontrer qu'il existe un point P qui appartient & chacune de ces droites.

- Exemple 1

ABC est un triangle, M, N, O des points tels que : AM = %Eﬁ 8 AN = -i-ﬂ'}; O est le milieu de [CM].

Démontrons que les points B, N et O sont alignés.

Interprétation des caractérisations des points M, N, O.
O est le milien de [MC] <« O est1'isobarycentre de M et C

AM = '1=T2 AB ¢ M est le barycentre des points pondérés (A1) et (B,2)
A < o AE ' C.3).
AN = 57— AC & N est le barycentre des points pondérés (A1) et (C,3)

M et N sont des barycentres partiels des points pondérés
(A.1). (B.2) et (C,3).

Détermination du barycentre des points pondérés (A,1), (B,2) et (C,3).
Déterminons ce barycentre de deux maniéres

différentes. (A1) (B (€3
1) A Paide du barycentre partiel M L = J
De la détermination & l'aide du barycentre

partiel M, on déduit que le barycentre des
points pondérds (A,1), (B,2) et (C.3) est l'iso-
barycentre des points M et C ; c’est donc le
point O, 2 19

(M,3)

1?E¥:ct:ur| £t configurations
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2) A I'aide du barycentre partiel N 1 €3 9
De la détermination a I'aide du barycentre 4 3l
- partiel N, on déduit que le point 0 est le bary-

centre des points pondérés (N, 4) et (B,2). N

Les points O, B et N sont donc alignés. 5

Soit P le barycentre de (B,2) et (C,3), c'est & -

dire le troisi2me barycentre partiel des points —F

pondérés (A1), (B,2), (C3). . B €3 (A A
On peut démontrer de méme que les points O, ==

F, A sont alignés. [p
u Exemple 2 2
Le probléme d'alignement de points résalu

dans 'exemple 1 peut étre présenté comme
un probléme de concours de droites,

ABC est un triangle, M, N, P des points tels que : AV = 24 ; ANe 345 | =258
Démontrons que les droites (AP), (BN] et (CM) sont coficourantss,

Il suffit ici c}e Justifier que le barycentre O de (A,1), (B,2), (C,3) appartiohit & chacuns des drditss [AP),
(BN) et [(CM).

Or, chacun des points M, N et P ast un barycefitre partiel de (A1), (B,2), (C.3), done O est 18 barycentra

de (M,3) et (C3,3), celui de (N.4) et [B,2), et calui de (A,1) et (P5), .
Danc, le point O appartient & chacuné des droites [AP), [BM) et (Ch). [Voir schémas de l’nxmﬁﬂi& 1)

ENRESEE Tronsformations d'écritures

A et B sont deux points, « et B des nombres réels, M un point quelconglie. _—
On veut transformer les écritures suivantes en des écritures dans lesquelles le point M nintervient

qu'une seule fois, MA.MB : aMAZ+ MM,

@ Transformation de I'écriture : MA.MB v
Considérans I'isobarycentre I_Elﬂ ActB
MA.MB = [MI + [A).(MI) — IA) = MI2 — [AZ,

! h?ﬁ.h?ﬂ:hﬂﬂ-‘}%!'

w Transformation de I'écriture ; aMAZ + AMB?
« Pour o+ f=0.
Considérons le baryc&{ltm G d_:;s pﬂints_Enndirés (A, o) et [E.EE_
aMA? + BMB? = a[MG + GA)? + B(MG + GR)2
= aGA? + BGB? + 2MG (aGA + BCE) + (o + BIMG?
Or: 'I:I'.G_ji I ﬂé_ﬁ = H

Donc : aMA? + BMB? = (e + fIMG? + wGA? + BGH?

Cas particulier : q=f = 1,
G est le milieu I de [AB], c'est 'isobarycentre de A ot B ;

piadl s ik -
on obtient : I'-M2+MB3=2MIE+% :

Lorsque les paints A, B et M ne sont pas alignés, on retrouve une propriéts de la médiane.
, Poura+f=0etaz0.

Considérons 'isobarycentre I de A et B n M
afMAZ — MB)Z = (MA + MB)L.OMA — MB).

Or MA + MB = 2MT et MA - MB = BA.
T T T

Done MA*-MB2 = 2AB.IM | A ; B
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X ema

* Ona ulilisé I’;sa ntre I des points A et B pour transformer les écritures
MAMB, MA? + MB?, MA? — MB2. {Aeh =i
* Un o utilisé le barycentre G des points pondérds (A, et (8.3} pour transformer éeriture : aMA? + fMB2,

-v:?'fE Xercices errzr s ommmmrs

1.h  On donne un quadrilatére convexe ABCD. 1.1 On donne un triangle ABC tel que :
D¥montrer la propriété suivante : AB=3,BC=5atCA =4.
Rt e g A est le haryeentre de (B,4) et (C,3), B’ le bary.
[ﬁﬁ * C.IJ i ﬂ]]‘ ¥ E':E} centre de (A.5) at [C.3)et C' le baryeentre de
eéqitivant a [A5] et (B,4).
[[AE] i {[;m] Construire le triangle ABC et les points &7, B’ at
ka2
On transformera les écritures en faisont appa- } L :
raitce le point d'intersection I des droites (AC) CEINORIREE Cis (= Camibes LAKY), (R0 (001
et (BD) sont concourantes.

—=dse. COOrdonnées d'un barycentre

Le plan est muni dua repére [(0,1]).
G est le barycentre des points pondérés (A,a) et (B,f).
L'égalité suivante permet d'exprimer les cmrdunné&s d:a G en fonction de calles des points A et B :

uDﬂ+ﬁUB —{-::+ 13]515 1

Le plan est muni du repére (O, L, ]).
G étant le barycentre des painls pondérés (A,c) et (B.B),

& ox, + fog, + oy, + fyy e B
a+B T a+p - :
g
On obtient de la méme maniére les coordonnées du barycentre de 3, 4... points pondérés.
Exemple
Dans le plan muni du repére (0, 1, J), on donne les points A[8, 7), B(- 12, 8) et Cl4.- 1),
Déterminer les coordonnées du barycentre G des points pondérés (A,7), (B,8) et (G 5). ¥
Ona:70A + 80R - 50C = (7 + 8 — 5)0G. D'oit 0,704 + 0,808 - 0,500 = OG.
= 12 —+f 07x7+08x(-12]-05x4
Ok : D"“(B) DE‘( H) " DC( 11J Donc, Uﬂ(u,? %8B+ 0,8x%[—8)—0,5x[-11) )

Par conséquent, G{— 6 ; 4)

ﬁ%E“ﬂ T CIC RS Bt o o o AR

1 | Dans le plan muni d'un repére orthonormé, on 1.k Dansle plan muni du repére (0,1]), on donna

donne les points A(2 ; 5), B(- 4 ; 5), Clx, y) et les points A(2 ; 3), B(4;3).C[5; 1) et D[1: 1).
leur isobarycentre G{- 1 ; 2}, Déterminer les coordonnées de I'isobarycentre
Déterminer les coordonnées de C. des points A, B, C et D.

Vecteurs e1 confiqurations
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Lignes de niveau

2.1, Applications de % dans R

Activité
Le plan est muni du repére orthonormé (O, L, J).

On considére 'application fde @ dans R qui & chaque point M de %, associe le nombre OM.
On donne les points A(1 ;1) , B(-1;1), C(4; = 3) et M- 3 ; - 4).

Vérifier que : f{0) = 0, flI) = 1, fiJ) = 1. .
Calculer fIlA), fiB), fIC] et fiD}.

Trouver les coordonnées d’un antécédent de chacun des nombres suivants : 1 ; 2 ; 3,

Déterminer I'ensemble des points M tels que : fiM] = 1.

Déterminer la nature de 'ensemble des antécédents de 4, donner une équation de cet ensemble

L'ensemble des points M dont 'image par f est 4, est appelé ligne de niveau 4 de f; on la note (£,).

f est une application du plan % dans B, et k un nombre réel.
On appelle ligne de niveau k de f 'ensemble des points dont I'image par fest k.

On dit aussi que la ligne de niveau k d'une application est 'image réciproque de k par cette application.
C'est I'ensemble des points M du plan tels que : iM) =
Exemples . .

Dans V'activité précédente, la ligne de niveau 0 de fest | O | ; vérifier que la ligne de niveau 9 de fest le
cercle de centre O et de rayon 3. )

. 2.2, Déterminations de lignes de niveau

smemsss Lignes de niveau de l'application M — AM.AB
B Exemple

A el B sont deux poinis du plan tﬂ]s que : AB = 2.

On considére Papplication f de % dans B qui a chague point M associe AM.AB.

C est le milieu de [AB], A' le symétrique de A par rapport & B, B’ le symétrique de B par rapport i A
et C' le symétrique de C par rapport a B.

- Calculer flA), fIB), fIC), fl&), fIB') et IC).

— Trouver un point M n’appartenant pas i (AB) tel que : flM] = - 4.

— Recherchons (), la ligne de niveau 6 de f.

(£.) est I ensemble des salutions de 1 équatmn (K], 'M

d'inconnue le point M du plan [E) AM.AB = 6. - : - -

B H A C E L Faly
Par définition du produit sra]atm on sait que tout point solution de (E) a pour projeté orthogonal sur
[AB) un point H tel que : AH. AE B.

De plus, tout point qui a pour projeté orthogonal sur (AB] un point H tel que AHLAB = 6, est solution de (E).
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Le probléme revient done ﬁ réau:uudm I'dquation (E') d'inconnue le point H de (AB), résolvante ds (E):
(E') ATt AR =, —_—
AH « AB > cus{ﬂh HH‘] = 6.

s e Wl
cas ol : cos{AH,AB) = 1 ’Tl

i : \ casuﬁ::us{e‘ﬁ[,ﬁ]=—1
/ | ._I I'_'I e T e 210

A B, H ! B H x

Donc: (E'] e He AB)et AHx AB =6(E;)] ou HE [AB)et- AHxAB =6 (E.).
(E.) n'a pas de solution.

'_1_____\g

(E,] a une solution unique, le point C° (e
car G’ € [AB) et AC' = AR
(£;5) est 'ensemble des points dont C' est le proje- i ST o o =
té orthogonal sur (AB), c'est la drmte perpendicu- B Y C B < Al
laire & [AB) qui passe par C'.

@ Cas général

A et B sont deux points du plan, k un nombre réel et f 'application de @ dans R qui 4 chagque point M
associe AML AR,
Recherchons la ligne de niveau (#,), ensemble des points M du plan tels que : ﬁM} = k.

() est I’ an&emhln:: des solutions de 1'équation (E), d'inconnue le point M du plan.
(E) ﬁM PLEI- I,

= Résolution de I'équation (E)

H est le projeté orthogonsl de M sur (AB). :
Le pmb]emﬂ revient & résoudre I'équation (E') d'inconnue le point H de (AB) :
E) AHAB=-k ——

AH»x AB % cos(AH,AB) =k

- pour k < 0,
H est un point tel que AH et AB sont de sens |i-f 2
contraires c'est-d-dire tel que: -~ AHx AB = k. 1

Donc : AH =— -k- H ;. A
R M
2 [

La figure ci-contre illustre le cas : AB=2 ; k = -

- pourk =0,
H est un point tel que AH st AB sont de méme sens [_-_i A
c'est-a-dire tel que : AIH xAB = k. :

Done : AH = ﬁiﬂ A \E\IH
La figure ci-contre illustre le cas : AB=2; k = 6. M

— pour k = 0, ol
H est d{ﬂU le point tel que AH = 0 ; c'est le point A. ili o!
AM et AB sont donc orthogonaux. - R
La figure ci-contre illustre le cas : AB= 2 ; k=0, i o

« Conclusion sV oid wil ks =
Pour toul nombre réel k, (f;] est une droile per- 4 -3 0 ol L &)

pendiculaire i la droite [HH}

fllustration dans le cas ol AR =2
etkE(-4;-2:0;2:4;6].

.A.—._._—-]E
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smememms Lignes de niveau de I'application M — MA? - MB2

Etant donn#é deux points A et B ﬂll-plﬂrl_ et un nnlr_il:rn réel i, on veut trouver la ligne de niveau (5£,),
ensemble des points M du plan tels qie : MA? - MB2 = k.

(+£;) est I'ensemble des solutions de I'équation (E), d'inconnue le point M du plan,
(E) MA?- MB?= k.
M Transformation de I'écriture : MAZ — MB?

MA? - MB? = 2AB.IM - I est Visobarycentre de A et B. (Voir § 1.4)
= 2AB x IH x cos{[H,AB),  H étant le projeté orthogonal de M sur (AB).
B Résolution de I'"équation (E) : MAZ - I'hfﬂz =k ; .

Le problismes revient & résoudre I'équation (E') d’inconnue le point H da (AB) :
(] 2xTHxABx nnsl{]-]-i,f’;ﬁ]' =K

* pourk <0,
H est le point de (AB) tel que : L_ﬂ
IH et AB sont de sens contraires et TH = — _'_Eiﬂ ; == .

La figure ci-contre illustre lo cas \%ﬂ'
M

AB=86,k=-18;TH=1,5.

* pourk =10, M

H est le point de [AB) tel que : L

S —r k
IH at AB sont de méme senset [H = —— :

: ; ZAB -
La figure ci-contre illustre le cas :
AB=6:k=12:I[H=1.

I

*pourk =0, g
IH =0, IM et AE sonl orthogonaux. L
|

La figure ci-conlre ilfustre Ie cas - AB =6 ; k = 0. Sl

X3

M Conclusion |

Pour tout nombre réel k, (£,] est une droite perpendiculaire & la droite [AB}.

* Déterminer la ligne de niveau passant par A et celle passant par B. Représenter toutes les lignes de
niveau précédemment déterminées.

exwamsm Lignes de niveau de 'application M — MAZ + MB2

Etant donné deux points A et B du plan et  un nnnﬂre réel k, on veut trouver la ligne de niveau (i),
ensemble des points M du plan tels que : MA2? + MB? = k.
(2£;) est I'ensemble des solutions de 'équation (E), d'inconnue le point M du plan.
(E} MAZ+ MB? = k.
® Transformation de Pécriture : MAZ + MB2 i
MAZ ¢ MB2 = 2MI2 + ﬁ‘% ; Test Pisobarycentre de A et B (voir §1.4)

¥ Résolution de I'éguation (E) : I!'r_ﬂlz + I'-'['iF =
ARB?

(E] 2MI® + & k.
_ AR2
ME =3, :nnape}sé:l=£¢‘i§-—]
- M I
‘pﬂurk}‘%.sna:l}ﬁ. . fﬁm
L'ensemble (%£,) cherché est le cercle de centre [ et de rayon (A A ]l\..l./‘) A

La figure ci-contre illustre lecas: AB=3:k=5: /L =05,

Yecteurs et configqurations 203

Scanné avec CamScanner



www.biblio-sciences.org
2

'_nuc:u;lu'lr:--“"E ona:h=0 (Y
kisue i ik it fI. T
La fizure ci-contre illustre lecas : AB=3 ; k=4,5; c =0, A |

H

*pourk < ‘%ﬁ ona:ih<0
L'ensemble (£,) cherché est l'ensemble vide.

EConclusion

(<£,) est soit un cercle de centre I, soit le singleton { I },
soit I'ensemble vide.

fllustration pour AB=3eth €({4,5:;5;6,5;9;12,5 |

mmmsmse Lignes de niveau de I'application : M — MA.MB

Etant donné deux points A et B du plan I!l un nnmhrn réel k, on veut trouver la ligne de niveau (£,),
ensemble des points M du plan tels que : MA.MB = k.

[%£,) est 'ensemble des solutions de 1’équation (E), d'inconnue le point M du plan.
(E] MAMB = k.
M Transformation de I'écriture : MA.MB

MA.MB = MI% —IAZ? ; 1est l'imharycenb:ﬂ de A et B (voir §1.4) b
® Résolution de I'équation (E) : MA.MB = k @
(E) MA.MB =k = - .
M- A8 g

2
MIE =3 {Gﬂaptﬁé:}r'—'% + k).

* pour k = 0, I'ensemble cherché (£) est le cercle da diamétre [AB].
'pmerk-:—ﬂTH:,unu L )
L'ensemble (£,) cherché est l'ensemble vide.

"Fﬂt]l‘i[c:r —ATE:': o a:h> 0.

L'ensemble (£,) cherché est le cercle de centre I et de rayon JA.
La figure ci-contre illustre le cas : AB=2 1 k=3 ;/A=2,
® pour k =—"'1TEE, ona:hi={

L’ensemble (£,) cherché est I'ensemble { I ] ;U 3
La figure ci-contre illustre le cos : AB=2 ; k=-1;A=0. 4 | 5

M Conclusion

(%£,) est soit un cercle de centre I, soit le singleton { I }, soit I'ensemble vide. o
» Déterminer la lipne de niveau passant par chacun des points U et V tels que 1U = AB et IV = 2AB,
Représenter sur une méme figure toutes les lignes de niveau précédemment déterminées.

= r"E X @I CICOS B o B o A A A PRIt o T

2.0 A etB étant deux points du plan tels que AB = 4, 2b A et B étant deux points du plan tals gque :
déterminer I'ensemble des points M du plan AB = 4, déterminer l'ensemble des points M
tals que : AM.AB = 12. du plan tels que : MA? + MB? = 58,
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~3.1. Représentations paramétriques d'un cercle

S RELTTET

Le plan est muni du repére orthonormé direct (0, 1, ).
de rayon 2.

50it Mlx ; y) le point de (*€) tel que Mes ED'i,ﬂ_’I:-d] =~

Exemple

——

Calculons les coordonnées du point M.,

Ona:

OM = OO

A

=
Il

O'M

-5

0,9

M.

=g

3 [ﬁlf.D'M]

e
3

L]
f

+

+ 2

B

]

I
12 T I8

00'.0f + O°M. O
=¥ 3 -— -..IE

184

donc: M (3;3—3).

musesss Cas générol

Le plan est muni du repers orthonormé direct [0, L, ).

Zm

z°

On considére le cercle (€) de centre 0°(4 ; 3),

e ™
"'H\_‘H‘-H

)

.
2

[ e S

¢
|

kl 1 | 1 1 |

o

On considére le cercle [(€) de centre O'(a ; b), de rayon r.

Mlx ; y) est un point de [%€),

—

B la mesure principale de I'angle orienté (OF,0'M).
Démontrer que :

On dit que le systéme de deux équations {

Mlx: y) € (%)  équivaut & {

X =4+ reoosd
=5+rsing

X =i+ r cosd
y=b+rsind

[r; IJEIE'E]—TF;:I‘E]].

[HE | I:]]1

esl une représentation paramétrigue du cercle (4) de centre O el de rayon r.

-'::,me XY CICOS ZEe o s B A oA

J.a

Le plan est muni du repére orthanormé (0, 1, [).

On donne le cercle %) de centre O'(— 3 ; - 4] ot
de rayon 5.

Dans chacun des cas suivants, déterminer leos
coordonnées du point M de (%) tel que

o] Mes (OL,OM) = % . b) Mes DLOM) = %‘"
g Bvgre

e Mes (OLOM) == | d) Mes OLOR) =~ X

3b

J.c

1. Déterminer une représentation paramétrique
du cercle de centre C(2 ; 4) et de rayon 3.

2. Determiner une représentation paramétrigue
du cercle de diamdtre [AB] oit A et B sont las
points de couples de coordonnées respectives
(—2:1)eti(B:-3).

On donne les points A{— 3 ; 0), B(0 ; - 2) et
12 ; -2}

Déterminer une représentation paramétrique
du cercle circonscrit au triangle ABC,
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...3.2, Exemples d'utilisation

snmmmmn Démontrer qu’un point appartient @ un cercle

L
Peut-on trouver 6 élément de |-  ; ] tel que le point A(- 36 ; — 32) soit un point du cercle (€}, dont

voici une représentation parametrique : {;: EI Eﬂﬁﬂf siiﬂ [H el-m; E]] ik

— 36 = 4 + 50cosd
- 32 =—2 4 50sind

cosh = —

En substituant les coordonnées de A & x et y, on obtient :

O ENCOTE & {

On vérifie que : cos?0 + sin®d = % = 1.

1l existe 8, élément de |- & ; 7] tel que cosd = - - et 5inf = — -
La calculatrice donne : 8 = - 2,49809 (pu 8 = — 143° 7' 48").

sinf = —

| o enf

mmsmmsm Possoge d'une représentation parométrique & unie équation cartésienne

Donner une équalion cartésienne du cercle (€} dont voici une représentation paramétrigue :

x=-24+ 7cosh :
{y= 5 4 Tsind [avec 8 € |- = ; nl).

On utilise la propriété : cos® + sin® = 1.

Ona: [x+2)*+(y=-5)*=49cos®d + sin’d) = 49
PP +4x-10y-20=0

(’est une équation cartésienne de (€).

emummsm Possage d’une équalion cartésienne @ une représentation paraméirique

Donner uiie‘représantatmn paramétrique du cercle () dont voici une équation cartésienne !
&+ iy - 24x + 10y + 160 ='0.

On écrit P'équation sous la forme (x —a)® + [y — b)* =%
Om fait ainsi apparaftre le rayon du cercle et les coordonnées de son centre.

[x®- 24x] + [y + 104] +160 =0
[(x—12)*—144] +[(y—5PF-25] +160 =0
(x—12)2 + [y — 5)2 o

d'of une représentation paramétrique du cercle (€) :

[§= 51 3me (o€ Fmin)

ﬁ?"f;‘."ij X OTCICES Bmrr i i i AR o o o e

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1L I, 3e Donner une équation cartésienne du cercle (%)

ne msentat atrique est ;
3.d On donne le cercle (€) de représentation para- dant u IBPE : [:;" e
e x=— 2+ Soos Herha
métrigque : {;;E—Eﬁ:?nﬂ [HE]u.rl:.':II]]. {J.I'- & + Sgind [H E] R.H]].

d i
1. Déterminer par leurs coordonnées deux 3% Douner une représentation paramétrique du

pekuts do ), arcl dont tion cartésienne est :
2. Les points A{1 ; - 3), B(5 ; 1) et C(3 ; - 6) e [{'E'? jﬂ une équa if
appartiennent-ils & (€) 7 eyt + -2y +22=0.
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Travaux pratiques -

——TP1. Construction du barycentre de deux points pondérés

La méthode qui suit utilise une homothétie pour construire le barycentre de deux points pondérés [A,u)
et (B,B) lorsque les pondérations o et p sont des mesures de segments donnés.

wmmspmm  Exemple

On donne deux points A et B et deux segments de mesure a et b,

Construisons le barycentre G de {A.q) et (B,5) puis le harycentre

H de (A,a) ef (B~ D),

G étant le barycentre des pE;mts pondérés
o 4 —k
(A.a)et(Bb)ona: aGA +bGB =0 ;

ceat-b-dire : GB = %{iﬂ

G est donc le centre de 'homothétie b de rappart
s ?_: qui applique A sur B.

H étant le barycentre des points pondérés

| [Aa)et(B~b),ona: aHA—BHE =10

~

¢'est-a-dire - HA =—‘E— HB

. H est donc le centre de I'homothétie h de rapport
| .'_::' qui applique A sur B.

Construire le barycentrs de [A,a) et (B.b) revient & construire le centre de homothétie b,
Pour construirs ce centre, connaissant le point A et son image B par h, utilisons un point C et son image

D par h. 9
u est un vecteur unitaire non colinéaire & AB.

Construisons les points C et D tels que :

AC = bt et BD = ~ au.

_-'. ﬂ ..E

Remarquons que BD = — 3= AC,
Las points B et D sont donc les images respectives
des points A et C par 'homothétie h.
Le cantre G de celle homothélie est donc le point
d'intersection des droites (AR) et (CD).

C

2 o
: G\/B FF
Al B
= {Irr
D

memmmm Application

Construisons les points C et D tels que :
AC = bif et BD = ait,
Remarquons que BD = L AC.

Les points B et D sont donc les images respectives
des points A et C par 'homothétie h.

Le centre H de cette homothétie est donc le point
d’intersection des droites (AB) et (CD).

‘h

H|H o
Al|B :
ClD . d__._._._ﬂ__,_,_.f b
i
- H A A

ABC est un triangle quelconque. Construire le barycentre G, de (A, BC) et (B, AC] et le barycentre G,

de (A, BC) et (B, - AC).

--IP2 Lignes de niveau de I'application M — a MAZ + b MB2

susmmm Exemples

A et B sont deux points du plan tels que : AB = 5,

Déterminer et construire ’ensemble des points M tels gque : 2MAZ - 2MB2 =80 (1)
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= Vérifier que 'on est rarmené a la recherche de la ligne de niveaun 40 de 'application M MAZ — MB2,

A ot B sont deux points du plan tels que AB = 10.
Déterminer et construire 'ensemble des points M tels que : 2MAZ + 3MB® = 165 (2)

Les points pondérés (A.2) et (B,3) admettent un’barycentre ; désignons-le par G.

En utilisant le point G et I’égalité de Chasles, transformer (2) en exprimant MG? en fonction de GA® et
de GB%. Conclure.

anmmsss ©0S général -
A et B sont deux imints du plan o, p et k des nombres réels. On veut déterminer 'ensemble des points

M tels que : aMA*® + BMB? = k.

s Pour cela, dans chacun des cas suivants, transformer 'criture oMAZ? + BMB? (Voir §1.4).
cas l:a+f=0etx=0 3 cas2:oa+p=0.
* Conclure suivant les valeurs de k.

annmms Applicofions

Etant donné deux points A et B du plan et un nombre réel k, on veut trouver I'ensemble (£ ] des points

. MA_
M du plan tels que : ME = k.
Considérons 1'éguatipn %ﬁ = k d'inconnue M. Nous remarquons gue :

si k < 0, alors (£, ] est 'ensemble vide,

si k =0, alors (£,) = [A],

si ke = 1, alors (£,) est la médiatrice de [AB].
Nous supposerons maintenant que k est un nombre réel strictement positif, différent de 1.
» Démontrer que (%,;) est 'ensemble des points M tels que : MA? — k*MB? = 0, ‘
» Démontrer que (£,) est le cercle de centre G et de rayon k% GB, G étant le barycentre de (A1) et (B— k*).

ABC est un triangle équilatéral de coté 3.
Déterminer la nature de 'ensemble des points M tels que : MA® + 2MB® + MC? = 4.

Cet exercice est une extension de la recherche d'une ligne de niveau & un cas ol celle-ci est définie par
trois points.

Informaiion historigue

A partir du XIX® siécle, entre les deux géométries pratiquées & cette époque, géométrie analy-
tique et géométrie projective, c’est GAUSS qui, le premier, aborde 'addition des vecteurs. Le
physicien Joseph William GIBBS (1838 - 1905) donne au calcul vectoriel sa forme actuelle.
Cependant, c'est 3 Herman GRASSMAN (1809 - 1877) et & Giuseppe PEANO (1858 - 1932] que i@
nous devons la notion d'orthoponalité.

A la fin du XIX® sikcle, la notion de produit scalaire est introduite par les travaux d'Arthur |
CAYLEY (1821 - 1995).

A partir de 1907 le lanpape vectoriel st introduit par SCHIMIDT et Maurice FRECHET ainsi
que le concept d’« espace vectoriel ».

;
r;
[
e
|
i
T

il ed]

I (e T e e T T2 T e L A L B etk Y o o o e b e el e Tt Tt s o)
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T w
~Exercices

o

HBarycentres

Buryeantre de deux poinls ponddrés

1 On donne le segment [AD] tel que : AB = 12,
Construire lo barycentre des points pondérés (A, a) st
(B, k) dans chacun des cas suivants ;

(1} a=1 et h=2

(2) a=-1 at b=2
[} a=1 et bh=-12
(4] a==4 gt b=-2
| 2
{5] E—E E‘t 1:'2?
(6] awill et b=1
7 a=12 gt b=0
(8] a=0 Bt b=-1

® On donne les pointe A et B. On veut constriire
le harycentre des points pondérés (A, a) et (B, B) co uti-
lisant un vecteur ¢ non colinéaire 4 AR,
1. Examiner la figure ci-dessous et donner un program-
me de construction de cette figure.
Démontrer qua le point C est le barycentre des points
pondérés (A, a) et (B, b), Ly} " %)

i

,.a-"'f

P

= C b1

g

-
2, Utiliser cotte méthode pour résoudre le probléme de
construction de "exercice 1

4 On donne les points A et B. Sur la droite (AB)
on considére les points M, N, P comme I'indique la
figure ci-dessous,

M A L H F
e T S [— — _‘ S (R | SR N [ Y
Trouver des nombres réals a et b pour que le barycentre

des points pondérds (A, a) et (B, ] zoit ;
(1) le point M ; [2) le point N : (3] le point P,

B On donne les points A et B. Trouver les
nombres réels o et i pour que le point G soit le bary-
cenfre des points pondérés (A, o) et (B, ] dans chacun
dies cas suivants :

(1) 2AG =3 AB g+ f=5
(2} 3GA-2CB=10 a+f=—13
{3) H-E=—%BR x+fi=1

(4] Pour tout pfint M du plan,
2 : —¥
ZMA+IMB=5MG ; o+f==1

Barycentre de (rois points ponddrés

5 On donne un triangle ABC tel que :
AB=6, BC=10et CA =8,

.

e

Construire le barycentre des points pondérés (A, a),
(B, b) et [C, ¢) dans chacun des cas suivants :

(1} a=5 ; b=d e
[ aed UV B s
(3] a=0 : b=8 : cm8
[4) @=625 ; b=125 : ¢=2378.

& On donne un triangle ABC, Déterminer le baary-
centre D des points pondérés : (A, 2), (B, 3), [C, 3).
Constraire I,

7 On donne un triangle ABC. Construire le bary-
centre I des points pondérés : (B, 1) et [C, 3).
Diterminer le barycentre E des points pondérds -

(A1), (B.7). (€.3).
Construire E.

8 On donne un triangle équilatéral ABC de 6 cm
de coté,
— Constriire le barycentra 1) des points pondérss
fh! _z}l' [El 1}! {E! 3]-
— 0 étant le centre du cercle circonscrit au riangle ABC,
— e
construire Je vecteur : —~ 204 + OB + 30C.
— M élant un point quelcongue du plan, construire le vec-
e ) (R ?
teur : — EH&+EME+D ;
9 On donne un triangle ABC.
1. Construire le point E tel que :
2AE+SBE - aCE=10
2. Démontrer que le point I miliew du segrent [AB] ast
tal q'uE'.-[EIh: 1BC. -

Rurycentre de quatre puints pondérds

10 On donne le parallélogramme ABCD de eentre O.
Démontrer que O est l'isobarycentre des points A, B, C
et D.

11 On donne le parsllélogramme ABCD.
Démontrer que le barycentre des points pondérés (A, 51,
(B, 4], (C, 3] et [D.4) est un point de la dreite (AC).
Construire un quadrilatére ABCD tel que le support de
chacun de ses cfités sait sécant aux trois autres et tel
que ls barycentre des points pondérés (A, 5), (B, 4),
(C. 3] et [D.4) soit un point de la droite [AC).

1% ABCD est un carré.
m st un nombre réel différent de — 8. On désigne par G
le barycentre des points pondérés :
(A, m), (B, 3), (C, 2], (D, 3),
1. Trouver la valeur de m pour laquelle C est ls centre
du carré ABCT.
2. Démontrer qu'il existe une valeur de m pour lagquells
G est le centre de gravité du triangle ABD ; préciser cette
valeur.

13 On donne un triangle ABC.
Donner une méthode performante pour construire lo
barycentre des peints pandérés : (A, 1), (B, 1), (C, 2).
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Utifisation du barycantre

1.1’1. B, C, D sont quatre points du plan tels que
trois quelconques d'entre eux ne sont pas alignés, G le
barycentre de (A, 1), (B, 2), (C, 2), [D, 1).

1. Placer le point I baryeentrs de (A, 1), (B, 2).

2. Placer le point | baryeentrz de (C, 2], (D, 1).

3. Démontrer que G appartient & la droite (IJ).

4. On désigne par K le milieu de [AD] et L celui de [BC].
Démantrer que les points G, K et L sont alignés.

15{:“ donne un triangle ABC. On désigne par :
E le barycentre de (B, 3) et (C, 5]
F le baryeentre de [C, 5) et [A, 2)
G le point de concours de (AE) et (BF)
H l¢ point de conceurs de {CG) et [AB)
Démontrer que G est le miliew du segment [HC].

16

On donne la figure codée ci-dessous.

8

L

Trouver des nombres réels g, b, ¢ pour que G soit le
barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), (C. ).
Construive de maniére performante le barycentre des
points pondérés (B, b) et (C, c).

17 on donne la figure codée ci-dessous.
— Construire uniquement & la A
régle le barycentre des points J
pondérés : (A, 2), (B, 1), (C, 1).
~ Construire uniquement & la K
régle la droite (D) passant par
| et parallale & (BC). [ T s O

18 04, donne le triangle ABC,
M est un point de [AB) et N un point de (AC) tels qus
{MN) est paralléle & (BC). 1 est le milisu de [BC] et ] le
point de concours de (BN) et (CM).
Ltilizer te barycentre pour justifier que les points A, 1, ]

sont alignés.
M?\N
J \
|
: . e, N

19 61 donne un quadrilatize ABCD.
L J. K, L sont les milieux
des cités respectifs [AB],
[BC], [CD, [DA].
Construire uniquement
a la régle I'isobarycentre
des points A, B, C, D. C

%0 ABC est un triangle. i 5 =
1. Construire le point D tel que : 6 AT + 9B - 3

2. Saoit I le milieu de [AB], démonirer gue m=1¢cg

y
3
L1 plan est muni du repire (0, 1, J). On donne

quatre points A, B, C et D. Le but de cet exercice est de
construire le point G tel qua

4GA-3GB +GC+2CD =10

910 Yecteurs et confiqurations
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www.biblio-scie _': or trer que pour tout point M du plan,
e

i i S e

4MA - 3MB + MC + 2 MD = 4 MG.

b) Déterminer AG lorsgque M et A sont confondus.

¢} En déduire la construction de G.

2. a} Construire les barycentres (3, de (A, 4) et (B, - 3) ;
vG; de (G, 1) et (D, 2).

b} Trouver deux nombres réels a et b tels que G est bary-
centre de (G,, a) et (G,, b).

Conrdonnées du baryconire

221.. plan est muni du repére (0, L, J). On donne
les points Al— 2 ; -1), B[5 ; 1), C[4 ; 3).
1. Déterminer les coordonnées du barycentre G de (A, 2),
(B.-1) et [C, 3].
2. Conslruire le triangle ABC et le point G.

“La plan est muni du repére (O, L, J), On donne
les points A1 ; 1), B{2 ; 3) et C(3 ; - 2).
Determiner les coordonnées du centre de gravité de ce
triangle,

28 ABCD est un trapéze reclangle découpd dans
une plaque métalligue homopéne d'épaisseur négli-
peable tel que : AB=AD=a et BC = 3a
a étant un nombrs réel positif,

0
AI-'H-‘_H“\.&

- 3a
1. Construire le centre d'inertie I de la plague.
2. Le plan est mumi du repére (B, C, A). Déterminer les
coordonnées de 1.

Ligmts de niveau

Lignes de miveau de M — AM AR
25 On donne le segment [AB] tel que AB = 12.
Déterminer et tracer dans chacun iias Cas suivanls

I'ensemble des points M tels que AM. AB = k. oi k est
un nombre réel.
(k=36 ; [2)k==12 ; (B k=256 ; [4) k=—144.

26 ABC est un triangle.
1. Que peut-on dire de MA - 3MB + 2MC 7
2, Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que :
—_— ' S
MA(MA — 3MB + 2MC) = 0
3. Déterminer |'ensemble des points M du plan tals que :
e il i e ol
(MA + MB + MC) . (MA — 3MB + 2MC) = 0

Lignes de nivoau de M — MA? - MB°

27 A et B étant des points du plan tels que AB =86,
déterminer dans chacun des cas suivants |'ensemble
des points M du plan tels que MAZ? - MB? = k.

(1) k=48 ; (2)k=-12 ; (3)k=0 ; [4)k =- 35.

Lignas de miveow de M — M:{’ + MI?

88 ABC estun triengle équilatéral dont les cOtés
ont pour longueur &.
Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que
MA? + MB? + MC? = 72,
Faire une figure. Que remargue-t-on ? Justifier cette re-
marque.
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o9 A et B dtant des points du plan tels que ; AB = 8,
déterminer dans chacun des cas suivants I'emsembla
des points M du plan tels que : *
1) MA? + MB? = 51 i
2) MA® + MB? = 24
Lignes de nivean de M — MA , Mi

30 On doone le sepment [AB] tel que AB = 12,
Dans chacun des cas suivants déterminer et tracer |'en-
semble des points M tels que : MA . MB = k.

M) k=135 2 k==27 : (3 k=-55 i (4 k= =40,

Lignes de niveou de M+ a MA? + bATR?
31 On donne le segment [AB] tel que AB = 12,
1. Déterminer 'ensemble des points M tels que ;
3(MA) + 2(MBJ? = 60
2. Déterminer 'ensamble des points M tels que :
2(MA) - (MB)2 = 0

32 Ondonne deux points du plan A et B tels que
AB = 8. Dans chacun des cas sulvanis déterminer st
construire I'ensemble des points M du plan tels que
3MAZ - 3ME? = i,
(k=48 ; (2)k=—144 : )k =102 ; (4] k=0.

Lignes da niveau de M — M4

23 Ondonne le mg;'t#g#t [AB] tel que AR = 12.
Dans chacun des cas sulvants, déterminer ot tracear |"an-

semble des points M du plan tels que :% = k.
(k=5: @k=3: (@ k=05; @Wk=2

c ercles

Représentutions purumdtriques d'un cercle

3.‘ Lz plan est muni du repire orthonorms (0, L h.
OUn donne les points A{1;-2): B[—3: B8] ; C(2; 3).
Déterminer une représentation paramétrique du cercle
(*6) dans chacun des cas suivants :
(1) (€] passe par les points A, B et C.
[2] [%€) est le cercle de centre A et de rayon BC.
(3] (%) est le cercle da diamétre [BC.

Exemples d'ulilisation

35 Leplan est muni du repére orthonormes (O.L]).
Donner une équation cartésienne du cercle (6] dont une

représentalion paramétrique est :
oy 5
xX= 12+Fm3l3 [ﬁE ]_ﬂ_‘n]]
ylﬂi— + E sin 6

& Le plan est muni du mpére (O, L, ).
On cherche & construire I"ensemble {Ey,y) des paints M du
plan de coordonnées x, et g, ;
Xy=—103in%0 4+ 8 at My=10sn8cos 0 -2
oli B e ], :‘:- 1.
1. Démontrer que E,, est contenn dans un cercle [8) dant
on déterminera le centre ot la Tuyon.
2. Construire le cercle (%) et en déduirs la construction

de E,,.

APPROFONDISSEMENT

37 ABC est un triangle d'orthocentre H.
Déterminer los nombres téels a, b et ¢ pour que H soit
le barycentre de (A, a), (B, b) et IC. ).

38 ABC est un triangle,
1, Construire le point G barycentre de (A, — 1), (B, 2}, (C, 3).
2. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que :
{— MA + 2MB + 3ME) . AC =
3. Déterminer Pensemble des points M.du plan tels g ;
- MA + 2MB + 38iC] = 4BC

39 Leplan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).
B T
1. ﬁ'(l)' i (5 )
Donner une équation cartésienne de 'ensemble das
points M(;)du plan tels que AM.u =7

=1 3
2.4(3) B( )
Donner une équation cartésienne de l'ensemble des

points M tels que -

{a) MA? + ruﬂi“:%
(h) MAZ? - MB® =4
—

(c) MA .MB = 18

#0 ABC est un triangle équilatéral de coté 4.

D est le point du plan tel que: 3DA - AB+2 AC =0
1. Démontrer que D est le barycentre des points A, B, C
aflectés de ceefficients que 1'on déterminera, :
2.1 étant le milien de [AC], démontrer que D est le bary-
centre des points B et I affectés de ceficients que P'on
déterminera.
En déduire que D appartient 4 la médiatrice de [AC].
3. Calculer AD, BED, et CD.
Déterminer |'ensemble E des points M du plan tels que

2MA? - MB? + 2MC2 = 18,
Vérifier que le centre de gravitd O de ABC appartient & E.
Tracer E.

41 ABC est un triangle équilatéral.
1. Iéterminer et placer le barycentre K de (B, 2) et [C, 2).
2. On désigne par H le projeté orthogonal de K sur [AB).
Démontrer que H ast le harycentre de (A : 1) et (B a).
3. Déduire de 1) et 2] le barycentre G de (A, 1}, (B, 5) et
(C, 2).

4. Démontrer que la droite (BG) coupe (AC) en L tel que
o e
LA =—21C,

82 Une unité de longueur étant choisie, faire una
figure. ABC est un triangla Eguilatéral de cité 3 ; B’ est
le milien de [AC] et D le point défini par:

4AD = AR + 3 B
1. Démontrer que D est le barveentre de -

En déduire que I appartient 4 la médiatrice de [AC],
2. Démontrer que : BD = -g— B

8. Calculer : DA? o DB2.

4. Déterminer 'ensemble E des points M vérifiant :

3MA? — 2MB? 4 3MC? = 12

Yecteurs et confiqurations 211
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Vérifier que le centre de gravité G du triangle ABC
appartient & E,

83 On considére un wiangie ABC tel qua : AB =
7, BC = 4 et AC = 5 (unité graphique = 1 cm]), T est le
milieu de [BC]. i
1. Démontrer que : Al = /33,

2. a) M est un point du plan.

Fﬂu-quellﬂ*m]em; du nomhbre réal m le vecteur

mMA + MB + MC est-il égal & un vecteur U incdépen-
dant du point M T s ”
Déterminer alors le vecteur U en fonction du vectenr AL
h) Déterminer gt construive U'ensemble E des points M
du plan tels que : — 2MA® + MB? + MC? = 58,

3. D est le barycentre de : [A, - 1] ; (B, 1] ; [C, 1)

i) Qualle est la nature du quadrilatére ABCD 7

b} Déterminer et construire l'ensemble F des points M
du plan tels que : — MA? + MB? + MC? = — 25,

4§ ABCD est un rectangle du plan, de diagonales
[AC] et [BD] de longueur c.
1. m est un nombre réel non oul.
On note G, le baryeentre de : (A, m), (B, 1] =t (G, 1).
a) Préciser la position de G,.
b} Déterminer 'ensemble B, des G lorsque m décrit B,
2. Quel est I'ensembla E, des points M du plan tels que :
IMA — MB + MEJl = a ?
3. Quel est 'ensembla E, des points M du plan lels que :
MA? ~ MB? + MC? = 27

4. Faire une figure ofl I'on représentera le rectangle
ABCD st les ensembles E, E, et E,.

A5 ABC est un triangle équilatéral de cité a. On
désigne par A' le milien du segment [BC] et O le centre
du triangle.

1. a} Déterminer I'ensemble K des nombres réels m tels
gue les points A, B, C affectéds des coefficients respec-
tifs m, 1, 1 admatient un barycentre,
B) Quel est 'ensemble des barycentres obtenus lorsque
m parcourt E 7
2, Dans cette question on choisit m = 2.
) Déterminer le barycentre G des points A, B, C affec-
tés de coefficients respectils 2, 1, 1.
Placer sur une figure les points A, B, C, 0, A, G.
b} Déterminer et construire I'ansemble F des points M
tels que :

ZMAZ + MB? + MC? = 2a2,
3. Dans cette question on choisit m = - 2.
D est I'ensemble des poiats M tels que

- 2MA? + MB2 + MC2 =0
a] Préciser la nature de D ¢t de son intersection avec la
droite (AA),
b) Tracer D sur la figure précédente.

& Dans le plan orienté, on considére un trizngle

gguilatéral ABC, de centre O, lel gu'uns mesure do-

o T

l'angle orients (AB, AC) soit %

On dézigne par (€) la cercle circonscrit ABC, 1le milie
de [AB] et | le milieu de [01).

Las droites {OA) et (OC) recoupent (%) respectivement
en D et E

1. Placer ces points sur une figure (unité graphigue :
0OA = 4cm)

212 vecteurs et configurations

2. On df_aigna par G l'isobarycentre des points A, B, C.

FE

2 —
ol Expritaer OG en fonction de OB, b
b} Exprimer OG en fonction de O] et OD.
o} Bu & Sciuire que les droites (OB) et (L) se coupent en
G, Places G sur la figure.
3. A tout point M du plan, on fait correspondre la point

— — e b —r

M’ défini par : 4 MM’ = MA + MB + MC + MD + ME.
a) Démontrer que cette application fqui & M associe M’
est une hotaothétie, dont on précisera le centre et le
rappaort.
b} Quelles sont les images par f des points B et D du
cercle 7

A7 ABCD est un rectangle tel que :
AB=4 et AD=2,
1. Déterminer le barycentre de (A, 1), (B, = 1), (C, 1).
2. Diterminer 1'ensemble E des points M du plan tels
.
que: [|MA - MEB + MG = 5.
3. Quel est 'ensemble F des points du plan tals que ;
MA? — MB2 4 MC? = 227
4. Quel est 'ensembla H des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MCZ + MD2 =617
Faire une figure. Tracer E, F et H.

&8 ABCD étant un rectangle tel quae :
AR =fet ATl = B

1. Construire le barycentre G de (A, 1), (B, 3), (C, 3), (D, 1).
2.1 et J étant les milieux respectifs de [BC] et [AD],
démontrer que las points 1, | et G sont alignés.

3. Caleuler : GAZ, GB?, GC2 et GD2.

4. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que
MAZ + 3MB? + 3MCE + MD? = 310.

Cenire d'inertie d'une plogue

Dans les exercices qui suivent, les figures sont décou-
pées dans une plague métolligue homogéne d'épais-
seur ndgligeable.

&9 Construire le centre d'inertie de chacune des
plaques ci-dessous. :

T hawe s
. ol l

B0La plaque ci-dessous est 7
obtenue en évidant le disque de /
centre O et de rayon 3r, du disqua( A
de centre 0" et de rayon r.

Construire le centre d'inertie

de catte plagque.

0" est le milien de [OP]L.
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-Transformations
du plan

l-n géométrie, née de la nécessité de résoudre des problémes prafiques, o évolué
de I'étude des figures planes vers des relations qui unissent cerfaines de ces figures,
En Gréce, APOLLONIOS de Perga, né vers — 262, éiudie dans son ouvrage
o « Les ficux plans » V'image d'une droite et d'un cercle par des transformations, des
s syméfries. ..

La notion de composition de transformations apparaif vers le milieu du XViie sidele,
Avant le XVIlIE siécle les transformations appliquées a 'espace ne se pratiquaient
qu'en cartographie avec les « projections ».

Clest au XIX® siécle que les transformations deviennent des outils de démonstra-
tions. C'est I'ége d'or de la géemérie.

Y YIS

L es Africains utilisent souvent les fransformations du plan pour décorer des objets
de tout genre, poferies, fam-tom, maisons... comme Je prouve cefte splendide faca-
de du musée de Niomey (Niger).

1. Translation, symétries, rotation ........................... 914

2. Translation, symétries, rotation, homothétie ... 919
; 2 3. Utilisation des transformations du plan ....... ... 993

Transformations du plan 9213
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Translation, syméies, rotation

1.1, Isometries
wammmm Définilion et propriétés
On appelle isométrie toute transformation du plan telle que,
pour tous les puints M et N, d'images respectives M el N°, MN = M'N’

. f
" g M X Une isométrie
M M’ est une transformation du plan
- N p qui conserve la distance.
b M'N' = MN

Exemples

Les symétries centrales, les symétries orthogonales, les translations, les rotations sont des isométries.
OUn démontre el nous admetirons les propriétés suivantes :

Propriélés

Toute isométrie conserve l'alignement des points
le parallélisme des droites
I'orthogonalité des droites

la mesure des angles

le barycentre de poinls pondérés
les longueurs ;

les aires.

sxusmzss Détermination d'une isométrie

B Activité
On donne les points A, B, C, A, B’ et C’ tels que :
AB = A'B’, BC = B'C’ et CA = C'A", A |
Sur la figure ci-contre, OAA' et OBB’ sont des triangles isocales. {f:“!l =ik
A celle confliguration, on veut assoicer des isométries. = r@h
* Trouver trois isométries qui appliquent A sur A’ i, G 5
* Trouver deux isométries qui appliquent A sur A’ et B sur B ]

» Parmi ces deux isométries, en trouver une qui, de plus, applique C sur C,
(In démantre et ngus admetirons la proprielé suivante :

Propriete
ABC et A'B'C’ sont deux triangles tels que : AB = A'B' , BC = B'C" et CA = C'A’,
Tl existe une isoméirie et une seule qui applique : A sur A', B sur B’ et C sur C'.

On dit que :
Les sommets homologues de deux triangles superposables
déterminent une isométrie et une seule.

214 Transformations du plan
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'_I'l\..'\..ljl-.:hl:l--, .

Les triangles ABC et A'R'C’ sont tels que : AB=AB", BC = B'C' et CA = C'A".
lls déterminent I'isométrie i qui applique A sur A', B sur B’ et C sur C'.

* Dans chacun des cas suivants, nommer cetta isométria,

(ABY/(ABY | B-BetC=C [c=C f
BONEC) | A CE[AA] et € € (BB i
(CAYIDAY ] e A |
8 B . . i
| i B £ I
| H 5
A ' < i
2 . o S
* Construction de I'image d'un point par une isométrie
ABC et A'B'C’ sont deux triangles tels que : AB = A'B’ ,BC = B'C el CA = C'A’,
M étant un point quelcongue du plan, construisons son image par l'isométrie i qui applique :
A sur A, B sur B’ @t C sur C'.
Posons: M’ =i [M).
Una: AM =AM’
BM =B'M’ :
m{ - CFMII c

* Justifier que las cercles €[A’.AM],
‘€(B*,BM) , %(C’",CM) ont un point commun
et un seul.

* On déduit aisément le programme de
construction du point M'. Donner ce pro- B
gramme de construction

mnmmms Clossification des isométries
B Activités
On donne le triangle ABC et le point 0. — On donne le triangle ABC et la droite {A).

r est la rotation de centre O d’angle orienté (- =) sestla symétrie orthogonale d'axe (A).
On se propose de comparer le sens dun triangle On se propose de comparer le sens d'un tl'lilﬂgl&

et celui de son image par r. et celui de son image par s.
Construisons I'image A'B'C’ de ce triangle par la | Construisons I'image A'B'C' de ce triangle par la
rotation r. a symétrie orthogonale s.
\ A
Al A A
i [ % ]
§ - 8
: B I| &
B - &
C 3
c : C \(A
On peut constater que les triangles ABC et AB'C'  On peut constater que les triangles ABC et A'B'C
sont superposables et de méme sens, , sont superposables et de sens contraires.
* Démontrer cette constatation. | = Démontrer cette constatation.

Transformations du plan 215
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m Déplacements - Retournements
On sait que
— toute rotation et toute translation conservent les angles orientés :
— toute symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.
Plus généralement, on admet quon peut distinguer deux types d'isométries :
— celles qui conservent les angles orientés : les déplacements ;
~celles qui transforment un angle orienté en son opposé : les retournements.

On admet de plus que tout déplacement est une translation ou bien une rotation.

Exomplos

Lisométrie i définie par les triangles ABC et A'B'CY | L'isométrie i définie par les triangles ABC et A'B'C'
superposables et de méme sens est un déplace- | superposables et de sens contraires est un retouns-
menl. nement.

E%E XCTCICS Bt s

1.0 On considére la triangle équilatéral ABC. f est 1.b  On donne le segment [AB]. Trouver un dépla-

I'isumétrie définie par : flA) = B, flB) = C, cement at un retournement tels que I'image du
fIC) = A et g l'isométrie définie par : g{A] = A, segment [AB] soit le segment [AD] lui-méme,
2(B) = C, glC] = B. Quels sont les noms des iso-

métries fet g !

—1.2. Exemples de composition de rotations et translations

On peut démontrer que la composée de deux isométries est une isométrie et que la composée de deux
déplacements est un déplacement.

BNNENSE Composition de deux rotations de méme centre
On donne ls triangle ARC et le point 0. -~ C

r, est la rotation de centra O at d’ﬂnglg orients {%} =

el r, la rotation de centre O et d'angle orienté (%} B
Construisons I'image A'B'C’ du triangle ABC par rper,.

F. A

F )

1

0

A Fa ‘a'“. <'7

B' By
& A : ;
* Trouver une transformation du plan qui applique A sur &', B sur B’ et C sur C°.

216 Transformations du plan
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La composée de deux votations de méme centre O et d’angles nnimt&-(ﬁfi_] m_{i;}, Eﬁl'_l'lﬂﬂ_‘-l_'ﬂlﬂtim
de centre O et d’angle orienté [E';:] ). |
D émonstration :
r, est la rotation de centre O et d'angle orienté [ﬁ;] et r, la rotation de méme centre O et d'angle orien-
té (a). 3
La composée rery de ces deux transformations du plan est une transformation du plan.
Soit M un point quelcongue du plan.
On pose : r,(M) = M,etr,(M.]=M.0Ona:0M= OM, = OM". .
De plus : (OM, OM) = (OM,0M,) + (OM,,OM) = (@) + (&).
En conclusion, la transformation ryer, associe 4 O le point O lui-méme et 4 tout point M distinct de O
le point M” tel que : OM = OM’ et (OM, OM’) = (&) + (&) :
c’est donc la rotation de centre O et d'angle orienté (&) + (@),
* Vérifier que rper, = rper,.

EmEmEE Composition d’une rofation et d’une translafion
On donne le triangle ABC, le point O et le vecteur i

rest la rotation de centre O et d'angle orienté (—-'g-} et t la translation de vecteur .

Construisons I'image A'B'C’ du triangle ABC par la | Construisons l'image A”B"C" du triangle ABC par
composeée for. la composée ret, .

* 3

r t
N Y
A A, Ay A |
B B, B, B !
C G, C, c |
* Trouver une fransformation du plan qui | * Trouver une transformation du plan qui
applique A sur A, B sur B’ et € sur C. ! applique A sur A”, B sur B* et C sur C".

La composée d'une rotation d’angle orienté non nul (%) et d'une translation est une rotation
d’angle orienté (o).

Transformations du plan 217
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. émonstration guidée

r est une rotation, O son centre et (@) son angle orienté non nul. ¢ ast une translation de vecteur 7
La rotation r et la translation f sont des déplacements. r

Les composées r- t et t=r sont donc des d&plﬂﬂmﬁanm. X Y

* Vérifier que r- t et tor ne sont pas des translations glo olo
Tout déplacement est soit une rotation, soit une translation. A A
On peut donc conclure que ret et tsr sont des rotations. o e
* Rechercher le centre et 'arigle orienté de la rotation ter.
La figure ci-contre présente une démarche possible pour \ .
cette recherche. () i
* Rechercher le centre et 1'angle orientd de la rotation r- t. AK

o

mEmEmSS Décomposition d'une rotafion - ,
On donne le point 0 et la rotation r de centre K et d'angle ﬁﬂemté { %—} i G b, .
Nous savons que la mmpnsea d'une trauslaiinn par la rotation r' de centre 'D et d mv,gla nnunté [q -’6%
est une rotation {l'ﬂngl& orienté { E} b 36 8 e ? % :
Peut-on trouver une translation £ telle que:r= _t “T’-.T. : Ea
Soit M un point quelcongue.
On pose : M' =r [M), K’ = r'[K) et M, = r (M).
r r t

y Yy £y
K K K K
M M | M, M

K
M

1
! est la translation qui applique K sur K.
» Justifier que MM’ = K'K.

Plus généralement, on démontre la propriétd suivante :

r est une rotation de centre K et d’angle (). O un point distinct de K.
Il existe deux translations ¢, et f, et une rolalion r' de centre O et d’angle (] telles que :

r=Hfer el r=rot,

Les propriétés qui précédent permettent de composer aisdément des rotations de centres distincts.

rﬁ::-'sr-ﬁE X CTCICOS Barr o i aeis o o B ot

1. On considére le carré ABCD de centre de symé- H e A
trie O. e
M, N, P et ) sont les milieux respectifs das
cétés [AB], [BC], [CD| et [DA]. i
Démontrer que les triangles AMO et OFD sont M 5 Q
superposables, [
Trouver une translation ¢ et une rotation r de |
centre P telles que flA)l =0, AM) =Pet 0 =D !
dans chacun des cas suivants : |
a) f= st b f= ter. t 4 o

218 Transformations du plan
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A Transiation, syméties, fotation, homothétie

2.1, Similitude
mumssmn  Définition et propriétés

& étant un nombre réel strictement positif, _
on appelle similitnde de rapport k, toute transformation du plan telle que,

pour tous les points M et N, d'images respectives M’ et N', M'N’ = k& MN.,
f f
M ' - N LI]'I'.I.B similituc!a 1_19 rapport ke est une transforma-
s 7 T tion qui multiplie les distances par k.
_— / N N'  Deux figures sont semblables lorsque I'une est
3 y M'N' = jngy L image de Pautre par une similitude

Un démontre et nous admetirons la propriété suivante ;

Toute similitude est une composée d'une isométrie et d'une homothétie.

On démontre alors aisément les propriétés suivantes :

Toute similitude conserve ‘Toute similitude multiplie
Falignement des poinis les longueurs par son rapport
le parallélisme des droites ! les aires par le carré de son rapport
'orthogonalité des droites ‘
la mesure des angles |
le barycenire de points pondérés !

sxaxmwm Détermination d'une similitude
On démontre et nous admetirons la propriété suivante :

ABC et AB'C' sont dmman;!umhqug, = BC " Th" ; e
Ilmﬂnm 'ﬁi:nﬂlimd&xtum seule .gui.q}ﬁﬁﬁ'ieﬂ-'mr- _ﬂ:"%ﬁ]ﬁ ot Ehﬂi-éf __ o 01 Pl 7 & 3 .

On dit que :

Les sommets homologues de deux triangles semblables
déterminent une similitude et une seule,

Transformations du plan 919
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B Exemples de similitudes

— Toute isométrie est une similitude de rapport 1
— Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport 1k
— Toule composée d'une homothétie de rapport k et d'une isométrie est una similitude de rapport 1k1

¥ Construction de 'image d'un point par une similitude
AB_B'C_ CA
AR VRGO

‘M étant un point quelcongue du plan, construisons son image par la similitude S qui applique

ABL et A'B'C’ sont deux triangles tels que ;

A sur A, B sur B et C sur C%

* Construire le point B* de [A'R’)
tel que A'E™ = AB et le point C” de
[A'C') tels que A'C" = AC.

* Justifier que ABC et A'B"C”
déterminent une isométrie 1.

* Justifier que A'B'C’' est 'image
de AB"C” par une homothétie k.
* Construire M", image de M par i
puis M', image de M" par h.

= Justifier que M' = § [M).

i

www.biblio-sciences.org

C'A

=) -
A A A Al
B B" B" B’
R
M M M M

B Ex CICICOS Bt s i A ot

2,0  Onconsidire le triangle ABC rectangle an A tel
que: AB=3 BC=5etCA =4,
H est le projeté orthogonal de A sur (BC) et K

le milieu de [AH].

a) Démontrer que les triangles ABC et AHC

sonl semblables,

b} Déterminer 1'image de ¥ par la similitude 5

telle que :

5{A) = H, 5(C) = C et 5(B] = A.
¢} Construlre I'image du triangle AHB par cette

gimnilitude.

d} Calculer la rapport de cette similitude et
'gire du triangle AHC,

2.2, Exemples de composition de similitudes

On peut démonirer que la composée de deux similitudes est une similitude.

On donne le triangle ABC et le point O.
b, est 'homothétie de centre O et de rapport 3

h, est I'homothétie de méme centre O et ile_r:_z_ppurt - -;—

Compeosition de deux homothéties de méme centre

Construisons I'image X'B'C’ du triangle ABC par hyoh,.

C C

* Trouver une transformation du plan qui applique A sur A’, B sur B' et C sur C'.

990 Transformations du plan
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‘Pre "FnF"l"
anmw&ﬂndemhﬁuﬁthéﬂegﬂnmﬁmémﬂnt de rapports k, ntk,lmtl'hnmnﬂ:ﬁﬁuie
centre O et de rapport k. k,. ¥ e

) émonstration

hy est 'homothétie de centre O et de rapport k, et h, 'homothétie de méme centre O et de rapport k.
La composée hyeh, de ces dewx transformations du plan est une transformation du plan.

M est un point quelconque du plan.

anuue h, (M) = h’l.lﬂth (M) = M’

Ona: UMi—jh: DM ot OM’ = ﬁ:zIEIM _ :
D'oti: OM’ = ke, OM

En conclusion, la transformation h,ch, associe & tout point M le point M’ tel que : OM’ = ktklﬂﬁ :
c'est 'homothétie de centre O et de rapport kk,.

Vérifions que : hyoh, = hoh,.

suRsmen Composifion d'une homothétie et d"une truns!nhon
On ﬂunnulalrmngleﬁﬂt.,fupulmﬂetlewnteuru LT Fea g
hest] hﬂmuthét}e de cenire 0 et de rapport 1,75 et t la translation ._[Ev.p“tﬂur u.* = G

Eﬂnstrmsuns l'image A'B ’E’ du triangle ABC par Construisons l'hnaga ﬁ"ﬂ"ﬂ" du u-iangl&u.ﬁ]iﬂ‘
of. par fohi, :

3 Thil 5
* Trouver une transformation du plan qui applique | # Trouver une transformation du plan qui applique
A sur A, B sur B’ et C sur C. A sur A", B sur B" et C sur C".

La composée d"nnchnmnthﬂh -rkhthna;t mnnlk -lﬂ“unmtt.‘mqhﬂm ﬂﬂtﬂgnehumh&ﬁa &h *
rapport k. . k|

) émonstration guidée

h est ’homothétie de centre O et de rapport k et t la translation de vecteur &,
Les composées hot et tah sont des transformations du plan.

M est un point quelconque du plan.

B Efude de he! | W Etude de toh

On pose . HM) = M, et h(M,) = M". . On pose : hiM) = M, et t{M,) = M".
Ona: MM, = & et OM = kOM,. | Ona:OM, =kOMet MM = 7.

« Rechercher un point inveriant par hot . * Rechercher un point invariant par [-h

Supposer qu'un tel point existe et poser K, = t(K) | Supposer qu'un tel point existe et poser K, = h(K}

Exprimer OK en fonction de i Exprimer OK en fonction de &

1 1--—1-_L T | F .._'-gk -k
On obtient : OK = = L. Cn obtient : OK i—% %

Transformations du plan 221
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* Démontrer que h.t est une homothétie * Démontrer que toh est une homothétie

Eﬁ-tantlapninttaiqua:ﬁf(=1j+kﬁ . “F&tmunpuh:ttﬂlqua ﬁ*K-—-—-i."

justifier que : KM’ = kKM C justifier que : KM’ = kKM

« Conclore * Conclare

het associe & tﬂut_Pulut M le point M’ tel que : t=h associe & tuut_PuintMll puint M’ tel que :
KM = kKM ; KM = kKM ; 2

c'ﬁstdﬁncl']mmuﬂﬂtiedum’imliatdamppﬂrtk. c'est donc I'homothétie de centre K et de rapport k.

umm=mmm Décomposition d'une homothétie. |
ﬂnﬂﬂnnﬂ le*;mmt O et 'homothétie ]l de centre K. EI"I!H IEPE Tt 2 _.'
H‘uusmms, quﬂ hmmpwén d_‘;me tgﬁnslatlml par ]'hnmbﬂlﬁ'_l__l&' i
une homothétie derapport 28.
Pmﬂ-nﬁ l:l.'ul!‘li"m' un&trlnslahuﬁ ftellﬂ I;[I.IE ".ftllﬂﬁ‘“‘i' e as ”: o

Sml M un p-uint qualccrnqua
On pose : M' = h(M), K' = (K] et M, = h'(M). o
h h* t y

s £ £

K -
K K i K K T
M‘M‘ M‘M.‘ M,lm- /V
K
i ' M,

t est la translation qui applique K’ sur K.
« Justifier que M, M’ = K'K.

Plus généralement, on démontre la propriété suivante ;

’JMGE €T CICOS BHr i o i o o A o o e

2.b  On considire 12 carré ABCD de centre de symétrie O. 2 M A
M, N, P et () sont les milieux respactifs des cétés [AB], [BC], (CD] et [DA].
— Démontrer que les triangles ABC et DOC sont semblables.
— Trouver une homothétia h de centre C et une rotation r de méme centre
C telles que flA) =D, fiB) = D at fIC) = C sachant que f= her.
— Construire 'image du carré ABCD par cette similitude her,
— Caleuler le rapport de cette similituda.

222 Transtormations du plan
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—3.1. Démonstration de propriétés

enmmsmE Exemple |
‘Onconsidire Lo trapéze ABCD tol que (AB) /(CD) ; on désigns par K le point d'intérsectian dés dees
Démontrons que le milieu de [AB], le milieu de [GD] et le point K sont alignd S bl e T T
ety WU e e e v S Pl e U L T o s e B g W e T et
Donndes Conclusion K
ABCD est un trapéze K, M et N sont alignds
K est le point d'intersection de [AD) et (BC)
M est le milieu de [AB] o B
N est le milien de [DC] ¥ \
: : / -

Démonstration D* o c

A, B, D et C sont quatrs points tels que (AB] // [DC) 6t AR = D
1l existe donc une homothétie h el une seuls qui transforme A en D et B en C.

h
Le centre de cette homothétie est K, le point d’intersection des droites [ATD] et [BC). %
Limage du milieu de [AB] est le milieu du segment image de [AB], c'est-a-dire le K K
milieu de [CD]. A D
M N —:

Puisqu'un peint, son image par une homothétie et le centre de cotte homothétie sont
alignés, on a ainsi démortrd 'alipnement des points K, M et N.

mEmm Exemple 2

‘Onconsidére un triangle quelconque ABC. Sur los cotés [AB, (5G] et [CA,exiérieurement, on construil
les triangles équilatéraux ABCY, BCA'etCAB, il Sk TS O e ot
Démontrons que AA" = BB’ = CC e iy i ! Sk : i T
Données Conclusion

ABC est un triangle ; AA'=BB' =CC". ,,
ABC’ est un triangle équilatéral ;
BCA’ est un triangle équilatéral ;
CAB' est un triangle équilatéral,

Weémonstration h
Congidérons la rotation r de centre A et d’angle orienté [AC’, AB).

Par r, B est 'image de C' et B' est I'image de C. A A
[BB'] est donc I"image de [CC']. :

On en déduit que BB’ = CC', LT [ C B ]
La rotation de centre B et d’angle orienté (BC' BA) permet de démontrer que CC' = AA'. L C B'

W"’J{EE xercices o o o o

3.0  Démontrer que dans un triangle, I'orthocentre, 3b  Les triangles ABC et DEF sont équilatéraux et
le centre de gravité et le centre du cercle cir suparposables. Démontrer que les médiatrices
conscrit sont alignés. des segments [AD], [BE] et [CF] sont parallales

oU Concourantes.

Transformations du olan 223
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—3.2.. Construction de figures

EEMBSEN Exemple | : Figure auxiliire safisfaisant @ toutes les condifions sauf une

On donne le triangle ABC. _ A
Construisons un carré MNPQ tel que :

ME[AB)= o T (1)

N & (AC) (2)

(PQ) =(BC2 i (3) . o C

m Recherche d'une démarche -
Construire un carré qui satisfait a 2 des 3 conditions est simple ; on peut trouver une infinité de solutions.
Le probléme consiste alors & trouver, parmi ces carrés, celui ou ceux qui satisfont & la 3* condition.
Construisons d'abord un carré EFGH qui satisfait f

aux conditions (1) et (3) : E € (AB) et (GH) = (BC) )

f est une homothétie de centre B. E
1/image de E, point de (AB), est un point E’ de [AB). E

Les images de G et H, points de (BC), sont des (BA)
poinls G' et H' de (BC). gl
Toute homothétie de centre B donne pour image \L G
du carré EFGH un carré qui satisfail aux conditions (BC)
(1) et (3).
Parmi ces homothéties, il suffit alors de choisir
celles qui donnent pour image de EFGH un carré
qui satisfait aux 3 conditions de 'énoncé.

Construction ;
Sur la droite (AB), marquer un point E distinct de k
i

I i e

Tracer la perpendiculaire 3 (BC) qui passe par E.
On désigne par H le point d'intersection de cette
droite avec (BC).

Sur (BC), placer un point G tel que GH = EH.
Construire le carré EFGH dont on connait les som-
mets E, Hel G.

On désigne par N le point d'intersection de (BF)
avec [AC).

Construire le carré MNPO, image de EFGH par
I'homothétie de centre B qui applique F sur N.

m o =
o B - B0 A

On montre que MNPQ) est un carré qui satisfait aux conditions (1) (2] et (3] de I'énoncé.
Selon le probléme posé, il est demandé de trouver une selution, il n’est pas précisé qu'il faille les trou-

ver toutes : la méthede utilisée pour construire une solution montre qu'il est toujours possible d’en trou-
VEL AU Moins une,

M ' Dans vertains problémes de construction, on peut utiliser une figure auxiliaire qui satisfait &
toutes les conditions du probléme sauf une. , '
_ On choisit alors une transformation du plan qui applique la figure auxiliaire sur une figure

qui satisfait & toutes les conditions du probléme. '

EE"" Transfarmatione Ay mlan
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swmmms Exemple 2 : Images de supports

ST

R G o T T L e WP T e e L - il

e e L)

) J

¥ Recherche d’une démarche
Réalisons une esquisse d'une figure solution.

Considérons la rolation r de centre A st d’angle

orienté [EE. ﬁ_ﬁ] 2t construisons 1'image de 1'es-
quisse par celte rotation

(4",) est I'image de (4,) par r.

On peut remarquer que D est le point d'intersec-
tion de [A,) et (A',).

En effet, D est I'image par r de B, point de (4,) ;
D appartient denc & 'image de (4, ).

B Construction
* Construire 'image (A",) de (A,) par la rotation de
centre A et d'angle orfenté (-'%;l

On désigne par D le point d'intersection de (A,) et
(4%).
* Construire le carré direct ABCD,

B Synthése :
On justifie que le carré ABCD ainsi construil satis-
fait aux conditions de I"énoncé.

?-'"JME xercices il

3.c  On donne le triangle ABC. Construire un tri- 3.d On donne ls cerde (‘6) de diamatre [XY] et
angle équilatéral PQR tel que : deux points A et B tels que AB < XY.
P € [BC). Q € [CA] et R € [AR]. Gun:mﬂradupuintaPntﬂt&l:qua:

PE(€), Q= (%) at PO = AB.

Transformations du olan 225
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..3.3. Recherche de lieux géométriques

smn=ms Exemple 1

On dﬂnuelepmutﬂ et le cercle (€) de centre O et
de rayon r.

P étant un point 3 [‘E], on désigne par M le milieu
du segment [AP].

Recherchons le lieu géométrique du point M
lorsque P décrit le cercle (%), '

W Analyse 1
Considérons 'homothétie h de centre A et de rapport -

Désignons par (€°) I'image du cercle [€) par cette hnmnﬂlétic. A A
Lorsque P décrit le cercle (%), son image M décrit I'image de (€] par h.

B Construction

0’ le milieu de [OA].

Construire le cercle (%€°) de centre O et de rayon _rf
C'est l'image de (€] par 'homothétie h.

B Synthése
On démontre que le cercle (€') ainsi construit est bien
le lieu géométrique recherché en justifiant que :

- P étant un point quelcongue du cercle (€], le milieu du segment [AP] appartient au cercle [€) ;
— M étant un point quelcongue du cercle (%€'), il est le milieu d'un segment dont une extrémité est A et
'autre extrémité, un point du cercle (€).

mmms Exemple 2

On donne le cercle (€) de centre O, de rayon r et un point A de ce [:EI‘I:IE

B désagnant un point de [€), distinct de A, on construit le carré mﬂ.u'e::t
ABCM.

Recherchons le lien géométrique du point M lorsque B décrit Ie cercle (€).

m Analyse 4
Considérons la rotation r de centre A et d'angle droit indirect.
Lorsque B décrit le cercle (), son image M décrit le cercle (€], image da (€) par r.

A A
B Construction B W
Construire |'image 0" de O par la rotation r de I: :|
centre A et d'angle droit indirect. o (*€) (€'

Construire le cercle (%€') de centre O et de rayon r.
C'est I'image de (*€) par la rotation r.

m Synthése
On démontre que le cercle (€°) ainsi construit est bien le lisu géométrique recherché en justifiant que :
— B étant un point quelcongque du cercle (€], le sommet M du carré indirect ABCM appartient & (%)
— M étant un point quelcongque du cercle (€°), le sommet B du carré indirect ABCM appartient a (%6).

%ﬂE X CTCICOS Bt o i o A o A

3.  On donne le cercle [€) et deux points A et B extérieurs A (€).
C étant un point qualconque de (€], on désigne par D le point tel que ABCD est un parallélogramme.
Trouver le lieu géométrique du point D lorsque le point C décrit le cercle (%€).

2826 Transformations du plan
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—-3.4. Configurations et transformations du plan

Configurationy * Hlustrations Transformations du plan associges

- une symétrie orthogonale

— une rotalion

Triangle isocéle !

— des syméiries orthogonales

Triangle équilatéral - des rotations
— — des translations
Parallélogramme - \\ ghae il — une symétrie centrale
..s-r"’""ff—# \
4 —
g — tles symétries orthogonales
Rectangle 8 o — des translations
1 — une symeétrie centrale
\ - des symétries orthogonales
Losange =L 1 3 — des translations
H"“"-“ | — une symétrie centrale
e Y [" ~ des symétries orthogonales
v | ™ —ies translations
Carré T 1 - une symétrie centrale
y /| —des homothéties
- des rotations
; - des homothéties
Trapéze
5 T i
: ol ~ une symeétrie orthogonale
Trapéze isocile — des homothéties
— des symétries orthogonales
Cercle - une symeirie centrale
— des rotations
i — des symélries orthogonales
Polygone régulier = une symeirie centrale [si n est pair)

~ des rotations

Transformations du plnngg-;
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77

AN

o

T ranslation, symétrie, rotation

Hulalfion

1 La rotation r est donnés par son centre O, un
peint A et son image A'.
B est un point de €(0,0A) et C un point de [OA]
Construire les images de B et de C ; justifier.

e On donne les points A ot B. Construire les
centres des rotations r, et r; qui appliquent A sur B et

d'angles orientés respectifs () et (5 )-

3 On donne deux droites paralléles (D] et (D) et
un point 0. r est la rotation de centre O et d'angle
orients (3).

Construire un paint M de (D] dont l'image M’ par la
rotation r, appartient & la droite {D').

4 On donne un triangle ABC. (I0,) est la médiatri-
ce de [BC] et (D,) la médiatrice de [AC].
5, est la symétrie orthogonale d'axe [D,) et 5, calle
d'axe (,). Construire 'image A'B'C’ du triangle ABC
-par I'isométria 5,-5,.

woo| A

(Dgl

B /"f-l C
Démontrer que les points A, &', B, B', C et ' appar-
tiennent & un méme cercle.

Cuelle est la nature du triangle ABC pour que I'isomé-
trie 5,¢5, soit une symétrie centrale 7

5 ABCD est un quadrilatire quelconque.
S Sp 6t 8, sont les symétries centrales de centres res-
pectifs A, B et (. Déterminer I'image du sommet D par

l'isométrie 5,555,

¢ ABC est un triangle équilatéral.
(D,). (D;) et (D,) sont les A
mitdiatrices respectivement
de [BC), [CAl et [AB].
5,. §, et S, sont les symétries (L) (De
orthogonales d'axes respectifs
(D, ), (D) et (D).
Démontrer que 'isométrie i
§,25,5, est une symétrie  © ol
orthogonale. Préciser son axe.

7 ABC est un triangle rectangle en A.
A', B et C' sont les milieux respectivement de [BCL
[CA] et [AB].
Trouver une translation f telle que : S;, o5, = £aS ey

Rgaﬁansfnmum du plan

Z Ex erc i ces

e

' Translatiun, symétrie, rota-
tion, homothétie

8 (L,) et (L) sont deux droites sécantes en B, non
perpendiculaires. A est un point de (L,) et D un point
de (L,) tous deux distincts de B. La perpendiculaire &
(L) passant par A coupe (L,) en C, la perpendiculaire
a (L,) passant par D coupe [L,) en E.

1. Démontrer que les triangles ABC et DBE sont sem-
blables.

2, fest la similitude qui applique A sur D, Bsur Bet C
sur E. i

(A] est 1a hissectrice de 1"angle ABC.

A' et C' sont les symétriques respectifs de A et de C par
rapport & [4).

Démontrer qu'il existe une homothétie de centre B gui
applique A’ sur D. Notons h cette homothétie.

3. 5, désignant la symétrie orhogonale d'axe (4],
démontrer que heS, = F

4. Construire I'image per f du iangle DBE.

U tilisation des transforma-
tions du plan

IMmonstratien de propridtes

9 On considire deux cercles (%€) et (€') tangents
au point . _ :
Par P, on trace deux droites (D,) et (D,} qui recoupent
(*€) et [%€°]. On pose :

A, : point d'intersection de (D,) avec (€]

B, :point d'intersection de (0] avec (€

A, : point d'intersection de (D) avec (&)

B, : point d'intersection de {0,) avec (%)

Démontrer que les droites (A, A,) et (B,B,) sont paral-
leles. €] %

‘. (D)

10 (On considére un trapéze ABCD tel que (AB)
est paralléle 4 (CD). On désigne par P un point du chité
[AD] et par Q le point d'intersection de (BC) avec la
paralltle & (PB) passant par D.

Démontrer que (AQ) est parallale a [PC).
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1 on donne trois cercles (€,), (4,), (¥7) de
Einggﬂ respectifs 0, 0, , O et de rayons respectifs R,
On suppose O, O, , 0" distincts el non alignés et R,,
R, , R distincts,

K 131_ L, sont les cemtres respectifs daa ‘homothéties hy
Et i’y de rapports respectifs (R"/R,) et - (R"/R,) qu1
appllquﬂut (%€, sur {(%€").

K, et L, sont h:s centres respectifs des homothéties b,
et ', de rapports respectifs (R"/R,] et = (R"/R,) qui
appliquent (%, ) sur (")

K" et " sont les centres respectifs des homothéties h”
et h™ de rapports respectifs (R,/R,) et — (RJ/R,) qui
appliquent (%€, ) sur (%,).

Némontrer que les points K, | K, , K” sont alignés.

12 Dans le quadrilatire ABCD, la disgonale (AC)
coupe la parallale & (BC) comprenant I en P ; la diago-
nale (BD) coupe la paralléle & (AD) comprenant C en (.
Démontrer que (PQ) et (AB] sont paralldles

13 Dans le triangle ABC, A, B’ et C' sont les
milieux respectifs des citds [BC), [AC] et [AR].
La paralléle & (CC") en B' coupe (BC) en I); la paralléle
4 (BB") en D coupe en E la paralléle 4 (B'D) en B.
Démontrer que les points A", C’ et E sont alignés.
Démontrer que : BE = AA

Conslruction de figures

18 0On donne deux droites parallales (D), ([0,) et
un point A.

o LT
e e R (@)
e S SR S

Construire un cercle tangent anx deux droites (D)) et
(D) st passant par le point A,

15 On donne deux droites sécantes (0,), (D) et
un point P n'appartenant ni 4 (D,) ni & (D).

Xﬁs}

Construire les points B et C tels que B € (D,), C € (D,)
et P soit le milieu de [BC.

186 On donne trois droites concourantes (D,}. (D,)
et (D). Construire un triangle ABC dont les médianes
sont [D ) (D,) et (D).

1T On donne deux droites sécantes (D], (10,] et
un point A n‘appartenant ni & (D,) ni 4 (D,].

o =4
-‘_H-'_'—‘—-—_ i R e I:D-I}

©g)
Construire un cercle [€) tangent & ([0, ), tangent a (D) et
passant par A.

18 oo congidére un demi-cercle [€) de diamétre
[AB]. Construire un carné MNP tel que :
M & [C), N € [C) et {PQ] = [AB).

1® On donne une deoita (D), un cercle {€) et un
point A.

Aw
(6)

(o

Construire un triangle équilatéral ABC tel que:
B < (D) et G ().

20 On donne un cercle (€], une droite-[D) el un
point L

(D3
(&)

Construire un segment [AB] tel que A € (¥), B € (D) et
I snit e milisu de [AR].

21 Inscrire un triangle équilstéral dans un tri-
angle quelcongue donné.

22 On considire un triangle ABC,
Construire un triangle équilatéral PQR tel que :
P € |[BC], Q € [AC]. R € [AB] et (QR) // (BC).

23 00 donne 18 cercle (%), la droite (D).
A est un point de (€).

0 e

Construire un cercle tangent & (%) en A el tangent & [EI;]I-

24 Construire un triangle ABC connaissant la
mesure b du cité [AC], la mesure ¢ du cdlé [AB], la
mesure m, de la médiane passant par A.

€5 oo donne un cercle (€] et un point P inlérieur
i ce cercle. Construire une corde de [%€) telle que P soit
au fiers de cette corde.

26 Ondonneun point O, une droite (D) qui passe
par O, deux cercles de centre O, () de rayon 2 et [(€)’
de ravon 4.

Construire un segment [AB] tel que :
AB =13, [AB]) // {D), A € (€) et B & (¥€).

27 On donne un cercle (€), une droite (D) et un
point I. Construire un segment [AB] tel que :
A [€), B € [D] et 1 soit le milieu de [AB].

{5
\ Q (€3
Ii

Transformations du plan 990
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ltecharche de lioox gdomeétriguas

i8 On donne une A
droite [L) et un point A.
On considére un lusange :
ABCD de zens direct, tel o
que AE =BD st B € (L).
Quel est le lisu géomé-
trique du point C lorsque
le }puin.t B décrit la droite
(L) #

% On donne un cercls (€) ¢t un point A n'ap-
partenant pas & [%€).

Aow : = P

(€}
P désignant un point de (%), quel est lo lieu géomé-

trique du milieu 1 de [AP] lorsque le point P décrit le
cercle (‘€) ¥

230 Transformations du plan

30 o, donne le cercle 5]
(*€) et un point A de ().
B désignant un point de (%)
distinct de A, on construit un
carré ABCD. C
Quel est le lien géométrique
du centre O de ce carré B
lorsque B décrit le cercle (€) 7

A )

31 On donmne une droite (A) et deux points A et B
n'appartenant pas & cette droite.

.--""'_'-._.-.-'J

LA}
M
— D

’ﬁ"r
1. D désignant un point de (A), quel est lo lieu géomé-
trique du symétrique A’ de A par rapport & D lorsque D
décrit (a) 7
2. Quel est le lieu géométrique du milieu M du segment
[A'B] lorsque D décrit (A) 7
3. P désignant le point commun aux droites joignant A’
au milieu de [AB] et joignant.B au milien de [AA'], quel
est le lieu géométrique de P lorsque D décrit (A) 7
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‘ .Orthogonalite‘;
dans I'espace

x XVI® et XVIF sidcles, deux lypes de géométrie prennent leur essor :

— la géoméirie analytique avec René DESCARTES (1576 - 15650)

~ Iz géoméirie projective avec Girard DESARGUES (1593 - 1662)
La géométrie projective est introduite par les artistes de la Renaissance pour repré-
senfer des objefs & portir des régles de la perspeciive. Cetle géoméirie a longtemps
été éclipsée par les brillants progrés de la géométrie analytique.

. Au XVIIF siécle, Gaspard MONGE (1746 - 1818), suivi d'aulres mathématiciens,

remet o géométrie projective & I'honneur en ulilisant des méthedes analytiques. If
crée la géoméirie descriptive en sysiématisant et en posant de nouveoux fonde-
ments du dessin architectural

et

TS

| ‘
s 7 W e ;
R LE Y FEL L ; ; e - ;',
i ;fﬂi__ﬂirﬂ!lf! ﬂil W

23 '

Auvjourd*hui, gréce a l'art et a lo science de nos archilectes ef d Faide d'ordina-
teurs, des édifices beaux ef grandioses sont réalisés dans les grandes villes
d'Afrique et de I'Océon Indien, comme en Emoigne lo magnifique basiligue
MNOTRE-DAME DE LA PAIX 6 Yomoussoukro {Céte-d'ivoire).

1. Orthogonalité dans Mespace 939
2. Projections orthogonales 239
3. Vecteurs et configurations de I'espace 249

Orthogonalité dans 'espace 231
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Orthogonalité dans l'espace .

—1.1. Droites orthogonales

mszmmse Définition
On veut étendre aux droites del espace la notion de droites perpendiculaires.

ABCDEFGH est un pavé droit.
/ G Considérons les droites (EH) et [BF).

* Par chaque sommet du pavé droit, tracer la droite paralléle &

E (EH) et la droite paralléle & (BF).
/ ' F Justifier que ces droites sont perpendiculaires.

: * Tracer en couleur des droites parallales & (FB).

________ On dit que ces droites appartiennent i la direction de (FB).
7 C = Tracer en noir des droites appartenant 4 la direction de (EH),
A B Deux droites, I'une appartenant 4 la direction de (EH), 'autre & la
direction de (BF), sont dites orthogonales.

* Nommer deux droites orthogonales, chaque droite contenant une aréte du pavé droit.

Définition
ﬂn l:l:lt qi:e deux droites ﬂ]} et (L) sont m-l'.ﬁngunﬂ.i‘m Inn;qua les ﬁmtﬁ Parﬂllélu aD)eta iI.l Ilqs—
‘sant par un méme p-tri:llt sont p&rpundinﬂ]n.iiﬁ

(L .Lursque les droites (D] et {L} sont orthogonales,
on dit aussi que (D) est orthogonale & (L),
ou que (L) est orthogonale a (D)

On note : (D) L (L)

Remarque
— Deux droites orthogonales ne sont pas forcément sécantes.
- Deux droites perpendicwtaires Yont orthogonales.

Par exemple, dans le pavé droit ABCDEFGH, les droites (AE) et (FG) sont erthogonales et non sécantes,
les droiles (EF) et (FB) sont perpendiculaires en F done orthogonales et sécantes.

EESEEEN Propriete
On peut démantrer la propriété suivante, c'est une conséquence de la définition,
Proprieté
- Si deux droites sont orthogonales, alors toute droite paralléle i I'une est orthogonale & I'
Autre formulation ;
~ 8i deux droiles sont paralléles, alors toute droite orthogonale a P'une est orthogenale 4 'autre.

(D), () &t (A) sont des (D7) /(D)
droites contenant des et } =5 {A) L (D)
arétes du pavé droit. [A) L (D)
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Remarque
Il n’est pas permis d'étendre & Pespace toutes les propriétés d'orthogonalité vues dans le plan.
Par exemple : .
Dans le plon,
(L

Dans Vespace,
deux droites orthogonales & une
méme troisieme peuvent Btre

deux droites orthogo- .
nales & une méme troi- H

siéme sont paralléles.
(L) L (D7) '

i—— if L’_

I_J

sécantes, paralléles ou non
; E ‘\\ . coplanaires.

) ot = (D7) // (D) S BCDEFGH étant un pavé droit,

e L)L D) R )

g (GC] L (HE) et (AB) L (HE),
cependant, [GC) et [AB] ne sont
pas paraliéles.

mmmm=mm  Exemple

ABCDEFGH est un cube, Démontrons que les droites (AH) et (FC) sont orthogonales.

ABCDEFGH est un cube. Les droites [AB) et {GH) sont paralléles
et distinctes ; elles déterminent done le plan (ABG).

Dans le plan (ABG), (GH) // (AB) et GH = AB.

ABGH wst donc un parallélogramme, d'vi [AH) // [BG).

Dans la plan (BCG), les diagonales [CF] et [BG] du carré BOGF ont
des supports perpendiculaires : done (BG) L [CF).

On a (AH) // (BG) et (BG) 1 (CF), donc (AH) L (CF).

%E YOI CIC RS T s b s R I o o e

l.a ABCDEFGH est un cube. I, J, K et L sont les

milieux respectifs des segments [BCl, [CD],
[GH] et [HE]. Démontrer que les droites (I7) et
(KL) sont arthogonales. (Un pourra considérer
le milieu de [FG] et dessiner dans un plan la

1.b  On donne deux points A et B appartenant & un
plan (%), et une droite (D) sécante a [P) en A

Construire une droite de (] passant par B et
vrihogonale & {D).

figure du plan (IJK] et celle du plan (EFG).)

_..1.2. Droites et plans orthogonaux

exsmmm  Péfinition et propriétés

Om a vu en classe de Quatritme quune droite perpendiculaire & un plan est une droite perpendic: iaioe
i deux droites sécanles de ce plan.
On se propose de préciser cette notion et de compléter son Studea.

th |

s On donneé le cube ABCDEFGH de colé 8 cm.
G 1 est le milieu de [AC].

Considérons la droite (L) contenant I'aréte [ED].
On veut démontrer que la droite (L) est orthogonale &

E /I. “‘ : toute droite du plan [(?) de la base ABCD.
I‘. 'H‘ On a: (L) L (AD) et (L) 1 (CD).
I =/t i+ Démontrer que (L] L (D). Pour cela :
— Y - —galguler DI2 dans ADI, et HI* dans ACH.
e - T e — dessiner ADI el ACH en dimensions réelles.
.l P
--""'E" P [A) est-une droite passant par D et coupant (AC) en M.
Ly ! o

« Démontrer que (L) L (A). Pour cela :

; _ calculer HM? dans HIM, DM? dans DHM et dans DIM.
' ~ en déduire que : HM? = DM?® + HD?.

Orthogonalité dans l'espace233
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(A') est la droite paralldle & (AC) qui passe par D, [A") est une droite du plan () ne passant pas par D,
* Démontrer que (L) L [A"). ] * Démantrer que (L) L (A").
Pour cels - Pour cala :
— justifier que (AC) L [CC) : ' | — “easiddrer la droite paralléle & (A" qui passe
= en déduire que (AC) L (L) et que (L) L (A"). par D

b
~ utiliser les résultats précédents.
Dong, la droite (L) est orthogonale & toute droite du plan ().

On démontre et nous admettrons Ia propriété fondamentale suivante.

5i une droite [A) est orthogonale A deux droites sécantes d'un plan (%], alors aﬂn'ut urthogmﬂaaﬁﬁ _
ce plan.

On dit alors que la droite (4) et lo plan () sont orthogonaux. ' A
On dit aussi que () est orthogonal a (D)
ol ue (D) est orthogonale & (3),

Onnote: (@)L (D)
ou encore : (D] L (2#)

(D) et (L) sont deux droites sécantes du plan (%), (A) 1 (D) et {A) L (L) = (&) L ()

* A I'side des sommets du pavé droit ABCDEFGH, nommer un plan orthogonal & la droite [AE) ;
nomuner des droites orthogonales 4 la droile (AE).

Les deux propriétés suivantes assurent I'unicité dans des configurations d’orthogonalité, Elles sont sou-

vent utilisées dans la synthise d'un probléme de construction ou dans un raisonnement par 'absurde
dans une démonstration.

Un peut démontrer cetta propriéte.

11 existe une droite et une seule passant parun Il existe un plan et un seul passant par un point
point donné et arthogonale & un plan donné. donné et orthogonal i une droite donnée.

KD)
AE [ 2
(@} L (D) A

(%)

A € (D)
(D) L (@)
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amemmam  CXemples

ABCDEFGH est un pavé drait, Démonlrons que la droite (CG) et le plan (FGH]) sont orthogonaux et que
les droites (HF) et (CG) sont orthogonales.

(CG) edst orthogonale aux droites sécantes (FG) et M
[GH), donc (CG] est orthogonale au plan (FGH). ¥ ['1
Par conséquent, E/}f ! -_Hfr"f’/l

(CG) est orthogonale 4 touta droite du plan (FGH), - N, i
Or, (FH) est une droite de [FGH), .f""'f T
donc (GC) est orthogonale & (FH)e A B

ABC étant un triangle, donner un programme de construchon du plan (&) passant par A et orthogonal
& la droite (BC).

Analyse Esquisse de la figure
Désignons par H le point d'intersection de la droi-
ta (BC) et du plan (@), -

(AH) est & la fois une droite du plan (ABC) et du
plan (#). Etant orthogonals & toute droite du plan
(2], la droite (BC) est orthogonals, donc perpendi-
culaire en H, a [AH).

Toute droite perpendiculaire & la droile (BC) et
passant par le point 17 est contenue dans (%),

Le plan [#] cherché est déterminé par (AH) et par
une droite (L), perpendiculaire en H a (BC).
Programme de construction

— Tracer la hauteur (AH) du triangle ABC,

—Fams un plan contenant la droite (BC) mais pas le point A, mener une droite (L) perpendiculaire en H
a (BC).

Le plan (P) est déterminé par les droites (AH) et (L), :
Synthése

Le plan [?) est I'unique plan passant par A et orthogonal a (BC).

ABC est un triangle, (D) la droite passant par A et orthogonale au plan [ABC) et D un point de
(D) distinet de A. .

Donner un programme de construction de la droite (L) passant par A et orthogonale au plan (BCD).-

Analyse

— Désignons par K le point d'intersection de la
droite (L) et du plan (BCD) et par X le point d'in-
tersection de (DK) et (BC).

On a : (AK) L(BCD) et (BC) C (BCD)

Par conséquent : (AK) L (BC).

Le plan (ADX) contenant deux droites sécantes
orthogonales & (BEC) est donc orthogonal a (BC).

La droite (AX), contenue dans ce plan est done
orthogonale & (BC).

Dans le triangle ABC, [AX] est donc une hauteur et
dans le triangle ADX, [AK] est une hauteur.

Programme de construction

— Dans le triangle ABC, construire la hauteur [AX].
— Dans le triangle ADX, construire la hauteur [AK].
(AK) est la droile cherchée. _
(Elle est orthogonale & (DX) par construction et a (BC) car (BC) et (ADX] sont orthogonaux et (DX) C (ADX])
Synthése

(AK) est l'unique droite passant par A et orthogonale au plan (BCD).

Orthogonaiité dans 'espace 235
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smmmmm Orthogonalité et parallélisme
Un peut démonirer les propriétés suivantes :

@ Si deux plans sont paralléles, alors toute @ Si deux droites sont paralliles, alors tout
droite orthogonale 4 I'un est orthogonale a ' plan orthogonal & 1'une est orthogonal i |'autre.
Tautre.

autre formulation auire formulation
5i une droite est orthogonale 4 un plan, alors - 5i une droite est erthogonale i un plan, alors
tout plan paralléle i ce plan est orthogonal &  toute droite paralléle a cette droile est orthogo-

cette draoite. ~nale & ce plan,
~

@) /1 (@) / | (D) // (D)

(D) L (@) e D (#) L (D)

D) L (@) | | : (2] L (D)

ol

© Si deux plans sont orthogonaux 4 une méme | €@ Si deux droites sont orthogonales 4 un méme
droite, alors ils sont paralléles. - plan alors elles sont paralléles.

* Pour chacune de ces propriétés, donner une traduction mathématique sous forme d'implication, en uti-
lisant les légendes de leurs illustrations.

B Activité

ABCDEF est un cube, 1, J, K, L, M, N sont les milicux respectifs de £
[AB], [BCI, [CG], [GHI, [HE] et [EA]. .

' On veut démontrer qna les plans (TJK) et .{H.EE] sont paralléles et |
qu'ils sont perpendiculaires a la droite (DF).

On pourra démontrer que :

= [JKLMN est un hexagone régulier (IJLM et [KMN sont des reclangles).

— BEC est un triangle équilatéral, les plans (BEG) et (ABC) sa coupent suivant la droite [A) parallile & (I]).
~ (OOF} est perpendiculaire en S au plan [BEG), S étant I'orthocentre de BEC.

- (DF] est perpendiculaire en O au plan (ITK}, O étant le centre du cube.

e E xercices zszzs Ay o o o o e ot S

1. On donne le cube ABCDEFGH, Démontrer que Démontrer que la droite (AC) et le plan (BDS)
pour tout point M da (D), le triangle AME est sont orthogonau.
rectangle en A.
L. J et K sont les milieux respectifs de [AR], [EF]

et [FG). Montrer que le triangle [JK est rec- le ULt gun ne pyramide régulidre

SABC & base triangulaire ABC, les droites

tangle en J. contenant deux ar&les apposées sont orthogo-
nales,
l.d SABCD est une pyramide régulidre 4 basa car- Pour cela, congidérer le milieu A" de [BC), et
rée ABCD. justifier que (BC) L (A'A) et (BC) L (A'S).

236 Orthogonalité dans l'espace
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—1.3. Plans perpendiculaires

Exszmms  Définition

MActivité
© (A)
— — ~— vant une droite (A) passant par A, A désignant le point
(L) d'intersection de (D) ot (2).
4 / A * (L) étant une droite perpendiculaire & (D) en A, démon-
o trer que : .
# (L) L (&) et (L) C ()
= Conclure.

On dit yue deux plans sont perpendiculaires lorsque I'in d'eux contient un

L2

Lorsque les plans (%) et (2) sont perpendiculaires,
on dit aussi que (%) est perpendiculaire & (2)
ou que (2) est perpendiculaire & (#).
On note (%) L (2)
(o) C (¥)
(D) L(2)
"Exemples
Dans un pavé droit, - Dans un pavé droit,
deux faces ayant une aréte «fSSSFi = | un plan contenant une aréte .
commune sont contenues commune & deux faces laté- T I
dans deux plans perpendicu- - = | rales est perpendiculaire aux | | —__——
laires, | plans des bases.

sunmmsm Exemple

ABCDS est une pyramide réguliére & base carrée ABCD,
Démontrons que les plans (BDS] et (ABC) sont perpendiculaires,
O est le centre du carré ABCD. [08] est donc la hauteur
de 1a pyramide rézulizre SABCD.

(OS] L (ABC).

Le plan [BDS) contient le point 5 et le milieu O de [BD],
donc la droite (0S5). Donc :

(BDS) L [ABC)
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Eemmmmy Activites

- — 81 deux plans sécants sont perpen-
. diculaires & un méme plan, alors leur
- droite d'intersection est nrthugunal& i

ce plan.

. — i deux plans sont perpendiculaires,
. alors tout plan parallle 4 1'un est per-
- pendiculaire & l'autre.

— 5i deux plans sont paralléles, alors
v tout plan perpendiculaire & 'un est
. perpendiculaire & 1'autre. '

1 =

=51 deux plans sont perpendiculaires,
. alors toute droite orthoponale 4 "un
- est paralléle & l'autre,
— 5i une droite et un plan sont ortho-
gonaux, alors tout plan paralléle & la
- droite est orthogonal au plan.

(%) L [2)

@)1 (9) }= D) L (@)
(@) A (3) = (D)

(@) L (2) ;

o0 @) 1= @1L@
(%) /7 (2] i

) 1 @) }.—4 (@) 1 (2]
(%) L (P) ;
03 1 153 };«»{D]H[?}
(D) 1 (&) )
D) 7 (@) §= @) L)

* Trouver des illustrations de ces propriétés dans le pavé droit ABCDEFGH.

WJ’E XETCICRS B o s i s e

. dans lg cu , demontrer que les -] ar o a di ale 1 cube
1. Dans le cube ABCDEFGH, dé 1 1.i  Leplan orthogonal & la disgonale (FD) du cub
plans (ACE) et (EDH) sont perpendiculaires. ABCDEFGH et passant par le point P de l'aréte
[HE] coupe les arétes [EA] en O, [AB] en R,
] ‘g .IEI.EEEFGH est un E'ﬂh’ﬂ [EE] o&n 5.. IGG] en T et lGH] en L.
Démontrer que les plans [(AED]) et {ﬁEG} soni Démontrer, par exemple, que (RS) L [BD] et
perpendiculaires, (RS) /f [AC).
i G [Or pourre éfudier la position relative des
/,/’ = plans (PRS] et {BDF)]
E : En déduire la position de P sur "aréte [HE]
pour que POQRSTU soit un hexagone régulisr,
D =
: ! L E H
A . B A i 5
1.h  ABCest un triangle, H son orthocentre. (A) est |
la droite orthegonale en H au plan [ABC) et D T e
un point de {A} différent de H, e '
Démontrer que les plans [ADI) et (BCD) sont g et

perpendiculaires. Faire une figure.
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—2.1.. Projection orthogonale sur un plan
snmemm Definition

(%) étant un plan,et M un pointe 'espace, il existe une droite unigue (D] passant par M et orthogona-
le & (). Cette droite est sécante 3 (P), on désigne par M’ leur point d'intersection. i chaque point M de

'espace, on peut donc associer ce point M' de (). On définit ainsi une application de I'espace dans le
plan (). .

hogonale sur (#), Uapplication de Pespace dans le plan (%) qui  chaque
section de (%) ot de la droite orthogonale & (#) passant par M,

[Igﬁ_ E:g}] M’ s’appelle le projeté orthogonal de
(M = (D) 1 (9) clll e

mazEmsm /Mages de figures simples

¥ Activits
On considére un pavé droit ARCDEFGH,
p est la projection arthogonale sur le plan (ABC).
On veut déterminer les images par p de parties de ce pavé droit.
* Trouver les projetés de A, B, E, F, G, H. b
* Trouver les images par p de [AE], [CF], [FG), [EC], [EG] et [EB].
« (EB) // (HC). Vérifier que les images de ces droites sont des droites paralléles. '
* (AB) // (CD). Trouver deux droites non parallzles dont les images respectives ppar p sont (AR) et (CD),
* Trouver les images par p de chacun des plans (EFG), (EBC), (EAD), (EAB) et [CDH]),

Orthogonalité dans l'espace 930
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On peut démontrer les propriétés suivantes, ce sont des conséquences immédiates de lo définition.

1! Points invariants
L'ensemble des points invarianls par la projection orthogonale sur (%) est le plan ().

>

< Image d'une droite

L'image d'une droite (D) par la projection arthogonale sur le plan (%) est :
— un singleton si la droite (D) est orthogonale a {2},
— une druoite si la droite (D) n’est pas orthogonale 4 (7).

I (D) L (@) o
o =, p est la projection orthogonale
! AR = 1 sur (%)
, . plD) = [A]
- L (MN) = (L) - (L
A/A !,r'j’:y/ Me@);:me L@ PHEE
2 M N' € (@] ; (NN') L(#)
i (M) = (L)
|

4 Image d’un segment

Les points distincts M' el N sont les projetés orthogonaux sur un plan (2]
de deux points M et N de I'espace.

Si (MN) et (%) sont paralléles, Si (MN) et (#] ne sont pas paralléles,
alors M'N" = MN. alors M'N' < MN.
o 2
? | I " E =
1 feflor] Tk
[ /'.-:t/ . | G
Image du milieu d’un segment

Limage par la prejection orthogonale sur un plan (#] du milieu d'un segment dont le support n'est
pas orthogonal 3 (%) est le milien de I'image du segment.

p est la projection orthogonale sur (%)

8
- | x/ I milien de [AB]
Li i PUARI = (48]
g I 1‘_._;_.;___._-' P[I] = [:
I':?.r"l e I E'

I' milieu de [A'B’]

E%EX O CICRS B T ot o A o T

2.a  (®)et (%) sont deux plens paralliles et (€) un 2b  ©On donme deux plans sécants () et (D), (A)

carcle du plan (2} étant une droile, on désigne par (D) la projetée
Démontrer que I'image da () par la projection orthogonale de (A) sur (#) et par (L) la projetée
orthogonale sur (3') est un cercle. orthogonale de (A) sur (2]

Peut-on déterminer (A) connalssant (D) et (L) ?
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s 2. Projection orthogonale sur une droite
mmmmeEms Définition
(D) étant une droile, et M un poiyt de 'espace, il existe un plan unique passant par M et orthogonal &

(D). Ce plan et la droite (D) sont sécants, on désigne par M' leur point d’intersection. A tout point M de

'espace, on peut donc associer ce point M’ de (D). On définit ainsi une application de 1'espace dans la
droite (D).

(D) est une droite.

‘point M associe M, point dintersection de (D) et du plan orthogonal & (D) passant par M. °

M = () M s'appelle le projeté orthogonal
(@) L (D) de M sur la droite (D).
) M’} = () N (D)

Emms Imaoges de figures simples
On considére un pavé droit ABCDEFGH.

p est la projection arthogonale sur la droite [(HG). ‘H G
On veut déterminer les images par p de parties de ce pavé droit,

* Trouver les projetés de A, B,E, F, G, C. g I F

* Trouver les images par p de [AE], [CF], [BGJ, |EC] et [EC]. E!,H‘M_ﬁ. L
* Trouver le projeté du milieu I de [EB]. "

* Trouver les images par p de chacun des plans (EAD), (ACE) et (ABE).

On peut démontrer les propriétés suivantes, ce sont des conséquences directes de la définition.

D) st une droit o p I projection orthagonale sur (D),
- = Lensemble des points invariants par p est (D).
Limage dune droite arthogonale & (D) est un singleton.

- Limage ﬁ-:yﬂ%h-&'m-wm-hﬁpm n'est pas orthogonal & (D) est le milien de image
du segment. %'

.

ME}( ercices T o ot o S R ot TS,

2.c  On donne un plan (#), (4) une droite du plan 2d  Démontrer que le projeté orthogonal sur une
(%), A un point de (4), O un point n'apparts- droite (D)) d'un cercle (€] de rayon 5 est un seg-
nani pas 4 [®). On désigne par H le projeté ment [AB], porté par (D], tel que AB = 10,
orthogonal de O sur (@) et par M le projeté
orthogonal de O sur [A). Démontrer que M
- appartient & un cercle de diamétre [AH],

Orthogonalité dans 'espace 241
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Vecteurs €t conf' gurau_

._- =S '-ﬁ.- E}

3.1. Les vecteurs de l'espace

Extension de la notion de vecteur

Nous odmettons que nous pouvons étendre & I'espace la notion de vectenr du plan.

On note # 'enscinble des paints de 'espace, ¥ Ususemble des vecteurs du plan, W celui des vecteurs da
I'espace.

-
Fa M
s Pour tout poiat O do &, pour lout vectour © de ‘W,
i (}.,/

il oxiste un of un senl point M de % tel que OM =«

« O ddéfinil la sonune de deux vectours de W et le pruduit d'un vecteur de W par un r[tm\‘m'u réel. de la
méme maniére que pour les vecteurs do ¥, Ues oparations admellent les mémes propriétés que dans V.

Vecteurs colinéaires, vecteurs coplanaires.

Deux vecteurs sont dils colinéoires ‘Irois vecteurs sunt dits coplanaires
lorsque I'un d’eux est le veclear nul, lorsque deux des vecteurs sont colinéaives,
ou bien ou hien

lursque les deux vecteurs ont la méme direction. Jorsque I'un des vecteurs est combinaison linéai-
= e des deux autres. E

L - ¢ b » »
2 W= Xt + Yt

i
L=
I
=
s

‘‘‘‘‘

.

Exemple

ABCDEFGH est un cube. 1 est le milica de [AE] et O 1c centre du carré ABCD,

— Construisons le représentant d'origine E du vecteur 2 I0.

- Démontrons que les vectenrs AL, 10 el ED sont coplanaires.

— Vérifions gue deux quelcongues de ces trois vectewss na sonl pas colinéaires.

- Consiruction du représentant d'origine E du veclenr 10
Lot () sonl les mlhmn: do deux des eités du triangle ARG,
done: 10 = TEE

= Exprimons 'un des vecleurs AB, 10 &t ED
comme combinaisons des deux auires.

Ona: EC -Eﬁ + ni. - D+ AD
¥
demc: 10 = --L:L - {l-:rﬁ + Al

- Vérifions que deux gueleimgue de o3 trois vecleurs ne sont pas colinéaires.
Lo point T n app.irﬂenl pas au plin (AQB), donc les droites (I0) et (AD) ne sont pas paralltles.

l.es vioteurs mi el II_’} n‘onl pas la méme dircclion, el aucun o'est le vectour nul : ils ne soul pas coli-
néaires.

I en est de méme des vecteurs ED et 10, ainsi que des vecleurs AB ot ED.

242 Orthogonalité dans I'espace
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Exercices e S

3.0 ABCDEFGH ost un perallélépipide. 1 ost In 3.

centre du parallélograname ABCD ut | lo contre - Donner un reprisenianl du voctenr
do poenlllogramme FFGLH,

Al + BC + O,
= Trouver d'dulics i dsendanls de chacun des - Gonstruive I représentant d'oviging A du veg-
voclenrs sulvil: 1 : Al AD. LT J'i.1.| - m’.’:+ AD,
- Mommier wa représeninnl de clueun des voo-
teurs snivants : DG +11E ; B +F] 3 o6 + DI,

ATCLY egt wn téraidre,

3.2. Vecteurs et configurations de I'espace :
“2= Droites et plans de 'espace

W Caractérisation vectorielle d'une droite de Pespace s
A ot B sont deux paints da I'nspace €, %

- .
Lensemble tes points M tols que AM of AR sent colingaires ost la drite (AR

Le vectour AR est un vecleur diredleur de la droili: (AB).
Cn peul démantrer la propriété suivanie :

A et B étant deux points de ¥, pour wut paint M,
M € {AB) < il existe un nombre réel r tel que AM = yAR.

* Dans le pavé ABCDEIGH, tracer ot nommer La droile de vectour dircleur EC passanl par A.

Caractérisation vectorielle d'un plan de I'espacn
A, 15 et € sont trois points non alignés de Faspace ¥,

Lensemble des points M tels quo AM, Al ot AT sont
cuplanaires est le plan (ABC).

On dit que les veclour AB et AC sont des vecteurs
directeurs du plan {ABC).

On peut démontrer lo propridté suivante :

A, B el C étant trois points non alignés de %, pour tout point M :
M € (ABC) < il existe des nombres réels x et y tels que AM = +AB + y AG,

* Daus be tétrakdre ABCD, carnclériser vectoriellement o plan de ¢

bresyan fuce.
* Dans le pavi ABCDEFGH

- »
s nonuner le plan possant par B de vectours dircetours FH ot GC

Exemple
Dans Fexemple du §3.1, on a vu que los vecteurs AB, 70 ot ED sont ooplanaices, 1
Enﬂﬁﬂuirnqnnflmdm{tﬁ{ﬁﬂ}, (I0) et (ED) sont paralléles & wn méme plan.
e R ST A e B T e i e e L s e e e DRSS R e el il e el e
Désignons par (2] Lo plan passant par E, de vecteurs diracteurs AB ae 10, //H'
[3) est lu plan du parallélogramme DEFC, B :
(EF) € () ot (BF) /7 (AB) done (AB) #/ (%) fear on a AB = 1007] ; K §
(ED) € () dong (ED) 1/ (%) - . P WD
* E:‘*.Q :

[EC) C (#) ot (BC) // (10) done (10) // (#) foar on a 210 = EC, R

A —
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3.3. Repeére de l'espace

s Bases de W et repéres de ¢
O, L I, K sont quatre points non coplanaires.
* Justifivr que ; [ 0. 1 ], K sont ]

quitlre points
non coplanaires de €

M st un point de ¥,

sont lrois viecbours

" [ ol, o], ok, I
non coplanaires de W

OM, M, MMM, MM, est un parulldlépipade donl {O1), M

(1) et [OK] sont Ies supporls respectifs des ardles [OM, ], /\

[OM,] et [OM,). M

Ona: OM = OM, + M, + OM,. N My

On sait (u 1l msln trois nmnhm.-s I.I!“th.. o s B tels que ;
OM, w.rf.'.lf : OM, = JU',I OM, = x0K
done  OM = x0T + yI.'J] + %OK

* Justifier qu'il n'existe pas d’autee décomposition du vecleur OM spivant OF, Of o1 OK.
Délinition

ast un repére Jdo ¥ = ast une base de W

= g |
o P J ] I [ [U_ I, .L K} K]!'l lt---‘-‘.I- QK] ]

Propriéte - Dehinitions

On note : Mx, y. x), i "\
x vsl l'absrisse, y lordonnée. = 1a cole de M. d
= » 5N FFI:I' n* £} :
On nete 0 Mk, g, 2) ou OM { _a,l). k!
}: ]

i
x4 ol x sont les composantes du veclour OM, i

AR R S

Myir, 0, 0) ML, o, O

Exercices

3.c  ABCDEFGH sl un paroliclépipide. (3 pst 1o 3d  ABCD cst un thraddre,

tamitre du parallélogramme AEGO ot 1 o contre O gansidive le repiee (AL B, G, 1)L

thi pnrnllﬁlugmunnp ATCT, Cunstruire les points suivanls ;

Démonirer que (DL 1C, O1) st ane base dy W, {U.5:05:0)l0:0;2) TP :1

Dans cette base, trouver los conrdenndes des Diterminer les coordonndes do milien K de

viglenes siivanis ; :'!:E .'LIEI, .'aﬁ. A&. B0,

244 Orthogonalité dans I'espace
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TP1 Plan médiateur d'un segment

Eobjectif di: ce TI axt d'epporier ane application leds richy de Forthogonalité don's 'espace et un com-
plément trés intéressant dans Je vocabuluire déjd mis en place,

Présentation

On donne un segmeni [AB] de milien I [} est le plan orthogonal d la droite (AB) el pm;aui par [,
Démontrer que (P) est I'ensemble des points de I'espace éyquidistants des extrémités dy segment |AB].

Démontrans que toul paint du plan () est équidistant de A et B,
Soit M un point de E?r:[!.ﬁ{'im:l de 1.

Justifier que (M1} est la médiatrice do [AB] dans le plan (MAR),
Done : MA = ML

Réciproquement, démonirer que lout point équidistant de A et B
est un point de (%),
Soit M un point de espace tel quo : MA = MB.
On distinguera doux cas : — M est un paint di (AH)
— M n'esl pas un point do (AR}

On appalle plen médiateur d'un fegment [AB] le plan passant par
le milieu de co segmont at orthogonal a la droile (A1),

B Application
¥ Plans médiateurs dans un cube

ABCDEFGH est un cube,

1. Déterminer lo plan médiateur de chacun des segments suivants : [AB], [ACL |AG].
2, Combien obtient-on de plans médiateurs pour les arétas, les diagonales des faces
et les diagonales du cube 7

3. Démontrer que les diagonales du cube sant concourantes, lear point commun est
le centre duo cube,

On gagnerail & faire lo maximum de figures, surlout daus la phase de Tocherche, Far exumple une fizure

pour les plans médialours dos ardtes 3 supports paralldles, puis une figure pour mettro en évidence lexs
intersections des plans médiatours des arftes..

B Axe d'un cercle

Démontrar que I'ensemble des points équidistants de trois points 0
non slignés A, B, C, est la droite (4) passan par le centre O du

cercle (€] circonscrit au triangle ABC, e-.-;?)
La droite (4) est appelée 'axe du cercle [4€). Sl

Lin activité préparatoirg, on pourrait ruchercher Vaxe d'wn cercle inscril dans une face dun cube (voir
applicatinn précédento).
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TP2 Projection orthogonale sur deux plans perpendiculaires

Lobjectif de co TP est de présenter un procidd wlilisé pur lus dessinalieurs pour représenter i plal les
[iewves de Pespace. e precédd consiste & projefer orthogonalenent une configuralion de Pespoce sur

deax plans perpendiculaires, :
rojection d’un point sur deux plans perpendiculaires

(] el (2) sont deux plans perpendiculaires, (A) est Jeur droite d'in-

tarsection. ik \ r——

M est un point de 'espace, M| son projeté orthogonal sur (3] el M, M, (a)

son projeté orthogonal sur (7). B
- Démontrer que : (MM, M,) L (al. i R Ty

— Justifier que les points M, et M, déterminent ln poinl M.

A titre d'entrainement. on précisera la position des points M, et M, dans les cas snivanis
(1) Me (). [zl Me(2), [3) M)

\pplications
' Projections d'une dresite de Uespace sur deux plans perpendiculaires

Coastruire les projetés erthogonaux d'une droite (D) do Pespace sur deux plans perpondiculaires ()
el (1), dans chacun des cas suivants,

o ——— e

(D) i (zP)

(D) strictemcntl parallile #
() el a (9]

Construire In droite (D) de Pespace, dont les projetés orthogonaux sur deux plans perpendiculaires
sonl les droites ou les points (11,) et (12,) comme Pindiguent les figures ci-dessous.

(D,) sl un point ﬂ( (D) /7 (4)

Oun eldterminerss la droile (D) de Pespace par deox du ses points.

w Projections d’une configuration de 'espace sur deux plans perpendiculaires

Coustruire les projetés orthogonanx d*un céne de révolution sur le
plan {(#) de sa base el un plan [2) perpendicolaire & (#] et contenanl

sON aXe. 7
Sicelte activité présenie des difficullés. on pourrs avanlageuscuend / P '

- la réaliser & partir dn solide construitl swivanl énoneé du probléme.

Q#-ﬁ wonalitée dans l'esoace
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D | &
Construire la configuration de I'espace dont les
projections sur un plan horizontal () et un plan
vertical (#) sont ci-contre.
' AR (P)

L

—IP3 Projection orthogonale d’un angie droit

On donne le plan () et Pangle droit EY tels que les plans (%) et (XAY) ne soient pas perpendiculaires,
Démontrer gue si I'un des cités de Pangle droit XAY est paralléle au plan () alors san projeté ortho-
ponal X'AY" sur () est un angle droit,

* On pourrs covisager les cas suivants |

(AX) ot (AY] strictement paralliles & (99)

-

L
* Examiner le cas d'un angle droit nayant aueun cowd paralléle av plan (7). f:/pd’ T
On pourras supposer A & (7)., / AT E}/

L4, Distance dans I'espace

(O dtend a l'vspoce ln notion de distance de deyx points. Usbjectif de ve TP a5t de déterniner la dis-
tuice entre dos points, des droites, des plons de Pespace.

WEEE  Distance d’un point @ un plun, a une droite

(%) est un plau, (D) une droite contenne dans (5], A un point n'ap- A i\
partenant pas 4 {#). H le projeté orthogonal de A sur (%], K le pro-
jeté orthogonal de A sur [D].

Soit M un point de (%) el N un point de (D).

Démontrer que : AH < AM ; AK = AN,

On démantre que : (AK) L(KN) of (AH) L [HM).
On dit que : AH est la distance de A 4 (#), AK est la distance de A a (D).

MEfm=== Distance de deux droites non coplanaires

(%) est un plan, (D} et (L) deux droites non coplanaires telles que :
(D)4 () et D} () ; (L) C ()

(D¥) est la projetée orthogonale de (D) sur (%), A le point d'inter- oy B
seclion de (L) e1 (D), B Ie point de (D) tel que ; (AB) L (D). .
Enil_H wn point de (L) distinct de A et N un point de (D) distinct

2 B. :
— Démontrer que : AB < MN. s
~ Démantrer que (AB) est une droite sécante & (D) ot (L) et ortho-
gonale & ces droites. : ; :

({E9|

(L)

T — — iy .

On dit que : (AB) est la perpendiculaire commune i (D) et (L).
AR est Lu distance des droites (D) et (L),
AB est aussi la distance de (D) au plan (%),

-4
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“Exercices

(O rthogonalité dans I'espace

Droites orthogonales

1 ABCDATICTY est un parallalépipéde reclangle.

Deémontrer que la droite [AA7)
esl orthooonale aux  drenitos
[CTY) et (BC].

Déamomtrer que la droite [AA7)
est orthogenale aux droites
[E°L) at (B

9 ABCDEFGH est an cube.

Démontrar gue les deoites (AC)
ct (FI1T} eomt orthogonales,
Ded ] atand les milicux respectifs
de [BC] el [GG], démantrer que
25 droites (1]} et (DE) somt
orthogonales.

Droftes of plans arthogonaoux

2 ANCDATICDY est un pacallélepipede oo
g,
Damentier que la droite [AA') est perpendiculaire on
plan (ABC).
Dmentror que les dreaites [AAY et [B'D) sont orthaso-
TR

& ABUDEF est un prisine drait,
Dédmnonlrer gque la droite (AD)
est perpendicelaire au plan
(DEF), . o
M elant v point da [AT) ot M [ -
un point de (BC) différent de B, { sl J
démantrer que les droiles [AD] A ._-T.I'E' —=
et (MN) sonl octhoponales. '

5§ A partir dan parallélépipide rectunels on d'un
cylindre droit, on constroit une prramide SABC sui-
vant los ligures ci-lessous {pour le oylindre, [AC] est un
diamétrg dune base).

HM15£7

flgure @ S

T;'__-:-:{ A
:u ]

Pour chacuns de ces deux figures, demnntrer quoe les
quatre faces de ce létraivlee sont des trianeles roc.
tanglos.

& ABCDEFGIH est un oube.

1. Damontesr gue la droite (FC) est orthogonale 4 la
deaite (GTH).

248 Orthogonalité dans Fespace

4. Démoaitrer que 1a droite {77
b urthoponale au plan {AGH).
1. Démontrer que la deoile (FC)
ost orthogonale aux droites
{AG) ot (BH).

Cn fera wne figuee par uaes-
tion. Four fa question 2, on
pUarin traier 2o, q0is Lintersve
tion de pdoer ef du el

§ SATC ast une pyramide regulitre de sommel 8,
Dusd e ieeiliees e LABI.
1. Démonteer gque [a drcile [TAB]
est arthogonale au plan (ICS).
2, Démantrer que les draitles
[Al] et (SC} zont orthogonales.
Ce sont fes supparts de deux
ety opposey.
3. M dlanl un point de |51
démontrer quee les droiles { AH)
ct [IM]) sont orthoponales.

8 Démaontrer que dans un Wtrasdre répulisr, les
suppnrls des cOlés oppasés sant arthoponaos.
Cusl an vas purlivaliers de Dexarcice précedenl. — O
rappelfe que dars une pyramidy rdgadiére o Base teoan-
guleire. les joces latirales sont des triangtes isoctles
superpasehies. ln bose étunt un tranpgle fquilatérad,
Tendis gue duas ua lélreddre Egnlien les faces sont des
trinngles dquilatéroux suprrposables,

9 ARCDEFGIT cst un cube do chié o
I est le milieu de [AB], ] est 1o

cimitre di la face TIOGE, ‘d|.._ 4G
1. Démontrer que ABGH est un er—1 2 !
reclangls, i \}"J
Txprimer ses dimensions en ERRCRS M
fonction de a. = L

2. Dénnonrtrer que FH #5101 tri-
Anple rectanglhe,

Husccharer en coulevr e triongle JH. Dessiner « & plat »
Iex finures ol plan (ABH].

Plans perpendicoloires

10 ABCDEFCIE est un
cub,
1. Démontrer que la draite
[CH) est orthogonale an plan
TATIC),
2. Démontrer quee les plans
(CHE) el [ADG) sonl perpen-

diculaires.

11 ABCDEFGH  est  un
b,
Clibar guelees elroites parpeeudion-
bzives au plan (ABC).
Parmi les plans des lscas de ce
cube, quelz sont ceux qui sont
peer pendiculaives au plan (BCG) 7
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18 ABCDEFGH est un cube,
Démontrer que :

(BFH) L (ARC) ;
(BFH) 1 (ACG).

13 (%) est le cercle de diamdtre [AB], $ un point
de |'espace tel que [AS) soit perpendiculaire au plan du
cercle, M un point de (€) différent de A et de B.
Démontrer que les plans (SAM) et (SBM) sont perpen-
diculairas.

5

T
A B

14 3ABC est une pyramide
régulidre de sommet S. I est le
milieu de [AB].

Démaontrer que le plan (5IC) est
perpendiculairs au plan [ABC) et
au plan (SAB).

15 3ABC ast un tétratdre
tel que :
(DA]) L (BC) et (DB] L (AC).
H est I'orthocentrs da ABC,
1. Démontrer gue :
(DAH) L {ABC) et (DBH) L (ABC).
Z. Démontrer que : (DC) L [AB).

16 On considére une pyra-
mide SABCD ayant pour basz un
carrd ABCD de centre O, et dont
le sommet 5 appartient & la droi-
te perpendiculaire en A au plan
[ABC).

On désigne par M un point de
[AC] (%) le plan perpendiculaire
an M & la droita (AC).

1. a} Démontrer que les plans [#)
el [ABC) sont perpendiculairas.
b) Démontrer que la droile (A) commune a (#) et &
{ABC) est paralléls a {BD).

2. a) Démontrer que les plans (2] et (SAC) sont perpen-
diculaires.

b) Démontrer que la droite [A') commune & (®) et &
(SAC) est paralléle & [SA).

3. Dessiner la section du plan (@) avec la pyramide
SABCD. Colorier celte section.

18 SABCD est une pyrami-
de régulitre dont la base est le '
carré ABCIL.

1. Démontrer que les plans [SAC)
et (SBD) sont perpandiculaires.
2. On désigne par [ le milieu de
[AB] et par J le milisu de [CD)],

Démontrer que le plan (SI]) est perpendiculaire au plan
(SAC).

1RABCD est un tétrabdre o
régulier.
On désigne par [ et | les milieux res-
ectifs des cotés [AB] et [CD]. I

I'aide des points A. B. C, D, [, |,
nominar :
1. une droite et un plan orthogonawx. ™
2. deux plans perpandiculaires.

49 ABCD est un tétraddre.
On désigne par I, [, K, L, M, N les milieux respectifs des
cotés [AB], [BC], [CD], [DA], [AC]. [BDI.

B.

1. Démontrer que IJKL est un losange.

A Iaide des points de la figurs ci-dessus, nommer deux

autras losanges de méme centre que IKL.

aigd&;nnntmr gque la droite {IK} est orthogonale au plan .
3. Démontrer que les plans (IKM) et [JLM) sont perpen-

diculaires.

4. A l'aside des points de la fgure, nommer d'autres

plans perpendiculaires.

Projections orthogonales

Projoctions erthegonales sur an plan

2§ (1) est une droite paralléle & un plan (#) et (L)
une droite de [#) non parallale & (1]
On projéte orthogonalement (D) sur [#). Soit (DY) la
druile oblenus.
1. Construire (D). Démontrer que (I¥) et (L) sont
sécantes. Soit A leur point commun.
2. Construire le point B de ()] qui se projette orthogo-
nalement en A. Démontrer que la droite (BA) est ortho-
gonale & (D) et & (L).

@1 On donne un plan (#). On considére un tri-
angle ABC rectangle en A, non inclus dans [®) et tel
gqua (AB) ou (AC) soit parallale a (®).

On désigne par A, B', C' les projetés orthogonaux de A,
B, C sur [#].

Démantrer que A'B'C” est un triangle rectangle en A’

On examinera les cas suivants :

(1) (AB) // (#) ot ([AC) /()

[2) [AB) C [) el C & [®)

(3) [AB) /f (?) et CE [

(4) (AB) // (%)

Orthogonaiité dand lNespace 249
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Projection erthogonale sur une droite
Un point A se pro-
jette orthioonaiement on T A
sur un plan (#). Le point T so
projotie orthosunaloment on
€ sur une droile (D) eler (3
{voir figure ci-conlre).
Démontrar que (AC) s (D)
sanl orlhosennles,

Ftant dommeé un plan (2] ¢t une droile (1Y) elu
IJlrl-‘l’[a]'. o0 congidére A un paint se projetant orfhogo-
watlement ca 11 sur [#) (voir figure] el en K sur {13).

1. M étand un point queleongue de [(#), démontrer Guie
AHM es1 un triaogle rectanale. Bn déduive que poor
toul paind M do (5], AH < AM.

2. N esl un point mueleongue de (). Démantror e
[(NK] ot [KID soul orilumonales.

En déduire gue, pour wul point N de la droile [y,
AK = AN

X ecteurs et configuration
e Pespace

24 Reproduire la fipure ci-dessous, puis construd-
ree Tes points 14 Q, R tels que :
1.AP= NG+ Bh+ b
2. BC) = FIT + SCh + S HC.

i
]
- |
"
[
r
i
i
&

]

O =Lt o 1
3. CR EHU-rEHI!':.

E ABUDEFH est un puralléidpipide drnit, [ e
milicu de [AE| et | I miliou do (B,
Trouwver daulres représontants de chacun des vecteues
suivanly .

1. Iﬂ + J:.'i- 2 M + CIY + Fi.

26 ,a.rgr.nm-;u u_rut un ::L:!f: e El:nh‘t‘: 0.
Un pose s All= |, AD = J.AR= g
L. Constroine les vectsurs suivants, d'origing A ;
1 _,r'} i j.-l- K 2 k+1.
2. Conslruire los voctours suivaals, d'origine F ;
[ J=k 1 B
3. Coostruire los veeteurs suivants, dorlsion 11
i-fek  f=k+d 1 B=0sf
4. Conslruirs le vectonr swivasl o o gine (2 :

¥

|: Jh
F4 4+ K,

D7 ABCD est un tétraidre,
Plocer Les points 1, T, K tols Qe

.'"..i L %ﬂk * %q‘\h ¥ -I"I-j == HE: + %'H:b : ﬂ.k = %ﬂ.t

25¢ Orthogonalité dans I'espace

m.hihliu-giuncm.rm i ok

28 ADCDATCTY ot un cube,

e LA =
1. Relativemant i In base (i j, k), trouver Je triplel des
codrdonnées do chacon dis voctoues suivanls ©

AD ; AU AR Al - AR : Al A

I'"I.l
I':.
B cl
H k :
A
, ?—r ¥
g P
] ; i
2. Relativemant au repdre (A, 1 LK) trovver los riplats

de coordonudes de clieun dos points suivants :
D.CHBLA. D, O

29 On considére un

parallflépipide droin ARC- III = F—;.":;
DEFGH de hantour 1.5 C F II'.
ABCL usl un eared de eded 1, [ 14

e plan esl wuni du repiry
(AR, 1, ).

t. Trouver les fciplets de
coordonndes des poinls A, B,
[~ E.FG, L.

2. Trouver los triplets do coordonnées des vacieurs :

AL, D, AL, 7S, AL

20 ABCDEFGH vt un enbe,
1. Les poinls suivanls sonl donntes par leurs coordon-
niies rolalivement sy repire (A, T, T, R) do &,
Plocer ces poinls ;
M1 0, = 2)
Pl 0. 2) Q2. 0,0
R(-1.-1,1) Si-2 1.-1)
2. Les vortours suivenis sonl edonnnis it [enrs coordon-
nites relativement & la base (A, A, AE) de W,
Représcoter ces vecleurs :

x{- I- T :‘jq 1]

.-"l.j{[ll;.'d:'}}l ﬁf]LE:l;U]
AYl-2i=-1:2) ¥ o159
AZf2 105 1) RWE 1: 2:9)
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APPROFONDISSEMENT

(#) est un plan, U] un cercle de [P de tlia-
witrn JABIL, Cun pm’u! il [€) distingt de A of de B, (A)
s drite orthogonale & (3} en A. D ost un point de (A}
Emontrer que V'angle ACH st le projoté orthesonal de
ngle LICH sur (#] puis ygue 'angle ACB est droit.
& daduive que Paugle DCE est drodl,

| CA)

k1

ABCD est nmie tétribelre Wels guae
B el [€D] sont adlisgnalas ot [AD] o |BE] sont
wihogonalos,

1 |BH] est une hautoeurs du triangle BCLD. Démontror
e L plany (AT et cnthogonal & (CTH el que (AT st
s hauteur du triangle ACL.
2 Démantrer que Ia hanteur |Al] du triangle ABH 2 2on
apparl osthogonal au plan BOD

3 Démonteer que DL wst ane hauteus du triangle BCD.

33

(12) st une droite du plan [#), A un poeint do
¥} n'appartenant pas a (D], B I projectée orthogonale
da A sur [T}, et [A) la perpendiculaive & [9) en A, | est

can point de 1A) distinet de AL ) un poinl de (D] of 0 le
Caniliew de [1]]. Daterminer la nature dues iriangles Alj o
21 en deduire que e elangle QAR eal isocile en
| 34 ABCDENGH nst un cule,
1. Construire e projeté ortho-
Ceonal swr le plan (AGF] do
chacun des points B TL G F
-2 M st e milieu de 1BCH ot M
e ilion de 10GL
Construire |es prujetés ortho-
gomaux do M el N sur le plin
AT,
35 ABCDEFGH est un cube,
I |, K et L sont respectiven:nt

les mibionx de LAB]. [AD], [EF} L H - G
a [E11) : ﬁi
Démontrer gue le volumo du :
Cprisme droil AICJEKCGL st
ol i le meitié de celul du 1 !;_“ =amd
cube, e ——

“AE{:I}EF{:H nst wit
cube dont ¢ est la mesure du
chld | rt | sonl respactivemsnt
tos poinds de [AR] et [BF] Lels
que - El=Fl= “L}
Exprimer le volume du selide
ABCDICIT en tonction de a.

37 ABCOEFCHT el wnn curbn ele gl a,
[ st Lo miliouw de | AT
Exprinwer en fonction de a le
voluma de chacun res solides
SUEVanEs |
1. La pyvamyide o soammet 11 el
ther Do TITHL
2, la pyramide de sommet F el
da hake BOHE.
3. fa pyramide de sonumet | ot
e hage BOHE.

ABCDEFGH est un cube de caté a,
I ust le point dinecsection de

2 C
[&113 et [DE), e
1. Mombeer que bes plans (AGH) ‘“‘[4‘
et [DEG] sont  perpendici- I y
btires, Queel est Uintessection [ - &
tlez (o plans ¥ W
2. A" est In proptd orthogonil E F

du point A sur (G1).

o} Démontrar que A st le projete orthogunal du peint
A sur le plan (5G]

hi) Démonteer cue dans le plan (A1, les ders triangles
At et GITE semd semblables.

Exprimar en fonction de ¢ la distance du point A an
plan {(DREC).

o) Demanteer que ; 1A =

AT = BOL

[t ) sont les milivux respoctifs de (AB) et (CD).

1. Démemtrer que la deoite (1]} est perpondiculaine aux
droites LABY et {013

2, Démontres gue les saedles AL wt G0 soal crthoponales
dans Yo i AC = ATL

T s
T[L"

ABCD et un d&larsclie iel que @ AC = TN el

&0 Dans un plan (#) an considere un cercle PEY
diz centee U ot un point A extéricur su corcle,
O consteoit deax droites (Al) et (AC) mogentes yos-
poctivenot ea B et C s corche (0] (1) ust b draite
orthogorale au plan () ws 0O of § ast oo point de (1)
distinet de ().

’,_,-'}1 A

1. Damuonstrne ijue .

-] log plans (SOR) ot (SAD) sont perprndiculaires.

B) les plans (SOC) et (SAC) sont porpendiculaires.

Orthogonalité dans I'espace 951
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2, Dmonirer gue ;
d) Les droites (SA) s (B0 sont orthogonales,
b} los plans (SAQ) el (SBC) sont porpendiculaies, !

41 (%) ot (9] soul denx plons sécants, [A) leur
droile d'intorsection, el O un point n'apportonant pus §
(a). :

On trocs les perpendicnlaites [OH] ay plan (%) or (OIT)
#u plan (2'). Démontrar qua le plan [HOH') esl puarpen-
diculnire & [A)

La droite (DF) conpe le plan (BGE) m 1,
Démontrar gus (DF) st perpandiculuine plan [NCE)
ot que : IF = % OF

%3 Ou donne un plan [#). A esl un point de ()
ot i un poiol n'sppartonant pas i (2),
TNéterminer "anssmble dns prajeids orthopmsny de T
sur los droites du plan (#) qui passend par A,

&8 0 dunne un tétratde régulior ABCD,
On désigne par I le millen de (AB. par | ls milieu da
(N,

1, Démontror que (AR) el (10D} sont porpondiculsires.
2, Démuntrer que le plan (1CD) gl parpendiculaire sux
plons (ABC) el (AHD),

252 Orlogonalité dans | espace

3. Démontrer gus le plan [JAD) cst parpendiculnire qux
plans [ABC) of (BUD). '
4. Démonirer qus les anftes oppostes du tétrabdre soul
arthogonales, _

45 Done un plan () en considire wn logan
ABCD. On désigna par O le point d'inlersection de (AL
el (BD) el per (D) la dmite nale an O au plan (#),
S est un poiut de (U] distinet do O,

Némontrer que : _

a} la droite [AC) esl orthogouala aux droitos [ST) ot
(S0,

b 1a droite (BD) est orlhugonale sux droites [SA] et
(503,

i) los plans (SAD] ot [SAC) sonl pecpendiculaims,

46 ABCLEFGH wsl un cubs. [ ot [ sant log contres
respectifa des corrdas ABCD el EFGH.
Démnuntror que ;
a1} (1) est orthogonsale sux plans [ABC) wt [EP(3),
h) les plans (ARC) et (EDF) soul perpenciciilsins.

BT veas un plan (] on considive wn triangle
ARC. On désigne par H Vosthocanire do eo triungln ot
par (2] la droite orthogonale en H au plun (7).

D esl un point do (%) distinet do [L

Démonirer yun :

alles plans (ADH) ot (BDC) sont perpondiculaies,

b les supporls des cilds opposés du tétraddre ABCD
sont orthogonaux deux A deux.

48 ABCDETGIT aat un cube.
On diésigne par (3 lo contre de oo onbe.

1. Déterminer o cosinus do i':mglu!!...[_'.I‘i.':.
2. A P'aide d'wne caleulalsies, danner ung valour appro-
chée de la mesurm dw cet angle,

A9 ABCDEFGH est un cube,
On désigne par T e centra de la face BORF par | enlni
de la [ace EFCGH, g

Déterminer los angley du triangle AT
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Dénombrement

La dénombrement est trulfé de langage propre oux « jeux » pratiqués sous
diverses formes. .

- les poris spentanés ou organisés & l'occasion de compélitions sportives, de
courses de motos, de voilures ou de cheveux avec son fameux tiarcé, en sont des
illustrations.

- Les jeux de cartes, le lancer de dé efe... apportent d'outres illustrations.

Les jeux africains font seulement maintenant une enirde timide dons cet univers des
jeux protiqués & l'échelle internationale. Aussi FAWALE, jeu connu et pratiqué dars
toute 'Afrique sous diverses oppellations, o lo prétention d'égaler la renommée at

1.  Dénocmbrement de parties d'ensembles finis .......... 254
2.  Dénombrement de lISes oo, 256
3.  Dénembrement d'arrangements

et de DermUEAHIONS s st i 260
&. Dénombrement de combinaisons ...ociov e, 265
7P TravauX PraticiZS . o eresmmmssmsrmmsss s msans s iomnsscnsss SO
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Denombrement de parties

d’ensembles finis... ..

Pl

ElaT

1.1. Parties d'un ensemble

Un ensemble E est {iad lesrsgqu'il est constitué de w éléments (n € B).
Définition <, h
fjn appelle cardinal d'un ensemble fini E Ie nombre d'éléments de cet ensemble. s

O note : card (E).

Remarquons que ; card () = 0. A 8
W ardinal de la réunion de deux partins disjointes Y. o5

A el 13 etinl deux parties non vides d'un ensemble fini, Q

8 AN B =0 alors card (A U B) = card {A) + card (B). HE 5 |

Wiardinal de la véunion de denx parties
A ot B étaent doux parties non vides dun ensemble fini, AN BAA ot A0 B A
sorl des ensembles disjoints doux & deux, daont la réunion est Gouled AU,

Done: card (A U B) = card (ANE) + card [BAA) + card [A 0 B) I/"’—
o eieed (A) = cared ([ANB) 4 cand (A 1 1) L o
card (B) = card (BVA) + cand (A N 1) T

done . vard (A O B) = cand (A) + card [1B) = cand (A N H).

A et B étant deax parties non vides d'un ensemble fini,
card (A U B) = eard {A) + card (B) — card [A 11 B),

1.2. Problemes de dénombrement et parties d'ensembles
Exemple 1

Les 50 éléves d'une classe de 1 dispusent de deux options sportives, Mathl#tisme et la natation,

27 €léves pratiquent N'athlétisme ; 29 éléves pratiguent la natation et 5 éléves ne pratiguent ancun des
deux sporls,

Recherchons le nombre d'éléves qui pratiquent uniquement Pathlétisme. ceux qui pratiuent uniguoe-
ment la natalion et ceux qui pratiquent les deux sports.

®Traduction des dunnées en termes d'ensembles
Foest Fensemble des Glisves de la classe de 1 -
A Fegsemblo des ol pratiguant  Pathletiso _
I Pensesable des dlisvey pratiuant L natation, '

Dome: A U B est Fonsemble des éléves pratiquant Vathidtisme ou la pination -
A MR esl Pensemble des dleves pratigoant Fathlétisme of L gatalion ;
AN et Tensemble dos élises peatiquant anigoenest Fathlétisme
TAA st Pensambhis dos élives pratiquant npigquement 1o nstation .
Cid U B est Fensembli des dlisves ne prastiquant aveun des dous sports. |

Omoa: card (B = 30 : card [A) = 27 card (3} = 20 : ol EfiL..r‘l. LB = 5. !

254 Dénombrement
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® Résolution du probléme

card (A L B) = BD-5 =45 P

card [A M B) = card (A 5 card (B) = card (A U 1) | _T“.'; \) LA R
= 27 + 29 - 45 = 11 | ;;J_,_..

card (AAND) = gard [A) ~card (AN 1) = 27 -11 =16 e e . i

card [DAA] ceard (M) —card (AN W) =20-11 =18 ;

16 1} 18

¥ Counclusion en langage courant
18 flives pratiquent uniguanent la valation.

11 éliwes pratiquenl les doux sports, ¥y
e | )
e

PG dliwes pratiquent uniguement Pathlctisue, | E %
_ -

amrmy Exemple 2

Une enquéte sur la lecture des 3 journaux 4, %, € d'une ville a donné les résultats suivants.
Sur 1 500 personnes interrogées: 000 lisent #l | 750 lisent 58 3 750 lisent ‘6 ;
200 lisent %3 et % : 450 lisent % el 24 ; 450 lisent & el 3
100 lisenl =7, 3 et .
1, Combien de personnes lisent deux journaux et deux seulement ?
2. Combien de personmes ne lisent aucun e ces journaux.

B Traduction des donndes en lermes diensembles
K nst Vonsemble des possonnes inferrogons @
A Penserhle dos persennes qui lisant le journal 24
B lensemble dos persannes qui lisent le journal 2
C l'ensemble des personnes qui lisont ke jonrnal €,
None © A U B U Cest Vensemble des personnes gui lisont an moins un tlos Lrois journaox,
A 1 H est Funsemble des personnes gui lisont les journaus o ef =R,
B est lousemble des personnes qui Hsent les journaux A et 4
A7 C et Pensemble des personnes qui lisent Les jonrmaux Ao €
AE 0 est Fensemble des prrsonnes qui lisent le trois jueenaus A L
O ac: o cand [E] = 1500 cand [A) = U0 gaend (B) = 730 cord {G) = 75U card (A B} =00
card (A G = 450 onrd (B0 G) = 3060 card (A 0B O = 100,

B Résolution du probléme
Clueestion 1

b de personnos qui lsont »i ot @ mais ne lisent pas ® - ArBNC
card (A N B) = card (A N B N C) = 450 =100 = 350 .
sennbre de personnes qui lisont <7 ef € mais ne lisenl pas o TR b =Bl 8

card [A M C) = ard (A N BN C) =450 — 100 = 350
Nomibre de personnes qui lisent 94 el ¢ mais no liseusl pas o1 - _
ard (B O =-med (AN BN (7} = 300 — 100 = 200 |
Mowbre de personues oo liseol genloment deusx journaux .
a50 + 350 + 200 = YU

Question 2

Nombre de personnes qui lisent unitquement le journal o
GO - (350 + 350 + 100) = 10O

Numbre de personnes qui lisent aniguemen lez jowrnal o
730 = (450 = 200 + 00) = 100

Nombre dee personmses gui liseol vniguenent ler jonarenal 7
750 - [50 + 200 + 100] = 100

el ¢ porsonnns gui lisent au poins un ¢hir s journanx
100 + 100 + 100 +100 + 350 + 350 + 200 = 1 300 A AT B Bi

Neunle de parsouncs qui ne lisent avcun do ons journan :
1 &0 =1 300 = 200

Dénombrement 233
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Denombrement de listes......

%

—.2.1. Listes d'objets

= weame  Produit cartésien de deux ensembles finis

A el B étant deux ensembles finis non vides, on appelle produit cartésien de A par I I'ensemble
des couples dont le premier terme est élément de A ef le second terme est Elémont de 1.

On note ; A xB

lit ix B,
:In J;L troix B NG a 3 |
,xenl;pe l - . o o1 e D (e D)
A ol B sont los onseinblos | S gua :

Asla:b;e;d:el et B={1;2;7) h M | 5 D) [(h;3)
Représentons le produit A x 13 par le tablean ei-vontro : T e Than ;9 |e:n
On peut aloes compter facilanont los dléments de A x I, g
Cut tablean comparte 5 lignes ol 5 colonnes, seit au total d ) | Gl ®) (d; 3)

3 X 3 cases conlonant chacune un élément de A x 13.

¢ [ {e: 1) | (e 2) [{e; 3
Plus géndérolemeant. i
on démonice ot nons adinelions o propriélé sufvante :

A, e T g g e e T T e
F ¥ l - PR SR i L R A R e B b

A et B étant des ensembles Binis non vides, card (A x B) = card (A) x card (B).

Torsque Ae B ona:AxDalix A,

e Produit cartésien d'ensembles finis

W p-liste

On diend & p objels ordonnés a, : a, | ... ; @, la nolion de couple ot on obtient une p-liste.
O L ot ey sty ﬂp].

iy @8l le 1% terme, e, sl Lo 27 terme... | a, st ls p° terme de La p-liste (@, 1ay ;... ; ).
En particulier. une 2-liste est un couple, une 3-liste st un triplel.

¥ Produit cartésien d'ensembles finis
On nute By xE, x ... xE p Lensemble de loules les p-lstes (g 5 ety oot ) telles que

a, Eﬁj,ﬂzEE._.‘,,,upEEﬂ.

by xEy % ... H, est appeld produit cactésien des enscmbles Ly By By

5.z Dénombrement des p-listes, éléments de E; X By X ... % EF
¥ Exemple
h.ﬂ.ﬂmt[&eﬂuﬂmb]mtuhqumﬂ.-{u;ni.ﬂ:fmirt ipiql,C={1;2;3).
On veut dénombrer los Sléments du produit cartésien A x B x C.

256 Dénombrement
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Pour eefa, utifisons un arboe d

tla cheix, il ehwin oes | choxdes | chomcles
Hamenlsce A _|¢ifments de B glements ge
i [t ; are; 3
w; o, 2
Wy 3
~fu;m; )
(R
(TR e §
auap:
iy P,
~{u B
R (TER IR
TR
a7 i | .

| 125 atsuIsaTs

S

o,m;
£y Tl
- S 10 5
e .t'_'JF_I}
t, i, T
B £ | A

= e pa 1}
e P )
e 3)

o [SRTER )

o U P
Mottt 8- 1+ S 4 S 3

“IOMBRE L POSSIBILIICS 9 P Sl ) o !

Ona:card (A)=2:caed (B) =4 cand (C) =35 card (AxBx ) « 224 %3 =24,

¥ principe multiplicatif de dénombrement (ou de choix successifs]

E;. Ep o E, sont des ensembles finis. On pose : card (E;) = ny, ..., card {EJ:::F.
On veut dénombrer les p-listes, éléments du produit carlésien By x E; % o, % E,
Pour former 1me p-liste, dldment do B, % 14, % . % 1, on conslale que

~ dans E,. il v a n, choix possibles du 1% terme

- pour chaque 17 terme choisi, il y a dans Ey.on, choix possibles du 2" leme
- pour chagque 2¢ torwe choisi, iy 8 daus Fy, ny choix pussibles du 3" torme

— pour chague (p — 1)* lerme choisi, il y a dans 1, n, choix possibles du p* leeme,
(n en dédoit le nombre des p-listes, lémants de K, ® B, .. X B,

(I démaonire ainsi la propriété suivante :
Propriété

E, By o EP étant des ensembles finis non vides,
card (£, xE, x ... x B} = card (E,) x card (E;) x ... x card (E,).

LES CRITERES DFE CHOIX | &5 afs;u-_:arsl
enoiecu 19 terme [choix du 9 ferme e chomx di: pe eime | i
flustration par we I]_ ' g
ariwe e choix e P me——
.—'"-FF. - .-._‘-"'—.__
____b_,_.a—""""'kg:"_':-—-:-: _—T::_h:h -
i ik
MOMBRT T POSSIBILITES m Ky ity T X M., X1,

Dénombrement 257
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E dant un ensemble de # éléments,
le produit cartésien Ex E % ... % E (j ensembles égaux i.ll) est noté EP,

On a done : card (") = n¥,
W E xercl Ces i ” -
2.0 SollE=(1:2:3LFalu:bioidielGs la: bl = combien a'onl pas pour 17 lorme 2 1
(n congidére le produit carldsion B x F x . :
Silonler cand (Fx Fx G). 2b  SoitE=(1,2 3 4 5

Parmi les listos, dldments de Ex P x 0,
= vontbien oul pour 177 lerne 2 7
- comlion onl pour 2 e a ?

- vottahion ont pour 1 fene 2 el pour 2° tonne
oy y

Combien v a-l-il de couples d'éléments de B 7
Combien v a-t-il duo triplets Jd'éldmonts de B 7
Combien v a-1-il di: 4-Tistes J'dldments de £ 7

...2.2, Problemes de dénombrement et listes
Problémes de dénombrement et By By ot oo % EJIJ

Dans un reslaurant, on propose guatre enlrées, trols plats de résistance, deux desserts. Chaque clicnt
compase son menu en choisissant une entrée, un plat de.résistance el un dessert,
Quel esl le nombre de menus possibles 7

[} ;
Codage d'un résullut
€10 Oy Oy, ¢ sONE les quatre enlrdos ; on posu: E=le, e, ey el
Fys rye Ty SOML Jos trois plats de résislance @ on pose : R= Irarginy.
dy. ey sonl les deux desserts ; on pose : D = (d 5 dy).
Iui, v résullat est un menu choisi.

Par oxemple. entrée : €,
plat de résistonee @ ory }mﬂ‘ umn rdsu e,
dessert : tly

* Chotx d'un modéle

l.e menu choisi pent 8o modélisé par le riplet (e, ; r, s ely).
ime manikre géndrale, on pent modéliser chague meny par un triplet. élément de K xR x D.
* Dénombrement des résultats possibles

A chague menu est associd un élément de Ex R x 1) el réciproguoment 3 chague dldment de Ex R x D
est associd vn mean.

L.e nombre de menus possibles est done le nombre d'éléments de E x R % 1),
cost-d-tlire : cand (E) x card () x card (D).

* Diustration par un arbre

* Réaliser un arbre aved: paur eritdres : lo choix do Fenirée, suivi du choix du plat de résistance puis du
choix dn dessort.

Problémes de dénombrement et EP

L¥ulairage d'une grande salle cst assuré par six points lumineux commandiés chacun parun interruplour,
Combien y a-l-il de maniéres diflérentes d'éclairer cetle salle par ces six points lumineux 7

o5g Dénombrement
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® Utilisation de listes
Codage d'an résultat

dy, iy, dy, Gy, @, @ sont les six ampowles ; | Par exemple,

unp:).se:ﬂz[uiznﬂ;ﬂ?‘.:11;:15;{151. , ﬂicstallumée

On note : a., est allumée
1, pour exprimer qu'ung ampoule est allumee, est ateinte ast un résultat.
0, pour exprimer qu'une ampoule est éteinte. a, est allumde

On pose : E= [0 ; 1}, g a. est alluméde

Ici un résultat est la description de 1'état des six ampoules. a,, ast éteinte

Choix d'on modéle

La résultat ci-dessus peut &tre modélisé par la 6-liste : (1;1;0:1;1;0)
D'une maniére générale, on peut modéliser chagque état des six ampoules par une &-liste, élément de E°,

Dénombrement des résultats possibles

A chaque état des six ampoules est associé un élément de E et réciproquement, 4 chaque élément de E®,
est associé un état des six ampoules.

Le nombre d'états possibles est donc card (EF) ; il y a 2® états des 6 ampoules.

Par conséquent, il y a 63 maniéres différentes d'éclairer la salle (on a soustrait de 25, l'unique état ot
toutes les lampes sont éteintes).

Hlustration par un arbre
» Réaliser un arbre avec pour critéres de choix las denx états de chacune des six ampoules.

B tilisation d'applications

Dans l'exemple qui précede, le résultat modélisé par la 6-liste
{(1:1:0:1;1;0)aurait pu étre modélisé par l'application de
A dans E ci-contre. |

A chaque état des six ampoules, on peut en effet faire corres-
pondre une application de A dans E.

EEEEEEHE

Plus générulement, A étant un ensemble de p élémeants et E un ensemble de n éléments, a chaque appii-
calion de A dans E, on peut associer une p-liste d'éldments de E et réciproguement.

Exomple
Ondonne A=(1:2:3:4:5}etE=la:b:cl.
On considére 'application f de A dans E définie par f{1) = a, fi2) =a, fl3) =c, fld) =b et fi5] =c.
A cette application, on peut associer la 5-liste (a;a;c:b;cl
» Définir l'application g de A dans E associée & la 5-liste [c;a ;b a;b).

B Nombre d'applications de A dans E
Le nombre d'application d'un ensemble A de p éléments dans un ensemble E de n éléments est égal au
nombre de p-listes d'éléments de E.

. On en déduit lo propriété suivante :

Propriefe
Le nombre d'applications d'un ensemble A de p éléments dans un ensemble E de n éléments est
égal & n?. NSt NS TR R L e v Pl ol e e

%ﬁ:ﬁ-’éE(' BT CICOS T i R T o R R o o o

2.c  Les numéros de téléphone d'un réseau télé- 2.d  On lance deux dés cubiques de couleurs diffé-

phonigue sont des nombres entiars naturels de rentes, un noir et un jaune. On reléve, dans
6 chiffres. l'ardre, le numéro présenté par le dé noir puis
Quelle est la capacité de ce réseau ? le numéro présenté par le dé jaune.

Schématiser 'ensemble des résultats possibles.
Quel est le nombre de résultats possibles T
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() Dénombrement darrangements,
et de permutations R

3.1. Arrangements

Arrangements de p éléments d'un ensemble E de n éléments

Définition

£ étant un ensemble non vide de n éléments, p un nombre entier naturel tel que : p = n,

on appelle arrangement de p éléments de E, toute p-liste d'éléments de E deux a deux distincts.
On dit aussi p-arrangement d'éléments de E,
Exemple

(lonsidérons Fensemble Viel que: Veda i eiiiu ol
Les triplets suivants sont des arrangements de trois éléments de V- (a0l o a; eh [§:w ;o)

Cependant le triplet [i ; o5 ) n'est pas un arrangement déléments de V car I'clement § est répété.

- Dénombrement des p-arrangements d'éléments de E
W Activité
On donne V =la:e i;u: ol On veut dénombrer les arvangements de trois £léments de V.

Pour cela, un peut utiliser un arbre de choix.

= nlmink-akking

LES CRITERES DE CHOIX LES RESULTATS
_Eh::i:t du 1o termel choix Sy 9 terme | cholx du 3¢ tenme i
-~ -
et

| .-F'_F'_,_.r"'. J:L_,..-l"'f"'_“ i —_'_'_\_:.:_'-:-

E ,_,_-—ﬂ—"'_._.- e i MO q__""""-----..

H-._,_H
_‘_h"-...qq—_‘_‘::-___ =) ]
'\-\._\_H_\_‘H
NOMBRE DE POSSIBILITES 5 Sk ] . Swand &0 |

« Expliquer la construction de cet arbre. achever la construction.

¥ Utilisation du principe multiplicatif de dénombrement
Plus généralement. pour former un p-arrangement d'un enseble B de n éléments, on conalate que -

~ pour le 1% terme, il v a n choix possibles ;
— pour chague 1°7 terme choisi, il v @ (7 = 1) choix possibles du 2° teroo S
— prur chague 2" terme chaoisi, il y a [n - 2] choix possibles du 3% teroe

— pour chague (p - 11° terme choisi, il y a [n - (p = 1)) choix possibles du p* terme.
On en déduit la nombre de p-arrungement d'éléments de E.

950 Dénombrement
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Propriéte
ot p sont des nombres entiers naturels lels que 11 < p < 1.
Eubwum:ﬁﬂede n éléments. .

Le nombse de p-arrangements diéiéments do F ot nln ~ 1) -2} . (1 - (p - 1l

Notation : |Af=nln—1){n-2]... l[n-(p=1)] ; Convention : Al =n; Al =1.
e .
= [ facleurs

Hlustration per an erbre de choix

LES CRITERES DE CHOIX LES RESULTATS
choie du 1= terme chops du 9 terme | ... chobcdu pf lerme |
] -
MOIMBRE DE POSSIBILITES n mn—1) B T VR (T 1?]1 |

3.9, Probléemes de dénombrement et arrangements

wumes=cy Exemple 1
Dans un parking de cing places combien y a-t-il de fagons de garer trois voitures 7

Codage d'un résultat

Pyr Pas Pyr Pys Pe, 50mL les cing places ; on pose : I ={p; ¢ Py i P3Py B3l
B,, Uy, 1'; SONL J&8 trois voitures ; on pose : V = [, | 0, By,

Iei, un résultat cst 'état d'ovcupotion des  Parexemple 0y ocenpu la placs g,
ving places par les trois voitures. : v, oceupe ba pluce p, essl m Tésullat.
(la voiture ... occupe la place ...) v, vucupe la ploce pg

Cheix d'un modéle

Le résultat ci-dessus poul étre moedélisé par le 3-urrangement @ (P, o Py P2).

D'une manidre générale, en peul modéliser chague état d'occupation dog cing places par un J-armnge-
ment d'iliamonts de V.

Dénombrament des résultats possibles
Il y a A} 3-arrungoments des 5 ¢léments de l'ensemble V. AZ=5%4x3 =60
I ya done 60 manidres de garer 3 voitures dans un parking de 5 places.

Ilustrotion par un arbre
« Réaliser un arbre avec pour criléres de choix les positions possibles de chacune dlus trois voilures,

o P T Emplg 2

Lorsqu‘un probléme peut étre modélisé per un p-arrangement d'dléments d’un méme ensemble E de n
éléments, nous allons voir, dans 'exemple qui suit, qu'il peut aussi &tre modilisé por une application
particuliére de (1 ; 2 ; ... ; pl dans E. '

-

Dénombrement 261
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Une assemblée comporte 50 meiros. De combier de fagons pont on ch
, : G b TR el Ty e R S
m_ Utilisation d'arrangements .
Codage d'un résultat .
Tty Mg wees Mg, sont lus cinguante mambres ; on pose : M = Imy sy ;. mg )

1
¥, 'l, 5 sont respectivemesnt |n Président, le Trésorier, le Secrétaire ; on pose : F= [P T: §).

lel un résullal ost la compasition d'un | Par exemple, le Président est m,
bureau. le Trisorier est m,, } st psultat.
le Secrétaire oot m.,

Choix d'un modéle

1.8 résultal ci-dessus peut Stre modéliss par le Z-arrangemnent ; Gy smeg, om ).

B'une manigre géndrale, on pout modéliser chague composition du bureay par un -arrangement d'élé-
ments de M. -
Dénombrement des résultaty possibles r"

lyaAl d-arrangemonts des 50 éléments de l'ansembhle M. Al =50 % 49 x 48 = 117 600,

Il y a done 117 600 fagons de choisir un biirean dans l'assemblée.

HHustration par un arbre

Réaliser un arbre avee pour eritéres le choix du président, suivi du thoeix du trésorjer puis du choix du
secrélaire.

m_Utilisation d'applications injectives
Dans l'exemple qui précade, le réasultat modélisé par le J-arran-
gement (m, ; m,, ; m, ) surait pu étre modéliss par l'application
tle K dans M ci-conlre, _
chaque composition d'un bureau, on peut eo cffet faire corres- 07
pondre une application particulitre de E dans M.
On remargue que :
card (E} = card (M) ; X
denx dléments de E n'ont pas la méme image.

Une telle application est dite injective ; on dil aussi gue o'est wae injection.

Définition
On appelle application injective ou injection de E dans F, loute application de E dans F telle que
les images de deux éléments quelcongues de E sont différentes,

Slihém-ﬂ - _.__’;_‘\\l
d'une application g -
non  injeclive b ﬂ_\&( .

Pins généralement, A étant un cnsemble de p éléments et E un ensemble de n éléments, & clague injeu-
tion de A dans E, on peut assecior un prarrangement d'éléments de E et réciproquement,

Schéma
d'une application
injective

emarque

m Nombre d'injections de A dans E
Le nombre d'injections d'un ensemble A de p 6léments dans un ensemble £ de n Sléments agl dgal au
nombre de p-arrangements d'¢léments de E. :

On en dédnit lo propriété suivanty -

— e, - ] = PR —_— el ¥
-
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EJ{EI"CIEES T M e AT T

o (IS S g =

3o OndomneA =la:b:cletB={1:2:3:4:5) Cambien peut-on former de nombres die Lnos
Combien d'iajections de A dans B peut-cn chitfres & Uaide de cos Gartons ?
dafinie ¥

Papml ces injections. on considies colles qui ¢

donoent 3 pour imape de a. Quel ost Te nombre
de ces injoctions ¥

Avee Jos lelires du mot PRODULT eombin de
& muts » dw 4 Jeites différentes peit-on bermer ?
Pormi ces miots, caloular e nombee decens

=qul i umencent pac P
3b  On dispase de cing vartons partant ruspective- —qui us cunlicanent pas la lettre R ;
mient les e challves 1, 2, 3, 4, 5. — i cantiennent e lattre [,
...3.3, Permutations
===z Permutations des n éléments d'un ensemble E
E Etantm rnsemble non '-.rid&th:r:!ilﬁmtﬂ, oo w&mmmmm;: élémen IFI'-'.E lliut <
mmtﬂim n ﬁ!ﬁlﬁmﬁﬂuﬂl
Exemple

Consitdérons l'ensemble Vil que: V= lae;i;u; ol
Los urrangements suivants sonl des permutations d'éléments de V ;
(a;e;i;u o) li:oeiu:u)(u:atei:u)
Comgidérons Uensemble Ktel que :E=la; b ; ¢l
Toutes les permutations des éléments de E sont :
(ibie)lbiciu),(c:a b la;e; B (b;a;c)lcib;a)(b:c:al

T T T T e e

K étant un ensemble non vide de 1 éléments, lo nombre hwuwmﬁm{lﬁmﬁda Eest A}

e

]

; Dnnote AN =nxn-1)x..x2x1=n' ; ounli:factoriclle n

: n facteurs Par convention ; 0! =1

5-’-"" “““““““ rana. P N L e T A T e, T S o N " T e P et e R PR Dl

* Véarifier que: 31 =6; 7! = 5 040.

Uin peul démontrer les propriétés suivantos :

| Propriet - =itk il oo e Nt R OSSP I N e it s
nnpmmnmuhmmﬁmmhmuw 1-=;pﬁn. ' £

L3

BERee i B sREaay i Tﬂ

| T EE— . by

Démonstration
n et p sont des nombres entiers nalurels tels que: 1 <p £ n
Ona: Al=nlu-1)..n-p+1)
T n=nln=1) .. h-p+1)in-p] ... 3%x2x1
AP (- 11

T !

d'oli: AP g
= Dénombrement 263
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mmemses Problémes de dénombrement et permutations

De combien de fagons différentes peuf-on disposer qnlnlre personnes sur quatre chaises numératées 7

b o

B Uiilisation de permutatinns

Codage d'un résultat

e, b, e, o sont les quatre personnes ;

on pose B={a; h;c;d.

- 1,2, 3,4 sont les numéros des quatre chaises ;
onpose A=[1;2;3;4}

Par exemple,

1 &5l oceupée par ¢
- 2 est occupée par b
Iei un résullat est la description o'une cccupation 3 est oceupée par d
aes guatre chaises par les guatre personnes, 4 sl occupée par o

Choix d'vn modéle

Lo résullut précédent peul dtre moddlisé par la permutation (¢ b d ; a).

[Yune maniire géndérale, on peut modéliser chague occupation des quatre singes por une permutation des
¢ldments do E.

Dénombrement des résultats possibles

A chaque occupalion des yuatre sibges est assnciée ung permutation des dléments de E el eéciproque-
ment.

Le nombre de permulations des ¢léments de E est 41

1l ¥ & done: 24 facons diflérentes de disposer les quatre personnes sur les chaisos numérolées.
Hiustration par un arbre

= Réalisor un arbre avec pour crititres, les choix succussifs d'un sifige par chacuny deg porsonnes.

B 1Mtilisation de bijections
Duns l'excemple qui précode, le résultat modélise
par la permutation (¢ ; b ; d ; o) avrait pu &ee
modélist par la bijection de A dans E ci-contre, |.|"- s
A chague état d'oceapation des chaises, on peut en
uffet faire correspondre une bijection de A dans E.

. Remargue

Plus géndralement, A et ¥ élant des ensembles de n éléments, & chaque bijection de A dans E, on peul
associcr e permidelion d'élémonts de £ et réciproquemaent.

esl un edsultat.,

B Nombre de bijections de A dans E

Le: nombre de bijections d'un gnsvinble A de n dldments dans un ensemble E de n éléments sst dgal an
nombre do permutations des élémomts de E.

(2 en didduil la propridid suivanie ;
Propriéte

n étant un nombre entier naturel différent de 0, le nombre de bijections d'un ensemble A de n élé-
ments dans un ensemble E de n éléments est égal i nl.

gl L 4 bl - R e S ) — g g . o S -
S B( I S e o D N
1d an dispose de cine cortong portant tespective- ajl sil lias {:hni:&us sont nunérs dos 7
went les chiffees 1. 2, 3. 4, 5. bl si lax chaises ne sont pas numdrotées ¥
Combien pout-on foemer Je nombres de eiog
chilffres & Paide de nes cartons? 3F  combien de mets dilférents punrt-on irmnr
aver los latires du mot BURKINA, clagues
3.8 Dix personnes vont sasseoir sulour dume tablo lettre dtant wtilisfe une el une saule fois, les
rimde, Do cambisn de manidems peut-on faire mols ayant un sens ou non ¥

asnenir ooy dlix persannes ;

264 pénombrement
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_.4.1. Combinaisons

Détinition
E étant un ensemble non vide de n éléments, p un nombre entier naturel tel que : p = n,

an appelle combinaison de p éléments de E twule partie de E ayant p élements.
On dit aussi p-combinaison d'éléments de E. .

Exemple

Considérons Vensemble V el gquo : V= la ceciu; ol
lees ensomblos suivaols son des comhinaisons de deux éléments de V: fa el fa: il. le ¢ i)

e Dunner loutes las combinaisons de trois ¢léments de ¥, Comblen y co a-1-l ?
« Donner une combinaison de cing déments de V. Combien y on a--il ?

mmmmm Dénombrement des p-combinaisons d'éléments de E
u Activité

Un sélectionneur d'athlétisme dispose de 4 coureurs dont les maillots sont numérotés 1, 2, 3, 4.

Cm note E l'ensemble de ces coureurs.

Pour former I'équipe nationale, le sélectionnenr organise un test qui ne permet pas d'ex-aequo, afin de
preadre les trois meilleurs coureurs parmi les quatrs dent il dispose.

On veut rechercher le nombre d'éyuipes possibles.

o Expliquer pourguoi un classement de 3 courcurs de Foast un Z-arrungoment des éléments de E ot pour-
quoi une éguipe est une combinalson d'éléments de E.

e Combien de classements de 3 courcurs peut-an réaliser ?

e Combien do classements do 3 courcurs paut-on réaliser aves chague équipe de 3 jovenrs ¥
On pose C le nombre dos 3-combinaisons d'éléments de E.

» Exprimer C} en fonction de Aj st 31,

» Compléter le tableau suivant ot donner le nombre d'dquipes possibles,

Classements possibles de 3 coureurs parmi 4 Equipes pu:sﬁhh:u . E
(les S-nrrangunients des 4 dlémoents dae E) {les 3-combinaisons des 4 dléments de E)

[A:2:3, 0 :3:2,(2:3:0 (213

213
5 0 | N N R S B :z:3

(2:1:4)... T 1:2:4)
l;‘t:.‘i;-l] ) i1:4;:30
(Z:3:4)... ' {2:3 4 - T

pCas géndral

n et p sont deux nombres entiers naturels non nuls tels que : p = n.
On se propose de dénombrer les p-combinaisons des n éléments d'un ensemble E.

pénombrement 265
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Désignous par C” le nomlwe de ces p-combinaisons ot caleulons CI,
Chague partie de p éléments de I permot do réaliser ! permtations.
Or chaque permutation ainsi obtenue est un pravrangomaont d'éléments de E,

L& nombre de p-srrangements d'éléments de B est dane égal au nombre de p-combinaisons d'&émoents de
E multiplit par p!.

Far conséguent Al =plx (8,
# el p sont-des nombres entiers naturels non nuls tels que s p =g
E un ensemble de n éléments.
Le nombre de p-combinaisons d'éléments de E st - _ﬂ_ﬁ#
[N T
Mederff : P = ﬂ-"
o] fon T F:i.-
AR
La notation s'étend lorsgue p =0 ; = n_r' =1
e e i P el s Y ey r i:

* Virifier que : 2 = 35,
* noet p fant des nombres enliers naturels tals que : p o=

démontrer que
nl

[:;: =1 § {.\:3* =n 1 E:-“I= l._:ﬁ H (jr: - m

wat2, Problémes de dénombrement et combinaisons

e o e e —— B e ]
JLiéclairage dune grande salle est assurée par cing ampoules commandées chacune par un interrupteur,
' ﬁh‘nmnllm do maniéres j:Eut—hLécﬁIrHueﬂ&Ea e en allumant exactement trois lampes?

- e i b e o S SR

Codage d'un résuliar

Gy Uy, thy, dy, 0 so1L les f:h]q ampuulFs; on pose A = |, ; iy ; Gy ; €1y et,).
Ici, un résultal est une manitro d'éelairer la sanlle

Par exemple, los trois ampoules allumées sont Py s D

Choix d'un modéle

Le résultat ci-dessus peut #ire modilisg par la -combluaison : la, o, w.

Yune maniérn péndraie, on peut modéliser chague mowitre d'éclairor 1y sally e une J-comhbingison
d'élémonts de A

Dénombrement des résulfats possibles Al -

Iy CF 3-combinaisons des 5 élémants de Fensemble A g = r-ié- = ‘UL}:':"! =10,

Il y a 10 manidres d'éclairer la salle par tenis ampoules, T

- o ot . =
H}Mﬂﬁx e T

Ty

4.4  Anwenoe dune ruios patrticelémment ani- h) Comhicn de ehoix a<t-il 5l doil eipondee
wieiee, b hudt msesnbires dun consedl d'admimiz. alx tros promidres questions 7
tration se serremt Jes waing, Combien de poi- &l Combian a-t-il e trh_d_.!ix s'il doil répondre 3
gudus det mains seronl ainsi édchangées? a0 MoIng 4 des 3 pramibres guestions ¥

4b  Arom e'un wxamen un Studiznt doil répondre 4. Ou considin gix ponints du play non uligns

a 8 guestions sur un lotal de 10, lrois & brois,
of Combion a--il de choix possiladen e ces H Cimmbiieen de deoilis cos points déerminm-ils ¢
queslions?

2680énombrement
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s SARF

M Travaux pratiques

—-JP1. Les parties d'un ensemble

smmmsm  Exemple

Un dorme un ensemble E de quatre éléments a, b, ¢, .
On veut lrouver le nombre de toutes les parties de E,

¥Dénombrement de partics de E par les combinaisons d'éléments de E .

o llﬁnneir ]E?lmmlrm da partics do E contenant 2€ro élémont, un élément ou qualre dldments : quelles soal
{0y parties

* Demner lo nombre de parties de E contenant deux éléments on trols &lémonts.
* Comelure.

¥Dénombrement de parties de E par un arhre
= Compléter "arbie ci-dessons.

LES CRITERES DE CHOIX LES RESUITATS
Uppm‘te:’m:x | appartenance | |appartenance bes paties |
de et : deb o & ded di £ ]
| | R, o el
| oul t_______‘_“_-_."‘ : :::::::-____
| i
ron e R
_-_\--_-""""'\--u-."r- ___________
|_ i
|
| B R /T
NOMBRE DEPOSSIBILITES | @ 2% 9 2x2x2 | Px9xxQ |

¥ Dénuvmbrement de partics de E par applications de E dans I'ensemble [oui ; non)
A chaque partic de 1§ correspond uno application de E dans joui ; non) st réciproquement.
Exemples

il = s o a
h-—}l[._:'a__::ﬂ v oui b
| et — 1
i ‘-
{.! R . \- il »
Cette application correspond = Qualle est la partic gui = Qualle est Mapplication qui
& l'onsomble vide correspund & catte application ¥ correspond & la partie ey b d) #

memmamss  Plus généralement
Dy démontre que :

(t'vst le nombre dapplication de I dens 'ensemble foui ; nonl.)

L nombre de partios d'un ensemble non vide do n dldmonls ost 29, ‘

Dénombrement Q&7
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... Application
Les parties d'un ensemble et les nombres réels C#

n esl un nombre entier naturel non nul.
p un nombre cntior naturel tel que @ p <o

Un considire wn ensemble E de n éléments.

* Compléater I tablean vi-dessous & Paide des CF.

Propriétés des parlies d'un ensemble fini Propriétés des nombres CF
— Il y & une seale paric vide ol one seule partie pleina de E. 00 4
Une partie pleine est une parlic contenant r éléments : cest Vensemble i, | 9 & 700 = oo
= ¥ a n gingletons de B
= Chague partie de E contenant it - 1 éléments est le complémenloire dans ol = o
L d'un singleton of rdesiproguomont. S e i
Il ¥ & donc autant de parties de E & n - 1 dléments que de singletons dans E.
= Chague partie de K a p éléments est le complémentaire dans B d'une
partie de K& - 1 éléments el eéciproguement. oF = =
Il ¥ a donc autant de purtics de E & p éléments que de parties de E a| ™0 = = T
n — p éléments.
Lo nombree de parties de K ast 27, =T ...,

TP2 Tirages simultanés, tirages successifs avec ou sans remise

L'objet de ce TP ost de priciser par des exemples les expressions covromment uiilisdes dons les pro-
hidmes de dénombrement : « Tirer simulionément — Tirer successivement, avec o SGRS remise s

. Exemple 1 : Tirages simultanés

2l it T

Une urne contient 5 boules marquées a ;6 ;¢ 1 d ;e
Onposa:U={a:b:c:d ;e

On tire simulianément trois boules de cette urne.

On veul dénombrer tous les résultats possibles d'un tel tirage.

Iei, un résnltat st une partic de 3 #léments de 17,
c'est une 3-combinaison des cléments de UL

Excomple : & ;o ; u sonl lirés simaltanément.
Cer risullal pout &tre noté = |h ; d ; al.

* Résoudre le probléme.

.= s Exemple 2 : Tirages successifs sans remise

Onpose:U=la;bh;c;die. i :
On tire successivement sans remise trois boules de cetle urne,
On veut dénombrer tous les résaltats possibles d'un tel tirage,

Une urne contient 5 Ehnlﬁamarq'l_iﬁu aib; -::_.; die,

fui. un résultat est une partic ordonmée de 3 éléments de 1), ¢'est un J-arrangement des éléments de 11,

-
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Ici, un résultat ost une partie ordonnée de 3 éléments de U, c'est un J-arrangament des élsments de U,

Hxample: ¢ tirage « b : & tirage - o I e - @

@\; ‘ og] &b lod oot

Coe résultat peut 8tre noté : (b d ; al

= Résondre le probléme.

wsmemew Exemple 3 : Tiroges successifs avec remise

Une urne contient 5 boules marquées a ;bic;d ;e
Onpose U={a ;b:c;d;e. ;

On tire successivement avec remise trois boules de cette urne.
On veul dénombrer tous les résultats possibles d'un tel tirage,

Ici, un résultal est une partie ordonnée de 3 dléments de 7 pouvant 8tre tépéle, o'ssk une 3-ligte das élo-
ments de L.

Lvample : 17 trege « b P tirage - o IFtimge: b
sulvi d'une remise s o' pemise
e b clans ume e of dars ['ume

ERRE AR

Ce résultat peut ftre nold ;. (I d ; b).
* Résoudre le probléme.

—dP3 Dénombrement et langage des jeux

EEmamm Jeux de carles

- Un jeu de cartus est composé de quatre « couleurs v @ le widle, le pigue, le carraau, le cour,
= Chague couleur comprend 13 cartes dans un jew de 52 cares  [52 = 13 x4} ;
ou B cartes dans un jeu de 32 curles (32 = 8 x 4),

En outre, chague couleur comprend quatra figures ; 'as, le roi, la dame, le valel,

lzs & figures de chague coulewr

)
Roi Dame Valet 10 9 8 7 6 5 4 3 ¥
= i
les B cartes de chague coulewr dans un e de 32 cates

— r—a.—w

-_—

les 13 cartes de chacue couleur dare un jeu de 52 carles

Dénombrement 269
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| Le triéfle et e pigue sont noirs

As de tralle
Eni da pique

[.e coeur et le carrean somt rouges

-.-_
Name de cosnr

Valet de carrean

Les cartes sunt distribudées de maniine cjuitable aux jousars,
Lensemble dus cartes regues par un joucur, apris une distribution, sst appelie une main.

..., Langage souvent utilisé : exactement, au moins, au plus

= « Tirer au moins une carte » d'un jou de cartes,
cest « tiver yne carte » ou « tirer daux CATIAS » onn & lirer Leods cortes », e,
c'est « tirer une carte » ou « tirer plus d'une carte .

— « Tirer an plus trois cartes » o’un jem e cartes,
C'esl & lirer lrois carles » ou « liver dewx cacles » oo = trer yae CATtE =,
sl « tirer lrois carlus » ou « liree moing de trols cartes »,

— Pour dviter toule ambiguilé, on peul dire :
« lirer exaclemenl deux carles » au liew de dire « tirer deux cartes »,

... Lancer de dé
Bt e s

= Un dé ost un petit cubie portant sur ehiague oo

un poinl, deux points, Lrois puinls, ... six points,

- Aprés avoir lancé le d6, on atlend quil s"immobilise, puis on it le nombra
de points marqués sur su fuco supéricure.

—Un dé est équilibré lorsque son centee de gravité est situé an centre du euba,

On pent déplacer ce canira da gravité en placant, par exemple, une petite
masse supplémentaire sur une des faces
on dit que « le dé est pipé ».

rnombrement
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APPRENTISSAGE

LEnombrement de parties
d’ensembles finis
Poartle d'un ensembla

Ton douns Le diagraomme vi-dessous.

" |

o f
Donner la liste de chacun des snsemibles suivants ;
AsTH;ANE; A LT AVH ; BNA; E ; ENMA U )
EMA € )

%o désigne par F 'snsemble dos nombres
entiers naturals plus petits que 16, par 1 'onsemble dea
nomhbres impairs de E, par P l'ensemble des nombres
pairs de T et par M, 'ensemble des nomhres de E mul-
tiplas de 3.

Représenter les ensembles E, I, P M, par un méme dia-
gramme | y¥ faire figurer tous les éléments de E.

lﬂn donne ;
Coavt {A) =1521 ; card (B] = 798 ; card [A U B] = 2319,
Calenlar caed [A 7 1) - card [BAVAL

.'UL'L domme : card (A) =17 cord [B) = 24 ;
card [ U T3) = 25,
Calculor card [A 71 1) ; eard (AMB).

Problines de dénombrement &f parties d'ensembles,

!Sur § 224 voilures vonduss par une sociels
commerciale, 3 243 soul dquipées «'un lecteur de cas-
solles landis que 4 532 sont équipdes d'une climatisa-
tion et 1 927 voitures ne prsstdent ni locteur de cas-
selles, ni climalisalion.

Combian de voitures sont & |z foir équipdes dun Jocteur
diz cessellas et dune climatisation ¥

‘D.'ms ume classe de premiire, sont #ndides les
lanpues suivantes : anglals, silomand, sspagnnl.
Chaque éléve éudie au maoins une langoe : § dludient
les trois langues, 7 1'anglais st I'slemand, B 'anglais ot
l'espagnol, 8 l'allemond st I'espagnol.

Enfin 20 étudient [seulement) onglais, 15 Uallomand,
12 l'espagnol.
Cruil est Poffoctif de cette closse ¥

&nnmhrzment de listes
Listas d'objats
?Dn'pmc: Velu:e;i;u) ; Gemile;we:xl

Reprasenier par un tableau chacun des produits carld-
sions ¥ xCet Cx W

T
T Gy o - i

e g R g g
o

o

L

E xercices

.Z]npl:uge:ﬁ=|ﬂ;1 rRrA AT iR 9]
1. Donoer
= lruis couplos d'élémonts da E
— Lrols triplnts d*élémont de &
— brois listos de 4 dlémoents de E (4-lisie) ;
— brods listos de 5 dléments de B [3-1iste] ;
2. (%:1:5:7 : 68)est-l vn F-lisle d'elements de B Y

Pon pose - E= 1.2, 3. 4. 5, 6], .
Combien ¥ a-t-il de triplets d'éléments de £ 7
Hlusteer par un arbee de chioix,

Problémes de dénombrement at listes

180 Jance simultanément truis dés cubigues de
coulours dilférentes : jaune. noir € rouge (voir T773).
Aprés immohilisation des dés. on ante & nombre de
points observis suc la face supérionre de chamn des
ez, of recl dans Vordes suteant @ Jdé ooir, dé jaune, dd
rouge.

Curl aul [¢ pombre de résultots pussibles ¥

1tlnpnme tA=(1,2,3, 4,50t B={xig:x.
Combien y a-t-il d'applications de A dans B ¥
Cemlicen y a-t-il d'applications de B daos A ?

1% At up. entiar galvrel non oul, E oun
enseinhle de n élémonts, guel ost In numbre dapplice-
Lic do T dans un onsembile confenont wn soul élément T

T30 los miues conditions gu'au n® 12, guel
est le nombre d'application d'un sinaleton dans E 7

&nnmbrement d'arrange-
ments et de permutations

Arrangemenis

1*h;pamrﬂ=ru;1 d2:8 ;486700

1. Dontwer :
~ Irois arrangements de 2 éléments de E [2-arrappgu-
Triecat) &
= rois arcangements e 3 Gléments de B [3-arcango-
fiifeld e

trofs armngements de 4 Héomnls de E (4-armange-
ment] ;
— trois apangemonls de § dlémenis de B [S-arsange-
memnit],
2. Parmi les 4-listus d*élémnnls de B, dire coux gqui song
das 4-arrangments [at ceux qui ne le sont pas),
(5:2:0:7) :{3:1:0:1) 1 (1312151);
fRe a3l 0T 28] 3 [110:0 -0k

1il‘u.fuuf|:r les ool suivends
".': : AE : 'ﬁ'?u : !L?["?'J'
16: o 1 sont des nombres entiers naturels tels
que : 1 S n,
Fxprimes en fonctive de 2 ot p les nombres suivanls :
. A
L A

Dénombrement® 71
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Froblémes de dénombrement ot OrTangemenis

17 Combien ¥ a--il d'arrangomonts & 4 Sléments
dun ensemhblo & 5 élémants 7 ¥
Combisty ¥ net-il d'arangewents & 3 éléments el un
ensemgble'a 12 Aldmonts 7

Combien v &1+l d'arrangements & & fléments dhun
vnsemble & 8 élémants 7

180 pose: Fwfa. b ie el el
Combien y a-til d'arangements & 3 aléments de l'en-
semble E ? :
THustrer par un sadre de choix

1900 tire FUCLessIvEIcOt 8t sans reirdse trnis
objets d'un sac en conlenant dix, Combien v a-1-il, e
tirages possililes ¥

20 En supposac: qu'il n'y a pas de répatition,
aj Combien de nombres du 3 chiffrespeut-on furmer A
Paide des chiffres 1 2, 4. 5.6, 7.0 7
&) Combien de ces nomarss sont infirieurs & 400 ¢
el Combien sont-ils 7
d} Combien sont-ils impairs ?
¢} Combien sont-ils m wltiples do 5 2

81 Une wme contisn Quitre houles indiscer-
nables au louché, numdrotées 1,2, 1 el 4,
Om tire succesivemont ot sans remise trois bowles de
Purae et on note le nomhbre obreny wn alignant dens
Pardre: los trois boules tirdes {vair TI2).
1. A l'aide d'vn arbre de vhoix, déterminer o nowbhos
de résullals possiblns,
2. Cornbien oblsut-on de nombres comnenyant par o
hiffre 2 7
3. Uombicn obtienl-on de nombres commengant por le
chiffro 1 7

28 Parmi les applications dont les schémas soms
domngs ci-dessons, dire colles g sont Injectives fet
eelles qui ne le sont pas).

= N Fall r'/TW
' S S W, hil” o
el "I C %)

L5 SN U

23 OnposerA=(1:20, 0= [e;y:2)
Définir trois applications injectives (ou injectliona) de A
dans B,
Combien puut-on définie d'injections de A dans B T

Permuototions

28 Donner deux permutations de chacun des
enzembles =tivants -
lo ;b 1;2:3) ; la e;i;n:al

25 Combien y a-t-il de peemutations duna paie ¥

D'vn ensemble 3 4 éléments ? Dun enzemble & 7 e
meamnts 7

2% O poser : E = [ ¢ gy 2 20,

272 pénombrement

Combien y a-t-il de p:.-n.-matntin:-t:s d'éléments de k¢
Lhusirer par un adims de choix,

27 Cambien de mots différents ayan! un sons ou
non peut-on former aves: tutes les Indtres du mot NIA-
MEY, chague lotire dlanl utilisds yne aon e frig 7

880 pose
E=Ir:,-u:.r:y:ziel.l-‘=l'1.2;3:-1-5}.
Combien y e-t-i] de bijections de K dans F 7

Dénombrement de combi-
naisons

Combinaisons
29 On pose B=lr:s:¢:0:07m)
Donner :
— teutes las combinuisons de 2 éléments de B !
— toutes les combinalsons de 3 Sléments de E:
= toutes les combinaisons de 4 éldments do i
— thutes les combinaisons de 5 éléments do T2 -
Coanbian de comhinaisons de 6 éléments de k piut-on
former ¥

30 Calculer les nombres suivants :
GG ic ool

31 Caleuler In phus simplement possibile :
C+Ci+CEete 8+ 08

Problémes de dénombrument st canthinoisans
SEﬂnpﬂsH:H:m;b:r;d:d_

Trouver nne combinmison 3 2 dlémoents do 1. Combien ¥

o a-t-il 7

Trouver une combinaison 3 3 Séments de F contenant

¢ ot ¢. Combien v un #-t-4] 7

Trouver une combinaison & 3 éléments de T nge corts-

sant pas d Combicn y en a-4-j] 7

33 Combien ¥ #-d-il de combingisons & 11 dla-
ments d'un cnsemble & 18 aléments 7

38 Combicn U'ensemble [ee 3 Bz e o} aot-il de par-
liem & 3 éldments ¥ 6 1 &ldment 7
Pourquod tronve-t-on 1z méme résultal ¥

35 Qual est Ie nombre de parties de 'cnsomble
vide ¥ Celui do Vensemble (o : b e o) ?

36 L'Daggenisation Non Couvernegnenlale « kn-
fance et Education » wst composée de 18 femunas sl 42
hommes, Celle ONG disine farmer son burssy LI
d'un président, d'un secrétairn gindral ot d'un trdsorier
1. Combicn pout-on fuemer de bureax 1 :
2. Comblen prut-on former de bursaux possiblos dons
chacun cles cas suivants :
uf Le trésorier duil dtra une fomme
B} Monsieur el Madame EROUTOU, fandatenrs de celle
UNC, ne soubaitent pas faire partie du mémes bumrrg,

APPROFONDISSEMENT

37 Onpose E=luihicidiefetb=[1;2:2)
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Liombien exisie-t-il d'applications de R dons F 1
Combien existe--] d'epplications injectives de K dans F 7

38 Un « mot o étant uue soite de lotres, ayant un
s803 oU non, combien avec 128 cing lettres A, 8. C, 0L B
peut-on former de mots de cing lettres, distinctes ou
nom ¥ De mols de clog Iettres teutes différentes T

29 Momes ipuaslions go'au 6® 38 avec les mots do
i lotives prises parni les 5 : lee 3 lottres sont distinetes
ou non, puis les 3 letboes sont distinetes.

80 Une plague d'immatriculation porte dous
lettres distinecles swivics de toois chiffres dont le pre-
wniur est diffdrent de s,

Combien de plagques dillérentes pout-on impeimer 7

&1 Dans une classe, un contenlivax s'est réwéld
entre log dlives ot Padministroion. Aussi est-il décidd
d'envoyer denx diléguds = uno fills el en gargon prur
régler la differvad. Sachont qu'il v a dans la classe 24
filles el 40 gargons, combisn peut-on former de déléga-
Lons différentes 7

42 Dans une assemblie de douze persannes, huit
hommes et quatre femmes, om veul constituor un comsi-
W de trols personnes aver lss fanctions dr président,
anctelalmn el dsarioe
@) De combien de manidres peut-on former co comind,
LI meme porsonne e pouvant cumuler plusisurs
fonctions ¥
b) De combien de manibres peut-on former er comits si
on vaul qu'une fomme soit secidtaire ?

&3 Danze porsunnes vont s'ussenir autour d'une
table ronde. De combien de manitres peot-on faire
isseoic ces dix porspnues :
al si les chaises sonl numérntéas ¥
&) si lns chaises ne sont pes numérolées ¥

B8 o) De combinn de lagoms diffirunies. 3 gargonos
el 2 Glles peuvent-ils prevubs place sur un bane 7
i) Du combien do faguns peuvont-ils s"asseoir, 81 los gar-
gons 8'asseyont los s 4 ofté des mutras 1 271 2noest de
ntime choz les filles 7
¢) Do combien de mantéres peavent-ils s'asseuir =i el
soulermenl les filles s'assevenl ['ume & ofte de Va7

BS54 Voral d'un exomen un étudisnt duil
vépondre & & questions sur un total de 3.
i) Combien y a-t41 de cholx possihles ¥
f) Combien do choix v a-t-il 8%1 doil répondre oux trois
premiéres quasstions 7
ol Comhien v 84-il de chole 8'il doit rdpomlre 4 an
moins 2 des 4 promidres guestions ¥

4‘].‘&!’]"51'&_155 d'une grande sslle est oesuré par
tiug ampoules comimandées chacuns par un intorcup-
b,

D combien de mani#res peut-nn dclaiver cotte salla an
allumant exacternent trois ampowles 2

&Ta) Dix peersounes s¢ réunissund dans une salle
L. comnme ] se doil, se servent los mains au début e la
réunion.
Combien v a-1-il de poignins de mains 7

bj Bachant gu'il y u eu 5161 poigndss de maios aw débul
'une rdusion, combies y avait-il de personnes ¥

48 on disprse d'un jeu de 32 carles (veir TP3).
Un en prend simullanément #, oe qui consitue uns
« maln ».
) Combien v a-1-{1 de mains difféventes possibles ¥
Enombrer les mains gqui conticnrant :
b uxactement dews v
e aucun as ;
o] aw moing un as
#) Exaclemont tleux copurs ¢ Irnis pigues ;
11 Bxactomont deux conurs, Greis plowes o un tralle
gl an plog dewx domns. x

A% On met les lettres du mol PARAMILITAIRE
dans un sac, Ces lelives sont supposdes indiscerpables
au toucher, Om Hree successivement el sans remize 6
lettees du sec. Dyv cumblen dn fagons différontes peat-on
obslenie
i} le mot PLAIKE
hi e ol LIMITT

les lettres du mol dant fivtes dans le bon oedes #
— les letrres de mot &ant oblenees danz Moedre ou
danps [er désordre ¥

50 au idépart dune course de 100 0, il ¥y o 20
COMNTITY,
1. Combien v a-t-1l d'acrivées possibles des 20 couneurs ?
2. Cambien y a-t-il dlarrivées possibles des Lods pre-
inlers sans ex wquo 7

37 Pour ouviir un colle-fort, on doil COmpHssr
utfi code seerel de guatre chillves sur wn tz2blean infor-
matique de dix chiffres -0 ;1:2;3:4:5:6;:718:4
1. étermingr le nomhre de code possibles.

2. Combien y a-t-il le codos commencaat par 2 ¥
5. Combion y a-t-il de crades e cootenant pas 0 7

22 Moensieur DIOP pussdde deny son armning
quatte pamalons dont deax poirs of deux blaus, six che-
mises dent troks blonches, deux bleues st une jaune,
Au moment de s'habiller, swvient une panoe d'%lectri-
cité. Monsisur DIOP. pressé, enfile un pantalon «f nne
rhemise sans s0 préoccupor do ia cowleur do ses vBle-
Inerts.

1. Combien a-t-il de manigres ditférentes ds s’hahillor ?
3. Combien a-l-il de manikees de s'habiller sachant quil
porie

o) une chemise blanchn ¥

f1} un pantalon neir ¥

¢iun pantalon blou et une chemisn jauns ?

230n dispose de 4 livies de Mathémotigues tous
différents, de 3 [ivees différenls de Diologie et de 5
livees différents de Scinnees Physiques que 'on vet
rauper verticalemenl sur une elazére,
Déterminer le nombre de rangements possibies dans lies
cas sulvants
1. Les livras des lvois matidres peovent &l mélangds.
2. Los livres doivent 8tre rangés par malisre,
3. Seuls les liveas e Mathdmatiques dofvont 3lre ran-
gs ensemble.

Dénombremente 73
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28 Lors de son anniversaire Ahdow a invité sopl
e sos camarndes, Bintow, Eamel, [obib, Kolfi. Paul,
Frtimata el Alssatouw. Aucun n's promis aves sssurance
qu'Tl wiomedrait.
Guel ost lo nombee des possibilités diffdrentes nux-
quuelles Abdou sorn conlruntd 7 ,

55 Duns un restaurant, on propase sw e cocle
les diverses possibililés suivanlas de composer son
TR0 - L

e
Entrée
i Seeleele ona Bewritlon

‘Plat du jour
Pouled fF#t o CHider en sauce on Poisson braisé -
Accompagrement -
Pledninin fii o Mg ou Mainfadn boullli
amy Fleirdenel Focigpe
Cressert
Fraeil ootr Eazlevere
e 3
Qual est la nombre de menns dillérents que I'on poul
compn=er en prenant une entréc, un plat do jour avec
nn accompagnement of un dossert 7
Quel wxt le nombre do menus diffdrents que l'on peat
composer en e prenant pas |'entrde ?

PROBLEMES

536 ARCD est un rectanyle. O e 5 droites
aradledes & [ALY) coupant JAE] of 3 droiles poralidles b
AT coupant [BC).

Combien pout-on dénombrar de rectangles sur ceile
Fisttire:

37 On veul tevuver le nombro a, de segmonts [ue-
mes aves i points (o> 1) situés sur un segirumnt (AB].
'our ecola
— (rouver sucoossivement ot & Palde dune ligune. los
uomlres de segmonts u,, g, u,, u, of y formds avec 1
podnt. 2 poinls, 3 poluls, 4 poinls vl 5 poinls.

— toouver mne Tormule de dorrones explicitant be eal-
vl de w, en foncton de w, , puis nxprimer e, o0 fouc-
Lion de o unipuemenl (r > 0L

58 nes poinits situds sur e drolte (1) délinissent
dieg partios de droftos ; les sugments ol les demi-droites.

i A @ L F [

i

Keproduire el compléler le thleau ci-dossous.
Trouver une relslinn de réeurrence permattonl de cal-
culoe le nmnbee ¢, de parlies de droiles difinies par n
points {n = 0).

|_N:;:m|'.:ru tho poinls 1 2 ] -'I. . 5 ;
| Mondhien de demi-dmites

Mombre de segments
Wombres do parting {

ey

Exprimor o, on foaiion do n unimqucment,

274 Dénombrement

5% Unn deoite partazo un plan wn 2 régions.
: 1 {3
2
Dwux droites séeantos poarlagent vn plan en 4 rigions.

L.}
k a

I‘*\a\
a) Bn combien de céglons, tois deolles doux & dex
yfuzntes pardapent-clles un plan 7
B Quel ost e sombee de migions pour 4 dmites, 3
droiles et 6 droiles donx 3 deus sdeantes (loois quel-
eongues d'entre ellos wéant pas convourantios] ?
¢} On désigue par d,, le nomboe de régions définies par
n droites deux  deux séeantos (2 € R*, irois quel-
congques dentre olles n'élant pas concouranies), conjoc-
turer woe formule de récurrence ontre o, el o, puls
axprimer d, an fonction de n senloment.

60 On ispose doun damier rares 4 x 4 (4 lignes x
4 golonnos).
On place un pion dans Ia cose A, o le pion ua pout se
déplacer qua d'une case i la fois. veriicalement ou hori-
montalement (voir schiéma ci-dossous],
Combien y a-t-il de cheming possilios poor aller de Jn
vase A, &lacnse T, 7

Trouver la nombre de cheming possibles pour aller de

la vase A, b la case B, dons le cos d'un denier carrd
5 % &, puls lo nombes e chumins possibles pour wlier
dlos I cose A, & T cose ¥ dons lo cas d'un damier cared
B x B,

[ b

C

"1

Al @ |
1 o K| 4

Coujectnuror pour un damiec nx e [n>2).

é1 Tawsent vout aller voir tous sss cnmirades,
Amadon, Sywadogo, Koffl, Qusseini of Yao of T GIAT
ches lui. en passanl ume souls fuis ches chacun d'entre
eux par P'un des chemins indigués snr le plan.
Quel wst le nombre de tons les itindrakres possibles de

Taarent T i
LAk

Aanacicn

Lt [ e
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" Statistiques

LE' mot @ Statistiques » est utilisé pour exprimer plusieurs réalilés différentes.
Les medio parlent de stalisiques relatives oux occidents de lo roufe, oux revisites
ou baccalourcat, cle. Cost done simplement un ensemble de données numérigues,
Les siakistiques désignent, dans le codre de nolre élude, un ensamble de méinodes
scientifiques visant & erganiser et & analyser des données (numériques) chin de
pouveir tirer des conclusions valables et & prandre des decisions raisonnables sur
lo base de cetle analyse.
Aussi, les Erets doivent procéder périodiquement, sur la populolion d'une porl, @
un reconsement, c'ost-g-dire un relevé exhaustif de censeignoments, d'aufre part é
das sondages. Le sondage est un relevé partiel sur un échontillon représentatif de
le pepulation,
les Stats ne sont pas les seuls & beéneficier des apporfs de cotie science. Par
exemple, si le trovaillewr du socteur informel, Farfison qui conaoit son persr:u.'meJ',
ses machings, ses ravenus n'a pos loujours besain de sialistiques, le dirscleur géné-
ral d'une socidlé imporiante ne psut se passer de slofisliquas, compléments de o
comptabilité, pour diriger son affaire.
les Etats, les sociélés importantes, efc... ressenient foujours davantage I'ufilité de
disposer sur le monde de plus en plus complexe qui nous enfoure, d'informatians
chiffrées objectives.
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Dans nos pays, quel pourcentoge d'enfonts entrant e 6° obfiennent le boccalou-
réat & Guel pourcentage de filles de 8 ans fréquentent une école #
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ﬂ “,.m,ﬁw walis) que:i fg;oupees en dasses

*'\L" T
AT = =

-.t.1. Regroupements en classes

=ammmms  Série stalistique groupée

W Exemple 1 : étude de tailles d’éléves
* Line cogudte a 8¢ réalisde au lycde Lamine Gueye de Dokar an 1994, Le tablean qui suil donne les
tailles exprimeées en cemtimélres, des 51 éléves de la 2° A, A,

159 168 163 162 164 163 166 159 155 161 1648

158 166 150 163 164 162 I67 172 164 161

163 165 176 174 1684 173 166 100 164 170

170 181 160 156 162 168 153 177 163 162

163 163 165 1858 167 167 169 157 173 161
Ces données permetient de définir une série statistique de 24 modalités différentos dont 10 n'apparais-
sent quune [ois.
Pour faciliter I'étude d'unv telle série, on peut regrouper les valeurs en des intervalles disjoints deux 4
deux : [150 ; 160[ , [160 ; 163[ , [165 ; 170] ct [170; 178[
Ces intervalies sonl des classes de modalités,

'“ bulai
Vellectif d'une classe [a ; & est le nombre d'individus de la population étudige, donl les modalités
appartiennent & l'intervalle [a ; bl.

La réquence d'une classe esi le quotient de son etfectif par Veffectif total,

Par extcosion, effectif 'un intervalle 1 est te nonbee des individus de la population, donl los modali-
Lis apparticnnent a 'intorvalle |,

Lu centre d'une classe [« b est le nomlire =

liamplitude d'une classe @ ; B est e nombre b —a
La densité d'une classe est le quotient de effoctif par amplitude de la classe.

i+

A l'aide du tableau donnant los tailles des Gloves, complélons e tableau suivamt qui donne los effac-
Lifs wt Jos Indgquences,

Classes | Amplitude | Centres Effectifs  Fréquences! | Densités |
1150 ; 160 l'i 10 155 12 235% 1 1.2
[160 ; 165 || 5 162,5 0 392 % 4
[165 ; 170 | 5 167.5 11 21,6 % 2.2
[170 ;178 [ & 174 | # o TR e 1

Co tableau détermine une sdrie stalistique groupéa.

En génédral, dans une séric statistique groupée, on ne connaft que le whlean donpant les classes ol lewrs
effcctifs. les modalités de chaque individu ne sont pas connues.

mussmsn  S€rie shatistique des centres

A chague série stalistique svoupée, on associv géndralemoent la série statstique des cenlres dos classes,
en considérant gue Uelfectif de chague classe vst concantrd en som centre,

Dans I"exemple 1, la séeie associde ost délarminéo par ls labloou suivant :

Centres -155 1625 ;| 167.5 174
Effectifs 12 20 11 #

= Représenter cette séric des centres par un disgramme en bitons.
« Calculer la moyerme, la variance ol 1'éeart-type de cette séric.

L]
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1.2. Représentations graphiques

Construction d"un histogramme
Une série stalistique proupée est repsdsentic par
un diagramme, appeld histogramme des effectils.

Clest un dingramme constitué de rectangles juxta- — ;

posés dont - ' 1 crm? hemids
représente :
4 rsdinvicus

~ les largeuss sont proportionnelles aux anpli-
tudes daes classes

~ los hauteurs sont proportionnelles aux densitds
tles classas,

Ainsl, chaque rectangle & une aire propertionnelle ' : :
i l'effectif de [a classe quil représento. 150 180
histogramme ci-contre représenti la série grou- -
i des tailles des dléves [voir exemple 1).

Lhistogramme des fréguences se définit de manidre analogue.

Remarqu

Lorsque les classes ont lo méme amplitude. les hauteurs dos rectonples som fvidemmen| proportion-
nelles aux effectijs.

Lecture d’un histogramme

sExemple 2 : élude de recettes de commercants o
L'histogramme ci-contre représento les roceltes [en
milliers de francs) de 300 commergants,

1 cm* reprisente 30 individus,

Cn se propose de caleuler los effectifs de divers
intervalles & Vaide de cet histogramme donné,

10 B ¥5 40 45 50 G0

palcul de 'eifectif d'une classe
Pour exploilur cet hislugramme, complétons le tahleau qui suil ;

Classes | Amplitude | Centres H“u'_‘"w Largeur "“_m " Effectifs | Fréquences
1 CIn oI Cm &N om :
[10; 20 [ 1t 15 2 1 z G0 20%
{20525 | 5 22.5 3 0.5 1.5 45 15%
[25;40 [ 15 32,5 2 1.5 <! a0 30%
[40; 45 [ 5 425 2.67 0.5 L.33 40 13,539
{45 ; 50 | 5 47.5 1 0.5 0,5 15 5%
(50 : 60 [ 10 55 1,67 1 1,67 50 16.7%
' Total | 10 300 106%

De ce tabluzu, on peat tiver par exemple les informations suivantes ;

B0 commargants ont une recetle comprise entre 10 000 F el 20 000 F
15 commergants onl une recelle comprise entre 45 000 F ol 50 000 F :

30% des vommerganls ont une recette comprise entre 25 000 F ot 40 000 T
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W Calcul de 'effectif d'one réunion m&wﬂ :

Caleulons Uelfocif de inlervalla 120 @ 45[, ¢ est-d-dire, ddtorminons l: nombre de commergants de la
population ¢ludite, qui ont une recelle comprise anlre 20 000 F ol 45 000 1%

Lintervalle [20 : 45| est la réunion de trois classes disjointes < 120 ; 45[ = (20 ; 26] U [25 ; 40] U {40 ; 45[.
Lreffoctif de col intervalle est done éaal 2 Lo somma des elfoctifs de cos Lrois classos @ 45 1+ 90 + 40,

Il y u done 175 commergants qui ont une recelio comprise entrn 20 000 F ol 45 000 I

¥ Caleol de V'effectif d'un intervalle quelconque

Caleulons effectil de intervalle [15 ; 30, c'esl=i-
dire, déterminons lo nombre do commergands de [a
population étudide, qui ont une recetta comprise
untre 15 000 ¥ ef 30 000 I

10 | 2095 | 404550 60

15 30
La partic grisée de I'histogramme représents l'el-

[octif de Pinlervalle [15 @ 30| ; son aire est de

3.5 ™.

On peut évaluer Ueffoctil de cot inteevallo ;
3.5 % M.

Il ¥ o done approximativemont 105 commergails
qui onl une recclle comprise onlre 15 000 F of
40 000 F

Caloulens effectifl do l'iulun'u'::HB |= == ; 53], ¢'est-
a-dire, déterminons le nombre de comwergants de
Ia population étudide, gui ont wne roceile inférion-

" re om dgale 3 55 000 K

|
. |
10 90 23 40 45 50 (0
55

La partie prisée de Uhistogranume roprésenle el
[octif de Uintervalle =« @ 53] ; son aire est de

[2+-‘§—+3+ ?;- +%+—1—
O peul dvaluer "effectil de cet intervalle :

22 x 30,
Il v & dunc approximativement 265 columercants

et ont wne recette infdricure ou égale & 55 D00 F,

® ‘;] e,
L)

Rumarquons gue Peffectil doe Mintervalle [20 : 45] est une valeur caxucle parca gue ol intervalle osl Ja
réunion de irois cliusses de la strie dtudide. Pour les intervalles [15 @ 30[ ol |- ez 65], il n'on est pas do
méue ; 1o nombre tranvé n'est quune valewr approchée car les données no permettent pas (obfenir el

foctil exact.

==z Polygone des effectifs

L¢ polygane dos effectils d'une série stalistique groupde s obtient cu Ircant le polygone des elfectils de

la sirin des conlres qui Lui est assocido.

16154 174

Paolysone des offoctifs des ailles des dlitves

978 Statistiques

o
i
o e Pt
o
R - e
- -:.- :,.:';-.
i

e
o -

o 't
==

195 495475 55

15 925

Polypone des effoctifs des recelles dos cominernyanis

Scanné avec CamScanner



www.biblio-sciences.org

- .
S LSt ST T e T T g e B S T T A T g g -
Ty’ i = g s : . . e - - i i T,
e L E)( BTCICE B, e et e

LY

la  En1998, une wigucto n 216 rislisde dans Pentropeise XY2 and Co afin do recalior des informalions sur I'ipe
dis 2 350 owvrines. Lus sisallats obionus sont repris dans Je tableau tpuid Sl

Ages [om aniog) [16: 250 [25:30 [30:33] (35 :40( [46h : 58] |50 63l
I Flewcti s F0H L1 VIR | 543 22Tk HE

Construire lhistogramme des effectifs.
Fealuer le pombee douvriers de cotio entreprise doal Ulige ost compris entne 25 of 45 ans,
Pvaluer be somben d'ouveiees g ol weaing de 32 dans,

--1.3. Effectifs et fréquences cumulés
— T L

T e P

A l'aide de Fhistogramme de exemple 2, on veut délennioer le nombro de commergants dount 1o recet-
e esl inférieure ou dgale & une somme donnde. A o olfer, on définit les effsctifs wl [réyuuneces comulds.

Définition _ ; e

r esl un nombre réel.
On appelle
- effectif cumulé croissant de r, Peffectif de l'intervalle J- « ; r]
- effectif cumulé décroissant de r, I'effectif de I'intecvalle [ry+ e
- fréquence cumulée croissante de r, le quotient de son effectif cumulé croissant par I'effectif tofal.

- fréquence cumulée décroissante de r, le quotient de son effectif cumulé décroissant par Petfectil
total.

e Diagrammes des effectifs cumulés

i el |
. ] " ) i ] = "

Nans une série statistigoe groupée, les effectifs of fréquences cumulés des exteémitis des classes se oal-
culent aist¢menl.

Dans Ie tableau qui suit, ou g caleulé les elfoctils cumulis croissants et décroissants dos oxtdmils dos
classes do 'dlude des taillos des élives [voir exemple 1),

Intervalla  Modalitg Eﬁ?;{ﬂg::::ﬂ" Intervalle  Modalite Ffi?:trl‘i:;:::;]r'

| v = 150] 150 )] [150 ; + = 150 5l

] e ; 160] 160 12 | [160: 4=l | 160 ds
]- = ; 165] 165 42 (165 ; + o] 163 10

-2 : 170] 170 41 [170 : + oo i 8 ]
| |- o 178 174 51 176 ;4 178 8.

Lapplicatien de ® dans B qul. & chaque nombre réel associe som cffectil cumuli eroissant esi appelés
fonctivn de répartition des cffectifs pour le caractére dludic,

Tonte fnction de répartition esl croissante sur B,

L]
Dans le cas d'unu série statistigue groupde, la ditermination de Uelfectif de Vintorvalle = o r] par loe-
ture de Phistogramme montre que la fonction do répartition est affine parr intervalle.
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. S ’s 4 I T s
130 160 165 170 178 150 WO 15 140 178
Diagranune des effectifs cumulis erofssunts Diagramme des offectifs cimulis décroissants

supsmam Lecture d'un diogramme des effectifs cumulés
300

Considérons le diagramme des effectifs cumulés 250 | ---
croissanks, qui concerne les recettes des commer- 235
¢ants (voir l'exemple 2).

& 1@5 1.

On peut estimer le nombre de commergants qui 165
onl une recelle infériours & 35 000 F, par exemple.

1l suffit pour cela de Lire I'ardonnée du point du .
graphique qui a pour abscisse 35, 105 | --

» Vérifier a 'aide de Ihistogramme correspundant
que l'affectif de I'intervalle |- == ; 35] cst 165.

i i = e - e - T P ik
s EJIL CICICR R T o B R o e G

1.b ks 1997, Ia mdme enquitte a dLé réalisée dans Pentreprize XYZ aud Co alin de récolter & oouvean des infor-
mualions sur |'"dge dos guvriers. Les résuliats obdenus sont repris dang lg tableaw qui svil :

Ages (on anndes) | (16; 25 |25:30( |30;a5() (35:400 (40500 |50 ;65

Effoctifs i 273 Ju7 723 570 A04 G5

Construirs los disgrommes des effectifs comulés croissants of décmissants do calin série groupso,

Evaluer le nombiee d ouvriers gui ont meing de 331 ans.

Evaluer le nombre d'ouvriors de cette eptreprise doot e est compris sntre 26 of 46 ans.
Comparer svec be nombre d'ouvrioes: dont ige éait compris ealre 25 st 45 ans en 10006 (voir ¢x La).
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Caractéristiques des séries. groupees.

Los cameticisliques de position donnent une idée de I'ordr: de grandeur des observations. Les coractd-
ristiquies de dispersion permoticnl de décrire P'étalement dos valenrs du cargettre.

__9 1. Caractéristiques de position
e Closse modale - Mode
“ Définitions
Pour uwne stric statistiquoe gronysie, on appelle géndralement

- classe modale loute classo présentant un affectif (ou une fréquence) maximal.

— mode le centre do toute classe de densité maximale.
iJans I'histogramme, ce soul les roclangles d'aire maximale qui ruprésentent chague classe modale el les
rectangles de huulenr maximale qui représentont chayue classo dont le: centre est un modo.
Lorsgu'une série statistigue ne présente quiune saule classe mudale, elle ost appelée sério uni modale,

Dans le cas contraire, ulle est plurimodale (ou mullimodale).
Ainsl. une série ayanl denx ilasses modales est dile séric bimodalo.

e e e

10 9095 4045 50 &0

Histogramme 1 ¢ lailles des éléves

» Quaolle est la closse modale ¥
» Quelle ost la classe qui a la plus graode densité ?
= Qnel est Je moxde 7

. Moyenne

e, &
T bt g i

" néfinition

{In appells moyoune d'une série statistiquo groupes,

qui Jui est associde.

Histogramme 2 : recoltes dos commenguuds

« Quelle ost la classe modale ¥
» Quelle osl la classe gui a la plus graode densité ?
« Quel pst lo mode 7

lu moyenne de la série (c;n,) Jes contms de vlassns

N désignant Poffectif total, f; désignant la frdquence do Ja clusse de contre ¢, la moyeone est donc le

nombre, noté & l:ulﬂqm :

ENE ey ey . d e
=

N N

rms

e
IELI*C*

p N effectif total
[+ In [eéquence de la classe e centro ¢
p : nombre do classes

- Organisation du calcul de la moyenne de la série groupés des recelles de commerganis

 Classes [1o:2z0f 120:250 [25;40] [40 : 45 14!‘; ;500 150 ; ﬁl:l['-

_CGenlros ¢ 15 225 32,6 , 425 475 33 Total
Effoctifs n, GO 45 90 40 , 15 50 .300

| Produits n, % e 800 10125 2825 1700 7125 2750 10000

» Vérifice que 1a moyenne do la série groupée dos recettes des commergants ost : 33, 333 (en milliers de 1)
s Vérifier que la moyoune do la série groupée dos willes dos dlévos est : 163.6 (en o)
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. AR Médiane
¥ Définition i ~
On appelle médinne d'une série statistigue proupsde, toul nombg: M tel que : '

= la moiti¢ au muins des individus onl uue nodslitg infericure ou dgale & M_;
= ln moitis au mwias des individus onl une modalitg suparicure ou dgale a M,

M, st dune; tel que sa Indquence cumulte eroigsante vst supériewre ou cgale i 50 % ef sa [réyuence comu-
i décroissanle est aussi supdricure ou Spale i 30 %,

" Détermination graphiquo 00 B -—
Sur le diagramime des fedguences cumnlées croie-
santes das failles dos élhwes (voir Fexemple 1), M

esl I'abscigse du point de la courhe qui a pour
ordonnéde 0,3 : o'nst anssi Vabscisse du poinl de Ia
conirhe qui o pour ordonnde 0.5 sur le diagrmnme
s fréquences cumulées décroissantas,

Sides donx disgrammes sonl lraees sur un imidme
graphigue. Ia médione es) Paliseisse du point d'in-
tersuclion.

"Détermination par calcul
Lu adchiane Mo du la sdvie groupde dos receiles des

commerginls (voir Fuxemple 2] est Le nombre dont 0 | R S i P

I"esllectil comulé ceaisaml est agal & 150 [maoilid de ;,J' :

Vudfeetif total). -

O sait que Peffectil comulé croissant da 25 el i 3 "{— :

dgal & 105 et eelui de 40 est Gzal i 105, 195 | Eecrrr et B ;

De 'encudrement 105 < 150 < 193, Eok 3 = ‘

on déduil P'encadvement suivant de M, : 150 iz slsemian e e e e .

25 <M, < 40 feih :

U suflit du calenler abseisse du point dhardonnée o £ bl gl

150 sur be diagramene dos elffiectifs comulis erois- J,f; : e

sants. représentation praphigue de la function de A g by

ripartition des eifecifs, # . B £ :

Sur Uintervalle [25 ; 40), cotte fonction enineide ' | — r i

aver In fonetion alfine §telle que - e Ok 10 o0 o 40 45 50 &0
flz5) = 105 et f{40] = 145, -

M, est le nombre tel que M ) « 150,

. _ M) — H23) [40) - f25)
Par application des propristds des fonctions affines, un déduit ; 2 Mj—.aﬁ =4 a0 25

150 =105 1495 - 105

(na, ————— Y
T M 23 T mo-zs

Do : M, = 32,5,
-.2.2.Caractéristiques de dispersion

asspany  YOTIance

*}élfniljun
On appelle variance d'une série statistique groupde, ln variance de la siria {epm,) des conleos de classes
qui Tui est associde,
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Ruppedons les furmules de la variance V o N désigne Peffectif Lotal,

I flrl‘.{.r'— - J* n,lx - P emlr-cF+... 4 ﬂpi-'t' —t‘,,f"' "
Y = el P ol - e 3 J:[-il ""i]?-|
| : - -
T
et
Formule de Koenig : V= SO - I,
N |

® Organisation do caleul de la variance de la série groupée dos receiies des commerganis
Utilisons lu Tormule die Kueniz pour caleuler la varianco de la sdrie gronpde des receltes,

Classes [1o; 200  [2u;25] 125:40] [s0:46] [43:50] |50 ; 6

Conlres_ 6 1% 3% @) - AR - W mp  ehl
EI_I:{:::IE&_:;; L f B0 .. T B an 15 50 111§
Produits % ¢ Qoo 10125 2 925 1 700 712.5 2750 10000

Produits m, <! 13600 22 781.25 05 D625 72250 33 54373 151 260 3RBGBTS

+ Virifier gun la virianeo do la série groupde des roeettes ot 3 184514
o Virifier que Ia variance de la série proupée des tailles ost 38323

! Emrt*l}rpe

La varanee d'une série élant notée V. on appello éeart-type de celte série. L racine cirede posilive e V.

| Guart-ypo est oot o,

| Vo of g=,V.
I 0 el A

» Virilier quu, dans Pexemple 2. Pécart-type do la série groupde des recettes osl 0 13.66 .
= Vérilier que, dans Fexemple 1 Pécart-tepe do la série groupde des Lailles ast 2 6,17,

Par rapporl it la moyenno, un écart-type faible signilie que les valewrs du caractirn e s"ocartenl s beau-

coup de la moyeano.

I%ar sapport 4 la moyenne, un cearl-type importan) signific que les valours du caractone suul lonrgeanenl

dalées de part el d'autre do la moyenne,

Remarque

La moyeatnie. lu variuniew ef Técart-lype d'une série groupde sond calenlés  eide de la séeie stalistiquo

this cenlres des closses gui Tuil o=l associte.

: E xercices

2.0 Reprondem les siches gronpées diterminées pae 2b  Freablier Unlfectil de Pinlervall: |F @25 - al
un tabluau dons lus exorcioes 1.a ef 1.0, dany charmrs des sicies gronpees priaaloes
Calezuler o movenne. e mddiane el I'écac-wvpe dans re chapitre, o dislznan? la movenne @b o
e chiocune de vos strices, Fdeart-types dans chacun dos cas.

Ceommenlor Ins rdsulfat: ollenuz. Qoo peal-un
décluire relativement  Févolution de Peffectif
dans cette onbreprise ¥
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~ Exercices

APPRENTISSAGE "

ries statistiques
€es en classes

Regroupement en closses

1 L= tablesu qui suit donne lax notes olifennas un
Mothématiques por los éieves das clnsses de 17
b |

4 [ 6 % an
15 17 11 14 7 )
4 ] 7 4 7 11
15 12 11 0 T 1]
13 14 = L) B 10
13 1] f it 4 11
8 10 1o 1 12 10
12 13 12 11 Th -]
14 10 jEE] a3 G 8
14 4 i B 1z 14
13 n 11 10 17 16
1] 12 1d 15 3 10
10 16 1 10 15 11
G 13 12 4 2 15
it 13 a a 15 11
% 11 12 d FJ i}
17 a (] o Ll 13
& 2 s 10 i 10
) 11 11 13 11 pLi
il 10 14 0 L] 7

1. Regrauper ces notes dans les clusscs sulvantes -

[0; B, [8 : 100, [10; 12[, [12 ; 15[ et [15 ; 20]
2. Néterminer les effoctifs wt los fréquences de chacune
tes classes,
3. Déterminer la wirle des centres de classes mssocida,
Construire les reprdsentations graphigues

fe tableau suivaut doone IAge des habilanis
d"un dehanlillon de la ville de Thigs -

[26 ; 25] |
32 ., 20

195 ; 45] | (45 :60l (50 ; 9of
MNembru 2 18

1 {hnﬁ.:;uuim un histogramme roprdsentant cethn série
Erouprie.
2. Evaluer le nombre d'individus de ot échantillan
dont I'dige

= o5t counris enlre § ans f 20 ans

- st supsriour & 5it ang,

= mat inférieur 4 30 ang,
3. Construire Jo disgramome des elfsctif cumulés crois-
seails 0t calui des eflectifs cumulés décrissants,

| Age l6:8l " Ia:1s] | [15; zs)
| Mol 40 34

2o Iableau snivanl doone ia distribnition dey
elfiw:tifs da ln durée do vie d'un debantillon d'ampoules

284 statistiques

.
"
- ¥
L 4

-

Dhirée de vie fen heres) Nombre d'ampuules |
1250 ; 500 ! 35 B
1500 ; ool 26 |

| Gy 5 #in| 2n .
|70 ; s00] : 15

(800 ; 1 000] 5

1. Calculer la fréquence de chacun: des classos
2. Lonstroire un histogramme représentant cefte sdrie
Froupso.

3. Construire le polygone dos eluctifs.

4. Construire le dingrapune dos elfectife cumulés crols-
sants et celui des effectifc cumulés décrnissants,

& Tas vuvriers d'uno outreprisn de Douala sonl
répartls suivent lour saluive jowenalier (en milliors de
france CFA) dans lo tablese of-dossous -

Sulairns Fifaciifs
R3] M
[2 ) i}

[3:51 a1

15:8] o

1. Ualeuler les froquencis de chacune des classes

2. Construire un hislogrmme rmprésenlant cotle sirio
grompée,

4. Consteuire Ie polypone des i,

4. Construdre le disgramme des gffictils cupnlés crois-
sanils vt eolul dos offectils cumulés dbcroissanls.

SUans un lycée, on inlemogd 400 #léves sur le
nowmbre d'heures de (mvail qu'ils offecluent chague
seruaine [y compris les cours).

Les risultats de cotte enqufite sont reprdsentés por | lis-
Topmmme qui snit.

On peut remarguer que, ponr chague dléve, ls tempes de
travail est eompris entre 35k et 70k

35
L. Caleuler leg effectify de

classe,

2. Evaluer le nombro ddlives dout he temps e travail
hebdomadaire esl compris entro 40 b et 50 b

3. Bvaluer lo nombro d'@léves domt le temps de trsvail
hebdomadaire est inférlour & 60 b

4. Conslruiro le disgromme diy effectife cumulds crojs-
annta,
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§ Lins une hangie, o1 & prls au basrd 150
chivpies de molas de 50 200 F ol on a peievd b mootant
dir ez chivjues, '

Ly diipgrmmmo dos weilectifs comuibs crolisanis -
sento los psnltats do cotte eoquite

Los moolants des chisjues sont Indignds en milliers de
framus.

150{=---

aaaaaa

10 %5 2 A0

1. Evaluer le nombre do chiques dont le montant est
inlérieur & 25 00N ¥,

2. Evaluor le nambre de chégouos doot 1o montant est
compris enlre 20 000 F of 40 000 F.

3. Reprisenter los résultals do orle enginide par un bis-
LgErnITLINE,

-

E:r- e e )

g;ral:téristiquas des séries
regroupées

Caoracléristigues de position, de dispersion.
Tz owveriors dune steeprise sont edpartis sui-

vant une indomoild (exprimds en milllars do [uncs).
Cho olatient le ialdean suivont :

Tndamnites | [0 2) [2 ; 4l a:6l__|
Eifectifs ] ‘ 1 15
= - = -

- e ZEme—— i, ———— I
| bndemnnitds | (6 8] [t ; 10] l1o:12 |

[l’-::l‘fﬂn:l.il'i 15 f 2 _"I

1. Détermingr lo classe modade,

2. Calenler le rode, o moyenne.

2. Calealer s varianen of écort=-lvpe.
4, Coloulor Lo mcaliane

g Unc enguite sur la masse. en kilogranmoes. de
130 pepsonnos & donnd Lo tahlvee suivant @

Masse 145 : 651 155 ;60  |6U: &S|
lﬁrumi{s 20 T FF)
- . ST T T e 'F_- ———
Masse |70 2 764 |75 ; nnl |85 : 100}
Eff-1ils 3 12 3|

1. I%#crminer 1o classo modale.
2, Calewler le mode, Io moyennie.,
1. Calenler la vasianca el Idearl-type.

Reprendre les donnses de Uexercice 2.
1. Déterminer la classa modsle.
2. Caleuler le mode, 1n moyonne.
4. Calenler la variance ol I"Gearl-lype.
4. Ditorminer graphiguoment la modiane.

-

=—————rsi—

40 Ce tahloau donns la rdpartition des canlicals
e

froun eoneoucs selon lour poto de mathomatlopras

| Kites jo:2]  fz:s ' lssel _ Fe:sl |
Effectifs | 120 | 400 140 200 °
Notes 68l 18:12 111.—1!?'

Effuciils 180 160 100 N

1. Délerminer la classe modale.

2. Culculer lo mode, lo moyemie,

2. Caleuler la voriaoco of U'éenrt-iypo.
4. Caleuler la médiana,

Reprendre los donndss do Poxercics 3. -
1. Déterminer la classo wodale,
2. Calculer le moda, i moyenne.
2. Calewlor Yo varinnon e Pdearl-type.
4. Détorminer graphiquement la midiane.
5. Bvaluer le nombre dampoules dont In ducée doe vie
cat inférienrs & In moyenns,

sevchen log dlonndes die exoroion 4.
1, Néterminer 1y chisse modale.
2. Calculer lo moda, la moyonne.,
. Caleuler la varianoe el Pdewd-lypo.
4. Caleuler ln médiam:.
5. m lésignanl la morenne des salaims, o dosignant
Izt -typo, Gvaluer le pourcrntye diouviers dont L
satlairn juurnalior se sitie dons Uintorvalle :

I = me + al.

Raprendre les donodes de Pexanion 5.
1. Disterminer la elvese modaloe.
2, Calculor le moda, Lo meyen oo,
3. Caleulor Lo variance of P'dcapi-Lype.
4, Colouler lo médinne
5. m désignant lo movenno du ammbee dheeros do o
vail, o disipoant écart-type, dvaluer le ponrcentge
d'alives doot le twnps de rovail bebdonadaine se siluo
duns | = ; m + of.

g Roprendre les donndus do |exereice G
1. Miiterminer lo classe modale.
2, Caleulor le mesda, lo mesyonne,
3. Coleuler la varianne ol Péderi-ly pe,
d. Calauler T o e,
5. m désignanl la moyonno dues moeotants des chigues,
déterminer un infervalle de contee o clans Togued s
gituenl GG % des chixjuos Mudios.,

APPROFONDISSEMENT

15 Reprendm Do tablean des noles do Vexercioe 1.
1 parile

1. Ddterminer la adcie sttistigue does nolos gque o
Lablan définif,
2. Roprésanter cntlis sdrin par un dingramme en Bitots,
3. Construdre le dingriamee cmulalil {croissant]) de
celle sirie.
4, Irorniner be ou los oodes,
5. Caleuler la moyonue.
B. Calouler o vaciones ef doart-type.

285
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2= parti
Regronpor fos noles dans by clusss soiviios -
[ :a). 14 ;0L [wzial @ 14 20)
1. Calculor lex frdquences dn chucane des oses
2. Construire un histogrmnie roprisontant eetls sfrie
aren e,
4. Cemngleuine le polypone des effecifs.
4. Comslewire le dingrumime dog offeclifs cumulis crojs-
sanid ol celni des offoetifs gumulés décruissants.
5. Thterminer la classe modale,
6. Calculer le mode, Ia moyenne de rotta sérje proupds,
7. Calvuler la viriance el itart-tepe,
8, Lidturminer graphiguoment o médiaun,

3° pariiu
Reprondre le rogroupament en classes proposi dans
Poxercice: 1.
L. Caleulir bis Trdyueses de chacune des classes
2. Comstriing un Wistogrammo repnisantant oelie sdrk
CreRnje,
3. Construirn e polvpone des effortifs,
4. Construire lo dingemnme dus sfedif camnlis craiz-
sails el cului des effectils cumulés dicrojzssnts,
S Iiternyiner b classco: oodal,
. Calenler b mode. 1a VeI e e et s groupde,
7. Caleuler b varianes of Feenet-lype.
8. Délermioer graphiqueniont ln médiane,

4% puart i

1. Comparer lus moyonoes obtenoes dons les trois Jprie
mifrne poarties.

2. Lomparer les éeart-lypos obteaus dans los trojs v
JELISe ey lHtF[II,."_-I.

A Connmenier ol oom purer cos trois studes d'un FrEe
carclon: sur woe wfime popalation.

On dunne une série statiztigue simple . al
Pour rendre les calenls plug simples et dvitor dune Jes
wrreurs dvimtoclles, on poul procider comme sujl o
effectoant wn changement i variohlos,
Out posn s v, = g, + It b dlant dews aombines ehoi-
siv canvenablomont.
Ch eldfinnin ainsi In nouvolles sdrie statiglique simple
[ag; « ).
a3 et La moyenoe of « Véeart-typae de Lo séric by md,
poest la moyeing ol o Visemrt-lypee o la sivie [y, | ).
Dmontror guo
Lim=ap+h
2.8= |ula
Application numérique
Lo ouvriers d'une antreprise sonl répartis auivan lenr
satkiine horaine en Tnaes CFA,

Gregor MENDEL {1827 - 1884), en décovvrant fes
remarquobles permanences statishques, a permis de

rénover la biclogie toule enticre.

286

Saluires 40, S|

Mooimlra
| it ricrs

1500, Gool oo, yuaf

I3 25 1

Saluires | T700, 500|500, 000]  jsoo, oo
Hfrl]'lhltl TR al lan

fh e rirs

Paur calculer In movanne of Fécarl-typer di: cotle sirin
groupde., calcoler dubord In movenue ef Iécuri-type e
In adirie simpla seivanlo .

x| @ 1 2 4 1 5 !
14 25 fiZk 3 al 15

B dacluire In movenne dns saliimes hasioes ot e
Ly Jaet

On donne vme sér slalistinues, U appells
Quiardiles trniz valonars noléos Qza, (a0, Q75 telles i
025 < (50 = (75
= L qpuant wu plus des valeurs de la sdeie soiont infi.
rieures & Q25 wl fus frods quarts au plus lud dand s -

rinures,

Q5 el appelid preamicr quartile.

= L moitié au plus des vilowrs die ln side sont inhi
ricunes & (50 of la moitie o plos i dan supiiTiisees,
Q30 est appolé second guarthle, Nons FIIYRATTIRCIRS £juar
Q50 est égale & lo mildiane M.,

- Les trods quanrts es voloums s plus sont infiriomes i
375 of de quuart ou plus b élant supishsnes.,

Lo mdthonles nour cadeuler Q5. Qs0, Q75 sl jebog-
tiepreg i cedbes b By oncelisane AL

L appelie intervallo P derapuaartile Ulalervalio
Hxs:0)7s).

O aapspestle derl isstesepeartile by diffitremoe 075 Ooa
O eléFimil chor B snlogiing Tns ebediles, bes exntilis o
prlageant eo dlx, en conl intervalles de mimo gopli-
(T

Application numérique

La pépurtition de candidats & un rest de prosdlestion
suivanil le total des points olienos a Qoo

Jolal ohtenu [ [20:30] (a0 ;0] 140 : 50] j
Kb conliclans a7 43 A

Totl obienu | [30:600  wo:Tol fzu Al
Ml candidgs IH 41 i |

L [alenler la moyenne.
2, Unlender les quinetiles,

4. Calowler Fdoart inter gquartile.
4 Caleuler Picori-typae.

5 e >
&

>
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INDEX

des notions abordeées

A

aeidition (fonnule ) - 278

svmplitude d'une classe - 248

anplos associds - 172

angles orientés (somme of ditférence ') - 164
atbros de choix - 257

arrangemnent - 2600

asvmipiole harizontale - 178

asvmplole verticale - 172

asvinplote obligue - 128

axe de syméirie d'uno courkn - 18

parrveenloe [coordonndes da) - 200
barveeaiee de dewx paints - 180

e veeniee de plus riu s podnds - T84
birvenntre partiel - 195 -
Lrias dle "W - 244

Ljeclion - 68

hijeclion réciprogue « 70

C

carsclérisolion soalytigue d'une translation - 9
varactérisation analylique dos symidtries - 13
carsctiristique de dispersion - 282
caractéristique do position - 2481

cerdinal d'un ensemble find - 254

cenlre d'une classe - 298

centre d'inertic - 199

rentre de symétrie d une connrhe - 18

vercly [raprésentalion paraimétrigque] - 205
cercle trigonomdétrigue - 164

claszy madela - 263

combinaison - 265

comparaison de fonctions - 58

composée de deux bijections - 62

romposée de fonctions - 85

composéa d'homothéties - 224

composée d'ene homot. ot d'une ransk, - 227
composte (lsomdtries - 216

composde de similitudes - 220
configuralions of {ransformations du plan - 227
coptinuité | ‘une fonclion en a - 82
convergence d'ung suite - 157

anordonnées un point de ¥ - 244
coordonndes dun vecteur de W - 244
cosines d'un vombee néel - 177

cBmurlstratim: par I'absuecde - 74
démonsiration de propositions quantifides - 21
démnnstration par disjonction des cas - 52
iensila d uno classa - 2848

décninposition d une rolation - 218
déplacement - 276

dérivabilité et continuite - 57

dlibrvation en - 34

tlérivies - 97

ddrivies af npérations - 94

ddterminant - J7

délerminalions d'une suite - 144

ddierminetion e la dacivie - 897
diagrammaoes - 288
dlichotomie - 1,34

diffirence de donx angles vrienlés - 164

disureiminant - 42

distance d'un point { ane droile - 247
distance d’un paind & un plan - 247
duplication [fonpule de) - 177

E

doart type « 205
niFr:c.:ti?numulé - 29
olfeatif d'une elasse - 24048

Gpaling de Chasles [angles orienlds) - 165

gsquation bicarte - 44

dyjuation du 2% deard - 44

fquations dynivalentes - 26

ceiation irmtionnaellc - 49

caqualions i.ri;Eunumz':lri=|Lms - 178
extréanam relatil ene fonction - 63

factorielle - 247

lenction cosinws - {74

fonction de réldrence - 4
fonction dérivde - 57

fonction homographiqus - 12
fonction hnpdaire - 16

fonction majorde (minorda) - 60
fonction paire = 18

fonetion paricdiue - 19
[onclion polyndme (atude) - 126
[oniction rationnoelle (dtude) - 127
Furestinm sinus - F74

fonclion langenie - ¥ 74

fonetion valeur ahaoling - 8
fréquence cumuldén - 287
froquence d'une classo - 208

histogramme - 2889
homiogéaditd - riG

incunnue suxiliaive - 29
ingrpuation bivarede - 4

ingepuation du 27 degré - 44
ingrpuations cquivalentoes - 27
inequations triponomdlrigues - 336
injection - 262

insguatiun irvationnelle - 49

jnterpritation physigue du nombre dérvivd - 24

isnbarycentto - 187
isoimctries - 274 .
isomitrios ol configurations - 227

iignes de niveun - 201

limite & ganche, limite & dreile - 88 - 173

limite o'un pelyndme b Vinliod - 220
limite o ane foneteon & Vinfing - 176
limpile oo fomdion on o - 82
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lisuite d'une fmetion ationnelle & infing - 121

1in1ilumﬁnpﬁmliunﬁ - 118

watjoration dune fongion - G0
rinoration d une fonction - 60
midiane d'une sirie statistioque - 294
mesure d'un angle orionté - 166
moele - 299

mn-_.,rmw o 'une gério stalistigue - 293

mehﬁ:l&ﬂvé drumne fonctien - &4

orthozonales [droiies] - 232 "
uﬂlluﬁrmux [droites el plans) - 239

paramisn (notiom]) - 28

parties d'un ensemble - 254

pidriods - 20

puoriulalion - 263

perpendiculaire commune i 2 droitos - 247
plan médiatour - 245

plaus perpendicalairaes - 237

pualnt pongdeére - 100

palypone des eflectifs - 260

principale (mesure) - 764

produil vartésien - 256

preduit de deux fonclions - &
progrmmuation lindaire - 33

projection orthogonali d'un an e droit - 247
projection orl hogonale sur un glun - 214
projection erthogunale sur une deoite - 241
projuction sur denx plis prrpetlicu luires - 246

IH]H[S - 236

quetient de deux fonctions - 64

racines d'un polynime du 2° degre - 42 - 34
sociprocue dune bijeclion - 70
vepiwes de Vespace: - 244
reprisentalion graphique-d'une fonetion - #
représentation graphique dis termes
duns suite - 140
rimolvante - 46
resiriction diane fonetion - 58
retournement - 276

CRGINE -.§ variation A vne fenction diécvable - 107

sons de vacialion J'ung snite - 144
sirie stalistique - 284

signi: U un polyodnme du 27 doeard - 42 - 44
similitnde - 279

sinus A7un nombre réal - 171

sommme de deux angles orientés - 14
sopume de deus Toactions - o4

soenme ot produil des ranines - -G
suite arithmdétigue - 153

suile géométrigues - 155

suile numérigue - 744

suite numidrigue (déerminations] - 1
gvstimes d'dquations - 26

systbme e contrainie - 27

sysline cquivalent - 27

gystime trangulaire - 32

tangente dun nombre réel - 171
trigonométeigue. formuole - 176
trinngles superposables - 214
riangles semblables - 218

Y

varianee diine sorie statistigue - 294
vacteurs coplonaires - 242
vecteurs do Paspae - 242
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