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Préface

Cher (e) eléve,

Ce livre d'exercices de mathématiques est déstineé aux éléves de la premiére
année baccalauréat branche sciences mathématigues (BIOF-.

Il traite 'ensemble du programme du premier semestre.

|l a été préparé pour vous aider a:

- Maitriser et développer les connaissances.

- Acquérir la rigueur nécessaire a la réussite aux contrdles continus.

- Se préparer de fagon adéguate et continue a poursuivre les études en
terminale dans les meilleures conditions.

Ce livre contient les chapitres suivants:

1- Notions de logique 2- Ensembles 3- Applications

4- Généralités sur les fonctions 5- Suites numériques 6- Barycentre

7- Produit scalaire 8- Trigonométrie 9- Rotation

Le contenu de chaque chapitre est congu de la fagon suivante:

Des résumés de cours organisés suivant chaque paragraphe.

Des exercices préparatoires pour mieux aborder le programme et en faire
un peint de départ pour I'élaboration d'une base solide en la matiére.

Des exercices classés, ordonnés et progressifs de chaque partie du
cours,

Des exercices de renfocement et de synthése pour Fenrichissement
personnel; ils combinent méthodes, outils et contenus mathématiques.
Nous souhaitons vivement que ce livre réponde 3 vos attentes et participe
a votre réussite au baccalauréat,,,

Les auteurs
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Notions de logique & .

b
o Les connecteurs logiques

Définitions (1): Tout énoncé mathématique qui a un sens qui est sjt vial
soit faux est appelé proposition mathématique.
Une proposition est notée par une lettre par exemple: p.g .. A8 , Bte,
-La valeur de vérité d'une proposition p est soit: «vraien, soit «faussen,

Définition (2):
Onnotesnon p»ou« Jpnou« p »lanégation d'une proposition p, clest-a:
dire la proposition qui est vraie si_p est fausse, et fausse si p est vraie,

Définition (3):
=|aconjonctionde p et q estlaproposition notée: « p et g»,ouwp A g {selit:

p et g) etqui est vraie lorsque les propositions p et g sont simultanément
vraies,

« Ladisjonction de p et g est la proposition notée; « p ou g ou k p 'V g (selit
P ou g et qui est fausse lorsque les propositions p et g sontsimultanément
fausses.

Définition (4):

Soit p et ¢ deux propositions.

Uimplication de g par p, notée p = ¢, selit « p implique g » estvraie sl et
seulement si p et g sontvraies ousl p est fausse.

Remarque: Si p estvrale et ¢ est fausse alors p = ¢ et fausse; on dit que le
vrai n'implique jamais le faux.

Définition (5):

- Deux propositions p et g sont dites équivalentes (On dit aussi « 2 est
équivalente & ¢}, et on note p « g lorsgulon a: (p = g et g = p) est Vil
larsque p et g sont simultanément vraies ou simultanément fausses.

410 Notions de logique |
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fz Les quantificateurs

Définition:

On appelle fonction propositionnelle tout énoncé mathématique contenant
une ou plusieurs variables appartenant & un ensemble £ et qui devient une
proposition & chague fols qu'on remplace la variable {ou les variables) par un
élément [ou des éléments) de [,

Une fonction propositionnelle est notée généralement Alx], B(x), plx),
ALY, Blxy), Al yz),ete

- Pour tout élément x de 'ensemble £, on a A(x) est vraie, on écrit:
(¥xe E); Alx):
Le symbole ¥ selit «pour touts ou cquel que soitx et est appelé quantificateur
universel.
- Il existe au moins un élément x de I'ensemble £ qui vérifie Al(x),
onécrit: (Ax e £) ; Alx).
- Le symbale 3 se lit «ll existe au moinss» ou tout simplement «il existes
et est appelé quantificateur existentiel.
- Le'symbole 3| se lit il existe un unique....» ou «il existe un seul....»

a-Lanégation dela proposition « (Yx € E); plx)»est (v e £); non plain
Clest-a-dire: (Vx & Elp(x) s (3x € E)plx)
b- La négation de la propesition « (3x & Z)p(x)n est (Va € E) : non plxds

Cest-a-dire: (Av e Eliplx) e (Wa & Ekpla)

<3 Les lols logiques

Définitions: Toute proposition canstruite & partic d'autres propositions
liées entre elles par des connecteurs et qui est vrale indépendamment des
prapositions qui la composent, est une lol logique,

Notions de logique © §
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Les lois logiques les plus utiles:

Commutativité: Associativité:
(petygheslgetp) ((petqletr) e [;.; etlgerr))
(pouq)elgoup) ((powg) owr) es{pou(goyr)
(peg)e=gesp)

Distributivité: Lois de Morgan:
petigour)e(petq)ou(petr) l_p etqlepouq ;
poulgerr)e(poug)et(pour) (pouglepety
Contraposée:

Uimplication (¢ = p ) est appelée contraposée de l'implication (p = ) et
onal(p=glelg=p)
' Exercices
EIREF D

Donner la négation de chacune des propositions suivantes puis déterminer sa
valeur de verite:

5 2
1P g# i
2 0:vd+ 123
I R:v21E :‘ 5
)5 NcZ.

| Exercice &3

Soit x 1. Donnerla négation des propositions suivantes:
1) Piux=—5u,

2) Dl Sx <dm,
3 Riwx=loux<~—2n,
Soit x, v et z des nombres réels. Donner la riégation des propositions
suivantes:
1) Piez>x 00 s5—¥%n
2) (€ xS yn.
3} R:6lSx<2ety>3n
Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes:
1) (V16 +{2S=y16+25)et ~3& N

V3> 3=s 3 #y2+1

E‘Nmﬂsd!togique
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5) (ae M) 3 a=lesa=1

2)W5>20u Ve

/8) =& Sca (@ae?); deNesach
31{(\ ] 5} iy 5 €U 6llac?): a

| Exercice £33 y

Ecrire les propositions suivantes en utilisant les quantificateurs et les
connecteurs logiques: " __

1) P11l existe au moins un nombre réel a tel que pour tout réel x positif
ona:asN.

2) () Pour tous réels a et b ona: (a4 by = dab,

3] & Pour tout réel x (| existe un unique entier relatif p tel que: p =x.

4] §: Tout nombre entier naturel divisible par 4 estun nombre pair.

5) 7+ Pour tout réel strictement positif £, il existe au moins un nombre réel &

strictement positif tel gue pour tout réel x, sion a: ja=1{< a
- 1
aiors|_‘ g o 4L
| Exercice £

Ecrire 4 l'aide des quantificateurs les propositions sulvantes:

1) Le carré de tout réel est positif.

2) Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré,

3) Aucun entier naturel nest supérieur ou égal @ tous les autres,

4) |l existe un entier naturel multiple de tous les autres.

5) Entre deux réels distincts, il existe un rationnel. (au sens large)

6) Etant donné trois réels, il y en a, au moins deux de méme signe,
EEREY 7

Ecrire la négation de chacune des propositions sulvantes en utilisant des

quantificateurs et des connecteurs logiques:

1) £:Pourtout nombre réel strictement positif £ , il existe un nombre rationnel

strictement positif g telgue: 0 < g <eg,

2} (0: Pour tout nombre réel x, ona: x* < 0,

3} K:Pour tout entier naturel 1, il existe un entier naturel m tel que pourtout

entiernaturel p ona; p <'m implique p<n+1.

Donner la négation de chacune des propositions suivantes puis donner leur
valeur de vérité:

1) P: (Ve R) vl + L%
2) QA3 eZ) ; pP=2

Notions de logique [ 7
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) R:(VaeBNVYbeR); 2a°+ 20 = (a+ b)’
4) S (IxkeR)yeN) ;a+y=12
ST (VxeQ)IneZ); nxel
| Exercice 41
?:1:::: Lavr;fiaé?on de chacune des propositions suivantes puis donner lg
1) P:(IxeBivyeR) i x+y>0.
2) Qi (vxeRNyeR) x+y>0.
3) R:(ExeR)(VyeR) ; y >x.
4) §: (Ve >0)(3e>»0) ¢ |x|<a=|x'| <z . (ol x estun réel)
| Exercice $0 8
(Lois de MORGAN - Négation d'une implication)
1) Montrer-en utilisant la table de vérité que:
a-(poug)e=(petq).
b-(petgle={pong).
2)a- Montrerque: (p == q) == (p oug).
b- En déduire que: (p—=g ) == (petq).
En utilisant les lois de MORGAN et la négation d'une implication, donner la
negation des propositions suivantes:
1) P:(VxeR) ; (x=00oux<0).
2) Q:(IxeR) ; (F>5etxe i)
3 R:(vxeRivwyeR); lw|l=xp=(x+y)yzx+y
4) S:(vaueR); (@el)=acl.
5) T (Ye > 0)38>0): (vxeR) i [x|<f=
| Exercice £F
Donner la négation de chacune des propositions suivantes:
1) P: (vxeR)(3yeR) ; x+y> 1.
2)Q: (IeR) L x—1< i Sx

X |
pre i Il o8

3) R: (V(ab) e BR”) ; ;: >0e=sab >0,

= y+1 Fi=2
4) 5: (Axwner"); "'r'z 1 =2 - ey Sy

s 4 ans ge
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[ Exerclce &5}

1) Montrer que; (Vae B) ;- 4x—1<0.

2} On cansidére la praposition /1 (Vy & RExeR); —w+x—12y
- Déterminer la négation de la proposition /.

b- En déduire que la propesition /” est fausse.

EEGET 18
on considére la proposition:
Prvre ROy eR) : y -3+ ' =1
1) La proposition 7 est-elle vrale? justifier votre réponse.
2) Déterminer la négation de la proposition I,

| Exercice 44

On consideére les deux propositions suivantes:
P (Eve RY) 5yl Fx =i,
( v re

(©): (vye R)IxeR) : 1o <y

1) Donner la négation de chacune des propositions /> et {J.

2) a- Montrer que la proposition P est vrale et gue la proposition  est
fausse.

b- Denner la valeur de vérité de la proposition:

(): (GreRi(vaeR) ; o =) _.-,{er: R) i Vi+xz e .‘__)_

3) On considere la proposition: (S): (P = = (.
a- Donner la négation de |a propaosition §.

b- Donner la valeur de vérité de la proposition (5).
| Exercice #18

Soit  la fonction définie sur R par: flx) = yx' + 1 — 1.
On considére les propositions suivantes:
Poviabye B) 5 (fla) = flh) =sa=h).
G:vyeR) e R) : y=fix).
R:(WaeR)ELeR);: f(B)=a.

1} a- Résoudre dans B I'dquation: fix) = 1.

b- Bonner la négation de P,

¢ la proposition [” est-elle vraie? justifier votre réponse.

Notions de loglque |
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2}.a- Résoudre dans % I'équation: f(x) =a ol a € J-ou;~ ],
b- Donner la négation de la proposition (J.
¢- Donner la valeur de vérité de chacune des propositions Oet R,
[Excreice 208
Soit p, g et r trois propositions. Montrer que toutes les pmposlﬁunssuivams
sont des lois logiques.
Hpetp=gl=4g.
2) (p=s4q) =s[(p et r)=s (g et A].
3) (p =) =s(p ou ry = (g ou r).
1) Soit p, g et r trois propositions,
Montrer que: [p —= (g ou r)] &= [(p et g) = r].
2) Montrer que: (V@b e B') ; (ab=0e=a=00ou b=0).
1) Seit p, g et r trois propositions.
Montrer que:
a-[p et (g ou r)]es[(p et q) ou (p et 1],
b-[p ou (g et r)] = [(p ou g) et (p ou r)].
2) a- Développer (x— 1){y—2).
b- Résoudre le systéme suivant:
xy—y+2=2x=0
Wy + Dx+y=10

L ___Solutions S

i_S']:{

®la négation de la proposition:

2
P ‘§ EE 3 » est la proposition P @ « 3 '3'
= Puisque la proposition P« g ‘.E est faussecar: 4 X 3#£9% 2,
Alors la proposition /> est vraie, _ _
|« La négation de la proposition (): « 4+ | < 3» est la proposition (J:
JA+1=30,
« Puisque: v4 + 1 < 3 cest-a-dire /S < 3 (car 5 < 9) alors la proposition

0 estvraie.
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' La négation de [a propesition R:«y/2 € v est la proposition e
wy "- & Q.
« Puisque 2 est un nombre irrationnel (Démonstration:
voir paragraphe du raisonnement par {'absurde) alors 2 # (., donc
la proposition & est fausse, :
La négation de |a proposition §: « i ¢ Z» est |a proposition 5 « Ny,
« Pulsque tout entier naturel est un entier relatif, alors on a: I € Z, donc
|a proposition § est vraie,
[ Exercice &
Soit ¥ un nombre réel,
La négation de la proposition : «x =— 5» est la proposition:
Priicg > = 5w,
On peut exprimer la proposition (: «l =x <4npariax =1l et x < 4n,
donc la négation de la proposition () est |a proposition O : kx < 1 ou x = 4».
La négation de la proposition K:«x = 1 ou x < — 2w estla proposition R
el et x 22,

| Exercice &1

SoitxeR, yERetzER,

La négation de la proposition P:raz > x ou r =—y» est la proposition
Pioz=xet:>—yvnquelonpeutécrire: Pig—v<z=axn

La négation de la propesition (J; «z < x = v » est la proposition {J :
KZZTX0UX> YN,

L.a négation de la proposition R:«l = <2 et ¥y > 3u est la proposition
Rawa< Loux =2 ouy=3n

Exercice &1

La proposition: «(y/16 + y25= y16 + 25) et —3 & N est une proposition
fausse car t'ung_ﬂ_es deux prc!ppshk)ns est fausse asavolr: 16 + 425 = 16+ 25
ona:y16 + 25 =9 et {16+ 25 =41
puisque: 9 # 41 alors 416+ 25 £ (16 + 25,

La proposition: 5 > 2 ou ~/3 & N est une proposition vraie car l'une
des deux propositions est vraie & savoir; ¥'5 > 2 (car (y5) > (2)°).

I ihrama (VICAT VRN e

4 proposition: [(\ 5 } 5] ==y 5 E L estune proposition fausse car
FeEan B Y

la proposition: y 5 € & estfausse et la proposition (\.' 2 ) - g est vraie
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puisqu’on sait que le vrai n'implique pas le faux.

La proposition: \-‘rj__'# J=s v‘rli # \-"r?___+ I est une proposition vraie ¢y les
deux propositions: /3 > 3 et y3 # 42 + | sont fausses, puisqu'on salt que
le faux implique le faux.

Soit a € I ; La proposition: @’ = | = a = | est une proposition Vraie cap

e e |
= la] =1
=a=1(carac W)
' Soit @ & Z. La proposition: @' € M <= a € I est fausse car si on prend
parexemple: a =—1,ona: @' € Il mais a& I,

| Exercice &3
Ecrivons les propositions suivantes en utilisant les quantificateurs et les
connecteurs logiques:

P:(JdeR)ivaeR!) ; azx.
Qi(vaeR)NvbheR) ; (a+b) = 4ab
on peut écrire; (Via:b) e BY) : (a+ b) = 4ab
R:lvxe R)(3peZ); psa.
S:(¥ne M) 4in==2|n.
T: (Ve >0)(3a>0) s (VxR ¢ |x— 1] ca=s| 57— 3 |<e

| Exercice &4

Ecrivons a l'aide des quantificateurs les propositions:
(vxe Rl x=0,
(IreR) ;a>x.
(vne M) FpeM) n<p.
(Ine Ml){vpe M) ; pin.
(W eR) rasy={2eQ); xSz=y,
(VieyeR); =0ouxz=00ouyz=0.

| Exercice v
Ecrivons la négation des propositions en utilisant des quantificateurs et des connec:
teurs logiques.

Pi(veeR M3ge Q) : 0 <q<e .

sa négation P est:(3e € R k(Vq € ) gzeoug=0.

@: (vxeR); <0,
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Sa négation (0 est: (v e ) ; x7=0.
Rilvne N)Emel) s (VpeN); p<m=p<ntl
Sa négation R est:
(3ne Wyvme N)sEpe N pemet pzntl.
[ Exercice &)
Donnons |a négation de chacune des propositions puis donnons eur valeur
de vérité:
Pi(vre R) 3 /2’ + 1 > x;Sanégation P est: (3x € R) ; VTl sE,
La proposition P est vralecar: pour tout x & B, on a: T e i
donc: ya' < yx’ + | cest-a-dire [x] < JEFL.
Puisque: | x| = x alors x < yx'+ 1,
Boli: (Vx e R) 1 w142 > x.
0:(3p e Z)p’ = 2;Sanégation O est: (Mpe Zfp #2
La proposition () est faussecar: p' =2 —=p = V2 ou p=— ':5 :
Puisque y2 2 Z et —y2Z ¢ Z alors (Wpe Z) : p # 2.
Donc () estvrale d'ol la proposition O est fausse.
R:i{vueR)vbeR) i 2a'+ 2b" = (a+ by .
Sanégation R est: (Jae R)(FHeB) : 2a° + 26" <(a+ b)’.
La proposition R est vraie car: Pour tous réels a et b on a:
@+ b = 2ab done: 24° + 26 2 0’ + b7+ 2ab,
Clest-a-dire: 247+ 20" 2 (a+ b).
Diols (Vu E RAMbER) s 20"+ 26 2 (a + b)Y,
SReR)EyeN) ; a+y=12.
Sa négation 5 est: (Ya e Bldvye M) o x+ y#12.
La proposition § est vraie car il suffit de prendre x = 3 et ¥ =9 par exemple,
Trl¥xeQhEne Zinve .,
Sanégation T est: (v e Ohlvne Lhnxv e 2.
La proposition 7' est vrale car pour tout x & O, il suffit de prendre n = () et
onobtient nx = 0 et 0 & Z,

Notions de logique (1 13
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Donnans la négation de chacune des propositions puis donnons leyr \raleuwE
vérité.
P:(EveRi(vyeR) t x+y>0.
P:lvxeR)EyeR)  x+y=0.
La proposition P est vraie, car pour tout réel x, il suffit de prendre 3 =
on obtient (0 < 0, donc la proposition P est fausse.
| @ (MxE RNy ER) : x+ 320,
O:(ExeRMVYER) ; x+y=0,
La proposition () est vraie, car pour tout réel x, il suffit de prendre
y=—x+1etonobtient | >0,
3) R (Ave Riivye R); ¥ >x.
R:lvxeRI(IveR) v =x.
La proposition R est vraie carsionprend x=—1,ona: (¥y € R) : v >~
qui est une proposition vraie,
8: (Ve »03a>0) : |x]| <@ =s|a’| <& ;lotxe R)
§: (B >0k{va>0) 1 |xl<a et|a’|ze

"X

La proposition S est vraie, car il suffit de prendre @ = €, on a:

(ve >0){3a >0klx| <ve =|xf <e

a- Montrons que: (pong ) e (petg).
On a la table de veériteé suivante:

P q P q poug poetg

i 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
0 I 1 0 0 0

0 ] 1 1 I 1
On déduit du tableau que les propositions « pow g neta p et g »ontles
mémes valeurs de vérité, donc elles sont équivalentes.
Dot (poug)e={petq)
b- Montrons que: (pefg) e (p oug).

For'moreVisit: L9ray.com




Ona:
P i P q pety poou g
1 | 0 0 0 0
1 0o 0 1 1 1
0 | 1 (V] 1 !
1] 0 1 1 I |

De méme que a- on déduit du tableat que: (perg ) «= (p ou g ).
a- Montrons que: (p == ) == (p ol )
Ona

" 4 g |poud P==¢

1 1 0 I 1
| 0 0 0 0
0 I | I |
0 0 1 I 1

On déduit du tableau que les propositions: « p == gvet« p ou g»
ont les mémes valeurs de vérité, donc elles sont éguivalentes, d'ol:
(p==q) == (p oug).
b-Déduisons que: (p == g ) e= (perq).
Ona: (p=sq)«s(p oug).
Done: (p==q)e{p oug)

== (pet q) (D'aprés les lois de MORGAN)

| Exercice ST8
Donnons [a négation des propositions suivantes:
. Rappel:
P (vxeR) (x=00u-x=0) La hégation de P == ¢
Pi(IeR): (x<Oetx>0) esti (petg)

@: 3 eR); (¥ >Setxcd)

Q:(vxeR) ¥ <5ouxeZ)
R:(vxeRMVyeR): [wl=n =@ty 2+ y
R:(ZeRNEER): [w]=xyet (x4 <ty
N8 (VaeR) (0 eZ) = (aeD)

Notions de logique
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Si(3aeR)ideZictagd
T:(va>0)38>0) s (Vx€R) ; lxl<B=| ¥ 5| <a

7' (32 >0K(VB >0) (BxeR) i x| <8 et| 5l |20

| Exercice £73
Donnons |a négation des propositions suivantes:

Rappel:
P:(vxeR)ER) s xty>1

P == poug

o

P:(AveRilvyeR) i x+y=1

0:(xeR): 1~1<x+]

gilvieR) jx-1= :T:F_l- ou A: e
R:(V(a:bye R : g > [l e=siab > ()
On peut écrire R comme suit:

(Y (@) € R ; ((§ >0 = ab >0) et (ab>0 — & >o}}
c'est-a-dire: (V(a:b) € B7) ((a =0ouah>0)et(ab=0o0u L~0).
Donc sa négation est |a proposition R :

@laner?) ; ((§ >0 et ab<0) ou(ab> 0 et §<0),
D'aprés les lois de MORGAN.
¢: (3w eRY) . ’—‘E-l =l o
Que I'on peut écrire comme suit:
(B e ') ; {x—_-l - }-%-1 et X1 _ ZT' 2]

2 2 3
Donc sa négation est la proposition S :
] p+ 1 e e e
(vivnzeR) [ -# Lo oy Ao L L2
D'apres les lois de MORGAN.

1) Montrons que: (Yx e RB) : —x"+x—1 < (0.

Le discriminant & du trinéme —x' +x— T est A =—3.

Puisque ¢ =— L alors @ < 0, donc: (Vx e R) ; —x'+x—1 <0,
2) a- Déterminons la négation de P.

Ona: P:(weR)3xeR): —x+x=12y,

lﬁﬁ Notions de logique

more visit: L9ray.com




Sanégationest Pi (Jye R(vae R) i —a*+x— 1<y,

b On a: d'aprés [a questiona-: (Vx & B) ; —x' +x—1<0.
Donc en prennant ¥ = () dans la proposition /.,

La proposition P est vrale, par suite la proposition P est fausse.

1} Déterminons la valeur de vérité de'la proposition /:
ona: PrivxeRNByeR) { y= 3y’ + i =1,
soit x & B, cherchons si on peut trouver toujours y en fonction de x pour
que I'égalité soit vraie.
ona ¥ =30 420 = 1 em (1 = 30) = | — 22" (o).
Sion prend x = i , I'égalité (+) devient: (0 = ;‘; ce qui est impossible, donc
pour x = ; M n'ya pas de valeur de v qui vérifie I'égalité («).
Dol la proposition P est fausse,
2} La négation de la proposition P est la proposition P :
(FxeRivveER) : ¥ —3nv'+ 2" £ 1

Exercice £%

1} Donnons |a négation de chacune des propositions Pet (0
1

o (P): (ke BY) syl +x =

viEax
Sanégationest: (P): (vxe B') ¢ 1 +x # sl
vl +x
Q) (vveRi(Ave R} ; T S
Sanegationest; (0 ): (Iy € R)(vx e R) ; i :‘ 2

Z).a- * Montrons que la proposition () est vrdie.

La propasition (/) est vraie st on remarque que x = 0 vérifie (7).
gt
dl+x

eyl +xF =1

Sinon on peut résoudre I'équation: 1 +x =
1
Vil

sy ] =]

En effet: Soit'x >= |, ona: 1 +x =

ey =0

Netions de logique i 17
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Ji+x"
« Montrons que la proposition ((J) est fausse.

Dopc (e R} yl+x=

Pour cala, il suffit de montrer que la proposition (J est vraie,

Ona: (vxeR):x'+x+1>0,carA<Deta=1.

Donc (VxeR) sx>—-G'+1)

cest-a-dire; (Wxe R) ¢ I >=1l.fcar x*+ 1 >0)

D'ol: si on prend v =— 1 dans la proposition (), cette derniére sera vrale,
par suite |a proposition (0 est fausse.

b Donnons la valeur de vérité de |a proposition R.

Ona: (R):

((3ve BrivyeR) ; : ;‘x
C'est-a-dire: la proposition (R) est: § = P .

o e 1
_.-a‘.\-}_u(w.\-e.:._ Yivl+as 5 .[}
Puisque () estvraie et P est fausse alors implication est fausse car le vrai
n'implique pas le faux.

i/ -a- Donnons la négation de |a proposition §.
Ona: (P=0)=—=0«=(P=0)ou Rappel:
¢=@l'.!"_m.*(.;}ouQ (pp=stf) e (p onyg)
== (Per () ou
Donc: |2 négation de la propesition § est;
(P=01=0e(PerQ)oni
e= (P o) et
Dlol: 5 (P ou () et 0.
b- Déterminons la valeur de vérité de 5.
Ona: P estfausse et () est fausse donc (7 oy (J) est fausse d'ols la propo-

sition § est fausse, par suite (5) est une proposition vraie,

otions de Iosl ue =
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[ Exercice £13
1| a- Résolvons dans &, I'équation f(x) = 1.
soit xe R ona )= les/A 41— 1=1
e+l =2
e xt b =4
= xi=13
= =43 oux==y3
pone: § = {313},
b- Donnons la négation.de la proposition F:
ona: P (Viaih) e B )y (fla) = f(b) =>a=b).
Clest-a-dire: Py (Y(a:h) € B) 5 (fla) £ f(b) oua=h).
Sanégationest P: (A(wb) e B ); (fla) = fla) et a# b).
c-La proposition P est fausse, car la proposition P est vraie en effet: On a
daprés a-; v3 et =3 sontles solutions de ‘équation: f(x) = 1, cela signifie
que: fIy3)=M—3) =1 mais V3 #—y3.
*la- Résolvons dans 2, I'équation: fix) = a, avec a & |-oc;— 1],
SoitxE R, ona: flx) =aesyxi+l—1=a
=X + 1 =a+1impossible
car (YxER) | VX +1 > 0 etona: a+1<0,
Donc I'équation: f(x) = a n'a pas de solutions dans B, d'ot; § = ¢,
b-Donnons la négation de la proposition ():
Ona: 2 (YyeRNeR) ; f(¥)=y.
Sanégationest: U (3y & Ri(vae B) 1 flo)# v,
¢ * Donnons la valeur de vérité de la proposition .
On a d'aprés Ja question précédente I'dquation f(x) = a avec @ <— | n'a pas
solutions dans R, donc si an prend par exemple y =— 1,

onal'équation f(x) =~ | n'a pas de solutions dans ¥ cela signifie que;

Notions de logique | 19
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(vxeR) i flx# L

Donc le proposition 02 (3y & RJ(Vx € R) 3 fl&) #y estvraie et par Suite
la proposition (J est fausse.

« Donnons la valeur de vérité de la proposition .

soit @ £ B, existet-il A& R telque f(B) =a?

ona: fiB) =a =B -1=a
—JFri=a+1
= =gty =1=0a"+2a

o B = Ve +2a ou A= _\'.ﬂ; +2a
donc I'équation f(f) = @ ot 4 est l'inconnue admet deux solutions dans 2

d'ol la proposition R: ((ve e )38 € B) : flf) = @) estvraie.

[Exercice £7'%

Montrons gue les propositions suivantes sont des lois logiques.
1) [petlp=gil=4q.

Ona:

P g | P=4 | [pap=yq)] [pe(p=qg)l=yg

=
e |
@

I
I
0 |
|

Done la proposition [p et (5 == g)] == ¢ est une loi logique

2) (p=sq)={(p et ry=s (g etr).

Fid - | IR P=yq peir g elr
1 i 1 1 1
I [ 0 0w o e
1 0 1 [ | 0
1 0 0 e LM s e i
0 ] (R 2| e 0 1
0 [ 1 ]
0 0 | 1 fe. i

Zﬂﬁ Natians de logique
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0 0 0 1 0 v
(petr)=s(qetr) (p=—sg)=(petr)=ger]
1 I
1 1
0 1
1 |
| 1
1 1
| 1
| 1

Donc la proposition (p = ¢) == [{p et ) == (g et r)] est une loi logique.
3 De la méme fagon, on montre quela proposition: (p = g) == [(z ou
g) == (g ou ] est une loi logique.
1) Montrons ques [ p == (g ou r)]e=[(p et g) == r].
Ona: (p== (g ou r)) «=(p oullg our))

= (p o q)our

es(perg)our

e (pelg) ==r

Montrons que: (V{a;b) € B') 3 (ab = Desa=00u b=0).
Pour cela, on va montrer les deux implications,
“Onaia=10oub= 0= ab=0 estune proposition vraie.
= Montrons quet (ab = 0 et a # () == b = 0, en utilisant te résultat de |3
question 1)
carilah =0 =5 (a= () ou b= 0)) w=a (ab =0 et ¢ # () = bh=10.
Supposons que: ab = 0 et u# 0.
Ona: ab=() — (1‘, (ab) = 0 (car a # 0)
=3 h =)

Done: ab =0 == g=0q6u bh=10,
Dlolk: (W (ath) € B?) 4 (ab=0ea= 00U b= 0).

Notions de logique © 21
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L&\
[Exercice £08

1} a-Mantrons que: [ p et (g ou ] e=[(p et g) ou (p et 1] en utilisant g,

tables de vérité.
p g r pulrf:;? elr_q,l our | pet{gour) (pt‘ltﬂnu[pclrl
N Y I I I I
I 0 1 i 1
I E ] 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 ] o
0o/l /1] © 0 1 0 0
0o 1 0! o0 0 1 0 0
0o 01 0 0 1 0 0
0o'0 0 © 0 0 0 0

Les propositions « p et (g ou r)s et w [{p et g) ou (p et r)] ont les mémes
valeurs de vérité quelles que soient les valeurs des propositions p, g et r,
Donc eiles sont équivalentes.
b- De la méme fagan, on montre que: [ p ou (g et r}] &= [(p ou g) et (p ou 7],
7; a- Développons: (x — 1)(y — 2],
Ona: (x— Dy —-2)=xy—-Wx—y+ 2,
b- Résolvons le systéme (5):
Onarg,{“_‘+’_"=[} aI[)c.—llt_\v—h'-'il

Ortlxty=10 yr =+ Dx+y=10

x=louy=2
i {u‘ (¥ + Dx+y=0

D'aprés |a loi de la distributivité, le systéme (5) équivaut a:

{S.{_I ou (s i"'z

=+ +y=0 X' =5x+2=10
Signifie que: (5.): { x=1 ou (5:): =2
=Zy+1=0" """ |2 =5 +2=0
Dnncm[ gt magr=t le=1
=H1=0 -1 =07 |y=1

AT L YR
(5:) 1% *
o o {Er Sx+2= Uﬁ{rzx - Dix—=2)=0

y=2
3 o ]
X=youx= &

2 lons de ue
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3

ou i"" 7 ((Yaprés |a lol de la distributivité)

y=

B3 b

N
e s
X

1 "
p'ot 'ensemble des solutions du systéme (5} est: l (L I::{ 2 2 }{2. 2}},

Bk

Raisonnement par contre-exemple

Exercices
Meontrer que la proposition : (¥x € ) : x° —5x+ 6 > 0 est une proposition
fausse.

On considére la fonction f définie sur B par: flx)=x —x+ L.
Montrer que la fonction f est ni paire ni impaire.

Montrer que la proposition P i (vx &€ B) ; 3cosa £ 2sin’y estune
proposition fausse,

Montrons gue la proposition : (va € R) ; &' —5x¢+ 6 > 0 est une proposi-
tion fausse.

25
D
Donc 5 ne vérifie pas I'inéquation 1" — Sx+ 6 > (),

Pour x = g,ona:{;]' _‘_\{§I+(s_

D'ols la proposition (Vy & K] 5 & = 51+ 6 > 0 est une proposition fausse,
Rappel :

Soit [ une fanction numérigue définie sur son ensemble de définition 1.
3 (Vxe D) —xeD
- f est une fonction palresiona: v el .!
(vee D) fi=x)=flx)
- f n'est pas une fonction pairesi: (v e ) : (—x & Dou fi— 1) # fix)
(VMxeb): —xelh
(Vx &) fl=x)=—flx)
- f n'est pas une fonction Impairesi: (e D) (—xeD
ou f{=x) £~ f(x))

- [ estune fonction impaire sion a ;

Notions de logique ) 23
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12]
[Exercice 434

Ona: flx) =x'—x+ 1 pourtout ¥ & .
Ona: fi-1) =3 e fil)=ldonc fi1} £ /(= 1}

D'oit: /' n'est pas une fanction paire.

~Ona: fi—1)#-f(1),donc [ n'est pasune fonction impaire.
D'oli; f est une fonction ni paire ni impaire.

[ Exercice 553

Moritrons que la proposition P : (¥x & R) ; Jcosx #
sition fausse.

Pour cela, on va montrer que sanégation P : (I & B) : Jcosx = 2in'y
est une proposition vraie.

Soit x= R, ona: 2sin’x = 3cosx &= 2(1 —cos’x) = 3cosx

Si ¥ est une propg.

= 2eos'a+ 3cosx—2=0
e={2cosx—1)lcosx+2)=10
- COSX = }, ou cosx=—2
Puisque (Vx € RB) ; —1 <'cosx = [ alors cos % =— 2 estfausse,
Pulsgue (x € B )icosy = é est une proposition vrale car il suffit de prendre
= g alors a proposition : P :(3x & ®);2sin’x = Jcosx est une proposi-
tion, vraie donc |a proposition P est fausse

Raisonnement par implication - Raisonnement déductif

- Pour montrer que p = g estvraie; on suppose que p estvraie et on montre
gue ¢ est vraie
- Le raisonnement déductif est basé sur la lol logique sulvante:
(pet{p=gl=gq),
Clest-a-dire; sion a: ( p est vrale et (p = g) est vraie:, alors on en déduit gué
q est vraie.

LTy Exercices

Montrer que pour tout x €

Montrer que pour tout (xy) € Bl ona i’ +v =1 =s|x+y|=v2.

i il 25— |
r.\'-llc2 -;rJ<-|):_‘||.- 5

Notions de logique |
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solt x &R
1) Montrer que : (Vk= M) 5 o'+ o i
2) Endéduireque: (Wn e I) 5 T+ a4’ + ot x™ 2 (20 + 1y

[ Exercice £}

Montrer que pour tout (v e

3

L ona

(Ixl< 3 etly=2]<d)=1< -2 <5
2 SRS D g

1) Montrer que:: (Ya e B) ; a+ o =

2) Soit x et p deux nombres réels strictement positifs,

Montrerque : ' —x'+tx=p=x'=2p—1.

Montrons gue pourtout x € B,ona : [x—1]< % a!a‘_:H‘-l
Soit x€ R,ona: |x 1|<-‘|,- —o'%<.\—l<

> LX<H

1
2
s | € 2x <3
2
|
4

ol ikl e detD<c20—-1<2
| | & S >
3 :"l\._\t:'ti'\.‘.\ %2
3
s =11
i/ ) « <
e <!
I'|'.'..t l'l
x|

3
Done:(wx € RB) i la= 114 mo| 355 bl
- V&X
Montrans que pour tout (x;y) de B, ona: v +y' = | o |x byl =42
Salt (xy) € B, On i (8 = 31 2 0 wes ¥ 4y 2y 20
o] = 2xp 20 fcar x' +y'= 1)
o > |

il e b T ol BT |

Notions de logique
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—s (x = 2 fcar ¥+ = 1)

'—’*\l\*‘\
—|xtyl=
Donc: (Vi e RY) ¢ xl+y = 1=|xty[=y2
Soit xR, i
11 Montrons gue : (YA€ 19) ¢ x'+ pr >:2i

Soit k& N

o 3 = 3 1
Ona:f\-x‘— --I'-I}?{)=ai;_\"}+{ ,i-,}—l..\". =20

\ LE ya Yy

=x'+ i,—l?u
X

Done: (Vke N) 1 &+ J 22,
7} » Déduisons que: (vre D) 1 l+x+x"+ - +x" = (2 + L)y
Soitne M ;0Ona:
I+a+ 280+ S+ =14+ 804 o+ 3 H 80 H0 Rt

=,-(‘{1-.-+ I + 1-"'--""i:*'l*.\"".\"‘*'"-*‘.l"
\ X X

e X
Ona: d'aprés |la question 1) : o Loy
-y ey 2
e
x
apeliog
R i)
X X o,
En ajoutant membre a membre ces inégalités, ou obtient :
X+ 1-_ 15, g i '+ 14 =M.
x X

1 pip 3 1
O e vty ol ity i wene JEET T i iy lges o a0 S’ | ) o
Donc @ x A Xkl n+1

D'ot : :«"[‘.1‘ & 1 i i it + ‘I +1)2Z 25+ 1)a,

Parsuite: (Wa e I7) i (I +x++ -+ =2+ 1)a”.

Montrons gue tout (x;¥) de B, ona:
1 1 2y
(ll< 3 etly=2i< 3) =1 <52 <5,

Soit (x;v) & B, onat x| < é et|y—2|< ; —_-4—% << é

6 ¢ Notions de logique,
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3 5
-:-L(—x<£et§<)'<2'
=l Cy~x<3etI<2y<s
.._.;]5-<y!‘,<1et3<2y<5

2
Cod
-.-:].(y__\_(s

2y

: 1
ponc: Pourtout (xiy) € B, ona: | 4] < i etly-2ley)= 1< 55 <5
1

1/ Montrons que : (Ya € B7) 5 a+ ;= 2 Voir exercice n°25
Soit x et p deux réels strictement positifs.
Mantronsque: X' —a'+x =p=sa’ = 2p— 1.
Supposonsque: a' —x' +x=p, montrons gue : x' +1=2p.
Gnaix'+ 1= )+ 1=+ DR'-+1)
xoth =
=S it )= {
£

Ona: x> 0 donc d'aprés la question 1), ona: x

-,,._.-

signifie que ; {.t + 1'_ }p = 2p.Par suite 't +1 2 2p,

Dlob: (Ya20); (Wp 20k B —x'+x=p=a"=2p—1.

Raisonnements par équivalences successives
Si (Ae ) et (B esB) et (BieB) et .. (B e B) alors
éguivalences successives)
5 les équivalences suivantes (A« ) et (e H) et (Bie=8) et
o[ B, s B) sonttous vraies et la proposition A estvraie, alors la proposition

Ae B (Les

B estvraje.
Exercices
[ Exerclce &9
Montrer que @ (Vy e B)i 2] =0
vyl
(Erercice £19

Montrer que : (wa e Ry rt '}"‘" ! 29X
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| Exercice £13
Soit ke Z ;
Montrer que ; Ef +hT € ‘—3' :T s ke{-10;1}

| Exercice £38

Montrer que pour tous x et ¥ de l'intervalle T+l s
x+y+2(x—10y—1)>2
s S o i,
1) Montrer que : (W{xy) (B V) 5 VY
2) En déduire que : (1443 )(1 + V3 +y15)= 8415
| Exercice £54
Soit {x;y) & B

r = XTy -
Montrerque: Vx—1+2yy-4="5"ex=2ety=8§

Soit a€ B
=2 1 =il
Montrerque : |a—2|< 210554556
[ Exercice &13
Soitae R
i A

¥ 2 1
Montrer que : |a—2|=< tefySs<E

e

1

Montrons que : (Yx e RB)il—— — =0
¥ X
SoitxE R ;onma:| = -,.I =) &— -
vita 8 i

e fl+x" 2]

wl+xz]

sz
Puisque la proposition «* = 0 est vraie alors {a proposition | e 0
est vraie, plaE

" _ 4y 1 4
Donc:(vxeR):l———=20
i
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[Exercice 224
(A AT

Montrons gue s (Vo & B') 1y 5 >yx
f _{-,.'I- r v+ 3r+1
; L Fyxw g FX

soit & ¥ jonat
X'+ 3x+ 1 = 5x
wlx=1F20

pulsque la proposition {x — 1) = 0 est vrale alors la proposition

i +ﬁ.§_x. i

"_i'n_r" % %‘*l =[x estvrale. Donc: (Vx e B) iy Jdx

2 b,
Soit k & 7, montrons que ; '-1- E[ . ‘Ink {-1;0;1}
Soit ke Z, onales équivalences suwantes'

whke{-L0:1 earkeZ)
Donc ; ’.‘1-.&:'E[ T srlm}.r_{ 1)

[Exercice &7
Montrans que s (va € Ji; + oef) (vpe Jiok osl) i y+ 200e= 1y = 1) »2
Soit v et v deus éléments de I'intervalle JI; + <[, ona:
a2 =1~ 1)> 2 exty+2fa=DE-1-250
ax— | +2/x Lyy=1+y=1>0
wlyx=1%dy=1) >0
Puisques (Vix =144y — 1) > 0 estvraieet ¢x— 1 +yy— 1 #0
estvrale car x > | ety > | donclaproposition vx — 1 4y v~ 1 > 0 estvrale.
Dottt (Va € Jl: + oo Mivye ik a[);ad vt 24x= Dly—1) »2
[Exercice £78 —_

) SO y
11 Montrons que : (V(xiy) & B'); 55 &

Notions de logigue E 29
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2 2 -~ xr+ 3
Soit x et v deux réels positifs,ona: = = = J/yy
TP =y ..\'_\- 20
3 {\'.-‘- - \" _\'JI “I\ l}
Puisque la proposition (yx =y} = 0 estvraie alors la proposition

Xy — 2 SN o ST ;
1'2 sy Ay estyraiedonc: (Vixp) e RY) =5 £ NES
-/ Déduction :

En appliquant la guestion 1) pour: 1 et 3 ;let (s etlet 15,

+43 Ly +
on obtient : l""—>\'\f3 2\53\\521' ‘H>\\IS

En multipliant rnemhre a membre ces inégalités, on obtient :

443 +y
l'j XI*Z‘ ! _lﬁzsv?x\fsx\!j
Donc: (1+¢3)(1 +4/5)(1 +415) = 8,15

Soit (xy)eR /x2lety=24 ]

Montronsque:\"x—' 1 +2"r_\_'—“'i = x:‘ sx=2ety=

On a les équivalences suivantes :

R Y : .

vx—1+2jy—4 =7 3 = vx=1+4dyy—d=x+y
sx—Dyx—1+y=-4/y-4=0
sx—1-2fa—1+I+y—d4—4/y—d+4=0
elx—1-1V +(/y~-a-2) =

{ I=1=0
Ji—4-2=0

ﬁ{x:l
y=8

; B e P e R [ e
SOItan‘i,montronsque_lg 2|$3”1053rx+256
Soit @ € ¥, on ales équivalences suivantes ;

1(1—2141 e-2<g-

%]

-{‘.2.
53
wfzq<t

ed=3a<8K

Notions de
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6= g+ 251

e S (S
210 =3+2-6

. G e AT (T
pone : (Va € .r‘.]:{la 21+ foiy Seis .6_]
Raisonnement par contraposée

implication (g = p ) est appelée la contraposée de I'implication p = q, et
ona: (pexgleslq=p)

Pour montrer que p =» ¢ est vraie il suffit de monter que (g = p ) est vraie

Exercices
[ Exercice £°3

Ecrire la contraposée de chacune des implications suivantes et les démontrer
Soitnel,xeRetyeR

1, n estun nombre premier = n = 2 ou n estimpair
2Zo#Flsx£0ety#£0
Loxdyafatiy=1 £x—=1)v+1)

Montrer que: (Vxe B—{—1}): x% l " \'"‘:I #1
| Exercice £70

S0t & et b deux nombres réels non nuls tels que : b # 3q.
Montrer que : j # 1 a+2b 2

BT a—pT 3
| Exercice &1
Soit ¥, v et z des nombres réels.
Montrer que: (x +vs ) = [_\' 4

; E,:_Dur?é.-],:}
| Exercice £7
Montrer que : (Vre R Yi(v ] =oy2x+2 =

va# 1)
| Exercice £7
Onpose: [ = |-oo; - 2]

1} Montrer que; (Ya & 1) (Vb e l) : ab+a+b >0
2) En utilisant la raisonnement par contraposée montrer que:
(Vae v e | £t _atl PR, ¢ I
aEINYhel); |lath) °{u' VRS PP Ml Je v 3)

.. Notions de logique || 31
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m?%.

Rappel : Le raisonnement par contraposée se base sur I'équivalence ¢ :
(p.—.rq}e.—a(q_-_o;:ﬂ
Soit ne W ix€RiyER
1) = La contraposée de |'implication @ n est un nombre premier = y - oys
estimpair, est 'implication: n # 2 et n pair = n n'est pas un nombre premie:
« Démontrons la derniére implication
Ona:n#2etnestpair=>3KkeM /n=2ketk#letks#n
=k divise netk# letk#n
= 1 p'est pas premier.
Donc : n est un nombre premier = n = 2 du n est impair,
2] » La contraposée de I'implication xv # 0= (x # 0 et v # 0) est I'implica.
tion:(x=0ouy=10) =xy=0
« Démontrons la derniére implication :
Onaisi x=0alors 2y =0 etsi y=0 alors %y =0
done: (x=0ouy=0)=xy=0Dol: xy£0=x#0ety£0
3} = La contraposée de I'implication : x #y = (x+ D3 =D #£{x— 1y +1)
est limplication: (x + IMy— D= -1+l =ax=y
» Démontrons la derniére implication :

Uivanta.

Ona: (x+NDy-=Kk-1ly+D=xy—x+ty-1=xp+x—-y—1
o3 }_l‘:l_\'

=X :.\I
Doncixv#y=Kx+N—D#E-1y+1)

(Exercice -3

. 2 3Ix
Montronsque : (Vxe B—{-1}:x# -1, = \'-*‘I #1
En utilisant le raisonnement par contraposée, c'est-a-dire ;
moentrons que ((vxe B—{-1}} \_3;‘-] ={=x= ,l,
3x : = 5
~{=1},ona: = l=s3x=x+1

= 2=

== l

Donc: (¥xeR-{-1}): s l=x= !

AV E R '-\""] -3.(—2

Doii:(Vae R—{=1}:x flz = r3+‘l #1

32’ Notions de logique |
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Exercice
soit @ et b deux nombres réels non nuls tels que : b # 2a

[P ] " 7
Montrons que 1 b # ,],‘ e %{: _‘-:j * % en utilisant le raisonnement par

3 +2b_ 2 =l
contraposée, c'est-a-dire : montrons que : %‘; I':j =5 = h=gua
2 — s
ona: 428 =2 < 300+ 2h) = 224 )
= Ja+ 6b=4q - 2b
= 4= 8b
wa = fh.”

g 26 2
Dﬂnc:h?‘-,‘!iu-"za.. b %

[Exercice £1

Soit x, v et ¢ des nombres réels

Montrons que : (x +y < z) :{ e _i? Zouy=s 5 z) en utilisant e raisonne-
ment par contraposée, c'est-i-dire : montrons que :

i
[_-\') 3% et )'>-£ :) s xiFy 2z)
|
R
Ona: _-.-.\+_\'>-._I,z+-l.:
¥ “ g

sxchoy >
R A
Donc: (x+yp<z) = {n= jIouyw »,\}
Montronsqes (Ve e R\ Lwi2nd2 =W £1)
en utilisant le raisonnement par la contraposée, c'est-a-dire : montrons que:
(vxe R )iy r2—Jx=1=2x=1)
Soitx &R onat y2r+2 —yx=1=y2v 2 =yx+1

s =

X+ 1y
w2 2 =g F 20K+ |
@iy =2y x+1=0

= (S =1F=0
ayr=]
ey =1
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Donc: (Vx € R(VETF 2 ‘:‘;_:_ : e =
Diobs (Ve eR)i(x # 1yt 2 —yx# 1)

[Exercice £13
Montrons que; (Ya € (Vb €T} abta+h>0
Soit @ et b deux éléments de [:Ona: [GEI={H+1 <=
bel h+1<—1
istaEl)
{—Ua+ 1)=>1
—s(a+1)b+1)>1
=abta+b+1>|
=sab+at+bh>0

Hiil b1
!/ Montrons que: Y{ab) el , Ila # b)=>(a; fiu'; 3 +"2h+ 3 }l
Utilisations le raisonnement par contraposee
Soit (a:b) € F ;ona:

gL ) A =
Fioatd AT a'b+a +2ab+2a+2b+2
ab'+Zab+2a+ b+ 2+ 2
= agb—d’b+ b —a’=0
= ablb—a)+(b—a)lb+a)=0
= (b—a)lab+a+b)=0
—b—a=0(carab+a+b>0)
=5a=b
Done, d'aprés le raisonnement par contraposée , on a:
“byE . el { e
(iaere ) i (ladd) = ol i ondim)
Raisonnement par disjonction des cas

Lorsque on veut monter une implication de la forme (poug) = r;on utilise
alors 1a foi logique suivante: [(p ou g) =] = ((p = r)etlq = r))

C'est-3-dire on distingue deux cas: =

ler cas: supposer gue p est vraie, et montrer gue r est vraie

2éme cas: Supposer,que ¢ est vraie, et montrer que r est vraie
Généralement on 2 Ia 51 logique suivante:

[(A: o As ou Avou .. on A) = Bl e (A, = B)) et (A, = B) et..et (4. = B))

£ Notions de logique,
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Exercices

[Exercice L1

Montrer que pour tout n &< M, ona: dln' ou dln'— 1

mns R l'équation (1) 2x' =[x =3|=4 =0
TR . : Hx+1|l=y=4
Résoudre dans B le systéme suivant ; [”-' /
|x+2|+2y=6
1) Etudier le signe de la fonction u définle sur |=me; — 1 uf0; + ~| par:
ulx)=2x+1+2yx" +x
2) Montrer gue: (Vae R+ 2x+2 5 x4+
(Exercice 411 :
Montrons que pour tout n e N 4|’ ou 4|0 =1
en utilisant un raisonement par disjonction des cas .
Sait n e I
-1*"cas ; supposons que i est pair
Onatn estpairdonc: (ke N)/in= 2k
Clest-a-dire : n° = 44" d'ol n" estun multiple de 4 (car k' € [N et par suite :
4ln
- 2'™ cas : supposons que i est impalir
Ona: n estimpairdonc: (3k & M)in =2k +1
Cest-a-dire : n' — | = i’ +dk =4k + k)
d'ati ' — | est un multiple de d (car k' + k& I ) et parsuite : 4{n" — 1.
Conclusion : 4{n* ou 4|n’ — 1 pourtout ne M
Résolvons dans B l'équation (1): 2v' —|x—3]|-4=0
Pour résoudre |'équation (1), il faut 'écrire sans le symbole de la valeur abso-
lue, pour cela, on va distinguer deux cas.
“1Measix23

Notions de logique | 35
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Danscecasona: [x=3 |=x— 3 et'équation devient ; 2x*

Son discriminant est: & =9 etses solutions sont: & = 1 et .
as de solution:

Puisque % < 3et x< 3 alors 'éguation n'a p s daris ce B

nsamble des solutions de I'équation dans ce cas est: §, = ¢

donc el
-2t cast xS 3

Danscecasona:|x—3l=—{x—3) etléquation devient: v’ +y— 5 _
son discriminant est A =57 et ses solutions sont

- —I—'S?
"= [:5131’» i -

Ona: x = 1.63 et x == 2,13 (utiliser la calculatrice-

donc: x < 3 et % < 3 d'oli I'ensemble des solutions de I'équation dans ce
_[=1+45] —1=57

casest: §: = (—-- | S

Conclusion: Uensemble des solutions de I'dguation (1) est: S =8 U8 =g

|Exercice #23

i 3 ; I o
Résolvons dans ' le systéme suivant : {2'1 Hl|=y=4q

fe+2}+29=16
Uexistence des deux expressions |x+ 1| et | x + 2| nous raméne 3 distinguer
trois cas pour résoudre ce systéme asavoirs x=—2; -2=y=—1
etx=2—1.
On utilisera la méthode de CRAMER dans les trois cas
“MMeas:iys-2
Danscecas,ona: x+2 < 0etx+ 1<) etlesysteme devient :

1_2“*’”_3':4 clest-a-dire : {1"*}: =i

={x+2)+2y=4 A—2y=—1R

6
=8~

Dowc:x:%’:—q_et),="?i 2

-6

=—10
_H [

o -a—]z :
na: —]_2

==5: A= ]

! ' 20et A= ‘

Puisque: x==d et —d =D alors: § = {(—4:2)}

-2measy —2 <y <—|

Danscecasona:x +2>0 et x+ | < () etla systeéme devient:
{-Zn+-y=-.6
x+2y=4

Notons da Ingigus
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~6 1 _2—6|_
—‘4 =-Iﬁetﬁ,—|} 4

Absltn e ﬂ.r_v 14
DORCER=TR, = aEnr = A=Y
Ona: x=— 5733 cestadire; .\?{ %t

donc le systeme n'a pas de solutions dans ce cas d'ou: 5 = 6.

~gtmecag A E— 1

panscecas,ona: x F2 =0kt x+1 ';'*(}tzl:le!i\fsh'-:rner.Is.-\rient:F"r =3=2
% & 5 |3 o x+ 2y =4
°“*“‘=|1 2|-5,a.--4 -geth, =l l=
A,
Done iy = % -§ QeSS 2
Puisque t %-Z)— lalors x &= 15+ e[, donc: §=“§-2 }}

Dloli: 5= 8 USUS = [{_4;2).(2:2 }I

[Exercice £73

1} Etudions le signe de la fonction  définie sur =g = 10 + ]
par: u(x) = 2x 4+ 1 +24/x +x
Méthode:
- Pour étudier e signe B + A, on utilise le raisonnement par disjonction des
cas:
sSiAZ0alors VA +AZO.
oSiA <D alors /B A= B4
cefufde # - A", Y=
- De méme, pour étudier le signe de B — A
*SiASDalors yE-AZ0,
oS A >0 alors: B - A=
celuide B - 4",
Solt ¥ € oy = 1)W[0: 4 ool iona s 23+ 1 2 0o x4
“1¥cas € [0+ [ dong 2y+ | > 0 et parsulte: 2x +
dio s (v e [0+ ) ulx) > 0

*2™eas:x e |-oei~ 1], 0na; 26+ 1 < 0 dencon utilise le conjugué,
Ona;

et dans ce cas le signe de B + A est

B=A?

; et dansce cas le signede B — A est
Vi +A

1+ 2yt x>0

3 g Yy &
uOY =2 (ax by = AR = Qe 1) I
2= l) 2y ta—=i2x+1)

Notions de logique
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-4 tect-5-dire :
pulsque 2x + 1 < 0 alers (2x+1) > 0 cest-a-aire

2% +x—(2x+1) > 0. Donc: ) < 0 doin: (vx & I = 1)y <y

conclusion : (Vx & Jrosi— 1] 1u(x) 0 et Vx € [0:+ el sty > g,

\ Montrons que s (¥x € R)i/x + 20+ 2 >x+ 1
Méthode 1: On utilise le raisonnement par disjonction des cas ;

Soit xER,ona: Jx+2ct2 sxtleyxy+2+2-(x+ )50

“1cas: x+1 <0 cest-adire: ~{x+ =0
donc:vxr t2x+2—(x+1)>0

ploti: (r € oo — 1) i/F + 2+ 2 (x+ 11> 0.(1)
car X'+ 2x +2 50 pourtout xE R,

S as s v+ 1 2 0 dest-a-dire: —(x+ 1) =0

On utilise le conjugué :ona:
A2t 2— (et 1) I

JEt I r 2t ) V24 24 (k)

ST T2 (k1) =
puisque x+ 120 et ' +2x+2 > Oalors VX' + 2x + 2+ (x+ 1) >0
donc: '+ 2x+2~(x+1)>0,dob:

(vxel-1+mivd+ 2x+2=x+ 1D >0 (2)

Par suite, de (1) et (2), on déduit que : (Vx € Rliva' + 2x+2 > x+ |
Méthode 2:Ona: (vxe 2);lx+1[2x+1 (1)

etona: (Ve R+ i+ 2>+ 2x+ 1

TRk (x4 1)

cest-d-dire : (Vx € E)
donc i (Vxe Ry
de (1) et(2), ondéduitque: (YA€ B}y + 2x+2 > x+1
(car ylx+ 1) =[x+ 1]).

A F2 ¥ x+1] ()

Raisonnement par I'absurde

Pour manter qu'une proposition P est vraie, on suppose gue est vralg,
et par implications successives on aboutit 3 une contradiction, Donc f est
fausse, et par conséquent p est vraie.

Exercices
[ Exercice £33

Montrer que: (¥n & I¥), 6 ne divise pas 2n+ 11

38 { Notions de logique
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£n utilisant le raisonnement par [absurde, montrer que le systeme suivant :
- 323 E
()43 = 23 n'a pas de solutions dans B
A

y—15 i
1) Montrer par 'absurde que : J2EQ
2) Soit a et b deux nombres rationnels tels que a # b
atbvd o
Montrer gue : g -] i
| Exercice £1]
> )
1) Montrer que: (Vn & M) :; TN
2)Montrerque : (wn e N):ni+5n+ RN
| Exerclce £1]

Soit o € R, montrer par labsurde que : ((ve > 0);|la| <&) = a=10,

I | Soutions EEEEE

[Exercice £113

Montrons par V'absurde que 6 ne divise pas 2n+ 11 quel que soit I'entier
naturel n.

On suppose qu'il existe n, € 19 tel que 6|2n + 11

Puisque 2|6 et 6]2n + 11 alors 2| 2a; + 11 ce gui est impossible car

2ns+ 11 est un nombre impair.

Eneffet: 2n+ I1=2(m+ 5)+1=2p+ lavec p=hn+S5et peN.
Donc la supposition est fausse, d'oli 6 ne divise pas 2n + 11 pour tout n e M.

Exercice £13
Montrons par I'absurde, que le systeme () n‘a pa de solutions dans ' .
On suppose qu'il existe (x:y.:z) de B vérifiant le systéme, clest:a-

26 —3%>3
dire: 13y —2x, 23
W=z =2

b ¥ — Q=
Onas 2%~ 32 >3 donc en ajoutant membre & membre ces deux inégali-
In=2x23
tes et apres simplification, on obtient : w —z > 3 et cela est contradictoire
(Sila>berc=d)alors at ¢ >d)
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avec la troisigme inéquation du systémes w— & = 2.
Donc la supposition est fausse d'ol e systeme n'a pas de solutions 4 s i

| Montrons par labsurde que v2 & ( ;
Supposons que s v2 € L% oS
Ona :F:'?. =(=(3pe ?"!')qu.f': )iv2 = g
avec 7 est une fraction irréductible, c'est-a-dire que le plus grand eohitiig
diviseur de p et ¢ estégala 1.
Ona: 2= {: ep=yiy

wp =2y (1)

donc p estun nombre pair et par suite p est un nombre pair (car 1 ne pey
pas étre un nombre impair},

Ona; p estpair donc p s'écrit souslaforme: 2k ob k & 17",

On a:daprés (1) : p* = 2¢° signifie que : 45" = 2¢°

clest-a-dire: g’ =2k

donc ¢ est un nombre pair et par suite g est un nombre pair,

Finalement, ona p et g sont deux nombres pairs, ce qui est contradictoire

avec le fait que |a fraction f; est irréductible, donc la suppaosition est fausse
doti: v2 ¢ 0.

2i0naiac(Q;beQetastb.

Montrons par {'absurde que ; a‘; F:_‘S I E

a+ b2 _ . a+by'2 =
Supposons que ! ~=< (}..0n pose — = ravec re
PP q 21 “ P 241 4
Ona; a4+bv2 _ 503 =535
G+ featb/2=rly2+1

e ;;-v-'z ~r2=r—a

R o
Montrons par I'absurde que b —r # 0 c'est-a-dire b # r
a+by2

Supposonsque: b=r,ona:b=re i =h
Jrm
Latby2=by2+D
sa=h

e qui est contradictoire avec le fait que: a # b
donc la supposition est fausse d'oli: b # r

40; Notions de logique
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r.‘+byf_i p I e Ry

parsuiteona AT =ray2b—ry=r=d ("
eyl = b u {:arb#r]

puisque r; @ et b sontdesnombres rahonnefs ator_n . & G donc

J2 & ce qul est impossible car 2¢0) daprésia queshon ).

2 a2
" & {) est une proposition fausse d'otl : 5 _:] Q.

v

|| Montrons par Iabsurde que : (¥n e NJ: /) + S EN
supposons qu ‘il existe un-entier naturel . tei que : "’ -I, eN

Ona: _‘-h+ 2 € M =+ 2| e+ | Pulsque e + 2 >u..+ lalors m+1=0
Clest-3-dire n, == | ce qui est cunlradictoFre avec le fait que n. € N, donc
la supposition est fausse d'oli: (¥n € N) 2 Len

/) Montrons par absurde que (v & 1) ;v/n" + 5 + 814

Supposons qu'il existe un entier naturel n. tel que : y 'ni + Su +8 =y

Oria: (i +5m+8)—{n+2)V =m+4d

Puisque m,+4 > 0 alors (ng+ 2 < ni+ Sn, 0+ 8

Donc: m+ 2 < Vhi+ S +8 (1)

Dlautre part, ona: [+ 3) — (i +5m+8) =n + |

Pulsque o+ | > O alors ni + Sn.+ 8 < (n + 30
done i+ S+ 8 < ot 3 (2)

De (1) et (2}, on'déduitque: mo k2 < i+ S+ 8 <3

La derniere proposition est fausse car il n/existe aucun edtier naturel com
pris strictement entre deux entiers naturels consécutifs. Donc la supposition
Vi S8 € D est fausse. Dlob: (Va € M), vne + Sny 8 &N

Soit g & K, montrons par 'absurde que : (Ve > 0)ilal < &) wa =0
Ona: (Ve > 0):al < €) et montrons que a = ()

Supposons que a # 0, on prend : & = |_r£|

Ona; e >0, donc par hypothese, ona: la| < &

c'est-a-dire |a| < igl signifie que: | < !3 {ear [a] > 0) ce qui estimpossi-

Notions de logique
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ble. donc la supposition & # 0 est fausse et parsuite on a :
((ve> Wilal<e)=a=0
Raisonnement par récurrence
Paur montrer qu’une proposition pln) qui dépend de n est vraie Paiir,
entier naturel n ol # = ns, on suit les étapes suivantes: Ot
1) Initialisation: Vérifier que pln} est vraie pour n = n. (pour le e
[

alément} :
2} Hérédité: Supposer que pln) estvraie pour 1 et montrer que Pin) ey

vraie pour 1+ |
C'est-3-dire montrer que pour tout entier naturel n tel que n = 5, ong

p(n) splntl 3
3) Conclusion: d'aprés le principe de récurrence on: (V.= n) ; p(y) o
vraie.
Exercices
[ Exercice £1:3
Montrer par récurrence que
1) n'=n estun multiple de 6 pour tout n € M,

2) 3~ 1 est un multiple de 4 pour tout n € I

3) 9 divise 4"+ 6n — | pourtout ne 1N,

4) 11 divise 3 + 2" pour tout n & ",

| Exercice £33

Mantrer que 47 — 1 est divisible par 15 pour tout entier naturel n.
1) Mentrer par récurrence que le nombre 2" — 1 est un multiple de 7 pour
tout ne M.
2) En déduire que le nembre 2" — 4 est un multiple de 7 pour tout entier
naturel n.
Moritrer par récurrence que le nombre 3"+ 4" — 2(— 1)" est un multiple
de 5 pour tout # € ¥
[Exercice 473
Pour tout n < [, on définit les deux propriétés suivantes :
P :3divise 4°— | et (), : 3divise 4"+ 1,
1- Montrer quepour n € I : P, = P et 0, = (i, .
2 - Montrer que F, est vrale pourtout n e
3- A-t-on (. estvraie pourtout ne I 7
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wontrer par récurrence que: i i
1) (VnE NP+ s+, tn 2 3

Vgl ‘_(ga[nrlp}-'
2) (VnE Nt 20wk = 2 "

3) (¥n € B+ 3+s+at@ntrD=(nt 15 b
4) (vne W) X2 2RI Ing+ o bulntl)=
Montrer par récurrence que !

[ Exercice £3]

Montrer par récurrence que
| 1

(e e M) IX2%3 +

1) Montrer que : (Yae M) dn’ 2(n+ 1)
2) a- Montrer par récurrence que : (Vn e Ii') 14" 2 ',
b- En déduire que (vne )4 2 n'.
| Exercice &3
Montrer par récurrence que s ¥ e N —{0: 11230 = 27
(Exercice {13
Montrer pér récurrence que ; (Yn € M):3" > 2n,

| Exercice £31

Lol o) SR
[vne N “H:I’::l‘z)‘-{"--.‘”_]‘n

nin+ 1n+2)
3

nin+3)

- | = 3
3%x3%4 TN a2 T A+ D+ 2)

1) Montrer par récurrence que: (Yo e ) (1 + ey 2 1+ ne ol ¢ € R

2) En déduire que: (Wne )3 =n2"!
3) En déduire que: (Wi e I )l +n)" = 207

EE%

50

Mantrons par récurrence que n' —n est un multiple de 6 pour tout n € IV ¢

* Initfalisation :pour n = 0, ona: n' —n = 0 et Oest un multiple de 6.
*Héredité : soit n & I, supposons que n' —n est un multipie de §

cest-a-dire : (Ik & M)/ n’ ~ n = 6k et montrons que (1 +
un multiple de 6,
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Onas(ns 1) — (k) =a'+3+Intl-n= 1
=n' 430 + 2
=p'=nt+3n+3n
= Gk + 3n(n+ 1) (d'aprésthypothése de écurrence)
Puisque n{n + 1) est un nombre pair alors: (Fpe M) nln+ =2y
Donc: (n+ 1)) = (n+ ) =6k+6p="06(k+p)
Puisque & +p & N alors (n+ 1)'= tn+ 1) estun multiple de &
d'oli Ia propriété est vraie pour 1+ 1.
sconclusion ; - La propriété est vraie pour 1 = 0
- La proposition #(n) = P(n + 1) est vraie pour tout ne I
Donc d'aprés le principe de récurrence, n'— nestun multiple de 6 pour toy
ne M.
) Montrons par récurrence que 3° — 1 est un multiple dedpourtout ne ]y,
» Initialisation : Pour n =0, ona 3" — 1 = 0 et 0 est un multiple de 4,
« Herédité : Seit me M, supposons gue 3 — 1 est un multiple de 4 clest-3-
dire: (3k.€ M) /3" —1 = 4k etmontrons que 37" — | est un multiple de 4,
Ona:3*l—1=3"%x9-1
=(1+4k)=x9-1 |car 3" —1=4k)
=36k + 8
=4(9%k+2)

Puisque 9% + 2 € M alors 3" — | est un multiple de 4.
D'ol la propriété est vraie pour-n + L.
» Conclusion : - La propriété est vraie pour n =10,
- La proposition : P(n) == Pln + 1) est vraie pour tout 1 & N
| est un multiple de 4 pour tout

bDonc d'aprés le principe de récurrence, 3
neN.

11 Montrons par récurrence que 9 divise 4 + 6n — | pour tout n € S

« Initialisation : pour n =0 ona: 4+ 6 X0~ 1 = 0 et 0 est un multiple de 9.
= Hérédité : Soit n & IV, supposons que 4° + 6n — 1 est un multi-

plede 9, cesta-dire: (k& )/ 4"+ 61~ | = 9k et montrons que

47" +6{n+ 1)~ | estun multiple de 9.
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OV (o Vi L 6t 5= 4(9%k~6n+ 1)+ 6n+t 5

=36k~ 2dn+ 4+ 6nt 5

= 9(dk—=2n+ 1)
(daprés ['hypothese de récurrence-
suisque 4k =21 +1 eNjcarkeN;neNetdh—3n+ 120
(47 # bt S E Wetd''+6n+5=0dk—3n+1))
alors 4774600 + 1) — 1 est un multiple de 9, donc la propriéte est vraie
pour it L.
+ Conclusions : - La propriété est vrale pour 1t = 0.

-La proposition ; P(n) = Pin + 1) estvraie pour tout n € 1N,

ponc, d'apres le principe de récurrence, 4"+ 6n — | est un multiple de 9
pour tout & I,

4) Montrons par récurrence que 11 divise 3%+ 2" pourtout ne ™ :
T=9+2=1]etllestun

« Initfalisation : Pour n = l.ona 3" +2"""
multiple de 11,
* Heérédité ; Soit n € I{", supposons que 3" + 2" * est un multiple de 11
cest-d-dire (3k e M) /3% + 2% = |1k et montrons que 3771+ 2%
estun multiple de 11,
On-ain 3t 4 gHiatlind = 3is g 4 W=t 5064

=0x(1tk=2""4+ 2% TX64

=00k= DXV g w I

=00k + 2" (64 = 9)

(99k+ 55 %27 %) = 19k + 5% 25"
Pulsque 9k + 5% 2% & W alors 371 4 281 acp iy multiple de 11,
donc la propriété est veaie pour 7+ 1.
* Conclusion : - La propriété est vraie pour i = 1,
- La propesition : $7(n) == P(n + 1) estvraie pour tout n & N’

Done, d'aprés le principe de récurrence; 3°+ 2% ast un multiple de 11
pour tout n e 1",

Exercice £73

Montrons par récurrence que 477 — | est divisible par 15 pour tout n'& .
* Initialisation ; Pour n= 0, ona """~ | = 16~ | = |5 et 15 est un multi-
ple de 15,
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+Heredité  Sait n e M, supposons que 4 4 — 1 est un multiple de 15 i
adire: (ke N)/4 —1 = 15k etmontrons que:: 4715y Estur,
multiple de 15,
Ona gietsre = gsiyt—)
—1605k+ )~ 1 (d'aprés I'hypothése de récurrence,
= 16X 15X k+15
= 15(16k + 1)

S

Puisque 16k + 1 € I alors 477
prigté est vraie pour n + 1.

» Conclusion : - La propriété est vraie pour n = 0,

- La proposition : P(n) = P(n + 1) estvraie pour tout n & Iy,

Done, d'aprés le principe de récurrence : 4% — 1 est divisible par 15 pour

— 1 est un multiple de 15, donc |5 pro-

tout ne N,
|Exercice £33
Montrons par récurrence que le nombre 2" — 1 est un multiple de 7 pour
tout n e
« Initialisation : Pour n =0,0na: 2" —1 =0 et 0 est un multiple de 7.
 Héredité : Soit n & I, supposons que 2" — 1 est-un multiple de 7, cest-
M)/3%= 1= Tk etmontronsque 2" = | est un multiplede7,
Ona: 2P i=1=2%nal—]
= §(Tk+1)—1 (d’aprés 'hypothése de récurrence)
=8XTHE+T
=T{8k+1)
Puisque 8k + 1 & IV alors 2" = 1 est un multiple de 7 donic la propriété

est vrale pour n+ 1.
= Conclusions : - La propriété est vraie pour n = 0

- La proposition P{n) = P{n+ 1) est vraie pour tout n & N,
Don, d'apreés le principe de récurrence, 2 — | est un multiple de 7 pour tou!
neN,

Déduction

Solt nE M, onaz 2" —4=20"x2 -4 =4(2"-1)
Dapres fa question 1, 0n a 2" — | est un multiple de 7 quelque soit I‘entrier
naturel i, donc 4 X (2" — 1) estaussi un multiple de 7. D'o 2°*"* — 4 est
un multiple de 7 quel que soit I'entier naturel 1.
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Wontrans par récurrence que e nombre 314 47" = 2(= 1) est un multi-

ple de 5 pour tout 1 & I,
-|nitia|isation:?uur =0, 0na; 3 4 42— 3(~ 1)! =3 +4 e
gestun multiple de 5.
sHeérédite : Soit n € I, supposons gue 3" + o ke i mulBale
de 5, clest-a-dire : (3 e 1) | 314 4~ 2(~ 1)" = 5k et montrons que
swrll g goe = 2= )" estun multiple de 5.
0 R G e 1 AT A 2 (= 1)
= 0(sk— 4 4 2(= 1)) XA +2(= 1)
&S =0 AR (= 1) Xl 2 (= 1)
= 45k — 54" K 20(= 1)*
= 5[0k — 4+ 42 (= 1))

3
Ona: ™!

(d'aprés I'hypothese de récurrence-
posons &' = K=+ A X(=1)
etona: k' = (Sk=4"")+ 4k +(=1))
comme Sk— 4" =0 et dlk+ (= 1)) =0alors k' € N
Pulsque’: 9k — 4"+ 4 X (= 1)" e N alors 37" 44" =2 (= 1)""" est
un multiple de 5, donc |a propriété est vraie pour n+ 1.
*iConclusion ;- La propriété est vraie pour n = 0
- La proposition P(n) = P (n+ 1) estvraie pour tout n & [,
Dong, d'aprés I'hypothise de récurrence, le nombre 37 + 4™ = 2(—1)" est
unmultiple de 5 pour tout n & M.
[Exercice £73
Montrons que i (Wi € M) P o= P et O, = Q..
*Soit ne N, supposons que F. estvraie c'est-a-dire:
(3k ) /4" =1 = 3k et montrons que P, est vraie
Ona: 4" = 1 =4x4"=1=4%3+1)— L= 12k+ 3= 3{4k+ 1)
Puisque 4k + 1 & I alars 3 divise 4™ — 1 , donc la propriété F.., est vraie,
d'oli I'implication P, = .., estvraie pour tout n & 4.
* Soit & N, supposons que: (). estvrale c'est-a-dire: (3k € M7)/4° + 1 = 3k
etmontrons que ()., est vraje,
Ona:d™+ 1 =4"+4-3=4x(4"+1)=3
= Mdk—1)
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Puisque 44 — | & N alors 3 divise 4°™* + |, donc la propriété
d'ots limplication (2, == (.., est vraie pour tout n & I,

2) Montrons par récurrence que F, estvraie pourtout n e I
« Initialisation: Pour n = 0, ona: 4° — 1 = 0 et 3.divise 0.

* Heredité: On a: d'apres 1) Iimplication £ = P est vraie pour toyy

n & I, donc d'aprés e princlpe de récurrence, |a propriété £ agt Vraie poy,
tout neE M.

1) At-on . estvraie pour tout n & [¥7?

Pour n=0,ona; 4" + 1 =2 et 3 ne divise pas 2, donc la propriété n'est pa
verifée pour n = ( et par suite (J, n'est.pas vraie pourtout n e 1,

ot es‘\-'rale‘.

1) Montrons par récurrence que:

(VneNkIP+22+ +nt= LUEE %}2{1 )

» |nitialisation: Pour n = |, ona: I =1 et ————
* Hérédite: Soit n & " ; supposons que:

IX(+)X(2%]1+1)
—— =1

Piats s n{n+1N2n+ 1) as montrons que:
= z

Fars . +iasp=rntnt2)0a+ 1)+ 1) (n+ 1Nn+2)2n+3)
f 6
Onal Papit a1V =1424 4w+ (s 1)
e : = r]_f{:_f__lgl-_x+1:l+m+ iy
(dfaprés Mhypothése de: récumence) nlont 1)
:{n+l}{ﬂ'% -+Ul+|?}

; 2 A +1M2 + T+ b
= (n+1)( 28 +..u.3+_6n ey 1'--."6*.53 b

Diautre part, onai (n +2)2n+3) = 20° + 3 +4n+ 6 =20 + Tn +6
Donc: (24274 Aln+1r= l{'_t!}_{"‘gz)ﬂf 3)
D'odl la propriété est vraie pour m+ 1
* Conclusion : - La propriété est vraje pour n =1

= Uimplication Pn) == Pln+1) est vraie pour tout 1 &
Donc, d'apres le principe de récurrence , 'on a:

(VAEND: P42t oo nint)2n+])
2
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12]
(n'+l})'

currence que: (va & NT), 174+ 2%+ ___‘+,,'=(’l-§_
"=1 et[mgl—'-}) =1

. HerdditésSoit n € N', supposons quer 1 + 294 .+’ =

.| Montrons par ré

« |nitialisation: Pour i1 = 1, onat

ot montrons gue: o {_(_n+ |_]_{f’ +32) ):

P2 takla = 2

gAY =2 e+ a+ 1)
e D

ona: 1'+2'+
2 ﬂ’!n4+ 1 Y (cFaprés Fhypothése de récurrence-

=ff|*lf{'§ +n+|}=fﬂ+|ff-ﬂl‘§‘u4}
_(n#1)(n+2Y _{[_n* ntu_+2}}'
o 1 =

2
Donc la propriété est vraie pour n + |
« Conelusion; - La propriété est vraie pour n =1
- Uimplication F(n) = Pln + 1) est vrale pour tout nn € N'.
Done, d'aprés le principe de récurrence , on a:
(Mn el R +2' . 4nt= (E(" . ),
1! Montrons par récurrence que:
(wneNkL+3+S5+..+@n+1)=(n+1F
s Initialisation: Pour =1 ,0na 2% 1+ 1 =3etl+3=(1+1F=4
» Hérédité: Soit n & W', supposonsquer 1+ 345+, +(2n+ 1) =(n+1F
etmontrons que: I+ 345+ +(2a+ 1)+ 1) =(n+2r
Onai1+3+5+  +(2n+ 1)+ 1)=1+3+5+.. +(2n+3)
=1 +3:E5 4 {2k 1)+ (2n+ 3)
(d'aprés I'hypothése de récurrence} (W
=+t l+2n+3
=n'+4n+4=(n+2)
Donc la propirété est vraie pour n + |
* Conclusion: - La propriété est vraie pour n = |
- Limplication P{n)=s Pln + 1) estvrale pour tout n & 1N
Donc; d'aprés le principe de récurrence , on a:
(Yne W E1+3+54 , +2n+1)=(n+1)
A Mentrons par récurrence que;
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wneﬁ:');ixz+2x3+3x4+...+ufn+1)=-'-'--‘--“-“ Dt 2)

R (BT
» Initialisation: Pour = l,onar 13(1 +:1) = 2 et =-——o2)

« Héradité: Soit n € [N, supposans que:

+1)(n+2)
1%242x3+ +nln+ )= gt 5 etmontrons que:

2

+ 1+ 2)(n +3)
1x2+2x3+_..+[n+I_I(u+2}=-(ﬂ--....'~._"3___n1 )

On a:
I %2 % 2% 3+, Flpt In+2i=1x2+2% 3% +aln+ 1)+ (n+ Dn a3
- aln+1Hn+2)
(d'aprés I'hypothése de récurrence) :
=(n+Dn+2)(3 +1)=
Donc la propirété est vraie pour i+ 1,
« Conclusion ; - La propriété estvraie pour n = |

+ln+ n+2)

{n+1)n+2)(n+3)
! =

- Uimplication P{n) = P(n + 1) est vraie pour tout i & 1§

Donc, d'aprés le principe de récurrence , on a: v
aln+ 1)n+2)

(FreN I %2+ 2+3+ . +nln+1)== 3
Mantrons par récurrence que:
R I S 1 1 1
(Ve N I 1 e = et
(Vi e {I}~l:i>(2 e e e 1 =

«Initalicstion: = S S L) e
Initialisation: Pour n = 2 on a: T Wl N S

» Hérédité: Soit n & N'\ {1}, supposons que:
1 1

n—1"%n = 1 - etmontrons que;
1 1 1
e o L :
R Ty n+1
+ 1l = ppkipbeba oo bl
a1 p e ki R Lo e e iR T |
) F | 1

{dapres Prypothése de récumrence, }:Ih'."'-'x]"hr.l 1
s i_'ir'“ _'p';-t-']'j: b=
Donc la propriété est vraie pour n+ |

. Condu_s_ion: - La propriété est vraie pour 5= 2
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plication Pi) = P{n+ 1) est vrale pour tout n tel que n =2
- LA
ponc. dlaprés le principe de récurrence , on a:

it | B

! ! e S|
e N IR S X gt g Xy =1y

Montrons par récurrence que:

1 1 Shes=. i = nnt3)
(vne Nk xa%3 THRa%A 1n+2) aln+ 1n+2)
1 —
« |nitialisation: Pour n =1, ona: 15553 = ¢
Ix(+43) _ 4 _ L
S qn+Nitz) 246
« Hérédité: Soit n € I, supposons que:
nin+3)

it
P+ (n+2)  alnt Din+2)

15 L
ixax3toxaxd
et montrons que:

i (n+1)n+4)

T Din+2)n+3) dln+2)n+3)

B
|)<2'><3 FTXINA4 T
Cna:

| | et ekl g ! +
(F P55 R B . el e PR ey il % Al I n+2) T (w4 1in s 2Kn s 1)

st s (daprés Phypothése de récurrence)

Al TR )
I
Al LM 200+ 30
|
B L R )

Onacn'+6n' +9m+d=n"+n"+50"+Sn+dn+4

=n'(n+ 1)+ 5aln+ 1)+ 4(n+ 1)

=(n+ 1A+ 5n+4)

=4 1)+ 1) n+d)=(n+ 1) (n+4)
Donc: 1y % 3 + R ANA ot (n+1)(n : 2(nt 3 -:t’::‘* 1:'%:.-'-4;[
D'oitla propriété est vrale pour n+ |

inlr+ 3+ q)

LU L R

* Conclusion; - La propriété est vrale pour n = |

-Uimplication P(n) == Pln+ 1) estvraie pour tout n & N

Donc, d'aprés le princlpe de la récurrence , an a:
nin+3)

um[ll"lxle Elix-i*"" 'r:lr:*l]l!i+?l d(n+ Liln+2)
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. Montrons que: (Y1 & W= (n+ 1Y

soitne N ona 4= (nt {f=dan—(n
=ap=2n—1
=(p—=1)3n+1)

2 +HT)

Puisque i € 1", clest-a-dire n = Lalers(n=1)=0et3n+15 g done
4t > (14 1F doby, (vn e N)dn' 2 (nt 1y
31 a- Montrons pa récurrence ques (Y & ') 14" =
+ Initialisation: Pour = 1,ona: 4'=4 et (I} =l donc: 4= (1y
« Hérédité: Soit n e I ; supposons que: 4° = n’ et montrons que:
4=+ 1)
On a: d'aprés hypothése de récurence: 4' = n* donc:
e =d x4 240
— 4" = (n+1F car dn' 2(n +17.

d'aprés la question précédente, donc I'implication Pla) == Pln+ 1)
estvraie,
» Conclusion: - La propriété est vraie pour nn = |

- Uimplication P(n) = Pln+ 1) est vraie pour tout ne N'
Donc, d'aprés le principe de récurrence, ona: 4" = n’ pourtout n € 17",
b- Déduction:
Ona: (YneN') ;4" = n' etpour n=0,0na: 4" =(0) cest-a-dire 1 20
Donc; (Yae N)dn=nf,
[Exercice {1}
Montrons par récurrence que: (Yn e M \{0.1,2,3}) ; w* < 27
* Initialisation: Pour n =4, 0na 4'= 16 et 2* = 16 donc 4° < 2°

* Herédité: Soit n = N \{0,1,2,3} , supposons que: ' = 2" et montrons
que: (n+1f < o™

onarn' S 2 = 2p' = 2 (1)
lisuffit de montrer que: (n+1F < 2

Ona: 20 =(n+1f=n—2y~ 1=n{n-2)-1
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n=4
n=2z2
(= 2)28
=nln=21=127
pone: (n+ 17 = 20" (2)

ona: u'-_‘4-=ll

pe (1} et (2], on déduit que: (r+ 1) = 2", doncla propriété est vraie pour

ntl
+ Conclusion - La propriété est vrale pour n = 4.

~ Uimplication P{n) == P(ri+ 1) ést vrale pour tout n & N ‘o1,
d'apres le principe de récurrence, ona: Ve [\ {0, 1,23} ;0

[Exercice d23

Montrons que récurrence que: (Vae N1 3" > 2n

3}, donc ,

A 12

» Initialisation; Pour n = 0,0na: 3 =1 et 2% 0= {) donc: 3" > 2 X0

» Herédité : Soit n & I, supposons: 3" > 2n et montrons que:

3> 2n+1)
Ona: 3™ =3x3"=3"+3"+3

Puisquer 3" > 2n- (d'aprés 'hypothése de récurrencejet 3" = 1 et 3" = 1,

alors 3" =20+ 1+ ]

Clest-a-dire 3" > 2{n + 1) , donc la propriété est vrale pour n+ 1.

* Conclusion: - La propriété est vrale pour n = ()

- Uimplication P(n) = P{n + 1) est vraie pour tout n € N,

donc d’apres le principe de récurrence
ona: 3" > 2n pourtout n &€ N,

Exercice {11

1iMontrens par récurrence que: (vn e M)l +af = 1 4 ne etou g e B

* Initialisation: Pour n = O-ona (1 +a)'= | et | + 0w =1 donc:

(14 a)=1+0a

* Hérédité: Soit n & 1, supposons que: (1 4+ e} = | + na et mantrons que:

+al'z1+(n+l)a

Onar (L) 204 na s (14 @ 2 00 na X1 % a)
et {1+ al" 2 |+ natatna
s (4@l 21+ 00t et nat
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onang = 0= 1t Da+na = 1+n+De (2)
i " "

Danc de (1) et (2), on déduit gue: (1+a)'=1+n+1)a
Donc la proprigté est vraie pour i1+ 1,

n: - La propriéte est vrate-pour 1 =0

= Conciusiol ; :
_Vimplication P(n) = P(n+1] estvraie pour tout n ¢

Done, d'aprés le principe de récurrence , on a:
(VAEN) ;1 +a) =1 tna
Cette inegalite s'appelle: Inégalité de Bernouilli
<i» Déduisons que: (vneE )3 = n2™
¥ ‘{‘ 3.\ 1

Soit n ET, 003 32 n2 em o > Mo

n'é{ —: } = -1\ n

sf1+4) 2 4n
En appliguant I'inégalité de la guestion précédente et en prenant « = l s

a [1+-E}.21'-_I.i-rr,donc:{l*%]’a -!_,u

Dol Véquivalence: 3" = n2"" ===:|!I + }, 3 = '].!'" est vraie et [1 *3 e
estyraje, parsuite:{¥ne MN);3 = a2 ot ¢
3}« Déduction:

Soit n € M ;en remplagant & par -L dans l'inégalité de la question 1), on

obtient: (1+ [ = 1411 Cestadie: (251> 2 done: (17 _,
n

Dotz (411 = 2n" Parsuite: (Wvae W ):(n+1) = 20",

Exercices de synthése

Mentrer que par récurrence que:
(Pred ) '+ 2%+t slat 1)(2n+ 1)(3n +3n = b
30

Mentrer par récurrence que;
2 ‘_|}

asasm CL 2ol : (n+1)
(¥ne N); o S n g AL
(] e %5 T Cr-DX@G D = 3@+ 1)
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[ récurrence que:

Maontrer pa
(vre N2 X1 XIX5X... (2= 1) =(n+ 1n+2)x% Ant+n)

soit @ un réel positif.

" {n—1)
1) Montrer que: (v & H7 Will+a)y = 1 +nat” "2 e
"yt ( 1tz o
2) Montrer que: (¥n & 1 \H}}:{I Fo] 2 B{“ ”
[Exercice £33
nln—1)n—=2)

Montrer par récurrence que: (Vi & NA{LZ 8y 2"
| Exercice {1

sait x et v deux réels strictement positifs.

Montrer que: (Vi € W) (a+ ) = 272" +y7)

Soit 1 un entier naturel
Montrer que si (2n + 1) est un carré parfait, alors 1+ | est la somme de

deux carrés parfaits.

| Exercice £::1
Montrer gue:
(¥xe P S o B -x*.-::- =0
[On pourra étudier lescas: x =0 ; 0 <x < letx=1)
Soit a,b et ¢ des nombres réels telsque: ab+be+ca=3eta+b+ec=35
Montrer que: —1 < ¢ 13"

1) On suppose que pour tout entier naturel =, il existe-un unique entier na-
turel ptetques n=3poun=3p+tloun=3p+2

Montrer que le nombre nln’ + 5) est un multiple de 3 pour tout entier natu-
rel .

2) Montrer par récurrence que le nombre nin’ + 5) est un multiple de 3
pour tout entier naturel,
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sp gt F Y F3)

e eR): (
\ lal+[b]) e=sab=0)

1) Montrer que:
(Wlab)E 2+ bl=

2) a- Montrer que: !
b- En deduire que:

(vlabic)ER) (la—bl

Soit @b et ¢ trols nombres réels de [

onpase: A=flab~ 1ibe— 1 ae — 1) :
! -1

1) Vérifier que: 535; "—{_ﬂ = 5]{.‘; = :I{c = }

2) Montrer que: A<D g |
o 1

3)Endédulreque: ;7 0 +abe<at b et Gpe

| Exercice £3

. o & .
Sait ¢ et ¥ deux nombres réels tels que: fx|=5 et lpl<1

=l,u—f1+lr—b'|'lo=-a‘5t':§bou b=c<qy,

intervatie J0: 1]

Montrer gue: |4y =¥ - x| 16

| Exercice £

Soit a.b.c et d des entiers naturels telsque: 1 <a<bh<c<d

Montrer que: | + 4+ Ly "1 + a'ijl-'éf' < ;1

Soit ne N
Montrer que si 3n+ | ‘estun carré parfait alors n+ | estla somme de trois
carrés parfaits
Soit a et b deux nombras réels strictement positifs.

_a+h
Le nombre m = 3 st appelé la moyenne arithmétique des deux nom-
bresaeth,
Le nombre 4= . ub est appelé la moyenne géométrique des deux nombres
aeth
Lenombre i = - = :

Bl T{ Estappelé ia moyenne harmonique des deux nom-
bresaeth, a b
Lenombra g = 4% b 5

- s :
f 2 t appelé la moyenne quadratique des deux nom-
56 ff notions de lopique
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pres ¢ et b.

1) Montrer que-: h o
) sait & b et ¢ des nombres réels strictement positifs.
z i’ I3

< g SimEq

Naontrer que
3 b a+ b
L3 ; @ ;
() ghipsss a4+ b
A I IV =
@) la+b+ "I-u il ‘I 9
Y] be ¢ - a+bh+e
) qlzlh T+ Yeva 2 i [
o) e+ Db+ o)+ a) = Babe P v I 1
b g1 | & A a+ b J{I: £
@) r!“: f: St r‘:l 18 gttt
atal el
{10 ‘J: e B, 4
[ Exercice £1.8
{ .~ ;
1) Montrer que : (Ya & JI; 4 =] g 4
. 3 . S ) b o
2} Montrer que : ¥ (ah) & (Jli 4 ={) ; Py 5
Soit x et v deuxnombresréelstelsque: x| < let|y =

[ 1 - X4
—yiZ === b
L= ¥ &2 T~ 3

Montrer que : ._1 -

¥

(3 (a4 "’Jl,], 4 !')i =4

ol o] 1 I
LETRTL 2 TEE

B

1

Soit u et b deux nombre réels strictement positifs tels que: a + h =1

h* |

Montrer que | (1 + "1_||l + s Z 0+ 2050l n e

On'note fa somme : a;+ a; + a, + ... + a. par; 2“
olia-€ IR pourtout: e {1:2;, ;n} I
Vécriture Ea s'Brit E". ou 2" O

* Propriétés ﬁu symhcie M .
{1]25\-’1 = REN

314 = N,

1) on pose.: 5= 2.&

@) F i+ b) =P+ 3k
{4) 2.1 = na
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(n+1=4k

a- Vérifier gue: § = =
ot 1)
b- En déduire que: 8= """

o Caleulers T = 3102k + Vet T, = 22k
d-Calculer H=1+243+ ... 0~ [+n+n—1+..+2+1,
2) En utilisant [égalite : (£ + = +35+3k+1

: ; aln+ 1{20 + 1) i
Montrer que: §, = 23k = plemec pour tout e 1,

3 +:1) d
3) Montrerque: §, = 314 ' = II"'"-E D} pour tout &

4) a- Veérifier que: Z‘m_ —a)=a—a
iy g | | A

b- Vérifier que: ¢ e il | pour tout i & "
¥ - (=) l
c—Endedunfeque:;“kL ==

5} Soit ¢ un élémentde IR~ {1} et n e 1"

Onpose:S=31¢"
» Calculer 5 - g§ puls en déduire.que : § = L I_ 4 .,a.

s Calculer lasomme: §' =g " +¢™"'+ .. +q olime INetn>m.

«0On note-le produit @ a. Xa, X, Xa, par: rl-:

Le nombre []a sécrit H a ou [ ou.

» Proprietes : :

mlab=[o)[lTe] @) [ =2-Tla

(3i[Ja=a : #Ta=T]a

1) a- Vérifier que TI d:_, = :J olia & IR pourtoutie {0:1:2: .00 — 1}
b- En déduire que : I'I; + i =n

2) On pose: P = [T eosts2-)

Enutilisant la formule : cosg = 5020
2sina
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sinx
Mantrer que: P = ) X
2"'\'i|||r-. ...]

3) vérifier que : _”.“ r=g

1) Montrer par récurrence que: (va'e N2\ {1 }?:2&2‘ t=fn=1)2"=n2""+ 1

X ,-__ixj;’ﬁv._x_;g—l__.
2) Montrer par récurrence que: {vue MN'k TXAXER. X () =

1) Montrer que: (¥a & J0; + x| fa + L.

i T s
2} $oit x un nombre réel strictement positif tel gue x # |

et
1 = 2+ 2nxobne ™

1
Montrer que:

[ Exerclce 58
Montrer par récurrence que:
5 PO A,
(vneWk(1+ Q"xili-p' 7)1 +3 >€{+ i ) X1+ SR J=2n+3
| Exercice £ 18

Soit { une fonction définie sur & et vérifiant les deux conditions suivantes :

(Eae Rf()=a-1
2RV iuy) € ROflx + 3} + o+ y= (SO + 2 f0) + ¥)

1) a-Mantrer que : (v & B); fix) + v 2 0 [Remarque que: § +

E = x}
b-En utilisant le raisonnement par I'absurde, montrer gue ;
(vieR); flxy+x >0
¢ Montrer que : /o) =1

2} a- Montrer gue 5 (v R == ,“1 x
Zlve e Rz fiee) +nxe = fx)+x]
€ En déduire que ; [va e

Paur tout réel x, il existe un unique entier relatif i tel que i n < v<n + |

b- Montrer que : (vn e

Zhif=a—x

Le nombre n est appelé |a partie du nombre réel x et note £(x) etona:
reRkEw <y <Em+1
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Exemples : 3
o EB(-1L3)=-2can =2~ L3¢

v El/2)=lcar:l= V2<2
Remarque s (vx e ZLE) =~ LY
1) a- Montrer que s (v € I¥7); Ew+1)=n
b- Déterminer E{/n" + 4n) otz n € 18"
2) a- Vérifier que  (¥x € Rix—1<Elx)sx
b- Montrer que: (¥x & R arefoi])ix=Et) +r
3)a-Montrer que: ¥(mp) € Zin+ 1> pesn =p
b- Montrer que: Y(xy) € Rijx <y = EQx) = Ely)
a)a-Montrer que: (Vx ERX(vp e Z)Elx+ p)= EQxl+p (1)
b-Montrer que: (2)% (x;3) € B Elx +y) 2 E(x) + Ely)
BIvicy e R Elx+y) SE)+E(y) +1
- E{nx) .
5) Montrer que : (4) (vn & N'kivx e R); E( o ) = E{x)
6) a- Montrer que: (5) (¥x & IREE(x) + Elx + .l-, = E(2x)
b-Déterminer la valeur de la samme : 2 E\ %% 2*) en fonction de » etde .
7) Résoudre dans R les équations suivantes
n 5{*'5'1:“ =2 ) BE=x-1
=l |
) "’{I-:Iz 3 i M) Etix-1l=x

[ Exercice ¢

Montrer par récurrence que ; (Vn e I‘f"l:z{— 1Y =(=1)

| Exercice 4.3

Montrer par récurrence que : (vne N'): Zk)

| Exercice £

. ]
Mantrer que 3"+ 51"+ Tnt est un multiple de 15 pour tout entier naturel.

EE— Solutions AN
[Exercice 3

Montrons par récurrence gue:

(¥ne N1+ 2% .+ -."{"+li(1aj-1}(3a+3n-1)
% 30

enlnt 1)

3+I4n —1)5
16
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. (otialisation: Pour n = I, ona: 1= L et 23
ponc a propriété est vraie pour n = 1.
Herédité: Soit 1 & 1", supposons que:

AL e nln+ 102n+ 1](3n +3n~1) st montrons que:
ot nt=

(n+1 )(u +2)(2n 4 3)3(n + 17+ 3{n+1) = 1)
1% gL Hint e L ==y

$ ok 1= 12 bt (e 1)
_ il 1)@2a+ 1)E + 30— |
i A0

ona; ' +2 .
2 +{n+1)
(braprés Ihypothese de récurrence)

(i ”l nf2n+ 1)(3n' + !ﬂ— 1)+30(n + 1)

(2n* + 1 )3n" + hz— 1+30(n" + 30"+ 3n+ 1)
= (el 30

I 3 L 1 7
S Ui “{ Gt 4 9n" +nt = nit 0 + 90’ +90n +30 ]

= (ii+ Ulf’" +39n +2})ﬂ + 89+ 3_")_]

D'autre part, on a:

[a+ 2028+ 3030+ U F + 300+ 1= 1)=1(24"+ Tn + 6)In" &+ 90 + 5]
="+ |80 + (00" + 2|n" + 636" 4 550 + V8n' + Sde = 30
= i’ + 390" + 91" + B9 + 30

Denc la propriété est vraie pour a1+ 1. D'ol d'aprés le principe de récurren-

r . (n+ 1)2n+ )37+ 30— 1)
ce,ona: (MneN il H2 4. +a =2 é a0 Tt

Mentrans par récurrence que:
_ nla+ I 1

ATEN) ) 2@+

i “
TR 3%

* Initialisation: Pour n = 1 ,0na 1 i T T T 11 .
Donc la propriété est vraie pour i = |
* Hérédité: Soit n & I, supposons que:

i 22

EE Tl

5 : ~ gy ek 2)
etmontrons que: Tx3 " 3% 5 T F Gk 2 +3) T 2020 +3)
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Ona:

1 S (nt1) M S T v L o (ns 1p
(T S O T e i [ taxs e Ui e )T (264 1H2n s
wint 11 L fatdf
= giznw 1) (20 2t 3)
" F ]
Diapres Ihypothése deréeurrence. - 224 (45 554

n*_l_{;’{'_'.." in+ .2 J
AFIN 20 3
gl (e AN+ 20 e 2)

=2 2(H+3) | 23

Dornic la propriéte est veaie pour 5 + 1.

» Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , ona:
1’ 27 _onin+1)

(ymeN)i iy + 355+ F G 1)on k1) 20n+ 1)

Montrons par récurrence que:
(vne N2 xIx3xsx. %(2n=1)=(n+1Nn+2)% . X{n+n)

* inftialisation: Peur n=1 ,ona: 2'®X1=2et1+1=2

Donc fa propriété est vraie pour n = |

= Héredité: Soit n € I’ ; supposons que:

X IXFIREFX, X(2n—=1)=(n+ 1)n+ 2)x . oxX{n+n)

et montrons que:

2RIRIXIK X2+ 1)=(n+2)n+3) X .(2n+2)

Ona:

22X RIXKSRL X2+ 1) =22 XA XI XS KL, X (20 - 1)]xEn+ 1)

SRt e e

=2Hn+1Mn+2)x, 220 % (2n+1)
={2n+2)(n+2)n+ 3) .. % (2n)x(2n+1)

=(a+2n+3)x . x2a)x(2n+ 1 202

Donc la propriété est vraie pour n + 1.

« Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , on a:

(el k2" X1 X3%5x. %X (2a=1)=(n+1)n+2)x ;% 2n
[Exercice {73
Soit & un nombre réel strictement positif

pin=1)
[ L

* Montrons par recurrence que: (Yae NV (1 +af = | +nz +
* Initialisation: Pour n = 2,0na: (1 +a@f = 1+ a4 &
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g 202—1
te |4 2¢ 4 ¢ cestadire: (| + ) = L+ 2a4 = 3 --)-.‘:r’

2
el + 2a+ 2-.‘1
doncla proprieté est vraie pour 1 = i
+ Heredité: Soit 1 & W V1), supposons que;

nin=1) , :
(#afz1+na+"""5— @ etmontrons que:
nln+ 1)
(j+al™=1 e+ AL
(n—1)

ona: (| +al = | +pat “q“‘ ! @ s (I +af '..-flirz_l{FfuaJ,-" e L

(On a multiplié les deux membres de l'inégalité par (1 + @)

=t

nin—1)

. aln=11 ,
= (1 a2+ ne @ bt =

a nln+ 1) aln—1)
== (1 #a) 21+t Llat —a e
D'autre part, on a:

A nln+1) e R nla+1)
F¥ln+1)g + = d' + = —ra 2 # ln F Lo+ =

car .*."f.’!?" ]-"u' =0
Done: (1 +af"' = 1+(n+a+ "‘”: “ar' . d’ol la propriété est vraie
pour n +1 -
» Conclusion: D'aprés le principe de récurrence, on a:

(wne N N0 ¥ a) s 1+ na+ 20 -j-'j-a;

5
Montrans que: (Vi€ 19°\ {1}):(1 4 -,i” | = _,I‘\{l_" - __il )
Soit e M\ {1} ; onpose: & = -.In donca e B
Enappliquant le résultat de la question 1), on ebtient:
w LY 1 S i S [ Y3 =i
1] n J =1+ "[ 2n}" T {2-"} Clest-a-dire! (! b j":l R 10 "Sn'

Pui P Sy [ I S, (O 1 ) (N )
e e T R R 8 B h‘i” rrﬁ
j |

dorse(1 4 o f 2 L (13— L proun(vne W= (11 {1+ 4 ) 2 H1a- 1)

Exercice £73
Mantrons par récurrence que; (Vi & M{L2,3 i s

*/Initialisation, Pour 11 = 4, ona: 3' = 81 et 4ng2 =4 et8l=4

3

nn=1)(n-2)
6

Notions de logique 63

For more visit: L9ray.com




done la propriété est vraie pour n-=4 tn—1)(
* Hérédité: Soit n e N7\ {1,2.3}, supposons que: 3* = 55— 2

et montrans gue; 37>
Ora: A n_*'_ﬂ_'_is’(.!!:i) g antn= Q(n =2)
i 3nln—1)n=2)
6
1l suffit de montrer que: 3nln— 1)(n —2)=nln = 1)n + 1) c'est-d-dira:
An-2)zn+l
Eneffet: 3(n-2)—(ht1}=3n—6-n—-1=2n-7= 2(" = 1 }

Puisque 1 = 4 alors z(n--})z 0 signifie que: 3(n—2)=n+ 1

Bone 3
* Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , on a:

(e N\§.2.3)) ; 32 a=Lin=2)

| Exercice 433

Montrens par récurrence que:
(e N)ilx+tyl =2+ y)
« Initilisation: Pour n =1, ona: (x+y) = x+y et 2% +3') = x + 3.
Donc la propriété est vraie pour n = 1
* Hérédité: Soit n € ", supposons que; (x+y) = 2" (1" ++') et mon-
trons que; (v +3)™ = 20 (x4 47
Ona: le+ ) S 270 a0 ) = (x4 y) o (x+y)f < 2 (37 + y) x (x +3)
(car x4y 0) = {x +3f ™ < 27 (o 4 97) X (e y)
Il suffit de montrer que: 2° (" + ¥ N+ 3] < 27 (2" #y7)
Clast-a-dire; (x"+y'zx+y) < 2y +yit)
En effet;
2™y ) =+ W+ y)) =2 4 2y = =ty =yt
= r'= 4-)-"‘ "X'}'_-'f_)'.
=xlx=y)—y(x=y)
={x—y)x'=y)
==yl — gl Vg +y!
=(x=yHlx +ay oy iy

2 )
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pllsque: x> 0 ety > 0.alors (F=3F=0liet £y + . Hyt >0
gonc: (w43 S 21" +y77) , dlol la propriété est vrale pour n + |
pemarque: Si xet y sont deux réels strictement positifs alors x— y et 2" — "
ont le méme signe (c'est-a-dire (x — yix"— ¥ )= 0)
« Conclusion: Daprés e principe de récurrence , on a:
(e N plxtp) 27 (4 y)

Rappel:

B | e i B S St

[Exercice 113

Sait nn un entier naturel tel gue 2n + | est un carré parfait.

Montrons que n + | estla somme de deux carrés parfaits.

Ona: 2n+ | estun carré parfait donc Il existe un entier naturel p tel que:
Ind l=p

Puisque: 2n -+ | estimpair alors p' est impair donc p est un nombre impair

que l'on peut écrire sous la forme: 2k + 1 ol k& I,
Dol In+ 1 =p = (2k+ |V =4k + 4k + 1,

Signifie que:'n = 2K + 2k

doncin +11 = 284+ 2k 1= K4 K+ 2%+ 1= (k+ 17+ £,
Dol i+ | est la somme de deux carrés parfaits,

m

Montrons que: (va'e B)iat—a +a' —xl ¥ —x+ 5 >0

el

en distinguant trols cas:
1"cas; x < 0
Onax 0= A+ —x" i —x 20
=¥ - t- =t : 2 ; _
Puisque E =ilialarst &' =t xt— st i >0
Donc: (wx e ool 5 38— ¥+ ' =+ af— 3+ j >0
2™eas << 1
Ona; A bt =i = : =l =2) b al(af =)+ (af =) _:
Ona: _‘-‘—;l-:tx_ %J’ _.‘!I.
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Donc: 0 <x<1=9 5_7<x—'£'<'%‘
d—_,nh'[ %){!f
=,—3‘-£ x—é), ‘l{‘f—u
=’"f'li< —x<0
=)SEr—a <;—

Ona: 0<x<letd<xt<1 doncD=xi{x—x)< _1; et
0sxlx-x)<h et0x-w <]
dols; --_l;- <xr-x)=let —% ZE(F—x)=Det— i <=0
Par sommation, on a: —%- <@+t P —x)=0
Clest-a-dire: 3 TP xi—g=x"—x=0
Dot (Wxe )01} ; af =2t +x' =+ —xt i >0
Fmecas: v =] 0na: x 21l = =ret’Zx et X' 2x

—a ==t —x=0
Dloli: W.tE[I:+wl):x‘—x‘+x’—x'+:‘—x+f} >0
| Exercice £11)

Ona: a.b et ¢ sont des nombres réels tels que: ab+be+ca=3
etatrh+te=35

Montronsque: —1 <¢< ']'3"'
0na:la+b+r=5 ={u+!:=5—r
ab+be+ea =3 ab=3~cla+b)
11{u+b=5—c
ab=3—¢l5-¢)
.:_,{uhbcs—r )
ab=¢'—5¢+3

Puisque les réels a,b et ¢ verifient le systéme (1), alors a et b sont solution®
de Véquation: X’ ~(5—¢)X +(ci— 50+ 3)=0

et par conséquent, le distriminant A de cette £quation est positif.
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grasA=(5-0F ~4{et=5e+3)

=25 10c+ ¢ =4+ 200—12

==3¢'+ 100+ 13
¢rudions le signe de A ¢
calculons son discriminant A : Ona: A, = 100+ 156 = 256 et ses solu-
fonssont: ci=—1 et &= E;’
pulsque A 20 icfestadirer —3c'+ 10c +1320
alors =1 Se=-§

[Exercice £3%

Montrons que le nombre nln* + 5) est un multiple de 3 pour tout entier
naturel n,
On utilisera le raisonnement par disjonction des cas:
~17casi = 3p
ona:nln' +5)=3p(9p' +S)=3k ol k=p(9p* + Sl et ke N
Bonc nfn'+5) estun multiple de 3.
=2™cas; n=3p+1
Ona: n(n'+ 5)= (3p+ 1)(9p' + 6p+6) = 3(3p+ 1(3p'+ 2p+ 2)

=W ol k"=(3p+ IN3pi+ 2p+2)eark el
Donc nin’ + 5) est un multiple de 3
#3™ cas: n=3p+2
Ona: nin'+5)=(3p+2)(9p + 12p+9)
=3(3p 4 D) 3p 4 dp +3) =3k

o k"= (3p + 2)(3p* +dp +3) etk €N
Denc nln’ + 5) st un multiple de 3.
D'ais dans tous fes cas, n(n' + 5) est un multiple de 3
Par suite n(n’ + 5) est un multiple de 3 pour tout n & N

Montrons par récurrence que le nombre nin’ +5) est un multiple de 3
Pour tout i & M,
* Initialisation: Pour i = 0, ona: 0(0° + 5) = 0 et 0 est un multiple de 3,
donc la propriété est vrale pour n = 0
* Hérédité: Soit n & N, supposons que nln*+ 5) estun multiple de 3 Cest-4-
dice; (3 & M) /n(n' + 5) = 3k et montrons que (n+ 1)((n+ 17 + 5) est un
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multiple de 3

Ona: (n+ D+ 18+ 5)=(n+ Din'+ 2n+ 1+ 3)
=plnt+5)+ 20+ n+ '+ 2n+ 6

=3k+ 3+ 3+ 6= 3kttt 2)= g
(D'aprés |'hypothase de récurrence)

Donc la propriété est vraie pour 7 + 1
= Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , le nombre n(n’ + 5) sty

multiple de 3 pourtout ne N

i} Montrons gue: (¥(xiy) € ) (x # v = 2+ x # ¥' + ) en utilisant e
raisonnement parc ¥

Soit () € B jmontrons que: &' +tx=y'+y=x=y

Ona:g'+x'=y'+y—x' =y +x—y=0
={x—yX+xp+y¥+1)=0

—t=-yf(x+ 3+ 3y+1)=0

= x—y=0{car(x+ %‘I}"" %J"*’ 1> 0}
=z =y
bonc: (V(xy)eR)sx#p=a'tx#éy+y
2} a~Montrons que: (V{aih) € ) ; (la+ bl=|a|+|b]|e=ab=0)
en utilisant le raisonnement par équivalences sucessives,
Soit (ab) € B.0na: la+b|=|a|+|b|eslla+bf = (a|+|b)
e=(a+b)f =a+2ab|+ b
e ab = |ah|
=ab=10
Donc: ¥(ab)E R ; la+ b= lal+1b|e=sab=0
b- Déduction: Sait (a;b;c) e 2
Montronsque; la=b|=|a—c|+lb~c|lesu<c2hou b<r<a
Dnad'aprésa-:|x+y[=ix}+|-y|mxy?_0
Onpose: x=ag—¢ et-y=r—b,ona;x+y=a—b
Donc: i&'_bizlﬂ'f‘H‘lPJ—|T|e=|¢."-bi=|u—r.‘f+lc'—bl
s=la=c)le—b)=0
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m[a—rafj ot {a—rz—ﬁ
le—=b=0 c—b=0

= =r
ﬁ{C“u Uﬁ{aht
b=r¢ c=h

ssh<c<u ouase<h
Donc:
[V(u:blf)ER,):llﬂ’M:|u'<?|+|f_'—b|)wa£(-sb b <e<Za
[Exercice &2 4
Verifions que: a& ( - r—--J

ab— 1\ be ==1 1
an e = (251 B ) )= (o= B)o- HYe-1)
Montrons que: r‘l< 0
puisgue 0<a<1l,0<b<letO<e< lalorsab<l1, ac<1
ethe<ldonciab—1<0,ac—1<0etbc—-1<0
Siginifie que: (ab— 1)ac— 1)bec— 1)< 0 .D'oli: A< 0
Déduction:

Ona: A < 0 et abe > 0 donc 2 0 dlol {u = _L}[-‘: = 3 Ne— 11: J<o

Tister
abc
Et puisque: (a - L)( L }ft s " )= abe+ 'l' h £ (1 —i_(i el .J.:Y )
i

abc

alors: abe + :} e B J <utbtc+

b

Soit (xiv) € B tels que: | x| < I, et|yl< 1

17
16

Ona: [dn'y = y— x| = | y(d4x = 1) - x| Done: [4x'y =y =} =yl s = 1]+ ] x)
Puisque: | y| < 1 ators [yl 4 = 1] < [4a® - :I

Dol [axy — y x| <4y = 1] +]x] or: | %] < . done 4y’ — 1 <0

Rappel:
lab]=|a|x|b|

Montrons que: |4x'y ~g=px| < la=hlslal+|b]

Parsuite [4x — 1[4 | x) =~ g’ + [x]+ 1 = \|— u} 17
eteomme ~4(|x| - &) < 0 ators |45~ 1]+ Il s{I
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* Mantrons ques ¥ (mp) € 113 (n > pe=n zp+ 1) (1)

.smt;tn;p]r—.?i-,ona:n—“:'r-'-'"‘!’"“
= m=prell’
=n—pzl
enzptl

Donc:in>p e nzp+l

* Montron: des Ly Lyl ls L =l

sgues s gt ety T abed T 24
ol @, b, ¢ et d desentiers naturels qui vérifient: 1 <a < b <e<d.
En utilisant la proprieté (1), ona.a = spz ez detd =8

(Parexemplet h »a = 2 B3 = bz detarl a2 2)

W

Onadonc: | <cach<c<d =

FRRE

(LYY

v

~etabed = 120

1
R S =
B fle M e e Sl ~
A AN A
B e dale e e h

U AP L e
T *(,-d52+3+4+‘
Sk
abed 120
s pon I | 145
155 _ 1 *a T bt et dT abed <120
et-]-a-t'.ﬁ-;.-}‘d'uu:n“nmm,1.,1.,,1_,,1_ I 3
Set e  p et d T abed T 24

* On va procéder 3 un raisonnement par disjonction des cas :

Sait n ‘c"..-l 0N suppose qie le nombre 3n + | estun carré parfait donc:
(Jge N):3n+1 =4 et montrons que n+ | est la somme de trois carrés
parfaits.

- 1 uw 4 s L 5
Paes e e N Nia=2a-t el e {012} dapele thioreme deld
division euclidienne dans 11,
e ey 3 ’

puisque: 3n = a’ — | alors3dniselenombre o’ — | donc: r # Dol = lour = Z.
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17 cast =1

ona:d=3q+ldunc:-f;"=9r,f"+(w+l .
cest-a-dire : In+d =Yg +6g+3 .d'DI..I vl =3g"+2g+ 1
prsitesnt I=gi+q' +(g+ 1)

ainsi; n+ 1 estla somme de'trois carrés parfaits.

Pecasir=2

ona:a=3g+2 donc: a' =9+ 12 +4, doli: 3n+3=9¢"+12g+6
cestaedire: nt L =3g tdg+2 =g +(g+ 1 +lg+ 1)
bonc: i+ 1 estla somme de trols carrés parfaits.

Dot pourtout n & N, ona :sl 3n+ | estun carré parfait,
alors: n 4 | estla somme de trols carrés parfaits.

[Erercice 210

Montrons que : (Ya > 00 (vb >0) Jab = & *," b

* On va utiliser le raisor t par équivalences successives:

G585 fab s ak b =2/ adb

esa+ b—27ayh =0

e (a—h =20
Puisque la proposition (,/a — (&) = 0 est vraie,
alors : 4 Zt, = ab est une proposition vraie donc: g < m
Dol {va >0} (vh > 0) Jab < 9.8

Remarque : cette propriété estvraiesib > Deta = 0
]
el e
*Ona; 4 b= ) l o ;I, (d'aprés I'inégalité m = g)
Donc ; q 2 i =Vabdobinsy
. a'h
Montrons que : m < ¢

On va utiliser e raisor t par équivalences successives :
P AN PR e (.
< ¥ -

o (] -:.‘rl- < at 4 b

=gt # Jab+ b <20’ 4 20

P

= (0 =’ 2ab+ b
\ = fa— b =0
Buisque a proposition (@ — b)' = 0 est vrale alors m < q
Bonc: m < gdolih = g=m=gqg
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2150lt @, b et ¢ trais rinmbres strictement positifs,
I~ 5

{1) Montrons que : & ¥

a2 1 i A 155
Ona: 2--“ 2 [axy (car:m < ghdoncia+

ab . ath

{2) Montronsque s T = 7§
Ona:y 2 v = "';“"[car:h < m)

ih . u+b

o n !
Jab - A+ B gy
e e L T

i‘.'nn:::‘H =
: plLl g 1) =
;) Montrons que: (a + mid- 5l 2 4

2 .ath
G

Ona: T3 =
a' b
Donc:2 %2 < (a+ b.l[:_ o }J‘:_c’est-a—dire: ta+ hu_"i g ;1,"

(Lolil)zg

Montrons que: (a + b + g+ 5+

. ' RS e | wealgl o B0 B
na g+ IR 5o P . ¥
oaia.hfn’]ﬁf‘,+j’+r} Sty P42+

;i+;'.4+b'|<-5’f+‘|+|“¢
" o €
elana:r\'.:e[::a-wll.wrl?:

S e A b By Bsy
Dnnc,‘tﬂ_,.,r_+h2.eth 5= 2
D'af.::ru+h+r']':1*-i+]-|-?5l

TR S
5 . ab he aw sa+rbar
Montronsquey o p* p o T ok - 3
ab g+ b

a+ b= 4

Onadapres (2): ; [ 3
4 €
[ i
a+c " 4

En ajoutant membre 3 membre ces inégalités, on obhient

a5 + be SSSIL - SRR S B
CER S S T

a4+ b= 2 ab
JOna:m = gdont:dpa ¢ > 2./ e

e+a= 2 ae
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ces inégalités, on obtient :

gnmultipliant bre 3

s BB+ e + a) = Babe
= 2ubi>0 (carifa - £ = 0)
el

aors: TRt lab I ]
18) onadaprés (7): i b = ok

”*h‘iulhpuisque"""h 1 u L B o S

7puisque ta”+ b
] .

et Pulsque a+6 > 0

alors: b Qab 2ab ~ 2lab T ab 216 T 'g
a+h = 1|1 1
alors: 5 2l T 5l
b 1{1 1
a'+ b’ El.'.r ! h'l
e e | 1
{gyonadaprés(8) i T = 3y + o
a4+t (L, 1
a'+ ¢ .'!l-{:+l'|
Enajoutant membre a membre ces inégalités, on obtient:
a+b . b+ kL il 1 |
b T v Tev —atht
oy

(10) Mentrons que ; .': Lpbitd sy

a
at+ L, b4l

Ona: b 7] L o e | 5 P
3 =0 % xS {car:m = g)
Puisque: fa'* 1 b+ 1 _ [a*+ 1 _b+1
¥ b o \ '] o b
{ 1) 1\
\Iur + I,'Ib* »l
Comme: (4 + l] s det(he L) > 2 alors: [ RV 2L S
u N b - w0 h ] i
i i L |
Bonc; & ;o s m gt by BRI s
2 b 7]

Bxercice g

1S0it @ un élément de Vintervalle |1+

Montrons que: @ = 4
=
BN Ltilj G ;
utilisant le ralsonnement par équivalences successives.

Onazas | cest-adire; a1 >0
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(RSN -2 da—4

Donc: = = 4 [
e i—dat+ 420
e (a=21F 20

puisque la proposition (a — 2)F = f) est vraie alors:: 55" 1 = 4 est une pre.

position vraie. ;

Bonc: (va & I 4 o) s 20 2 4

) Soit a et b deux éléments de lintervalle Jt; +

il B
T

Ona:(Vae IRV (vE IR : x+y= 20y

Montrens que

(D'aprés 'exercice précédent sur les moyennes)
>0et

Puisque ; 2 Dalors:

i
b—1

cest-a-dire: B

. e NI | - .
=] = =g i |
et ona d'aprés |3 guestion 1) : u"'_ { = detaussi: .‘:!:” >4
Don : > 16 estadire ;0 B S g

b=1"a= 1
b?

oo il o
_leeiparsune.b_t u—!'s

Soit x et y deuxnombres réelstelsque: x| < letly < |
Ona:l-x"=(etl—y >
Pulsque = (¥i@mh) € (IR")?) ;
Alors: vl =2+ -y = + ¥+
% e 2
Cesta-direr 4% oot st U == a8
Puisque: = EX > (X0 o X ;Yf S e
i [N 1%
Donc: /1 - 252 < l—!-'-;‘-'l
SRR ) oy o (e = Ik
Diou : = hay
2 Il \ 2 !
Par suite; 1= 31 4 /1= <2 I:xf;__'
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deux nombre réels strictement positifs tels que : a + b=l et n &€ I

soit @ et b ) S L
CIﬂa:Vu.‘»:J:V.‘;.-'“'. 1-+| s

¢4 B

R R | |
panc: ¥a >0 5 Wb 200 2oty = =g Dol : =i

" RS I
cestadire: 5 ¢

( |
Pautre partona: (| + r§,||l b

X ;
puisques ¥y 2 0: Wy = 04 23 = Sy
T L x 1 c'est-a-dire | Lsa 1
A ] gL T ' g T T “Voath

ot S B HAeS - A PR
OonL.|1'”.|,1+b.| i+~\ kD o

Ona: ! = 4 donc ¢ _' . = 4, dest-a-dire; ,' > [24)7
a'h ¢

ab Tl
done: (b = an oo+ L4 L) =06 2xae 4 2o
i ey e . i a ) B = Lol 2 s
R I S A TS 5
Alnsi: (b4 )1+ 2] 2 (1 529
| Exercice {31

Onpose : § = 2&
- Verifions que:..s-' I= EIUH 1— k)
Onas Pin+ by A e A

= #2434 EH="1) *n—ik =5

b- Déduisons que: s = "“';’ 1 (On utilisera les plr:;priélés du symbole 37 )
Ona:2s -—Z;.wzu.ﬂ—m—i:r_nm 1=K =2+ 1) =t + 1)
Done ;g — _H(:r: 1)
“Caleulons : 1= 3702k + 1) et T = 312k
Onaip =§;{1k F =23k DN ?_S;'!'l:r-‘ x1

SHint U+ =+ 1)
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OnaiT= 3 2k=23k=25=nin+1)

& -
d- Calculons :
Ona:T=(+2+3+., +n—-T+n)+n=1+..+2+1)
Ainsi: 1"_;£k+§k=[§;k+§k}—n=?_{—u =n{a+1)—p=p:
Donc: T =n'
ona: (kI =k+3+3k+1
Duncrzik+Il'=2k'+32k-‘+32k+zl
Clest-a-dire : 2_{1.' + )= zk Y3
Puisque:z{l--p =23+ Hntsiln+ 1))

= {2420 e300 etk (ke 1P =1

= 4 (s D=1
Alors : (n b 1)'—1= 35, +38 +n = 35+ A1)
Dene: 38, = (n k1) =1+ ) - 220 #1)
_ A DRoF 1) =2=3n] _(n+ 1)2n*+m)
= o)

Dot s § = nlnt 1_]_(}#2n_+ 1§
Montrons que : §, = Yk ' = I”"'-z" D pourtout ne N7,
[Voir exercice 55)
a- Vérifions que : Eia, e ay=a =

Ona: Efﬂ,__ —a) = E".._

Sloda+_ o Fa)-la Fat. Ha )

sohiad ke Ha—a i sl SR =~

WSS M D S S T

b-Onas = e s el =t
RN e - T

Done e D= )

o Mo i
|:-IZ)tédu¢:tan.l';)na.z:lk-t--&-+ 7= 2[:‘ - ii ]}z b-

On prend: a, = }‘
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Uesottpe (R =t etn N Ona s = Zq
costadire: S = 1Fqt ik gt g tdonc:

P i O

Do 8—gs=1=¢'", cestadire: Si—ql=1-4

s A e : . B
puisque ;g # Lalorsid= —y ‘rq-- doncil+ g+ g+t gt =~
«Calculons fasomme 18" = g7+ g™t kgl ol > m

S TARE "l-r,:""'
onais =g-(ixgrgi+utg =g (=1t

(Remarquer gue 1= n + 1 estle nombre de termes de la somme §7).
[Exercice £33

| a- Vérifions que ]'[" u&" =

1
b- Déduction : ['][1+ ) I‘H I ;
= S B n=1 "
e e R e e
(0n pourra poser a: = &, donc: || ":,*, e ‘: ")
1 En utilisant la propriété (1) et puisque 3 coso = ﬁ;’:ﬁ:)
X
s i \ ) n T
alars: p = I]“‘“|2'\.-._| Hi* si (:. i
; o siu‘__-."}.]
| e sinl )
Donc i P =5 x[]—2% L dob: p .,!__ S
2 i =5 ;
-‘-'"[ 7 null: ¢l }

"'Ol"la:r.".\f.u"—;;“"
C‘na:nu" atXgtxaglx, ‘Kar=gq
=g T (a2 4 L nin 4 l';
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1) Soitn & IV tel que
- R = o5,
Mnmmn;panecurrenceque (vael —{1}): Z 25— s 5

« pour n=2,0na: EA"‘ t=itxai =1
etP—PxF=2x2%1=1
Dionc la propriété est vraie pour i = 2

z2

Soit n & [N etn = 2.suppusdnsquezl2|k2' I=ln— D2 = n2e iy
etmontronsque:ﬂk:‘ V=gt = (n+ 1120+
Ona: iu“-zkz"ml":m—!u — a2 LAz

—ln—]!"‘*i
Dautrepart,ona: n2'™' —n+ 1127+ 1=2mx2" = (n + 1)2° + |
={In—n—1)2"+1
=(n—-1)2"+1
Done s 32 =2 = (n+ 127+ 1
. Concliusian : - La propriété est vraie pour n = 2

- Uimplication P{n) = P(n + 1) est vraie pour n & [N:

Donc: (vae Netn>2) T2t =(n-12 ~n2* ' +1 et

" _1X3x5X . X (2n—1)
On pose : (vne N )P = I T
1

Montrons par récurrence que : (¥n & IN?) P < - T
van +

* Initialisation : Pour n = Lona; P = .I,

= (ST = 0 1
etond; —» e = = donc | =
W S m e a propriété est vraie pour n = 1
L Héfédlte +50itn € IN", supposons que: P = 1 et montrons que!
T Al
AL
o C‘eﬂa B )
£, “'H_ D1 dire: P '3.n+4
Ot slLs— -~!x22}::'|:
Puisque : /. = r"-"—- alors: P x 2ﬂ+é a1y
UL 2% 1’H+ZJ In+ 1

2nsl
(2n+ 2)/3p+1

cest-d-dire: B = -——
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% | z
rue — S e
i suffit de MONUErQUE: (o oy S+ 1 /3

cast-a-dire s 2+ D3+ a5 (2n+. 203+ |

onaz (@ D3N EA) =t +dn £ 1)(3n+4) = 1207428 " £ 190 114

._l- I4

['s,;+21‘1u+]] = (dn '+ B+ 4)(3n+ 1) =120 '+ 28n '+ 20 +4
ponc.- (2 + D30+ 1) <(zas2/3+ 1)

Dotz (2n 4 1 A+ 4 S (24 Dy 3wl

‘ast-a-dire : 2
cestea-d 20+ 2}y

s Conclusion s (¥n e ) P = e

[Exercice £7]

Soita & I + =, montrons que ta + | > 2

d'aprés le principe de récurrence,

a
‘1‘ ¥
Ona: vy e (1 +m[] =y
b’l+i i '1' 7 e |‘J+j 1
Donc: —5 &2 Jaxicesta-dire: 5 & = ldoncia+ 2 =2

Soitx & )+ [ telque:x# letne N’

L=—=x44)
T—x

Onasl s x+xis o +att=
A B ; y
Donc: a8 iy 2 e o i A il e o i SR S

sl ! ! Virimia g e i

X 1 i e o fradiete o Lt xt+ o+ oxf)

= le‘l + .t‘:l + 5'1_-,' + X" ]1- + |1 + \] + 1)

(i s , \
Dot ¢ 'x = \[E[\ + ;]+ 1

Onadiaprés 1) : vk e {1,2,..n} 18" + \l. > Zdonc:gi.\' v :] 2 2.2
elonazzl = .‘n,Danr.:‘Eh" + ‘1_] =2,

Dloi: 1-[‘ T i» | = 20+ 1. Puisque: x* = 0

"FD"“"\"[.EIL.V . ‘1] ' !] > (204 Da* Done: ! ;'\ = (14 2mxe

Notions de logique 79

For more visit: L9ray.com




r
0 1
On pose : th. = ['[[1 + 2?'4'-'i}
Montrons que: (Vi & N)L=2n+3

« Initiafisation ; Pour n = 1,0n 3 .
= l—ll[l ¥ 2’]":-1‘._1& = {I + i} 1|1 + H =

etona: 59‘1 > 5{car: 64> 43), donc la propriété est vraie pour » = |,

« Hérédité :Soit ne M "2
Supposons que ti = 2n + 3et montrons que ik, = 2n+ S
Ona: 'L"m“ »1} n(1+2;+|}(l+‘!w+1]* 1)

el gl =)

2n + 4)°
Puisque s > 2+ 3alors 1 (315 '::l =

Il suffit de montrer que : '22'—:*;—4; =+ 5

Ona:(2n+4=4n'+16n+16et{2q+5)2n+3)=4n"+ 160 +15

Donc:(2n + 4)° = (2n + 5)(2n + 3}, d'oby 2 Quddl ooy
n+ 3

Par suite ; u, xr‘JlT ':: =20+ §,cesta-diresu,, = 2n + 5,
= Conclusian _~La propneté estvraie pour = |
- Uimplication P(n) = P{n+ 1) est vraie pour tout n & 1°,

Donc: (v € )T (1 + -,H_ 1} = 21+ 3,daprésle principe de récurrence.

*} a- Montrons que : (Yx e Bhflay+x>0
Soit « € R, on remplace dans la relation (2) x et y par le nombre 5 et on
: A N A i N
obtient: f13 + 5+ Sk ‘i}= M;h ;jm;“ x4
Clest-ddire: /i) + x = (A5 5| donc: tvy € yfe) + ¥ = 0

b- Montrons que: (vx & ), flx) +x >0
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o utiliserd & raisonnement par l'absurde.

ans que -

ﬁl y& R, dapres larelation (2) ona:
ot (5 W+ wt (e =)= () + )z - n)+2—2) ¢

(An e R): flu) 4x=0

fixh & x = ([l +% Witk = %)+ x=x)=0

pont:ivx E IREfix)+ x=0det: 1)+ ] =0, cesta-dire:a=0.

e qui est contradictoire 1 a # 0 donc : (wx & R}, fix) +x >0

& Montrons que : ((0) =1

on remplace dans [a relation (2) « et v par le nombre 0 et on ohtient :

|101=1.f1"'.|' donc: AL =A0)) =0

pulsque 1 A0)+ 0> 0 Cest-a-diret f{0) > Bualors 1 —(0) = 0'done: flD)=1

31 g- Montrons que : (Wx & IRy (- %) — x = _.ffx.1|+ <

Salt ¥ & X, on remplace y par - x dans la relation (2) et on obtient :
MO)+0=flx+(=x))+ x+{=x)=(M=x)—x) Ax)+ x)

Pulsque: 10} =ler fix) +a» Dalors: (Vx e R fl-x)—x= ﬂx'}-.\‘

b-Montrons que: (vn & Z)Nvx e B): flnx) + nx = [fl) + x]
*soitx € By
+ Initialisation : Pour n =0, ona fI0)+0 = let (fx)+x) =1
Donc la propriété est vrale pour n= 0.
* Hérédité : - Soit n & N, supposons que : flnx)+ e = [_ﬂ x)+ \]
etmontrons que : f{(n+ 1))+ (n+ 1 )x = [_.fT, vk !
Ona P+ D)+ (o4 D= g+ x)+ e+ x
= flo )+ ) flx) + x)
= (4 ) (fxd+ x) (daprés Mhypothese de
= () x récurrence)
Donc 1a propriété est vraie pour 1 4 1,
D'ou d'aprés e principe de récurrence, ona:
(vneNjiveer Fi M)+ nx = fixr+ ]

*S0it pe 7z (cestadirern < Oolizne Z)
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1
Ona: flna) + 0= g — e
Puisque ; —n €N alors: _f{—nx'_)—rix = lf("\'}*-“] ]
I_. — o
donc: flnx) + = {f_(l;*'l) - ={ flx) )
Dot s (vie Z)vx e Rhftm) +ax=[ ) ]
¢- Déduction
ona: UvneZ)ivx e R:flmx) + nx = [feo+ =T
Pour ¥ = 1,ona: (wne Zhfim+a= (0 +1) =la—1+ 1) (d'apras 2) b
="
Donc i (vn EZ kflm = a*— n,dots (Ve € Ehflxl=a'—x
[Exercice £78
2-Ona:(vaeN i <wtl<nt2ntl
ponc: (vne ) in =4+ I <n+ LDoU: (Ve N REG +1)=n

W

b-Soitne N

Ona:n'+Intl<p'+dnfarnzl=2n=1
=2n>1
=4n>2n+1
=nt4n>n"+2n+1)

etonain +dn<ni+ant+ddonc:i(n+1f <ni+dn<(nt2f

Dloti; n+1<Vn'+4n<n+2signifieque: £l n" + 4n) = n + 1

a-Soitxe R,

Ona: Eix) € x <Elx)+ 1 donc: Elx) < xet x < E(x)+1dol: E(x) <X

et v~ 1< E(x), cestadire: x — 1 <Elx) < x,

b-Soit xR,

Ona: Elx) = x <Elx)+ |.Donc:0 < x— Elx) <1

On pose : r=x—-Elx)

Done : x = E(x) #ret0 < r <l diol : (vee RiEre [0:1] )= BG4+ r

3) a- Soit: (mple &

n+ l>pean—p»1 (ar n-pei)
e n—p=0

=N 2Zp
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DOnC:W{n:pJI.- Zinzpesntl>p)

R.
Y+ let Flxy = x

b Solt (Y] €
onaiy <EY
pone:x <y = Elx) =x<y<E(+ ]
w Ex)<FE) + 1
o Elx) < EW [car Elx)e Zer Ely) e Z)
poii s (¥(my) € R(a\ <y ER) = Ely)

asoltve Hetpel
ona: E) € x <E()+ ldonc: (p+Ex) =x+p<ip+ Elx))+ 1
puisque t p+ Elx) € Z alors : E(x+p)=E(x)+p
porcilvr e Rh(vp € ZhEQ+p) = Ex) +p (1)
beSoit(pyie R ona ety < Elx+y)+let Ex) cx et E(y) <y
Dont: x+y < Ela+y)+ et E(x) + E(y) € x4y
dou: E(x)+ E(y) < E(x+3)+1
Par suite et d’aprés 3) a-ona; F(x) + Eivl = Ef(x + v
Dol: W{xyl € IRV EX) + B < Ex + 3 (2)
JECEX) + ]

Ona: gk
VEEMW + |

etElx+ vV Sax+ ¥
Donc: x+y < Elx)+ Ely)+ 2t Elx 4 y) < x+ ¥
dol: Elx+y) < B(x)+ B(v)+ 2
Parsulte : Eix 4 ) < K+ FElyd+ 1
Bone: w(ny) & I Ele+ y) < B+ Fly) + 1 {3)
Soity = Betne Iy
Mantrons que ; /:{ £ ':“']',' £(x)
Ona: Etx) < x o nE) < v
s nkx) = "'-"‘-"{d'.zpri-s.ilbl
s b < B

=+ [ (x) < .':'l; £ l:“] (d'aprés 3) b-)
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)
£{Etm)

Puisque : B(x) = x'etune proposition vraie alors ; £(x) < o
sonnement déductif-

Rappel : Ralsonnement deductif : [p et (p = g)] > ¢ signifie que s Pest
une praposition vraie et {p = 4| est une proposition vraie alars on dégyji
d'aprés la définition de I'implication que ¢ est une proposition Vraie,

Diautre partona: Elnx) € nx donc; F(’“] <x

”"--’] < E(x)

D'aprés |a question 3)a-ona: E[
ponc: £(£M) - py  (a)
Sla-Soit x € &, (Onutilisera le raisonnement par disjonction des cas)
Onadiapres 2) b): 3r-€ [0: v = Eix) + 1

O 2x = 3E(x)+ 2r done: E(2¢) = 28 () + E(2r)

Etona: E(x) +Elx+ é) = )+ E[ B0 + 1+ 5 =2+ Elr+ L)

1"eas:0 < rel:

Ona:l < 2re<jet 1 <y 1<1dau B+ 4)= Ean = 0

Parsuite Bix) + £lx+ 1) = 350 = poy)
cest-d-dire: E(y) + Elx + -,ﬁ- E(2y)
o 1 3
2'Cas 5 S r<liOna;l < Ir<iet] <rs é—&:gd'oir:ﬁ'tzrlf 1
etE(r + ?IJ = |
ar suite : L2y} =1 3 |
p E{2x)=28(x) + Vet Eix) 4 Elx+ 1)< 2800 + 1
Signifie que : E() + Elx+ 1)~ pray
Dotz (va € IREE@ + Elx+ 1= £y 5)
b-Soit & & {01 ;n}etxe E;
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2= r(3%i+5)

= ;._[j“l'; = .L_'flgj" || (d'aprés la relation (5))

ona'-E(

Donfizﬂ_t}t"?.] }J[H;ﬁ J‘.[Z.A H' H;] I':E‘? Eilx) I{z\’

Resolvons dans B les équations

P
+ (1) Resolvons Iéquation : /| 1)
sml.\--'-'.-?:::-'":’i Ppis =D S "I:-l" i

s — 4 5 x=

ponc: § = [~ 31[
* (2) Résolvans l'équation : Ellx) = x

Oha i fidxi=x—lesx— ) <2y<xetx—1el
e k=1 = yetaeZetx <l
e =1 Sxetyef et x<l
=1 sx<etxeZ
o X =—-1

Donc: s={-1}.

{3} Résolvons I'équation : I:'[l i\ =3
* Uensemble de définition de |'équation est D= R ":

Soit ¥ !J.nna:f{{:} e )
X X
o= _li <x = I"

o |
Donc : § - L"I

) Etx) + = 1| =%, en utilisant le raisennement par disjonetion des cas s

“1Tasix— | > O cestadire: x> |
Bl 1x = 1= som i 4 ¥ = 1= %
e= Flx) =1

e ke 132

“V™easiy— | o< grlestdidire v < 1
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Eixis li=1lexee Bl) + 1 =x=x%
e E(x)= 20—

v = =gy et=—1el
o= 0ixp S letxeZ

=t Ioux:.I;
7

Danc:s:{l,z{u[%l

Montrons que par récurrence que: (v & M) (= 1)k = (- 1) "{"; 1)
* |nitialisation : P

Pour n=10,0n3a: i:'[— 1V =00t (=1)x (}1_0_2_4_- n

- =0, donc la pro-
priété est vraie pour n = 0.

= Héreédité : Soit n e [
Supposons que : ¥ (— 114 =(=1)' % “-‘ﬂ;:-‘ 1)

et montrons que : E{— 1= (=1 .{‘."ff_!..’,.‘.(.'! +2)

Ona:i!—l?k"=|{2{—!]‘k"]+t—l!" (n+1)

- - (n+1) -
=(-1fx" "qz =17 (n+ 1) (D'aprés I'hypothese
de récurrence)

=1y ((ns 1y -2t l)

lcar (=t ==(-1)
= (=1} [li_n;_lf:r;[_f: + 1_]*
= (—1pi( L2 ”_]_][2.‘; +1)=#) ]
= (=) ( r-"*_";;."_*..z:.')
Donc la propriéte est vraie pour n + 1, d'oll d'aprés le principe de la recur-
rence, ona;

(vneN): (174 = :_,)-,{.9‘"11.!)

86 ¢ Nations de logique
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ans que par récurrence gue:

Mant
(e ) S = S DS

« [pitiafisation ;

s 1= 1

poncla propriéte est vraie pour it = 1.

» Harédité : Soit n e I
S+4(4n—1)5""

supposans que : 2, k5" = %
atmontrons que s 3y oo S+t 1) - )5
,2“,&'5 16
_ S+ (dn+ 3)5"
16

ona: Bks'=(Lks'=)+(n+1)5"

_S+(n-1s

16 +in+ 1)

_ 54+ Mn-1)5"" +16(n+ 1)5"
= i6
545" (dn =1+ 16n + 16)
= 16
5+5"(20n+15)

16
S+57 (4n4+3)

16

{D'apres I'hypothése de récurrence)
one la propriété est vrale pour n + |, d'ol d'aprés le principe de |a récur-

5+(4n— 115"

fence, ona s (Ve ) ; Jks' = ie
5 Y

Notions de logique = 87

For more visit: L9ray.com




n
Eercice %

Montrons que 3 + 51!+ T est un multiple de 15 pour taut entier Natiyrgy
Initiatisation : Pour n = 0, ona: 3(0)' +5(0)"+ TX 0= 0
et 0 est un multiple de 115, donc la propriété est vraie pour n = ()
= Hérédité :soit n & [
Supposons que 3’ + 5a' + Tn est un multiple de 15 c'est-a-dire -
(Bke Nk3n' + 50" +Tn= 15k
Montrons que : 3(n+ 1)" + S{n+ 10"+ T(n + 1) est un multiple de 15,
Ona:(n+1)=n'+30'+3n+1
&t
m+ 1) = (n+ 1’ X(n+ 1)°
=+ 307+ 3nt D'+ 2nt 1)
=4 2ttt +3n 6’ + 30+ 3t Gt 4 34 4 2nd
=t Sat+ et + 10+ 50+ 1
Donc :

Ak S+ ) T 5 1 A M 150+ 3% Sn' 080" + 180+ 5e Tn

3+ S Sa' = 30! 440+ Aa 1S
I8k-# 15in" s 20+ 3+ 204 1)
= 15K ol |

T/ P v
Dol (A e NE3n+ V' 4 5(n+ 1)+ 7k 1) = 15%"
Ppar suite [a propriéte est vraie pour n+ |
Done d'aprés le principe de ia récurrence, fe nombre 3n’ + Sn' + Tn est divi-

sible par 15 pour tout entier naturel p

BB 4 Notions de logique
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Les ensembles v~
|_Résumé _ |

g Inclusion et égalité de deux ensembles : _

L 5oit A et 4 deux parties d'un ensemble £,
+gn dit que A estinclus dans A sl chaque élémentde A est un éléement de

I.

§.onnote AC B,
\CBesYxEAXER
Bes(¥YxEE)xeEAmsxeB)

Ainsl 2
puencore: Al
s A=ResACBRet BCA

| = Bes(VyeE)lxEAenxeR)
Remarques :
1) A n'est pas inclus dans B (AZB) = (3y € AlxgB),
2) ¢ E (E estunensemble guelcongue)

JACA.

F) Ensembles des parties d'un ensemble :

*Soit E un ensemble.

On appelle ensemble des parties de £, et on note P(£), l'ensemble des
sous-ensembles de F .

Cest-a-dire : P(£) = {A/A C £}

Ainsi: AEP(E)es AC E

Remarques :

N e PE) et EeP(E)

) {p}cP(E)

Naek e={u) e PE)

Propositions 1 ;

Sait A, B et € trois parties d'un ensemble £,
USIACBet B € alors: Ac O,
H(AcBet B A)yesA=8,

Les ensembles 89
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* Soit A une partie d'un ensemble £.
Lensemble {x € E/xZA} est appelé le complémentaire de A dangs 1
le note: € ou 4. 0

Ainsi: x € A e ¥ A, ouencore: x € A s yFA
Propositions 2 ;

Soit A et B deux parties d'up ensemble £.

1) CE=E; Ci=¢; =4,
2)ACBesBCcA.

Exercices
| Exercice &8

Déterminer en extension les ensembles suivants :

i ll‘ ey X=2t6 = ]

x=1 |
B={xeZl|2x-
[
("—1.\' & ;—

[Eercice £

Déterminer en extension l'ensembie suivant :

E={{xy)e 25+ xy- 2y =—35}
(Exercice £

1) Soit les deux ensemblas

E=jreRix~3 _} : F={xeRf2x—1]|> 2}

R for e | .=,9‘

a- Montrer que : f =|~73

b- Montrer que ; ] i ],f cF

2) Déterminer I'ensemble : A = \’_\- plex= iF

(FERF =y

| Exercice @78

it les deux en s A= gy o T . KT z)
Soit les deux ensembles : A {h S krihoe } et E=1{T 4+ AT 4 Zy

90 § Les ensembles
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1) Montrer que AcE.

g Aton A=E?

. T L) I S e
gn considére J'ensemble suivant : A = [J_ Hy n,ff,r:yl el xN ]

L
1) Montrer que : 0€A etque: y €A,
2] Montrer que : A C Jo:1].
frerace L0
soit A, # et [ trois ensembles.
Montrerquesi AC Bet BoDet DcAalors: A=8=D.

[ Exercice &
O considére l'ensemble sulvant 1 £ = {(x:v) e Z° ; i i 1 s % I
1) a- Vérifier que : (W(aiy) € Z' X £ 5(xiy) € F e (¥ = 5)(y—5) =25

b- Déterminer en extension l'ensemble £,
2)Soit A une partie de l'ensemble £ telle que: A = {{10; 10).(6;30)}
Déterminer F(A).
On considére les ensembles A et A définis par:
Asfiv-+ e+l et B={{xi+vx—1lxel+=[}
Montrer que: A = H.
| Exercice &
On considére les ensembles £ et F tels que :
E={{zxvx+1Mxel-litoxl} et F={(x-Lx)/ixeR}

Montrer que: £ = F

| Excrcice 413
e[ D
sa“!_[l*-'.t"'.

2
1) Montrer que: ¥ € 1 et 2¢1.

2 Montrer quet /| 1:1].
9y
3) Montrer que - (yyel[-1:1]D ; (e R):y 4 :‘\' et en déduire que :

I=[-11],

Les ensembles 91
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Soit (a:h) € B telques a < b
Montrer gue: [a:b] = {h +(1 - thatre0;1]}

On considere |'ensemble suivant:
= {x+y2xy)e EXZ et a’ =2y =}
1) Montrer que : £ # ¢ et que: DEE.
2) Soit a et b deux éléments de £,
Montrer que : _,i, eketabeE.

3) Soit ¢ unélément de F telque:a=x+y, 2 et (xy)el
Montrerque: a > | ==y >0,
[Exercice 48 )

Déterminons en extension les ensembles suivants

oA Yo

. 4.;{_\_‘:_ e ..Al_*'('r‘,_,_,:]_

Soit v M, ona; ? fx=1Fr+5
=1

5
S L
el ¥=1

x > 3

Dong: 2 "°=_‘.31L ;
==X~ 115

=(x-1)e{-5~ §:1:5}

—=re{—4:0:2

Comme x & X alors : A = {0:2:6)

ZNhax=1]< ;}

= 7 | 3 3 3
- 3
Soit x --9"'3-!-..r'1!<3r.;—2 C2—-1% 5
5
> J,(.‘lx( =
1 )
Fire S
4‘--\'\4

=y=0oux=1{carxeZ
Dot 8 ={0:1) B 2)

92 § Les ensembies
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.c-[xcl""”l"“‘;’r Hi e n)

2 Ay
ona: 8 EC s (e Ll = 3- HOE etxel 2_‘T{
SR o L
Hma--;(; 4(..«.:2<$+4(|
el kel
,=,_.|_i?.<k<_f§
comme k& Z alorst k€ {rdi= = 2= 101}
done: = {= 5= {5 10
sp={ley) e Niix' = dy''= 13}
soit (v E N
OM:-\"'l.'--l.‘.c»l\-?.v}trtzwi—]?etnna S o
[x=2y¢= 2y e
Danc ‘“l "")“IZ [}‘__'_2} ou (3) hgy=i
[y =
[l\‘ 2y=12" ; danc le systeme (1) nadmet pas de solution dans ",
A ¥ =8 x=4
.1{ *‘31_ [ =]
=17 ;
m{\i dy=g . donc le systeme (3) nadmet pas de solution dans DN

Dali: D= {(4;1)}
[Exercice £18
Déterminans en extension |'ensemble suivant :
=[xy eZix + -2
Soit (x;y) un élément de X 7, ona:
Wy EE s xitxy -2y =—35
s (0t — ) o+ (ay = ') ==
e (x—y)(x k)4 yla—y)==5
m{t—v)(t +2y)=—35

x+2y=— x+2y=1

For more visit: L9ray.com
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A+2y=15

A=y=35
xt2y=—1
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ealx=—Tlety=—2oulx=—2ety=2ouly=1e,_

ou{r=3ety=—2) .
= (= 1; = 2= 2 2K(12005 2)}

]

Donc: E
aOna:E= {T‘TR-d %]
Montrons que ! £ = [‘ 474'
Soit xR, ona: rt—‘Fm! iiﬁi
m*%-ir*f}i%
——psx<y
e 3]

b-Ona: F={xeRll2x-1]|>2}

Montrons que : ]- a0; = é](‘ il

SoitTr—.l—m:—%[,cna:x(—:]—m:—-|,;|n_t<—-!j
a2 —1
= 2r—] <=2
=|2x=1]>2

" axeF

Done: —'x.;-l.,-[r;}—'

== % X=X

ona; A={xerl <2zl

Soit xER,ona: ¥EA = é < ?{

=11

u._.,n-:‘:.*_}._.:__
T
geX=-2-x—1
St )

3
T S
S 2x+1)

=X € Jmi— 1 U[3; + x|
Done: A =J-aci— 1{U3; + ]
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gnal A:{% R ?ﬁ}

E__,Irfzf_+ "—f 1k EE?:}

Montrons que ACE
cRona:xeA=(Ikeh)ix= ?é i

Sot X
~(3heZx=5+F -5 tix
» (ke Zix=5~T +kr
; 3k—1)x
= (ke Z)x=F+ 3k -3”
(K e Z)x=F+ 5T (u K =3k- 1 etk € )
Syl

ponc: (VxE R)jxEed=xek
Dod: ACE
Aton E= AT
Ona: ; EF et ";E'J':fz'.
Eneffet: s'il existe k€ Z: 5 = ’; + kit
Aors: k= ; ce qui est absurde et par suite, on a seulement A © F cest-a-
dre: ACEet A#£FE,

[Exercice 438
Montrons que: 0 ¢ A en utilisant le raisonnement par l'absurde,
On supposeque: 0 & A
B g L Tl Beras Lot S
et 0EA e 30y} e N XN/ + v !
e A TR
e=Alny)e N"xN /- '.'\;j' =

e=dlxye N X x+y=1

0

Pulsque : ey)e W x N alors: x = lety = |, cestddirerx+ 3y = 2, ce
G4l est contradictoire avec le fait quesx+y=1.

Donc: o ¢ 4

“Montrons que ; Jea
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| 1 1
Ona‘}js,‘\em(:l(x.\}E s D et xs'_i!
(3 el X“E'H—-"\;}r- ey
A e N XN 2x + 2y —ay =2
e (Al N XN 22—y +20 -2 +4=2
= @y e N X M) x— 20y — 2y=2

Pour x = 3et y = 4, onaladerniére proposition estvraie, donc la propositiay -

]2— € A estvraie

Diou: .!, €A

> Montrons que : A ¢ P:1]

Il suffit de montrerque: (Yl e N XN 1 0 < L1 _-év <
soit (x:3) unélémentde H'x 1", ona: L + i - +\‘w !

Puisquez x€ N et ye M alorstx = lety = lydoncix+ y = 2
Dlolr: x+y > 1 cest-a-dire: x+y—1>0et xv>0

e VECT 1
Ainsi: o+ S >0 (1)

X 3
: il 1,1 AV omgpex—yal _ xlp—H- -1
Dfautre part,ona:| — |.3; + S _\:_\.| = e = =
~G=bix=1)
L xy

Puisque: x €M et yEN alorsix— 1 = Oety- 120
= Dy =1 1 <

Doric i =0,dol: . + e -‘-_} 1{2)

Par suite, de (1) et (2), on déduit quz

(Viny e =N ; n<1 e <1

¥ %
nci A c bl

Scit A, B et D trois ensembles,si ACBet BcDet DC A,
ACE

Ona.{ ¢ donc:AcCD
BcD

Ona: AcDet PCcAdol: A=D
etona: ACBet BC D cestadire: AcHet B A
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donet A = petparsuite: A=B=D.
7
| g vérifions que : (¥ (x:y) € Z'X L) 1(x1y) € & o= (x = 5)(y = 5) = 25

soit (xy) un slémentde 2 X L', ona:
L]

[iy) € E = : TS
o Sy 4+ By—xn="0
s (8= 9 +S50-5)+25=0
e [y — 55 = )=~ 25
e (¥ = Si(y— 5)= 25
ponc: (Yixy e ZxE) s iy EE e {x—58)(y—5)=15

b Déterminons en extension 'ensemble £

0On a d'aprés |a question précédente 1 x— 5 et y— 5 sont des diviseurs du
nombre 25 dans I'ensemble 2 et pour faclliter l'obtention des éiéments £, on
s sert du tableau ci-dessous :

B | o | s 25 —|
1 -25 5 | 4
S— e e - - -
30 4 0 -20
20
&8 | & & | =8
of catest

| impouisie |

Donc: £ = {(6:30);(10; 10): (30:6):(4: — 20 (— 20:4)}
Déterminons . /1 A):
Onas. /) = {:{(10: 100k ((6:300):A).
8
Mantrons que : A = i
Pourcela, on montre que:A cC HetH oA
Montrons que AC B
Solt x ¢ [1;+

LC ot

x[,ona:
+H2xX) =lx = 1) L) =(x—= D+ LL+ (x= 1D
= (= 1054 Bl e= == D54 LLa = 1))

= (=104 L+ Je= F+1=1)
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E pasanty =(x= 1F +1, anat v [Ii+ ocfet
F = D i)y = On L Ay Y= Detiwl+ /y=1) €8

ponc: (e & 1+ ee) s (= 2+ 2) € Bdol: A c B
Montrons que B.C €

Suith[1:+=c[.una:

ol a= D) = (= DI= 200+ Sx— 1) + 20+ Vx = 1)

l,onaiy € [+

Enposant v= 1 + '3

Pour montrer que E = F, il suffit de montrerque: F C F et Fc [,

» Montrons que: EC F
Soit v €= li+xf,ona: (xyx+ 1) =(yx+ 1) —1;yx+1)
Enposant y=yx+1,0na: ye B et (xyx+1)= P —1y)
Dot (vxel-L+ ) ilxyxF 1) EF
Parsuite: ECF (1)
* Montronsque: FC E
Soit x& R ,onpose: ¥y =x'—l,ona: ye[—1:+xf
et (2= Lix)= (3 y+ 1) donc: ly:‘,'j' +1)eE
cesti-dire: ('~ Ly e E Dlou: (vx e B'): (v — Lx) e E
Parsuite: FCE (2)
De (1).et (2), onen déduit que: E=F.
[Exercice 1.3
Ona: [= {1%{\: e R]
= Montrons.que : 2]

Scitxe B;
2x

Ona: I_‘-'“K =2 e x=¥+1

e x'—xt =0
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discriminant dex'—x+lest:A=-3FetA<0,
Ie s
R); = ite « T,
onc: (vx € R):2# o etparsiite: 2¢1
\'2 ;‘
Montrons que 5 €1
griste-tll X de Rtelque: 5 =

N VT
Salt X & X ] T

o 2= 2/2x+1=0

pour léquation x* —2y2x+1=0,ona: A=8-4=4

yitl W2-2_
Done: & = ‘] =y2+leata= ‘_1 = /2=
2 95
Ainsi 1 (v e RJF'Z-” = lfx' et par suite : ‘22 el
Montrons que [ ¢ [~ 1;1]:
= I oo P + T, WP _l):
Soitgel,donc: (IxeR):a= Ee
ael~kl]les-15a<1
gt ey
=
22X |
=|vsl=1

e 2xl=x +1
=0y =2 2]+
=0 <{|x|=1)
etcomme (x| —1) = 0, alars: a e[~ 1:1]
Done: ¥a € f; a € [~ 1;1] Clest-aedice s £ [~ 1:1]
Soit y £ [~1;1], existe-t-il x& 2 telque: v x5

Ora: 2% _ .
(¥ =Yoo= Zy=y+y

: =t =Wty =10
Siy=0alors: x=0

Siy#0alors: A = 4— 4y = 41 —)
fomme —1 =y=lalors:A=0

Dol (v e R)jy = lix :
x
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= TR
Anst: (vye[- 11D BeRIy= 11
etparsuite: [~11]€ !
etcommeonazlcl-11]
Alors; [=[=1;1].
| Exercice §54
Soit (a:b) e B telque:a < b.
Montrons gue 1 [a:b) ={tb + (1 =t)ajre [0:1]}

o Soit x £ [a:b].
Ona: xelable=a=x<h
= 0=x—a=b-a
=0<F=2<] (carb-a>0)

Posons f=-ﬁ—3% on a bien: & t=[0;1] et (b=adr=x-a sa
x=a+th—1fa
Donc: x=(1—=Trla+h
Ainsi: x & {1b+{1 - rair lo:1]}
Doanc: [aiblc {o+ (1 = aite[0:1]}
+Soit y e {th+ {1 —taire[0:1]}
Donc: et ];y=th+{l1—1la
ona:y—a=th—ta=Ub—a)
comme b—a>0etr=0alors:tlb—al20
Donc: y—a =0 cest-adire: y=a
Ona: y—b=th+(l-tla—b

={l—-tla-{l=1lb

={1—tNa=b)
Ona:l-r=20eta-b<cd
Donc: (1 —tha—5b}=0
Alnsi: vy — b = 0 cest-a-dire: y < b
Do : a = y = b cest-a-dire: v &[aib]
Par suite : {th+(1 —najee [0:1]} < [a:b)
Dot fab]={b+(1=rajre[0:1]}.
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3 Mpn;(ons que:k #

oﬂ;;iefjpour.i'#let}-:{]

arlneZxZet (1F—2(0Y = 1,donc: £ # ¢

Montrons que s 0 ¢ F en utilisant le raisonnement par I'absurde.

supposons que Vel

e 0EE= FNPELX Zix+w2=0etx - 2y =1

siy=0alors: x =0 car: x + ¥y 2 = 0, donc la condition 1 — 2 " = | nlest
pas vérifiee,

Sy Oalors: § =~ /2 et cela estimpossible

@t L e et —v 2£() done dans les deux cas, il nexiste aucun couple {x;v) de
IxZ quiverifie:x+ y /2 =0et ¥ — 2y = 1 dob:0 & F

Soit @ et b deux élémentsde F telsque:a=x+ v, 2eth=x"+ ', Zet
X=ly=letx™ - 2y = laveci (ny) €EZXZ etixy) e ZXE

+Ona: ! Ll T-y 2
4 %32 X+ 32Mx=9/2)

=x— ¥/ 2 [(carra’— 2y

Enposant: x =y et y = =y, anas :: = X+ Wy 2 avec (xuml € Zx L
SR = 2 =t = A )= 2 - 2= Lo l’ €

. i » ] # ]
Oha:iah= W w20+ vy 2= + o V2 ey 2 2w
=[x’ + 29+ oy’ + vy 2

Puisque ; (xi' + 2

L1 5 P T . . o i s
VEE 20N = "+ ) = T e Ay = 2y e — Ity

) =2y =2

Dane rabe k

Soit ¢ un Clément de £ telque:a=x+ y/2 etlny) g NxZ

Montronsq,_.e; a>l ey 30
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ona:a>l=a

oy 220 > 1 [carxd =2y =11)

Wi 22l

o 2Dy 23>0

o 202y >0

=320 (car a > 1)

lcar y€ Z)

Réciproguement; ona iy >0 =y

Donc:a > sy >0

B Intersection - Réunion de deux ensembles :

Seit A et B deux ensembles.
LUintersection des ensembles 4 et B, notée AN H est 'ensembie
{xixeAetxeB}.
Alnsi: xEANB e xEA et xeh,
La reunion des ensembles 4 et B, notée AUB est I'ensembi
{xixEAouxeB}.

EAUB = xeEAouxeB,

Ainsi :
Propriétés :

Soit 4, B et ( trois parties d'un ensemble £,
JANB=BnAet AuB=BUA.
AANBINE=ANANC) st (A UBIUC=AUlBUC)
3 ANA=det AUA=E.
4) And=gdeatAug=2
S5)ANE=A et AUE=E

B8) Distributivité :
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An(BUCI=(ANBIU(ANE)
{uBNC)=AUBN(ALL)

7iLols de Morgan :
iAA=AUB
AUB=ANE

femarques :

HAanBcAetANBCH
HAacAuBet BCAUB
gxcr=Xur=YetXnr=x
YAnB=Ae= ACH
\WWh=8Bes AC R

3 Différence de deux ensembles :

+ladifférence desensembles A et f danscet ordre, notée AR est définie
par:xEA\Re= i & A et xR

Propriétés :

Soit A et B deux parties d'un ensemble £,

NA\B={xeExEA et xR} ouencore A\B=ANE.
AA=(AVB)U(ANE)

3 ENA=A

6 Produit cartésien :

Soit £ et | deux ensembles non vides.

Le produit cartésien des ensembles £ et /7, noté Fx F est l'ensemble des
touples (x;v) tels que x & E et v & F.

tiey)e Ex P as (v e ot yeF),

*EXF={(xy)/xeF et y e F},

deméme: X Fx( {(xy)ixeEetyeFetzeGh.

EXFxG est fensemble des triplets (x:3:2) tels que i YEE; yEF et
TG,

Les ensembles
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x ExF senote £ et EXEX..%XEsp
EREX.XE

n Jois

Remarques >
1) £ x E senote [ et E
(mel-{1})
E* est'ensemble des n-uplets (xgx:..x.) oUx € E(i e {122:._,;,,}]_
) EXF=¢esE=gou F=¢.

' Exercices

ote

[Exercice £E3
Déterminer les ensembles E et F tels que :
ENF={2:34} et EUF={L;Z3id:5} et 1€F\ E et SEE\ F,

| Exercice 408
On considére les ensembles A et B tels que :

i {f"’ 5 3'.’;“- ;.Ll et B = Hff"‘ the ZI’
Montrerque: AnB= ¢
On considére les ensembles E et F définis par:

. MR R e
,-.]etF- ot s 1k e ]

£={F voran
Montrerque: EnF = £

Soit les deux ensembles: A= {:k; : 3= Z=Z] et B=
1) Vérifierque: Bnl # ¢

2) Montrerque: Anf = ¢

Exercice g¥3

[5""-'; Lime }

Soit A, B et C lestrols ensembles suivants :

.-1=f3,;'=4. ;.;’

B= {""” + ik € 2}

c={F +iame z)
1) Montrerque: AnB=14¢
2) Montrerque: AUB=(
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18
w4, Bet ¢ les trois ensembles suivants :
S0
{15+ ke z}
| + J‘" ke ]

+AE e z)
ACH

1]Mnmrer que !
2) Montrer gue BnC=1¢

Cercce ¢4

soit £ et [ les deux ensembles définis par

p={xe sl Tez) et - [xe:

: s
Ya-Soit x= 2

Montrer que : (v & F e (X — 1)/6)
b-En déduire £ en extension.

2) Determiner F' en extension.

3) Déterminer ENF.

(NB: a/br cest-a-dire a divise b)

| Exercice £1)
Déterminer les ensembles suivants :
NA=Z)

Soit A et B deux parties d'un ensemble .
Simplifier X ;¥ et 7 sachant que ;
DX=(AnB)u(A\B)

YY=au(n\A)

Y Z=A\(anE)
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12]
__ weomrew

EEE G

Ona:EnFc EetEnF o F,donc: {
Etona:l & FoE,signifieque:l ¢ Fetl e EUF, donc: 1 e &
Etona:s g E\F, signifieque:§ ¢ FetS € EUF, donc:s ¢ f

Dol E={l.2.3.4} et F= {2,3,4.5}

Sionvérifiecesrésultats,ontrouveques £ N F = {2 3 dfet FuF = {| 34 i
etl ¢ F\Eets ¢ E\F.

| Exercice 73

Montronsque: AN B = ¢

4} C Eet{2:34) ¢

soitxER, ona:xeAnBe—=xeAetxc B

N Ekn}
AR

¢--9l\5k|
)

et|3k' e Zix _:':L + ..(Sft}

e (k) E U+ 55

= @k e 2 - "é" = _!;

LAl
I

3
n

= Ekk)e ) k—k =7
La proposition (3{kA ) e Dk —4%" = : est une proposition fausse, donc!
nexiste aucun réel x quivérifie: x € Anf, dou:ANA=¢.

Montrensque: EnF=F

Pour cela, il suffit de montrerque: £ ¢ Flcar: ENF=E e E C T

Soit xE R, ona; yEE= (e D x="T s 2z

= T 2,

+ (W& D= gt 5T 2k
s aime v Q0 K2 LORNTE

2 13k e Zifx = o+ 3

En posant: k" =2+ 10k

Ona:keldol: ek

donc:xEF = {3 &l)lx= ﬁ) f IC':’fF
s E F

106 & Lesensembles

For more visit: L9ray.com




i (¥ eRNXE EsxeF, cest-a-dire: F C F,parsulte: EnF=E.
PR R

ati uer BnlN #¢
1 yarifions 4 S b TS5 ;
3

onremarque quepour m = l,ona: +

donc: 2€ B et 2 & M signifie que : 2 eRNN.
pos: BN #4
Mentrons que ANKA = ]
oa:AcGet Bl
wtrve(,onatYEANA=sxEAetael
s(ed)ix= 2kt 1

e S
et{(ImeZ)ix= 'm!iir .

5 (A(k:m) & ZM u-; L 5"'-;- 1

= {F(k:m) & 27 )6k + 3= 20m + 4

= hsm) & L°)/2(3k — 10m) =1

= (km) & Z7)/3k— 10m = é
Puisque: me Z et k € Z alors: (3k— 10m) e E
et %‘E?‘:, donc fa derniére proposition est fausse et par suite, il n'existe aucun
fationnel qui appartient a 'ensemble ANA, doti: ANH = .

Exercice £33
Montrons que : ANHA =¢
Ona: ACR, BAcRetCCR.
Sitxe B, ona: ye ANBsxcEAet xER
{3k e Z)ie=2F 4 2kx
2T

et (I eZ)ix="3-+2'r

+(3(kk') € BV +2hm =T+ 2w

S (EGRY € 2k~ K =4
Pulsqlie: ke Z et ke 7 alors: (k- k') € Z etona: l
Done (3 derniére proportion est fausse, ce qui veut dire qu'il n'existe aucun
fombre réel qui appartient 3 l'ensemble ANB d'oli: ANB=d.

Lesensembles 107

For more visit: L9ray.com




Montrons que: AUB =

Pour cela, on montre que : AU BecCetCCAUB.

» Montrans que: AUBCC
Soit xR, ona: AEAUB=xEA U XG.&_;"
=(3keL)ix= -;‘ 4+ em

ou (k' eZ)x= i;‘ 2 g

s(3hel)ix= ; ¥l

= T
ou(Iel)ix= Stk

Enposant: ki =2kouk,=2%"+lavecheZeth e
donc:xEAUB=xEC
Dlob: AUBCC
* Montronsque: CC AUB
Seit xER, ona: xel=s{Feilllx= ;" +kx
On va distinguer deux cas:
lercas: k estpair
koestpair= k' e Tk =2k’
Etdonc: x= 2% + 24'x dous xe A
28mecas: k |mpaar
kestimpair=3t" e ZMh=24"+1
etdonc: x= ',: +(2k' + | )= -2;5 tx+Wn= 5{'7 + 2k
dot: xR
Enconclusion, ena: s Cwxed ou xef
=XEAUR
Dol: CCALR
Parsuite: AUB=(
| Exercice £1]
Montronsque: Ac B

Soit xER,003: xeA=(heq .”_flfg,,i(i-'

3
S SN S S
a‘aﬁ:F..”\ 4‘1— i’z =t /i ‘;:
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Xk

s (BheZix=F+5+79
. 7, 2k+1

I

s (ZkE L) = 3t =
gnposant: k' = 2Lk + I),ona: x= ;r + *6‘"' avec k' € 2
ponc: v €8
goi: (VERIXEA=XE B, signifieque: Ac @
Montrons que : BN = ¢
st ve R, ona: xe BNC=xefetxelC
s(@keZix =T+ kf;'
b Y e B s SRR
etk cL)x=%+ 3
Ak e Ty T kr —m  ka
k) e ZNG =5+ 5%
= (Alkik) € Z) 1 KK = II":
= (3lkk) e P)E—K = ;

OnaikeZ et K e Z donc: k—keZ et Lez,

d'oli : la derniére proposition est fausse, par suite, il n'existe aucun nombre

réel appartenant a l'ensemble 81 C.

Donc: BNC =4,
| Exercice §T1
Montrons que : (x € £ e (x—1)]6)

SoitxEZ, ona: x ek e ‘:_: _I"‘ eZ

2=1=6 7
= =1 e L

= | = = ! gL
- _(‘ 1 eZ
wax— 1|6

Donc: (va € Z) v e E esfx— 1)|6

b-Déduisons en extension:

For more visit: L9ray.com
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Daprésal,ona: y € Eenlx— 16
(k= Del-6—3- 2 11236}
ey {=5— 2= 10:2;3:4:7}

Doncs B={=5— 2= 1;0:2:3:4:7}
20D i Fen :
SD[‘.\'EZ,OI’I?‘.-\'EFL"':'::?'TEE
=736 . >
=g €L

=l EQTEZ

s (x—7){6
e (= TV e{-6:— 3 — 2:— 1;152:3;6)
=X E{1:4;5:6:8:9;10;13}

Done: F={1;4;5:6:8:910:13}

- Déterminons ENF:

On adaprés cequiprécéde: EnF=¢

| Déterminons A :

)
', Déterminons B: B 2
Ona: B=R\[0:1[ = {xe Rxelo:1]} N ;
:]-m;O[UI!:*:[ ANH -:.,: oY

Déterminons C:
& -=[—%-:%I'\,Z = |xt=i-i% I.erZ}
={x€-!-—g:%l.fx F=letx# Derx# l!

Donc: E‘=I--§-': - l[u]~1;0[u}u;||u]|:%l oit (;=[_ ;_;]_ (= 1:0:1}:

110 { Lesensembles

For more visit: L9ray.com




11 simplifions X:

ona.’.\'=1-“|”mU["‘"m (ANB)U(ANE)
=An(BUB)Y=ANE=A [car ACE)

simplifions ¥
ona: Y=AUBVA) = AULBNA )= (AuB(AUA)
=(AUBINE=AUB (car AUBCE)

simplifions /7 :
ona: Z=ANANB)=An(ANE)=AN(AUR)
=(AnAI(ANB)=gU(ANB)=ANnDd

Exercices de synthése

[ Exercice 22

Soit A, B et ( trois parties d'un ensemble £ . Simplifier.

HAnAuB g Auv([Bndul || [Auan ﬂ)l;‘
BAaviAnd SlAUBI NIBNONICUA)
JAaviandna

| rercice #£3

Soit A et B deux parties d'un ensemble £ .

)a-Montrerque: A € Bes BUA=E
b-Endéduireque: A © B s ANB =9

YMontrerque: AnB =AU ws A= B

E@m”.

SOit A, B et ¢ trois parties d'un ensemble F.

1) Montrer que : (A\8) U (A0) = A\ (B0 €)

2 Montrer que : (A\B)\ (A\C) = (AVB) N € = (AN €A

3 Montrerque : AU (BN (AUC) = AUENC)

4} Montrer qQue: AnN(BUAN) =ANBUC)

Soit A, p et € trois parties d'un ensemble [ . Simplifier,

Yantius 2 A0BNBUE
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AANBUAABU A
6l [(AnBn i o]ua

3)(AnBUEANE
sl AuBnECcuA)

| Exercice &1

Soit A, B et ¢ trols parties d'un ensemble [ telles que: A np - 4 ney
B\A=CA

Montrer que : B=C.

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble F.

1) Montrerque: A € C = AUBNO) = (AuB)inC

2) Montrer que: (ANC# ¢er BnC=9)=A-B+¢

3) Montrerque: AUB=ANC=ACcAc(

a4} Montrer que: (ANB=ANCet AUB= AU e B=C
Soit A et B deux ensembles non vides.

1) Montrerque: A C B e= PlA)CP(B)

2) Mentrer que

a- PlANE)=P{AInP(B) b- P{A)UP(B) c P(AUB)
3 Aton PlAUB) = P(AUP(R)?
[ Exercice 1)

Soit 4, B et C trois parties d'un ensemble E.

1) Montrer gue [E

& R il
[anB=anc
2) Montrer que 1:‘[:‘: :fln::: s B=C

[ Exercice £
Soit 4 et # deux parties d'un ensemble E.

On pose: AAB = (AUB)\(AnB)

1) Montrerque: AAR= (ANB)U(B) A)

2) Déterminer: AAA; AAE ; AAd et ANA,
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on cansidére l'ensemble : /. = {x: B/l x4+ 1< r} ol r est un paramétre réel
n

arictement positif.

ﬂcomment doit-on choisir le réel » pour que l'onait: [ ¢ ]» !

.:1,
1317

= $?

- g, TRy (o L |
z}ComrﬂE‘“f doit-on choisir le réel » pour que l'onait: /. 1 53

soit a et i;deux nombres réels tels que : a # b
On considére les ensembles :

A={xe B+ 2ai+ b= otet B={xe Rix*+2bx+u=10}
1

5
P

1)soit ¥E R, montrerque:x € ANK » x =
YMontrerque: ANH # ¢ = a+ b=— i
HMontrerque : ANBA=d e=a+ b # - i
rece £
Soit A, B, C et D des parties d'un ensemble ¥, tellesque: AnBE=Cn P
dfub=Fet c AetD C 8.
Montrerque: A=C et B=1).
On considére I'ensemble F = {1;2; Liaib:e;d}.
Aet B deux parties de / tellesque: A ={1;2:3) et # = {mbe;d}
1) Déterminer en extension les ensembles ; AXA et AxB.
% Résoudre dans l'ensemble . /1F) les équations suivantes:
TXNA=A cALUX=8
b-Aux=a d-ANX = (1,2,a,b)
Soit A et g deux parties d'un ensemble [

Résoudre dans I'ensemble | AE), l'éguation : ANX = A

Xercicn

Solt A et # deux parties d'un ensemble £
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1) Déterminer une condition suffisante pour qu'un élément X de sp, VErifig

AUX=28,
2) Déterminer dans ce cas les solutions del'quation : ALIX = B dang 1y,

[ Exercice £74

Soit A et B deux parties d'un ensemble E tellesque:Cc A c p

; : A AuY =
On considére dans l'ensemble . /1), le systéme suivant 1 (5): Bt B
Ay c

Montrer que: (4 A) U € est 'unique solution du systeme (5) dans (g,

soit A= {{mn’)neN}et B={Cmn)inel}.

Déterminer ANH.

| Exercice £73
Simplifions A n (4 W B
Ona:AcC AuB,donc: AN(AUR) = A

/) Simplifions A L (41 B):
Ona:(And c A,dorc: AUANE = A
‘| Simplifions [4 U (A B)]n B:
Ona:AuAnd) =4 (daprés2)), donc: [AUMANB]NB=ANE
Simplifions 4 u([Bn(AuB]p[auan m]:
Ona:8niAuBi=Rear:Bc AUR
Etona: AUMANA =Acar:AnBEc A
Donc: [BniAuB)n[au(an Bl=Ang
Doz AU[BnAuBMIn[AUMNE] = AUANB) = A
car: AnB 4
Simplifions (Aw B) N (B0 €) r(Cw A):
Ona: AuVBINBACNRICUA = BACH A uBIniaua]
=@BaCnfAuiBn )]

=fnC
fcar BnC e (AU@EnO))
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Montrons que ACB e BUA=E
&

uppose Que © A ¢ #etonmontrerque: B UA=F
on

e Eetd c £, donc: BUA C K (1)
mpmque
(o a deux cas:soitxy € Aoux @& B

ment : Solt x € £,

.5y & Balors: x € BuA
gxefalors:x A lcar i A C B), signifie que:x € A
poncix & HUA
Dol dans les deuxcasona:x € F = x € BUA
parsuite: F'c BUA(2)
de(1}et{2) on endéduitque: BuA = F
Onsupposeque: B A = F etonmontrerque: A C A
tved,onatxze A wxe E
~EEBUA (car £ = BUA)
=X €4 (car x & &)
Donc pour tout x €A, ona: x € B, signifieque: A ¢ B
Dol: A C B ew BUA=E
b- Déduction - .

ONaiAC e BUA=F

s BUA= L
e ANA=¢
s ANH=¢

Donc: A ¢ e ANH ]
“ Montrons que s AN A = AUB e A= B
O3 A=B w AnB=AUl=A=8
S4ABOSONS que : A N B = A4 U et montrons que: A=#
Soit x Eona:xeAdwre Aul

s X EANB

o X e B
Done: g ¢ g 5
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etuna:xEB»xE.J,uB

sxeANB

=5 €A
Donc; B C A
Doli: A=8
Parsuite: ANB=AUB e A= 8.
[Exercice 273

<) Montrons que : (A1) U (A\C) = A\ (B D )
Ona: (AU =UnBUKND
=ANBUO)
An(BnC)
= A BnE
7] Montrons que s (4481 (41C) = (ABINC=(AN )\B

(]

Ona: (A8 (A0 = (AnB) (AnC)
=(ANBNEANC)
=AnBInAYC)
=(AnBNAUANBA O
=dudnBnC)
=AnBnC

Pulsque: ANBNC=AnCInB=(An)#

etANBNC=(ANBnC=(A8BNnC

Alors: (A\BI (40 = (AB) N C=(AnC)\B

2 Montronsque: AUBAAUEY = AUBAHC)

Ona: AUBnuE) =AuBInfduauo)
=AUBNAYE) (aar AUAUC) =AVE)
=AUBNE)

Donc: AVIBRAUC) = AUBNO)

4/ Montronsque : AN(BUAN ) = ANBUD)

Ona:ANBUANEN=MnBulanAn)]
={AnBUANC)
=ANBUE) (@riAnAnC)=ANnC)

Bonc s AN(BLANC) =An{BUC.
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i simplifions An(AUBE

onai AN AUB) = (ANAUANE)
=duiAnd
=An#

ponc: ANMAUB =ANE
s gimplifions A 11 FiRal AVE &
3...3; papnBuO =An(BrBuc]
=Anj@EnmuEné)
= AnlBuEno)]

plisque : AU (AN () = Bear: (BNl C B alors: ANBABUO =ANB
1) Simplifions (A N B W (A N A):
Oha:!MnNBIVANB =ANBUB =ANE=A
gr:BuB=FEetAnE=Adonc:(ANBIU(AnNBI=A
1) Simplifions (A N B) U (AN E) u (AN 8
Onadapres3: (AN UANEI = A
Ponci (ARBIUAARUVIANE = AUANE)

= {AUAIn(Aug

= E'0 (A U B) [car: ALA = F)

= A UR fcar: (A LB C E)
Donc: (AR B U AR UANE = AuR
) Simplifions (4 U B) 1 (€U A):
DratAuBi=Ang
Donc: (4 umnitdD=AnBHniAue
Ona:idn Ay ¢ Asdonc:(An M ¢ Aur
Dol (AnB nAu=And
Barsuite (A U f1) (1 (Cudy=Anf
bl Simplifions AR AR o A
M A= APt ARE = AU T
Bonc : VOB N AT O) = AU AL

= AUAND
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Dol [UABmnAnOjud=AuENTHuA
={AUA U (BN
= EU(BnC)
= 5

Puisque: E = g alors: [AnB n@An0]ua=é.

[Exercice 413

Montrons que: B=C

A
Pour cela, on montreque: § c CetC C B B X 2
Soit x & B, ona deux cas .. '
Soitx e Bldouxe BNA .
-Six e BAalors:x € CA, i i

BA AnH

signifieque:x & C

=Six € Anfalors:x € AN C,signifie querx & €
Doncdanslesdeuxcasona:x & C,dol: (Vx E E) i x e B ax e O
Clest-a-dire : B ¢ € eton montre de la méme fagon gue : € C B par suite:
B=C,

| Montrons que:ACc C=AU@BNO=AuRnNC

Onsupposeque: A © Cetonmontreque: AUBNO = (AuBInC
Ona: AuiBnO=(AuBiniaug

=(AUBINC (@BrAdcC=AUC=1C)

ZiMontronsque ( (ANC # detBnc =41 = AH # &
Ona:ANC#d=(EnelifncAdetse

Pulsque: v € Cet AnC=dalors:x ¢ B

Donc:x & Aetx ¢ B signifieque: x & A8, dol: A8 # b

Parsuite L(ANC £ detBNC=4) = Al # &
Montronsque: AUR=ANC = Bcdc O

*Ona:HcA=AUB=AtAcC=ANC=4

Donc: AuB=AnC

BcAul
'0n3;1 =

AUg=Anc B eanc )
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AnccAl?)

on en déduit que : ¢ A
Angec
pautre Pt ON 35y g A ¢!
gtona:i A AuBi4)
de (3 et (4, onen déduitgue : A © €
.

pont: B € A C
prsiteiAUB=ANCesBeACC
gMontrons que : (ANA=ANC et AUB=AUC) o= B=T

— ANB=ANC
fer rg= i
yana AUB=AULLE

ond:
ge(hyde2)
s AL CC{(3)

faymontronsquet (ANA=ANCet AUB= AUC) = B=C
Soit 4 & 8, on a deux cas:

SpitvE Aoux A

lercas:y € A

Dna:ixefetxE Al=xE ANE
s 3 € ANC [carsANB=ANnC)
=.Xe

Zimecas: v ¢ A
Dna:lxeBetxgA)nxc AUl
a2 ¥ EAuCetx g A
I o)
Dansles deuxcasona: (Wx € F) s v € B = & ¢ (", signifie que : & ¢ ¢
De fa méme fagon, on montre que : ¢ ¢ B
Donc: &=, parsulte s (AN B = AAC et AUB= AUC) »s B=C

1 Montrons que ; A B ees PLA) C PUR)
*Supposons que A © § 6t montrons que PA)C PUB).
SO XEP(A);onas X e P(A) = X C A
<XCHB (car AC H)
o, + X eP(B)
CACH s P(A) C P(B)
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= Supposons que P(A) € P(B) et montrans que A C B,
Soit xeA,ona:veA={x}cA
= {x} e PlA)
= {x}e P(B) (car P(A)c P(B))
={x}cB
BXEB
Donc: PlA)C PlB)=ACB.
Coriclusion: A € Be=s P(4) C PLB)
%) a- Montrons que : P(ANB)=P(AINP(R)
Ona; AnNBcAet ANBCH
Donc: PIARB)CPlA) et PIANE)C P(B) (d'apres 1))
Dot : PIANEIC P(A)NP(B) (1)
Soit X telque: X € PlAINFP(A)
Ona: XePlAINPBI=XePlAlet XeP(B)
=XCAetXChB
= XCANE
= XEePANB)
Donc: PLAINPIB)CPIANE) (2)
De (1) et {2), onen déduit que : PIANE)=PlAINP(H)
b- Montrons que : PLAJUP(B)Cc PLAUE)
GnatAcAUBet BcAUSB,
donc: P{A)C P(AUB) et P(B)C P(AUB)
doli: PA)UP(B)c P(AUE)
3} Contre exemple: Soit A={1}et B={alola#l
Ona: PLAUPEI ={¢ {1 }{a}}
et AUB={La} donc: PEAUE) = {gi{1 h{af{lia}}
Dol : PIAUE) £ PIAIUP(B)

|Exercice -7

y JBeA £ A
;.]Montmnsque,{C:A\B:A—BUL

Ona: BCAetC=A\B
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e BUCE BUIANE)
=RBulAnd)
={RuAIN(BUR)
=(BUAINE

= BUA (car BUACE)
=4 (car B A)
AaC=A\B)=A=8BuUC

JAn8=AnC
*| Montrens que ; AnB=AncC

ool

pou: (BT
= 8=C

l:i :l::‘c S(ANBUANB) = (ANC)U(AAE)
= HN(AUA)=CN(AUA)

sBnE=CnNE
s B=C [car B EetCc E)

o

Exercice £113

t}Montrons que: AA B =(A\B)U(A\B)

Ona: AAB = (AUBINANB)
=(AUBIN(ANE)
=(AUBIN(AUR)
=(ANANANBIVIBAAIUBENE)

dulAnBIu(BnAlud

=(AnBIANA)
=(A\VBIUCAEYA)

e AAA=(AuA) (ARA) * au dapris 1)
SAvA=¢ AAA=(AVAIU(AVA)
CADE=(AUENANE) P
=EVA &
=ENA

A fcar A F)
*AAd=(Aug(ang)
= A\g
=A
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s AAA=(AUAN(ANA)=ENG=E
Exercice £°8 g
Déterminons r pour que: [ © ]» 3 li
Soit xER,onaix €L e X+ 1i<r
- rsx+ler
e — = CxCr—1
Pong:f=Fr—= tir—=1
Dloii: [ C &—1,.:2[ - l <—r—letr-1 c}
e i-etrtg

= (1{r<‘§-l:3l‘r)0l

(=]
o

Bonc pourgue : /. © !—;; Jlfautque:r }?:g

2! Déterminons r pour que: .‘.nl»%--_g =

Ona:,f.n}—;;g = = }_,_ Yir— |[_,.:}_é;% ~ ¢
—r-15- ;ou-_.-., | > 3
-=»r'iii,our.'-—§

Puisgue r > 0 alors:.f.ﬁ}_é.'-;‘[ = §em O <F < é

|Exercice £78
1) Soit x-€ B, montronsque:x & ANB = &= !
Ona:reE AN asxe Atz h :

24 dax+ b=0etx’ + 2bx+ a=0

4

Qav+ b= =u=10

Bxlg- b =la-m=0

fa—82x - 1) =0
> W—1=10 (cara # b)

L

S x=
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1
ponc ¥ € AnB=x=35

;Mont:onsqueii'“"f" # b et b=-g
AnB# P EneERnEANS

ona: i
e ek} (D'apres la question 1))
sxit2acth=0 Btixy = 5
5 _]‘ +at+h=10

-.aa+h—'-_:

ponciANE & § = a+ h=— i
iMontronsque: ANB = o= a+ b #- 1‘
Onad'aprés la question précédente : ANE # ¢ = a+ b=- :
el par contraposée, onaza + b # — 1 s ANB=¢
Resteamontrerque ! ANHA=0 = a+ b # - -II
On utilise le raisonnement par contraposée,
cest-a-dire, on montreque 1 a + b = - l SANB#
Supposonsque t a + b = — ‘ll et montrons que : AN A # ¢
cest-a-dire, montrons gu'il existe x € ANEA
Sotxe B, onaix e ANB=2x'+ 2ax+ b=0etx + 2bx+u=0

+ '+ la+ b) + (e + b)= 0 (En addition-
nant les deux égalités membre 3 membre)
o dnt ‘L_\—Ili-“fcal'u’rf’ —i]
. X i ety s ii (Aprés résolution de
Iequation) -
Donc: A gy 4 b
Doz s = || s ADH # §
Parsuite ; A 4 = st bs |’
RIS A B = e gt = — |l
Montrons Que: A=Cet =0
Ona d'aprés les énoncés : © ¢ A et [ ¢ B, done il suffit de montrer que :
Actetpcp
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« Montrons que: A € €
Soit x € £, ona;y € A= x € Elar A CE)

wxECUD(arcul=F)

s xECouxED
-8ix & C alors clest vérifié,
-six € Dalors x & B (car D € B)
Donc:ve Anddol:x e CND (car ANB= €N D) parsuite: y & ¢
Donc:(¥x e Fl;xEA=xECL, signifieque: A c
On déduit que: A=C
« Montronsque : B ¢ D
Soit v F,ona:xEB =xEE

=y € CUD

=x€CouxeD
-8i x € D alors clest vérifié.
-SixeCalors:x e Aalors: A=C,dou:x € ANH, ginsitx € CND
(car: AnB=CnD)
Parsuite:x€ D
Donc: (Vi € E) ; x € B =5 € D, signifieque: #C D
Poli: B=D
1] Déterminons en extension AX A et A A
Ona s AXA ={(L1).01:2)(1:3).02:1),(2:2),(2;3).(% 1),(3:2).(3:3)}
etona:
AxB = {(Lah (b o) (hd) (20a), (2:8) 0 20e), (2:d), (35 ), (3o b 30 (3l
2} a- Résolvons dans l'ensemble #(F) I'équation: X N A = A
Soit XePlE),ona i X¥NnA=AesAC X

s X=AUC tel gue €€ PIB)
Donc: 8.0 ={AUCIC & AAn}
b- Résolvons dans I'ensemble 7 (F) Méguation: A LU X = A
Soit XYe P(E),ona:AUX =4 ea XC A
= X e A)
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S = AA)

poné:: ]
‘ensemble P{F) 'équation: AL X = 8

ombmnsdansl
sﬂ.ﬂ\,Eﬂ;{},ona:_"luXr B=AcBetXch

pusques A & B alors I'équation proposée n'admet pas de solutions dans P(E),
donet Sdn = ¢

4 Résolvons dans l'ensemble JAE) léquation: A X = {1.2,a.b}

st ¥e P(El onazAnX = {1,2,a;8} = {1,2,0,6) c Aet{l, 2;ab}c X
puisque : {1, 2,4, b} ¢ A alors l'équation proposée n‘admet pas de solutions
dans PLE), donc & S = ]

Résolvons dans PLE) 'équation AnX = A

soit Ye PLE), tel que: AnX =8

Légalité ANX = B impligue que : B ¢ A, donc on distinguera deux cas

1" Cas:si: B ¢ A alors: AN X = B n'est pas véri-

fié quel que soit X de P(F)

Donc: San= ¢ B A

2% Cas:si: 8 © A alorsdansce cas,ona:

ANX=Be=s X=HUC tel que C € P

Donc: S ={BUCIC & ACH)

1| Déterminons une condition suffisante pour que I'éguation admette des so-
lutions dans P (£):

SoitX & PE), telque: AUX = B

Légalité Aux =3B impliqgue que : A ¢ 8 et

X2 8, donc pour que X soit solution de Féqua- A
tion, il suffit que ; 4 ¢ B

O'oli la condition suffisante pour que I'dquation

#dmette des solutions dans (£) est: A ¢ B

" Détarminons les solutions de I'éguation A U X = B dans #*(E), sachant que
fa condition ; A ¢ 4 est vérifice.

Y XEP(E), ona; AUX = B es X = CLUCIC € AA)

Oone: s = {Chu 010 € AN
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n
i

Soit X une solution du systéme dans : P (£)
AUX=8 X e [(Bau ny e S}

Ona: == e

{4 nx=c " |xefcuzze JBA)

= xe{Bwunre Alnlcuzize Hy o)

Déterminons l'intersection des deux derniers ensembles.
Soit X un élement de cette intersection, ona: (3Y &€ AN X = (B AUy
(32 e JBANIX=CUZ
Signifie que: (BAIUY=CUZ
Puisque: Cn (B A} =g alors:Y=CetZ=B\A
Done : (84) U € est le seul élément appartenant a l'intersection des deuy en.
sembles, d'otl : (B:A) U € est l'unigue solution du systeéme (5).

| Exercice £1:3

Déterminons ANH:

Soit (my)e M x M, ona:
(EyledAnB=(xyleAet{uylel
= 3In € N/ x:v) = (mn’)

et 3p € N/(5y)=(2pip)

=(Imp)e N {.t=
y=
= QR S
= (3 mp)E NN .
3mp) & JL_ =
=(3mple )2’ =n et n=p
=(Hmple Wnl2n—1)=0 etn=p
=Cmple N)n=0oun= E}] etn=p
=n=10 (car -!.;E'I'a'latp-! 0
={xx) = (0;0)

Donc: AnA =1{(0:0)}.
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Les applications et

TR A S S
= Y

soit E et Fdeux ensembles non vides.
¢ .. Festune application de E dans F sii(vx € £) ; (3ly € Flly = flx)

s llex) @ ED o (x=n = fx) flx'1)

\2 Egalité de deux applications:

Salt fE = F et G — I deux applications.
pon!(B= GeatF =l et (WxeEE); fix)=glx)

\3 Image directe - Image indirecte d'une partie:

Sait f;E — F une applicationet A ¢ Eet B C F

= fix)ixeA};ona: flA)C F
fld}={y € Fi(Ex € &) ; v'=f)} ; fd) =¢

b fiB) ={x CEIfix) € B} ; n € f(B) o= flx) € B

Exercices
| Erercice £
Sait [ l'application de 'ensemble {1:2:3:4} dans lui-méme définie par :
=4, fi2)=1, f3)=2 et fl4) =
Y Déterminer f(A) lorsque A ={1:2}:4 = {4}.
HDéterminer f(A) lorsque A ={1:2}: A ={3} et A ={4}.
Betcice 63

*9t f I'application définie de 2 dans B par fix)=x",

) Déterminer SA) lorsque A ={—1:0;1} et A=[-3;3]
2 Déterminer flA) lorsque A ={1};A=[1:2]) et 4 =[-1:0]
3

Soit 1 1 AN

10! / Vapplication définie de [0; + | dans B par f(x) =¥ +2
IMontrer que ; ft[0; + of) = [2: + oo

2 :

]Montmrque:.ﬁ[ﬁ:Illl =[2:3]
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On considere I'application: fR -2

el =2x
1) Montrer que : f(R)=[-1:+ |
2) Déterminer f{i(};R}] et f{[2:5]).
| Exercice 43
On considére lapplication: R — & ?
-y +4
1) Montrer que: fI%)=[2; + x|
2) Déterminer f[2¢5: +=[).
Montrer que les applications [ et g sont égales dans chacun des cas suivants ;

55 -R

; ye|-55[-®
sinx+ 1 (oo - COSX
L= i‘%{;}"' A= T—sinx
HElid=R T a) g l01]-R
Sitx-/i-x e 25
et x SArx+ A%

Soit [ uneapplication.de E dans F et 4 et B deux partiesde F.
Montrer que :

NACH =) cfB
2) A UB) = FIA) US(B)
3) AT B) = FLAY N FLB)

Soit f une application de £ dans ¥ et A et # deux parties de £
Montrer que :

1) AC B = flA) C fiB)

2) fAUB) = FIA UFB)

3) flA By C FLAY D fLED)

4) FlA) = [B) c flA-B)
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pna [1:2:3:4)

1| péterminons JlA):

ona: A = {12} et fl) 4et f(2i=1.0one: flA)=1{114)
cona: A=1{dp et i) 2 Doncy fTA)= {2}

1| Délerminons SN
1%
(

sQnac A

soit v = £, onaz X i) e fix)e A

= flx) e {1;2}
= flx) Iou fix)=2
e=Xx=20ux=3oux=4
ponc: flA) ={2:3:4}
sOna: 4 =1{3}

Sot xEF, ona: AEfTA)e= flx)e A

s flx) 3
(%)
(¥x & E); fix 3 alors: i

“Onai A= (4]
Suit =, ona (A)
Bone - 1A |
L‘ =1Ll 5‘?2

I‘J._

Peterminang 1A
MOnas A= {101 at )
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Donc: fiA)=[0:9]
7) Déterminons [{A):

«Ona: A=1{l} .

Soit xE R, ona; xEflA)e=flx)EA
e fl0) =1
e=xt =
=x=loux=—1

Donc: flA) ={-1:1}

e0na:A=(1:2] |

soit xER,ona: .u.—_ﬂ.—\‘r = flx)EA
= Isfixy=2
= FERTED

:,,1€.|_(|_‘_-'-\3

2 <x<-loul Sx=y2

Donc: f4) =[—vZ:~ 1]ul1:/2]
e0na: A=[-§0[

Soit xER,ona:xEflA)e=flxlEA
= 1=fix)<0

==l=x" <0

Cette dernigre propasition est impossible, donc: ((4) = ¢.

(wxsio: [hafid=a+12
1) Montrons que s f{0: + ocl) = [2: 4+ ]
soit ¥l +al,0na: x> 0320

e

= flx}e
Daonc: A0+ =) e 2+ ] (1)
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sciproauement : Soit v |20+ ], existestiil x € [0:+ o[ tel que:
mu -

)=y "
=yek +2 =Y
Ona: flx) =1 :
=X =2
EHASYYT20ux=—yy—2
pglcque’s vy - 2 = () alors I'déquation fix} = ¥ admet une solution unique

vdans [0: 4 ol v done s v e A0 + 2],
Qw-.l:-.*-«l«' Ao+ =) @

pe (1) et (2), on déduit que : [0 +5]) = [2: + =

3| Montrons que : rllit‘l, H]r=[2:3]

sot ve [0+ ol onas x e f([6:11 ) o= fx) € [6:11]

=SSV +22 1

x|<3
=2=x =3 (car x=0)

e=s 2

monc: f1[6.11])) = [2:3]

e R fix) =o' — 2

1l Montrons que ¢ f{2) = [~ 1; + nef

Soitxe R, anat flx)=x—2x=(x—-1r=1

Puisgue: (Vx € R);(x— 1V = 0 cest-d-dire: (vre B)ilx— 1 -1 =-1
dors: (i e B): flx) == |

Bone: fIR) o [—1:+ x| (1)

*Montrons que : [~ 1: + ] c 1)

ity & [~ 1; +o], existe-til viE R el que: fixi=y
Ona: Ax) =yem (x= 1V =1 =y

===y +1

== |=yy+1

Jea =l =gy Vou— l==—yy+i

e =yy+l+lonax=—yy+l+]
Bone Féquation f(x) = y admet au moins une solution dans K,
I:"""c"‘-“'f""‘-l‘i:i wl k(3 € B)(x) = v signifieque: [—1:+ ol CAR) (2)
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De (1) et (2), ondéduitque s AR} =[—1:+ x|
2} « Détermingns [({0:3))

Soit v € 2, ona: 2 €/ 1{0:3}) e flx) £{0;3}

e fle)=0ou fixk=3

ou lx — 2y = 1)

Bonc: f{0:3

= Déterminons

Soit x& 2, onaiye i

= Résolyons l'inéquation : &' —

Op résout l'équation: y =2y —2=10
Son discriminant A est 12; ses solutionssent: x, = L —y3 et xi = | +/3

Donc:a’ = 2x—220% :\-:]—-r.:"--,?]. 1 +33: 4|

Dok ; ;1 =y 3 UL+ 3;
= Résolvons l'inéguation | x

On résout Véguation : ¥ — 2x
Son discriminant A est 1 24; ses %= = yiaiet ¥ +y6

Bonc: X —2x =53 D emut

Bol: S =[1—y6:1+ 6l

Pat suite 1 vz f([2:5]) == 2y —D

X \ et S )
X
3 11 6l ] f
Finalemant : {([2:30i=[1 -.'6:1 3 3« | 7
Exercice )
5
(VY P Jlxy 1 4
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4 Yo b ~| (1)
w:.l’

, Montrons aue : [2i+ | c f(R)

34, leguation f(x) =y admet-elle des sofutions dans 12
sy (Bl

fix) =
ona: )

yesyx bd

e x= i =dou X vy =4
ponc léquation fix}=y admet au mains une solution dans X dol :
& (R, ainst o |2+ ] Cf1R) (2)
arsuite-de (1) et {2), on déduit que : gz

1ipaterminons (248 + wl)s

oonas e f[2y5 4 ool hes i) & |

+ o]
sk fld = 2
ey X ELE =205
w0 42 20
e X0 2 16
¥ Z 4 ou X i
I
e X | w4+ =l
= NIV ETREN

Lesapplications [ et g ont le méme ensemble de départ qui est

) | et le méme ensemble d'arrivée quiest 2, r

ste 3 vérifter stona:
[ ir.x
e o= g
Soit ¥ ¢ TR
G . ona:
flg) = 3N+ | 0+ sina Ml ) | = kit i
SR ensall — sinw! conxl] = siny)  cosall = Liny)
Cos x
1= iy = AW
Done . [y 7K
1 ¢ \H‘!}.HU w(A)

Do o :
' applications [ et & sont égales.
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2) Les applications [ et ¢ ontle méme ensemble de départ quj esy
J0:1] et le méme ensemble darrivée qui est R, reste a vérifier si on 0
(wx e o)) fla) =glx).
Soitveltl ona: - .
= tEovlos L +-‘I'_-t‘-1 —IWLER + T
vl a+ -9 :
C(WE == .\_;__T n 2
A I+Hx+V1=%) Wt E+ -
ponc: vee J0:1]); flx) = gl

=g

D'l les applications [ et g sont égales.

Er®

1) Montronsque; A © # = _|fI|_-1.l c f(B)

Onsupposegue: 4 C 8 eton montre que : fll A) J:z B

Soit x un élémentde E telgue:x € FlA)

Ona:x e f(.—n eo flX) & A

Puisque:A ¢ Bet fix) & Aalors: f{x) € Bsignifie que: v fB)

Donc:ivx € Erx e t‘li_~1,| a0 fBydiols flA) ;:1 il

2) Montrons que: flA LA = fA) UFAR)

Soit x unélémentde E ona:x & fAUR e flx) € AUB
= flx) € Aou fizx) € B
esx € flA ouwx € f(8)

=:x € flA) U fiB)

Exly € fIAUB) o= 3 & F(A)ufiBI), gt :
) R

3} Montrons que _f'-'.l.“-ﬂl = flAL L f8)

Soit x unélémentde £, ona: iy ¢ FACE o flx) & ANE

o= fix) e Aet flx) € 8

sm x & fl4) et x € fIB)

=X E AN j:iﬁ'.'
Donc:(¥x € Fxlx e flang

)= x £ AT gy
Doy fLANB) = ‘1.‘|";J".IH_|_
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Ac B = fA) CfiB)

1 Montrons gue ¢
\ ¢ f# et on montre que : f(A) © f(B)

que:

po5uppOse
émentde [ telque: y & f(4)

gaft ¥ un el
g1 € FlA) e (3x € Ay = flx)

i A C HEEX E A alors:x € B, donc: flx) & [((B), cestadire: y & fIB)

Dol < (¥ E Fhy €
finglement : A © B = fA) © fLE)

s Mantrons que ¢ /(A L By = fIAY UL

LU et B C AUR, donc d'aprés la question precédente :

fiA) = v & fLB) parsuite: flA) C f(B)

WonaiAC
fL Y et FORY © A U B dlol s FIAY U A © f(A U R) (1)

fuN)
wioit v unclementde F telque: v € flA U #)

Dna:v e fIAWB) en (I € AUBy = flx)

Montrons que 1 v € flA)ou ¥ € f(B)

tecasoll v € fid) ou v & fH) alors.y € fiA) Uf(B)

Supposons que T ¥ @ f(A), clest-a-dire 1 ¥z € Aky # [(z)
Gnaiy=fla)donc:x @& A

Dol:x & AuBetx & Asipnifie que : x & B cest-adire : fix) € f{B) donc:
YEfIB) D'ol; v & f(A) U f(#) par suite

Demémesi y & f11); on montre de la méme maniére que v € f(A)

doly e fAlufm

WYEFly € [IAUB) = 3 & fIAVUFB) Binsic fIAUB) © FA) U8 (2)
Donic de (1) et (2), on déduit que ; (A U B = fIAY U S(B)

#Montrons que : (A 4 B) © f(A) (B

WaiAngcaeranpe #, donc d'aprés la premiére guestion, ona
AN 114 et fianm ¢ F(R) . Donc: AN A ¢ f(A) 0

I Montrons que: () - s ¢ A B

. & L
Sait v un'élément de F tel que: y & fiA) - f18)

Oia:y e fiy Info :

SUB) e= v & f{AV ety @& (1)
: A=B=A\B

Blon ;.
?_u"a- Y€ fA) e (I Ally = fix)
5 =flx) ety ¢ £ alors : x ¢ Bdonc: (v e A = Bliy = flx)
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Cest-a-direr y € fid = Bhdou: (Vy € Fly €AY =B < § & R
Parsuite: f(A)— f(B) € flA = B

tive - Application surjective - Appli

Soit £F ~ F uneapplication.

a- [ est une application injective si et seulement si:
i e Y vdFx = & fAx)

oli+ f est une applicabion injective si et seulement sj :
(Fin 1 EED (i =Ax)=x=x")

b~ f estune application surjective si gt seulement si;

(¥ye F)otde e By = fixigu: flE)=§

¢ [ est une application bijective si et seulement si: [ estinjective et

surjective.
f estune application bijective si et seulement si :
[y R s dhe' e ) iv= flx)
‘Remarque :
Touteapplication bijective admet une bijection réciprogque notée |
etdéfinie de £ sur £ teile que: I| , M s ’|‘ (;. =

etona: flof=id et fof®

i

[Exercice Y

Soit [ Yapplication définie par; £+ of —[2; + ]
Ve =2x+3
1) Montrer gue 'application [ est injective.
2} Montrer que |'application | est surjective.
3) En deduire que fapplication [ &st bijective et définir sa biject¥e
réciproque.

Sait f Vapplication définie par - FR—{=1} -2

b, B

x4

yes
1} Montrer gue lapplication festinjective,
2) Montrer que I'application [ nfest Pas surjective
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onsidére lapplication f definie par s /{1 ool —[~1; + o]
on i
X — YA

ll\‘éliﬁEIqu:iV.\f [h#os]): Ay =Aye— 17 =1
rer que I'spplication f est bijective et déterminer sa bijection

2 Mant
(pArOnUE.
on consigére lapplication [ définie par: f R-i{2} i1}
Rt E
x=1

Montrer gue | est'bljective et déterminer sa bijection réciprogue.

e
[Exercice )

1) Montrons que l'application [ est injective
Soit g et b deux éléments de Iintervalle [1: + oof tels que f
tronsque @ a = b,

Ona: fluy=fih) = 4" =2d+3=h"=2+3

=la=1r+2=0h=1r-+2

s a1 ) ={h—1F
sla=1|=|b=1|

sy 1= ph~1 lcar-a = et bh=1)
su=h

Bone s Ylmbhe ([l s |) 1 fla) = 1) s =b
Dol f ast une application injective
U Montrans gue lapplication [ est surjective

Sty uri élément de intervalle |2; + |, montrons due 'équation f(x) =

#met au moins unie solution dans Iintervalle [ 1; +
00d: fln) = 3 eme g A
st 1 y—=2

ey~ = Jy—2 auw—1| yy—2
Py 3
AUy~ 2 > alors tx =1+ — 2 estune solution de

{fquatian 11x) = y quiappartient a Fintervalle [1; + =], done:
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(v € [2: 4 e+l fD =y
Dlois [ est une application surjective.
3) Déduction : On a I'application f est a la fois injective et surjectiye, o
slle est bijective etsa bijection réciproque est 'application définie par -
Fu2i# 0] — {15+ |
x— I +yx—2

1) Montrons que I'application f estinjective :
Soit a et b deux éléments de fensemble & —{— 1} tels que : fla) = fiby,
montrons que: @ = &,

2+ 43
Ona: fig)=fib) = kS = B2ES

S(2a43)b+1)=(a+1)(2b+3)

s dab+2a+3b+3=2ab+3a+2b+3

g =b
Donc: V{gble (R—{=1}V; fla) =flb) =a=b
D'od [ estune application injective.
2] Montrons que { n'est pas surjective :
Clest-a-dire, montronsque: (3w e R)/(vx e R—{—-1}): flx) #
Méthode 1:
ona: fy=2ctE=2EREl o, L
Puisgue : (Vi R—{- |}]l:Jt+ [ #0
Alors: (vre R—{=1}): fix) #2
Donc 2 n'a pas d'antécédents par fapplication f.
Dol - [ n'est pas surjective.
Méthode 2:
Cherchons un élément . de B tel que l'équation f(x) = y n'a pas de solt-
tiondans R—{-1}.
Ona: fix) = ynes 2;:13 =W

eyt 3= ot v
n:o-.t(l—y,l: W= 3(%)

Done =si y, = 2 alors (Y) devient : =~ |
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sstimpossible donc l'équation flx} = 2 n'a pas de solutions dans {'en-

ui
% qm E-1{-1}etpar consequent 2 n'a pas d'antécedents par f.
e

goi [ nlest pas surjective.

verifions que : (vx € [+l /i) = (Va =17 =1

[1:#+ e, onas f(x) =x = 2vx = (Vx) = 2/x+1-1
=(yx=1)—1

171

solt X €

gonc: (v e [+ oo} i 00 = (Vx
21 Montrons gque 'application [ est bijective :
sait v n élément de lintervalle [~ 1; + ~«[, mentrans que 'équation
fix) = v admet une solution unique dans l'intervalle [1; + | .
gna: ) = Ve lfx =1y -1=y

= lfx=1=y+1

ea = 1]=yy+1

r--w\-"r.l.‘“- I=yy+louyx—1= —{y"*l

esyx=1+yy+1ouyr=1=y+1
Pusque | +y/y+ 12 Let 1—y/y+1<lalors: x={1+y+1) etdonc
léquation f(x) = y admet une solution unigue dans I'intervalle [1; + 2| qui
et x=(yy+ 1+ 1), d'ol f estune application bijective de [1; 4 [ sur
['l;*‘ml.
* 53 bijection réciproquie est définie par: i = 1; + ne| —= [1; + ]

o (a1 0)

Mantrons que Iapplication f est bijective :
Sty R— {1 }, montrons que l'equation f(x) = y admet une solution
Unique dans I'intervalle B — {2,
Ona: fix) = e ':::'f_'é' =
e x| =xy—2y
sa{l=y)=—1-2y
= 2yt
L ;“_1 (car y # 1)
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Danc l'équation ((x! = v admet une selutien unique dans lensembie
Ll 2=

T ll} quiest: x= ‘ i ,dioli: [ est une application bijective da

B—{3}sur B={1}.

« 5a bijaction réciproque est définiegar: f LR — {1} — % — 12}

i 1
+ |
1) Résoudre dans R I'équation: f(x) = 0; [ est-elle injective?

2) Montrer que: (vx € E) ;. flx) =2— 1 f est-elle surjective?

Soit { I'application définie de R dans R par: fiv) -

 Exercice L1

On considére lapplication : fE—-{-1} - &

x M
R
1) Montrerque: (vre R-{~1}) ; o<1
2) ¥ estelle surjective?
On considére 'spplication : £+ | - 2
vx.
|

1) 5oit x et ¥ deux éléments de |0; + ~:
Mantrer quesi flxl=fx') alors x =3 ou ' = 1.

2} f est-elle injective?

| Exercice £ 7]

Onconsidére les ensembles A ot [ tels que: 4 = [0:2] et B =] 5.
1) Montrer que st:x € 4 alors - (37 + x-BNeP
2} On considére |'application - 4 <R

X e X :{—_‘

Meontrer que [ est bijective et determiner sa hijection réciproque f
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a
nwﬁﬁefque:lv""} |(i:‘ x-[,\. (b~ 2 <1
zlmwngi_dére fapplication {0+ =] — [~ 1:1]

o a X 2
X4 2

\otrer gue fapplication  est bijective et déterminer sa bijection rédprogue [,

gnpase: F= P+ xof
uMor\IrEf_qu{' si:x € Falors
Zjon considere Fapplication: 1 F — f

5 |
v+ |

5l
X— 3

s Montrer que | est bijective et de!rzrm'r-ﬁe-: sa bijection réciprogue [
b} Déterminer [| f 9 I_I_
Onconsidére Fapplication: f£— 14+ af — [ 1 + =f

X et Y

1} Montrer que / est uh application Injective.
1 Dererminer |'image réciproque de llintervalle [3; + x| par l'application f.

L) pour tout ve ! b=t

3 Mantrer que [ est bijective-et déterm

Erercice =3

On considéra Vapplication ; f

\ X X+
Ya-Montrer que (vx e B o fi= 1 —y) =f(s);
b= En déduire que lapplication [ n'est pas injective
2 Résoudra daris. ¥ ['équation * Fv) = - | et endéduire que f nlest pas
furjective =
3'Muntlerqug; R Ii_ 35
l

S
¢! bl v 3 r
”Eﬂf‘.ﬂdsrelilpphtcﬂiﬂn. i oo = [204 ]

Mo y .
Mrerqie fiastune bijection et déterminer sa bijection réviproque.
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On considére lapplication:: iR X R=R
() = 26—
1) Mentrer que I'application f n'est pas injective.
2) a- Soit 1 un nombre réel, vérifier que : flN=1;
b- Eri déduire que l'application [ est surjective,
3)a-Soit A ={l:— 2}, déterminer flAX A).

b- Déterminer 'ensemble A

W

On considere 'application : £ —
ne=at(—1)

Mantrer que application [ estinjective.

On considére I'application’s 19 % 1 — I
(mp)—~2°.(1+2p)
Montrer que I'applicaticn f est injective.
On considere lapplication : 3" — 10
He =
1) Montrer que [ est injective.
2) a- Montrer que pour tout » de [T, f{n) est un nombre pair;
b- En déduire que l'application [ n'est pas surjective,

On considere I'application: & - 2

X + i

1) a- Montrer que : (v (eyi e B

X

trer L (gt eyt =0
b- En déduire que I'application f est injective.
2) Determiner f{[3; + =)

| Exercice 273

1) Montrer que si x appartient 3 Vintervalle [2: 4 = alors : =
appartient 3 'intervalle [1:2].
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sidére I'application : £l2+ @ - 12

Qn con
! 4lr =4

e
X
que application f est bijective et déterminer sa bijection réciprogue.
(n considére Vapplication: iR . &
xeex'— 3" — 4
nnétzrmiﬂ?" _f'{{ 4}), [ est-elie une application injective?
2) Déterminer MR}, [ est-elle une application surjective?

on considere les applications [ et ¢ définies par :

T e | et gl + | — [1i 4 |
=1k E=1 X =24+ 2

1) Déterminer les applications fog et gof . Que peut-on conclure?

2) Montrer que f'application [ est bijective et déterminer sa bijection réciprogue.

Onconsidere les applications f et ¢ définiespar: £ 4 «f - Lo
[ 373 S R | :nl .y 1
1 X
X
VX
1) Déterminer I'application fog.
2 Montrer que lapplication [ est bijective et déterminer sa bijection rédprogue.

On considére application s f£[1; 4 o ~ Piv/3]
e dxd+ 2 =vx—=1
UMantrer que I'application / est injective.
Y Montrer que : Ml + «f) = i3]
I En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciprogue.

Eet I dayy ensembles non vides et [ une application de F dans F.
A estune partie de [ gt B est une partie de [,

1 ]
IMontrer que ; f{ ) — i jise

2 :
IMontrer que /{4 1 ) =g
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Soit £ et F deux-ensembles non vides.

On considére es applications sufvantes: fi& - fet gl . g telies g - i
1) Montrer.que lapplication | estsurjective, =9
2) Montrer que : (gof L E)=glF).

Sait [ uneapplication de F dans F.

1} Mantrer que: (VR & A I:;;"IJI.R'II ¢ 8B

2) Montrer que: [ estsurjective st et seulement si- i - A )< g

Soit f une applicationde £ dans F.
I} Montrerque: (vA & AAEILA © /A
2) Montrer que : [ st injective si et seutement si: (w4 ¢ ANl = 4

On considére Papplication : 1V =) *
LEAb LS F o ) R R

Montrer que ['application [ est injective,

WY

1) = Résolvons dans B Péguation fly) = 0-

Soit X = R, onai flai=0es ¥ =1y
P
Y 1 i
. X lou g 1
Bonc: 8= (-1}

“Ona: Mll=fd-1)=10et] I, donc f n'est pas injective:

2j Montrons que : |

Sot VER, onan i) =2 Ty o ¥ L 2
X4 ol ¥

Puisgue: 2% = 08t 5r +15 0 alarg - _ 2

Donc: (Ve B flgz—| I

* Ofas (v i Fixd2—1done: fi o B PET N |

Blod VAE R) L PSR (2 par exemple)
Ainsile nombre -2.n' pas d'antecédents par Iapplication [ et par suite 'I
nest pas surfestive
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IIMantrans'quo:tvu R{-1}); fx=1

it v un élément de l'ensemble R-{-1}/ona:
Sait st 2. A+ D -yl —-2x—1 | :
) == 3 B VAt VR RFT RN
puisque : . Ilr <alars: fla)— | <0, dest-aedire | fix) < |
el
ponc: (VxEE
3l [ est-elle surjective?

{11 flxr <)

gna:lvxe R A=) s e < L donic: AR {1 |-=i1]

ping: (vaeB—1=11 ¢ f(x) # 2 (2 par exemple)
piaii2 n'a pas dantécédents par 'application [ et par suite lapplication f

nlest pas surjective,

[Exercice .

1) soit x et x' deux éléments de [0 + <[, tels.que ¢ fix) = fix"), et mon-
gonsque sy =X ouxx = 1:

e )
Ona: fix)=fix") = iy H

o (¥ + PDx =+ DX =0
v —xvx = x =+x)
A AN (VA =)= =vx)=1D
LS AR 1 U S =0
SYE YA =00u, xx =1
B S TR R |
s X' =y ou aw |
Benc ; fix) fIx) = (x v ou Ly 11
i f estelieinjective? |
Bnprend x= et = Liona it = Tet f{}) = 2 = 2 cestadire:

i}
fi4) =4 1

I',Etorm:-: e 1 L
Dane ¢

4
n'est pas Injective,

1|5ﬂ=" v

A, montronsque s ix' + 2v— 3 e it
Ona.p -
20 2ml)s i =4eth 2y 4
» 0 X Dy s
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Donc:—3 < x' 4+ 2x— 3 < §, cesta-dire: (x* + 2x—- ) e B

2) Montrons que f est bijective :

Soit v € #, montrons que 'équation f(x) =y admet une solution unique
dans A.

Ona: fix)=y e’ +

Xx=3=y
= e+ l=y+ 4
wo x+1V=y+ 4
= (x+ li=yy+4

wax=— 4 ¥+ d0ur==1-/y+4
Onar=1-/¥—4<0
el-3 =y <L i=m ] Ey+4s9

e s Jy+ 453

e 0 Z—14 p+d <2
Donc I'équation f(x) = ¥ admet une solution unique dans A quiest:
— 1+ 5+ 4
Diou i {¥y & B), (3 e A=y
Par suite f est bijective de A sur 8.
Ona: fixl=y = fi¥)=x

e fiyi=—1+ [y+4

Donc la bijection réciproque f''de f est définie par:

fuB = A
==l fx+d
1} Vérifions que : (vx e [0+ ni\; y=i2 _‘3 1
VX T4
soitxe il onas ¥ =2 g Sx =243 e+ 2 1“,
2 x4 2 Vs

3 T . ¥ =1 o G ek ;
Pulsgue : oL g > alors: Y =+ 1 = 0 cest-a-dire = 1

Etona: =5 —

Puisque : ":‘ s <0alors: w2 =2 ) <o cestandine: U 2c1(2

= v v
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i : SE=2
*mel[;]nndédullque.—i s fers <l

i
o’uﬁ:(i‘x&fﬂ:dvﬂh il g <1

3 Mantrons Que f estbijective :
st y un élément de Fintervalle [ 1; If, montrons que équation f(x) =
sdmet une solution unique dans Vintervalle [0; + of.

yx=

. fix-=.2
0nat flx) = ¥ = s

e fx—2=y(/x+2)

=3

e X (1= ) =2y4 2

&y ‘.’fx s EIY_:" yz
2 i \
X [*]'vj ‘2 (car: {{hf_v e [=1:i)s 2{1 s ’] = U)l

Donc Féquation f{x) =¥ adrnet une solution unique dans l'intervalie
|6+ | quiest: [23 £2)

Dlodiz (wy € |- I;I{}‘{El‘.x e[+ aiifixi =y
Parsuite f est bijective de [0 + of sur [- 151].
fona: piy) - yoen iy =x
I T e
= ily) = |—)'}
Bonc: pof_y; | [ |

(3% 4 2\
==

gy

1 S s
150it x & E, mantrons que : Z‘x 1! S P o0 E= bt
Ongi2edl %4 1_2esd 5
Pui £=2 -2 x=2
W‘Ue‘\-:\‘{alars.x 2blld0nt:- 5,_,-?{!
Moty 22 4. | 2 .
3 x :2 = 250, par suite =¥ *2' > 2 signifie que : l‘“ leg
M, =2
ontrons que. [ est buectiva

Soit :
YEE, montrons que I'équation f(x) = y admet une solution unigue
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dans k.
’ y y _‘\_‘\-]_\
Ona X =]
= 2+ 1 =x-—2y
= Xy b= v+
v+ 1
ey K= -
¥ -

2y +
Puisque ;v e Falors: 4 € F
Done I'équation flx) = ¥ admet une solution unique dans * quies ¥+

Dloli: (¥y € E)

Par suite [ est bijectivede F sur .

Etona: fiy ves [ {vi=x
S v+ |
Donc1f “F = F {Remarquer que : f f)
e =i ‘I
¥ =3

B %+ x|, ona

Doy
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ansque [ estune application injective:

1| Montr
it x et y deux lements de |- 1:+ =| tels que: flx)=1ly)
ona’ flx) fly)=.x’ #x =Yy v
yid I | =i+ 2y
e+ 1) b
vel v |
Puisqui : 1 lety | alars: x 4 Detv4l =0
Donc: find = fivh = x4 | b1
x=y
Dol (v ixyd e (=1 + =l)) 5 iz = fly) = x =y, par suite [ est injective..
TiDsterminons (1|3 + o)
St x €[ Lol omas x € S35 ) e ox =~ Lot fi) s 3w
s Xz -1ty =320
oo x 2~ Bty = Dix+3)
e X2 - let{x==Joux=1
wn 1€ |1+ x|
Bane .-15';_ s x| = |]: 0]

YIMontrons que f est bijective :

0% 1 un dlément de Iintervalle [ 1: + |, montrons que I'équation

M= ¥ admet une solution unique dans U'intervalie [ 1; + x|
Ona: iy

x4 N

= X+ =l

= (x4 1) v+l

=% | vl

=& I+ ¥4 loux I=Jr+l
B
istue ) .
e ¥+ 1 == Liot—1 4+ y4+ | =~ |alors/'équation

Nxy

¥ admet une solution unique dans 'intervalle |- 1, + «| quiest:

14 'I.i!.l Ay & |- 1ot \l'l'.llw \
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Etona: f(x) =y e [ y) = %

= == Tk S 1
Dotr: fu]-ti 4wl = [~ 1+ o

o= Lhlxd L
1) a- Montrons que : (Vx & R) ; f(-1-x) =/} ol flx)=x" + x4 29
Soit xER,ona:
A== =1=xf+{-1=x)+2=x+2xt1—x—1+2= Ftxi2efy
Donc:(vxeR) ; f=1—x)=Jix)
b) Déduction :
Pour x = 0, on a d'aprés la question précédente f{—1)=f(0) et—1 ¢,
donc [ n'est pas injective.

2) = Résol dans R I'équati :J‘i.\r}——‘!1
Soit x un nombre réel, ona: fix) —--3‘ eax'+x+ = _]‘
e xtxt ; =—2
o= (x + é) =—7
Puisque 'équation ; [x + J,'J - — 2 n‘admet pas de solutions dans: R, alers
I'équation : fix) = _: n‘admet pas de solutions dans &, donc: §=¢
= Déduction :
Ona:(vee R) ; flx) 4 _l‘ donc le nombre - " n'a pas d'antécédents par
Fapplication f .

D'ol I'application [ n'est pas surjective.
3} Montrons que : fi(R) r ']

7
Ao
= Soit x un nombre réel, ona:

flx)=x+x+2=(xs ;_] -1:2:{:+5] .:

A : 1
PUISGUE:{: + ll > Oalors: [ x + L] *- ': > zc'est-é-dire:ﬂ#’ =4

donc: fix} & l: ¥ rx.l

Dol :(VaE R) ; jf.\u'-'[;;‘ r-ul parsuite : f() ¢ [I § a.[
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cfIR)

‘[?.‘ !
J Mantrons Que: st =
gty un glément de“: b a0

, montrons que : y £ (K}

ona v f(R) e (A0 E Ry =fx)

penc, montrons gue féquation /(x) =y admet au moins une solution dans K.

| 7
onaty = [lx) e= |:‘H 1| L e ¥
( 1) T |
=X+ 2| =y—
T SRl TS
k== gtk JY— U= = Y
. ol o,
Donc:[v\. :l::"‘l}<|'!l"_-'.‘.J."\"IIf\'PﬁQUII“.‘xl:‘ i
F - 7
Parsuite : f(R) = 4:-x|.

*Montrons que |'application [ est bijective:

7

4

Sait y un élement de l'intervalle |2: + =, montrons que I'équation

[ix) =y admet une solution unigue dans I'intervalle [1: + ~|.

Ona; flx) = yes x4 £=Y

=X —xntl=0

ees [ x 1,\-} -}I\' £1=0
3 4
(- =75
¥ i T
e e e R N
vy —4 p=yin =4
=X 5 ou ¥ y
0".1""3' 4 [ =2y 4
a3
PUSQUE 1 o = 3 fariir s . y=2+ 4
PY = 2 (cest-ddire v~ 2 = () alors 5

done Y+ /¥~ 4
y

I it .

Mbrepart ongs YooY L Y

ear #7)
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=2y —1)
s y=25%0 alors: = - <0
(i i
PhisqUe.:.) y=2+ /¥ -4
A o
Cestasdire s ¥ =12 <1

Danic 'égquation f(x) = ¥ admet une solution unique dans I'intervalle
[1: + | quiest: * l -

Dot (vy € [2:+ aofl(3 & [+ =) /0 = ¥ signifie que | est une gy
cation bijective de |1, + | sur |2 + =[.

o Puisque; fix) = ¥ &= [y} =X

= f 1Y) =

Alors: [ (24 ] = (14 o

X4y

=
o

p

1) Mentrons que l'application [ n'est pas injective ;

Ona: 0:00)=0et f(1:2)) =0 donc: AIO;00) = fML1:2D)
mais (0,00 # (1:2) d'ol [ n'est pas injective.

2} a- Verifions que: fl{r1)) = ¢
Soitre R

Ona: flle))=2e=1=1

b- Déduction ©

Mantrons que : (VZ e 2 (30ay) e R fllay)) = ¢
Soit  un nombre réel, on prend : {x:v)

gone: flixy))=fllzz)) ==
Done 'application | est surjective.
3}a- Déterminons fTA A A):

Ona: AxA= {1600 — 2= 21t

3

2}

Puisque: (LN =1; fill: =20 =4 fl(-2:1)) 5 et

(-2

=-2

alors : fiAxA) = {lid; =5, -2}
b- Déterminons (1{1})
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ol 5y) un dlément de B, on a2 Gay) € JUHIY) e fie ) = |

Mnc:fﬂi“ {2 Lixe B}

semarque : Solt 11 un entier naturel,

Wi st pairalors = fln) =+ | donc; fin) estimpair.

o8 n estimpair alors: flr) = n— | donc: fn) est pair.

done n et fln) n'ont pas la méme parité,

Montrons que 'application f est injective.

Solt m et deux éléments de [ telsque : [(m) = fin)

Ona: fiml = fin) donc: flan) et fin) ont fa méme parité.

Dou st fim) = fin) alors m et n ont la méme parité (d'aprés la remargque

precédente).
00 fn) = fm) = i+ (=10 =m+ (= 1)
= m=1=1)"={=1)
*5im et n sont pairsalors : (= 1) —(— 1V =0 donc: m=n.
*Sint et n sont impairs alors: (— 1) —(— 17 = 0 donc: m=n.

Dois: fimh = fim) = n—m=0
» m
Parsulte’: (Wimim) e N ¢ T0H) = fim) w m, ainsi [ est injective

Exercice 478

Mantrans que Vapplication f est Injective

It () et (i) deux éléments de N X IV telsque : fU{mp)) = fl(m:g))
Montrans Que (il = (g

Ona: PP = [t = 2* (2p+ 1) = 2% (2g+ 1)

*SUppasons que « 1 (cestddire s me N')

Maz2vip g gy 250020 4 1) wme 2 =020 A= 2g 4 1

Pursque 2q % 1 est un nambre impait alors : 2° *(2p + 1) estaussi un

Mg
mbro mpair, ce qui est impossible car 2° * est pair dong: 2° " (2p+ 1)
05t aygs pair,

Donc - y m (1)
*§
UBRosans que : i « (cest-d-dire 1n-me M)
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Ona 27 @p+ =272+ D) e 22+ 1= 2p ¢ |
Pulsque: 2p+ | estun nombre impair alors : 2° *(2g + 1) estauss| yn o,
bre impair, ce qui est impassible. M
Donc: n=m (2)
d'ols de (1) et {2), on en déduitque : m = n
par suite: |2 2P F =250 D g gp by =254

n=m

=3"] = “t

Donc: n=m et p=q cest-a-dire : (m:p) = (msq).

diob (v((np) € W Ev¥(mg) € M) fllnp)) = Almig)) = (nip) = (meq)
par suite’ [ estinjective

1) Montrons que l'application [ est injective :
Soit m et n deux éléments de 1" tels que: f(n) = flm).
Ona:fimy=fim=n’—n=m'—m
= 1 m*={n=m)=0
sin=min"+am+m’)—(n=m)=0

s(n=m){n*+nm+m'—1}=0

sn—m=0oun + nm+m =4
Puisque:n = letm = lalors:n’ + wm+ m' = 3 cest-a-dire:
n' 4 onm 4 om =32
donc :n’ + mm+m 1 &0
D'olr: fln) = fim) = n=m
Par suite : (V{mm) € (N V)2 flnl=flm) =n=m
Par conséquent, f estinjective.
2} a- Montrons que f{n) est pair pour tout ne N :
Solt e W' ona: fin)=nln' = 1)=nln—1Mn+1)
= 5i n estpairalors: nln® = 1) est un nombre pair,
c’ast-a-dire : f{n) estun nombre pair.
« 5i n estimpairalors: 1+ | est un nombre pair.
donc : #in+ 1Mn = 1} estun nombre pair, cest-a-dire fin) e
pair.

t un nomPr®
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Dol fin) estun nombre pair pour tout n & ",

Hpedu:l'lun:

pourtout '€ " ona: f(n) estun nombre pair

donc (v € M) 5 flm A

Dol 1 n'apas d'antécédents par l'application [, par suite [ n'est pas sur-
Jective.

2 Montrons que : (¥(xiy) € RY) ¢ 2+ (14 y)x+ 1454y >0

sait v et y deux nombres reels, on a

eetiemi=(xn 122 (L0 < (e L0 Las ayi 0

ponc: x4 (L4 Mx+ 1+ y+ y':f.\'-! l:y] + _:i3_1-'- 2y + 3)

Putsque fe discriminant du trindéme 3y" + 2y 4+ 3 estle nombre: A =— 32
Nors: 3y +2y+ 3 > 0 donc: [x + L 5¥) 4 _:[_1_\-- +2y 4 ¥7) >0
sgnifieque: (Vi) € RY) ; X+ (1 +y)x+1+y+y' >0
b- Déduction :
Soit x et y deux nombres réels tels que : flx) =/y),
Montrons que : x = ¢
Ona:fix)=fiy)ma' +af Fx=yit i+ y
a Ryt it =y o —iyi=)
s (=) Fay by ) lx = yilxty)rix-vi=0
o (x=P){x" x4y Hxhy4 1)=0
sl =y x4t Npiey+ =0
donc: f(x) ) wix =3 =000 x* +xly+ 1)+ +y+1=0
P : {
I.'"sque' Chalyt 1)+ 4y 4 1> 0 cest-ddire:
FrO+y bl 45y 20
Aors: y
lors: f(x) FY) w x'= yidone: (VinER) : )= ) wx=y
Doy )
I est une application Injective.
%) D& "
I Béterminons A3 4 )

Sait
X un nompre réel, ona:
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¢ & f([3: > ae] ) e pix) i (32 4 |

= flx) =3
- (1)
= fTx) — A1 o
— Xt ! =
xt=1%4x x =1
w Lx tMx X L4 A ]
X 1 i
r i
e x5 |1 x

Bonc: fl}3 <) =1+ =]

[Execcice 3

1) Soit & un élément de Uintervalle |2 + ~

Montrons que | £ %= X3 ¢ (129

Ona:-** ‘l ] 4 x : 1 I 1 i

Puisque : .1 :’ = Oalars:l + /1 '_= l'dong & B2 X d

Etona:l - % <Idonc " <V cestadire: | +,/1—3 <3
g

RS- ook ) 4 =

d'od : 2 <242)

Par suite, de (1) et (2jona:| = *° = 42

2} Montrons que [ est bijective cona: g yj= * 7 VX 4

X
Soit y un élément de Vintervalte [1: 2, montrons que équation f(x)

admet une solution unigue dans I'intervalle [2: « x|,

Ona:ftx=yes I+ j1— 24
]
=By}
¥ X
o= ] = (y—-1)?
P 4 =] =1y=1)
s
EAN
B ] b T
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P au
Etona: - <
(2 )
et : 1
el rr
Puisque mAAET alors A
Ponc 'éguation [{x) v admet un on dar
3+ | quiest:
Dol s {vy & [1:2]), (3 [2: & =l )ifix parsifte [ e
de Fintervalle [2; + = sur Vintervalle [1:2]
Erona: fix) = v e=s [
Banc: rouf1:2|
X s
x(2
1) Déterminens: (i~ 4)
5oit x unnombre réel, ona: f §) s flx 4
L
ou
ou *ou

Donc: fi{-a))= {03 i
*Ona: fli) 4 et fi{

Mais 0 # | 3 donc Fapplication f

2} Déterminons /)
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Soit x un nombre réel, ona:

Fl) = xt—3x — 4 = |xi- g} = 2— 4= (st — ;j 25

$in
Puisque: (x* - Er > palors : [x* — ;] = ‘-f > 25

cest-a-dire: flx) = - 345 donc: fix) & I— 245 +

Dloit: (vxe B) ; nx:ei 2_"5:*m] signifie que : ﬂRJcI—:’f;-a "‘l (1)

CfIR)

23
= Montrons que :l ot

. : 5
Soit y un nombre réel de l'intervalle —2-"‘;--: )5 ml , montrons que I'équation
flx)= v admet au moins une solution dans B.
|
ona:)‘=_f(xle=,i.t‘—;_,'| — f—.y

| x? = ;"i =y + %'5
=3 | X -3.: \’4-\.‘." 25
2 2
I+ /4y 25 3 ._}').4:q
-y 5 ouiet= 5
3+ [iye 3 L s Tt
puisque’: >+ VI D S aiars paquation: = '3

. 3
admet deux solutions distinctes dans B qui sont: 4

4 4y 4 2
mb— f ST )

25 . e 25, 4 0ol ¢
Donr.:[vf_v»' —Srhiee NE Ri/f(x) = y signifie que : |~ 7+ * =

25 I
'4,'1

@2

Dol de (1) et (2), on déduit que : f(H) -

1) = Déterminons fog et gof :
Soit x un element de Fintervalle [1; + =,
Ona: Yoglixl = flgix))
=14 Jplx)= U= 14 Joi=2x 41
=14y =D =lhlx= =1 %x-1=%
ponc: Lfog)lx = x pour tout x de l'intervalle [1; + =
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qona s (@) = # U0
= (fx))’ = 2f(x) + 2
= (Fe Sx=1 =200 X =TT % 2
slMZie= [+ x=1=2= 2=+ 1=2
ponc: (gof)(x) = x pour tout x de lintervalle [1; + =[.
marsulte: Jogr 1+ o] = [1:+ o] et gafi[ls + oof =14 o
xoe X Xoex
« Déduction : fog = gof = idy ..
1iMentrons que I'application [ est bijective :
Sait 3 un nombre réel de l'intervalle [I; + |, montrons que I'équation
[ix}= ¥ admetune solution unique dans l'intervaite [1; + =[.
Onacy=fix) e L+ /x— =y
=fr=1=y-1
esx—1=0- 1y
eyo=yl — Qp 47
exy=(y— ¥4 |
Pusque s {y — 17+ 1 = L alors I'squation fix) = ¥ admet une solu-
ben unigue dans I'intervalle |1 # | quiest: gly) =y -2y + 2, donc:
e+ o8 e (154 [ )ftx) = v signifie que lapplication [ est

bijective,
Bana:y = f(x) e iyl = x

s [f) =yt = 2y 2
Done = 1 4{1: 4 cxf) e [11 4 x|

Xwa g 2¢ 4 2

IRemarquar que [= ).

UBéerminons fiag :
oy
Lxun éldment de Fintervalle p: + |, ona
) - A I
(1)) |
Done - v
: Uog)(x) = 1~ x pour tout x de lintervalle b; + ~l,
ols g,
*Jog g 1,' S B 1f
Rk

oy iix) | )
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2) Montrons gue [ est une application bijective :
Soit ¥ un nombre réel de 'intervalle |-« i[, montrons que PéiusE
an

flx) = y admet une solution unique dans l'intervalle b+ «f
Ona:y= flx) e=sy=1-~ :

Puisque : ! =) et !
1=y 1

[ v

<0 alors I'équation  f(x) = v admetune
¥

solution unigue dans l'intervalle ¥ + <| qul est: s !
Etonaiy=flix) S ) =x

Donc: [ ifee ]| = i+ =]
|
==

X

1} Montrons que [ est une application injectve:

AT ¥ . ()= fly)
Soit x et y deux sléments de Pintervalle [1: + =[ tels que: Jlx]=]

Montrons que : x =

Onas M) =iy =va+2-¥x—1 y+ 2=y |
sy F2—yyF2d v.x=| |
t ¥ X
X+ HYyF2 VA= ]ty |
¥ — v
Wt Xy 2 X L
|
r=v=ou
Puisgque 2 | letx X | 0 alars
|
AV l.donc:yx% 2 ¢ aax =1
c'est-a-dire : ! < I
dxw 2 # 2 X Loy
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I ! <0
Vify$2 - ia= 1% ]

L T v

1

gebt s -y = fainsi:x=y¥
arsuite: (¥(x:y) € [1i42[7): fix) = fiy) = x =y . Donc: [ estinjective.
| Montrons que : Al + =) = [URE}

soit x un elément de 'intervalle [t 4 =[,

s 2) —(x— 1) i
N, . | = X v
v j=yx+ 2 VX » =
goat/Ix) = ¢ yx+2+yx=-1 JEx+ 24 Jx=1
pulsquesx = lalorsix— 1 = Detx+ 2 = 3donc:yx— 120

et 2 2y3.Dolisyx+ 24 Jx=1 23

" | e 1 e e 3 3
Cesta-dire ! < —. Cest-a-dire: =
Ja+ 24 Lx=1 V3 Jx+2adx~] L3
Banc: i} =43
frona: 3 >0,donc: flx}>0dol: 0 < fix)=y3
Y+ 24+vx—1

Parsuite: (Wx € (1 + ool) 1 fix) € i3 |signifieques /[t + =) © Pi3 i)
*50it ¥ un élément de l'intervalle bi.. 3 !

Montrons que ; (3x & [1: 4 =|}/y = fia)

Ona:y=fix) eoy= x4+ 2= x~ 1
Ay =y 2 = =] s 3
At 2+ix—1
i
T3
e x4 2w X 1 f
: Jxt 2 L | ¥
P y J1X) e 1
b S
X | v
3
272 2= ya
% y
i
2dx =1 [
)
| i
Y2 |
.I R R
- 1(1
X ¥l
} L= g5 =¥
| o] o
X ] 2
Il.\ ¥
i 1 9
x _||.‘ it 2)
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Donc: v = flx) s= x =.| + ;[% . ‘1

Puisque : | + i{: = ,v]' = talors: (3x & [1:4 o)y = sw)
signifie que : v € fl[1; + =)
Donc: (vy € ;303 & [+ =)y = ftx)
Done: /3] € sl + =[) (2)
D'obi de (1) et (2), on déduit que : f{[1; + =) = ki3]
Déduction :
On a l'application f est injective et surjective car: f{[1; + =f) = b, al
Donc | est bijective.
Etona:y=flx) e )= x

3
|

e [ =14 3{3

i5-2)
ponc: £ 03] =1 + ] .
BT
| Exercice £33
Montrons que : fl fU)) = B0 fE)
Soit y un élement de f(f(H)).
Ona:v e flfiR)] e=s |.:1x = rrm]n- = fix)
etona:lx & fIB) = flx) € B ety = flx) € f(E)
Donc: v € Bety e [(E)signifieque: y & BN fIE)
Dot (vy = Fily & 1) = ¥ & B fE)
Parsuite s A F(B)) € B f(E) (1)
» Spit ¥ un élément de B n f(E).
Ona:y € BnflE) e=(y € Bety & f(E))
etonaiy € flE) e (3x € Elly = flx)
Donc: v = flx) et y.& Bsignifie que: fix) € B

3 3 ke 3
Denc: x € f(B), d'ol: fix) Ej‘{ﬂ.&}] cest-d-dire: y=[1x) € f{ji-‘i
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qonct ¥y € FRY € n‘“'f_flfl‘-'l wy e A1)
grifieque B 0/E)C Ar) 2)

qoude (1) et (2), 00 dédult que: /L FBIl = B g

Montronsque s 14 /) = fU 0 B

5ot y un élément de /1A 0 /().

s Anf@) e (ax e anf@)y =

donai s EANSB) en x € Aoty E fl'Hl

= fl{x) € flA) et f(x) € 8

sgnifeque y € Bety € [(A) cest-a-dire: y & flAIN A

Donc: vy € Fky-e flanfid)]) =y e (A nE

vob: AAn @) c fn s

+Soit ¥ un element de (A} N B,

Onaiy e fA) N By € flALEt y € 8

#ona:y & f{A) s (3x € Adfy = flx)

Donc:y= rix) € B signifieque: x € (i)

Doli:xe Aoty e j'nbrslgnlﬁe que:x € A nfi slgnifie que :
r=fx)e AR

Dane: (vy & iy e fin B« v € Aanga)

Bou: fia)n e i n i) (2) et par suite s A n sl = 0 08
beercice 19

x:":";'.“ que 'application [ est surjective, c'est-d-dire .

=FMEee By = fix)
*Sot v un élément de ', ona ¢ estune application de I dans E.
0’“‘"".i‘l_\-r & K
On prerig « x=p(y), donc: fla)=flgly))=fogly)
:"0:.".“‘:- fog = idy alors : (fog)(y) = idy(y) =y, danc: flx)=y
TWYYE F) G e By = fx)
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2! Montrans que : (gof )(E) = g(F)

* Soit y un élementde E,ona:y € (gof(E) v (3 & fy)y -

= Rofty)
e (v € 1) ly= g(ﬁ_m

= (Iflx) e FENly= Bl
=y & gl f(F)

Donc: ((gof J(E) = g(flE)) et puisque f est surjective alors : ([}~ s
D'ou: (gof (E) = g(F)

Soit # un élément de . /1F).
Montrons que: | /(&) ¢ B
Soit v unélémentde F, telque:y & ﬁj"rh‘ﬂ
Ona:y e ﬁ ffB?] en |3k € .,r'fb‘J]},\: fix)etona:x & f(B) e fix)
Donc: fix) € Bet y=flx) signifieque:y € B
Donc:(vy e Fliy e fif(B)) =yve R
parsuite: A fB)) c Bdou:ive e ARkAfm ¢ B
2) On suppose que I'application f est surjective.
Montrons que: (¥B & AFLA &) = 8
Soit B un éiémentde . /{F),

. y P ] - {34
On a d'aprés la question précédente : 7 () ¢ 8 (1) et montrons g4
8 c frim)

Soit y unélémentde B, ona; # c F et f estsurjective donc :

@z € E)iy = fx)

D'ot: v = flx) et v & B signifie que : flx) € B cest-a-dire s X ¢ fI8)
Donc: fix) € f f(B)] cest-a-dire: v & f f(R) '
Parsuite  (¥y € Fry € B = y € /| /i) cesta-dire: 8 ¢ /L[ @
De (1) et (2), on déduit que : 8=/ fin)) :
D'olisl f est une application surjective alors pour tout # dé A ONE:
;ulfin.'{}l =8
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onsuppose que s (¥ € AF) Arw) = u
L}

Jaatrons ue : [ est surjective.

ma:FE
pisque ;‘IH‘" = alors: f(E) = F donc [ est surjective,
oarsulte + i pour tout élément de . /1F) tel que : (/i) = B, alors : f est

JF), done d'aprés I'hypothése, on a : f(fIF)) = F

sutjective.
[ercice £13

soit A un élément de . ZLE), montrons que : A © f{ f(A))
Soit x un élément de £ telque:x & A
Ona: fix) € flA) done: x & f{f(A))
Doditvx € E) x € A = x € flJ(A)) signifie que : A © f{fCA)}
Donc: (VA € AEILA € f{(A))

0On suppose que |'application [ est injective,

Mentrans que : (WA € . AE): A= ff(A)
Soit A un élément de . /().

*Onad'aprés a question précédente, A © f( f(A)) (1) et montrons que ;
Uiy c A

%0lt ¥ un élément de £ tel que;x e fl f(A))
0N x & S (A)) e f(x) € fiA) etona;

8D € fiA) e (30 € AVfx) = fla)
Puisque £ est injective alors ¢ f(x) = f(d) = x = a
Donc:x e A d'ois: (v & s x flfiA)) = x & A
gnifie que s ( foA)) ¢ A (2)
t:'e“‘]‘z"m.oncl\i_n:h.iitqu:!: FAN = A
Par suite'si 1 ast injective alors pour tout élément A de /£, ona.
M) = 4
YOn Uppose que : (va e /1E)); A=A

I"""“s queVapplication f est injective.

"4 et b deux gléments de £ tels que: fla) =flb)
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Ona: {5} = {a} et {a} = f(f{a})

Puisque : fTa) = f(k) alors : jl{j{{b”}= ﬁ_{ﬂu}}}

Donc: (b} ={a) signifieque: a = b

D'oli: (¥ (a:b) € E7) ifta) = fib) = a = b signifie que :
| Exercice £1:3

Montrons que l'application f est injective;

/' estinjectiye.

Soit (x;v) et (zr) deux éléments de 1" x 19" tels que : Fxy)) = fifz)
Ona: iy =fllmn) s(x+y)i by =(z+n +1¢
*Onsupposeque: x+y <zHr.Onaix+y<zHrax+ty+]l <oy
Donc:(z+ 07 = (x+ v+ 1) signifie que :

Z+r =+ i+ y+(2x+y+1)
fear (x+y+ 1F = (x+a)F +2(x+y)+ 1)
Cesta-dire: (z+ 0 +r2 (x+yli4 y+ (Zx+y+ 1+0
Bonc: flizmn) = Aleyl) + 2x+ v+ 1 4 1)
Dot ; fllz0) > f((x;v)) et cela est contradictoire avec le fait que :
fllxy))=Afllzr))
etparsuiteona:x+ ¥ = z+ ¢ (1)
= Onsupposeque: x+y>2+7
Ona:x+ y>r4tesy+y >z 4 ldone:le+ ¥ = (s b4l
Clest-a-dire:(x+%" 2 (z+ 0+t 4+ 2240+ 1)
Clest-a-dire:ix+ ¥ '+ y2lz+ N+ 1+ (22+1+1+W
signifie.que : fllxv)) = fllznl+ (2z+ 1+ 1 + ¥
Donc: fllx:ix)) > flizit)) et cela est contradictoire avec le fait que
FUy= Uz,
Parsuite:x+ v < 2+ 1(2)

Donc de (1) et [2), on déduit que: x+v =12

Pulsque : (x+vF +y=(z+1Y +ralors;: y=f etdonc: x ==
Ainsi: (xy)l=1tzr) e
Finalement: (vixy). o e N <N )i fliny)) = Alan) =)= (@58
que I'application [ est injective.
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Genérahtes sur les fonctions AXT:
numériques M

Fonction majorée - Fonction minorée - Fonction bornée - Comparaison
1 'de deux fonctions - Extrémus d’'une fonction

sait / une fonction numérique définle sur un intervalle f.

onditque / est une fonction majorée sur [ s'll existe un réel M tel que
pour tout élément x de [, ona: flx) =M
atrement dits [ est majoréesur [ sic (AM e Rlivee ) flx) =M
onditque  est une fonction minorée sur [ s'll existe un réel m tel que
pour tout élément x de [ ona: flx)=m
sutrement dit: [ est minoréesur [ si: (dme Zpivxe /) fixi=m

On dit que [ est une fonction bornée sur [ si elle est a la fois majorée et
minorée sur f,
Proposition : f estbornéesur [ es (Fke B hivae )] fxl<k

#-5oit [ et ¢ deux fonctions numérigues définies respectivement sur leur
ensemble de définition 0, et D), .

Ona: f=psignifieque: (D, =D, et(¥x € D,); flx) =glx))

b-Soit f et r deux fonctions numériques définies sur un intervalle [ de
Boona:

IS g signifieque : (Yxe 1) flx) < glx)

“I2y signifie que s (Vx € 1) flx) = glx)

Exercices

[y s,

> [ 1a fanction définie sur B par: fix) = x'— 3x.

1¥erifier que. 1 est une foriction impaire,
; “IMOW"EFQUE f(1) est le minimum de [ surl'intervalie [0:+ =l.
VEndéduire que : (vy |=ee; O] fla) < 2.

2

Soit

;3 I'lafanction définie pars fixy=sx=|=+v2x—3

':I?'rm:ner 0 l'ensemble de définition de la fonction [ .

ontrer que f(2) est le minimum absolu de f sur D).
i3
Soig ¢
! fonction définje sur B par: flx)=avl T2 =X
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1) Montrer que : (Vx € B): flx) < f-,_

2) 5 est-il un maximum pour la fonction f?

Soit f la fonction définie par: f(x) =x—1+/x' +2x+ 3.
1) Déterminer D I'ensemble de définition de f.
2) Montrer que : (Vx € R); f(x) > —2.

| Exercice 43
Soit f la fonction définie par: flx) = x— Ja=x.
1) a- Déterminer I I'ensemble de définition de la fonction /.
b- Résoudre dans E 'équation suivante : flx) =—242.
2) Montrerque —2y 2 est la valeur minimale absoluede [ sur I,

| Exercice &:H

Soit f |a fonction définie par: flx) = 1'1 =
1) Déterminer D |'ensemble de définition de f .
2) Montrer que ; (Yx € |-a; — 2[); flx) = 343

Soit f |a fonction définie par: f(x) = i Fi\}‘

L ¢
1) beterminer [ I'ensembile de définitionde f.

2) Montrer gue la fonction f est barnée sur [).

Comparer les fonctions sulvantes dans chacun des cas sulvants
1) fix) = X 3,\"'.‘ t+1let g(x)=10x+6

Pyt
2/ =2 _‘-l‘ et gly)=x+2.

) fxf=vx +2xetglx)=a+1.
L Solutions S

1] Vérifions gue f est une fonction impaire.

Soit x€ R;ona: —xeR, :
et i=xi=l-xf-M-2x)=—x"+ Ax=—{x"— 3x)=—fix)
ponc:(vxER);— xR et fl-x)=—7jlx)

D'oli: f estune fonction impaire.

sur les f
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4 Montrons que f(1) est le minimum de f sur intervalle [0: + o[
) un élément de l'intervalle [0; + =, ona:

st ¢
Ix+2=x'—l=-Ix+3=(x=INx'+x+1)=3x=1)

=S = y

=(x— ¥+ x=2)=(x~ 1F(x+2)
puisque x == () alors © (x—1F{x+2) =0 cest-a-dire: fix)—f(l1)=0.
ponc flx) = f(l)d'ol; fl1)estleminimumde [ sur [0+ =]
parsuite: (v & [0+ =) flx) = 1),

b- Deduction
sait 1 un élément de l'intervalle |—ac:ti], onac

yEhe-x20
s fl-x)2

= fl=x)2—2

- f(1) (Daprés 2)a))

==fx}==2 (car / estimpaire)
s flxl= 2
Donc; (vx & J-o0;0]): filx) < 2.,
Déterminans [ I'ensemble de définition de f:
StreR,ona: xeDe=2x— 320

e 2x=3

(5174

Lo

Donc: D =|:?-;-: + a0
Montrons que /(2 est le minimum absolu de f sur [
On doit montrer que : (va & 12): f(x) = f(2)

Soit ¢ & [';_-:v 1.[.Bna: x—1>0et fla)-f(2)=x—1-y2x-3
Puisque £ (x— 1 = (V35— 3) = 5 — du+ 4 = (x— 2F et (x—2¥ =0
s (V2x=3F < (x— 1¥ donervax—F <x— 1

Cost-3-dirg: 4 - 1 =2x— 3.2 0 parsuite: fix)—f21=0

Uou: (vxe ); fix) 2 f2)

'N"'""“‘"iquewx ER) ) < !

94
% sig #
X un élément de R,ona:
e - 2 + =2
fix) e SR l_ 2yl 11 =1 11.‘.|--+I 2L +xtd
g | * J
STl Iyl +x 4] = g‘\'”'"'_ﬂ
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Ona:(vxe R — -'2-1."'1 +x —x)' <0 Donc: (Vx € RB): flay <
I5oit XERonA: 4ot 54 5 ] 2 >y 1
= yl1+x > x
=JI+x¥-x>0
Done: (Vx € B):y1+x —x # (0 Cest-a-dire : (vy e R); flx) # ;
Dol : ]2 n'est pas un maximum de la fonction /.

| Exercice &/
| Determinons D Fensemble de définition de f: ol iy - o T e
Soit x un élémentde B;ona: x€ D e=sx'+ 1\-4-32_‘(}
Sx 2+ +23>0
e={x+ 1 +220
Ona:(¥xeB)idx+1)+220donc: xe Desxe R Dou: D=
'} Montrons que: (vx e B): flx) > —2:
Soit x€ Biona: fla)+2=x+ 14+ ¥ +2x+3
Puisque: X'+ 2y +3=(x+1f+2et(x+ 1/ +2>(x+1)
alors: ¥+ 2x+3>(x+ 1) dunc.y"x'--‘i-._'x*-*)Itvll
Ona:lx+1|=—(x+1) doneiy/x’ +2x +3 > —(x+1)
Clest-a-dire :y/v +2x+ 3 +(x+1) > (. Done
D'oli ; i‘e‘tﬁDI:j'l’xl D=7
(Exercice 47

a- Déterminons [ I'ensemble de définition de f:o0 flx]= =47
Soit x unélémentde R;ona: xeDesd—x' =0

s flx) 4220

=y =4
= |x|=2
=m—1sxs2
Donic D—1—.....]
b- Résolvons dans 2, 'équation; f(x) =— 24 2.
L'équation est définie sur D, Soit x € B, ona:
fix) == 242 4= =x+2y2
Puisque: —2<x < 2alors: 22 —2<x+2/2 =242 4 2
Clest-a-dire : x+2y2 >0
donc: fix) =—242 &= (ya =2 ) = (x+ 220
oo P +4ud2 +4 =10
en 2l 27 =100
e
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Jead=y2

m:m,:; que =22 est la valedr minimale absolue de f sur D.
Jonn: Jimy2)E=2y2 et —y2.€ D
Jsait v un élément de I'intervalle [=2:2], ona: :
(x4 2/2) —(J4—x')

x+ 2\"?. =
_ J¢ddnfadd . x4 )
T pr22i—x  xF2y24y4-y

22 =gt W2 — V=X =

pisqie s 3 Hy2Y =0 et x+ 2y2 + /4= 50,
2xty2Y
P+ —x

Donc: (VA€ D): flx) =— 2,2
Finslement = 24 2 est la valeur minimale absolue de [ sur [ car:
f=v2)==22 et(vx€D); flx) 2= 242

alors : - =0 Clest-a-dire : flx)+ 2/220.

Déterminons [ I'ensemble de définition de la fonction fiol o=y 1
Sait x un élémentde Rjona: yeDesv+2# 00 20

e rf—2a ' (x+2)=0
v tf—2et Al 220
= xF—2erxE}- 2ulo; ==l

vt X & |=ai = w0y + =]

Donc: ) = | =0~ 2] L]0y + ] .
Montrons que (Vx & J-ac: = 2): flx) = 33
S0t & un dlément de I'intervalle |- s — 2[; ona:

\ 19
(1] = X ' H A=Ay ~54
3=y vy = “-“‘ 77 Atd . L :
- 3 Jiks T a0y Em+v3)
Avra T a

P
;:‘q"'°‘3 est une racine du palynéme x' — 274 -~ 54,
o a'= 0~ 54 = (x+ 3)(x = 3x— 18) = (x4 3V —6)
Bane S =247 - 'l'.‘ 3) (¢~ 6)
Gek2) (s §y21)

O g+ q i " .

3043 (x—6) < 0/car x < — 2 0t (x4 .!i(\. _‘ :._-, wy27)< 0
Dorie . [ev AP~

r‘n!l{"':!._._‘-,l

D‘W!Jv“_]_m;

« 0 lest-ddire; flx) = 3y3d =0,
=2y M= 3430
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Exercice £
+ Déterminons D 'ensemble de définition de la fonction fiel
Soit x un élémentde R, ona: X EDesx > 0 Rl ]
(1]
=X & |0: +
Donc: D= |k + oof. 1o: + el

Maontrons que la fonction f est bornée sur D
Soit xE D, onat Elx)<x<cEm+1=0<s-Exl <1
=) |
v Va

= 0 £ fix) < ]
*Si x=lalors; f(1)=0

*Si 0 <x< lalors Elx) = 0 donc: flx) = xl =yx Dotz 0< fiy) <

/X
*Si x> lalors: yx > | donc: 1 <1.D'o\fjtu~'»;'l."}<1
VX

cela signifie que la fonction f est majorée par 1 et minorée par 0, donc elle
est bornée.

| Exercice &3
ljOna: D,=D,=R
Soit x un élémentde B, ona: fix) - glx) =x' = A’ + x+ 1 = (10x+ 6)
=x"=3"—9% -5
On remarque que -1 est une racine du polyndme x' — 3x" — 9x = 5.

En utilisant la division euclidienne du polynéme x — 3x" —9x - 5 sur X514
on trouve :

=3 —Ox=5=(x+1)x'~4x—3) etona: x —dx—5=x* 1x=5
donc: fix)—plx)={(x+1F{x—5) .
Ona;: fl-1)—g{—=1)= 0 donc: fl—1)=g(—1) de méme f(5)=gl3)
et (vx & =500 flx) < gla) et (vx e [5;+ =) flx) = gx)-

Ho0na: D, =RB—{-lil}et D,=R.
Soit x unéléementde [J, , ona: 1 e+l
Jo =gl = EF 2 (ya2)= (x4 D pEg - 1) =lar D=7
Tableau de signe de fix) — glx):

x =G =2 -1 it

£+2 - 0 o+ + -

r—1 + + 0 - 0 +

fix)— gix) - 0 o+ +

Donc: f < & sur chacun des intervalles |—=o; — 2] et |- L 18
f= g sur chacun des intervalles [—2; — 1[ et JI; + .
1) Déterminons [J;:
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witx gnélémentde B ona: y e, cox’+ 2= 0)

e x(x+2)=0

e x & Jmouy— 2]U|0; + x|
pane: D/ = |0 - 2)ulo; + x|
ona: D, = 2. Soit x unélémentde D, ona;:
il x € ot 2], on a: glx) < 0 donc : flx) —gix) > 0 [car f(x)=0),
g xe[0+ =l ona: gx) > 0, donc:

& o-dx=Lx¥ 1y =]

ol =gle) = VP F 2 —(x¥ 1) =5 ,
=1 X v+ 2r +{x4l) Y+ 2 +lxt 1)

<

pulsgue:s va' + 2 H{x 4 1) > O alors B
; +
Cesta-dire 1 f(x) —glx) < 0 x

Dol : f< g surlintervalle [ + o] et [ > g surlintervalle |-ac— 2].

v+ 2x

e Variations d’une fonction

Soit [ une fonction numérique définie sur un intervalle [ inclus
dans son ensemble de définition,
*+ / eststrictement croissante sur I'intervalle / si et seulement si:
W) e F) ; (x < o= flx) < flx.)
* f eststrictement décraissante sur I'intervalle [ si et seulement si:
M) e F)ilx €= flx) > fix))
* f estconstante sur |'intervalle | si et seulement si
Mlax e ) fin) = flx)

= On peut également étudier la monotonie d’une fonction f

SLlrr un intervalle [, en étudiant le signe du taux d'accroissement Ax ¥ = M)
U % et x. sont deux réels distincts de /.
*Ondit que [ est strictement monotone sur / si elle est soit strictement
Eroissante sur [, soit stricternent décroissante sur /.

Q Parité et sens de variations

L §

I Soit f une fonction numerique dont 'ensemble de définition 13,
Estsymétrique par rapport 4 zéro.

t _Iumntervallu de B inclus dans [, et ! le symétrique de [ par rap-
Port 3 zérg,
A

§i f est une fonetion paire, alors:

[ est strictement croissante sur 1, si et seulement sl f est strictement

Toissante sur /',

/ Eststrictement décroissante sur [, sl et seulement si f est strictement
troissante syr ',
i

Sif et une fonction impaire, alors / a la méme monotonie sur les deux
INervalles ; ot 17,
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Exercices
 Exercice 41

Soit f lafonction définie par: flx) =yx' -2,

1) a) Déterminer D l'ensemble de définition de /.
b} Etudier la parité de la fonction f.

2) Etudier la monotonie de f sur [,

Soit f la fonction définie par: flx) =x° + i— |

1) Montrer que [ est une fonction paire.

2) Etudier la monotonie de f sur chacun des intervalles [0:1] et [1:+
3) En déduire |e tableau de variations de f,

Soit [ la fonction définie sur = par: f(x) = I':-_ =
Y X
1) a- Vérifier que f est une fonction impaire.
b-Montrer que: (Vx e B)i— 1 < fla) < 1
2) a- Montrer que : (Vx € R);(flx)f =1- 2

b- Etudier la monatonie de [ sur &
Soit f la fonction définie par: fix) =x+x —x.
1} a- Déterminer [} lensemble de définition de f

b- Mantrer que : (v e |—=:0]); i.\rszl7

2) a- Soit x et y deux éléments distincts de [,
(x)—fly) (x}+fly)—1
Momrerque-fx _ﬂ" = ful 1D .
el \.x XH Y jations.
b- Etudier la monotonie de- f sur /) et dresser son tableau de vart
¢ En déduire que : (Yx € |—=:0])10 < flx) < i
-
Soit f Iafonction définie par; f(x) = x:zf'-kJ, i
1) a- Déterminer D l'ensemble de déﬁnition de la fonction f -
b- Montrerque : (vxe B');1 = flx) = !
2) On considére la fonction g définie par : gr,n =X : 1
a- Vérifier que : (Yx € D); flx) = | +(g(x))

vy e siRn®
b- Déterminer ia monotonie de Ia fonction g sur £ puis étudier I
de g sur D.
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¢ndédulrela monotonie delafonction f sur chacun des intervalles [1: 4 00|
¢

!_|_|}gt e

o " |x| +1
sait f 1a fanction définie sur 9 par: fix) = e
1) vérifier que [ estune fc:?r.tmn pa:ri. 2lx
1) a- Montrer que ; (VxR (f(X)) =1+ i

b En déduire que ; (Yx & B)10 < (fla)) = 2.
¢ Montrer que y 2 est |a valeur maximale absolue de /.
313-Solt v et v deux éléments distincts de R
(Y = (flx)) 201 —av)
xX=y TS

b En déduire la monotenie de f sur ® et dresser son tableau de variations.

Montrer que :

Solt f I fanction définie sur B par: flx) = x+, x' +x+ 1.

1}a-Montrer que : (¥x € B);

Xt if’ VX +x+i.
t-Montrerque: (Vx & B); fix) > — l
2ia-5git v et v deux nombres réels dhistincts;
[ =fly) [ Ay + L
X—y s \.,t'.".‘)\"‘ |‘+\"j“"+_‘|“-"l
b-En déduire que la fanction f est strictement croissante sur 2.
3501t 4 ta fonction numérique définie sur 2 par: glx) =1 —x'
On considére dans 'ensemble &, I'dquation ; (£): fix) = g(x)
# Verifier que 0 est une solution de 'éguation (£).
¥ Mantrer que 0 est I'unique solution de I'équation ().
oercice 13
%oit f 1a fonction définie par: f(x) = pe im‘
Ya- Déterminer suivant les valeurs du paramétre m, Vensemble de définition
42 a fonction £

Mantrer que :

2 :i"::‘e' que f est une fonction impaire.

* Mﬂﬂt::-nse que m > !!“ . . - '

ricte que [ est strictement décroissante sur l'intervalle [y m; + | et
ment eraissante sur 'intervalle [0;y m.

b Montrer que ; 1

(Yxe R ):0 < fix) <
XER');0 = flx) 2 T

13 "
fndéduire que: (Yxe B):| flix)| = —
2ym
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1a-Déterminons [ I'ensemble de définition de f: oy 1 y) =
Soit xunréelona: yepeyy—2=0

\.'_",':' __'1-

o =2

|y

e x € J-a; = V2] U[V2: + ]
Donc: D= ]“-1:: -2 ]U{\-:E: + x|
b- Etudions la parité de f:
Soit x=D,ona: —x&D etpourtout x de ), ona:
fA=x)=l=xf -2 =& -2 =fx)
Donc: f est une fonction paire.
Etudions la monotonie de f sur D

Puisque f est une fonction paire alors il suffit d'étudier sa monotonie sur
Iintervalie [y2; + o[,

Soit x et y deux éléments de I'intervalle |y 2; + o] telsque: x <y
Ona:x<y=x <y

=0=x -2 <y =2

s fx—2<y -2

= flx) < fly)
Donc f eststrictement croissante sur l'intervalle Iy 3 + ool
Puisque f est paire, donc elle inverse la monotonie sur |'intervalle B
;- 2], alors f est strictement décroissante sur ['intervalle |2

| Exercice £1.]

-
Montrons que f est une fonction paire, ol flx) =x +
eRet
e =T ¢ =y
La fonction f est définie sur X', donc pour tout x &= = yona
ona:
i aire.
=) ==L =X+ 2 _ ftx) Donc f est une fonction P
—X I

I
: : 0:1) et [+
Etudions la monotonie de f sur chacun des intervalles | ]

Soit x et ¥ deuxélémentsde ¥ telsque: x # ¥, 0na: (it £
1 2 v )= (x=yNT
fix)=fiv=|¥+ ::—1\' + ;_,i—'ft = yNx+yh+ Sly— X

feey=fx)Y_ .. 9
x—y, ¥ Ty

= Monotonie de [ sur l'intervalle ]0;1 |:

Bonc:
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Ilncxsla{(ﬁ-\'*f‘z (carx#y )

pey<l l0<ay<l
D<xty<2
-2 £=3
x

2
=Kty w <0
poncla fonction f est strictement décroissante sur l'intervalle J0;1].
+Monotonie de / sur lintervalle [1; + =[:

xty>2
ona: x| > 1“,.‘.!.\.1
y2 1 lay> ]
Xy >2
= i
- U
Ay =
o T e

- Déduction : La fonction f est paire signifie gu'elle inverse |a monotonie sur
deux intervalles symeétriques par rapport a [origine 0, donc f est strictement
woissante sur l'intervalle [~ 1:0] et strictement décrolssante sur |'intervalle

| i
* Tableau de variations de [ :
ol T | (4] 1 +m
f
3 3

Exercice ST

3 Vérifions que [ estune fanction impaire: Ona: D= 2.

St seR, ona:~xe Restrfl-x)= & — l‘ = A9
Y T+ l=x) +ixt
Banc f est une fonction impaire; s A
b-Montrunsque: (VxeR)li-1<flxr <
) |
Sw!xunélémentde Riona:]|fix)]= | Ij | l'-:l.
o j ; +x It X
e X 4 1> alors: /THX > (x Cestdadires T+ ¥ > [x)
R %
3 = ey < Dsignifieque: | fiv)|< 1o (vae Rli-1 < /i) <1
T
HMuntronsque:w_‘. RY:(fix)) =1 i .I\
Y unnombre réel, on a ; %
100 2 sty S S S U = t) OGRS
Flx)y [‘_|4‘.] Tx I+ x {4+
éralivés sur les foncti Elﬂ
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Donc:(vx e B): (flx)f=1— |

1+x
b- Etudions |a monotonie de f sur ~{

Puisque la fonction f estimpaire alors il suffit d'étudie
r
I'intervalle [0: + o . 33 monotons

Soit x et y deux éléments de l'intervalle

(05 + o] tels que-: ¢
Ona;x<y=x <y e xicy),

= F b cifhaf

= |
ml+y 1T+
et ok
=l=T5= s I+
= (flx)) < (f))
= | flx)| < | Ay

Puisque: flx)=0et f(H =0 (car x=0 et y = 0)

Alors: x <y = f(x) < fly) Donc: (vlxy) e ([0:+ ool F)ix < v flx) < Syl

D'ols Ia fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [0; + x| et

puisque f estimpaire donc conserve la méme monotonie sur Ilintervalle
|01, par suite f eststrictement croissante sur =.

| Exercice §¢3 .
a- Déterminons 2 'ensemble de définition de f:ou flx)=xTyx =X
Soit x un nombreréel, ona: xEDemx’ —x =0
e=xlx—1)=0
Donc: = |ee:0]ull: +ae] e x € Josi0]ulli+ =l
b- Montrons que (¥x € |—=:0]); flx) < é i . I —
Soit x un réel de Iintervalle |-~:0],ona; flx)—5 =x— 2 *¥¥

Puisque: x° _t'h_’}l_i{ alors : El*\'—t‘:fl'

Donc: yx' —x <y (x- !‘.] Cest-a-dire : 1 —I<|"_
1
E\'ona:xSﬁdonc:x—é <Ud’ou:|x—é1"“t "2')

; Leo
Parsuite: yx —x < —{.t— ]2} Cast-a-dire: yx —x+HX— 3

1
Donc: flx) = ;— <0 Dol:(vxe ]--:xl)l]‘f(x} <
a- Montrons que L8 =10) __ /&) +fly)=1

X=Xy \c"\”—;\"*v" x
Soit x et y deux élémentsde [ tels que: x # ¥, 003%

—y ¥
= ﬂv)—t*‘sx —x—y—Jy—y=x—y* ‘“——x"\)
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(=) =tx=9) _ oyl o XY= 1_=,J
AT \«G?:r-\‘ oy =y J’)( VR =x Jy =
=zt Jy=ytxty=1\_ S+ A=
=n—.vl("-—x e = (o= 7!'*:1—_)
Vs L= Y&y =y
: o fea=fly) _ faxy)=I
pane: (Y(x) € DIRa# )5 — TR i e
p.« Erudions la monotonie de f sur lintervalle |-oci0]:
it v et v deux éléments de I'intervalle |- cci0] tels que ; x # y.

fix)'<

2 afHiyle
fiyl<3
Sy =1 <0

Ona:

I3 (x)+fly)—1
elona:yx = x+yy =y >0, donc: r-!:it' f0) <)

Vet —y
=1 sl ; it
=T < U.Donclafonction [ eststrictement décroissante
wrlintervafle |-=:0].
+Etudions la monotonie de f sur I'intervalle [1; + = :
Soit x et y deux éléments de I'intervalle [1; + = tels que : x # v.
Onatx2 lasx'=x20

=yx'—x=0

Cest-dedire

=xtyr—x=1
=flx)=1
ftpuisque fly) > 0 alors :
v
Cest-a-dire: ]tr::{[ Y., (), done f eststrictement croissantesurl'intervalle
li:+ |, par suite le tableau de variations de f est le sulvant :
% =) 0 1 +a0
f
0 1
& Béduction ; La fonction f est strictement décrofssante sur l'intervalle
0], donc s 1 < 0= f(x) = £(0)
h“‘a"lue- i = f(x) =0 o7
O (v, .‘ apres Igtableau de variations: ¥ € |- mi0]; flx) 2
Brris J-eei0)): fr = 0
N3:(vre |-ai0)); flx) < 5 (d‘apres 1)b)).
fone: (v Foei0)):0 =0y < &
o ériques - 179
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12]
[Exercice £t

1} a- Déterminer D I'ensemble de définition de f:ou fly)= 2¢ +2

Soit xER,ona:xEDe=+ 2+ 1#0 T
elx+ 17 #0
e=XxF— |

Donc: D= e — U1+ .

b- Montrons que: (Vx e 2');1 < flx)

=2
) s N e R o = S (el
Smtxr:z{,un?); fx)— 1 =gy 1 e
Puisgue: (x+17 20,alors: fix)=1 (1)
Dautrepartona:z—fy=2- ¥+ . &

craEl (xe 1)
Puisque : _Ax =0 (car xe B Yalors: fl)=2 (2)
(x+ 1)

De (1) et (2) ondéduit que: (vx e B7):1 = flx) =2

2)a-Vérifions.que : (Wx & D)o flx) = 1 +{gl))
Soit x un élément de B {-I}

‘“‘al*i":"”_h‘;\*l] L::::
ReF AP RlE=AY . B ey
= (x+1) X+ 2x+1
Donc: (Yxe B—{~1}}; flx) = 1 +igx))
b- Déterminons la monatonie de g sur D¢
Soit x € D, onat () = ::1' = ‘:] 21+ \_:|

1
Donc le tableau de varlations de la fonction g est le sulvant:
x a0 -1 oo
I

= Tableau de signe de la fonction g

x — =g = | 1 +a0
x4 - 0 4+ +
x—1 : o g *
x—1 + . +
Pl 0

. J..]_I!

ponc:e glx) = 0si v € |-ag; = |! |.J|1;+1,{

. glal = (s
¢- Déduction de la monotonie de f :
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, Monotonie de f sur Vintervalle [1s o] :
ot ety deux éléments de l'intervalle [1; + =| tels que: x < y,
paiasy= glx)< gly) {r:ar ¢ est strictement croissante sur [1: + n:Ij
w(gle)) < (gly)) (car ¥y e[l + x| 1g(x) 2 0)
o [ +(gla)) < 1+ (gly))
= fix) < fly)
ponc | est strictement croissante sur lintervalle [1; + ~[.
+Monctonie de f sur lintervalle |- 1:1]:
soit v 8t v deux éléments de I'intervalle |-~ 1;1] tels que : x < y,
onax <y gix) < gly) (car g est strictement croissante sur )
s{glx)) > (gly))  fcar vae |-t )igixr = 0)
= | +lglx)F > I +{g(y)y
= flx) > flx)
Dunc f est strictement décroissante sur l'intervalle |- 1:1].
*Monatonie de | sur l'intervalle |-oc; = 1] :
Soit x et ¥ deux éléments de Fintervalle |-=c: — 1] telsque: x < v,
ona. x<y=plx) < gly) (car g est strictement croissante sur J—m:— 1[)
= (pl2)) < (gly)) (car vy e |—m:—1[12(x) > 0)
w1+ (g(x)f < 1 +(g(y))
= flx) < fly)
Benc [ est strictement croissante sur I'intervalle I=mi=11.

gy

" Verifions que / est une fonction paire: o

XER ona: ~xe R et: frn=slil Jalt L g

vIH(=8F  Witx
MAYXER);—xe R et fl-v) = flx) D'ob f estune fonction paire,

1z Montrons que (Vxe RE(fla))y =1+ [:.lq- | ‘

+x

Soit y un élément de 2, on a:

Ufnr:(l!lf 1 ] _ e 2x|+ 1wl
o v1+a? i ol '+

Nt (v R):(f)) = 1+ .l;lxll

Uetion - vt

Soit i = x|+1
,:. Funréel R, ona: /iFa > (et [x|+ 1> 0,donc: ll reen 2 0
Mt‘- A3 o

dires fixys 0 (1)
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Etona: 1l 11
T S . T | I 'l o i
(af 2=t rpa= s g -l= =S -le lll"l“ﬁ.!
5 ¥
Puisque: (x| =1V <0 et 1+ >0 alors: _‘i]"‘;l_;:” |

Clest-a-dire : (flx)) =2 (2). De (1) et (2) on en déduit que ; 0 < (i e
Dlot: (YxeR);0 < (flx)¥ =2 t

¢- Montrons que {i est 1a valeur maximale absolue de [ :
+Ona: fll)= :‘; =42
« Solt x un réel,‘o_n a: 0 <(flx)) =2 donc: y(fx)) <42
Clest-a-dire: | f(x)| <2
Puisque : flx) > 0 alors: fix) = ‘-"2 Donc: (vaxe R); fix) =y2
D'ou : \r'i est la valeur maximale absolue de f.
.- Montrons que : (¥(xiy) € (R Flix #£¥)iona:

(V= () _ 200 —xy)

x=y (1 +x° 01 +57)

Soit x et y deux élémentsde X' telsque: x # vy, ona;

- 2 2| x| 2x Ly
(Ff —{ g =1+ - = A2l _ &

I+x ity 1+x 1FY
_ Ax+ay—y—xy) _ 2Ax—yli=ay
T U+ )y (00 +y)
poric: LAY —(fx) 201 —ay)

x—y Ty

b- Etudions la menotonie de [ sur ®: =

f est une fonction paire donc il suffit d'étudier sa manotonie sur g oy i
= Déterminons la monotonie de f sur chacun des intervalles [1; s et] e
Soit x et v deux éléments de l'intervalle [1:+ =| telsque: ¥ i
{x 2 L |

y=1

WV

=21=xy<0

21 —xy)
Ona:l+x >0etl+y' > 0donc: - .

e < () puisque’
{1+ )01 +y)
'-”'”,"‘-' P o (e + Al f'x:__i.f\' 201 _
i fix) = fly) idere—s |'u-'
et flx) +fly) > 0 alorsle signe de =" est celul de g )l ™

Tx) =¥}
dnnc‘."‘x‘:_'," <0

Dol = f est strictement décroissante sur lintervalle [1; + ool
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pisaue | st paire donc elle inverse la monotonie sur fintervalle J=ei=1]

I

s | est strictement crolssante sur l'intervalle |- =; - 1].

i

, pétermyinons la monotonie de f sur chacun des intervalles [0:1] et [- 1:0]:

sqit 1 ety deux elements de l'intervalle [(:1] tels que: x # v,

ohd: US"I‘Sl:&I)'(l

o<y=<l
=l=xy>0
I=xy
2+ +57)
LA =1 g
G

[car fix)+ fTy) > 0)Donc la fonction [ est strictement croissante sur

ntervalle [0:1].

£ pulsque [ est paire alors [ est strictement décroissante sur 'intervalle

=10},

*Tableau de variations de f:

>0

x| = -1 0 1 + 06

ercice 673
'Maontrons que: (Vx e R);[x + I} i <
Soit v un élément de B ,ona: X
Wa'+ x4 1) ( %+ él) =gt x il == _ll = :

A e : e 1
Bone s (y/x 441 >”-\' + H) Dloli; vt ta+l "I*'+ 3

Alnsf 1wy & RB):fx+d |« o Fari

b j ;
Montrons que: (v & R): /(3) > — 1ol fla)=x+yX +a+1
Soi = T

LY un élément de R, ona: |.\'+ H“‘ {.\'+ ”
P P % =

e s|v+ ) | alors: vaTFAFT > =[x 'U

Cesr.3 ) @
Es&a-dire:u +tx+l4es>—- ,I, Donc: [ Vx e ®):fix) >- é

] i )
Ntrons que s (Wixiy) e R (x Av) s S0 L JEbane) .
Ona: x=y LR B o
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flay=flyy=x+ V5t xt 1 —y=

; .+y+‘='(_\'+\rx:+x.+.l—"l?';'--
AP PP i o8 b s U &7
=x= P e———— .

vx x4y e+l

(x=yix+y)+ (x—y)
VX bt Ly + vl

=i ettt )
e e e = |

(W~iy )
x—y+ =x— b —pmar ¥ Hxt ¥ 1)

Vx4 Yy .\."_ 1

= \'I“':" -é-.\-I:-l: s .‘:'}f,- y+ L +x+y+ | ] e \-\{ Foo+ Ty
A \_._\'+3;+i1‘},."\-+| I \I‘_‘.HI.H.;.”_I
Donc: (V(xy) e R)ilx #a);onay SRyl fdeflyle
X v " + &
b- Deduction: Yt Ly +ysl

Soit x et v deux élémentsde X telsque: x # v, ona:

d'aprés la question 1)bjona: flx) > — ‘lz et fly)> - 5
donc: flx)+fy) > — 1 clest-a-dire: flx)+fyl+1>0
etona:yx tx+ 1+ \':v‘_+ y+1>0
donc: —— ﬂf)_ Ay +1 > () D'ou : _Ff-\". :ﬂ ¥ 0

v Fl+dy+y+1 XY
Ainsi f est strictement croissante sur 2. \
3) a- Vérifions que le nombre 0 est une solution de I'équation (E): flx)= il‘.-.
Ona: fl0)=1et g(0)=1donc: fl0)=gl0),cela signifie que Ie nomaed
est une solution de I'équation (E).
b- Montrons que le nombre 0 est I'unique solution de (F):
Onalafonction x—— ' est strictement décroissante sur &, don¢
que la fonction g est strictement décroissante sur = .
Ona la fonction [ est strictement croissante sur & et la fonctien &
stricternent décroissante sur 2|, done :
x> 0= flx) > fl0) et glx) < g(0)

=flx)>let pgix)< |

=glx) <1 < fix)
Clest-a-dire : (vix & |0i+ ) filx) # glx).
= x< ()= flx) < fl0) et glz) > g(Q)

= flxy < Let gix)> 1

2 fla) < 1 < glx)
Clest-a-dire : (Wx € J0u +ocl): flx) # gix). unique
Dlot: (Yx e B): fix) # glx), cela signifie que le nombre 0 stV
solution de 'équation (£).

on dedut
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e

13- Déter D, I ble de définition de f : ol flx)= jr"i =
sty ER ona: XE 0. = x"+m+# () On a trois cas:

_gercas: st m > 0 alors Di=R

_zemecasisi m =0 alors =R

_3bme casi sl m < 0 alors D =R\ {y—m,~y—m}

b-Vérifions que [ est une fanction impaire.

(s proposition: “Yx & L. 1 —x & D." est toujours vraie quel que soit la
valeur du parametre m .

#tonapourtout x de I, : fl-x)= ‘-x-! “. e -:m == flx)

Denc / est une fonction impaire.

110n suppose que m > ()

aEtudionslamonotaniede  surchacundesintervalles [0:y/m] et[ym: + [ .
Soit x et v deux réels de 'intervalle [0; + x| telsque x# v,

Ona
d N TR S O =Nt =
I“I— fiv)= .._\ - ¥ = Xy m xry ym _ mix ¥ VX ¥
A e m oy em (a +m)(y' + m) "+ mNy + m)
(%= vNm—xy)
(aF+ )y + m)
x)—fly ~xy
Doses. L ?__{T._\i i =y
x=y (& +mMy +m)
' ; i
Menotonie de f sur lintervalle |y m: + =l .
Ong: |x=y :
EH v — xy>m  l@rx#y)
¥2im

=m=xy=10
Aa)—fix)
=y
?"”C I 8t strictement décroissante sur l'intervalle [y mi + x| .
Monotanie de S sur l'intervatle [0y m] -

B 8 o y
visque: (x Fm)y'+m) = 0 alors

Oni 3: = i
3 {ng,n T oy
O=y<ym
s = Ay > 0
Pui / )
saue (30 4y ) FEmISI fx)=fiy) o

Dunc . X=y
J &ststrictement crofssante sur Iintervalle |05y m ]
o : 4
ntrons ques (vy & 2°) W= fAx)=

Sn“-‘ER'

2vm

sona: x=0etx' +m >0 (car m = 0)
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‘est-a-dire - = )=
c'est-a-dire P =0 Donc flx)=0

Dautre part on a:

. 1y — §
1. — flx) = ol : _X+tm=2ymx (x= /¥
2Vym 2dm X +m 20mia® + m) 2y mlx* + )
Puisque: (t—\m\ 0 et Jmx' +m) >0 alors ! e
2m S = 0005
ﬂ‘.)< ._ =
..\ m I
Parsuite: (Vxe R') 0=flx)=
y Zym
¢- Déduction:

-SixeR' alors0 = f(x

2]
W done| flx)| =

2ym
-SixeR alors —x€ R donc:
g \ 1
O=f—=x)=—
2 2vm
cest-a-dire: 0 =—flx)= o (car f estimpaire)
=y m
dietit!) — 1 =flx) =0 parsuite: |flx)|< !
Zym Zym
Ainsic (vx e B):| fla)) < =L

2ym

2 > B nes
Monotonie de la composée de deux fonctions monoto

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sif ol
intervalles [ et J tels que : Pour tout
xelona fialeJ il
= Si f eststrictement craissante sur [ et g strictement crolssante &
alors la fonction gof est strictement croissante sur /. ) o507
*5j [ eststricternent décroissante sur / et g strictement décrolssant
alors la fonction gof est strictement croissante sur /. e
*Si [ eststrictement croissante sur / et g strictement décroissa™
alors Ia fonction gof est strictement décroissante sur /. e urd
S f eststrictement décroissante sur / et g strictement crojssent
alors la fonction gof est strictement décroissante sur /.

Exercices

Soit f la fonction définie par: flx) = - 3

2% + 1
1) Montrerque: (Ve R);—3 < flx) « 5
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) Montrer que /= vou ol ulx)=x" et vix)= 2’;}”'
3)n déduire le tableau de variations de la fonction f.

[ercice £LR

i X —4x+6
sait [ la fonction définie par:  flx) = 4x

¥=4x+8
i) a- Déterminer D l'ensemble de définition de f.
b Montrer que : (vx & D) < /(x) < |

1) 0n considére les deux fonctions 1 et v définies par:

x+1

x+3

a- Donner le tableau de variations de chacune des fonctions u et v,

pl) = =4y +5 et vix)=

b-En utilisant les variations des fonctions i et v , étudier les variations de

lafonction’ [ sur chacun des intervailes |-=c:2] et [2:+ x| .

Bxercice SLI

Sait f la fonction définie par: flx) = Ed]

i+
1)a- Déterminer [ I'ensemble de définition de [
b-Etudier a parité de f.
2) Montrer que la fonction [ est strictement décroissante sur 'intervalle
bi+ x| puisen déduire sa monotonie sur l'intervalle |—=:0[ .
I Montrer que; (v e Joi+as) o< fla)< 1 )
450t 4 lafonction définie surlintervalle Jo: + [ par: glx) = :
a-Montrer que: (vx e J0;+ s|) ; glx)=(fof Na)
b-En déduire Ia monotonie de la fonction » sur llintervalle J0: + = .
eicice 19
:‘;: "0 la fanction définie par: Jix)=+ * i
= resser le tableau de variations de f . )
) So:” dans un repire orthonormé, la courbe représentative de la fonction f,
& €t h deux fonctions définies par:
)=+ 2y et fi(x) = :‘ : :l‘
1Y
 Détarminer ) I’ensnmbr.:’ del définition de la fonction A
“':::ﬁv.-rque: (Vxe D) hix) = (gof)x)
"er le tableau de variations de la fonction /.

+ 2% +i]
+ 2+ 2
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Soit f et g deux fonctions numeériques définies

par: flx)=x'—2x+2 et glx)=x\x

1) a- Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction g
b- Montrer que |a fonction g est stricterent croissante sur )
¢ Endéduire que: g([0:1])  [0;1] et gl1: + =) c [1: + ]
2) Déterminer les variations de la fonction .

3) En utilisant les variations de chacune des fonctions f et ¢ | ftudier s

variations de |a fonction h définie sur B' par: hix) =5 —2x v+

Soit f' et g deux fonctions numeériques définies par:

fla)=x"—dx+ et glx)=

1) Montrer que: fIR)=[—3: *\-:&[

2) Montrer que la fonction ¢ eststrictement décroissante sur l'intervalle [0 + 2|

3) Soit h la fonction numérique définie sur l'intervalle J0: + | par:
e X 41,\' +1

a- Veérifier que: (va e |0; +=|) ; hix) = foglx)

b- Donner le tableau de variations de la fonction h.

¢ Montrer que: (Wxe[l:+=|[)i—2=hix}< 1.

| Exercice &/ . . g
1) Montrons que: (Wx e B);— 3 < flx) < é ol flx)= 3,751

5
A 5 =3 L ne
Soit x un nombre réel, ona: flx)+3 =5t 3= 3+

Puisque 13{. =0 alors flx)+ 320 donc fla)=—13

. =13 7
D'autre part on a: l = flx)= —l, = 2“1: F 1 BEP 1)

L
|

Puisque '1'1'!\?-".- 75> 0 alors ]1 —f{x) >0 danc flx)°
Dol (vxeR): —3=flx)< !1

1
2
=
o ulx)=x" et v(x)= 3¢+
1) Montrons que  f= vou K (x)=3 Y= oule!
A ¥—3 _ WX 2 = plplxlT
Sait x unnombreréel,ona: flx) = a1 Sulx) 4 1
ponc (vx € Bz flx) = voulx)

11 Deduction:- Tableau de variations de u:
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Tabieau de variations de v:

+a0

baj—

v

sur l'intervalle |-=c;0]

Lafonction 1 est strictement décroissante sur l'intervalle |-=:0] et on a:
¥y e a0 utx)=0

st la fonction v est strictement croissante sur |'intervalle [0;+ <[ donc

la-fonction  f est strictement décroissante sur lintervalie -0 .
“Surl'intervalle [0; + o :

L fonction 1 est strictement croissante sur |'intervalle [0; + 1.[ et on a:

(7Y e 0; 4 aof) i ulx) = 0 et fa fonction v est strictement croissante sur
lntervalte [0; + ac ,

Donclafonction f est strictement croissante sur lintervalle [0; + |
“Tableau de variations de |a fonction .

X w 0 +oc

ey

1 . ; =
*Determinions 1) 'ensemble de définition de f.ot flx)="— 371 ¢

3o i r—dx+ 8

o X Untéelona: G [ esx' —dxt 840

I“ﬂqug e discriminant du triname &' — 4x + & est le nombre A =~ 16 alors
W8 £0 Donc: xe Doy R Do D=R,

b.
5 Montrons que: |

1
Vxe D):s S flx)< |
Ot x up réel, an 2

a

M= = ¥=dx46 . P-dy+b-Fr -8 _ =

Py M—axrg ! X —dxts & — ks
e 3 i s
T 8> 0 ear le discriminant du tringme x — 4x +§ est
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strictement négatif et le coefficient de A* est strictement POSitif 3
=2 _ S o
= =PRI 0 Clest-a-dire flx)—1 < 0 donc flx)< | (1) etong:
_ et L8 BBy - oRi
BB B, vy e e B ) Y Xy
=T = - derg)
{x—2)

Puisque (x—2) = 0 et 2{x" — 4x + &) > 0.alors 2('\',[;;__43-); 520
Cesta-dire flx)— 5 = 0done )= 4 @)

Dol de (1) et (2) on déduit que: ;i)_ sflx)<1
Par suite: (¥x e RB): 1, =flx)y<1
a- * Tableau de variations de 13 fonction w : Pour tout réel x,cns
ux)=1x(x=2y+1
Puisque 1 > 0 alors le tableau de variations de la fonction i est le suant

X =00 2 +oe

u
1

s B + 1 = (-1
* Tableau de variations de la fonction v:On a: v(x) = : T3 eth= R
Pour tout x de [, ,ona: vlx)= X_:_E_EZ =1+ t_; 3

F SR jart
Puisque —2 < 0 alors le tableau de variations de la fonction ¥ est lesu!

x —oo s + oo
it

b- Etudions les variations de la fonction f : Pour tout réel X ,ona

Axy="5—4x+6 _ (¥—dx+s)+1 _ulx)+ ] _ r{uf-\"]f‘”mll‘l
: xX—4x+8 (¥—4dx+5)+3 ulx)+3

* Monotonie de f surl'intervalle |- ;2] : 2] dont
On ala fonction u est strictement décroissante sur I'intervalle i

x = 2==ulx)=ul2)
= ulx)=1
cest-a-dire ull-=:2])c [1; + | Onadonc:
« Lafonction i est strictement décroissante sur |—oe; 2]
s 2] e+ al)
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+ [a fanction ¥ st strictement croissante sur [1: + x|
Dl [ foniction = vou est strictement deécroissante sur l'intervalle
f-su:ﬂ i
+ Monotonie de [ sur lintervalle [2; + ol .
gnalafonction u eststrictement croissante sur I'intervalle [2; + |
doniee ¥ 2 2 =ui(x) = u(2)
=ufx)21
cestadire s wl[2: +oel) € [15+ =
Onadone:
+lafonction i est strictement croissante sur lintervalle [2; + x|
vull2+ i |1+ o
+ | eststrictement croissante sur lintervalle [1; + s .
Dolila fonction f= vou est strictement croissante sur l'intervalle [2; 4 =] .

[Exercice §T3
aDéterminons [) 'ensemble de définition de f:ou flx)=
WitxeR ,ona: YEDs=sx"tx#0

x|
x +x
=xlx’+11£0
= #F0
fone H=1" i
b-Etudions fa parité de f
SXER ,ona —xe R et
Sl=x)= =t S | [F, d
o =gy Satex Lt
Bonc: (v e Rh(-xe B e fi- x) = flx)) Dot f estune fonction impaire.
* Montrans que f est strictement décroissante sur l'intervalle Jo: + =] :

Ona: vy e bi+ D)= |x ¥ |

==iflx)

e et | e i |

Saut ; ’
* &L ¥ deux réels de I'intervalle [0, + 0| tels que x <y, ona:
A<y <41 <Y+
I 1
¥,

1 & g oo
= f13) < flx)

'Brrd Ia fonction' £ ast strictement décroissante sur lintervatle J0: + o[ .
Uttion: :

hon f est strictement deécroissante sur intervalle J0: + o[ et f estune

B 191
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fonction impaire donc f est strictement décrolssante sur Minte

Mille |~
1) Montrons que: (Wx e |0+ a[);0 < fla) < 1 I |
Soit x un élément de l'intervalle |0; + o] ,ona: fla)= !
Ona: fla) >0, dautre part,ona: x > D =sx"+1> 1| *k
1
=yl <l
= flx) < |

Done: (¥Yxe J0;+=]):0 < fla) <1
4) a- Montrons que: (vx € 10: +=|) 1 g(x) = { fof )(x)
Soit x un élément de l'intervalle |0: + =] , ona:

= N q = 1 I i b
{fof Nx) = A S)) = (Ax)y+1 1 £ 4+ 11+
(x+ 1)
ST s fo ] o x)
e e e e A

Donc: (¥x e J0i+0el), glx) =1 fof M x)

b- Déduction:

Ona [ eststrictement décroissante sur l'intervalle Jo; -+ |

et fU0:+ =) J0; + x| (car vx & o+ <[ ;0 < flx)< 1)

Donc la fonction g = fof est strictement croissante sur Vintervalle [ +a

. X
1} a- Tableau de variations de la fonction [, o0 flx)=
ona: D=R-{-1}. |
- X X x+1-—1 "
Pourtout xED ,ona; flx)= 1 =1 I+5 . des interalé
‘ Puisque —1 < U alors [ est strictement crolssante sur chacun

Faoi=1] et ]-4+l .
Tableau de variations de [,

% | —o0 | o
f
» Tableau de quelques valeurs prises par f:
X 2 - l} 0 |

fix) 2 1 i}

Fa—
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‘0

lia- Dekermmuns b
plr) =2
003 )= (5
sot yunréel ona:  xeDesly+ 1) £
ey + | #0
e x#— ]
= yreER {

Ponc: ) = R—{=1)

1}

b-Vérifions que: (wx € D) hix) = (gar)a) ol glx)

Soit s ,ona:
lgafNx)= gl flx)) = (flx)) + 2/x) L\.‘ T

x
3 ' i 2]
X axtxt 1) 3+ 2% = hilx)
x+ 1) {x+ 1} (x4 1)
Done (vy ¢ DY) = (gaf ) xd
¢ Tableau de variations de |a fonction /i
Pourtout v & B ,ona: plx) =o'+ 2x = L X(x H1)

1
v+ 2vet flx oy

1

b,
Wsque | > () alars 1a fonction o est strictement décraissante sur
lintervalle |- ng: — | | etstrictement croissante sut 'intervalie [=It; o ol

Tibleay do variations de g

X s &

R

M
Motonie de i syr -l |

B
H Ststrictement crolssante sur l'intervalle |-
1) el bl (Dapres la courbe de )

* )

:93‘ srictement craissante sur 'intervalle J1: + | |
"lafonction & = yor wststrictement croissante sur(‘intervalle | -ov: 3

Gandralités sur le
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» Résolvons I'équation: fx=—1

= .

E=—lsmm=—1

=x=—x—1
mx:—l‘

* Monotonie de i sur I— = L
» [ eststrictement croissante sur |'intervalle l 13- 1, l

. j(l— 13— %-1)r_ |- — 1] (D'apres la courbe de f)

* ¢ est strictement decroissante sur l'intervalle |-~ — 1]

Bene la fonction /i = gof est strictement décrolssante sur |'intervalle ] I;
* Monotonie de h sur

E

Lokl

* f eststrictement crciss;nte sur 'intervalle l— ‘]1: + .x|
. f([— ;. . :ul}r J-1:+ x| (D'aprés la courbe de )
» ¢ est strictement creissante sur l'intervalle =13+ =

y o L ol
Donc la fonction /i = gof est strictement croissante sur l'intervalle ] L
Par suite le tableau de variations de la fonction /i est:

! A P n &
1) a- Déterminons [) l'ensemble de définition de la fonchio
= Xy x

ER , 0N xEDemx=()

w

e Y E |[J.+ x|
Pone D=0+ x|
b- Mantrons que la fonction g est strictement croissante suf Ih i
Soit « et v deux éléments de lintervalle [0: + | telsque ¥ =V
Ona: x<y '=[”£‘ e 0.3
D=x<y
s XV <y
=2 glx) < gly)

[

. i ; ’ 0%
Done la fonction g est strictement croissante sur lintervalle [
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péduction: Soit x un élément de I'intervalle [0:1] on a:
& BN e e
-I(.-lnl']] =0Zxs |

)< gl(x) < g(1)

= Dsglx)=1 (car g eststrictement croissante sur 2 )
pone (v €10:1 Psetoefo:n] . poeu gllo:]) e (o]
crellitml=a21

s glx) = g(1) (car geststrictementcroissantesur|l; + acf )

splx) =l

done (v e |1+l kpla) e i+ |

dob pll1:+ sl) c 1+ o]

2| D&terminons les variations de Ia fonction f.

Pour tout eéelf v ,ona: flx)=x' =2+ 2=(x- 17+ |, doncle tableay
devariations de [ est le suivant:

x |~ 1 T
S ai
¥ Budions les variations de /i sur l'intervalle [i!.‘ )
tafanction /1 est définiesur 2 etona pourtout v de ¥
b= a0 = 20V 2= (ada) = 23 F 2= (g(3)) = 2pla)+ 2
Nela = fag)ix)
*Mosotnie de ) sur Vintervalle [0;1]:0n a:
¥ uststrictement croissante sur I'intervalle [0:1]
_";'r"'::l’tl-‘a [0:1] (D'aprés 1a question 1) )
Do I; }‘::‘RE!HQM décroissante sur i'lntervalli'. Jo:1]) . . .
g ction /i = fuy est strictement décraissante sur I'intervatle [0:1] .
onotonie de )i sur I'intervale [1:+ = :
_;‘[Ttlstfintemem crafssante sur I'intervalle [1; + x|
T "_—|Jt [15+ ]
'ﬂ::::;ﬂe_ment cralssante sur |'intervalle |1 + x| . _
Chon /i = fug est strictement craissante sur |'intervalle [1; +

UMony, =

OMIONS g (1) = [—3: 4 oo
¥untéel, ona; fly) = y' = dx+ 1= (x
s rumériques ) 195
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Puisque (x—2) =0 alors (x=2) —3>—3 dane fAx)y=—3
Dol (vx e B); flx) =—3 cest -a-dire: (vx e J‘"“‘?FiﬂH-m[

Par suite: _ﬂz]c[—3:+ml (1)

« Montrons que: [~ 3; + 0| € fIR)

Cest-a-dire: (Vy €= 3i+ e[ k(3v e B); fla) =y

Soit y un élément de l'intervalle [—3: + «| , montrons que I'équation
flx) =y admet au moins une solution dans 2
Ona: f)=yes(x—2Y-3=y

e (k=2 =y+3

B S "\'+ Boux—2==yy+3
=X = "+\)+hm\' =2—yy+3
Donc: (Vy & [—3: + o[ X{3r e Blflx) =y Dol [—3:+ x| c AAR)
Par suite de (1} et (2) on déduit que: fIR)=|—3:+ ]| .

J)Montrons que lafonction g est strictement décroissante sur ['intervalie Jo; +
Soit x et y deux éléments de l'intervalle J0: + x| telsque x < y,on&
x< y=0<yx<yy
[
NX vy
—s p#{x) > gly)
Done: Y{xy) e ()0 + s=f); 2

-

< y=s glx) > gly)

D'oll la fonction g est strictement décroissante sur Jo + o0l
y1a- Vérifions que (vx & J0: + =] hlx) = ( fog ) x)

Soit x un élément de ['intervalle |0: + <| ,ona:

g 1 441
(fog)x) = flelx)) = (glx)f — 4glx)+ 1= |:‘ - 1= 7%
1— 4yt X = e
-l '1_'-_|:-1—4-"r+l- S
x "y x x

pone: (vx e Ji+ =) hlx) = (fog)lx)

b- Tableau de variations de la fonction /:
- Tableau de variations de la fonction g

x 0 _1| e

o 2
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rbleau de variations de la fonction f. .
'mrmt téel x yonar flx) = 1 x(x—2) =3, donc e tableau de variations
defafonction, Jf est:

x| = ! + o0

|
MR = 2 s =2
pna: glx) 2
-_—ay’-x—lz

o X = 4

Dont: 0 < x5 ‘I‘ =>;;(x}-.‘-_",te[.;11 ] {carp estdecroissante sur [0 + oo

=s plx) =2
ol
Dod gl 0: ) € [2:+ ool
Farsuite: - La fonction g est strictement décrolssante sur |U' 1* |
__‘,[[u;-éli“c [2: + =]
-lafonction | est strictement croissante sur [2; + | 1
Bonc h = fog est strictement décroissante sur 'Intervalle l{l: 3 [ ;
-
ftona; y> §=—elx)= A(i]
s glx)=2
: 1
Donc: |4 14 ) Jai2] par suite:

“Lafanction ¢ est strictement décrolssante sur ’ ’l At 1—[
i+ o) Joosiay
3 fonction I eststrictement décroissante sur |—=:2]
nmft = Jog est strictement croissante sur 'intervalle “ oy ‘-|
I8 tableau de varfations de la fonction / est le suivant:

x |0 i o

h
3

M
Ontrons que; (Vxe |l + x|l -2 Hi) =1

Geniralitds sur los fonetions numériques . 197
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* La fonction h est strictement croissante sur Iintervalle [1; + o
Done: x= 1 = h{x)= (1) e

= h(x)=—-2 (1)
* Soit x un élément de Fintervalle [1; + | |, ona:

s Thr b

= —-'4\_..\‘ . |
X

X

Puisque: x = 1 alors =4y x4+ 1 =3 donc =4yx+1 <0
Clest-a-dire;  hlx) < 1 (2)

D'olide (1) et (2), on déduit que; —2 = hlx) < |
Parsuite: (Wxel+txl)i—2<hnix) <1

Soit f Ia fonction définie par: fla) = 1: )
1) a- Montrer que: (vx e 2) 2| flx)|[< 1
b- Montrer que f est une fonction impaire.
2) a-5oit x et vy deuxnombres réels distincts.
—fly 201 = xy)
Montrerqug; ﬂ-‘*\)_{f '= {1 +l,t"){1 =3 ¥) i
b- En déduire la monotenie de [ sur chacun des intervalles [0:1 ] et
et dresser son tableau de variations.

3) Soit g et & deux fonctions définies par:

1]

(¥ +ad o
a- Déterminer la monotonie de fa fon;,tgon ¥ sur son ensemble df_!._dffn'nnp
tracer sa courbe représentative dans un repéere arthonermé (i1
b- Déterminer graphiguement z{[ - 1;0]) et g([0:+ =) -

c- Vérifier que: (vx € H); hix) = gofix)

;,-(.r]=\-.r--i et hix)=

d- Dresser le tableau de variations de Ia fonction /1.

| Exercice o3

Soit f lafonction numérique définie par: f(x) = 3x — 0¥ %
1) a- Déterminer ) I'ensemble de définition de la fonction /-
b- Montrer que: (vx e[l +a]); flx)=8 =l
2) On considére la fonction numérique & définie par: glx) ="

a- Dresser le tableau de variations de la fonction £ -

B
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p- Tracer dans un repére orthonormé (0 f‘:_fJ , la courbe représentative de la
fonction et déterminer graphiquement ell1:2)) et pl[2i+a]) .

& Déterminer 13 fonction polyndme h du second degré telle que:
(vl + sl )i fix) = hoglx) , puis étudier les variations de la fonction f.

[bercice 223

soit [ la fonction numérique définje sur 2 par; flx) =x'+x +x
1)a-Montrer quer (V(xiy) € BY) ;x4 x(l +y) 4y’ +y+1 20
b-Montrer que la fonction f est strictement croissante sur 2
- Montrer que 'équation f{x) = 3 admet au plus une soltution dans &
2) On considere |a fanction riumérique g définle sur lintervalle |—=;10]
parglx) = 10 —x
& ftudier les variations de la foriction g sur lintervalle |-=;10] .
b-Endéduire que I'équation f{x) = plx) admetunesolutionuniguedans 2.
3] On considere |a fonction numérique k définie sur lintervalle J0; + [
L4xt+yx

_""
#Verifier que: (vae |0z + xl.]:"’['”'_-"l{ !‘_ )

N

parfilx) =

b-En déduire |la monotonie de Ia fonction 4 sur Iintervalle [0 + | .

Erercice 774

Soit f fa fonctian numérique définie par: fix)=x+2=/x+2
Ya-Déterminer b I'ensemble de définition da la fonction /.
b-Montrer que: (vx & B); flx) =— .:‘
& Résoudre dans l'ensemble ) |'équation; flx]l=2
USoit u ey deux fonctions numériques définies par:
U= =y ot ux)= x4 2
:;:l:l:ier 'es variations de la fonction v sur son ensemble de définition et
3 courbe représentative dans un repére orthonorms (k757
:géke'mi"E’SPaDHFQUemenl 1{' ~= :: ]J et ll.[ :: ¥ ‘l} i
5 v:::;:r le tableau de variations de 1.
i raue: (viae ) fix) = (uov)x). . -
Udierlamonotonie de fafonction / surchacundesintervalles [~2: ~ 1]
8 {h; i "‘I ;
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On considére Iapplication: fill: + a| — B
| A== 1=20x—1
1) a- Déterminer f({0})
b- En deduire que l'application f n'est pasinjective.
2) Soit u et v deux fonctions numeriques définies par:
u(x) =x'—2xet w{x)=yx—1
a- Verifier que: (Ve [1;+ e[} fla) = (nov)(x) |
b- Dresser le tableau de variations de la fonction .
¢- En déduire que 'application f n'est pas surjective.
| Exercice &1
Soit f lafonction numérique définie par: flx) = x — 2y +2
1) a- Déterminer [ 'ensemble de définition de |a fonction /.
b- Montrer que: (¥x & D) ; f{2 —x) = filx)
2) Etudier la monotonie de la fenction f sur .
3) Soit g la restriction de la fonction f a Fintervalle 7= [1: +
Montrer g est une bijection de [ sur [ et déterminer sa bijectian
réciproque.
4) Soit i la fonction numérique définie sur l'intervalle [~ 1;+ | par
Mx)=+x+3-2yx+1 .
Etudier la monotonie de fa foriction /i sur l'intervalle [~ 1:

On considére 1a fonction [ définie par: fla) =y x 2 =yx—1

1) a- Déterminer [ I'ensemble de définition de la fonction /.

b- Montrer que: (vx e D)0 < flx) =43

2) a- Mantrer gue: | |
- Y " y i

(Wlxy) e D) ixs 'ﬂx‘:_-v 2= =

- w1/
l\.tfl«‘..'_\'-*?, i
b- En déduire la monotonie de la fonction f sur £, = - e
3) a- Montrer que f'application f définie de [) dans 2 est injective:
b- Montrer que V'application f:D — [0:4/3] est bijective.

x +—flx) oo el
4) Montrer que 2 est 'unique solution de ['éguation: ¥ & = JI= 8

e B
5) Soit ¢ la fonction numérique définie par:glx) = s

¢ X
a- Déterminer [, l'ensemble de définition de la fonction 2.
b- Vérifier que: (Yxe D) plx)= J{ I

- Dresser le tableau de variations de [a fonction 2.
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B
e

|| 3 Montrons que: (¥x € B)i| flx)] <1
st 1 un elémentde 2, ona:

R x| o =l=2fxf+ 1) __(xl=1)
|ﬂ'-‘|_"'||+.t‘ 1+ 5 1+ 5 1+x
e - (lxl=1F
puisgue.~(|x| = 1Y'S 0 et 1 +x" > 0 alars = 5= <0

cesta-dire: | fla)| =1 =0 ,donc (Vy & 1= 1

bMontrons que [ est une fonction impaire.

& i i Iy
wtyeR jona: —xe R et fI-x) B e iy flx)
done: (Wx & R);—x& B et fl—x) == f{x) dlot [ estune fonction
impaire;

Hia-50it » et ¥ deux nombres réels distincts, montrons que:
fix)—flv) 2{1 —ay)

=y (20 +y)
1 2; 2y Ax+ o —y=—wm')
Mg fla)=flyy=—=&%__ = - 20" 0F 4
I 1+.y (14231 + ')
= AUx—y-ala—p)) _2x— ML= 2ay)
(1 + a1+ 97) (1+ 2701+ )
N {1 —
Bone: (Wla:y) & ) s Sx)=A¥) _ 2 . A
x=y X +y)

h-Déduct’lun:
;n'l':ﬂ:"ﬁ‘ﬂﬂiede f sur lintervalle [1; + mf :
" 4 ety deux éléments distincts de Iintervalle [1; +~[ | ona:
=l=xp <
Pusaue (1 4 .\"ll{l ) >0

dorg 201 —xy) fla)=A¥)

4y )i Fyi) < ) Clest-a-dire: Y 0 ,donc [ est

Hicta :
quenl_decroissame sur l'intervalle [1: 4 =] .
oteniede  sur Pintervalle [o:1] :

T ) 2
< Y deux éléments distincts de Vintervalle [0:1] ,ona
Usie
r"". e - ‘I‘ - l
Sys oy

==l =0
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" " Ty _Bl=ap)l o

Puisque (14 x')(1 +y7) > 0 alors T +y) > ]

donc [ est strictement croissante sur lintervalle [0:1] .

= Tableau de variations de 1a fonction f:

La fonction [ estimpaire et strictement décroissante sur Iintervalle

[1:+ | donc f est strictement décroissante sur 'intervalle =i 1] at

ona [ estimpaire et strictement croissante sur l'intervalle [0; 1] donc f
est strictement croissante sur lintervalle |- 1;0] .

Le tableau de variations de [ est le suivant:

x —m —l 1 +oo
I

1} a- » Variations de la fonction g:
Ona: Dg = [~ 1:+ | et g eststrictement croissante sur Dy
= Courbe de la fonction g: Tableau de quelques valeurs de g
x = 9 1D
glx) 0 1 2

o *

b- Déterminons graphiquement g({—1:0]) e¢ g([0; + =)
ona: zll- 1OD={p)/—1<x=0}=[0:1]

et gll0:+ =)= {1 2= 0} = (11 + o]

- Vérifions que: (Wx & R):hix) = (gof)(x)

Soit x un réel, ona:

(gl o) = £CH) = VTG + 1=/ 2+ 1

VEEl " |
[FEivs _ ferif _ JGry _ Jxtll=al
bR i O (7™ TR = o T
202‘ Jités sur les & +
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porc: (Y E B hix) = (gof )x)

4 Tableau de variations de la fonction &

_onadapres la question 1) a) : (v e )| flx)| < 1

cesvadire: (vx € R): flx) €[~ 151] donc IR} [~ 1:1]

.Gna: « Lafonction [ est strictement décroissante sur chacun des
itervaltes [1:+ o] et J-ooi 1] .

el el=11] et fll-e—1he[-1:1]

+lafonction # est strictement croissante sur l'intenvalle [~ 1:1] .

pone la fonction = gaf est strictement décroissante sur chacun des
itervalles J-ocr—1] et [1; 4 eef |

-Ona: « La fonction [ est strictement croissante sur Uintervalie [ 1:1] .
ofil=rhcl-11]

+lafonction g est strictement croissante sur llintervalie [—1:1] .

Doncla fonction fi = gaf est strictement croissante sur Fintervalle [~ 1:1] .
Dol Je tableau de variations de |a fonction i est e suivant:

X | == = | I + o

h

serice Y

la- Déterminons. 1) Pensemble de définition de [2ob (x) = Sv—6/x— 148
Sait vunréeLona x e Desx—~120
e ey |

T (B |
Baic 1) = [1; 4. o

b
_"""Jnlranwuo (v 1+ ) fla) =8
¥ un élément de Vintervalle [1; + | ,ona:

M)~ 8= 35— 6T = Ay = 3= )= Ak~ 1= aVE= T4 D)
. My'e=1-1)
B3 =1~ 1) = ) done: f(3) - 8 > 0D (va € |1+ l); fx)2 8

Tableay de variations de g

Ony -
R By =t of etiatonction & eststrictement croissante sur lintervalle
't ""l donc:

P o e i .zoa
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b- Courbe de |a fonction g: Tableau de quelques valeurs de g:
; ) :

% i 2 5

e | 0 | 1 | 2

¥

« péterminans z([1;2]) et g([2; + =)

-elli2h ={elx)1<a=2)=[0:1)
-pllZ+ ) =g ra= 2 =1 % =]
¢~ » Déterminons le polyname h:
Soit x un élément de Uintervalle [1; + x| ,ona: fla) = hoglx) =

Riglah
On pose:

glx) cest-a-dire y=yx—1 done: x-

y 1l it
s : Ayt
Doih(y) = flx)= 3x— 60— 1+ 8= 3y + 1)—6y+8=3H %

Par suite , fi est la fonction numérique définie sur 2 par:fi(x) = -t 1
« Etudions les variations de la fonction f . Pour tout réel x , on a:

Rx)=3r -6+ L=3F=-2+ 1)=3+11 = 3x— ”+_R e
Puisque 3 > 0 alors Ia fonction 7 est strictement croissante SUf Firiternva”
[1;+ ol et strictement décroissante sur lintenvalle |~ oei 1]

b S 1

+on
h
C B
-Ona: glx)=lesy/x=1=1
s y=7
zm‘ litds sur les &
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oo 1S < 2 =sg(l) = glx) = g(2) (car g est croissante)
= 0 < plx)< 1
cestadiver (VX E[1:2]) g 0x) € [0:1] cela signifie que: g([1:2]) < [0:1] .
poii; +L2 fonction ¢ est strictement croissante sur l'intervalle [1:2]
sglllizie [0:1]
o3 fonction i est strictement décroissante sur l'intervalle [0:1]
parsuite la fonction f= hog est strictement décroissante sur I'intervalle
[1:2] .
ftona: » La fonction g est strictement croissante sur I'intervalle [2: + x|
o e B |
vlafonction h est strictement croissante sur intervalle [1: + x|
Par la suite la fonction f= ficy est strictement croissante sur l'intervalle
[t o] .
H-Montrons que; (V{xy)e B i +xl(l +y)+ v +3+1>0
%oity un nombre réel, on considére le polynéme p,(x) définie par:
pix)=x"+x(l +y)ty'+y+1

[_:" 3 plx) estun trindme de degré 2, donc son signe dépend du signe de son
dscriminant A
Onai A= (1 4 Wedly +y+ 1= 1+ B+ ¥ -4 —4v—4

==dyl=2y=3
Puisnue le discriminant du trindme — 33"~ 2y — 3 est — 32 alors
W -2y-3.< 0 cestadire A < 0, donc e discriminant du trindme
;;::c::‘ f‘i’_s«;l'if..d'au P.ix) < (0 parsuite: a' +.rI.J by )yl 4 yt 1>0
s Y &R Finalement: (v e B, E+xll #0438+ y+1 >0

Ethode: Soit y et ¥ deux nombres réels, on a:
)= (s L0V (L50) - (o4

e “ 2 [,-.‘
R y) by g |t =5=)

{3+ 2yt 1)

Pyt ytl

= (x4 i"‘}+ -'li"“' + 2y + 3)

Py
‘)Iq“'?'l!dlscriminant du triondme 3y’ + 2y + 3 est —32 alors
L S TR & A =
By ?—"3 0 et (x4 252 > 0 donc ' + 51+ $)F ¥ Y HL SO

“Viny)e R)sa'+ e(i+ )4y s+ 120
“Monty, ' = L

ONsaue f est strictement croissante sur 2.
M e lox i éri L 205
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Soit x et v deux nombres réels distincts, on a:

-y =2+ tx—y —y —y=x'—y bl =yt p—y
=[x+ ty)Hx—ylxty)tx—y
=(x—yHat tap+y txtpt 1) =la— v’ + x(y

.!‘”"-“:'_\'1“
Donc: flx)—fly)
x=y

== Ay ) Ry
Puisque: x +x(l +y)+y' +y+1 >0 alors ﬂl: :U) =0
donc [ est strictement croissante sur K, o
¢ Résolvons dans B Vequation flx)=3
Soit x un nombre réel, on a:
) =3ex'tx+5=3
= = 3=0
== lt - t+x—1=0
== D+t D+ (x=Da+ D+Hx-1=0
e=x— INF+H2+EF)=0
e x = loux'+ Ax+3=0

U'éguation x° + 2x'+ 3 = ) n'admet pas de solution dans R car son
discriminant est négatif (A=—8) ,donc: flx)= Jemx=1
Dol 'équation f{x) = 3 admet 1 comme unigue solution dans #.
2} a- Etudions les variations de la fonction g sur Vintervalle |- 10]
Soit x et y deux réels de l'intervalie |-=0;10] telsque x <y ,on&
ES Y= ==y

s 10 =x> 10—y

=10 —x = 10—y

= gl(x) > gy
=y 2{x) > gy}
D'ol la fonction & est strictement décroissante sur l'intervalle i l“]_ I|
b- Déduction: Léguation flx) = g(x) estdéfinie sur Fintervatle |- 1%

3 : Jhoyation
~Ona: f{1)=g(1} =3 donc e nombre 1 est une solution de €t
Mx)= glx).

Donc: (Vx,y € ==, 10]);x < »

t
- Ona: fa fonction ¢ est strictement décroissante sur intervalle LA
la fonction [ est strictement croissante sur &
donc: X < | == flx) < f{1)er glx) > (1)
< flx) < 3etpl(x) > 3
= flx) < 3 < gix)
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o (Vx € |- 1) s flx} # glx)

(el sinifie que [équation Jlx) = g(x) nadmet pas de solutions dans
rrtervalle |
pautre part, on a: L a1 s fl1)< flx)er p(l) = px)
= 3 < flx)et 3 > 5(x)
—a pl¥) <3 < flx)

ponc (¥a € 1 10]): fx) # g(x) cela signifie que I'équation f(x) = g(x)
Jadmet pas de solution dans lintervalle ]1;10) .

Dod Iéquation ({x) = pg(x) admet 1 .comme unigue solution dans
fintervalle |-=0; 10| et par suite dans R

siaVerifions que: (Wx e J0: + ool )1 hix) —j‘( ,I )
¥y
%ot & unélément de l'intervalle |0: + | ,ona:

1 et [Tt (S RS LT MR B G ot
fﬁ”] (\.'A"+(!,'Il.’)+"!x .t‘-"'x+“'+-.*'}t_ = hix)

fane: (v e J0;+ a[) s h(x) j‘{ 1 )
v

b-Déduction: On considére la fonction u définie sur Fintervalle J0; + |
|
mrulx) =

Jx
Lafonction ¥ /x est strictement craissante sur Fintervalle J0; 4 [ ,
denicla fonction 1 est strictement décroissante sur I'intervalle 0; + o]
qona: b= fuy Dane:

L]
."”\’m:hun 1 est strictement décraissante sur lintervalle 0; +
o+ wf) o R

L
ta i : .
forction . est strictement crolssante sur R.

Vi ; g
Fa ‘[ﬂnmon h = fou est strictement décroissante sur lintervalle
o]

it i y &
D¥lerminons 1)'s ot f(x) = x 42— x4 2

*ntéel,ona; XEDesx4220
wxE—2
m’ﬂ' 2 oo
% NS Que: (v & ) ; fx) = - ‘11

*up i
"éel de lintervalle |-oe;—2] ;ona:

‘ 207
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f+ L= (a2 - JaF a4 5= (xra- L)
Puisque : (vxe[-2:+ )i /x+2 LV = 0 alors -
7 1
(vx e[-20+): flo) =— i
¢- Résolvons dans D |'équation : flx) = 2
Soit x un élément de l'intervalle [~2; + x|, ona:
fx)=2wx—yx+2 =020 ox'-x—2=0ex>0
eaxtIMx—2)=0etx20

sl ==lonx=2ef x50
Done l'ensemble de solutions de 'équation flx) = 2 est {2},

2) a- Variations de la fonction v :

- La fonction v est strictement croissante sur l'intervalle [ —2; + x|
- Tableau de variations de la fonction v ;

X | -2
Yo
- Courbe représentative de la fonction v :

b- Déterminons \'!'[—1: Ill et r"[ ; + )

ona:v{|-2: - 4]! = [U:-i__:l et 1-{[- I: + ’-’-[| % 51': ‘l
¢- Tableau de variations de |a forction u :

Pour tout réel x, ona: ulx)= 1.\' =% :| B |

X =m
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sque: (VX E D)3 flx) = wovix)

o0 [=2:4 [, 0na:

riel de I'intervalle
ity un
L) = alven = uly
M"W-"EI"E: o] ) flx) = (o) ()
3 bnudions 12 monatonie de a foriction f

Vo lintervalte | =2 = |- . , 7
Lafonction v est strictement croissante sur l'intervalle I P 4 l

"'i"“' = 3 1] = [IJ; I, ’ (d'aprés 2) b- )
L3 fonction 1 est strictement décroissante sur lintervalle [1}; .1.]

A2 =00n+ 2V =yt 2=a4 2— X 2 = i)

fenela fonction [ est strictement décroissante sur l'intervalle J- 7 :“

+Sut Fintervatle {- I: + 'xl.
lafanction v est strictement croissante sur 'intervalle {— '; * ml

vnll-_-': ;+m[_}=|-]2-: + a'-[ {d'apres2) b-)

-lafonction u est strictement croissante sur 'intervalle ]1: + xl

Done la fonction [ est strictement croissante sur llintervalle !— _:;; + 1{

ey

1 Déterminons I'ensemble (({0})
) $
YxeoN v el + ole fid=0
wre|li+ aletde=1lx—1=2)=0
= e l];#- ‘;i el (x = loux=135)
ox= logx=135
Dang+ Mo} = {1:5)
E’!?‘Ehal:ticmn;
0y ;
rl:"?s!a Auestion précédente, ovas f({0}) = {1.3) signifie gue::
1= . "
ﬁ. g et f(5) = 0 Puisque | # 5 alors | nest pas injective.
: .9'lf~'0nsque; [V\'»'il; + el ) fla) = (o) ()
Y unréel de 'imervalle [1; + [, on 2
) = x |

rplx) = uilx ) = (uoviixl
nt.“"-‘(:ll- =¥ix

2y =1 = (v(x))
Dre Foul)y S = Grov)xd
B #5005 le tableau de variations de f :

emioe tout dabord e tableau de variations de chacune des fonctions u et 1.
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Les fonctions u et v sont deux fonctions usuelles,

donc leurs tab)
1, Eauy
variations sont ¢ de
S A
| u >
= el
x 1 B s

sOna:lvixi=lex=2)let(lsx<Zal=viv)s1)

donc: vi[1:2]) € [0 1] Puisque: * v est strictement croissante sur lintervalie {12
*wl2)elon].

* u eststrictement décroissante sur l'intervalle [0:1],

Alors la fonction = nov est strictement décroissante sur 'intervalle [1:2]
Ona: x22 e vix) > | cequisignifieque s vi[2: + o) ¢ [1:+ ]
Puisque : * v est strictement croissante sur 'intervalle [2; + o

*allZi+ ) e[+l

* u est strictement croissante sur l'intervalle [1; + o/

alors fa fonction f= upv est strictement croissante sur 'intervalle [2i4af
* Tableau de variations de f:

f T
¢ Déduction : On a d’aprés le tableau de variations de la fonction [/ -

L I
vx €[l:+ x[: f(x) >~ 1, cela signifie que le nombre -2 (par exemple)"
pas d'antecédent par I'application f donc f n'est pas surjective.

1) a- Déterminons D Yensemble de définition de la fonction f oU
flx)=vx - 2x+32

$0it X un nombre réel, ona :
X EDex —e+220
eslx—=1r+120

eslx—1)

. p=F
La derniére proposition est vrale pour teut nombre réel x, 90¢
210 ‘ lités sur les f

For more visit: L9ray.com




bmnmnsque: (vxe R); f(2—x) = flx)

golt x un nombre réel, ona: 3

fa-n)= VG2~ 22-x)t 2= VA=t ¥4 42
C =21

porc: (V2 € R): f(2 - x) = flx)

11 frudions 1a manotonie de la fonction [ sur B

onconsidére les Fonclt'mns u et v définies par :

e R)iu = Jx et (vre R) vl =x'— 2x+2

s (vxe R): f(0) = wov(x) et (Vx € R)iv(0) = (x— 1) + |

fonc les tableaux de variations de u et v sont :

x |—e0 1 Fow
¥ .
1
& :0 too
(]
0

‘Onalafonction v est strictement croissante sur lintervalle [1; + o

#yll1; + [} [1; + oof et 1 fanction « est strictement croissante sur
Iintervalle [1; + oo donc la fonction [ est strictement croissante sur
lintervalle [1; + .

01413 fonction v est strictement décroissante sur l'intervalle |-oes1] et
i) c (I1; + = ]) etlafonction u eststrictementcroissantesurl'intervalle
‘f:* =| donclafonction I eststric {écrol l'intervalle |- «; 1.
;' Montrons que ¢ est une bijection de / ‘sur | et déterminons sa

YEction Ie'cipmque 2

:..}. snélément de lintervalle [1: + o, existe-t:il un unique élément x
Mervalle [; + 00| tel que w0 =97

a; 2x) = 1V v,-.‘ Feh 2y
wlx=1) =y
alx—1] =
Py Sx= Y =14 lowx=—yy =141
Irf.l:fte‘: alu- VY=gl + wl et 1 +yy = 1 €[1;+ ;?Icrs |'équation
| + P Met une unique solution dans l'intervalle / quiest:

V=1 .
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3_:;\; : ::.-t:u:e' :bt:E_C.t‘IO"n de [ sur [ etsabijection réciproque £ gy
x—yx =1+l

4) Etudions la monotanie de |a fonction & sur I'intervalle [ |, + ol
Soit x un réel de lintervalle |1:+ [, ona:

hix) = \".l‘ +.3— 2y \"i = \-.1\-.-\"*; Iy — 2yx+ .|. + X

= flyx+ 1= fltlx)) = ( fol) x)

ol { est la fonction numérique définie par :(Vx & {— ;i + [} 01y
« Tableau de variations de la fonction ( est le suivant :

1= ]

(e

Ona:lx)=lena+1=1

e x =10
Banic, on va étudier la monotonie de fa fonction & sur chacun des intervailes
[=1:0] et [0: + [
~Monotonie de I sur I'intervalle [=1:0] :
La fonction [ est strictement croissante sur lintervalle [ 1:0] et
= 1:0]) c[0:1] etiafonction [ est strictement décroissante sur

V'intervalle |0; || doncia fonction # est strictement décroissante sur
lintervalle [~ 1;0] .

- Monotonie de i sur Pintervalle [0: + =] :
La fonction { est strictement croissante sur lintervalle [0 + | et
Ci[0: + el e [1:# o[ etia fonction | est strictement crojssante SU0

lintervalle [1; + | donc la fonction h est strictement eroissante sur
Fintervaile [0:+ =,

1} a- Déterminans [ I'ensemble de définition de la fonction [

ona: flx) = \.,\' + 2 --\'\-- '|

Soit x un nombre réel, ona; YEDesx+ 22 0etx— 12U
s x2-2iaw)

=y 2 |
donc: D= [1;+ .
B- Montrons que : (Yx € D)10 < fix) €43
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jément de [, ona:

" Ul 2 —yfx |=["""3"-"' INyx+ 2+ x—1)
= ATHE T ({a+ 24 ya=1)

3
=\,'_\-+.24\‘\' I
m]-:v_\'&'|l:rn—-|i:\.\‘1’3 fyx =1 0Donc: (vxe [l 4= flx) > 0
parepatonasx el x| =4t223ax-120

sy x+DFyx=1=y3

= ! € =5

R e L k| 3
3

= - %43

vk tye=1

sone: (vr e[l +al) e < Y3 Doz (Vxe D)0 < flx) <43

a-Mentrons que: o= £
ok x) = f(y)
MenePilx )y ——1—= = 1 — - !
= vt Lhale 2l yx— bryyp=}
Solt x et v-deux réels de l'intervalle I[; + :x.I telsque; x#v,ona
I=fyl=x+2=e=1—Wyt 24y = 1= {yy+ 2= x+ 20 X =y
¥ ¥ X ¥
vkl =y +d V=14 yu=1
(ERRY | ! ! )
Wk Dby 20 =y |
Done  (vley) & 07) s (e poy) A I .

b Dédusons fa monotonle de [ sur )
Sty et y deux réels de I'intervalle [1; 4 o telsque: x# y,0na

| L

| A=l I+ 3aix~]}

$2

i 1 |~\":-\| |
vk 2ok o2 = |ty Meara
: | |
Yk 2ok iy 2 vx= | tay=i
fx) = fiv)

J <l
X =\

n
Bon. ¢
Haep, Eststrictement décralssante sur I'intervalle [1; + x|
L ontrons gue

{ est uneapplication injective de [) dans

"3 oet '
" Y deux réels de lintervalle |11+ | telsque x # ¥
Wity sy oM Xy

Ay
¥ 0
AN s fx) < f(y) done Fix) & fiy)
X dars (%) s fly) dene S # S
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Donc (¥(xy) € 1) (x #y) = f(x) # /() et parsuite f estyne
application injective de ) vers R.
b- Montrons que f est bijective de D sur [0;y3] :
Il suffit de montrer que f est une application surjective de [ vers | ,-]]
Soit y un élément de I'intervalle |0 i":_l_,_existe-t—" un élément v do I; tel
que flx)=y ?0na: flW=y o/x+2-Va-1=y
efxt2=yx—1+y
ex+2=x-1+y+2/x—]
s 2yfx—1=3-y

e leary£0)
u\‘;x_] = sz}
ax={34j:‘-)-+1
“_ o
Ona: xell;+ax] car(' "-¥+121

4).:
Donc: (wy e 1031 Az e+ ) f) =y

D'oli: f est une bijection de D sur J0:v/3].

4) Montrons que 2 est Funique solution de I'équation (E) : x e B flx) = ;x'
Lensemble de définition de I'équation est Fintervalle [1; + =|.

Ona: f(2)=1et ; (2) = 1 donc 2 est une solution de I'équation (F).

On suppose que I'équation (E) admet une autre solution & différente del
{e#2)

Ona:Soita>2oua<2

-Sia>»2alorsona:a> 2= ,l‘.rr“» é(Z)‘

= fla) > f(2) o
s@<? (e [ eststricementdécoissantesur T
Ce qui est contradictoire
De méme on montre qu‘il y 3 contradiction dans le cas @ < 2, done
I'éguation (F) admet 2 comme solution unigue.
5ia- Déterminons [, I'ensemble de définition de la fonction & *
y I T
ona: glx)=" !, ik
N > wpetx>?
Soit x un nombreréel, ona: xED, e 2xt+120et] —X#
wra2—yetxsletx>0
ey € J0;1] Done: D, = J0;1].
b- Vérifions que : (Vx € D,): glx) ;1{ L )

=
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sément de J0:1],ona:

runfl 7 ,
sl - |_|:\t+zx A% JFB-fi=x_
.['? \\ S A Vx Vx =g
e trxe e =1y )
pressons e tableau de vanatlons de la fonction g :

& 1
G“_W_\{.'E':l;.tf Joi1] e € [1; 4 e
y,ona:

it v et ) deux éléments de l'intervalle Jo;1] tels que : x <
P _— | I
X<
Y =g ¥
1 1
'”: = } 5 ’1 ¥ j (car [ est décroissante sur

= g(x) < gly) [+ )

Donc: la fonction g est strictement croissante sur 'intervalle |0: 1]
Tabkeau de variations de la fonction g ;
x [0 1

&
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Soit n, un élémentde M. Onpose: I={n € i =y}
1) Définition et notations :
a- Définition :

Toute fonction numeérique « définie de 'ensemble [ vers & est appeiée suite
numérique.
b- Notations et vocabulaires :
* Lasuite u est notée (i) ou(u ) outoutsimplement (u ).
= U'image de n par la suite (u ) est notée u .
* Les nombres. u;u i, etu sont appelés les termes de la suite (u |,

» u_estappelé e terme général de la suite (i ).

2) Menotonie d'une suite :
Soit {u ) une suite définie sur [={neM/n=n} ona:
1- = {Lasuite (1, )| est croissante} e (Ve lin = u.
* (La suite (1 ) est strictement croissante) o= (Wpel)in > 4.
2-» (La suite (u ) estdécroissante) e (Vn e ) u, =
= (La suite () st strictement décroissante) e= (Y e /)10, <t
3- » (Lasuite (i) est constante} s={vn e ) u, = u.
* Autrement dit : (i) est constante = (ke B(vn e 10 = k.
Si une suite est croissante ou décroissante, on dit gu'elle est monotane:
3) Suite bomée
Soit (i, ) une suite définiesur /= {ne Nin=n}.
* L3 suite (u ) est majorée e {3 e B(Vae )i, =M
= La'suite (u)) est minorée e= (Im e RV & )iu =m

= La suite () est bornée si elle est a 1a fois majorée et minorée:

; . b ; L ita o son tErme
On'dit qu‘une suite (1) est définie par une expression explicite, 1
genéral i est donné en fonction de . =3

g el e e |
Exemples: 1) (vne lju =ni= 20+ 3 2) [wneN - {1ph%=

216 g suites numériques
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réeurrentes :

i ite qui est définie par son premier terme et par une relation entre
su o

e euappglée une sujte récurrente.

B définie par ses deux premiers termes et par une relation

suite qui est !
e 4 etu, estaussi appelée une suite récurrente,
gntre b, 0 =+l
fremples :
1)u=2et(¥ne Nliw,., =n+3

Nu = liu=2et(Vne W), .=

| Exerci
ol

pitgtminer les trols premiers termes de chacune des suites (u ), (v.) et (w)

telfes que
TN “: j pour taut i de I

bey = 2nv'n — 1 pour tout n de 17",

Gh = 1X2%3% . %0 pour tout mde (1 —{1}).
(=1)

iz s (e N =5)
iy lne Netn =5)

Diterminer les trols premiers termes des suites (1 ), (v ). (w.), (2,) et (5 ) tels

G
Wivne N)iy, :'i
Yl [|}Jil'_ =yn—2

Hlvne Ny =pxas

Hivne 'I""'“H!ri =142 ¥ 3

fines BB =1x2 4 2x343%d+ 4nlntl)

Solt (1 | X "
i) Ja suite numérigue définie par:w, = 2 et (¥n e M il = 2+ 3%,

] Galeyder W,

i et .,
!Ifal;u]er :

en fonction de « .

Sai : 3
i )18 SUite numérique définie par: e, =28ty = 0 EE S
Clcaiter o ety
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2) a- Ecrire a_, en fonction de a .
b-terire a enfonctionde a_ .

3) Montrer par récurrence que s {(Yne M ' sa >0

Etudier la monotonie de fa suite numérique (u_) dans chacun des cas sulvants :
1) (vne Nl =3n+7 2) (Ve N)iu == 5n 3
3)(vhe M) =2" 4) (vneN)iu =

[Erercice /9

Soit (), (v,) et (w,) les suites numérigues définies par :

(vne ?-Il:u_=I+21.f-2l,+__.+£_

n
i

v =let(vae M)y, = /4v +2

-~ “-.
R i b A
1) Etudier la monatonie de a suite (u ).

w,=3et(vheNliw

2) Montrer par récurrence que la suite (v ) est strictement croissante,

3) a-) Montrer par récurrence que : (v ow, >0

b- Etudier la monotonie de la suite (w ).

| Exercice &7

w=djacR

Soit (u_) la suite numérique définie par: 5 2 1 2
() a P lf'.rn-:-'fur.'ﬁ__,f T e LA
1) Montrer que la suite (u_) est croissante,
2) Montrer que si ¢ = | alors la suite (u ) st constante,
2n+3

Soit (1, ) la suite numérique définie par: (vne N, =" 4

Montrer que : (¥n & =3

On considére fes suites numiériques (1), (v ) et {w ) définies par:

W ]
sy=2et(¥MneN)iu, =50u+1)
sy =2det(vae v, =/vt6
* W :lett')'ﬂ*’-"-l'lt' =Z- ]

‘ e 2tw

218 4 suites numériques

For more visit: L9ray.com




yer par récurrence gue svneNju > 1
“m:m par récurrence que; (Vne N):0 <y, <v3
L;Manwr par récurrence que ; (v & 1):l = w <43
|

3 2 -
omnsld@'@h suite (1) définiepar:u, =5 et{vae N o, =(u-1)+1

“{;kuler u, et
J Montrer par récurrenice gue ; (vneN‘)il<n<2

[frecice 03 ,
St (1) la suite numérique définie par : Rt ! =
. (vneN)u, = ETE]
1) Calculer u, et u,.
A Montrer que : (Vue N )iu, > 0
3| Etudier la monotonie de la suite ().
;M I
T

4 Montrer que & (W & IN7) = etendéduire que:

IV:IF!'-:"1;¢.IT:'5K{;I1_].

On considére la suite (u ) définie par : = 1 et (¥ne N = (14w )yu,

U Calcuter ety

UMontrer ques (Vi e M) = 1

Y Vertfer que : (v e 1 Jiu,,, = 1+ i, eten déduire la monotonie de la suite (u, ).

St (1) I suite numérique définie par : u, = !, et (Ve W), =u yu,
1 Caleulor wety.,

IMontrer par récurrence que : (vae 19);0 <u = l{

31y
€tudier 5 monatonie de fa suite (i, ).

Soit ( " 3
1} suite numérique définie par: (wne M), =

Im S
oMtrerque : (vie ‘}:J:‘.“ v rf‘l:"l,

Yt da
" déduire que (e Wo); “{"" >
Yoy ¥
ier la Monotonie de la suite (i ).

Suites numeriques . 218

For more visit: L9ray.com




Soit (u, ) la suite numérique définie par:
(Y€ N =1+ ey * b+t IRERAR
1) Caleuler i, u. et u..
2) Etudier la monotonie de la suite {u ).
3) Montrer que s (vne 10— {1} )iu = 1+ ]: SIS |
4) Montrer par récurrence que : {xure 1= {1} Y £ ki)
endéduire que:(vae i = {1})u <2
 Exercice 5 3
Soit (i ) et (v ) les suites numeérigues définies par :
=1, =2et(Vre N)iw., =i, ety
Onadmetgue (Yne Mknz0et .20
1) Calculer & et v,
2) Montrer par récurrence que : (Man e ) = v
3) Montrer que la suite {u_) est croissante.

4) Maontrer que la suite (v | est décroissante.

[Exercice "%

Soit () la suite numérigue définie par 1w, = D et (Yne H)iu
=an ok ) ol
1) a- Montrer que: (Yae N)ilu| < L =0 < |w++) <1
- % 1
b-Montrer par récurrence que : (Wne N )l < 5

2) Etudier la monctanie de la suite (1 ).

4 Y
3) Montrer gue: (v e M) + i, =+ 5 )
Soit (i | la suite numérigue définie par :
31
it = 5
W +3u 410  pourtout ne N

e Iu,—1)

1) Montrer que = (vne MN)iu >5§

2) Maontrer gue la suite (4 ) est strictement décroissante.

3) a- Montrer gue ; (vme M) u 5= _ll,m 5)
v "

b- En déduire que : {(vpe MN);u —5= g ;\:lI ’J-f;- )
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W w=3

AR . =
| la suite numérigue définie par : b s r.-_" i3

sitle,

U =w:lu =29

jjMontrer que : (vael
=i = o

;};.mntreruue (wne M),

b-Etudier 12 muanotonie de la suite (u |, en ﬁédmre qu'elle est bornée.

,,,.Monrrerque fvneN)iO=<u,  —2< _Il'rr 2)

b-En deduire que s (Wm e N0 < u —2 |"|:|

)
242

i
-

On considere fa suite (o) définie par:u = 3i (vne N)iu, =
1) Cateuler u, et
2 Montrer par récurrence que s (Yo e M < |

3)a:Montrerque ; (Wne Ml —w, = Ew T
b-Montrer que: (¥ne M)l —u, < !',ul == )

e En déduire que i (Wme M)l ~u <5
T

Déterminions las trois premiers termes de chacune des suites suivantes:
' t ’ g .
thacune des suites proposées est définie par une expression explicite

* i 1] Ry
u"a-J [t ”;l:n-- i
Py Xt
que ne N, alors tes trois premiers termes de |a suite (1)) sont i, i etu
Hlionare = {1 i |
WIS Sl YT VT 2
') & ] f:
= ¥ D
o g YET 3
3 e
'8 trois premiers termes de Ja suite (1 ) sont.:
: 2 1]
R =) e Bt 2,
b0ny. i 5 ety 4
P V= 1"‘\ n | sl
54U = g I 2 i site sont o, 0, et
1 dlers les trols premiers termes de la suite (115 ‘ t
on ; 3
R R =g 8t = 2% 0B 1 =62
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Donc les trois premiers termes de la suite (v ) sont v =0, v = s

Eg )
cOna:w =1x2x3xX Xp;ne(MN —{1}}. i
Puisque 1 & (N —{1}), alors : le premier terme de la suite (,, !

et
etona:w, =1X2=2, (onaremplacé n par2) '
A

w,=1%2x3=6,(onaremplacé n par3)
| - —d

et w; = B ><-1 24

A
Donc les trois premiers termes de fa suite (w ) sont:w =2, w =g et W=,
i
d-Ona:¢ -{--.uef‘letn?_‘s
Puisque n € ¥ et n = 5, alors le premier terme de la suite (1 ) estr .,
(=1
etona e = =
(._
QTL:'r-'" = oo
vi—=4 3 .
Donc les trois premiers termes de la suite (¢ ) sont : L4, ‘3"
Rappel:
sl est pairaters. (— 17 =1
simestimpairalors: (' =—|
Déterminans les trois premiers termes de chacune des suites (1], (v, ) (W0
(z)et(b):
Hona(vne Ny = :: ©3 ,donc fes trois premiers termes sant
0D+1 1 I+1_ 2 I 1 =
W= 0r3 =W T]-i_'_lEt“ =534

Z]Dna:lrur-_.’.'--Il}-\.r_—-,r.- N
donc les trois premiers termes de Ja suite (v ) sont: v, =¥ 2-2
v=yd—2=lety=y4-2=42

onaz(vneNliw =nx2:*

1 = : 3 < i nt:
Puisque n e 1, alors les trois premiers termes de la suite (] 59

W= 0X2 =0;w=1x2'=2etw=2%2"=%
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s el ~{1}a =17273 4. %a
e ¥ € (1"~ {1}); alors les trois premiers termes de la suite (a,) sont :

; = =142+ =1t
,,+;=;;a_-1-+2+3-6em; | 3t 4=10
L i "
L ?
gona:(va€ M b =1 X2+ 2% 3+ 3xd 4 +aln+1)
¢} =\ 0}
puisque n € N, alors les trois premiers termes sont : b, b, et b,
3

= |x2=2, bh=1%24+2%x3=§
duﬂﬂ-f; ! :
tp =1 X24+2%3+ 33X = 20
i
ponc les trois premiers termes dela suite (& )sont: b = 2, b =8 et b = 20.

U Caleubons u , w, et u,:
Ona:u=2etw, =2 +3"
+Sionremplace n par 0 dans fa rélation u.., = 2u. + 3", on obtient :
W, =2 +3
tetidire iy =2 +3°=2%2+1=5
*Sionremplace n par 1 dans la relation u_ = 2« + 37, on obtient:
=0+ =254
cest-3-dire ; =13
*Sion remplace 1 par 2 dans la relation u_, = 2i+ 3, on obtient :
=y sge
CEt-d-dire : y - IX13+49=235%
=54 = 13etu =35

i :
Aeulons ;- en fonction de [

SQI‘J“'.‘I:
Ql‘!a‘,‘. =2 43
Slan ;
remplace n par (n+ | I, on obtient ; u 2, + 3
CEst3., . ;
g Iad'"’-"\.; 2u, o+ 3 et puisque T 2+ 3
S 2w 4343
=y 4 2%+ F
die ¥ (24 13)
Do,
I ) = v
v = 3w 4 §x3 pourtout ne M.
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[Exercice . 7

: 34
(i )estdefiniepar:aq =2eta = — a2

1) Calculons.a, et a,.

St on remplace n successivement par 2 et 3.dans 'égalité  — da 4| )
% 3 o L Gh
obtient a, et a,. B =t
Ja+1 aAxdet o PRI I 1 AR i
(A el MR L) 3 = - : - 23
*Onata, 7 3 5 eta 5= 2 =%
5
Donc:a = E eta = "-l?. <
2) a- Exprimons a_, enfonctionde a_:
Si an remplace n par 2 + | dans 'égalité (1), on obtient : ¢ - "“._J £,
Ig 4} P
Clestlidire 1o, =—5—
E A . 3u+1 i
b- Exprimons a_ enfonctionde ¢ :Ona:a = ey =
[3a..
rirt o I8 +
2 da;, } ! ; ! Qa. t3ta 4
donc:a,, = . Fi cest-a-direra | = ) X%
a’i; X
: Ia,  +3
Bloli:a = % F1
3) Montrons par récurrence que : (Vn & 17" )ia, >0
= |nitialisation : Pour n=lona:a =2et2 >0
Doenc g, > O (La propriété est veale pour n = 00)
» Hérédité :Soitne N °
Supposons.gue ¢ > 0 etmontronsquea_ > 0
Puisquera. > 0 alors: (3¢ +1 >0 eta > 0)
X | ]
Donc : 1";: L, Cestadire 1 o > 0, par suite La propriété est vraie pour
= Conclusion:
D'aprés le principe de la récurrence, ona: (Yn e Mla > 0

Ftudions fa monotonie de |a suite (u_ ) dans chacun des cas sulvants:
1) (u,) est définfepar :{¥neN);u, = 3n+7

I
saitme Moopatu. —u =[3n+1)+7)-(3n+T)= Int3

Puisque 3 >0 alersu,  —u 20
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5y, pour tout n & It

1 suite (10 ) est strictement croissante.
o /

[ |estaefinie par:{vne
3ife) ~5ln+ 1)~ 51 =~5; Puisque — 5 <0 alors:

i,

N}, == 5

grael,ona i~
~u <0 d'ou la suite («_) est strictement décroissante.

gasuite (4 ) est définie par: (Wme N )u =27

e Bk,

(= méthade ©
e Nt~ = 2= =20E2-1)=2
e, ~ i, > 0 d'oli la suite (i ) est strictement croissante,

fappel:
ot (| une suite telle que ©

yivne N)iu, > 0

& "" 2 | alors la suite (u ) est crolssante.

1% u,;' < 1 alors fa suite (u, ) est décroissante.

Ul¥nE N)in < 0

2 1 alors la saite (1) est décroissante

ity l‘r.._: < 1 slorsa suite (u,) est croissante.

V" méthode -

BtoeNona:u s 0 et ”:r > 1 fear “.l.a =2}
Poul suite (1) est strictement croissante.

Y est definie par: (e )u "

g n+ |
Sotne ona: T . o1 | a o (n®1Y—aln+ 2)
g i LU Lty = (nt INn+2)
W ) = = 2n 1
(o 1M 20 (n# 1 )in+ 2}
o
PUsae (1 ¢ N} ! <) alors ¢ la‘suite (u ) eststrictement

oisanty b+ 1 )n+ 2)

ud ]
% la monotonie de chacune des suites suivantes:
L i
I¥ne Nl =14 ’l_l | '2|- R

O

T
“H,ona.
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= | | | | ] 1
W = art gt b ot g —(l-l- Rl R 2"],21

: = L e et .
DoNnc ! e = u,+ AT - DOU ¢ e =t 3+t etpuisque: 3!, >0
alors la suite {ir,) est strictement croissante.
1) Montrons que la suite (v ) est strictement croissante ;
*Ona:ivne N

= 2
Utilisons le raisonnement par récurrence.
- Initialisation :Ona: ¥ = lety = 4y +2 =v6
Danc: v > v (La propriété est vraie pour n = (1),
- Hérédite : Soit ne 1
SUppOsoNSs que : V.. > v, et montrons que V... > W,
Voot >V = din, . 24,
s dv. + 234+ 2
S dN, 2 Eyan+2
Remarguer que tous les termes de fa suite (v.) sont positifs.
Or: Vv, 2= vietyan +2 =W,
Donc; v.: >v.. (La propriété est vraie pour n+ ).
Conclusion:

Dlot: (Mpe M)y >w
La suite est donc strictement croissante.

3) a- Mentrons par récurrence que (Ya e M) ow > 02
Onaiw, =3et{¥ne M)iw. = “__:;',_Lj

» Ipialisation: Pour n =0, ona:w,=3et 3> 10
Donc : w. > () (La propriété est vraie pour n = 0),
Hérédité: Soitn e .

Supposons que w. >0 et montrons que w,., > 0
Puisque w, > () alors : w, +

+5>0
W, 3. _— . +1
Done: - p a5 » 0 Cest-a-dire: w.., > 0 (Lapropriétéesturaiepourfl )
Conclusion: {¥n £

Nlow >0
b- Etudions la monotanie de la suite (i ):
» 1" méthode:

Ona: {¥ne ) iw >0, on peut donc comparer le quotient h;..-: al
e Wi ! A
Softn € N.Ona: = Crrarrs etpulsque s . >0 et 2020
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1
+2 45> 0donc: Eai s < 1
clet(vieN)iw >0

.

"
fod:
fron
(ime méthode :

W

W 3 o - !
séquent fa suite (1, ) est strictement décroissante.

gan€l. W = W = onanges T W T "'{w. Fres )

apuisque - w. >0 et 2" > 0 alors w.. — w. <0
Bonc: WL — W. < O pour tout e
ol - Ja suite (w, | est stricternent décroissante.

oecce

|| Montrons que |3 suite {1 ) est croissante ol = a et

v | 2 .
hir = qui = 3"uy+ 3 pour tout n & N
> 2 1 2
Sl onas = Fui = yu.+ 3
9
Donc i =, = %
L 2 .
=3l =20, 4+ 1) = Flu = 1y
2 )
Hpusque: Sl — 17 = 0 alors i, = 1 =0
B0 -2 ) pourtout i & N,
S a'suite (4 ) est crofssante,

1iMon " .
ons que si a = | alors la suite (1) est constante en utilisant le raison-

Nemeny par @Lufmnce_

B g = B = w

M=l = - ! u. += et montrohsque: (Vi € M. =
*Ialisation . - 3 i
:‘\'.l,\l " 0 5

+OR 3w, = | donc la propriété pour n = 0
""E'éﬁ=te'; prop: P
ity ¢ o
7 ~ '+ SUBpOsSONs que 1, = | et montons que i
Pres 13 5
“ Qestion @) onazu,. —u, = :.t‘-"‘" 1)
i :
e : = 2 s -

-'mgq Y= Valors: gy = 1= (1 = 1) =0 dolitwi=1
’ (us,nn i
et dapres e principe de récurrence: (Ve 1w =1

Ia\u"E.'

fasuite (1 ) est constante,
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Montrons gue: (wne )2 cu <3oba = 2443

=l
1lére méthode : Soit n & 4,

I o o T
*Onati. 2—"+| 2

et puisque i > 0 alors: u.—

n

o

> OCest-d-dire: i, > 2 {1)

VSRR S N
sonatI=u=3=SR= o0y

et puisque : :[-1 =0 alors: 3— w. 2 0Cest-a-dire: u, = 3 (2)
De (1) et (2) on en déduit que: (¥ne M2 <w <3
2éme méthode :

i oty Unt D)1 _ I
Soitnel,ona: u,= HEL = RwL - Z2F PR
1
donc: . > 2 car >0
etpuisque n= 0 alors:n+ 12 1

d'olr: = i I < lparsuite: 2+ A 3_ i < dc‘est-a-dire: w, = 3

par conséquent: (YneN)i2<w <3

i)Montrons que: (vne I )

*Onaiu =2et(vne
- Initialisation :
Pourn=0,ona:m=2et2>1

Donic: . > | (La propriété est vraje pour n = 0)
* Hérédité : Soit ne I,

Supposons gue . > | et montrans que ..

> 1.
Ona:w.>lesw+132

! L
=5 2-{1; +1)> 2-)(2

e [ 3 |
(La propriété est vraie pour 1 + 1),

Conclusion: d'aprés le principe de récurrence; (vn e 11):
2)Montrons que (Yne IN) 0 < v < 32

Ona:w=2etw.,=y6+y

* Initialisation :
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pgr = 0,003 Y, =2eth<2<3

pone: 1€V S 1 d'oul la propriété est vraie pour n = 0,

+ Heredité !
sitnEN.
gpasons gue (} < v, < 3 etmontrons que 0 < .., < 3.
praz0<n<d =G<6+r <

w6 <o+ <0

30 €V <3
etpuisque 0-< /6 alors < v, < 3,
la propriété est vraie pour n + 1.
+Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Vne )0 <y < 3
iiMontrons que: (WneE M)l <w =43
|

T+w

)

aiw=let{vneli)iw, =
+Initalisation :
Burn=0,onazw=1et1<1<y3. Danc:l<w <y3
1 propriété est vraie pour n = 0.

*Héredite

Sitne

Sty o
PROsons que | < i, < '3 et montrons que | <, <43

,
Brazl<w =47 33 <3+ u

o A
o M | SR |
23— b T3
Ao -l |
S b ¥kl 3
Ty e | 1
G S et T g
342¢3
’? W, "‘1 =Y
2+4v3
a {2 ¥J3)
T =W o B A
X 23 _
5
v ES w3 > Car]l <3

*Moprigra
Vet est vrale pour n 4 1,

Con,
L< 713 P, -4 3 <
Ion'daﬂres le principe de récurrence; (¥n & M1 = w. Sy 3
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1) Calculons v, et u:
«Ona:u= :: et(wne N ), =(u,-17+1
donc: e =(u— 1) +1= ; +1 dloli s u: = i

o=l - 1)+ ={': = |}I+ 1 —%;‘:

2} Montrons par récurrence que s (vne M il <y < 2
= Initialisation ;
Pourm=1,ena:u =%et1<-3—<3
Donc: 1< < 2 (La propriété est vraie pour n = 1)
* Hérédité :
Soitne M.
Supposons que | < i, < 2 etmontronsgue 1 < (., < 2.
Ona:l<u<2=0<n-1<1

2 0 < (0, = 1F < 1

ST =1F+1<¢2

= e <2
Donc : 51 1a propriété est'vraie pour n alors elle est vraie pour 1+ {
= Conclusion: d'apres le principe de récurrence, (vae N il < 2
(xercice 'Y

w=1

Ona U

(¥ne M), = Tn+]
1} Caleulons i et u :

- e o = ([
Ona:w IX0+] 2 et TR 41 3 2
2) Montrens que (Yne M) > o
Utilisons le raisonnement par récurrence.
= |nitialisation :

Pourn=0,ena:u=2et 2> ()

Beone : . > 0 {la propriété est vraie pour n = 0)
* Hérédité ;
Soit ne M.
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sons que . > O et montrons gue ... > ).
u
sgetntl>0donc: Ty >0

Supho
grati
costadire 1t >0

|3 propriété est vraie pour 1 + 1.

+ Conclusion: d'aprés le principe de récurrence : (Yn & 11) i, >0,
1) Endions fa monotonie de la suite (u ):

"

Soltne NN ; :
Boos = = dey iy = M‘{ ! = I]‘ s 1.
Ona:u In+ 1 3n+ 1 It

-3n
Puisque &, > B et P 0

Mots . — 1 = 0, done (Wi Mk ., = w , et par conséguant,
Donc fa suite (u, ) est décroissante,

4 *Montrons que (vn e N '); ““ ; :
Sotne N g
1 Byoi |
Onas ., =t . =
At = gy ppdone: =

T

epuisque: e 1" alors i n > Tdone: 3n + 1 = 4d'ob Mi+ = i
M =l

B W —4

)i \k{_lll

Par conséquent : (vn & N

*Déduisons que s (v e 4
1" méthode -

Utifisans 1e raisonnement par récurrence;
*Intiakisation :

Paur = Liona:y=2a R{_JII Zet2=2

R \
e | i ) (La propriété est vraie pour 1= 1.

* Héredirg .
sﬂlt e N
Sup 3 f s
Posans que 4y, < H{‘]”'I et montrons que i, = Hl:,II J
Tapra
PMes 1a question précédente, on a ; "“" = !1 etu, > 0.

fonc 1 r;,, < A i

. .
Pres hypothase de récurrence, ona: i, = 8 {,ll ).
LT | | (1
$h=pxex(q)

&m-'-'ﬂ,.. “_:-EX”I. )""

i, =
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La propriété est vraie pour n+ 1.
* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vne I
2 meéthode ;

Ona:(vkeH): Mt < b ()

On remplace le nombre k successivement par:1,2,3

Yo <}

vy 0 | dans Fina.

galité (1), on obtient : :11
<1
=7

LTI |
it 4
8

= }‘ (Remarquer que:{¥n € 1Tl >0)

En multipliant membre @ membre les inégalités précédentes, on trouve
T T |::, ety o izl il 1
Ha-i u‘x X .':-_th-%x-'ix"'x-i

=1 facfedrs

1!

P . .l.
donc: [[: 5{4] d'ou ; n.:’:u-KH} et pulsque: w = 2=8%|3]

alors: w, =8 % _!‘ Xl::"] Clesta-dire : i, < 8 x| _I; ]'

[Exercice

Ona:u,=let(vne N, =(1+u)u
1) Caleulons u ety :
sOna:tu=(+uwhuw=2etun=(1+uli=3y2
) Montrons par récurrence que (vae M) = 1

* initialisation :

Pour n=0,ona:u=1et]1>1
Donc: i = |

* Hérédité ;

Soit ne iy,

Supposens que i = | et montrons que :

A Y
Ona:u,=1=(l+u=

=2t Y, =1)
sl =2
{1+ i, = |

= faai =1
232 ‘ Suites numériques
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sté est vrale pour 11+ L.

Laproprt 3 !
n: d'aprés le principe de récurrence, (Ve N ju = |

s Conclusiof
. Montrans que (¥n € Riw,, 2= 14,

sitneN: "
goa: e =+ udVu et 1+u#0

Mai i
Donc: T3y, =V i
stpulsqae s = 1 alors : v = 1 d'ol; l“"lr.i. =]
> [ +u

Parcuite | ) 2
+ Déduction :
N

Pusque s (vae M), = 0+u Alers vne M, —u =150

[onc: La suite (i ) est strictement croissante.
Y| = .

Ona:u=5etu, =uu nel

HCalulons u et . :

Onasew = = 5.\ ,11 =17

Donc: gy = 4 et

G
Montrons par récurrence que:vine NS 1
* Inibalisation : B
Paur = .
n=0,0na: =1 sro<d <l ponciosus

13 proprigra 85t vraie pn;l‘ n=1{,
* Hérégirg Soit 1 & 1,

Spps
5005 que () < ¢, = 1, et montrons que 0 = = 5
= =
D"a.nt: el ’U =H=3

=

l”“\ri < Xs

3 | ¥ 2
L RS TR T -
2
L . < \4._
Ld T
Yisque ; 1 1
2 =y alors 1 00 g, 2 3
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La propriété est vraie pour n+ 1.

= Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yn e 1) 0=, < !

3) Etudions la monotenie de la suite (u ) e

1" méthode : Soit n& M.

Ona: it =ty et £ 0 donf: ";, =i,

et puisque : u, = ; alors . < ‘:.22 < ldou: "&"' <

et puisque : (¥a e 1) :u, > 0, alors a suite {u,) est strictement décroissante.
2 méthode s i, — = iyt — = 1,(yit, — 1)

etpuisque: 1, > 0 et i, < | {car w, < 1)

Alors : it — t, < 0. Donc la suite (u_) est strictement décroissante

[Exercice 3

2" -
Onaiu.= F==;n€N
n

J
u__ [,

1) Montrons que (vne 1 ')y o = ﬂdfﬂl :
SotneN. ., j

Has yn# 1 an /n 2¢n 4n in
Oner = = 2 "2< = gl =2 =Vl

“ 2 v+l yn+l T |
Vn

3 L O 4n

Donc: (vneH ") & =V

2) Déduisons que (Vn ¢ ?‘i‘};"b‘l" Sl

Soitme N.Ona ”;l" = \-'I "4)(" i

[ 4n WETR 3
Comparons 4/ "1 et1.Ona: (‘; = 1':‘ IJ 1= _14::] =1= ¥l
etpuisque n & M, alors : 3::11 >0d'olit f\" f_:‘! =120

. ! 4n g 5
parsuite : o/ SH 5 1, Clest-aedire : ".,“ 51
Donc: (vn ¢ ?i'];";' > 1
3} Etudions la monotonie de I suite ()

Ona:{¥ae MN);uw>0et r-“;.. 5 4
ponc: (Yne N kuo >u,

et par conséquent fa suite (u) est strictement croissante.
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ecicel g

TRTIAD v 3
Oﬂa:l.-’--+lx2|]x2x‘I,..i—lx,'y!x -
1| Caleulons i, u, et u !

i T | 1
i‘.lna:n.-}ett.-: ttixi=3

| L — Xy -8
a’.r|4|x3*|x2x3 2‘6_1

» Etudions la monotonie de la suite (i ):
SotneN.

L, 1 4 I
=ty et iwaxax xa

1 1 1
N . . |
e {1 Ix2 '-"ix2x3x_.>tn}‘|x3x3x..x[u+1}
done ity = i, + I
' IX2%x3% .. X(nt1)
dol: Wy — !

CAX2XIx L X(n+1)

#t puisque 403
e X Rax, Kt 1) > ©

Alors: iy~ i, > 03 doine (Vi € N¥u. >

Par congé i £ i
tenséquent la syite {1, ) est strictement croissante,

Montrons que (e N' —{1 P <1+ 5+ L+

210
Puisque ; e (1 -{1}) alers:n=>2

2x2

dm’c'f"lx'ﬁ
: X =
i L el B0

=11 factenra AT

LT
X2x3A% . %y 1%2"" pour tout n e (N

Papiis
arsmle:hrkt_g..;-_““: |'<'1x|1>c ”\,_“I
e KIXIX 0 bl
‘Pour k= 9 PR Loyl
WAL TRE =7
Pour & lcna:le,x‘ L
p°“"‘“'4,ona; Ix_“-:)[(j}\z] ‘;
- - L3
- - -
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. . - .

I <L
Pour k=m.0na: TRa3x . xXn — 2"

Par addition membre a membre les inégalités précédentes, on obtient .

|..._.. --1-- = -1 +-‘_ + . .|'.
'i'x'j+T>’<2"x3+"+l>‘3"---xﬂ_3 ¥ e T G
) e, MBI s T o l 1+-|+1*¢
donc: p*+ywa Fixaws T T IR2ZX LXn R 3
i i IO 1
Clest-a-dire; u, < 1 +3 455+ + 557
4) Montrons par récurrence que:
- i LT | 1
(ened—{iiltgtgrt. taer=2-3
* [nitialisation : - ; : ]
Pour n=12,ona:l + -l, = aetz- = “-,_.dcmcl' 35T = 2 3t
La propriété est vraie pour n = 1.
* Hérédité ;
soit ne(B —{1})
¢ i 1
Supposons que: | + gttt ge= 2= 3
i 1 1 | 1
et montrons que: 1+ 5 + TERETRE O =5
. Fooof. ®8L T 73 1 y 2
Ona,[|4-2-— e |+ 5 = (2% }4 3+ = 2t 57— 5
" 1
=2= 3
La propriété est donc vrale pour n+ 1.,
» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,
. 1
(e N -{ipa+d+L+ +5le=2-50
Déduction
soitne (M —{1}), .
| T
Or'.a:u.'-1";__—-2]:+,,+2:!.et!*-;‘2!*'...“-_‘_" 2y
Jut=n 1 i 1 5 1 eam
done: . =2 =47+ ;etpuisque: 5o >0 alors: 2 2 =1

diod: el —{iPn <2

Rappel:
BSlasbetb<e)aos: g<e
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@ m 1, +v

k=l 2ot (vaeM)in,, =uv ety = 5

calculons u, et v

“fiRB=ff  oy=

— wmtw 1
gaae i = ViV By

| ientrons par récurrence que t (¥n e Njin, <
+ [nitialisation

purn=0cona;u=lety =2etl<2 Donc:i<y
|2 propriété est vraie pour st = 0.

o Hérédité

stne N,

A

Supposons que @ . = V. et montrons que : i,

nd: v — it = =] & —v"i.r'"\"', —

=)
b --2)- ) =0 alors : v..

et puisque ;
laproprieté est donc vraie pour n + 1;
+Gonclusion: d'aprés le principe de récurrence, (¥n e M)iw <w
I|Montrons que la suite (u_ ) est croissante;
StnelN
Onatan, = i, = Viev, = we = v =)
“oulsque i, < v, alors : Vi < /v,
VY =y 2 0dlob s =120 (car yu. = 0) d'ou: (vae Nhiw Swe
Far g 4,

fensequent la suite (4 ) est croissante.

H) M R L)
entrons que la suite (v, ) est décroissante:

St g N
Ona: i, = v Ui, i =
- 2 Bl
i > =
UL <y alors 1 i — v < 0, donic i = 150,

$oi (y
= Ny - "
NEN) v = v, Danc; a suite (v ) est décroissante.

On
",
hEDet (wne N)in,,, =ui+u - -ll

'\Ila_Mo
: N 5
Yons que s (v & 1) < ], V07 (14 2] <l
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(%:e—é (IL(%

Soit ye M

Ona:

s

=o{]<u.+-1,-QI

=< {.u.. + }2). o7 §
Donc (vie M)ilu < .i_. =) <(u. + }?) <l
b- Montrons par récurrence que : (v € )i u, | < 5
= Initilisation :
Pour n'=10,0na: n=0%et|0]< l'l donc: || < 5
La propriété est vraie pour n = (0.

* Hérédité :Soit n= 14

Supposons que || < E et montrons que |i.. | < 5

Ona:lu< ; =0 < {u, + .i, ): < | (d'aprés la question précédente)
etonas i, = ui + i i = {1.-. + g}- -I?

et puisque : ) < {u\ & % i <1

Alors : — ; <|w+ ‘]1 j == é < }_. Clest-a-dire : —5 < o £ 12
Ponc: || < E . La propriété est donc vraie pour 1+ 1;

» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vn e N )i ju | <2

2} Etudions la monotenie de |a suite (i ):

Soit ne

. - = + — l — = d I
Onaitz, — L=+ u, PR R
et puisque || < L alors : 4, < L donc: 1 ‘11 <)

Do (i 1) <u s fa suite (1) est donc strictement décrolssante:
3} Montrons que - (v s M) u + I, = (4 + ’ ]
Utihsons le-ralsonnement par récurrence,

= [nitialisation :

- o ; e 1
Pour n=0,0ona;: 2 1donc,f;.-. + 2-} = g+ 3

La propriété est vraie pour n =0,
238 @ sultes numérigues
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L peradite ©

sitne N

i LY -
mnsal’liﬂue: . 3 {;.a.. + 2} et montrons que ;

Ly i e
L.+1:[H,2) LOna e =t 4

' | LY _ Ll = Iy
donc: 1+ *]2 L (st z) _|(,,,,+ 2) I- (o 3)
a2 x2=2" ), La propriété est donc vraje pour 1+ 1.
stonclusion: d'aprés le principe de récurrence,

(vie M)in, + ; —'{‘*" i :lz)

iS40

il
Mt = % ety =

' 3w, —1)
|| Monteans par récurrence que : (Vo e M) iu, >5
“inihalisation :
Polr =0, ona;: = 35}- et "SI >5
Danc; u, >5
B propriété est vraie pour n = 0.
*Herédite -
el
$®posons que : 1, > 5 et montrons que s i > 5.
Oy, — 5= it St 10 o it Su.t 10— 15u+ 1S
3= 1) i M- 1)
o= 10w+ 25 _- = 5)
A, — 1) Mu— 1)
Hisnue ; 3(y, - 5) >0et 3w — 1) >0

Rors I,

% =350 Clesta-dire s .., >3
PIORrE est yraje pour n+ 1,

‘fnnclug,,m,‘: da
L]

prés le principe de récurrence, (Vi o N)su, >5

L 4 ¢
©Ns que la suite 1) est décroissante:

Bae 3 T WEF Su,+ 10 3w — Ji- wi— Su— 10
T TP ) 3, — 1)
_ 2ul— B 10 (— 5)N2u# 2)
Mw—1) A — 1)

.D'Ill _ ;
sque'“-)ﬁ.alom: =530, 2u,+2> 0 et 3u—1>0.
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alars 1 = e >0 done s i, <, pour tout i € 19,
D'oli |a suite (i) est strictement décroissante.

. 1 "
3)a-Montronsque : (vn el )i, — 3= folu— 5k

Soit ne M 5
- lu=57)
=3u=-1)
We=5 _ w=3 e A
G5 Ala—1) COMPRLONSE g7 =y €t gy

_ =35 _ 3uw—3—10m+50 _ 47~ Tu,
3~ 1) 3w~ 1) 3n—1)

DN a; e =3
Donc:

gl
Ona: g

J : - r ) .
Puisque la suité (i) est décroissante, alors: (Yn € M) iu. = 5-1 lear i< )

etd'aprés la question précédente : w. = 5.

donc: S =u =< 35‘ do: 3w —1)>0 (1) et Tu. < 'sz"“

&t puisque : T)-;\-Jl < 47 alors: T, < 47

Parsuite: 47— Tu. =0 (2)
w=3

gy | 5
1 - . = ]
de {l]. et (2) onqe.n_d:du:t qlue 10 3i=1) (0
c'est-a-dire : ) =10

—5F

{u,—3 1
ta —t < -5 -5
par suite ; Mi=1) = 1{|‘"‘ 5) (car u.— 5 > 0)

Donc:(vae M) ., —3 < []“Iu.— 5)
b- Déduisons que (vne I |iu — 5= ‘," x| ]l-,_, [
Onz:(vmeN)n, —=5= lltl'“'- = §) {a).Donc ;

=53 -5
sPour m=0,ona; <y —5< w—5) (car (¥ne N): 0 <u 5)

1
in!

sPourm= lona:ll<u.—5< 1'IUI"' - §)

ePour m=2,ona: 0 <u—5< IJ.U‘"' - 5)
. . . .
. . . .
. . . .
. . . .

ePourm=n—1,0n8 (0 cy—5< 1'.{.}.;,_._ =5
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tigliant les termes des inégalités précédentes membre 3 membre, et
! ) il 1 1 1
s ¢mplification, on obtient: 0 <y, = 5= {5 Xy ¥ % 1o o~ 5)

fappel:
umﬂlh

re e facteurs est ¢ nombre de termes consécutifs de 0, @ I, c'ast done |
n—=1+1=#n

I e e | A
ponc u--‘"{m“q 5:'
o (vae N =5 () x €

Mnatw=l3ety, =2+ "'" - i

1) Montrons que s (Wae I iw, = 2

Uthsons un raisonnement par récurrence.
+intialisation :

Pourn=0,ona:m=3et 3> 2

Bent < s> 2

12 propriété est vraie pour 1 =0,
*Heredite ;

Soitne Y

Sipgosons que . > 2 et montrans que . > 2.

O =y ) )
M =2+ M donc g, — 2= etpuisquerul > 0etu > 2
u s

lygscq 0 AR

Sty =23 0 Clest-a-dire 1 . > 2

FIOpriete est vraie pour i + |.
Conelusi " . 3

nelusion: d'aprés le principe de récurrence, (i< 1) > 2
I 1= )u—2)
2 Montrons que (i & ), ~n, = :
L .
O ’ 3 v, 5

ity gy =y = 2 " W= 2) )

1 "
{ (o= 2N 0= )
=du, = 2) !
2\ H I'.] i

Do, \ =

S vne 1=l = 2]

NE Ny~ = 2 !

bag 1
W
dons 1a monotonie de la suite ()
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(=u)i—2)

Soitne N, ona: e — 1= i
et puisque : i, > 2 alorss i — 2> Oet 1= uy <0 fcarul >4 » 1
donc: it — i, < 0 pour tout n & 1.

D'oil |a suite (u,) est strictement décreissante.

+ Déduisons que la suite (i ) est bornee:

Puisque la suite (1) est décroissante, alors elle est majorée par son premier
terme; (Yne M) = w

Clest-d-dire: (Yne M)w = 3 etpuisgue :(vneE N u > 2

Alors+ (¥n e 1):2 < u. < 3denc lasuite (i) est borpée,

3) a- Montronsque: (¥neM):0<u  —2< ii.-._ =33

Soit ne M,ona; (YaneN)iuw>2

donc: > 2. g0l e =2 > 0,

OnaiLg=2= "";-2 : et puisque w, > 2 alors , wi > 4;danc: } < :

. —:2 Fiviin
Do s == ¢ ! (i, —2) cest-a-dire s 1. — 2 < l {ae,—2)
His 4 4
Par conséquent: (Vae M):0<m. -2 < itu. -2)

1]’

b- Déduisons que {vre M) :0 <u =2 ({4 |
Utilisons le raisonnement par récurrence (on peut aussi utiliser un raisenne:
ment analogue au raisonnement de I'exercice 18 question 3)b)).
= Initialisation :
Pour n=0,ona:w-2=1 at{i] =lethel<l
24\
L} -3 =
Donc: 0 < w le”
La propriété est vraie pour 71 = (),
= Hérédité : Solt e M, S
Suppesons gque 0 < i, — 2 '511 :I et montrons que : () <t ™ y I l.ll

Puisque: 0 <1, —2<| _‘4 ‘||

1 . el 5
alors: 0 < 4fu,—1_|5_{iJ et pulsque : 0:< ., =2 < Alli“' ~2)

Alors: 0 < ity —2 < i!'u,HEJ‘_:[‘ll}m

"

ponc: 0 < a,.. —?_5{

b
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Bpmpﬂélé est vraie pour nt 1.

, andlusion: d'aprés le principe de récurrence, (vne N):0 <u 2 < ( 1 ]

s

T 1 7
.N_-;-et{\mr-h]:u.,, a2+ 2,

Ond:
:,mmiuns uoetu:
] - 7 3
oracon= 53 ¥ Be =321 =%
[ 33 =
i l.-‘.‘.‘-lu .1.-\.'.‘!+ Y '—'é\f'}_+\.-3

2 Montrons par récurrence que (v e 1) :u, < 12
+ Inibialisation :
Pourn=10,0na: % et é < ldonc:u <1
la propriété est vraie pour 1 = 0,
* Herédite : Soit n e 1
Supposons que w, < 1 et montrons que : u,. < |
Ona: it <1 = 2, <2

+2m+ 2 <4

2y2u, 42 <2

3 —i. Vai+2 <1

2 il <2
Bpropriés est vraie pournt 1,

¥ R y
Conclusion; d'aprés le principe de récurrence, (Vo e M)iu, < 1

e | =it
Montrons que (v & N):1 -1 s
% 4 242
242+ 20,
Sait \ 2 2+ 2,
"EN, ong:l i, =1 }“_‘_, o7 L
(2=y2+2u )2+ 2% 2u) 4=32 - 2u
2(2 2 ) (2% 2+ 24)
2(1—u) 1=y,
22+ J2v2u) THy2E 2w

D“’t:tvut. N)itiey I'=u

st F o
24 22,
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e ]
b- Montrons que {(va e M)l = 5(l—u )

1=

Soit ye M,onatl—u = 3+ /3w
et puisque : 2+ 2+ 2y, > 2 alors: 3 E 0 < E
donc: Lo < i,l] — i) lear I —u, > 0)
24y 2+, =
Dol 1 =i < }.:ll ~u,) pourtout n e N
- Déduisons que (Yne )1 -u = :l'.
OnaziveeNli<l-u, = ’:r,t —u.) 1)
En plagant n successi ntpar®, 1, 2, .., (n—1) dans (1), on obient

les inegalités suivantes :
O<l=-u '“_‘!,‘
0<l=u= !.'il' )
O<l=—m= gii ~§ts)
D<l=—u= ‘!_:rl

e
En multipliant es inégalités précédentes membre 3 membre et aprés SIMP!
fication on obtent ;

l}c.]'ra""IYE

Donc: 0 < 1-u f|!::l'|l-l:llcaru = L]'

Dlobi:(Yas N)ne] -y oot

Suites arithmétiques - Suites géométriques ;

oy e L] 4 i 5
Onpose: [ ={ne Min=n) tel que n, est un élément donné 437
Soit (i) une suite définie sur /.
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suite arithmétique Suite géométrique
Définitions

v yne suite arithmétique sl | = (1) est une suite géomeétrigue s'il

o (i) e ;
wite un Féed T tel gue pour tout élé- | existe un réel i tel que pour tout éié-
anded, ment n de [,
=tr ona: U = g,

b 4 '
o ¢ estappele | ralson de la suite (), | i est appelé : raison de Igsq;tg_lxr._r.

Expression de (i en fonction de »

e =t S I=T) |« (¥net)iv,=w Xy (s f
iepl €T i = ui, +{n— plr evlmpleF i =u %y

Somme des termes consécutifs

ket 1)
i i ¥ 37 okl L) | e e

Sl F e TR SN,

=N
t ! Ly, i)

wEr =g -pt )

» Cas particulier :

+ G particulier | =4
HIEAF 4 = Al 1) l4vgtg oty = = 1 #F1

Wajenne arithmeétique : Moyenne géomeétrique :

Vi ) M *i»"‘- e o (Vo eI Xt ==ty

* 5i (u,) est positive, alors |

(wie D) = yineX .
Femarque ;

gt
Fnombre de termes consécutifs de 1, & 1 ol n > pest: n—p L.
*lag

OMME des termes consécutifs d'une suite arithmébque est :
ombee de termes) w (17 terme de Ta somme + dermier terme de la sonime)

mime des termes consécutifs d’une suite géométrique de ralson g est:

s tiibire dedermes

iy

! lemme ) «

t8tmin,

) g :rles suites arithmériques parmi les suites suivantes :
4

Yty &5 défnle par: 1, = 2n+ 4

Yig, ) définia pap.

nyn
14 deﬁnu: par:

m=—| et(vieN)a =a"5
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4) (b,) estdéfinie par: b =—1 et (Yne N)i b, + b = /3

| Exercice &5

Soit (1.} 13 suite arithmétique de premier terme u, =~ 10 et de raisqq r=3

1) Caleuler o et -
2) Calculer la somme 8§ = w + 0w + 1 4t i
1) Soit (i) la suite arithmétique de premier terme ., et de raison r.

a- Calculer u; et w sachantque: u, = 3 et r = :

b- Calculer r et u; sachantgque: . = 0 et w; =— 16.

c- Calculer i, sachantque: t: =—2 et + 1= 6.

d- Calculer en fonction de n le nombre (1. — t...) sachant que: r= 2,

347 7

2) Calculer tasomme : =1+ 5 + Lo W 4397 4 g0 (uctifien)
Soit (1.} la suite numérique définie par: u, = 2 et (Vn & M) = 5 )
On considére la suite numérique (v.) définie par: (Vne M) = T+u
1) Caleuler w,, u:, vs 8L V.
2) Calculer v,., — v. pourtout n de ™, en déduire la nature de la suite (v.).
3) Déterminer v. puis &, en fonctionde n.
Soit (i) une suite numérique et 5, = i, +u: + w + ..+ u. la somme de ses 1
premiers termes,
On suppose que : (vne 7)), 8, = ;n o 2
1) Calculer les termes : u;, u: et u..
2) a- Ecrire w. en fonction de n.

b- En déduire que (i) est une suite arithmétique.
Soit (i) une suite arithmétique de premier terme «. et de raison 7«
Onpose: S=u+tuw+w+ .+ i,
Caleuler r puis u, sachant que: w, =—9 et § = 420.

= g tels

Soit (i) une suite arithmétigue de raison r et de premier terme i
que:a#0etr#0.

Onpose: S.=w+u+uw+.tu, (n#0)
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cux entiers naturels non nuls (avec n # m).
=S, ealntm=1)r+2ua=10
S8 =0

et d :
yionlrer que: i >
ﬂindédu"'e“ue: §r=

considére les suites (1) et J;’v.'l définies Daf[:
gL )it = 3307, VYT 7,
{cakcuter uj @t Ve
JMortrer que la suite (v.) est une suite arithmétique de raison 5 i
3fDontier V. PUiS 1y €N fonction de n.
U Cakeuler en fonction de (n = B) la somme §, = v+ + v+ F
hercice 2
1

wtiu) et (i) lessuites définiespar: . = let (Ve i) iuw,, = LJL — T

Y {alculer fes termes & uy, 1t e Vo
YMantrer que (1,) est une suite arithmétigue de raison r=— 3.
Hore v. en fonction de n, en déduireque: (Yne M) = ! ;-“

Hiakuler en fonction de n lasomme S.= vt v+t Ve

53061 Ia suite définte parw =2 et (vne N)iw. = :::f-: [I :
1 2 I
paie g, = = Pourtout ne I

eakuler: iy, ety ’
b

]l‘"::t[!' que (v.) est une suite arithmétique de raison » = 1.

> . o .

fife 1. en foniction de n puls en déduire «, en fonction de .

b
Btudier la monotonie de fa suite (1.).

4
]a-ta’{ul-er!a SORITREE R A b v o e
&
Galeuter |5 somme: 7= 4 4 4 4 4 4 4
=1 = g, e gl
h“u'” i 1+ A,
B0 1 suite définie par: u = ‘t, eti(vne N )it ==+ 1
58§ = ¥
Yegey ™ Pour tout n de N,
|“"Er; T s
LR D T

{7
"4ue (1) est une suite arithmétique.
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3) Eerire v, en fonction de n eten déduireque : (Yne 1), = | _ 1|
4) Calculer en fonction de n la somme @ § = Lt + 2u + 3y + '
nel.

Déterminer les suites géomeétrigues, parmi les suites suivantes -
1) (w,) estdéfiniepar: (WYne Miw =3%2

2) (w.) est deéfinie par: (Wne M):w=(-1)

3) (&) est définiepar: (Yne M)ia = 2n

4) (h,) est définie par: (Yneli)ih =yn

| Exercice -

Soit (v.) une suite géomeétrique de raisen ¢ telle que i v, = 5 et v = [0,
1) Calculer v, et 1,

«n
TR, Pour

2) Calculer lasomme: §=1, + v+ + 0,

[ Exercice 3

Soit (1) lasuite géométrigue de premier terme i, et de raison 4.
1) Caleuler u. et u, sachantque: . = 16 et g = I"
2) Calculer u, et u, sachantque: u =3 et g =— 2
3) Caleuler w, sachant que s - =18, =2 et g > 0.
4) Calculer |2 somme 8. = o+ uw +w + ...+ u. (en fonction de n), sachant
que:us=letg=35,
\ Soit (11.) lasuite numérique définie par: = - TRt =
Onadmet que .., pourtout-ne 19
1) Mentrer que s (Yme M) # 2
:: * ; pour tout 5 & M
a- Montrer que (v.) est une suite géométrigue dont on dete
raison,
b- Exprimer v. puis . en fonctonde .

Soit (1) une suite arithmétique de raison r = 1 et de premier ten‘ﬂ&’{”

Aeutifs
Montrer que s i, it et 4, sont dans cet ordre des termes consecy®
suite geomeétrique.

=N

2)Onposery, =

rrminera 18

d'une
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(i) et () les suites définies par :
ot Ui i : p
JeyelvnE H) s =85

Yin F <y

3 etv, =

J ontrer que: (VR E

3 Monteer que la su
1 T
5 =

welN)s %3 =5 _d

H?Monue:qu:-:wu(- NYid-wa=gd—iu).

p.ndeduire que : (Y e 1) ; 4 —u {}t}

24 =
=2

ite (1) est strictement croissante; en déduire que

f)#Montrer (1) estune suite géometrique dont déterminera la raison.

ppenner v, en fonctionde 1, en déduireque: (vne N

2

e
o Caluler én fonction de 1t Ja somme 5. = 2.

e
St () et (1.} les suites définies par

= let (Yne M) & w.
Ua Calewler les termes ., n:, v Bt ¥,

b-Montrer que : (vn & 1

wEtudier la monotonie de la suite (1),

=2

VAN Y B

= T

=(1+2Vm) ety =1+

YMantrer que (v,) est une suite géomaétrique en précisant la raison.

Uewprimer . en fonction de n.

fiGsiculer en fonction de n, la semme : §, = 3 v ..

Ty

;“h Uk 13 suite définie par : i, =
.

:»el(uier lestermes : i ot ..
IMontrer e - (vneN)

Zetivae )

ot s

Y 2
Mﬂntmrun._‘\_."(_. NI i =42 €25

bty
0 o .
Yer par récurrence quesivnel ) lm—vals

&5h 4 ‘
S‘:e_du"e une valeur approchée du nombre 2 3 10
H) tasuite numérique définie par : (vne ) (4

Hivi =

~
I =y =

<,
Ho Ty =

M
on) i
Uer que (y,) est une suite géometrique dont on déterminera la raison

- 8 -
b Premier tarme
Harm, '
er i, enfonction de n.
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Détermi les suites aritk iques.

1) ona:(¥ncs M) ; u,=2n+4.

Donc lhy — =2+ N+ 4)=(2n+4) =+ 2+4—- - g= 4
Donc (i) est une suite arithmétique de raison r = 2,

2) Est-ce que (i) est une suite arithmétique?

ona:(vneN) vw=nyn.

3

sOnavi—w=letw—wn=24y2-1

sOna:w=0n=1T1s6tv:=2y2
¥

Comme: vi — v # w — w, alors la suite (v.) n'est pas arithmétique.

3) Est-ce que la suite (a.) est arithmetique?

Onata=1let(vneN); a., =a—35.

Done (¥ne M) ; & —a.=—5.

D'oll |a suite (¢.) est arithmétique de raison r=— 5.

4} Est-ce que (b.) est une suite arithmétique?

Ona: bi=—let(vnelN) b, th=vy3.
Ona:bh=—Lb=y3-b=y3+let b=y3-h=y3i—yi-1="|
Donc b —bh=2+3 eth—b=—2-,3 .

Pulsque : b — b # b.— b alors 13 suite (h,) n'est pas une suite arithmétique.
[Exercice 23

1} Calculons w €t b .

(1,) est une suite arithmeétique de raison r = 3 et de premier terme

== 10. Dong o = 1+ 20 Xp=— 10+ 20x 3= 50

et o = W+ 100r=—10+ 100 %3 = 290

2] Calculons la somme 8= w F i + -+l

Rappel :

La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale 3
{nombre de termes) % [Iprumicr lerme 7 demier lerme 1

le nombre de termes de la somme § est 100 — 0+ 1 = 10}.
Rappel : Le nombre de termes de u, 3w, est n—p+ 1.

Donc §= llll[-“" E"‘" }: ii!l{ = N.J.;' 250 .): 101 % 140 = 14140
250 ‘ Suites numériques
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une suite arithmétique de premier terme u, et de rayon r.
s us et w sachantque u, = 3 et r=—2,
ne suite arithmétique de raison r

i a5t

qk‘U‘-’ estu s
h:ul_,:g-f~2)-:5eﬂtm—u.+?r Sappe:
ool w=3+1XE=2) W=, +n—pir
sidire =11

§ Caleulons et it sachant que w: = 0 et 1, =— 16,

psque (i) Estune suite arithmétique de raison r.
=y _ 0+ 16
s iy = H 8, done = TRg = Rt =0

sona: i = W+ or,

pont =~ 6r=— 16— 6% 2 c'est-a-dire: u; =— 28,

Calculons i, sachant que u: =— 2 et s + 1. = 6.

ke meéthode: Puisque s = i+ 8r, et i = w. — Tr, alors w. + 1, = 2w+ r,
dostadire 6=2%x(—2)+r.

Bonc r= 10, et puisque w, = u. — 2r,

o5 g =~ 2 =20, cest-a-dire u, =—22.

leme méthode ;

'e) estune suite arithmétique de raison r.

0wy = i+ 10rjues = py+ Sr; 1 = 6+ 2r et wet = 6

a {n-= ot 2r
{u+ 10r) + (1~ Sr) = 6
e
Dﬂil" S+ 2 . S+ 10r=—10
3 Clest-3-
Uyt sp— CEsta-dire di+ 10r=12

]

:;:&E: St Inr}_- (4uy + 10r) == 10— 12 finalement 1, == 22.
ons en fonction de » le nombre ... — . 1.
Psgue () est une suite arithmétique de raison .
SMois = i+ (B4 D)= (1F D=ty + 2= X2
=i =g =39,

~Ctlons 1 somme: s=pe 814, 37 gy
: s A W R
e T ] _
™ H S.I!:-selu.—s.
Temay 347 _ 3
MRUBQuer i — = i — i = =t = =10~ 75 =5

ter ; - 5
Mes de cette somme sont des termes consécutifs d'une suite arithme-
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tigue (i.) de premier terme ', = | et de raison r = : :
Donc W. = wtnr=1+ 2 .
Déterminens n sachant . = 70
Hh=T0e= 1 + _':.H =70

s 3n=69

=n=23%5=11%
Donc s = 70 et th = 3;? (Veérifier ce résultat).
Calculons § = w + 1 + Wy + -+ + s 00 (1) est une suite arithmétique de
raison r = : et de premier terme ..

1}
Le nombre des termes de . a .. est 116.

ponc 5= 116 x(“ 5% )= 116(1570 ) = 4113

LExercice .

onasw=2et{vneM) o, = 1:1" et =3 ,l” }
1) Calculons ., -, vo-et v
e S 1
Onaze =5, o
P IREE - ey
=L el N
2=y
i = ek =o=d
WETHE - EFZ 3
e S A
T+u 1__! 3
4
2} Caleulons v, —v. et déduisons iz nature de (v.}.
Soitne M.
Ona: i
SRS | RS 1 i _2+uw 1
¥ W 1=+ u 1._”__1_[.__] T T | + it
2+:r.J
R S n |
I+, =
Denc (¥ne ) iw,—wn=1. |

Dfoii fa suite (v.) estarithmétique de raison r = | et de premier terme ! 3

3) Déterminons i, puis un en fonction de n.
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(y,) estune suite arithmétigue de raison r = | et de premiér terme

e
1
e | i 3+ |
=yt Hr= 3 .
| 3 k
ors | ; . h
- L_.H”eal He =1

= =
=l v

)

| S S 3= 3n
pont = Jy ¥ 1 =304 1+ 3n
]
- _2=3n
yobr(vwE NY 2 = 753y
| Caleulons f, o et
i’ o =yt e
F et 5=t
=y et =25 = (u +uk
I et
i 1 o - 5
: 3 3 & _ L
Parconséquent s =5 3w = 1—3 == Loevi=—3—(5- 5)==F-
U3 Expression de u. en fonction.de .
ana
WES) 1S = i b ¥y + =+ wstant Gl Po e
. Y
onciy, =5, — 5, = ':'-“-;,-'—éur 14 (=1
3 5. %
AN =Sk 5t =2t |
Barenr L = o
Cnséquent (v e 1Y) ¢ i el g
Dét .
_erminons fa nature de la suite (1),
T ——
u = ol T e
¥ ':’-f”llr-?-*—lu-j. =LA —3 =

Bong ¢ i S - & 5 -
el B8t une suite arithmétique de premier terme i = 5 et de raisol

S
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Remarque:

Toute suite (u.) qui s'écrit sous la forme . = an + b est une suite arithmgg
que de raison 1= a,

[Exercice/” %

(11.) est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison
Déterminons r sachant que u. =—9 et § = 420,
Onas S =t u Hu b,

Donc 420 = 35 454 ).

Oty = tii+ 24r == 9+ 2dr, et it = wo = 10r=—9 = 10r;

Donc 420 = 35 = Iﬂr_ztzir_ 9 .

Dotz 420 = 35 %X (=94 Tr}. Parsuite 12 =—94Tr,
2
Conclusion: r = -‘-J-}" =3etw=— 10r=—9-30=—39

[Exercice/ S

(1) est une suite arithmeétique de raison r # () et de premier terme & =g
la#0).

1} Montrons.que 5. = Sye= (n+m—=1)r 4 2a =0 {ou m # n).
Ona: S = tu+-+u,

= pf @) (car (u.) est une suite arithmétique de raison 7}

+ i
etona:S.= i+ i+ et ot g, = m{“" 7_;_1.. )
Ona:i =wtn—Dr=a+(n—retu. ,=atim-r.
Qat{n— + {1 — )
Donc §.= 144N ”'},e: § = (20 (m 1r @
Dol 5. =S.e=n(2a+(n—1)=m(2a+(m—1)r)

= 2na +nln—1)r= 2ma+mim—r

e 2aln —mi+ rinn—=1)—mim—1)) =0
es2aln—m)+rln’ =m' —(n-—m)) =0

= 2aln—m)+ rlin—m)in+m)— (n—m)) =10
e=2aln—m+riln—m)in+tm—1))=0

e —mi2a+rin+m—1))=0

et puisque n #m, alors 2a+ rin+m—1)= 0
Donc: S.=S.es (ntm—1jr+2a=10.
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. piduisons Que: ¢ = S0 =250 =0,

;_a s regalité (@yona: 8w = (n+m)
g Jat (mAn—Dr=0.

{23-? {n;m—];”.

o=
2atintm=1r _
pones 8. = 5. = =10
4+ 1)
e(n+m}2d b 2"1 L
=5 Seem =0

oercce s

|

Jona w=let{vne M S
Calculons w: et vy,

e fy 1
L T T

1
WE =}
e

3| Montrons que (v,) est une suite arithmétique.

Wtnel,

T4 2
a:v., = __,I- = 1 =22 T
2 Mher gt 2
2+ 2%
I
2%,
SISEMEEL PRI S
24, 2%, 2w, 2

P suite (1) est arithmetigue de ralson r = L et de premier terme 1, = 1.
Y Déterminans 1, puis 1, en fonction de n.

Pusi .

“5U (1) est une suite arithmétique de raison 7 = IL gt de premier terme

=1
Fors s, = "J'I'J"-I.’; N':E
ot (1) NY oy =22
i TR
tOng:y =)
2
Dﬂﬂ(u‘_. 1_I - 1 3
i p(n '-2}' e+ 2)
b 2 1T,
o |
¢ :l)-"‘- 9
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4) Calculons la somme ..

soit ne 4 pn= 8.

ona S =ttt .,

et puisque (1) est une suite arithmetique et le nombre de terme de |,
somme S, est n—8+1=n—T7.

Alors S.=(n ‘7][ ity ; v ‘]

2 g+2
or v.="%= done 1= Sr==5

- 55T (a1
alars: 5. = (n— T} X% 5 = 1
. o I T | ;=g
Ona;wm=let{¥nel)ik..=3n T ety 3,
1) Calculons i, 4: et v,
1
Ona:e* w, = _!,’-M- = _"1'._ = 1‘ = 0
.= ! = 1.1
b 303 0]
su=F"w=3%x1=3
2) Montrons que (v.) est une suite arithmétique de raison r=— 3.
Soit ne N,
Onatv.,—wn= 31— 3w = 3" (3, — W)
i) 3 =3
=3 {31-,'.1—,..]1 | =3""=5z) 3
Pont (YrE M) { v —n=—23, o
D'oil a suite (1) estarithmétique de raison r =— 3 et de premier terme !
3) = Déterminons v, enfonction de n. B
e . " e
Ona: (1) est une suite arithmétique de raison r =— 3 et de premier
w=3

Bont w=w.+nr=3—3pn.
» Déduisons 1. en fonctionde n.
Ona;vw=3"u;

0
Done w. = 7=
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calufons |a somme 5. = ZI Vi
1) est une suite arithmétigue.

asuite ( :
. determes de lasomme 5, est nt 1 =0+ =n+2.

_jgnombre 232
R 1-'-“"},etpuisque ve=3et v =3-3n+1)=—13n.

ponc & =
(n+ 203 = 3n)
Hoft 3 = 2 :

i 5 A=y o 2
daiw=2 et (Vne W), =550 ety = e
Hicakeulons: i et ¥

I e
Dot =" 5] 3
gk = 2 =7

e e el

YiMontrons que (v.) est une suite arithmétique,
saneM.

Wk Fa Y /3 = 2w+ 1) =

T T E TR B
ot 1

Boner v = et L

e = =

e 1 S ] g

b= =1 ik
Froste (Yne M) rvey = v = Lot par conséguent, (v.) est une suite arith-

"tue de rajsan r= | et de premier terme v = 2.

T Exprimons 1. en fanction de 1.

Doa: () est une suite arithmétique de raison r = | etde premier terme 1 = 2.
Qone (v & 24

b o W= ar,

Q‘au:wn,&:?]

W =2%n,
L}
.D@ﬂalsons i en fonction de n.
M nen
Dﬂi'l 2 B £ :
= 7] 4 Ty - ] B e u
= dones i~ 1 =7 doli: .= =+ =3 :

B :
ibite (Vg ) . g = 114

s i ' 2
Glculons | SOMMe: S = i+ F it o v

3110y
Yu) 85t une suite arithmétique.
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Donc §=1(29—-0+ I\(_ -‘-"‘-t—l""], etpuisque 1o =2 et v, =29 43 - 3

Alors\-'mx";' =-]5%33=495.

v 4
b- Calculons la somme T'= 'i WS

- =5

Ona: T= Z”__I Z : x2=73)

- 2 . 3 i
etpuisque: (VK€1) vu= Sy Alos T'= 2w = 25 = 2 x 495
Donc T'=990.

| Exercice.: 3

1 _ I+

Ona:u =5 et (Vnell) : noi =" 371" et v, = mu pourtout ne V.
1) Calculons gy, W etivs

T ; 3
BRate = —g=im g S

2) Mantrons que (v.) est une suite arithmétique.
Soit m e M ’
+ M.
Vo = Vo=t Dty = i, = (r+ 1)7 05 — ik

= |+ ni.— 0y =1

Donc (Yn &) ; vy —n =1L
D'ols fa suite (v,) est arithmétique de raison r = | et de premier terme. ¥

=

3} Exprimons v, en fonction de .

. . o = 3 ison
On a (v.) et une suite arithmétique de premier terme ¥: = 5 et de raiso

r=1.
1 . _ =1

Donc: .= w+ (n—lr= 5 +n—1 Dol (Vvae M) .= "7
» Déduisons i, en fonction de n.
Soit ne N’
Ona: v.=nu. |

‘_1_'_,_..n—1_ 2n 1 TR RN = ] =T
Ponc .= 5= S5o = 20— o Dotz (Vo € N) 5t 2n

4) Caleulons la sommie § = lu + 24 + 3, + -+ + ntda.
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(ve W) s b= vo.Done § = >ow,
ma = =)

e (11) estune suite arithmétique, alors
2n=1 }
2

, e L g
3 plear =~ etw=

A pueaH [I .
e 1’{_“ é')_ n?

ey L
gat-d-chire: 3=

ponc i vH

sterminons les sultes géometriques parmi les suites proposées.
1) est définie par w, = 3 X 2",

SnEN; e = 3X2V = (AX2)YNT= 2,

fere (1)) estune suite géométrique de raison ¢ = 2. (On peut calculer "u ).
1iv) estdéfinie par (¥re M) s w=1(=1)".

; e s )
ona vy, #0 et Il PR T

L}
Jc 1) est une suite géométrique de raison g =— 1.

Smmmontre que (Wn € 1) w.., = qu. ol g est un réelqui ne dépond pas
%1, 3ors () est une suite géométrigue de raison ¢ .-

HOna: () est définie par: (Vn'e 1) ; a. = 2n,

Berai=(), 4 = 2 ai=4etia=6

Bile 4 : alors la suite (a,) n'est pas géométrique.

Uik gst définle parz (Muee M) i bo=yn.

=0 b=, b =E s =1,

il bk . i i
e g ;:_ Jalors |a suite (h,) nest pas géométrigue.

T,

LAY
"etune suite

i géométrique telle que v, = Set v = 10.

tlong |, et

ki
WS {1 i s
.&,': 1) est Une suite géométrigue, alors ¥, = v % g etsaraisen g
Meg=¥ 10
il 5 =2,donc: w=wmXg'=§x2'=80

0 s Rappel:
Xg" =80 % 20 = 5120 oy
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2)Calculons la somme 8= v, v st v,
Puisque (v,) est une suite géometrique de raison ¢ # |, alors:

j— =0 b 1
S=w f_{—f L Ory=5etg=2,donc:' §= 3§

Dot §= 10233

—
I =

ralt

=SR%=1

On a: (u.) est une suite géométrique de premier terme it et de raisan d

1}Caleulons 1. et s sachant que w, = 16 et g = ]1

Onatwm= wXq'= lﬁx(é}l= Lot =g i*x{]";': !L‘

2)Calculons w et w, sachantgue w, =3 et g=—2,
Ona:w=mXg =3%X(—2V=-24

et =wxg =—24%(—2)"= 768

3jCalculons w; sachantque u- = 18, ;=2 et g > 0.
Ona:w=wXg Doncg'= :: = t:h =9. Dol g =3,
et puisque ¢ > 0 alors g = 3.

Ona:u=wuxg doncu = : =

Puisque (i.) est une suite géométrique alors:
e =™
= Eu =l =
le nombre de termes de cette sommeest (n— 0+ [ =n+ .
s i e |

s =% e =75}
= i = = g . = Jetq
Done 8. = n i—g | =5 3 ; (ot W

3 3 2 n

Ona:uw=—75 etu. = w1 Pourtout ne i

o= NI

1}Montrons que (Yne ) ;o w, £ 2.
Utilisons un raisonnement par récurrence.
= [nitialisation

= Pour n ‘-'Omna:u-_=—% et -—-‘;‘ #2,
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42 (la propriété est vrale pour n=0),

oo ¥
(aredité :
Iwﬂeﬂ,
ansque i # 2 et mantrons que (., # 2,
. :___j__:’.‘"_‘!u.*'ﬁz (2— w)
kT =T g =1 © =1 u—1

aguisque 1, # 2 alors 2—uw#0.Donc . —2# 0.

dol: e # 2. (12 proprioté est vraie pour 1+ 1),

Jconclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Vn & 1) © . # 2.
R ot 1

nona: (YaeE M) o =2

+Mantrons que (v.) est une suite géometrique,

2 Wit
A .+ 1
s _ Mgt L = I =Rlk T Il (7T |
BERER, Vi = =2 S 4— 2u. —2w.—2)
i =1 = ta—1

BORC sy == 7 X Ve

Tolla suite (1,) est géométrique de raison g =— J), et de premier terme

*Eiptimans v. en fonction de 2.
P ; St o
5que (v, est une suite géométrique,
T 11/ =
sl 'f( -5 ) pour tout n de .
e 2
Pterminons i, en fonction de n.
O e
B =T = 2 = |
= Ve~ e = L2
= (v, — 1) =1+ 24,
| + 2y, ;lear v, # 1 pourtout n € M)

= I, =
2 E1
oy yas il
-‘q\-lm.—?x(-',} alors 1 1 |: 'l'|' 1
2. K 4
2 l I
&}q:q\‘.«"gﬂ_;’ e 14+ ] ’C{_.‘{']
= Y
7% 3} !
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Ona (1) estune suite arithmetique de raisen » = 3 et de premier -
Montrons que ,, its et i sont des termes consécutifs d'une suite Fﬁéﬂm&_ 4.
Pour cela, il suffit de vérifier que: i Xy = ns . que
Calculons us et . Onat =4, et i =w+4r=4+4%3- i6,

et =i +20r=4+20%3=104.

Donc % u: = 4 X 64 = 156, et ui = 16" = 256,

Dol : i X = Wi,

Par suite i, i, &t ws sont dans cet ordre des termes consecutifs d'une suite o
métrique:
(Exercice 3

x

Onazus=3et (Vo€ M) ., =8~ ”"44 5 et = f:: -

[N

1) Montrons.que (¥ne 1) : 2 <, < 4.
Utilisons un raisonnement par récurrence.
= Initialisation :
sPourn=0onam=3et2<3<4,
Donc 2 < 1 < 4 d'ol la propriété est vraie pour n = (),
» Héredité :
«Spitne N,
Supposons que 2 < i, < 3 et montrons que 2 < .., < 4.
Ona:2<u<4d=4<u+2<6

b B 1 1
6 Mt 4
1 1 1

T i

24

[ M

==

iy — G —. 5 g
i
—2cg--2 oy

=T W X8

Donc |a propriete est vraie pour n + 1.

\ y - % < 4.
= Conclusion: d'aprés le principe de récurrence (vn & 1) 1 2 <0

2) = Montrons que la suite (u.) est croissante.
Soit ne 19,

g ey B o =i i —8
Oona:mo—u=48 w2 M= w,+ 2

Or les solutions de 'équation — X" + 6X — 8 = 0.
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Jetd {utiliser e discriminant A pour déterminer ces solutions),
g==(X—-2X-4=X-2)4-X)

=204 —u,
. .—.!\')::.-...-i.'.=m 2) "J.
pau (¥ E £ mt2

iy
m,x-n‘:

wMUEw(,l_<4’;{ars 2> 0, 0.-2>0etd—yu, >0,

et .

Jone (¥ € M) 3 e — #a > 0. Par conséquent la suite (1) est strictement
sptssante.

| J—
+peduisons que 1 (V7 & M g S

susque (1) est croissante, alors (w.) est minorée par son premier terme,

dorc: (vnE N 1 2 e

pone: (v e M) 5w, = 3.0%0: w, + 2 = 5.Parconséquent(vn.e IN); = : -

Ha-Montronsque (Ve M) ; 4 —w = : (4= ).

stneli.
ki i 24 _ 4w —8+24 _ —4ut 16
D=t =4 =84 g = w2 T,
= 404 —w) . 1
fohc 4 — i = Az . et puisque u.+2'£5 et d(d—uw) >0,
dd-n) _4(d-u. . - %
E n.+j{' = '(-5--"-)'.C'Est-é~due 4=t = _éi-i =ik

i (e N) ¢ 4= £ 34— w.
b Deduisons que (Yne N) ; 4w, < [ : ).

aa: (ke M) : 0'cd— ., < :-‘I-H - u). 1)
fremplaant & successivement par 0, 1,2, -+ 1 — | dans linégalité (1) on obtient

<d—mu= gl-i — 1)
0«4 li.—':-gl-'l—ril
0<d ra-:-glal-ui

D<d—u = :[4 = Ha)
Mg . ; : lifi-
Bl lant membre & membre les inégalités précédentes, et apres simpil
Snabtient: 0 < 4 -y, < ‘é % "% . iu — )

e ng
Mhre de facteurs est égal au nombre de termes de a . ou bien de
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1y A i, c'est donc n)
Et puisque = 3, alors (WVne 1) : 4—q, -\('é }

4) a- Montrons que (v,) est une suite géométrique,

Soitne i, ona: v, = ;: :'3 ’
4, = 4)
Donc V. = u.+ 2
kit — 2)
w,+ 2

Donc (Yre M) ; v, = 5.,

ra 2 i , 2
Dol (v.) est une suite géometrique de raison g = T etdepremierterms
avec v, = & == P 1
Y= k
b- Déduisons v, puis u, en fonction de n.
2
= Puisque (v.) est une suite géometrique de raison ¢ = 5 etde premier

o ]
terme v, =— L. Alors v. = v, X g" '—'—[ 3 i ’

=&
elona:v.=:: = U Ve — 2V = i, — 4

ey YoV =l = 20— 4
= wvn—1=2v.—4

7 - e ) nEl
2v.—4 - (Vn e )iy, ]
= Y i lear

Va1 —
P 2x A pripaxy
et puisque \'._=—( ‘i} =7 alors u. = 3 ] F+§
3 2 %
e A & 0N
Donc (Ve E W
2 5 )
¢- Calculons la somme S, = Z =T
*T = = 2 2 = f 5
Ona‘.l"an;:J:1-‘.=:':~'_"j=" T = =2 i
- =", oy '} \ Foy
Donc: — 25 = | —v,.Dol 8. = 3 =3 Z" vil 2" vt
Wy — 2 =ty g L

G dela®
Or (v} est une suite géométrique et le nombre de termes

« 1=q L P D,
alors S.=n—w = ,etonaw=—73 e 4713

2 |—{ ”-Ll{l [:1”

2

3 =
donc: Sy=n+t3— 3 . Donc (¥ne I7) : 5

3
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= et (¥nEN) st = {1+ 24 ), et (vneN) ; v=1+Ju.

m].a&— ; ;
...»Calcukans Hy, Wy Vo BT WL
2 3 u=l|+3n'.rf-'|"—'-[] +2)=9,
Dﬁ r =N g

=M+ 20 F=(1+2%3) =49,
gt

[ y=2

e el =|4+y9=4.

b Montrons gue (VR € o J I R

|isons le raisonnement par récurrence.
+ Intialisation

e n=0,ona: = letl =1,

Donc s = 1.

L5 proprieté est vraie pour-# = 0
»Heredite

sSotneN.

Supposons que . = 1 et montrons gue .. =

Ona: =] =yu 21

=t =1
3! -
e La propriété est veaie pour 11+ 1.
*Conclusion: d'aprés le principe de récurrence , (Ve 1) ;w2 1

it )
Hudions la monotanie de lasuite (V).
St 1 ¢

R TR S BT R TR TR St
L R TR e
#
Pulsaue 1 4/, > 0, alors’a suite (v,) est strictement crojssante

i
5 otrons que (1,) est une suite géometrique.
0it 4y ¢ N,

On

Ay = hh
Yo = Lot = 1 #3014 20inY = TR 20T o+ 2yl
=20+ )= 2w
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Dow, la suite (v,) est géométrique de raison g = 2 et da Premier ter,
me
w=2

Donc{vne M) i v, = 2v..

2} Exprimons . en fonctions de #.

Ona: (v,) estune suite géometrique de raison g =

Bl -
2 etde premier torme
Vn =2,

Done v, =g’ =2x2" =2,
et puisque v, = 1 + i, alors V. = v, — 1.

pone . = (v~ 1). Dotz (vae M) ;= (27— 1),
4) Caleulons la somme S, = Z\ ey .

Puisque v. =1 +yu alors . =v.— 1,
Donc: 5, = i\'n. = i!u - 1)= i‘,\'.— Zl = ﬁ:u —{n+ 1)
et puisgue (v.) est une suite géumé&rique..al.crs:

15:“'_' \-.{1,'._{*;;'): 2B =2 =y =22
Dong 5, =2"=2-p~1.
Doiz (vrneBl)i 5, =2"—n—3.

(Exercice  §

. L 42
Ona:mm=2et{vae N)w,= ::.*l ;
1) Calculons u et .,

. a2 4
Dna"”_u-!—l =

g :rdflr__;J'Z:]ﬂ

T A 1 7

3

2} Mentrons que (Y & 17) & > 1.
Utilisons le raisonnement par récurrence,
+ |nitialisation
sPour n=0;ona:u=2et2>l.
Donc u, > | . (La propriété est vraie pour n = 0)
* Heérédité ;
s Spit n'e I,
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ue u, > | etmontrons que u,., > |,
supposcnsq

g méthode : e

: Uty ey | ; 1
gnasiee— 1= e 1 VT sy etpulsque u. > 0 alors T 204

pone oo — 1 2 0, c'est-a-dire . > 1.
ponc |a propriété est vraie pour s+ 1.

7= méthode : 5
y+ 2 n—
Gu,> O alors i, + 2 > u,+ 1, Donc i s I, cest-a-dire w.., > 1,

« Conclusion: d'apres le principe de récurrence, (Ve IN) ;o w > 1

313 Montrons que (W & )l —42 ] < 5

soit n € N

[1=v21iw—-v2]

Donc Ji.; —y2 | = P (ear i+ 1> 0)
5 — ;
_v2
= o 1|m-.3|{carl—\.3‘”1
Pour montrerque |n,., — 42| < Y2 M 2
erque [, —y2| « 55 —~u —v2],
Il suffit de ma 1 !
ntrerque < 5.

Onsatque ; (v & Bi) s>,
Boncu, + 1 32, prag ! I
3 D)
i T
Par tongs ! f 2= e 2
sequent | W2 =D =212 ' g
Gr(y2 - ),

Donc (v & H

V2 =0,

) L :

E Pl =v2] « =l —2 ke
antrons par récurrence que

f‘.“pr:,‘-r 3 =
S| ‘22 I_]“J.r'\-ﬂ.

=y

*Mifilisation .

3

= ; TR [
"“U:cna‘.|m—\-'2|-—-2---\'2_et|:' 5 I,"Iu.:'vhl"‘. V2

'
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= 18
La propriété est vraie pour n = 0.

* Hérédité :

Soit ne M.

Supposens que . — 2| 5{5-2—37 . ) =21,

etpuisque 2—y2 <23,

Alors [, — 2 lE(

et montrons que | .., —y2 }.5(3'2 = ) lua—42 ],
Soit ne .

D'aprés la question 3)a)ona: lu,.. —y2|< * 23-_-|-|n. =421, ‘i

et d'aprés 'hypothése de récurrence on a ;

lu—y2]= { E '2; 1 ) lin =42}

21 (2

= > (), de {1} et (2) on en déduit que :
T e - : ;
liies _"2|3t ‘} |l —v2|. (La propriété est vraie pour n + 1},
Remarque:= (a<betb<rcl=a<rc

=

* 0 < b= a=<ph. (les réciproque sont fausses)
« Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,
il Ax2=1Y el
(e M) 3 lu—v2 = (Y5 ) =21
¢- Déterminons une valeur approcherde 2 a 107,
Z-1

Puisque |42 —wl=(* 3 “Lr 24,

 (y2=1Y 5 ord
alors 1. est urie valeur approchée de 2 a | “ =2 | preés,

et pour que i, soit une valeur approchée s 10

=
1l suffit que { L : } |t =2 ] = 107" ().

A l'aide de 1a calculatrice, on détermine le plus

Rappel:
e t
petit entier n qui vérifie si|i—ua|Sralors @ e T
Z spge X
Findgalité (a), Cesta-dire n=35. une valeur approche
ropres
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140
oG

eur approche de vz A 107 est woetona u =gy

4 une val
Dguuﬂ'e =
sionat (wneM)in= 3
,.Montmns que (w) est une sunte géométrique.
A -
g -y
sl sy — ¥

T S

-3 =

— V2w —2)

o dapres ce qui précéde, ona i, — v 2 T
caleulons et 2
frag Mt 2 43 = iyt 2+ o 2+ 42
BEYE T et ) wF
a2 V20 V2) \Elf",-e—}'),}

- et | eS|

= 7 = r = Ve
s (1+ 20+ v2) 0ty Iy
et 1
: - F=1y/2
et lv¥re M) i w,= el Y
1442 1:=if2
Farconséquent la suite (1v.) est gdométrique de raison ¢ = 1 1 : et de
T

: w=vZ_ B3 BI=yZ) 1=
Bremier terme v, = va _ 2 A v2ll =v2) y
Eyd 24y W2(1+2) L4y

b-Déterminons 1, en fonction de 1.

(ST

. 1 =y2 A
Plisque (1) est une suite géometrique de raison ¢ = i '_" 5 etde premier
V2
terme y; :!_"._"'I
L+42
lh"’[\'nt‘:}'h;n:,.uxq--—-[ |l || ii i
1+\ I+.._‘;.
Ona: .._ \3
'1 == UV, T v
= = =y 22—y 2
=thy (= 1) =—y/2 y. =42
Hhuisque 1 1=y3 2 -\Ev _ J2Hy2N
QUE|.}‘I[car!+:1{-I.Ialorsu.: ‘. ¥ =%
3 (=42
. HAFN S,
JDongy (Yne M) w=—— = et
1'(|+
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On_considére la suite (i) définie par: (vi e W) .« 4 = Z l
1) Calculer les termes @ i, at ..

2) Etudier la monotonie de la suite (1)

3) Montrerque: (Vpe H—{1}) : L Lo >
Yyp=1 p 2pp”

4} En déduire que: (WYne }) : | <y, =3- ﬁ 4
Soit (1.} la suite numérique définie par: u. = |
et (WVnel) i wa=Fu- é-u"—n— 11 i
1) Calculer u. et 1.
2) On pose v, = i, + }J n,neN.

a- Montrer que (1.) est une suite géométrique.

b- Exprimer v, puis &, en fonction de ».

5 iy L. nlp+1DEa+ 1)
c- Montrer par récurrence que: (Vn e M) ; L.ﬁ-' == P

d- Calculer en fonction de i1 la somme ; §. = Lu. .

[Exercice 73

Seit () la suite définie par: A - |:| 9 lz-ru_ Fioe

1) Montrer que (Yane M) ; 0 =u. = 3.

2) a- Vérifier que ., — #, =— i-f\'! T =201 +u+ % ).
b- En déduire la monotonie de la suite (1),

3)Onpose .=yl +w—2:ne M.
a- Montrer que (v.) est une suite géométrigue en précisant 53 raison:
b- Exprimer w. en fonctionde n.

¢- Calculer la somme 8, = 2 1+,

| Exercice £ i

Soit (i) la suite numérique définie par: . = l et (VR € W) theet = Tkl
1) Montrer que: (Yne N) @ w. > 0.
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st {00 nombre réel strictement positif qui vérifie [ = i 1_ i
> péterminer 8 2
pMontrer que £ (¥n & 1) [ = €] < Slu— ¢l

- Mantrer par récurrence que : (e N): lm-1tl< [ % }

iercice 2

i w=0m=1
) a suite numérigue définie par:

Solt (1 (¥ne N5 e = 3. — 20,

fa pOSE 1, = Hui) ~ . pOUF tout 1t de N.

1) Montrer que (v.) est une suite géomeétrigue de raison 2 et en déduire v
en fonction de-nt.

Jonpose S = vt vttty (neN')

Cakuler 8. puis en déduire w, enfonction de n.

Sit i), (1) et (w,) les suites numériques définies par ;

i

| 1 -
== lin=5 ) e T —5:.‘ etw; =1 (RENR).

. 1 Yur
=llavi = a3 L
4I’l NE i

1 Montrer (1.) est une suite géométrique.
Y Montrer que (w.) est une suite arithmétique.

3en déduire que (va e ) : 4 = 3”,'. L

v,

3
St (i) la suite définie par: {”-‘ =)

(wne M)t =l —17+1
Y Calculer 4, et u,
! | 3
l:-Muntrerpar récurrence quer (Yne M) 5 <=5
3 Etudier |3 monotonie de la suite (1.)
=Mantrar que (Yne 1)

b En déduire que (i e ) s i — 1< 5

y0 =15 Ha=1

it fi, o
. ! 1a suite numerique définie par: i = L et (Yn € M) ;
. 3
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Onipose v, = u, —n ; pour tout i &

1) a- Montrer que (v.) est une suite géometrique

b- En déduire que (Vn& 1) ; u. = (% :' Tl

- 1
2) Montrer que ; i, = 4953 -3 x| % i
o 2

[ Exercice 21

Soit (14.) la suite définiepar: wo=1; w. = 3 et (wne 1)+

Uy = L--u’u_ ~(a= 1)n.. ol a estun nombre réel.
On considére la suite (v.) définie par: (vn e ') 1 v = —u.,
1) On suppose que a = 2.
a- Montrer que la suite (v.) est constante
b- En déduire que ia suite (i) est arithmétigue en précisant sa raison
2) On suppose que a =— 2
a- Montrer que (v} est une suite géomeétrique

b- Exprimer v. etla somme 5. = ¥, + v + ..+ v, en fonchion de n

g A N F={=3F)
¢- En déduire que: (Yne N)u, = =
o ‘ i,
Soit (u,) la suite définie par w, = 1 et (vn e I hiwa = 5 —

1) Calculer u; et u,

2) Soit (v.) la suite définie par (Wne ') v =
Montrer que (Vo e 7). = 3 — 1

3) Soit (w.) la suite définie par w. = v, — 32'" el
a- Déterminer w. en fonction de #.

b- En déduire v, puis u, en fonction de n.

| Exercice £}

On considere la suite numérique (i) définie par:
=3 =73
Hasy = ';-u... = gu‘: neM

1) Caleuler w; et w,
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l'onpuse M = ; i, pour tout n de Iy,

2 Maritrer gue (va
asonet le premier terme.
- Calculer ¥

3)Onpose W= f 3 , i pourne N

) est une suite géometrigue dont on déterminera la

en fonction de 1, en déduire que (vn e M) .. = ‘%4.- # i 1l

& Montrer gue (.} est une suite arithmétique dont on déterminera la

raison Lp
b-Endéduire que (Vn € B)sw= f 3 } tn+2)

[Exercice £

v . e =1, =2
sot ) 1a suite numérigue définie par: | *

(Ve N Y.,

1)a- Caleuler les termes: u: et 1,

b- Est-ce que la suite (i) est arithmétique 7 géométrigue? [justifier)

a-Manterques (Wn & Mkl —wlwa— w1 =0

b-En deduire |a monotonie de la suite (u.).

330t 1v.) ta suite numérique définie par; (vn € N kv = . —u

a-Montrer que (1,) st une suite géométrique dont on déterminera la

fison et le premier tarme
b-Ecrire v. en fonction de n
eEndéduire i, en fonction de n

$)Mantrer que 1a suite (1) est bornée par 16t 3

Percice 3

0 i " P a
fconsidére la suite (u.) définie pac: i = 0 et (vi !

Y Caleuler los termes iy et by,

Ya d " L
Fa-Montrer par réclrrence que (Ve Nl = 2n
A :

En déduire que la suite (i,) est décrolssante.

3 :
On pose: v, = 24i, 4 — pour tout 1 de M.

2 !
Montrer que (v.) est une suite géométrique de raison ¢ = 3

b .
En déduire que (Vi & W) su. = 3—2n—3( 1)

Gl
leuler en foriction de #r lasomme: 5. = mot i Tt ik
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[Exercice /59

On considére la suite (u,) définie par: 1, = 2 st
(YneMiu.= -_.lq(u, —4n—-1)

On pose: v, = u,+n— | pour tout n de M.

1) Montrer que (v.) est une suite géométrique.

2) Ecrire v, en fonction de n et en déduire w, en fonction de n,
3) Calculer en fonction de n la somme §., = zﬂ:u.,

Soit (u.) 1a suite numeérique definie par i, = |
et (vne B hua= = L--[{lnzr.+ in—12)

1) Caleuler u,

2) Montrer que (vn e ). >—2

3) Etudier la monotone de la suite (1)

4) On pose v. = nlu. +2) pour n €

a- Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on determinera
la raison g et le premier terme.
b- Déterminer u, en fonctionde o1,

¢- Caleuler la somme suivante: 5. = 2 ki,

nr -
On considére la suite (i) définie par: (Y& N hu. =

n
Pour tout n de 17", on pose v =

- f 1
1) Montrer que: (Yn & kv, = 3[1 - 1 ]
> 7
2) Montrer que pour tout entier naturel n tel que = 7;0na: =
3) En déduire que pour tout entier naturel n tel que s == 7,003
V2N X XL Xy =27 cpuis o, = 27 Xk
1 5 _n +2 il
On considére fa suite (i) définie par: w, = 5 et (Vi€ Mkl ™ 2(n +1
b A _ ]
Pour tout n de I, onpose v, = 5y . ‘ ,.rond"ﬂ"de )
1) Montrer que (v.) est une suite géometrique, et en déduire i €
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: i, Ala 1)
gy ontrer ques (v € "~ i T
p vérifier que I'inégalité (1) est vraie pour n = |
gy 2
o tn déduire que: (Vi € N0 <w<j
3 Calculer e fonction de i le produit F. = v Xy X v, X . Xy, (n e N).

o () la suite définie par: u. = 2

et(vn e Nkt = .ji‘“ iln2+ 2) 3nt |I]{n+ 2)
1) Caleuler les termes: u; et u;.
1)a-Montrer que: (Va & N)u, > ﬂi e
b Montrer que la suite (i) est décroissante.
3)5oit (1) la suite numérique définie par: (Yne Njv. = u —
a Montrer gue (v,) est une suite géométrigue.
b-En déduire u, en fonction de n.
4)0n pose §, = Z:u. , pour tout n élément de M.
Montrer que (Ve NS, = ; — ; (]‘ }'
m
On considére Ia suite (u,) définie par: i =1
80 € Nk =— 1 +/5+{w+ 17
Y Montrer que: (va & M), = 1
UMontrer que 1a suite (4.) est strictement croissante.
HPour tout 5y de N, on pose v, = (i, + 1.
*Montrer que (v,) estune suite arithmétique dont on déterminera la raison,
hE'l:'“'""ler i, en fonction de n.

fonsidére la suite (u,) définie par: u = 2 et (Vn € Nl = V6 1
] 5
: Montrgr Par récurrence que: (Vne N0 < w < 3.
2
Montrer que: (vneNXD<3I—wa< -11(3— )

Mg A
 déduice que: (v e N0 < 3w < (1)
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3) On pose §, = EU —wm) et = "ﬁn.
a- Montrer que; (Yre M0 < 8§, < ;,'(E - (!* H

b-En déduire un encadrement de la somme 7, en fonction de 5,

[ Exercice {23

On consideére la suite (w.) définie par; w, = I. et(Vne WMhku,.,
1) Monitrer que: (¥n € Mku, > 0 B
2) Soit (v.) |a suite définie par: v. = ::: : :
a- Caleuler v,., enfonction de v,, en déduire v. en fonction de n
b- Déterminer «, en fonctionde n.

(Evercice /78

On considére la suite (1. ) définie par: 1, = v 6 et (¥n

_I{ |
= AL
~ i

MYwe =,
1) Montrer que la suite (i.) est minorée par 5.
2) Montrer que la suite (1) est décroissante et en déduire que:
(vneMws <u =46,

3) Pour tout n de I , onpose: v, = i —35 .

a- Montrer que (1.} est une suite géométrique de raisen i .

b- Exprimer v. en fonction de n et en déduire u. en fonction de 7.
4) Calculer en fonction de n, la somme §, sachant que: 5. = zlr-'-

[ Exercice 73

Soit (1.) Ia suite définie par;

On pose ¥, = flay— -l'-u.. et w, =31

Lo o 2N
1) a- Mentrer que (v,) est une suite géométrigue, puis déterminer v &
fonction de 1

b- Montrer que (w.) et une suite arithmérigue.
¢- En déduire . en fonctionde n.

A 2
2} a- Montrerque (Vo€ N k0 < o, = 5 10

b- En déduire que (Vi € 510 < u < % ys
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g.@nsidem la swite (1
Iﬁunﬂerque: (vne WK < u
;Muntrer que fa suite (1) est A aitontia.

4)a Mantrer

=1

1
= gy

quet (V& N Rk

- ~(Ly
b En deduire que: (e Nkt = { 3 ) -

it (i) et (1) les suites définies par:

= tng Nl = -2
=2 70w = b et (¥n e M)l = o=
1) Cateuler u et ¥
2 Caleuler W = Vi B2 ‘: en fonction de u. et i..

3jen deduire u, et v.-en fonction de n.

g et (12] les suites numériques definies par:
=12

jw=1 et {
k3 = 1+ 2w, Wvne

Fourtaut n de 10, on pose w, = v.— i, et &= 3. + 8,

) définie par: = let (Ve Ni,., =

My =

i+

Vs
[ o 18 J

N kv =+ 3w,

fiMontrer que fa sufte (w,) est géométrique en précisant sa raison.

YEn déduire w. en fonction de 5 et que: (Vi e Nk <
HiMontrer que la suite (1.) est constante.

$12-Montrer que la suite (i, ) est strictement croissante; et fa suite (v,) est

ictement décraissante.
b-Déterminer 1. et u, en fonction de n.

Ty

Hhontrer ques (v ¢ l‘}: 11 [}.0- i ¥ 5
1 X
U ii 1€ El'!' L
- I} ~ UL .
" considére fa suite (1) définie par: f 74

(¥ e N, =

3
Montrer que: (i & W0 < i < &

bs
ntrer que fa suite (1) est strictement, décoissante,

m &
ontrer que: (v 1 Bltaer < 5 I,
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d) En déduire que: (Vn € M., < l L ]-a

[ Exercice £
1) Montrer que (vx e J0: 1151 —x < 1— ;x < = 1+ -
2) On considére la suite (i) définie par:
U= _1-,. et (vne N, = (l - ?'ln ]u. i
Caleuler u, en fonctionde n.
3)Onpose (Vne Nhv, =wvn+ 1 et w.=u.n
a- Montrer que la suite (v.) est strictement décroissante et que:

—— = 1
Vne N ku, < :
( ne;’l h‘“z\«'Hn

b- Montrer que la suite (w.) est strictement croissante et que:

(vneN)L2 1.
4yn

B Solutions SR

Exercice 2 ]

Ona: (VHEN‘}:R.,=£ .

& k/k
1) Calculons les termes w, et u;,. . G
i £ 1 [ L 11_;2 __-1+‘_1.-."
Onazuw=2,— = =letw=2, =77 i 4
et T e 2 T Y

2) Etudions la monotanie de la suite (u.)
Soit ne M, ona:

F L |
e .= e, I L + 3= 2 e
T .z.;k\,»'k %H,k Tt D/ar Tl ke ke
_ I
{n+1)\i(r.|§l - anf#
. t craissant=

et puisque - > 0 alors la suite (i) est strictemen

(n+iln+1 .

L are 1 =

3) Montronsque (Ype N — {1} g 5= 9dp

Soit p € V" telque p £ 1
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Lo Vpmdet W= fp=T)p+/p=1)
-IJ

wd BoT e ypdp—l Vrde=1Vp+p
|
Vovp=1p+Jp-1)

po1 Sy pdoncyp=1+yp<2/pet Jpx/p=—1</p
| I 1

o 0. 57 2 et = p

dout Wp Np=1typ P ypxyp—1

sl 1 I

I
bnent =2y : X
one =8 vp=1+yp " Jpxip—=1

ory

(En multipliant les inégalités précédentes membre a membre)

Cest-a-dire = = l
Ivp Wp-lL Wp
done (Vpe W —{1 }% S =4
Y=l p  2pvp
4 Déduisons que: (Ve ')kl <w <3+ f:
L. 0

Ona: (¥pe h“—{]}.}; . |_ =
VE—
sour p =2 1 ond:

pour =3 ona

Pour p=4 sonags Ao — L 5 1
V3 T3 )

l-‘nurp:,“ma: G - 1
=1 Vn " 2nyn)

B s '
dition membre & membre et aprés simplification,

LA 0.1 TR Y TR T
Gopga. 2 . Z | . )
2 AR 1
Sk ! T .i&[uul .!}

r“"“"a-dlre Ad
eruns' Vi
é i 2 = !
uent (vne N'ju, <3~ = puisque n€ M alors n = |

i

> 1.

ton,
n= 3
Vn (car n vr=ynlyn—1)
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e et ¢ X B DR o)
foll =~ < —p= parsuite —F=S— - demc 3— -7~ <3—=
d'oti 7 el I n Jn n
- 2

par conséquent (¥n & M)u. < 3— ¢ (1)
¥ | ! ~
=l =t ..t —F alors =
et puisque « 32 il 1 1{2)

De (1) et (2) onen déduitque: (YnE ikl <u =3 - :

n
[Exercice sty

Ona: ws=1¢t (Vae M= %u.— (If,”;_ =

1) Caleulons w et ;

0na:m=§m-—éx(}‘—0— !,. =-

210na: \-.=u_+%n",nE]§

a) Montrensque (v.) est une suite géométrique

a

1
5t 5+

donc (¥n € Mk, = 5

i

d'oll la suite (v.) est géométrique de raison g = ‘i et de premier terme
= =1

b) Exprimons v, puis i, en fonction de #.

R | )

Onarv. =va% g’ =| T ) etpuisque v, =t 5 alors i = vo— 2"
oy T2y | 3

donc (vneWim=|5) =51

) Montrons par récurrence gue: (Y & |

A g 1)
e nlp+ 120
I;Lﬁ:' = 6

R 1+ 12+
* Initialisation: pour n = 1 ona: 1° et

0
dornic |z propriété est vraie pour n = 1
= Héridité: Soit n = [
Sy - 2 .

Supposons que D k' = "1 IR L) o montrons aue

’ i 4+ 3)
Po= it Dt 20+ 1)+1) _ (at Dint 2)(2nt 3

AT e, ! s LA

LT3 (‘ b
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i e, (n+ 102
Mﬁk’:l,k' El [P nin l‘:‘ n+ H_‘“H_ I
"l L)
: n(2n4 1+ 6(n+ 1] (n+ 1020+ 70+ 6)
=\ Hl 6 I - o X
apuisque (n+ N2+ 3)=20"+Tn+6
wf (et D)at 20 2n+3)
a!ursz_;k'= f

ponic: la propriété est vraie pour n + 1
s Canclusion: d'aprés le principe de récurrence,

oy +1X2
(vne N )LDk = s I'(‘al atl)

¢ Caleulons la somme S, = Zrn

ma: (Vhe Mk = f% .]I _Ig_*‘
o S = 3((2) - o) = £(3) - 13
3

.J‘]'I In+1)
) S =

L=
Ling]
=i
n
-— |
I
|t

i!oes_er.—.;i{[ H}] aln+ 120+ 1)

k2

Ona: J.'r__ =)

|0 € My AT

1
Mnnlron(, quer (Wn ¢

s Mi0=sw=3
lsgn,

s le faisonnemeant par récurrence
Ir.ﬂal,sano“
frut. -
o hona y=geta=0<3
BORE ()

y T |
Ml proprigie ase
Hérdipg .
ey x
' SUpposons que () < i, < 3 et montrons gie 0 = e =

Vrale pour ¢ = ()
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Onaipg<u<3i=l=l+i.=4
==al€VI+n..<2

At

etpuisque 1 = i ettt —(1 + ‘1+" ) lalors | < <3

donc la propiété est vraie pour n + 1

«» Conclusion: d'apres le principe de récurrence, (Yne M)l = <3

2) a) Vérifions que ., — u. =—%{\'i - 2](\"17 + 1t 4 ::}

Soit ne M K

Ona: n._.,—u.:(l-'- ‘igu') = e T EZ"'
= _|1 = iii.*'\l'fu..

Comparons -'i[\ 14— 2!(‘ Y+, o+ a) et }1 - iu. v1+i,

s =
posons X=—:;I-{. | *u,—z}[\ 1+ u, + ‘32}

+ T =t

Ona =-‘-:;{\-1+u.."e:‘3‘v-l+u,-2\"l!u. 'i)
donc:_\'=—i-{1*u.+[§-2]{1*:4. ‘} { 1'”‘”1

= J"*'\I*u.—'i'u..

donc X = _I‘ +y1 +i = zn, = e ™ i

Clest-a-dire que: 14, — 1. =— 3[\.] + il —-2'?{\,'.I + i + % ’
b) Déduisons la monotonie de la suite (1.)

Soit n £ I

Ona:l=

»1+n.‘:1lcar1~n.__3]et —‘: i}

done V1 +u,—2<0 et i 4y + -3- >0 donc (Y e N): o= w20

d'ol la suite (u,) est croissante.
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3j0na: v=y1+uw—2 pournely
a) Montrons que (v,) est une suite géométrigue.

it me M { :.’ \f:’I —
Ona:v,.l:‘,-|+n.‘.--2-1._.:[+(]+ 3 J_1_2
1+ u, N+ - p
=15 : “2‘“ —2=" ; & = if\-| * i —2)= ;—L'A

donc (Vn & H)ivin = é Va
d'os (v,) est une suite géométrique de raison g = ‘I" et de premier terme
w=iltw—2=-1
b} Exprimons «. en fonction de n.
On a: (v.) est une suite géométrique de raison g = »], et de premier terme
w=—1
2 — (]"__—I " e -
donc v, = v X §" =~ EJ = 3¢ etpuisque v, =y I+u =2
alors v, +2 =1+ m donc | +u ={v.+2)
doit . =(w+27-1= {2 = 21} — 1 et par conséguent:
(vne N)u,=(2 }] 1
<) Calculons la somme 8, = D41+ u,
LR
Ona: (Vke Npu=yI+tm—2doncyl+um=v+2
dod D VT + 0 = X(n#2)= Xn+ 22
oo ferd i e
Le nombre de termes de cette somme est 1~ 0+ 1 = u + 1 et puisque (1.)
estun suite géométrique,

Alors: 01 +u, = 1, 'l _"q $2m+ 1) Rappel:
i ( 1y xn‘ =gln—p+ 1]
donc s - "
clv'Hrl.—'-l 2 +2n 432
e -4

doli: §, = 25 + = 2([ : [‘l_{ ]]"]] _par conséquent 5. = 2n 4 _g

1} Montransg que: (Ve Mhu, >0 I
3 suite (1,) est définie par ws = | et (¥ & Nhta = 7o,
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Utilisans le raisonnement par récurrence
+ {pitialisation
Pour n=0 ona: = letl > Odonc i >0
La propriété est vraie pour 1t =0
» Hérédite:
Soit ne M
Supossons que, i, > U et montrons que ., > 0
> ==L+ 1>1
=i+ 1 >0

it
=Tl 2

donc: it > 0

La propriété est vraie pour n + 1

» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence; (Vo & M n
2) a) Déterminons { sachant que (= 1 ¢
O"a"[='t'!+[""‘“(:+(" 1=0

A=1+4=35

donc (= - ! 5‘5 oud=— _: y3 et puisque { > 0 alors (

_ ,
b) Montrons que: (Vn & M., — 1] < Siw - |

Soit ne I
: S = e e | ==
On a: -y — = fer (| et puisque (= S
el d [1e=1-u | -
alors:!k--';':!l_ —,_il'_ | e d |
ek (= )i+ () |1+
n e =]
[1 4l +¢
etcomme . > 0  alors | +u, > | donc: I ot Bl
1 .
Calculons | +
5 S5=3% 145 2
T SR e B dcnc:|.(!—_‘-"1l
AL g NS i 4 .
etona; ] "'Sd‘m“...- 3t ] | done:

i M+ !

Par conséquent | . — 8] < | —t] %

g

o
donc (Yo & Nliwe: — ¢l < $lu, -1
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¢) Montrons par récurrence que (vn & M)ijy. — (| < f% ]
« |nitialisation: ; 2
/s = T
pour 7t =0 yonar ws— 0] =1 -5 Ill_-,7|']' V5 [__ 3=y5
: y 3-S5 .
EI[T:}'—' I etpuisque = ' < I,alnrslu.-—(l".{%-)
+ Hérédite:
-

(= f2Y . i
sait e N supposons que [u, — ¢} < | 3 } et montrons que| .., — ”-ff% :|

ona: | — 0 < lu— 6] (et [ -] - t::_J (2)

Sdii . 2 sl &N 2y
de (1) et (2) on en déduit que: [in. — ¢ < 5 *| 1-] donc |s.s— €] ’i-{':i)
d'oli la propriété est vraie pour n 4 | par conséguent:

= o < Ay
» Conclusion: d'aprés le principe de-récurrence; (v € N )i, — 1] < [ ;}

Exercice£ 73

Ona: {" S0 Bt ¥, = Iy — 1, poUrtout n'de N
(wnel iy =tk 2H,

1) Mentrons que (v.) est une suite geometrique.
Soit ne !
Ona: v,

Hasy — iy = Moy = 20, = Moy = Stls—iits)

donc (Wn e

¥ = 20

d'oli (1) est une suite géométrigue de raison ¢ = 2 et de premier terme
Vo =ty =ty =1

Déduisons v, en fonction de n.

Ona: v, = veXg'= 122 donc (YaeNhy=2
e o VT 2 P S

Caleuions §. en déduire «, en fonction de n

* (1) @5t une suite géometrique de raison g = 2 et de premier terme 1 = 1

done 8, = b % It q'

‘o & =g Y z
dou §, = ||. s =t — | diautre part ona: (Vp € DY e T

Bour 5=y onay V=6
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pour p= lona: W=~

pour p=2ona: v; =it

- - -

- - -

pour p=n— 1 ona: ¥y = U~ M

Par addition membre 3 membre, et aprés simplification on obtient
5. = . — e, 6t puisque 5, = 2"— 1 et s =0 alors (Va e Mlu, = 2"~

(Exercice/

Ona: !!r:':— L= 12
T, \ y =l et w, =
l”’“ il = g Uan € Nt ve =t =51

1) Montrons que (v.) est une suite géométrique

Soit ne M

Ona: Pon = e — F, Haos = Moy — '_‘1'"' = E My = .Ir! Hwris = _|| fal

— }_i,{_“"'; - %H,)z 12\'.

done (vne N}

5 ¥

d'oli {v.) estsuite géométrique de raison ¢ = ], et de premier terme
Vo= W lm. =1

2) Montrons que (w.) est suite arithmétigue

T Mies -tk = =i
Soit n € 1, onat waw = wn = (71— et puisque V.o = 3 ¥

. 3 Dty — ity

alors W, —w, = ey l:, donc W, —w. = < T
o= L Dty = My

OF Vs = ey = Fll. = T

ot 9 i 2y _ g

d'0b 2u — 1. = 2v. parconséquent wo, —w, = 0 =2

donc (w,) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme
g —1

W= = 1

3) Déduisons i, en fonction de n

Soit ne N
o= Al = ; ( ite peametrique et

Ona w.= V. E= U = vaws et puisque {v:) estune suite geom

{w.) est une suite arithmétrique
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e i of
alors v, = vaX g (2) =7 etw=watar==1+24

done 1, = (=1 4+ 2n) % 21 od'oti (Vi € Bl = _2!&;.1?. I

[Exercice )

i ¥
Ona: =75 et(vne Nk =(w—17+1
1) Caleulans t; et i
= 3 [ 5
onazin=(u—1F+1=(5- I}+I=4

w=Gw-1p+r=(3-1f+1=4

1) a) Montrons par récurrence que: (Yo e Nl <u, = ;
+ Initialisation

Pour n= 0 ona: th,= ; et ] czf :} dnncl(.r:.-&'i‘,—
La propriété est vraie pour »# = ()
* Héredité
Soit ne I
Supposons que | <, = 3 et montrons que | <u,.. = g /
Soit n e 1
Ona:l <u. = 3 { —1<d
a: =5 == )<i— 1= 3
= <l — 1F = _I’_
= b<(w— 1Y+ 1= :
RO ([ e T = |
et puisque T5% alars | <lp,— 1F+ 1< b Clest-a-dire | <wwi = 5

donc (wne M)l <u, < ;

b) Erudions la monatonie de la suite (i)
soit ne M, ona:
iar =t = (g, = 1T+ 1= 1= (= 1) = (= Y=o — . —2)
Etpuisque | = 4, < '; alors . —1=0etu.—2<0
Bonc (Vn'& 19); 1., — u. < 0 ; par conséquent la suite (1.) est decroissante
2 . i
313) Montrons que: (v € 190 < — | < ylu=1)
Soit e 1 V= E= (0= 1} =y = D= 1)
A AN |
&t puisque | <y, < i alors 0 <, — 1 =5
done 0 <y, ~ 1)~ 1) = L= 1) {ear e — 1 30)

Sultes numériques . 287

For more visit: L9ray.com




doll e — 1 = '%h:,.— 1) etcomme (¥n € Mku, > 1 alors ., — 1 30
dotis (Mne HE0 Smn— 1= 15‘”__ 1)
b) Déduisons que (Vi & Hlu—1= 2-1.-.:
ona: (Vpe MED <wn— 1= a!.‘(u; - 1)
pour p= Qona: 0 < — 1= }zlue— 1)
pour p= lona: 0 <, — 1= Iziu-. ~ 1)

pour p=2ona: <= L= :},_U(_-' 1)

. [} -
= . -
. " .

pour p=n—lona;0<i—1=% ];(n.._ - 1)
Pour le produit membre a membre et apres simplification, on obtient:
O<uw—1< .l, * .1, . at'm - 1)
vy s .
donc 0 <u— 1= !},ll 5= l} dou (YneE M0 <ui— 1 50
[Exercice 73
Ona: = Lot (¥n & M i3in., = 2w +n+ 3 et 1. = u, — n pour tout nde s

1) a) Montrons gue (1.) est une suite géometrigue
Seit ne N

o
ONa vy = 1y — (0 1) l-'-’

)
4
L]
i
|
Ll
Llpa

’ 3
donc (Yne Mk, = ‘i v

d'ol (v.) estune suite géométrigue de raison g =

1‘ et de premier terme
ue= 1

b) Déduisons que: (Vn & N ). = l "; | +n

12
puisque {v,) est une suite géométrique alors v, = . % g" = 3 )

31
et puisque ¥. = . — 1 alors u, = v, + 1 = U e
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2) Calculer Xh‘. z
o

s Su=5((3)+ 1) £6) + £

{
or i+ 3434k n= ;r.n; 1)
etl+gty+..tg' = "lq _"] avec g # |
Al
o 5) -1 so9941) =
alors: ;:m == : + 3 =31 —f;] |+ 99 %50
3

done: Y = 4950+ 3— 3x( %__]’m = 4953 - 3% % }"’

[Exercice £ ['7]

Ona: ws= 1 =3 et (Vne N )= i-u‘m —{a— lhis et v =t =t
1)On supposeque ¢ = 2

a) Montrons que (v.) est une suite constante

Soit ne I°

Onar vy =they— i, jet i = ‘Ii X8 = (2= 1y =2

2ONC Vour = 200 = s — U = ty— Hei = v, ol (V£ ]
par conséquent ; (1.) est une suite constante,

b) Déduisons que Ia suite (1) est arithmétique.

e S S = ey S = ey S e TH TR T ML
doll (Yn e W), v, =
vest-a-dire (v e

Par suite (i) est une'suite arithmétique de raison r = 2 et de premier

terme g, = |
Rappel;
St a= 2 alors (Wire N it = 2 =t

donc y, =t ; et o (1) est une Sulte arithmétique

I]Onsuwose que g =—2 donc the, == 2.+ 3ty

| 5
1 Montrons que (¥,) une suite géométrigue
sﬂlk neM:
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ON3 Yy = oy — 1o =— 20p t 3ty — Uy == 30+ 3044
== iy =) =—3va
donc: (¥n € M )Lvee =— 31,

d'olr (v.) est une suite géométrique de raison ¢ =

3 et de premier terme
V; . ul YT Hu = 2-
a) Exprimons v, en fonction de n

{v,) est une suite géométrique de raison g = — 3 et'de premier terme y, = 2,
donc v, =¥ X gt = 2% (3"
« Caleulons $, =w+w+..tui(ne W)

— g 3 (-3
Ona: 5= v | = 2270 done 5= 15 pourtout n de N
b) Déduisons u, en fonction de n

ona: VEEN ;= ih— it
pour k=1lona: =1t~ lla
pour k=2 ona: v, =i, I

pour k=3 ona: vis= iy

L
-

pour k=nona: v, = .~ .
Par addition membre 3 membre et aprés simplification, on obtient

wtut bv=wmu

={~3Y
donc §, =w.— | {car &= 1)d'ol; .= 8, + 1 = 1 (.)' +1
; 3-(-3 § i
par conséquent (Vae N =" 4 4 JPour n=0,0nail =1
3-(-3) I = 3 (~3Y
et 5 :: 28 lalors ue= = (-. 3) donc (vne M)u. = 9
Ona:wm=1let(vaceN)u., = .{E‘u
1) Calculons u: et u,
1t 1
Ona: ;= T
1
ol o B0 ]
o . Ty SRS
T
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1 -
zjonpose: va = - nell
Montrons que (Vi € [T Jiv., = 3. — |

soitne 1 I

onat Ve = 0 = i,
3.

Clest & dire: Ve = : ;r. . = r:’ : : =3,=1

done (¥ e M kv = 3u, - |

1) On pose w. =\, — ;

a) Calculons w. en fonctionde n

Spit e 1T

Ona: waiy = Wy = L = {3, — )= .1, = 3y, — 1‘ = .34"_.— .[,}
donc {¥ne M hwe, = 3{1-_- L}:: In

d'oli (w,) est une suite géométrique de raison g = 3

H 1
etde premier terme w; = 1, - ! = -], 3
donc w; = wy X g" " d'ol w. = £ X3y

b) Déduisons v, en fonction de #.

Vg1
Ona: w.=w é donc: v = w4+ 5 = Iw"‘ Fy = el
* Déduisons «, en fonction de
|
Ona: v = gi =5 {1, = ;I. (car v. # 0) donc i =
5 . 2
d'oii (v & 2] Yt = mais -'-ﬁ

_'s";] . B
ercice -3

Onasu,=3: 1, =3 et fo = 4;“-” j’ ;
1) Caleulons 1, et .

. r = S
Ona;u, = im--[}rr.-,'— ': ®x3- 3 Ka=3
=4 4 420

4 s
-G =g Xz-mXI=T7
%) 0n pose Vo = e %u. cnel
3) Montrons que (1) est une suite géométrique
Soit e 1y
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2 4 2
Ona: Var = Uar = -“3-",.‘ = %-um gl T Rl =

25T

donc (¥ne N)lv.. = %‘m

%-um. = g s

d'ou (v.) est une suite géométrique de raison g =

(]

et de premier terme
2

VoSl T F e = 1

b) Calculons v, en fonction de n:

«Ona {v.) estune suite géométrique,

done v, =vex ¢ = 1x(5], dob (vne Npv=(5)

3
2 2 2 2
* Déduction: on a: ¥, = It = § M= dONC My = Vo k Fi = Tt (5
3}0n pose w,=(% ) ., pour n & M
a) Montrons que {w.,} est une suite arithmeétique.
Soitne I
3 peut
Ona: W tz Hans
=y At (d'aprés la question 2) b)
‘tz) {1”r+[. ”
3 Ay = 3
donc w... [, ] uw+ -, dioit (¥n e M) wy=wt 3
par consequent la suite (w.) est arithmétique de raison r = 2 et de premier

terme w: —{ ]lu-—%

b) Déduisons que: (Vn & Mhu, =| ‘; I| n+2)

puisque (w.) est une suite arithmeétique de raison r =
terme w; =3

et de premier

Todilas

4
alors wu=wy+r= 14—-'.;,;—. j[” L) gr W, = f‘_‘|],
done: . --'i

Exercice /-

Onaiwe=letuy =

l|"l —'1] % 2(n+2) dob (vne Miw={5) (n+2)

eafes

a 3
2ot (vae Ny =Suan— L i,
1iCaiculons u, et

3 1
Ona: o= 3 3l =
Hx_—‘%"f!;-“ L= -:}xg-—}-!xzz 11
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p) la suite (1.} est-elle arithmétique? Est-elle géométrique?
onat=1,m=2 et =5

et puisque 1 — u # 16~ e, alors la suite (u,) n'estpas arithmeétique
et puisque 4 0 M alors fa suite (i )

n'est pas gecmetrlque.

2) a) Montrons que: (Vi &

Soit. ne | ! .
_ 3 - ) - ] I I

ONA; e = Maed = Flast = 5l ooy = Fillaor™ Fie = 5y — 1)

E 2 -
etpuisque 5 > 0, 8lors (., =t Bt e~ 1w ont le méme signe
(au bien (e = ooy Wt — 1) = 5 (s = 1, f)

1 ( =i
et puisque 50t — 1, ) =10 alors (i — e Nt —10,) =10

done (ite; — toui N thory — 20} = 0 pour-tout n de ¥

b) Dédulsons la monetanie de [a suite (i) {utlisons |e raisonnement par
récurrence)

* Initialisation

Ofva tie = Let = 2 done w = 1,

* Héredite

Soit n &

SUPPOSENS QU 2. = L, @t MONtTONS GUe i = llau

Sitts =, alors, e — 1 = 0 et puisque (e Wtheor =11 2 0

alors i, =y, = 0

ganc [3 propriété est vraie pour 1+ |

* Conciusion: d'apres e principe de récurrence , (¥n & M) 1w =, doncja

ute (u,) estcroissante

3 0n pose v, = —t, s nEN

‘}Mnntrons que (v, ) est une suite geume'ﬂuue : .

Soit ne COTYAY Wi = ey — = : Movr ™ 1-’"- T :'r"
Vans = Efaa,._ = ]n'

rion:{wr(_' Thiben = 5‘._

botisc 1 ;
ol la syire (v.) est ghomeétrique de raison ¢ = 5 et depremier 3SR
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o=t th=1

b) Déterminons v. en fonction de .

puisque (v.) est une suite géométrique

alors w=wXg =1 x{ 1'—‘, } = :,l. donc (Wne M, = Ql
¢} Déduisons u. en fonction de n.

Ona: vy = 0= ey

Vs = Hog a2

. . .
. . L
. . .
W=y iy
Vi =l I

Vo = Uy

Par addition membre & membre et aprés simplification, on cbtient:
..... F Ve =He s
donc it = (v, + v+ 43+ L+ 104 ) + et puisque (v,) estune suite géome-
trique
=iy y
alors w, =1 T=g Tl 0lv= letuw=1
q

L

= (2) | ST
d'oit: = TF =2 5+ )+ 1dene: (Yne M)iw=3-34
1-4 =Y

4) Montrons que la suite (i) est bornée

|
th.=3— .,}.-, et puisque ,,]. > 0alos d—5a <3

Ona:r(¥ne

donc i <3 et puisque (1. ) estcroissante alors, (v e

[ hits 2

Clest-a-dire (¥n & M) tu. = | par conséquent (vn &

Exercice

Ona: i, =0et(vneHn.,= ‘],-u. n- 12
1) Calculons wy et i, -

BR1<m <3

Ona: = 12-:.':—5-. ==

1
2
I L_=1

w=gm—l-5= '
2) a) Montrons-que (Yn € Why, 2— 2u— 1
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gtilisons le raisonnement par récurrence

» Intialisation

pourn=0ona e =0et 0=-2x0)-]
donc la propriété est vraie pour n =

+ Hérédité

soit ne M

Supposons que ., =~ 2n — | et montrons que .., =— 2(n+ 1) -1
Clest-a-dire w., =~ 2n— 3

ona gy — (20— 3) = ;h‘, " ; +2qn+ 3= éu.-r n+ ;

= "?(n. +2n+ 1)+ 2

et puisque u, = — 2n — 1 et 2 = 0 alors -;{u, +2nt1)+220

Cest-a-dire 1y, =— 2n—3

d'oli la propriété est vraie pour n+ |

* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yne N) ; w2~ 2n—1

b} Déduisons que la suite (u.) est décroissante

Seit ne N

Ona: e, — u, = Iln,.-—n— %— = -5;1..-"- ;_ o L ;“ﬂ t4)

etpuisque w, + 2n -+ 1 = 0 alors (Vn & M) oy — i <0

donc |a suite (u,) est décroissante.

3| Onpose v, = 2u, +4n— 6

3) Montrons que (1,) est une suite géométrique.

Soitne M,

Ona: = Zup+ 4l 1) - 6=~ 2n— 1 +dntd-6=w+2m=3
= %[21{. +4n—6)= 5"‘

donc (Vi e Ny

ol s suite (,) est géométrique de rakson ¢ = 3 et de premier terme vo =6

= I
b) Déduisons que: (Vne Nl =3-2n II, 3 J'
Puisque (v,) est une suite geéométrique

Vo X g =—8 X( 5 } et puisque: v. = 2u.* 4n—6

dlors V=

o
Hors 4, = %h’.-‘m*fl)' ;\-, - In+ 3 ;xl‘ﬁ}(g] ~n+3
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: Ly
donc (¥ne ML =3-2n-3 K(-:,-)
3) Calculons fa somme 5,
Ona S.=wtmtmt ..t

5 I3
Clest-a-dire 5§ = }:,u. avec i =3-2k—3 x{ 2-)
(5]

donc: 8, = 5__:,(3— - SXU‘@).}= 23— 3?:* 1')::( )

nln+1)

0rii=3{n+l]=3n+3 E‘Z:\"‘ET..,.+N-
w=d (]
Ty 1-\3) e
aX(i)=1+ J+ w3 = =3ti=(5] )

b=

donc: § = 3n+3—2% ”[":-"i L 3 2(1 - l }: I|I|

ik} 3 T O\
—3!1-r3—n<n+!‘l—{:+l‘1xli~;] Tn— =3+ 0% \ny)

Exercice 3

Ona; =2 etlvneld ,_.:-L-tu.—-lra' 1) et = s+ a—1

1) Montrons.que (1) est une suite géométrigue

Soit ne M

Ona: =g +in+ 11=1= LI.‘(. — 4= 13+(nt1) -
1 1 =)= 5
',l-‘u_. ',;-‘.'1-];.--1'::-1{1..-»}-”:—,-—-;51::.+u ! ¥
donc (¥a e M k.= ];,\'-

=1
. 2 . e Vo
diols (v,) est suite géométnque que de raison § = L et de premier terme
2] Exprimons v. puis 1. enfonction de n. 1
» puisque (v} est unesuite géamétrique; alors v, = v Xy = (5]

sOna: w=uw+n—1

[ N 1 £
do"f“-:'ﬂ'""l"qé:l—tr’fld'ehiv‘rlr:.-l:u.:‘__:.} il

3) Calculons a somme 5. = }:u.

ons - Eum B3] ke 1) S -Ee+ B

5
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SRS e
o S8 -1 = 30-()
etik=!+2 b= ”t-”;” ‘?Tzl"ﬂ*l

donc:
ey onln+ 1) § Lol Eleyio ol
\:j[|—|£‘} } E +n+ | .4_.4.,4{‘;]_.:.“_.2_"_'_”4_!
L I g o (L
1~ als) - alr-m
% RO ) Y - O P
Gna: = 1 et (Ve N o = iy Gmetdn =2

1) Calculons: i

Onat i = 13 IfSu, 4 =2)= ]: * 5= S
2) Montrons que: (Yo & I ki >—2
* Initialisation
Pourn=1  orasiy=1et1>—2
donc . > — 2
* Hérédité
Soit n e M
Supposans que, u. > — 2 et mantrons que e, == 2
Onati.,+2= — [;_,”m_ BV i Ty, B
Cest-3udire .+ 2 = Anlu+ 2)
i n+l
etpuisque w, >~ 2 alors 1w+ 2 > 0
90NC lesi+2 > 0 (cars py > 0) disi tirs >~ 2

* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,, (¥ €

3} Etudians la monotonie de la sulte (i)

e (= (n+ 1)t 4= 2
Nttt — g, = E ; (it + dn = 3 — = e
R /)
(2n— Vw4 2(2n—1) _ (2n= L)+ 2)
= 7 T . n+l

n+1
t puisque 4, + 2> 0et2n—1>0(carn= 1)
alors (), eNki=mz=0

Suites numériques . 297

For more visit: L9ray.com




d'oll la suite (u.) est croissante
4)0On pose v, = nlu, +2hn e ¥’

a) Montrons que {v,) est une suite géométrique.
Soit ne M T
Ona: v = (1t Dty +2) et +2=""100

n+1
(n+ 1)%3nln.+2) _

s | = Bnlw+2) =3,
d'oll (Wn € Nlv = 3w

donc: v, =

par suite (v.) est une suite géomeétrique de raison g

3 et de premier
terme vy = 1l +2) =3

b) Déterminons . en fonctionde .
Soitne M

Ona: v, = nlu,+2) donc ‘" =y + 2 d'oll .= ‘” -2
et puisgue (1.) est une suite géométrique de raison g

= 3 etde premier
terme v, = 3

alors v, = wX g = AX 3 =3 donc u, = -

X
B =

s s 31—
dob (vn & Nk = > ="
Calculons en fonction de n la somme S, = z,u.:.

Ona: \—Lf.u, ?_;:.x-- 1 -?:[_&' 2%) ?‘.’ .l.'u
— (n+1) _ 3
=_’-><1t_'=3-3u N*.;.l'='£,-f\'-ll-n{u-i 1)
donc: (Wne N'kS. =

[Exercice 3

Ona: (¥ne Nk =

H'— =nln+1)

3 B 7Y
" et v, T

1) Montrons gue (¥n & Nk, = 3{1 - :JI‘ t }‘
Soit ne I

: '
Gna: ;= fey 0+ 1) ot A P [ | ]
M= -“ S in4 -“‘x:‘_ ; n! ll ["‘ AR
donc (Yne N'kw —1{!—"’“]

2) Montrons que (Ve N kn=7 ==y, = 2
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soit ne [ telque n=7
ona: n2T=2n+128
| i

Thtl TR
BT v |
= A+l 8
A
p rl+| b

(1 'nl JJ (?'
»3(1 - "”) >3x( 7
A=l =100

et puisque ].?E; = 2 alors: ‘{I '_; i ) =2 dones (vneNkv. 22

3) Déduisons que: (Vn e Mkn =T — v XMy X . Xy, =277
Ona: (Vke N}i(k= T = w=2)

[r- =2

donc ;4= 2

Yoy 22

Par produit membre 3 membre on obtient:

ViR Xy X L%y, = 277 (le nombre de termes de vy @ V.o est
=7 -141=p ?}

done (vn e N)in 27T == vy XK L Ky = 277

*Montrons que: (Vie Min =7 —w =2 "%

on a: (i N Hasy
iy
R I S I L

WV =

dong o lts o lhio oo o thai g Ma 5 et (gl n 2 T)
”’- Ha 7ty e Uey M

4 T e . Mh- - mw T

Bres simplification , on obtient: e 2

d'o

Ot = 1, % 20 (car 1y >0)

Parconséquent (wn & Mjn =7 —» 0. = 277X )
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12]
| Exercice £

2 +3 =
Ona; ~'—-lj et(vne N, = _2'?:;?!1““ et v = ”r_"gi pour tout » de 1

1) =« Montrons.que {v.) est une suite géométrique

i S _.1_‘-:'.\_—‘".':] . L o
Soitme Nzonar v, = 8 = Sr NI X T oy = 3 S "
donc: (Ve kv, =5,

LR ) |
d'ol (v,) est une suite géométrique de raison g = 5
17

etde premier terme v, = ;' = 1, Déduisons v. puis i1, en fonction de »
= ).
ona (YReMivw=wnXqg olg 3 et

Ww=5

donc (¥n e M)y, = f !~ ) \ et puisque v. H.‘.i:]

alors o= (n+ 1) % v -[f.*llx't':'

donc (Yn'e Hl)u, = [n+l1><{-1,]'

: e vanis e G 1)
2) a) Montrons que (vne I ={1}k2"" =
Utilisons le raisonnement par récurrence
* Initialisation: Pour n =2 ona 2

=% et =3
" o 1)
et puisque 8 = 3 alors 277 = 5
* Hérédité: Soit ne N - {1}
i s b 1) e )+ 20
Supposons gue 27 2 Ty et montrons gue 27 = 3
ona 2=/ n; b donc: 2% 2** = nin+ 1)
Clest-a-dire 2" = nin+ 1)
- 9.
pour montrer que 2+ > 1+ 1A+ 2)
. [ + (n+ 2
Il suffit de montrer que nln+ 1) = " l'l-," 2
Ona: Znln+ 1) =(n+ 1n+2)=(n+ 1)n—2)
et puisque n = 2 alors 2nln+ 1) = (n+ 1 )n+2)
S fn 1+ 2
dong: 2% = ]2" } |
a1
vConclusiun;d'apn'asIeprinupedere'turrence,w., e ={1p2r= 12

b) Vérification pour n = |

Pourm=1lona: 2" =4 et }{-i-;—” = | et puisyue 4 > |
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alors linégalité (1) est vraie pour s = 1.

par conséquent; (v e 17732 = nln+1)

g e 3
¢) Déduisons que: (Vn & 1750 <, = =

daprés la question: ona: i = (n+ 1) % (4™ pourtout n e 1y

\ g nt+l
cestadire u. = 3o ; donc o, > 0
soit n e T
nln+1) ] 2 ndg 1)
Ona; 2" 2 = done: gy < = ded Lot < = !
2 2 nln+1) 2 T oaln+1)

5
par conséquient: . <=

X s 2
Conclusion: (Ya e I 10 < . = o
3)Calculons le produit p. = v Xy XX Xy,
Ona 1—(!,} " pour tout n de [

donc: vy Xy My X X, =

dot (vn e N),p, = {E ‘J

ercice/ i |

Ona: i, =2 et (Wn & M., =l ¥ =

3n+2) 3nElNa+d)

1)a) Calculans w8t i Ona; i, =

HMontrons que: (vn & M n+l

u ; :
tlisans le raisonnement par récurrence
* Inltalisation

P i 1
WN=0ona =1 et 5 [ | done i = 5
* Hérédite
5 4 | ) |
M1 supposons que & ) ekmontranz aRe M= g 2
On 3 | ) | ;

sy } = et . ey

3T 20 T Al D)t 2) T

done gy, | | 5 |

x " = A
AT Yalr+2) 3n et 2)
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(n+2)+2n+1)=1
Hn+1n+2)

Mnt+1)

+ 1)n+2)

Clest a dire: ta =

donc tivy = 57 doll ey >
3n

=
n+2

* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yn & I ), > I

n+ 1
2) a) Montrons que la suite (u,) est décroissante,
Soit ne M.
Ona:
S | 3 1 v i 1 2

e :‘1“'+ n+ 2 (et 1in+ 3}1 4 ‘*I"‘ 2 (ntiNm+z) M

_ll 2Ant D=k o l Ml ]

B (PR T Tl Rl PO T e s e
donc #. — i, < ﬂnl 1 —:alet puisque u, > - E | Pour tout i de %

alors n}- < 0 donc tip — 1, < 0,

donc la suite (u.) est strictement décroissante
- w 1
2 (e Nkv, = in—

3) Ona: (W& Nk, =i, PER]

a) Montrons que (v.) est une suite géométrique.

Soitne M

2 2 1 1

Ona: Vi = s — = — ]

Ma+2) 3+ Da+2) wts

=§ul+.‘_fra*11_- E= 3+ 1)

| A
Rl o

: i —2—n
Hn+ in+ 2) 3T 3t 1)+ 2
=l Gied) __;I 1 l
3T 34 e+ 2) ” AM T nt

donc (Vne M)y, = ; Va
d'ollasuite (v.) est géométrigue de raison g = 11 et de premier terme
o = s~ i = -
BWEumpry =1
b) Déduison u, en fonction de n
Onar v =vxg = (L] i ==k

7=\3 } et puisque . = u, ET
alosu=prto= 1 1.

H+l p]T F

4} Maontrons que (Wi & [ kg, > E_ =5 x(I ]

2
Ona: .§,=Zm et u,:{-l‘-J' i kif
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1y

ot R | ap A= o

aes =S4 Ecky o $147-" O 30y

- \

L 1 1 g

et)_.kf| ) 1+.l?+S+“"+n'+I
e
etpuisque | = = .L]

| ST |
2=n+l
Lk
3 2

n+tl

n+l =+l

S I i Hman i 2
aiors'z_:ﬁ_‘_l___ n'}+rH-IL"“+:r'rldnu?‘:k’f]"r” DX

cest-3-dire ) i l | = | par conséquent 5, > 51.1 = H } 1

Cest-d-dire §, = ? - 1 x[ L i

Onazi, = | et (¥ Mlit=—1 +y 5+l + 1)
Y Montrons que: (vn e N, = |
Utilisons le raisonnement par récurrence
*Initiafisation: Pour 1 = 0, ona: i = | et 1= | donc e = |
* Hérédite: Soit e 1
Supposons que i, > | et montrons que e = 1
MAGS | 122
s+ 1Y =>4
S5+ (u,+ 1)V =9
SVSF U+ 1) 23
=5+ (p+ 1) — 122
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et puisque 2 = | alors 1, 2 1

« Conclusion: d'aprés le principe de récurrence ,(Vn & 1), = |
2) Montrons que la suite (1.} est croissante

1% méthode:

Soit n € M

Wi == 15+ (i, + IF doit (i + 17 =54, + 17 (4
parsuite (. 1 = (. + 1F = 5 et puisque 5 > 0

alors (o 1Y 2 {0+ 1)

dont i+ 1 2t L car .+ 1 2 0 et e+ 1 > 0) done iy
d'ol la suite (i) est strictement croissante.

2" méthode:

Soit ne

* s

Onalth—w=y5+0n+ 1) =1 -
posons X = i, — 1.
e [Vo+ G+ 15 = o+ DVE+ (e + 1 + (et 1)

VI 1N+ (i + 1)
_ SHu A 1 =(wm+ 1) 5

VSHlut 1+ (e+ 1) S+l 1) +m+ 1

et puisque .+ 1 >0, yS+(u,+1F =0 et 5> 0 alors X > 0

Clest-3-dire u... > 1. donclasuite () est strictement croissante

33 Ona:(vneMNhv=(w+1)

Montrons que (v.) est une suite arithmétique
Soit ne M
ONa Vo= v =y # 1 -

T B )
etd'aprés (") ona: (ue, + 1F =55 (. +1F

done (i, + 17 = (u, + 1 = 5 c'est-4-dire Vs e = 5

d'ol la suite (1) est arithmiétique de raison r = 5 et de premier terme
w=l+17=4

b) Exprimens i en fonction de n

Ona: v, = +ar =4+ Sn et puisque v, = (1, + 17
alors i+ 1 =4y, donc i, = yv, — 1 = Spd 41

dob (Yne Niw =5 +4 -1
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[Exercice )

ona: = 2et(Vnel it =96+,
1) Montrons que: (Vn & k(< u, < 4

Uklisons le raisonnement par récurrence

« Initialisation

pourn=0;ona w.=2et <2 <3 done: << 3
« Hérédité

Soit n & I

Supposons que 2 < . < 3 et montrons que 2 < 1.,

Ona 2 < <3I=—=8<06+u,<9
=i 2y d LYo+ <3
etpuisque-2 << 2y 2 alors 2 < it < 3

* Conclusion; d'aprés le principe de récurrence, (Yn € 1 L2 <, < 3

2} a) Montrons que: (Ve V)10 < 3= . « ii‘ﬂ —ty)
Soit ne& 4
«Puisque 3 > u, alors 3—u, > 0
G a=i=a— ey fl-‘(u*n.!l_'-.'\(!-u':: 3=
i T4+ U IFV0+
Or 3+ 6+ >3 (car y'6.+ 1. > 0)donc : ; E
3+ 6+ 1
d'ol) 3—u, - 1"\ w)lear 3=u, > )
I+ y6+u 3
Parconséguent (v e 1) :0 < 3 . LE- )

b) Déduisons que; < 3 - <

oana: vk e 3=ty < m =)
dong:
*Pour k=0 0na 00< 3 u - ::\l.‘ i)
*Pour k= l:oma 0 < 3— s LIS )
*Polr k=2 0nal) < 3—u, - '\;l.‘ i)
- - » ;
. . 4
. 4 E.
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i 2

Pour k=n—lona: 0 <3-u < §f3—m:l

Par produit membre 3 membre et aprés simplification, on obtient:
1 ”

0<3—u < % ><_1,;><.._.>( 3(3_1131

e

n farresn
done 0 < 3—u. <{ ) (ear te=2) d'oli (Vn € M)0 < 3~ y, < H]
3)Ona: S—Et;—r:.)etf 2".
a) Montrons que (Yne [M)0 < 8. < ,(1—{ }

Ona: (Vke HE0 < 3—un, < { _,'-)

et puisque:
0BRSS (U Y e TS

o ’
alors: 0.< E{B—u.m ;:1']. —[ g] }
donc; (YneHED <S8, < ;ll = | I@ ]:l
b) Déduisons un encadrement de 7.

v o - 1y
ona: 0< 8 < ;f! ‘E‘ | ) cestadire 0 < bUERTNES ;{[ ":_ ki ) )
dong; U'JE:‘» Eu.*«' ;l:l -f!‘H
d'ol —[-:;[1 = _l’-'p']a; Zu- Zz <0
par suite; Z, = ;_“ ,.[ ; ” L“ 2',‘
et puisque Zu. =T et $3 = 3 alors 3n— :(] (1 ]) < <3

Exercice

3 | = PN _ 1 g |
Ona: , = 3 et (Vae Nk, = l["" + "’,'I
1} Montrons que (wne M = n
* Initialisation:

Pour n=0,0na; 4, = 12 Bt 5 - donc: i, = 0
* Hérédité:
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soit ne N

gy, > 0 alors u, + ‘}- > 0 donc: iy > ()

« Conclusion: d'aprés le principe de récurrence , (Vn & Nk, > 0
y |

2) On pose v, = I

a) » Calculons Yaui en fonction de ¥,

soit nc M
SR ~
Onat it — 1= é(u,.+ :L)- fi= ; ('!L_i{"!:: o é _fg."_-__l__)_’
2k ! S TG s o O (AR B
it 1= bt Ly = (1ef2ut 1) L (et

1
dors = 1 =ty = (651 =
2
30l (v & Wkv = v
* Déterminons v, en fonction de n
Méthode:
(v.) n'est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique.
Caleulons certains termes de (1), pour conjecturer |a relation qui
qui determine le terme général de la suite (v.).

1
(e e I e
Y W T S e
2
W=y =(-4)

N CUNEINE
=T~

On femarque que 4, ‘{ U
W ( %)' T { I‘ J" ety [‘Ix }, on peut conjecturer: . = { : !\ i

Montrons ce résultat par récurrence
L Initialisariun
Pour = 0ona: -_-.{ "} {car:2*= 1)
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» Hérédité: Soit ne 14

Supposons gue Vv, = l— !i ) et montrons que 1.,
ONA: Vay = V2

et puisque v, =| _1‘} alors: vig = {{- i) ] [\— ll
dnnc[\:rn.’-—.f.'}:n=1—'l‘.ll
b) Déterminons . en fonction de n
W= Ll R AT T |
ona R Ve W =l
et 1=l =)
= i, = udd {car w# 1)
4 L=
1
L "!l +
donc: u, = o
1
t=(-%)
Cna: =6 etivne Mhu S i
s s VI E R Rl = g 2

1) Montrons que la suite (i) est minorée par 4 5
Utilisans le raisonnement par récurrence

* Initialisation

Powr n=0ona w=v6 et V6 =5 donc w:
* Hérédita

Soitne N

SUPPOSONS Que 1. 2 'S et montrons gue K., > \

2 3Uite (i) est décroissante
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- e
‘5-_:13 +:2 : il v '_2{1‘3*‘ 2% I'J-}

| : w24

10— 24 2{5=ui)

. { k]
i 2, "'I|,I éu: +2 J:.] 5\ ;;uf-*—.?_+u.

st puisque u. = v 5 alors wl = § alors 55—

= et | ;J.rf t2+u >0
d'ol u w. = U parconséquent la suite (i) est décroissante

» Déduction

Puisque la sulte (1) est décroissante alors (¥n & Nl < u,

donc (VA& M) =6 et puisque (Yne N)iu =5

alors (YneE NliyvS =w <y

Hona: u=ul—5§

a) Montrons gque (v.) est une suite géoamétrique

Soit n ¢

" i L
omaly =k, = 5=, _::J:: +2) —5= Fu+v1-35

.
) 3

Fui= 3= L —5)=

donc (vn & Nkv.., = ; v

o ; ] i i

deii () estiine 5uitegéomét|‘5qu‘3 de rajson g = 5 et de premier terme-

Ye=ui—§= 1 (car = y6)

b) Exprimons v, puis . en fonction de n

003 v =X g ={ 3] etpuisque v, = w5
g "y ; [ 5

Aors 4, =0 43 =y i:.? + 5.done (Vo€ Nkw = /15 +3

4 Caleulons la sommie 5, = 21 L

Ona 4 = Zr.:, et vi=ui "'5

+ 52 +1)

ol v,

"—]Elq-—i—:- dnnc.s_'__l £ 1+ 5

ol (v &

; 5§
“?5—1\1-[ |I i*l"1.<5=|\m*-: “
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ana: {m=ﬂef w=1

(¥ne Nk, = % sy — é-u.

et on pose: v, = lly — -l‘-u. et w, = 3.
1) a) Montrons que (v.) est une suite géométrique
Soit ne M

A r AL )
ONa: Vo = len = Jlan = Flos ™ Gl ™~ il

= ; Hasi = '!j U= _!{("-1\ = %u,]
donc (¥aE M., = g Vo
d'oli (v.) est une suite géométrique de raison ¢ = ],' et de premier terme
Vo=t W= 1 i
* Déduction:
ona: v, = \',,Xr;‘={%}.
b) Montrons que (w.) est une suite arithmétique
Soit ne

ona: Wei— W= 3 — 3

(u, 3 u.)

._,,_.. r

et puisque ., — !,' e = Vo LV, = { }

alors w,., — w, = 3" x| 13 } =3

donc (w.) est une suite arithmétique de raison r = 3 et de premier terme
r wa= =0

¢} Déduisons u, en fonction de n.

Soit n & M ,ona w, = 3'x, donc u, = ‘;“
et puisque (w,) est une suite arithmétique de raison r = 3 et de premier
terme w, = 0
alors w. = wi+ ar = 3n d'ol (W e ?

x _ 3n
Mhu= 3=
cest-a-dire (Wn & N, = 2

3
2} a) Montrons que: (Yne N'):0 < w., < %H_
Soit 1 un élément de M '
+
Ona: w., = ”].1 fcar u, = "f, )
Zooyp oo kil In=in=1 _ =1
donc it = e = T " =45
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=

- BT a1 2
etpuisque n € I alors W = () d'ol FUh~ e 20

par conséquent (Vn € [T )., = i e
b) Déduisons que: (Vi & 170 < 4. 5[ ?‘ }

ona (Whe M0 < tha = _%n.

donc
sPour k=1 ;0na: 0 < r:_-'-.-'in.
sPour k=2 ;ona: 0< =<5
« Pour k = 3;0na: O<u s i
. . .
. . .

2
*Pourk=n—liona: 0 <<%,

Sion multiplie les inégalités précédentes membre 3 membre et aprés simpli-
fication .

On obtient ) < u, < 2

* Initialisation: Pour =0 ena: .= let0 < 1 <1
done () < = |

* Héredita
Soit n & 1
Supposonis que () < 4. < 1 et montrons que: 0 <t =1
Ona: ., > 0 carui > 0etd+uw >0
fona: y,., = uy - wt3 B sy 3
34l 3val 3tm Ft
toulsque -3 - 3 <
R alors | I+ul
done,

5 My = ldoli; 0 <=1
A conséquent (va e 1400 < 1 < 1
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2) Montrons que la suite (1;) est décroissante
Soit n € %

Méthode 1: g
AP TVl G i NSRS et 3T B i
Oniar k= =X i+ Stona < letd < 3+uicy
I W S
done O <1, <l et w3 s<3y
dou 0< ---H-' i ]': =< | parsuite ) < u‘ =1
donc la suite (i) est décroissante
. el = 3= i) - — sl u 03)
Méthode 2: ..y = . = T g e =l = W
=l {r: - 12‘1 1411
= i+ 3 E
. . { | 11 - yes . <10
et puisque u. > 0 et |~ 5 I|I + > 0 etwi+ 3> 0alors: U = u.
dont (u.) est une suite décroissante
3)a) Montrons que: (¥n & M)t = St
Soit ne I
d'apres la question précédente (Mathode 1)
= sk
Ona: “r;:-‘ = 3 doner b, = l u, fcar w. > 0)doir: (v & Nkma=gk
b) Déduisons que (vn e ! 1 }

Utilisons le raisonnement par recum'nce

* |nitialisation

Fuuru‘f}onu—'letl: ]-Iet!:]donc ths: {U
= Hérédite: :
Soit ne 14

Supposons gue .., .‘E"l ! €t montrons que ..: = '\ !,,J
Ona: ., < ; tor €Y 1 < -11-,' done: un<(L)x(1)

Clest-a-dire: .., < | 11]“ dot; (Yne Mk, = [ l, I]‘
| Exercica/- 1}
Onarm=2

l [T}
iy =
s Lost (e N ety
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1 Caleulons t: et v

o
Ona =Tty 3

1 1
LT TS L.
2) Caleutons . = 1. et = en fonction de 1, + v,
soit n & I 1 i}
— [TM Va _ Ui Ve R g
Ona:fians = Vool = 40T T il
'
oy o HebVe (U
et f o )
.+

3) Déterminons i, et v. en fonction de n

ona: (v € M e — Vo =t — V.

dore (Ve Nl — %= by — Yo =l — Vo= |
dolt (W& N )i — v = |

etona:(vn e M

dong (Wn

2

(Vérifier ce résultat par récurrence)
donc [u, - v, 1

=
g
d'oli [p. = . + 1
Vbl s
Ve -
t'esl-é-dire =1, +1
e
T
1 ¥ ”
Drl.*l_:_:lc_,ﬂ:l.:. 1
2 ) ]
i =1 (car 2 1#0)
Day: ! ~ @ 1
\ 5
I” I+ 15 5o i
Par . 2 |
conséquent; (v e 1) = 5 e )
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=1 cw=12
Ona: \"‘ 3
(vne Wk =w+2v. (Vne Nidv., = u + 3,

Ww. = v, — U, et £.= 3u,+ 8y, pour tout n de I’
1) Montrons que'la suite (w,) est géométrique:

A 3 2
Soit nE N ;0N 3 Wiy = Ve Man = (l it g 1-.)— ( }‘ Uty r,J

== Focrs bups seswgs Bis

=zttt 3% 13("‘ o) = 3w

Puisque: (Vn & N )iwa = !12- w, alors la suite (w,) est géométrique de

raison g = -‘IZ- et de premier terme

w=w—u=12=1T=11

2) = Déduisons w. en fonction de n.

On a: (w.) est une suite géométrique de premier terme w; = 11 et de rajson
-

=12

done: w,= wix g = 11 X[ 5" dou (vne Nyw, = b = 11x12

- W vl 12 LW, 12+7
* Montrons que v. = l.

Ona: w.= 1!,1” et I;l‘ >0 donc v, —u, > 0 (car w, = v.— 1)

d'ob (Vae M < v,

3) Mantrons que la suite (1.) est constante

Soitne N jonar, _ 4, o i = 3( !5 ot % .} + N(]‘ e F : ..,}

= tty+ 2v+ 2, + OV, = 3u, + Bv.= 1
ona (Yne N')iti=1,

donc la suite (1) est constante, etona: (vane M kL =6 =99

4) 3} Montrons que la suite (1,) est croissante et que (v,) est décroissant®
*Soit ne N, onaE: e — 1= ;u.. + %\.‘. tin .’ih'. 1)
et puisque v, > i,

alors (Vi & Nl ~ 1. > 0
donc la suite (i) est strictement croissante

; it 1 3 i
sSoit ne N jonarw, -, = gt v L{m va)
etpuisque V. > ., alors (Vo e M kv, —w. < 0
donc la suite (v,) est strictement décroissante
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b) Déterminons i et v, en fonction de n

ona: [w. SV T s {',!w. =3v,— 3
1 = Buat By 1, = 8By, + 3,

= 3w, + 1. = 11y,

= :3| i |I| 7

ot puisque W, = 112!, et =99

. |3 G b 3
alors v, = 11 X [gei 20 T ek 12°%
et puisque w. = v, — 1, alors w, = v.—w

& . SRR | N W
doncu.—9+12.., I2...—9 12
par conséquent: (Vane Nl =9— :28" et =9+ ]2].:

1} Montrons que: (in:‘ Il}; él}n < |'—x"!t‘ : l
Soit x un nombre réel:
R | - 1
ona: 0 < x < 4 = ) < x''< 6
3_'1
Bl

]
=g

- 2tz e |
<—W < Oet)<x < ¢
<=2 <lap<x'< l]i'

1 8 el
(=2¢ 51 e <x < 6

i 1 B 1
.,n-‘xxl 2’::\_1)(1"

v e
a[]t..l TE =g =

donc (\f.u- !ﬂ:i[):” <1 ";.x‘ & 'i’

on a; [

= 1<

= a oyt }l,_]1|

)
u;
1= 2w
|

alMonlrnnsqlm: (Ve NkO <<y

(¥n & N)biais

Unily p J
50ns le raisonnement par récurrence
- R
Initialisation
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. - - sl

pourn=0onau.=4a etl<a=< i donc 0 <y < 4
» Héredité i
Soit 1 & 1< Supposons que 0 < u, <y et montrons que 0 < 1., <

2 ik ? 1 1
d'aprés la question Ljona; 0 < i < g =0 < o <

1 . 2 l
of li =g —ui‘:uf donc 0 < u, < E‘ =0 <ty < g
d'ob (Wne ME0 < < h

b) Montrons que la suite (u.) est strictement décroissante
Soit ne

e T T ]
1= 3y donie W =150 {ear u, # 0)
8 by
Fdonc 0 < ;=5 5

ona: e, =

or 0 << l4 etl < 1 _la,”-,-

s
{8

n
z 2 ; neh [T
doir 0 < <3 < lyalors (Wne MR < " < 1

et comme

~ata A

par conségquent la suite (u,) est strictement décroissnte.
) Montrons que (¥n €

Bt < 5 1,
1

Soit n e I : d'aprés {*}ona: Ul < "u <
ot i 5
dont . < Fu, (ear w. > 0) dol (Vi€ F k., < 35

~d b

it

d) Déduisons que: (Yne Nk

i)
ona: (Vk € 100 < i < 5w done:

] pour k=1, onar 0 < i< £

2
=
3 2
pour k=lona: 0 < uw <54,
E
pour k=2ona: 0< <=y
7 1,
. . .
. . -
- . .
%
pour k=n—1lona: 0 <y = Ttk
)
pour k=mona; < L, < Sy,

5i'on multiplie les inégalités précedentes membre 4 membre on obtient:
Bl b =2
w llaey = e

i

x ...X?‘I'An.

= fertine
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{le nombre de facteurs est le nombre de termes de w, 3 v, ou biende w @

., Cest i)
donc () << e <

3 }a (car u, = a)

{| Montrons que; (V€ st iyl =x <1~ éx' : ! :
x4+
soit v Jo:1] !
onar0sn s | =e—] S—x X0
e
Donc: 1 - ]1.\' 0
s Comparons | ‘l.\ et y1—xt
| 11 I_,.r_i-f\l-\'l I-i.\" x—1+%
onas (1 —gx]—vl—x= “q ==
= 11 1+ dl-x (l—sx]+dl—=x
3 1 2
|
_l.\
(1- dx)+yi—x
et puisque : 1_{) Oetl- L.\-‘;tser‘i -x.20
alars s (1 - %.\-]:-\] —x [1) !
Comparons les deux nombres positifs (1 - l_n} &t s
Etudions le signe de : A = | ; |} “' Ly
\ "% 2
' 1 1
1 ¥ e o
. | I Ll i
Ona: A= oo {1+ I i) S
o .
= At A x{3—x}
txe+:1) Ax+ L)
stpujsque: 4(x+ 1) > Neti-x>0etx >V
Alors: A > ndonc [ L Vs (1-L¢)
yatl o
dous L o L (2)(cor cés deux nombres sont positfs)
W e iz Q . ;
de (1) et (2) o e abduit que s (v € 01110 < VI =X < 1= ¥ S e
2 . 14
HOna 2y, = 3 a(vneNY = V=2 I
Sultes numérigues
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Calculons i, en fonction de n:

Ona: (Vke N') i ‘(l W Q'Ik)n. | Cest-a-dire : (Vk e M)y = 2K 1

Donc: :
sPourk=1ona: u.='2'u..

-Pourk=20na:u.-=§in

5
*Pour k=3 ona: = 6l

. . .

. . .

. . .
sPourk=n—1ona:y, .=%ﬂ:%n._~

. 1 o TR
Pour k= n on a: u, I M

2

Wiy

Si on multiplie membre & membre les égalités précédentes et on simplifie, on

obtient :
=Ly 8 2n-1
u.—2><4><6 i 30 X

Donc: (vae N, = ;1’;3{21’;){"&"2;1
Rappel:

@ X XXXl senote:nm.

Donc: (Yne N')u, = },n 2*21 !

3)0na: v.=mwyn+1 et w = wyn (neN)

a) » Montrons que (v.) est strictement décroissante :

Soit ne M,

On'a: ooy = e "J'II' HF2=(1— (l =
B 2 ( 2l ”)ﬂ'. v+ 2
donc :

- I ) I
Vi Vs fl 3 I]]"” Tu,—wnt L= wn+ Z{I
wynt 2[1 - ! i} wm 4 21
S Tr) e ) (
Yoatl

et d'apres la 1ére question, ona: (vx e J0;1]) ; (1

etcomme . L i €10:1], pour tout n de 1.
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i ,n“]
Ant 1) wnt?2
1
1 !
2n+ 1) JIt gl
L) el
) JUFE



1 | i
Mors 1= % g < ."'{I+.l. 2
| ¥ n+l
Clest-a-dire | - TAFD T i < (), et puisque u.yn+2 0.
vt ey

alors (Wn & M) 5 v = v <0,

ponc (v.) est une suite strictement décroissante.
« Déduisons que : (Vn e 1) < 2‘__,: —
Puisque (v.) est strictement décroissante,
alors (e M) 5 <,

Orv=un+letv= % Donc(vane V') ;< 1

yn+l”
b) Montrons que la suite (w.) est strictement croissante.
Soit ne M.
Ona: Wy — Wy =ty yH+ 1 — tiyfn= [l = -,"ﬂ|+ 1)_,|\'PH lu,— wyn

ok - ¥R
= tn+t !{! 2t 1) It ])
f 1 [
=H..\.'J'I"|{1‘2(n1 D Va4t [}
; f 1
= uyn+ ](l = é "{"l 0 _\-1' n+ 1 :I
o (vxe Josi]) ;s Vi—x<1-dx,

tpuisque l 1 € 10;1] pour tout n de I,

T | =i | !
VArs s Bk e
Done |- tx L /i LS poi:w.—w>0.
2RIy s ol st :

Par conséquent fa suite (w,) est strictement croissante.
* Déduisons que : (vae M)t > p .
W

P =
uisque (w.) est stricternent croissante,

’ | 1
alors (v ¢ NVt we = woobi v = iy m et wio =yl (1 3 _’rd; a-

b R
ONC gy = 1 LDon: n= Wi
AN

P, " w1
ar conséquent (Vi ¢ 1) 5w =

dvn
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Barycentre dans le plan  \~

Barycentre de deux points pondérés

aint pohaere

Soit A un point du plan et a un nombre réel. Le couple (Aia) s'appelle un
point pondéré, et le réel a s'appelle la masse du point A (on dit aussi quele
point A est affecté du coefficient a ).

Propriété et définition

Soit (A:a) et (B:b) deux points pondérés du plan tels que a + b # 0

Il existe un unique point G vérifiant : aGA + bGH = 0,

Le point (7 s'appelle le barycentre des points pondérés (Aja) et (Aib).

a) Homogénéité :

5 (7 est le barycentre de (A:a); (B:b) alors ¢ est aussi le barycentre de
(Aska)y (B:kb) pour tout réel k non nul.

» le barycentre ne change pas si on multiplie ou on divise ses coefficients paf
un méme nombre réel non nul.

Pour la- démonstration, remarquer gque pour tout & de 2oonal

aGA+ bGE =0 o= (ka)GA +
b) Propriété caractéristique :
Propriété

(kbIGR =10

Soit (Asa) et (B:b) deux points pondérés du plan telsque: a + 0¥
G estie barycentre des deux points pondérés (A:u);(B:h)
sl et seulement si pour tout point A du plan on a :aMA

3 Barycentre de trois points pondérés

Propriété et définition

Soit (Azal; (Bib) et (C:c) trois points pondérés tels que s @ © P07

Il existe un et un seul point G vérifiant : abA + hGH 4 et =1

* Le point (G s'appelle le barycentre des points pondérés (A4l
(Cia).

Cas particulier : { isobarycentre )

Sia=b=

(B:0) 8

oy
: t (Lt
- ¢, alors le barycentre des points pondéres (Al (Hi01€
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estappelé ['isobarycentre des points A; #f et €', C'est [e centre de Bravité
du triangle ABC (dans le cas ou les points A; & et € ne sont pas alignés),
propriété de 'homogénéité

§i (7 est le barycentre des points pondérés (A;a); (Bib) et (Cie) alors,
pour tout réel k non nul; G est aussi le barycentre des points pondérés
(Aska); (Bikb) et (Cike).

Propriété caractéristique

Sait (Ava); (Bib) et (Cic) despointspondérésduplantelsquea + b+ ¢ £ 0

et (; un point du plan.

(; estlebarycentredespointspondérés ( La); (B:h) et (o) si.etseulement

si, pour tout point M du plan ona : aMA + bME +eMC = (a+ b+ )MG

Conséquence :
Pour M=A, dans la propriété caractéristigjue, on obtient
7y b AW A

ath+e o+ hE

Cette relation permet la construction du point (.

Associativité du barycentre

Soit (A:ar); (B:h) et (i) des points pondérés du plan tels que :
atbtedDetath+#0

5i G est le barycentre des points (A;a); (B:b) et (i) et M est le bary-
centre des points (A:a)

et{Bih), alors (i est le barycentre des points (Hia +b) et (Cie).

(&) Coordonnées du barycentre

), soit{d:a); (B:h) i (Cie et (D)

Leplan'est rapportd 3 un repére ((;
des points pondérés et Alx:v.): Blaaw); Clxge) et Plxsiya).
2 Coordannées du barycentre de deux points pondérés

SiGoest (g barycentre des points pondérés (A;alet (8.0), alors les

x| + by
Coordonng ; i g
neesde (7 sant : ay.+ by,
¥ a+b
b) Coordonnées dy barycentre de trols points pondérés
56 est (o barycentre des points pondérés: (Aia); (Aih) et (Cic), alors les
ax, + b E ex
X i+ htoe
o 4 ik )
Ordonnées dy point (; sont : ayi + byt ey
¥ = i+ b e
@
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Exercices

Soit A et B deux points distincts du plan.

Déterminer dans le cas ol c'est possible, deux nombres réels a et b talc que
le point G soit le barycentre du systeme ponderé {(A:a),(B;5)} dans chacys
des cas suivants :

1) AB + 4BG = 3GA 2) A estle milieu du segment 86)
3) (3-2)GA+ L_GF=0 & Bo=-%A

Montrer que le point G est le barycentre des points £ et I affectés & deux
coefficients a déterminer dans chacun des cas suivants :

; 5 E G F E
1) % & P g% i
F E e
3) ¢ |

Soit A, B et (' trois points distincts tels que A est le barycentre des points
pondérés (B:2) et ((3).

1) Déterminer deux réels @ et § telsque @ + § = 1 et gue le point A soitle
barycentre des points pondérés (4:a) et ((:8).

2) Déterminer deux réels x et v tels que x +

=—2 ptquelepoint € soitle
barycentre des points pondérés (H:x) et (4:v).

: . . ints
Soit F et F' deux paints distincts du plan et (7 est le barycentre des po!
pondérés (F:— 1) et (F:4).

1
Sait H le barycentre des points pandérés [ £ ]1 ] st (F:x) telsque X #73°
Déterminer la valeur de x dans les deux ca.s suivants :
1) H et G sont confondus.
2) H = 2EF .
[ Exercice 28
Soit ABC un triangie.
Construire le point G dans chacun des cas suivants

1) G estle barycentre des points pondéré (A4: 1), (B:2) et (C31)-
2) (7 est le centre de gravité du triangle ABC'.

. %6).
3) G estle barycentra des points pondérés (4:54), (#: — 36) et (C 6
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soit ABCD un quadrilatére.

peterminer chacun des ensembles dans les cas suivants -
1) £ est 'ensemble des points M du plan qui vérifient :
2} £: estl'ensemble des points M du plan qui vérifient :
|20 A+ MB — MC | = | MA + MB - 20T .

3) £, est 'ensemble des points M du plan qui vérifient :
Lesvecteurs BC et 344 — 2MH + MCT sont colinéaires;
4) F, est'ensemble des points M du plan qui vérifient

En s'inspirant de la figure, déterminer dans chacun des cas suivants, les nom-
bres @, & et ¢ pour que le point G soit le barycentre des points pondérés
(Aia), (B;b) et (Cie).

AN 2

figure 1 figure 2 8 figure 3

En s'inspirant de |2 figure, déterminer dans chacun des cas suivants, les nom-
Bres a, b, ¢ et d pour que le point & soit le barycentre des paints pondérés
(A, (b)Y, (Cic) et (Die).

B A K

G

b n 5

figure 1 D H C figure 2
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[Beercice £ 2%
Le plan est rapporté au repére (013 ).
On considére les points : A(1:2), B(— 3:2) et C(2:4),
1) Déterminer les coordonnées du point G le barycentre des points ponderes
(A1), (B —3) et (C31).
2) Soit (G, le barycentre des points pondérés (A;3m + 1), (8
(C;=m+3) ol meR.
a- Vérifier que le point G.. existe pour tout réel m,
b- Déterminer les coordonnees du point G, en fonction de m,
¢- En déduire 'ensemble des points G. lorsque m varie dans = .

2m =3 et

Soit A, B et C trois points du plan.

On considére la transformation T du plan qui & chaque point M on lui assotie
le point M’ tel que :

MM =TMA - 2MB - MC .

1) Soit (7 le barycentre des points pondérés (4;7), (8 — 2) et (L5 - 1.
Montrer que: TiG) =G

2) En écrivant GM" en fonction de GM , déterminer la nature de fa transfor
mation T et ses.éléments caractéristiques,

Soit k£, F et H trois points du plan.
On considére |a transfarmation 7 du plan qui a chaque point M onlul associe
le point M' tel que : MM" = 4MF — MF - MH .
Montrer que T est une symétrie centrale.
Exercices de synthése

ABCD est un paraliélogramme, | est le milieu du segment [BC] et &
nombre réel,

Soit G le barycentre des points pondéres (4:4), (&
1) Construire le point (; dans le cas ol m = 4.

2} a- Ecrire AG en fonction de BC et .

m) et (L.

b- Déterminer m pour que G soit le milieu du segment [AD].
3) On'suppose dans cette question que m # 4 et m #— 4.
Soit H le barycentre des points pondérés (A:4) et (H — m),
et K le barycentre des points pondérés (A:4) et (Cim)
Mantrer que les points [, H et K sont aligneés
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ABCD est un parallélogramme. [ est le milieu du segment [AD], £ est le
centre de gravité du triangle ACD, K estle milieu du segment [ £8] et F est
e point défini par la refation : A7 = 48F

1) Montrer que K est le barycentre des paints pondérés (A:1), (8;3), (C:1)
et (D 1),

2} Montrer que les points [, F et K sontalignés,

3} Soit L le barycentre des points pondérés (A: 1) et (B:3) et M est le milieu
dusegment [C'D].

Mentrer que les points [, K et M sont alignés.

[ Exercice ST

Soit ABC' un triangle.

On considére les points (10 K et (O tels que:

< 40g=Ac"

- [ estle milieu du segment [HC']

- & est le projeté du point () sur (AB) parallélement 3 (HC)

- G est le barycentre des points pondérés (A4;3) , (B:1) et (Ci1)

1) Vérifier que e point (7 est fe barycentre des points pondérés (4:3) et
C:1)

2) En déduire que les points 5, et () sontalignés.

3} a- Montrer que: AR = i AR

b- En déduire que: (G = (CR)

4) Mantrer que les droites (CR), (H0) et (A7) son & concourantes.

Seit ABC' un triangle.
On considére les points K.[lJ et G tels que:
3 K_Est te milieu du segment [AB]
“ABI-BC=(j
40T =354
-G estle barycentre des points pondérés (4:3) , (#:3) et (C21)
1) Montrer que le point / est le barycentre des points # et (" affectés a des
foefficients 4 déterminer.
Mantrer que le point J est le barycentre des paints A et affectés a des
“oefficients & déterminer.
3}Mnnt:e( que les droftes (A7), (A7) et (CK) sont concourantes
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4) Soit H le barycentre des points pondérés (A: 3, (B:3) et (C2) ot L
barycentre des points pondérés

(8:3) et (C:2).

Montrer que les droites (1/), (CK) et {AL) sont concourantes,

Soit ABDC un parallélogramme.
On considére les points J.[.1" et K tels que:
- J estle milieu du segment [AC]

. Al= l,: ] I lt AR - AIKJ est un parallélogramme.
1) Montrer que les droites (A/) et (€7) se coupent au point (G barycentse
des points pondérés (A:1), (8:2) et (£31)

2) a- Montrer que le point D est le barycentre des points A.H et (7 affectésa
des coefficlents 2 déterminer.

b- Montrer que le point K est le barycentre des points A, et (' affectésa
des coefficients a determiner.

¢ En déduire chacun des vecteurs G et GK en fonction des vecteurs G,
GH et GC .

d- En utilisant les résultats précédants, mantrer que les droites (), (B7)et
(DK) sont concourantes.

3) Montrer que les points ) et |" sont alignés.

[xercice 478

Soit ABCD un parallélogramme,

I est le milieu du segment [AC| et [ est le point défini par la refatio”
BE=4AH ou ke B,

Les droites (/D) et (AC) se coupent
au paint F .

Les droites (£F) et (HC) se coupent
au point .

1) Montrer que le point # est le bary-
centre des

points: A et F affectés 3 des coeffi-
cients a déterminer.

2) Soit M le symétrique du point [) par rapport au polnt €.
a- Montrer que le point / est le milieu du segment [Al1]. ’
b- En deéduire que le point F est le centre de gravité du triangle ADIE:
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3) a- Montrer que le point (5 est le barycentre des points ponderes (4:4) ,
(1), (k) et (AL k),

b-Montrer gue le point (i est le barycentre des points /# et € affectés i des
coefficients 3 déterminer. o

c-En déduire la valeur du rapport .~ en foniction de £ .

[Exercice S0

Soit ABCE un parallélogramme.
On considére les points /. () et / dé-

finis par:
AP=3AH ; AR - AL et PORA [ :
est un parallélogramme. ol

1) a- Montrer que le point P est le ba-

rycentre des points A et f affectés a ) L —

des coefficients a déterminer.

b- Montrer que le point R est le barycentre des points A et /) affectés a des
coefficients a déterminer,

2} Soit [ le point d'intersection des droites (H%) et (DP).

Mentrer que le point | est le barycentre des points 4,8 et [ affectds a des
coefficients 3 déterminer,

3) Montrer que le point () est le barycentre des points pondérés (A4~ 51,
(:8) et (1:9).

4) En déduire que () est le milieu du segment [(7] et que les draites (€T)) ,
(BR) et (1) sont concourantes,

ABC estyn triangle.

Onassocie 3 chaque nombre réel m, le point (7. barycentre des points pon-
derés (A:2), (Bam) et (¢ —m)

Sot O le milieu du segment [ #C].

1) Dél‘erminer (A}, Fensemble des points G lorsque m varle dans &

3 a-Construire G, et ¢

b-0n SUppose que m 4 2 et m 42

Soit ;. uh paint de (A) distinct des points A, G: et 0

* Montrer que la droite (#1G.) coupe la droite (AC) en un point I et que la
droite (¢, coupe la droite (A#) en un paint /.

3 Le plan est rapporté au repere (A: AR AC).
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a- Déterminer les coordonnées des points [ et J.

b- En déduire que les points 0,1 et J sontalignés.

¢~ Déterminer deux nombres réels a et b pour que le point () soit le barygen.
tre des points pondérés (5a) et (J;b)

SRR Solutions S
[Exercice £% !

Pour déterminer deux nombres réels a et b tels que G soit le barycentre des

points pondérés (A:a) et (B:b) il suffit d'établir une relation de I'une des deus
formes:

aGA + bGE

favec a+ b #0 ou adG + hBG =0 avec a+ b #0,

1) » Ona: AB+4BG = 3GA donc: AG + GH + 4BG - 3GA =0
Cest-a-dire :4AG + 3BG = 0.

Puisque 4+ 3 # 0 alors le point (G est le barycentre des points pondérés
(A4} et (B:3)donc:a=4 et b=13,

« Construction du point G :

= - A v v
G est le barycentre des points pondérés (A;4) et (5;3) donc: Al =73 AR

A (& i}
/)= Ona A estle milieu du segment [BG] donc AG + A =10,
doli: AG+AG+GH =10 Cest-a-dire: 2AG — HG =01,
Par suite (+ est le barycentre des points pondérés (A:2) et (M 1} (ear:
2+ (=1 #0)donc:a=2 et h=—1,
* Construction du point (; :

—_—

G A B
1 Onas (3 - ';T"__l_ =
na:ly3-2)GK .3+3(”'I 6

PR O W () (£ A B

/342 V3+2 3+ eult
Donc if n'existe aucun point € vérifiant la relation (*) et par sulte, 00 "¢ P
pas trouver les deux réels g et f.

- {0,

+ S s g

1 *Ona: BG=—5AF donc: 3HG + 240 = 0
cest-a-dire : 3IBG+ 2A0 + 2GH = 0.

D'ol: 2AG +Bif =1,
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parsuite G est e barycentre des points pondérés (A:2) et (B:1) (car 24 1 4 ().
« Construction du point ¢ ;

— ——

4 G A

[Exercice &3

Daprés la lecture de la figure, on déduit que :

¢ 4

Bl = g c'est-a-dire : 9,

donc: 9EG — SEG—5GF =0,

doii; 4FG + SFG =10

Ainsi (G est le barycentre des points pondérés (£:4) et (F.5),
'} D'aprés la lecture de la figure, on déduit que :

3 5 ot i
GF = SGE donc: SGF - 26F =1,
Dol (7 est le barycentre des points pondérés (£ — 21 et (F151.
D'aprés la lecture de la figure, on déduit que :
¥ F 4

b 1

GE= 2 GI crestandire : SGE— SGF= 0.

Uonc (; est fe barycentre des points pondérés (£:8) et (F:
Em!-ﬂ:

Déterminons les réels @ et 4 telsque @+ f = | etque £ soitle barycen-

e des points pondéres (Aia) et (C3A).

Ona: A estle barycentre des points pondérés (4,2) et (¢
donc: 248 + YT = § clest-d-dires 240 + 3(AT +BC) =0,

d'ofi, SAUT - 3¢ W = (7, cela signifie que te paint # estle barycentre des points

4,

3),

Ponderes (A;5) et (¢; - 3).
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Ona:§+(—3)=2,cherchons @ et f telsque: ¢+ = | et que soile
barycentre des points pondérés (Asa) et (C:4).
Dfaprés la propriété de 'homogénéité du barycentre, on a H est aussi bary:
centre des points pondérés (A: Sk} et ((;—3k) oU k& &',
Onpose: = Sket §=—3k
Onaat+f=le=5k-3=1

= 2k=1

L.=ﬁ=!}

3
Dan::u=‘3et£=—;;. o
Dol B est aussi barycentre des points ponderes {.-\; : } et [(‘; .1.' .

2] Déterminons les réels x et v telsque x +y =— 2 et que ' soit le barycen
tre des points ponderés (A:v) et (Bix).

Ona: A estle barycentre des points pondérés (H:2) et (€3],
donc: 248 +3AC = (0 cest-a-dire : 2(AC+ CH) +3AC = 0,
Ona:—2+5=3, cherchons x et y tels que x+y=—2 et (" estle bary
centre des points (A:v) et (Bix).

D'aprés |a propriété de 'homogénéité du barycentre; ona ¢ est aussi le ban®
centre des points pondérés (A;5k) et (B:— 2kl ol ke &

Onpose: x=—2k et v =5k.
Ona: x+y=—2wm—2k+5k==12

e 3k =-2

e

f_—.af\——-i

Dloli: x = '{ et .\-=—1-3U-.

" e ; 4
Ainsi C estle barycentre des points pondérés [ A: - l:! Jet (B:3 )

1) Determinons la valeur de ¥ telle que : G = H.

. 1 tre

Ona: G estlebarycentre de (£: — 1) et (F:4) donc ( est aussl le baryee”
ol T i i

de{ 3 ) et (£~ 3 ) (D'aprés 1a propriété de 1'hornogéﬂe{!le]-

Puisque # est le barycentre de | £ E‘ } et (Fix) ol x#= 5

ﬂ|D!’SZ(';'-Hl=JE=—:§_ )

21 Determinansfa valeur de x pour que l'on ait: HG = 2EF . d5F

Ona: G estle barycentre des points (f7; — 1) et (F:4) donc: Fr=3
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ot 11 estle barycentre des points f.fv__--}j et (Fx) donc: Eff=— X777

B i =7 fr gl e s F
plot: EG — EH = SEE - TER= [3 y _3.‘_:: ] JEF. 3
X+ )
o g
Cest-a-dire : = 3: T ; Ef

s+ I = 2FF ess 3214 = 5

e 3 +Hd=18x+6
= [Sx==2

e R

ko Tai

Donc: GG = 2EF ees x =— i

[Euercice 49

!| Construisons le barycentre des points pondérés (A: 11, (8:2) et (€210
Méthode 1 : Utiliser |'associativité du barycentre.

Onremargue que les points A et (" sont affectés au méme coefficient, donc /
le milieu du segment [AC | est le barycentre des points (4;1) et (€7 1),
Puisque i est le barycentre des points pondérés (A:1), (€:1) et (#:2), alors
daprés lassociativité du barycentre.

G estle barycentre des points pondérés (52) et (A:2).

Puisque les points [ et /i sont affectés au méme coefficient, alors le point G
st le milieu du segment [ #1]; d'ol la construction du point (7.

wn

Méthode 2 : Utiliser une retation vec- A
torielle,
- Utiliser ia définition du barycentre: /
Ona: AG+ 0BG+ 00 = 1 = A g
e . SO G
AG+2BA+ 206 + TR + AG =10 B

-

=440 =248+ AC .

Donc: 4¢= L A+ Lac.
* Wiliser fa proprité caractéristique
ubarycentre en remplagant M par A par exemple.
G st fe barycentre des points pondérés (4:1),
Yaprés 1 propriété caractéristique du barycentre de trois points, on a
WMe @) 1 (1424 )G = MA+ 20+ MC.

(#:2) et ((:1), donc
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En prenant M= A, ona: 44G = B+ AC,

donc: AG = S AT+ +AT,

: Construisnr;s le point (; le centred A
gravité du triangle ABC.

Méthode 1 : Le centre de gravité d'un

triangle est le point d'intersection des

médianes, I

Rappel ; La médiane d'un tniangle est

la droite qui passe par I'un de ses som-

mets et par le miliew du segment op-
posé 3 ce sommet. {2

Pour construire le point (;, il suffit de construire deux médianes.
Méthode 2 ; Utiliser le barycentre.

(r est le centre de gravité du triangle
ABC signifie que (7 est le barycentre

A

(A1), (B;1) et (Ci1) donc
ac=1am+1ac.

On peut aussi utiliser assoclativité du By
barycentre en considérant le point A’
le milieu du segment [BC].

Donic: AG = %'5\}'1",

Construisons le point G, le bary-
centre des points pondérés (4;54),
(B; — 36} et (C:h).

Simplifions les coefficients des points pondérés :

On remargue que : 5: =9, "g‘f‘ =G ot ‘;" =1.

0 3 ik n
D'apres a propriété de 'nomogénéité, on a (5 est le barycentre des poit
pondérés (A:9), (B:—6) et (1),

Donc : AG = 5 J‘i_ i AR+ 5= {i“ | AC = g.-lf‘.* I;-“"(('

Dol la construction du point (. 185
Remarque : Pour construire le point  le barycentre des points it
(A:9), (B:=6) et (€C:1) on peut auss| utiliser ;

- Lassociativité du barycentre une seule fois : Tl
Soit H le barycentre de (4:9), (B;~ 6) donc G est le barycentre d¢ 17
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et (Ci1).
par sulte, on construit le point H en utilisant ta relation
A= —g v g A=~ 278,
puis an construit le point (& en utilisant la relation : (%7 = _1 i .
- 'associativité du barycentre deux fois :
soit 1 le barycentre (A:9) et (4~ 6) et soit K le barycentre de (A:9) ot
(&40
Donc d'aprés I'associativité du barycentre, ona:
(i est le barycentre de (F;3), (1) et € est le barycentre de (K:10) et
(Bi—6).
Dol G = (CH) et Ge (BK),
Ainsi ; (i est le point d'intersection des droites (BX) et (CH).

[Erercice 18
1| Déterminons F = {Me P MI- 3B | =IMC+MD |} :
-Soit (7 le barycentre des points (A: 1) et (8;— 3) {car =3+ | # 0),
Donc d'aprés la propriété caractéristigue du barycentre on a
MA - 3MH =~ 23f7
-Soit K le barycentre des points ((51) et (1) (A est je milleu du segment
[en]).
ne : M+ M = 2
Ona: MeF e || M- 3008 | = MC+ MDD |
o= |- 201G | = | 2MKT
ez 2M(7 = IMK
e MO = MK
Do £ estla médiatrice du segment [GA ],
Déterminons l'ensemble #
“Simplifions I3 somme : 2074+ A - MO
S0it G, le barycentre des points: (A:2), (B;1) et (5 — D fcar 2 +1 = L #0).
Eon" daprés la propriété caractéristique du  barycentre, on 3 =
SMA N - Wi = 2,
“Simplifions fa somme : MA + Ml ~ 20
olnts pendérds nadmettent pas de barycen-

341~ 2 = (), done ces p !
e, Mais o peut considérer le barycentre des points U1 1) et (A1) ow (Acl)
e ey

Soit 1 1 barycentre des points (4;1) et (#:1)
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Donc: MA + ME=2M .

Ona: MA+ME - 2MC = 2M+ 20M = 20T ,

Dot M€ Eq s | 2MA + M~ MC | = | MA+ ME —2MC |
o | 286 =227 |
e MG, = C1

Donc E. est le cercle de centre G, et de rayon (1.

1} Déterminons l'ensemble E. :

- Simplifions la somme ; 334 — 2MH + MC",

Soit (G, le barycentre des points (4:3), (B1— 2) et (€7 1) (car 3-

donc:

IMA — 2MB + MC = 2MG .

2+ 140

Ona: Me E &= {3k R)/3

== {3k e R)IMG: =

(ke R)ING: = & BC
Donic E, est la droite passant par le point G. et paralléle a la droite (BC).
! Déterminons I'ensemble F, :

- Simplifions fa somme : MA — 3ME + MO + 4MD .
Soit G le barycentre des points pondérés (A; 1), (B: — 3), (€3 1) et (D:4) [
1=3+1+440),donc: MA— 3MB + MC + 4MD = 3MG..
Ona:MeFes3<|MA-3MBE+MC+4MD <6

e 3<[3MG <6

=3 < 3IMG <6

=1=MG <2

; —
Donc E, est la partie du plan limitée par les deux cercles de centre G0 etd
rayons respectifs 1 et 2.

Déterminons £, :
- Simplifions le somme : M3 + MH - 30 .

= v 3) e
Soit G le barycentre des points pondérés (A:1), (#:1) et (€0 3
L+ 1-3#0) donc:

MA + ME - 3MC =- 36
- Simplifions la somme: 2344 - MiC" .

_1#0}
Soit K le barycentre des points pondérés (A:2) et ((:— 1) {car 2 i
donc: 2MA — MC = MK,
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ona: MEE & | MA + MB - 3MC | = [ 2575 - el
e || = MG | 2| MK |
e MG = MK

Doric £5 est le demi-plan fermé

[Exercice &8

# & [
figure 1
Dans cette figure, ona : Al = ; AK , donc 2G4+ GK =10,
cest-a-dire (7 est le barycentre des points pondérés (A:2), (K:1),
Ona K est le milieu du segment [BC], donc & est le barycentre des points
:B:é}etf(‘:l}licar ; + % =1).
Dol (7 est le I;arycenrre des points pondérés (4;2), {B: I: | et {(';é .i.

figure 2
Dans cette figure, on a : K est le barycentre des points pondérés (A:4) et
B:2) etona (; est le milieu du segment | KC], donc G est le barycentre des
Paints pondérés (K:6) et (C36), d'all G est le barycentre des points pondérés
A4, (B:2) et (C36).
Cest-d-dire G estle barycentre de (4:2), (1} et (i3
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Dans cette figure, on a : G est le barycentre des points pondérés (g, o
(K:3) et K est le barycentre des points pondérés (A; — 2) et ((:4) {On peyy
utiliser 1 relation : AK = 24C ).

Déterminons un réel k tel que K est le barycentre: des points ponder
(Ay=2K) et (Cidk) et —2k+4k=3.

Ona: —2k+tdk=3esk= ;
Donc K est le barycentre des points pondérés (A; — 3) et ((6),

D'oi et d'apres I'associativité du barycentre, on a (7 est le barycentre des
points panderes (A; —3), (B 1) et ((36).

Exercice 49
On a K est e barycentre des points (A;1)
et (B:2) et H est le barycentre des points
(E51) et (D:2).

Puisque G est le milieu du segment | 1K
alors G est le barycentre des points (/:3)
et (K;3).

Donc G est le barycentre des points (A:1),
(B: 2}, (Ci1) et (B:2),

On a K est le barycentre des points
(A:2) et (Bi1) ev [ est |e barycentre
des points ((,3) et (D;2) et G est le ba-
rycentre des points (K:2) et (J1:4) (1)
- Determinons le réel & tel que : K soit le

baryeentre des points pondérés (4:2k) et
(B:k) avec 2k+ k=72,

5
Ona:2k+k=2emk=1%,

Donc K est aussi bawcent-re des points
pondérés | A; '{ | et H’!;% ) @

fona: 'i

figure 2

2
+5=12)

. . i é’Es
- Déterminons le réel fi tel que: I soit le barycentre des points pond
(C.30) et (D:2h) avec 3h+2h=4.
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ona: 3h+2h =4 e 5h=4
= fi= ‘;
ponc H est le barycentre des points pondérés ((. 5 ) et f',) ® ) 31
12 H
[onat gt = =4}
Defl), (2] et {3}- on déduit que le point & est le barycentre des points pondé-
[ 1o, 2 12 8
85 [\‘1 ], [.’i:‘ _), f{ " 5‘ et [1’};5-}.

1) Déterminons les coordonniées du peint (7 le barycentre des points ponds-
rés (A; 1), (A:=3) et (C1)
SRR Nl -1 o, A 2 i R

I"IH-UH =f R
B s e o B |
S T o ) o S |
Donc: G(—12;00.
2ra- Verifions que le point (7. existe pourtout m de 2.

Ona:i
=)

(i, existe si et seulement si la somme des coefficients est non nulle.
Ona: Bm+ D+ (=2m—3+{-m+3 =1,

Donc (5. existe quel que soit a valeur de m

b- Déterminons les coordonnées du point (7.

=3+ l—m+3)x

l‘. _Bm+ D +(=
2m=3+(—m+3)

onst o Bm+ 1+
| (3m+ Dy, + (—2m—=3)w+{—m+ 3}y
- 3 LI
B+ I+ -2m—)+(-m+3)

"agt. = - 3(~ 2 3)+2(—m+3)
cest-a-dire: { fam ) = 3 J:r I : 3
¥ = 2(3m+ 1)+ 2= 2m=3) + 4(=m+3]

Done « "" =Tm+ 16
Y==dm+8
Dol Gl + 16:— 2m +9).
& Déduisons I'ensemble des points (. lorsque m varie dans 2.

Ong. ¥ =Tm+ 16 = fdm+ 32
Vo =—3m 4+ 8 y, == 1dm + 56

¢lest-a-dire Jl:
Sonc s 24 Tra—88 =10
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D'ot l'ensemble des points (. lorsque m varie dans £ est la drojte diéqs
tion: 2c+ Ty—88=0.

| Exercice £113
1) Montrons que T1G) = G
Onpose TG} =G’
Ona: GG =7GA - 2GB - GC
Puisque le point G est le barycentre des points pondérés (A;7) , (B, - 2]
(€5~ 1) alorson a:
TGA-2GE-GC=0
D'ou: TG} =6
) Ecrivons GM en fonction de GM
Puisque (G est le barycentre des points pondérés (A7) ; (B -2 et
(€= 1) alors d'aprés la propriété caratéristique du barycentre on a
4MG = TMA - 2MB-IC
Donc: TIM) =M’ e=s MM = 4MC
o= MG + GM = 4MG
s GM =-3GM
- Nature de la transformation 7':

Ona: (VMeP) ; T(M)=M s GM=-3GM signifie que la transforma
tion T est I'homothétie de centre G et de rapport -3.
Montrons que T’ est une symétrie centrale.
Soit (& le barycentre des points pondérés {
Pour tout point M du plan, on a: 43F —
Donc: TIM) =M e BN'= 430 §iF - 3

wen WCE + BT = 2R0T
s G2 B
== (G estle milieu du segment [MM'])
M G M

ian j‘
Puisque le point G est fixe (ne dépend pas de M ), alorsla transformatt
est la symétrie centrale de centre (; .
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1] Construction du point (7 dans le cas ol 1 = 4

ona G estle barvcentre des points (4:4) , (#;~4) et (C24)
vone: AC = AB+ $AC = AF+ ic=Be

puisque BC = ALl car .-‘l.’i'(. 1) est un parallélogramme alors
G=AD dou: G=p

L —

=D C
" a-Ecrivons AG en fanction de BE et m.
Ona (7 est le barycentre des points (A:4) , (B:—m) et (¢Com)
Donc: AG = _f* AH+ f;’ AC = "?!Hﬂl‘tii‘.r)
Dol AG = '-_’-1’ BT
b-Déterminons m pour que ( soit le milieu du segment [AD],
Ona: AG= " BC et puisque AD = BC alors AG = TAD
DBone: (G est Ie milieu du segment [AD]) == AG = !. Al

_-1

m
=y 2

= =
Duu G estle milieu du segment [ AD)] s-etseulemem m=12.

Montrans que Jes points [} et A sont alignés.
Ona: K estle barycentre des points (4;4) et (Cim) et
i estla barycentre des points (A:4) et (B, —m).
Cestadire H est aussi barycentre des points (A~ 4) et (B.m).
*Sim=0 alors A=H et A=K donc H{ =K dloi
Les points LH.K sont alignés (car deux points sont toujours alignés)
“8im £ 0 alors 1 est le barycentre des points (#.m) et (Cim)

Ftdone / est le barycentre des points: (A:d) et (Cim) et (A= ) et (Brm)
Ked+m [Him—4)

Doy 4 st le barycentre des points (Kid +m) et (J4 —m)

Barycentre dans le plan h 339

For more visit: L9ray.com




(car 4 +m # 0 et 4—m# 0), parsuite les points [.H{ et K sont alignés.
En résumé , les points [ H et K sontalignés pour tout m de R\ {4 4y,

(Exercice £ 3

1) Montrons que K est le barycentre des points pondérés (A:1), (.3 .
(1) et (D).

D ’,",\.j

Ona: E estlecentre de gravité du triangle ACD donc E est le barycentre des
points (A1), (C31) et (I3 1)

Ona: K estle milieu du segment [ BE] donc K est le barycentre des points
(B:3) et (E:3)

D'ol K estle barycentre des points (A:1) , (€:1), (D:1) et (B:3).

2} Montrons que les points LK et /¥ sont alignés.

Ona: AD = 4BF donc BC = 48F (car AD = BC )

Dol BF + FC— 4BF = 7 clest-3-dire: FU + 3FA=10.

Donc F est le barycentre des points (1) et (H:3).

Puisque | est le barycentre des points (A:1) et (1;1) et K estle barvcer'if'l
despoints (4:1), (D;1), (€:1) et (B:3) alors K est|e barycentre des points
(52) et (F.4)

donc les points LK et F sont alignés,

3| Montrons que les points. LK et M sont alingés. _

Ona K estle barycentre des points (A:1) , (C31), (D;1) et (B:3)

tre det
Puisque M est le milieu du segment [CD] alors M est le baryeel

3]
! A-1) et L7
points (C.1) et (D:1) etona L estle barycentre des points (4:1 atiited?
- 3t
donc K estle barycentre des paints (;2) et (£;4) (D'aprés Iasso¢

barycentre |, d'ol les points K, L et M sont alignés,
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1| vérifions que () est le barycentre des points (4:3) et (1)

ona 4A0 = AL done AT = 1-»1(’: T ij,\'t*

ploit (2 est le barycentre des points (A;3) et (C:1),

On peut aussi utiliser la telation de Chasles et la définition du barycentre:
(A0 = AT =340+ CT=1]

2| Deduisons que les points B, et () sontalignés.

Ona (i est le barycentre des points (A:3) , (H:1) et (C51) etona () estle
barycentre des points (A:3) et (5 1) done d'aprés I'associativité du barycen-
tre, ona: (; est le barycentre des points (#;1) et ((:4) d'oi:

Ge(HQ).

Par suite les points f,(; et {J sont alignés,

ita- Montrons que: AR = _: Al

Rappel: La projection conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs.

On considére |a projection p sur la droite (AB) , paraliélement 3 la droite
(BC).

Ona: plA)=a, p(Ci=8et p()=K et A= i.-i(.' et la projection p
<onserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs donc AR = l AF .
Remarque: On peut utiliser le théoréme de Thaies.

b- Déduisons que: G & (CR).

Ona: AR = L AW donc: 44K - AR~ RE =10

Cest-a-dire; 3AK+ BR = (7.

Dol R est le barycentre des points (4:3) et (8:1),

Puisque G est le barycentre des points (4:3), (B:1) et (G

20rs G est |e barycentre des points (R:4) et (€31) d'apres Passociativité du
barycentre. Dioii G & (CR).

“ Mantrons |es droites (CR), (BQ) et (Al) sont concourantes.

Ona: G & ( BO) (d'apréslaquestionZletona G & (CR) (d'apreslaguestion 1'b-),
Isuffit de mantrer que: Ge (Al

pulsque I est le milleu du segment [,‘;('], alars I est le-barycentre (H:1) et
{€1) evona ¢ estle barycentre des points (A:3), (8:1) et (1) donc G est
I Barycentre des poirits (A:3) et (1;2) (daprés 'associativité du barycentre),
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Dlot: G & (A€} et par suite les droites (A7), (CR) et (H(Q) sont Concaurany,
au point G,

1) Montrons que [ est le barycentre des points I3 et

Ona: 4B/ BC =0 donc 4BI-BI-IC=10.

Clest-a-dire: 381+ €T =0 d'ob I estle barycentre des points pondérés (#:3)
et ().

71 Montrons que J est le barycentre des points A et (',

Ona: 4€F = 3CA donc 4CT—-3CT—3JA=0.

Clest-a-dire; CJ+3AT=( d'ou J est le barycentre des points pondér
(C31) et (A;3).

3) Montrens que les droites (A7), (B7) et (CK) sont concourantes.

On a: G est le barycentre des points (A:3), (B:3) et ((31).

Puisque [ est le barycentre des points (1) et (#:3) alors G est le barycen
tre des points (4:3) et (£4),

donc GE(A) (1)

D'autre part, ona J est le barycentre des points (1) et (A:3).

Donc G estle barycentre (B;3) et (J;4), donc G € (BJ) (2)

*Ona K estle milieu du segment [AB] donc K est le barycentre des points
(A4:3) et (B:3) et puisque G est le barycentre des points (A:3) , (H:3) &
(€:1) alors G est le barycentre des points (K;6) et (1) donc

GECK) (3).

D'oli: De (1), (2) et (3) , on déduit que les droites (Al), (BJ) et (CK) soit
concourantes au point (s,

‘| Montrons que les droites (17, (CK) et (Al sont concourantes.

-Ona: L estle barycentre des points (£:3) et ((:2) et H estle arycen®

; - 13)
des points (4:3), (8:3) et (C;2)-donc H est le barycentre des points (4
et (L:5) dol HelAL) (4)

1re
-Ona: K estle barycentre des points (A4;3) et (8:3) et 1 est le barye®"

. : ~6)
des points (A:3), (8:3) et ((:2) donc M est le barycentre des points &
et (C32) d'otl 1 € (CK) (5).

entre
-Ona: [ estle barycentre des points (#;3) et (1) et J estle barye
des points (A;3) et (1), e
2 ol L
Puisque H estle barycentre des points (A:3) , (#;3) et (€:2) alor® f#
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parycentre des points (A:3),08;3), (C51) et (€31) done H estle barycentre
des points (J:d) et (/4] d'ol 11 € (17) (6).

pe (4), (5) et (6) on déduit que les droites (AL) , (CK) et (1) sont concou-
rantes au point A

1 Montrons que les droites (HJ) et (C7) se coupenten (7.

-Ona @ estle barycentre des points (A: 1), (B;2) et (C31).

Puisque / est le milieu du segment [AC] alors J est le barycentre des points
A1) et (€51), done daprés I'associativité du barycentre , onax (G est le ba-
fycentre des points (/;2) et (B:2) , d'ob G e (&) (1).

“Ona: AT = § AF donc: 34T = 2(AT+1H).

Cest-a-dire: AM+ 287 =0

doil | est le barycentre des points (A;1) et (8:2).

Puisque (- est le barycentre des points (A1), (B2} et (CL1),

3lars G est le barycentre de (£:3) et (€31) donc G & (€] (2).

Be (1) et (2), on déduit que les droites (#/) et (V) se coupent au paint .
ra- Montrons que le point [ st le barycentre des points A B et (7 affectes
ades coefficients 4 déterminer. e,

0" a AR est un parallélogramme , donc: B+ D= DA dois:
b+ be-Dpi=,

Puisque: | 4+ 1 — | # () alors 1) est le barycentre des points (A: = 1), (&:1)
ot tord

b Montrons que le point & est le barycentre des points AR et ¢ affectés &

des coefficlents i déterminer.
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Ona: AIKJ est un parallélogramme donc: Ki=IJA
dot: KA+AT=TA

Puisque: JA = !2L A
done: 6K +4AH = 304

Clest-a-dire: 6KA + 44K + 4KH = 3CK + 3KA

doli: AK - 4BK-3CK =10

Puisque: 1 —4 = 3 # 0 alors K est le barycentre des points (A:1)
atilci—3)

¢ Ecrivons G et G en fonction des vecteurs GIJ

et AT =2 A8 alors KA+ 3AB =1 ¢

AL

NB =)

, Gl et GO,

-Ona: K- estle barycentre des points (A: 1), (H;—4) et ("~ 3)

donc, d'aprés la propriété caractéristique du barycentre , on a pour tout poin)
M du plan:

MA - 4MBE-3MC = (1 —4-3) MK

En remplacant M par (7, on obtient:

GA~ 4GB -3GC =—6GK

Donc: GK =~ §GA + 3G + 56O

-0Ona D estle barycentre des points (A; — 1)

B her (0 1)

Donc d'aprés la propriété caractéristique du barycentre , on a pour tout point
M duplan:

-MA+ME+MC =MD

En remplacant M par G, onobtient : G =— GA + GA+ GC .

d- Montrons que les droites (C'7) , (BJ) et (DK ) sont concourantes.

D'aprés la question 1) , on a les droites (/) et (#/) sont concaurantes 3
point 5.
Il suffit de-montrer que G & ( DK}
Ona: GA+2GR+GE=0
etona: |6CK = r;.-_T + 4GE + 3GC
—2G0 = 2GA- 2GH - 16¢
En additionnant

re & membre ces deux égalités, on obtient:
6GK — 2610 = GA + 2GE+ G =1

Done: GIJ = 3GK cest-a-dire: G = (DK)

D'oli les droites (C1) , (B7) et (DK) sont concourantes au point G«
= Montrons que les points . 1) et I sont alignés.
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puisque G est le barycentre des points:

(Aeld =250 D et (C1)

Alors G est le barycen e des points:
(A =1} (A:2) (Bi1) (B:1) et (c31)

ponc G est le barycentre des points:

(A= 1) et (1) ar (G1) e (4:2) o (B:1)
l_ﬁ—-_—J I__l_J
(1) et (r':3)
Dol 7 est le barycentre des points pondérés ([;1) et (3]
cost-a-dire & & (DI') , par suite les points (.0 et I" sont alignés.

[Exercice 200

1 Montrons que le point B est le barycentre des points A et F affectés a
des coefficients a déterminer.

Ona: BE = kAH donc BE+kBA=1

Puisque k > 0 alors 1 + & # 0, donc B est le barycentre des points (£;1)
et (Aik),

2 a- Montrons que le point | est le milleu du segment [AF],

Ona M estle symétrique du point ) par rapport au point

donc: CF = DT et puisque DC = AB alors AB = CH

donc ABIC est un parallélogramme, d'ol ses diagonales [At] et [BC] ont
le méme miliey,

Ona I estle milieu de | H¢'] , donc [ est le milieu de [AH].

b- Déduisons que e point £ est le centre de gravité du triangle ADH .

On a: 1 estle milieu de [ AF | et ¢ estle miliew de [DFf] donc (DI et
(AC) sont des medianes du triangle ADH et puisqu'elies se coupent au
PUINt £, alors | est le centre de gravité du triangle ADI.

“1a- Montrons que (7 est le barycentre des points (M), (E), (Dik) et
(Fr i

Sait (" | barycentre des points (A:k) . (E:1) , (P:k) et (1K)

(6" existe car: ko + 4k 4 k£ 0).
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Puisque B est le barycentre des points (£:1) et (Hik) et € estle
barycentre des points (D:k) et (H:k) (car € estle milieu de [DI]) algr o
est le barycentre des points (8;1+ &) et ((52k) @ (D'apres Vassaciativitg i
barycentre) donc G’ € (BC) (1)

D'autre part ,ona & est le barycentre des points (A:k) ; (D:k) et (f14)
(car F est le centre de gravité du triangle ADH ).

Puisque (' estle barycentre des points (Aik) , (DK) 5 (LA et (F21) alors
;" est le barycentre des points (F;3k) et (£:1) done &' & (EF) (2).

De (1) et (2) on déduit que: ' = ( car G est le point d'intersection des
droites (BC) et (EF), donc G est le barycentre des points (A:k) | (F:1),
{D:kyet (Hik):

b- Montrons que le point G est le barycentre des peints /1 et O affectésa
des coefficients a déterminer.

D'aprés ladonnée @ , et (7' = (G, on déduit que (& est le barycentre des
points (H:1+&) et (C2%)
¢- Déduisons en fonction de & la valeur de f('j; v
On'a G est le barycentre des points (H:1+ k) et (C12k)
donc: 2GC+ (1 +%)GE=10
Cesta-dire: GC =" ;ki_l GH
vou: Ge='7KGE (car LEsa
Par suite : GO _ LK
(&5 2k

113~ Montrons que £ est le barycentre des points A et §3 affectés 3 des
coeffecients & déterminer.

R Bk =
Ona: AP = 3AB donc 3AP ~ 248 = ]

d'oli: AP+ 2BP =10 (En utilisant fa relation de chasles).
Donc P estle barycentre des points (A:1) et (7:2)

b- Montrons que X est le barycentre des points A et [ affectés? des
coefficients a déterminer,
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ona: AR = j};w' donc 1t est le barycentre des points ( A: 1) et (D:3),
2)Montrons que [ est le barycentre des points A , B et [) affectés 3 des
coefficients a déterminer,
Ona [ estle point d'intersection des droites (#R) et (DP).
ona: f estle barycentre des points (A: 1) et (5:2) et R estle barycentre
des points (A; 1) et (123)
Considérans le point (5 , le barycentre des points (A: 1), (#:2) et (£:3).
Daprés l'associativité du baryeentre , on a:

- (; est le barycentre des points (/4 3) et (/3 3) donc G & (PD)
ot - (7 estle baycentre des points (#;4) et (5;2) donc G £ (BR)
Cela signifie que (7 est le point d'intersection des dreites (P} et (HR) donc
G=1,
D'ols [ est le barycentre des paints (4; 1), (8:2) et (1:3).

il Montrons que le point (7 est le barycentre des points (A; — 5), (#:8) et
(D:9).

test-a-dire: QR+ 0P — 04 =01

Cela signifie que () est le barycentre des points (R.1), (Pl et (4~ 1)
5!0"63(} est le barycentre des points (A: — 1), [ A Eq ). (8 3 ) ‘-,I; et
o:3).

En multipliant les coefficients par 12, on obtient :

U estle baryeentre des points (A4;— 12), (), (8], (A:3) et (D:9).
Ui () est le barycentre des points (A:— 31, (8:8) et (D8},

11* Montrons que () est le milieu du segment lerl.

Puisque ("f = ¢+ ¢ {car ABCD estun paraliélogramme) alars ¢ est
le baryeentre des points (A:1), (8= 1) et (-1 ) cest-a-dire (" estle
barycentre des points (A:6), (B:—6) et (D= 6)

Puisque / st o barycentre des points (A:1), (8:2) et ([x3) et () estle

barycentre dis points (A: — 5), (H:8) et ([k9) alors () est |e barycentre
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des points (A;=6), (A1), (B:6), (B;2), (D:6) , et (D:3)
Cest-a-dire O est e barycentre des points (1;6) et (C16) donc () estje
milieu du segment [CT] .
* Déduction: - Ona ) est le milieu du segment [C7] donc € (€C0) et | g
le point d'intersection des droites (BR) et (DP) , donc les draites (¢ ‘0) et
(BR) et (DP) sont concourantes en /.
| Exercice 478

1) Déterminons (A)

Ona G. estle barycentre des points pondérés (A;2) , (HBim) et (¢ -m)
donc: AG = AR -5 AT

donc: AG. =" CH
Pulsque -’:‘ prend toutes les valeurs dans 2, alors 'ensemble des points (.

lorsque m varie dans 2 est

la droite (A) qui passe par le point A et paralléle 4 |a droite (HC).
2} a- Construisons les points G, et (7 .

-Casoll m =2, G. estle barycentre des points (4;2) , (8:2) et (C:—2),
dont AG. = CH

-Casotm=-2: AG,=~CH

b-Ona:m# 2etm#—2 et .

G e (A -{A.6.6.) %

Montrons que ( B(.) coupe (AC) en
un peint | et fa droite (C'G.) coupe
(AB) enun point J .

Ona: AG. = 2CH donc

LCB) .7 LA f

Puisque m # 2 et m #— 2 alors | '; | # 1 done AG. # CB diou (BG.) et
(AC) se coupent en un point [ .

De méme (C(7,) et (AB) se coupent én un point J .
{voir les deux figures)
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a- Déterminons les coordonnés des points { et J.
sOna AlD:0), BOLOY et €O L)
* [ estle point d’intersection des droites ( AC) et (HG.)

* (5. est le barycentre des paints (A:2) , (Bom) et (C—m)

2 -+ 'y — .
donc : [,‘ S Tl i e B
: 2 ]
_ 2. tmy=my _ m
o = 2 =l

dote G (2%

* Hxy) €(AC) e=s x =0 ((AC) est Vaxe des ordonnées donc (AC) x =0)

o Hay) e (BG. ) ees det (BT 1 BGL) =0
| m |
=1 -1 | 0

eyt (g ]'J-\'['EJ L)=0
ey ylm—21-m=10
.
Hxy) e (ACIN (BG.) e [X =0

my+yim—=21—m=10

I.\ 0
-
[\- - ”'” 5 learm# 2)
n _—
Darnic ..m
#{o: " 7

"4 estle point d'intersection de (AR) et ((.)
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Jxy) €(AB) = y =0 ((AB) est'axe des abscisses donc (AB); y =)

Ona: Jlaiy) € (C6.) e det (ET:€Gm) = 0

x=0 -0 |
2 =
v 1 = i_!;.'. =

= (-2 =-y-1=0
e m+ 2 tmy=m
Done: J{xy) € (ABIN(CG.) e |Y 0
(m+2)x+my=m

Donc J( m+ 5 .0} fcarm #-12)

b- Déduisons que les points (.1 et J sont alignés

On a () est le milieu du segment [#C] donc:

1x..= et L
277 gob ofh:d)
l\ﬂ- ":": =4
Ona.Of{ mFE }Et U_ﬂm.;.w'_'lv-_'l?)
Donc: det {r)f:o = ~, x| 2] {m— s—% H ,,,T ¥ é )
| _{ m - m m
T4

m=3" 2m-2) 2m+2) 4 :I
_2m-mim+2)—mlm—2)
2Um —4) 2m —4)

Dol det (OF,07 ) = 0 par suite les points 0./ et J sont alignes

- Déterminons « et b pourque le point () soit le barycentre des points

pondérés (liu) et (J:h)

On a: (J est le barycentre des points (La) et (F:4) (avec a+ b # 0)

4 = At by ax0+h(5%5)
. * 1
Donc { 4¥h  cestadire ath "2
l\'.- =ithy al =)+ bx0
- a+h m=13/ = ‘I,!
a+b
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20m ey
=a+h
o n+2
cesta-direr (M7 <
i
2 ah
[

"
o 2bm . 2am
Bod: W +3 T m=2
. m+2
parsuite: b '{m 5 :'H (ecarm# 2 et m#-2

m+2
m-—2

Donc () est le barycentre des points pondérés (Fa) et [
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fProduit scalaire dansleplan % "

Expression analytique du produit scalaire - Distance entre deux points

Norme d'un vecteur :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (05 737).

Soit w(xiv) et v(x';y') deux vecteurs du plan; Alxgy) et Bl deux
points du plan,

- Le produit scalaire des vecteurs i et v est donné par : i1
(appelée expression analytique du produit scalaire).

- La norme du vecteur 1 est donnée par: |1 |

XNy

VUL =yal T,

- La distance entre deux points A et B est donnée par:
AB=ylx—x) =)

a Expression de cos(i:y ) et sinli:v ) :

Le plan est muni d’un repére orthonarmié direct ((37:7)
Soit 4 et v deux vecteurs non nuls, ona:

W xS detlu;y)
cosluv) = sinfuiv) =

‘9 Inégalité de Cauchy Schwarz :

« Pour tous vecteurs i et v du plan, ona

flog i+ o
“ lly a égalité dans le cas oil i et v sont colindaires et de méme sens.

Q-‘ Inégalité triangulaire :

= Pour tous vecteurs & et v duplan, ona: [ |
* Iy a égalité danis le cas ol ¢ et v sont colingaires.

x|

Exercices
Le plan est muru d'un repére orthonormeé (6 17 ).

1) Caleuler uv, | | et |7 | dans chacun des cas suivants :

a- u(—1:3) et vi4;

5:0) et v(3:4)

e 12 +13—2) et vI/3 +3..3 - 1
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2} Caleuler AB; AC et BC, puis ABAC de deux fagons différentes dans
chacun des cas suivants :
aA(=2:1), B(3:0) et C(=1;2)
b Al 1), B2 +V33) et €l 4)
[Erercice &3
(¢ 1/ ) est un repére orthonormé direct.
On considére les vecteurs et les points suivants :
a(30), V=447, Al B2 4V3,3) et Clo: - 4).
1) Calculer coslir;V' ) et sinli: V') et en déduire une mesure de I'angle orien-
) P
2) Déterminer une mesure de Iangle orienté (AF:4¢7 ),

Le plan est muni d’un repére arthonormé (4137,

Soit a; b; ¢ et d des nombres réels strictement positifs,
On considére les vecteurs i(ya:a) : 7| L I; ) s wilah) ; ld=bia—c).
9T LR
1) En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz avec 1 et v, montrer que .
| 1
(at+b)y;+5)24 e

2) Enappliquant I'inégalité de Cauchy Schwarzavec w et x..
(ad—be) o (g=c¥+(b=dF

@+ h
3) En utilisant I'inégalité trianguiaire, montrer que :

rercice 1% -

aa ‘ 7] J Yol
On considere [es pojnts : Al Y+ 1 | et 8l 3i- 5 l.

Montrer que :

yla+yal +(b+yb) syath+ia +

1) Moritrer que fe triangle (JAF est rectangle isocéle:
2) Calculer T/ .
3) En déduire que : (72004 ) = 27

On considare J6s points : A(2:1) , B(#3) § (i) et Di1:2) etsoit /e

:""e“ du segment | A¢)
Montrer que AR est un rectangle

2 Galeuler cos( 78 1¢7)
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[Exercice £ ' )
1)@ u(—1:3) et V(4= 2) :
sud={=Dx4+3x(-2)=-10 < [@l=Vi=1+3 =yj0
o [Vl= Va8 + (=2 =30 =245
b- u(5:0) et v(3;4) :
suv=15 olil=5 slvl=vo+1a=75
e uly2+ 13 -2) et Vy3+ 202 - 1)
suv= 2+ 1B+ 2+ 5-202-1)
= e+ 22+ 3+ 2+ 6 =3 =22+ 3= 44 26
clal=viz+ 1Y +(3-2Y =10+ 2,2 - 4,3
s l=viVa+2r+ /2 -1 = io=-2y2 + a3
21a- A(=2:1), B(3:0) et C(—1:2):
Ona: AH(

= 1); AT(1:1); BE(-4;2)
Donc:= AB=,25+1 =3

CAC= 2 et BC=yI6+4=25
Calculons AH.ACT de deux fagons :

s ABAC=(5%1)+(-1)%1=24

« ABAC=YAp + ac - \AF - AT F)

= ’,l-m-‘»».-\('-- BeY|

=M26+2-20)= 4
B- All:1), B2 +3:43) et clg: —4):
Ona: AB(1+43:/3—1); AC(s: = 5) 5 BEG ==y
Dont:-.-m---.f]1\3]'1-!‘1 D=y4+4=2/2
CAC=V25425 =52
* BO=y{A-y3y +(4+,3) = /38
Calculons ABAC de doyux fagons :

* ABAT=(1+43)% 54+ ({3~ 1) % (= 5) = 10

* ABAC = _tll-m +AC =~ B = liﬁ-'r 50—38]=10
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1) » Calculons cosliiv ) ;
ona: i(3:0) et V(—d;4), donc: ¥ = 3% (~4)+ (%4 =— |2
alil=+BF =3 et [V]=y—4F +iy =42

w.y - ~13 I "'3

brcoslann) = paithar = 2 =
Dois : cosl v ) F I R

L] Y&

s Caleulons sinli:y ) ¢

- - 3 =4
Ona: detlusy ) =‘ 4[._ 12

0 4
T i det(u:v) 12
BT G pia A L S 2 _
Donc : sinli:v ) il "1_."_3)( A7

* Déduction :
Y
¥

e 2 i
Onacosuy’ ) ==~ et sin(w) = 5

T - 3
et puisque : cos| 3;‘ ) = cos{x — i L

et siu(jf } = sin(7 - :]_ 51‘“5 5 ‘2;

Alors: (i ) = 35[2"?]

2) Déterminans une mesure de angle orienté [ AF;AC |
Onaz AL 1) ; B2+ 303 et Cl6;—4)

Donc: AT+ 3:y/F — 1) et AT(5:~5)

Ong: AR = AT =v (1 V3)Y + 63 = 1 =y8=2y2
BAC=|AC = /(5F +(-5) =542

SLAFACT= (1 +y3)x§+0,3 - 1)x(-3)=10

et AFAT) = | TV 3 lem 553 sy3+5=- 1043
Yi-1-5]
= s T X" 1 1
Donc: cos{ A AC ) = _1}:"\.1_[“- = TSR A 2
> 2/ 53
et sin( A ) < et AT AT 1043 vd
SIMABIALT) = AR = AC P et S 2
Py 3 I
Puisque P ::I L avsn(=T)e \£ alors: — 7 estune mesure de

Yangle ariente (A7 AC7).
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On considére les vecteurs ii(yaib), n_'( \Ia \1b ) et wlaih) dans e plan
vectoriel muni d'une base orthonormé (7:7).

1) Montrons que v{ab) € (R Vila+t bl{ L + .}} ) =4

ona:lil=va+betlil=y L+ } etliv(=ya |+ b, =2
4
Donc d'aprés Iinégalité de Cauchy Schwarz, on a: law =0 v

Cest-a-dire s Vathy -4} 22

43
D'od: (u+b)( }{ +%;].=:4 pourtous a > O et b > 0.
2} Montrons que

Viabicd) e R xR xRx R: b o (o (b -

On considére les vecteurs wia:h) et X(d—bia —¢).
ona:lxw |=lald=b)+bla—=¢)|=ad = be)
etlwldzl=va +0 xla=cf +(b—df

Donc : d'aprés l'inégalité de Cauchy Schwarz, ona:
|Ew i<Wl el =lad— ]z

Vo R a= cF (b= Y o (0 = peF (" B Wla—cl #(h—d

Puisque: a# (et b# 0 alors: o'+ # 0, done

5-“—:’,-—:-'-;;;!- <(a=ef +(b—ay

3}En appliquant I'inégalité triangulaire aux vecteurs i et w , ona:
fwral<iwi+lal

Puisque : w+ i(a+ya:b+yb) alars: fw+al=via+ya) +(b+yb]
etona: lwl=Va+b etlwl=va +b

Bonc:yla+vaY + B+ /b)Y = Ja+b+ya +b

454 ) evn{];—23)
AW R
1}0na:( \:‘,- L,',UIT{'L; ==

5|

+h = 1etop=)0H 1=+ 4

o

o )

2| =% )= 0 signifie que G4 L OF .
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ona: OA= OR et (OA) L (OB), donc le triangle OAB est isocele rectangle
en 0. ]
7} Caleulons | DA
o (W 4.
ona: (M(‘z. IzJ et 7(1;0)

gonc: OA.T="5

1) Déduisons que (700 )=

ona: cost ;04 ) = ﬂ:’l!];ﬁ:).a\"ij . \3 i TI=1At=1)

atain(Ti0A ) =

Puisque : cos g =

[Erercice 3

1) Montrons que ABCD estun rectangheen utifisant deux méthodes:

Tout d’abord, il faut mantrer que ABCT) estun-paraliglogramme.

Ona: AR(2:2) et BC(2:2)

Done: AB=DC d'oti: ABCD estun parahe‘logramme!ll-

Méthode 1: Moritrons que ; (AR} L {AD!

Ona: AB(2:2) et AD(—1:1)

Donc: ABAD = 2x(-1]+2x(1)=1

Dol : (4R) L(AD) (2)

Par suite de (1} et (2), on conclut que \BED est un rectangle.

Méthode: 2; Montrons que les diagonates [ac] et [BD] ont la méme
longueur,

Ona: AC(1:3) donc: AC =1AC 1 =+1 £9 =y
eu;'m'- -~ 1) done: Ap=1BD 1= F1=v10
Doz AC = a1 (3)

"ﬂfsunte de (1) et (3), on conclut GUe 1B
1) Caleutons: cost 18, 1C):

Ona: AET(133) ex DF(3;1 ) et [ miliew des segments
e ll\* 3)= ;

10

(1) ast un rectangie.
[Ac] et [BD)
Done ; 7 J¢ = if).u Lac= lmj A

produit scalaire dans le plan l 357

For more visit: L9ray.com




0 : S0
etr:na:l'ﬁﬁnz‘”=‘--1 et 1= "5
3

YTy e =

Bot: cos(TBIC) = A0S .

4] 3

IBXIC Ji0. 410 10§
5 X

Vecteur normal 3 une droite

Le plan est muni d'un repére orthonormeé (O v),

* On appelle vecteur normal @ une droite (), tout vecteur non nul i
orthogonal 4 un vecteur directeur de ([2).

* 51 (D) est une droite d'éguation ax + by + ¢ = (b avee (a;h) #(0:0),
alors le vecteur flu:h) est unvecteur normal & (1), et w(—bia) estun
vecteur directeur de ().

* 5i (A) est une droite passant par un

"
point A et de vecteur normal 11 , alors [ i (D)
(A)={MePIAM =0},

Distance d'un point 3 une droite :

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O 757).

Seit (D} une droite du plan et Al{x.:v.) un point du plan.

* On appelle distance du point 4 2 la droite (1), la plus petite distance
entre le point A et tous les points de (1) notée d{A:(D)).

» La distance du point A 2 la droite (77) est la distance entre le point A et
son projete orthogonal /{ surla droite (1) : d(A)(D)) = AH .
* 5i (D) 3 pour équation

s A
ax+ by +¢ f

= avee (aph) £ (0;0)

Alors s d{aip)y= 1Sty el
Vi . h' o

Le plan est rapporté a un repére orthonormé ()] )

1) Déterminer un vecteur normal 4 la droite (1)) dans chacun des €35
suivants :

- {DEIx—=2v+1=0 be (D) =x (3 — 1)y +2= 0
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R =
¢ (Dry=—3x+2 d-(Dhx=-5
e- (D) passe par les points A(2; - 3) et 8(-1:5).
- (Dr3y=17

2)Soit (A} une droite de vecteur d-recteur w3 —4).
3- Déterminer le vecteur unitaire 7 normal 3 (A) dont fes coordonnées sont

nbgatives,
b- Déterminer le vecteur #. normal a (A) de norme 2, colinéaire 3 n. et de

sons contraires,

péterminer une équation de la droite (1)) dans chacun des cas suivants :
2 (D) passe par le point A{=4:3) et de vecteur normal (5~ 2).

b- (1) passe par le point A(—1; —2) et parallefe 3 |a droite
Akx—3y+1=0.

¢ (1)) passe par le point A(2; = 5) et perpendiculaire 3 |a droite
(Ay—22+5y—-3=0,

d- (D) est la médiatrice du segment [ A#], ol A(3:2) et B(1:5).

e (D) estla hauteur issue du point B du triangle ABC oli: Al4:1);
B=37) et c(-1;—5).

Calculer la distance du point A ala drofte (A} dans chacun des cas suivants :
= A3~ 1) et (Ak2x+y—5=0
b Al-2:4) et (A y= Fx—1
CAV23) et (Aky=—35
3
& A{1:3) et (A) v =,
& A(2:3) et (A) = (BC) avec B(6:1) et C(1i=5)

R soutons S
lercice S — )

Ya-Ona: (D) sy - 2y 1=0

Donc ; 1i(3; — 2) est un vecteur normal 4 a droite (D},

h‘nnai(n]:-_\N\ e +42=0

Bonc: (- 1:y3 H ast un vecteur mormal & fa dreite (2},

©Ona: (p): R \+._ cest-a-dire; Sy +2¥— 4=0
NC: (5:2) ast un vecteur normal  la droite (2,

o (D)x =—|5 cestadire: x V3 = 0
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Donc: (1:0) est un vecteur normal a la droite (D),

e- (D) passe parles points: A(2; —3) et B(—1:5), donc AH(—13.8) 5t Un
vecteur directeur de la droite (D)

Dol : 1(8:3) estun vecteur normal a la droite (1)),

f-Ona: (D) 3y =7 cesta-dire: 3y =7=0

Donc: n(0;3) est un vecteur normal a la droite (D).

2)a-Ona: (A) estune droite de vecteur directeur w(3; - 4).

Done @ n(—4: — 3) est un vecteur normal a la droite (A).

D'ols le vecteur normal unitaire n; 3 la droite (A) est: "-{. '|_r{‘i1|: "—”"!.” .| -
a-dire n‘{— :5l = ;] ( W est unitaire signifie que [ | = | )

b-Soit: 7= (x;v) le vecteur normal 3 la droite (A), de narme 2, colingaire s
(A} et de sens contraires,

Qna: y
& 9 ”
R ol 4 1
{adb@ =2 \'“, 22 f i
m=an '\'\5'[- 3 Y=} 2 1 a0
i [xw)= ra) 4 | 3
: ¥ T I 54
Puisque : & < Dalors:a=—2 » : k
\'_}t
R
Donc: i
>=5
ot 1L 00 ]
Dol i | 305 |

a-Ona: (D) passe par Ie point Al—4:3) et de vecteur normal nl5 =21

donc une égquation cartésienne de la droite (D) s'écrit sous fa forme :
Sx—2y+e=0

Ona: A e(D)em Sx(—4)—2%(3) 40 =0 esc=26
Bonc: (DySx—2y+26=10

b-Cna: () passe par le point A(~1:~2) et paralléle & la droite (&)

i Sy % . ‘derit
d'éguation : x — 3y + 1 = 0, dont une équation cartésienne de ()] SEC0
sousfaforme; x—3v+¢e=10

Ona: Al=L—-2)e(D) s~ [+ 6+ =0 =—5
Donc: (Drx—3y—5=0

& Ona: (D) passe par le point A{2: — 5) et perpendiculaire a la droite
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(A}~ 2+ 5y = 3= 0, donc le vecteur directeur i/(~5; ~ 2) de la droite
(A est un vecteur normal a la dorme (1)) d'ols une équation cartésienne de
[IIJ} écrit sous forme: —Sx—2y+c =0 "
ona: A2 —5)e(D)e=— 10+ 10+c=0enp=0

porc: (Dk—5x—2y=10

d-Ona: (D) estlamédiatrice du segment [ A#], donc (D) passe par le
milieu [ du segment [AZ] et perpendiculaire 2 la droite (AB) Cest-d-dire fe
vecteur AH est un vecteur normal 3 a droite (D).
ona: /(2] ) et AB(-2:3)

Soit M(x:v) un point du plan, [
ona: IM(x—2;y g] (o

- L RIS
Donc; Mlxis) (D) e IMAE =0 e~ 2x =2+ 3y -5 |5 0=~ l\"-‘_\"l_u' =}

Danc: (D) 2x — 3y + I‘:_“ =0

e-0na: (D) estla hauteur issue du paint & donc le vecteur ACT=5;~6)
estun vecteur normal 3 la droite (D).

Dol une équation cartésienne de la droite (D)
Scrit sous la forme : =Sy — 6By o =0

Ohias B{=%:7) e (D) =5 15 -2+ ¢ =0
Donc: (O):5x+6y—27=10

m

F0na: A3 1) et (A 2xby—3=0

Y+ v—=5] _ 6=1-51_,
Dnnt:dl.l:lr)_i]‘ |-""' . .l-‘ - 2310
yI2Y +il) v
B-Ona; A(-2:4) et (Aky= Lx— 1 destiadire s x—3y=3=10
el T JI70
Donc : 4l A:(A)) =123 | = o'
JOEF+(=3) v 10
©Ona: A(y/2,3) et (AN =— 5 cestadie y+5=0
5 4
Bone ; (A (a)) = 1253
Vil

dona: -1‘_1:': et (A)x=-42 cestadire: §ty2 =0

D°“°=u‘{.1-_{m} [1 T\:l B )
Vi)
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e-Ona: A(2:3) et (A)=(BC) avec B(6:1) et C(1; —5)

Déterminons une équation cartésienne de la droite (B(7),

Ona: BC(=5; — 6) est un vecteur directeur de la droite (5C), donc una
équation de la droite (BC) s'ecrit sous la forme: —6x+ Sy 4 ¢ = (),
Ona: Ble 1) e(BO) —=—36+5+c=0e=c=31

Done: (BCEkox—5y—31=0

N [ e [ T P
Do d(A(BCN) = Fes =S Jo1 = 6l

‘a Equation cartésienne d'un cercle :

« Spit OQfa;h) un point du plan et & un nombre réel strictement positif
(R>0).

-Le cercle () de centre £} et de rayon X est I'ensemble des points M du
plan tels que: QM = R,

-Le cercle (¢ ) a pour équation ; (x—a) +(y —bh)
iy =lax—Uy+a v ¥ -R=0

= R qui s'écrit aussi:

* Soit A et # deux points distincts du plan.

-Le cercle (¢ | de diametre [ AB] est 'ensemble des points M du plantels
que AM.BM = (.

- lecercle (¥) de diamétre [AR] a pour éguation :

lx=xx—x)+{y = y)Xy=m)=0

g Représentation paramétrique d'un cercle :

Soit () le cercle de centre Q{a:b) et de rayon R,

. X=at O Stri
Le systeme : ‘ s .f & B est une représentation parametriqué
¥= b+ Rsinfl

du cercle (# ).

Le plan est muni d'un repére orthonormé ((); [/ ).

Déterminer une dquation du cercle (7 ) dans chacun des tas suivants
1) (7 ) est de centre O{—2:1) et de rayon 3.

2) (¥ ) estde centre Q(3:5) et passant par le point [{1:2).
3) (¢ ) estde diamétre [A8] ot A(3: —2) et B(1:4).
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péterminer l'ensemble [ des points M{x;y) qui verifient I'égalité dans
chacun des cas suivants :

Yoty -+ y-2=0 Xy —brtdy+13=0

N FHy -6y +7=0 4) X' +y x4+ a1 =0

1) Denner une représentation paramétrigue du cercle (7 ) dans chacun des
cas suivants :

a-(#) a pour équation : 3" 43" — 3x - 2,2y ; =

b- (#) a pour centre [(—4/3;4) et passe par le point J(2:3).

2) Déterminer  l'ensemble £ des points A xy)  gui
vérifient le systéme dans  chacun des cas  subvants:

x= \'.i + 3cosa =l
b {l ik feR

g oo e R - .
!'=—:I,- + 3sing 4 y=5+sinf

iy, T

Déterminons une equation du cercle (7 ) dans chacun des cas suivants ;
1{7) estde centre Q(—2:1) etderayon '3+
Soit M(x:3) un point du plan, ona:

MUER)E () e S = 3 o A = e (+ 2T 4Ly
Done: x4+ y' + 4x— 2y + 2 = 0 est une équation cartésienne du cercle (¢ ).

= Femytny +da -2+ 2=0

27 ) est de centre £(3:5) et passant par le point /(1:2):
Lerayonide (¢ ) esty R = Q7= /(1 -3 +{2-5) =4 +9=/13
Soit M(x;y) un point du plan,ona:

Puisque (¢ ) est le cercle de centre €2(3:5) et de rayon ¢
POUr équation réduite (x —3) + (v~ S¥ =413

Dol Mlxy) (¢ ) e 37— 6x = 10¥+ 21 =0
Donc; 4 4 ¥ Gx— 0y 2] = ”Esmne,jquahoncartéstonneducertlerr b

=y 13 alors (¢ )

2 (4) st de diamatre | AR o A(3;—2) et Bllid):
Méthoga 1: Le cercle (+ ) de diametre [A#] apour éguation :
FE M)+ (- y )y ) = 0
Cestadire ; (x—3)(x - 1)+ (y + 2y~ 4)=0
Done g2 4 V'~ dx — 2y—5 = () estune équation carte -
Méthaga 2: Le cercle f', | de diamétre [AB] a pour centre e milieu du
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segment [AB] c'est-d-dire Q(2:1) et pour rayon :

PR ()

Soit M(x;¥) un pointdu plan, ona:

M e(@) e (x=2F+(—1F - 10 =0 x* ¥y 4~ 23— 5=
Donc: (¢ kx +y —dx—2y—-5=0

Déterminons I'ensemble E des points M{x;v) dans chacun des cas suivants :
1} Soit M(x;y) un point du plan, ona:
M eEEss X +y -2+ —2=0emx’ - +y +y-2=0

ey — 1 =1+ (341 =1=-2=0c=a{x— 1V +{y+ 1V =4 =2}
Donc: E est le cercle de centre £, (1: — 1) et de rayon 2.
2) Soit M{x;v) un point du plan, ona:
Mlxy) € Fes i+ —6y+T=0e=s (x—=0F +(p=3F =047 =

= lx—0F +{y=3F=2=(y2)

Donc @ E est le cercle de centre £, ((;3) et derayon 2
3} Soit M{xzy) un point du plan, on'a:

MlxyiEEoay =y

Grtdy+ 3= D ey~ Gty £3y+ 13
ey =3 =0+ (3-+2¥ =44+ 13 s (x—3 g 2 L] =
s lx =2 # |l y42

Donc: E={Q(3:-2)}

4] 50it M{x;y) un point du plan, ona:

=) e=ngg = el P

Myl e+ + 6+ 29+ 11 =0 s + ix +y +2yH11 =10
= (x+3F =0+ ly+ 1 =1 F11=Des(x 3y Hiy1T ="

La derniére égalité est impossible, donc: F = ¢

1\ B . . ans chacu?
1) Déterminons une représentation paramétrique du cercle () dans f
des cas suivants :

a- Déterminons le centre et le rayon du cercle (+ )@
Ona:

. ]
ME(C) s +y =3 =22y~ F = g ea v’ —3x 37~ ==

] 2o , : =5
= —4‘.1'\'—\-2}'—2—i:[’lr_—=|_‘- 3) 4 (y— w2}

e~
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panc: (¢ ) a pour centre le point Q! ; .\'EJ et de rayon /5.
ploi : une représentation parameétrique du cercle (77) st :
L= yHisest g p

y=y2+V5sind
b- (¢ ) a pour centre le point /(-y'3:4) eta pour rayan ;
R=U=V2+ B +(-1f =B+4/3=2/2+ 3
Donc une représentation parameétrique du cercle {7 ) est:

[, ==y + 22+ /3 cosh den
y=d+ 242+ /3sind :

2 Déterminons I'ensemble £ dans chacun des cas suivants -
@ Soit M{x;yv) un point du plan, ona:

X =y 3+ 3cose )
jares B {x=y3) +|y+5] =9lcos’o + sinfa) = 4= (37

Miyvie E ..-(

Y= I,  Ysina i
Done les paints. M{x;y) décrivent le cercle (7 ) decentre Q,3: — é etde
rayon 3.

Lareciproque est vraie: Si Mix,y) e ¢ (82,3 )alors Me £

b-Soit M(x:y) un paint du plan, ona:

x = cosh

- o kx = OF #{y=5F = cos’™ +sin’f = | =17}
»=5+sint

.Hi.r.\-'ua:,i_-_‘._,{

Donc les points M{x:v) décriventlecercle (#) decentre Q{05 ) etderayonl.

Intérieur et extérieur d'un cercle ;

Solt () un cercle de centre Q at de rayon K. Soit M un paint du plan.

“ M estsurle cercle (v ) sl QM = K.
" M esta Vintérieur du cercle (7 ) st QU < R.
* M est 5 Vextérieur du cercle (# ) st QM > .
i
3 =
¥ o i
Remarque ;

) astle cercle de centre Q(a:b) etderayon &, | R'>0) alors ;

| | N (w=bY <R):
MUy ast 5 lirtériaurdu cercle (¢ ) == lla—al Tly=>b
- . A
(Mixcy) est s Iextérieur du carcle (¢ ) = (L¥
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Positions relatives d'une droite et d'un cercle :

Soit (7 ) un cercle de centre et de rayon K.

seit (D) une droite du plan. On pose : d = d({:(1)).

-5i d < R, alors la droite (D) coupe le cercle (< ) en deux points distincts
~5i d = R, alors la droite (D) est tangente au cercle (¢ k(D)n (< )={4}

-Si d > R, alors la droite (1)) est 4 l'extérieur du cercle (¢ )(D)N (7 )= ¢,

§ Equation de la tangente 3 un cercle en un point :

Soit () un cercle de centre ) et de rayon R, et soit A un pointde (¥ ).
Soit (T') la tangente au cercle {# ) au point A.
s ME(Thes AMAG =0

* Une equation de la tangente (T) est donnée par:

=2y —xa) +(y=p)vi—w)=0

3 Exercices
Le plan est muni d'un repére orthonormé ((: 77

i
1) Soit (7)) lecercle de centre Q3

4) etderayon y 2.

Parmi les points suivants, préciser ceux qui sont sur le cercle; ceux q‘?l Sae

al'intérieur de (), et ceux qui sont a l'extérieur de (4 ) 1 -"':—"- 2 )

B = 3); Cl=y2:v2) et E(y5:—12).

2) Déterminer graphiquement, 'ensemble des points M{x:y) dans diae)

des cas suivants
X Fy-22x+y+1 <0

b- x*+y +x—3y+ .I! >0
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peéterminer la position refative de [a droite (1)) et du cercle () dans
¢chacun des cas suivants :

)(D)xt2y—1= Oet (7 px'+y' +2x~6y—6=10
NIDrx—2+2=0et(C X' ¥y -8t y+8=0
P(Pr=22x+2y+5=0et (7 pdx' + 4y +dx—By-27=10

1) Donner une équation de la tangente (T) au cercle (# ) au point
Al2-42:~4) oli (¢) a pour équation : x + ¥—dx+ 10y +26 = 0.
2) Montrer que les axes de coordonnées sont tangents au cercle (¢ )
déquation : x +y' —Hx - 6y + 9 =10

3) Donner les équations des tangentes au cercle (# | passant par le point
1(2;1) oli (¢ ) a pour équation :x' + ' —dx + 6y +9 =10

Exercice 473 ]
1) (¢") est un cercle de centre (3 — 4) etderayon R =42,
* Pour fe point .-'.fz: — (.J. ):

V.3

. y )5 ;
0!13:»1.12-—"{3_2;.,{_‘;;2}_-"1 et i <y2

Donc: AQ < : le point A est denc & l'intérieur de (7 ).

* Paur le paint 3(4; — 3):

Ona: B0 =2 = R donc: Be (7))

* Pour le point ('(—y2:/2):

Ona: Q=29+ 14,2, donc: (R > R;lepoint (' estdonc 4 Pextérieur
du cercle (Y.

* Pour le point £(y/5; —2):

Ona: QF = /18— 643, donc: QF > £; le point [ estdonc a l'extérieur
LR ]

QU carclo (),

2} a-Déterminons [ensemble # des points Mxiv) du plan tels Que
Feky 22ty el < o p .|]"-5
MUSy) € B s 34 47— 2425 byb | < 0e(a—v2NH{yt g )< g

1 s V¥
Done: £ |a disquie ouvert de centre Qly2i—3 } etde rayon 2
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Cest-a-dire les points situés a 'intérieur du cercle (7 ) de centre
= 1 = \."5
Q(\.’Z:—‘i) etderayon r="5 .

b- Déterminons I'ensemble [ des points M(x:y) du plan tels que :

Myt x—3pt lz >0

Mx:y}eﬁ:mx*ﬂ"’+A'—-‘>‘*'%' > “‘='(.-“ ) +ly=3 ) > 2

Donc : K, est 'ensemble des points du plan situés a I’exterleur du cercle
\ 3 f
() de centre I{_‘ !22 ] etderayon r =42,

[ Exercice £53

Déterminons la position relative de la droite () etle cercle (¢ ).
1) Déterminons d'abord le centre et le rayon du cercle (¢ ):
Y=y == (x+ 1) +(y=3Y =16
Donc: (—1:3) estle centre de (# ) et & = 4 son rayon.
- Calculons d(E:(D)) ob (DEx+2y=1=0
I=1+6-1]_ 4
alis(D)) = — 75 =75
Comme ‘? <4 alors: d(Q:(D)) < R

Donc la dmtte coupe le cercle () en deux points distincts.
2] Déterminons le centre et le rayon de (7 ):

Ay - Bx+ 2+ B = 0w (x—4F +{y+ 1) =9

Donc: () estle cercle de centre Q(4; — 1) et de rayon K = 3.
- Caleutons 41000 ob (D) x—

I+ 2=
i 2 4 31 \ :

bna: alypy="2121 2 8 et comme: — > 3, alors
vi+4d ¥ Vv

d(Q:( D)) > R donc |a droite (1)) se trouve & I'extérieur du cercle [© )¢
cest-a-dire: (7 )N (D) =¢.

3) Déterminons le centre et le rayon de (# |

' 4 avi+ 35 -8y - 27

17 | 15, 1
O emax’ + gy’ =2y — = O == | x7H 5] 4

/ - g
Donc: (v ) estle cercle de centre Y - [‘;I | et derayon & =8 y

- Calcutans dlL(D)) o (D)= 2x+ 29+ 5=0

I
|=2%(—3)+(2x1)+5
ooy =" 2l ) B

=8 - g=2/2
vad+4 J8 s

et comme d{8:(0)) = R, slors la draite ([2) est tangente au cercle (7)*
(D)et (¥ ) se coupent en uri seul poirit.
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s Py —dx+ 10y +26=0 e={x=2f#(y+ 5 =4= 5
ponc: ©(2; — 5) estle centre du cercle (¢ ),
R=4/3 estson rayon

ona: AR =ALl=y3 donc Ae ()

+ Eguation de la tangente (1) & (¢) au point A(2 - /2: - 4):

M) € (T) o= AM AT =0 e 2 (e = 24 V21 <134 41 = 0 VB - 2y3 422y = g0
ponc: (T):2x—y—-2-24/2=0

21 Mantrons que les axes de coordonnées sont tangents au cercle {#7):
ona(eya’ 4% —6x—6y+9=0donc {¢): lx-3F +({y—3F =23

d'oii le centre de (¢) est (3;3), son rayonest # = 3.

comme d(€:(0x)) = 3 = K et d(:(0y)) = 3 = R, alors les axes de
coordonnées sont tangents au cercle (¢ ).

| Déterminons les tangents a () passant par [{2:1):

ona; (7 fx'+y —dx+6y+9=0donc (v ):la-2F+(y+3f =4=0

* Remarquer d’abord que le point / n‘appartient pas au cercle (¢ ) (on peut
vérifier que [ est & I'extérieur de (7 ) ).

* Le centre du cercle (# ) est £(2; — 31, son rayon est R = 2.

Soit (T') une tangente a () passant par le point /.

(Thax+ by + ¢ = 0 avec (a:b) # (0;0)

AR E(T) es 2a+ b =—¢

Donc une équation de (1) s'éerit: ax + by —2a—b =0

* (T) est tangente & (#') st et seulement si d(L(T)) =R =3.

4|

ya' b

.
aglv?

--Jx-lw\.g
|+ Aul pri }

O d(Qi(r)) = |24 =36 - 2a bl _
va +b
QAT = 3ems d]b| = 3y/a’ + b == TH' =94’ .
U= ": b ooua= Yebs
. 7 v7 e b=b=10
Pour = Y."; on pbtient: (17 'y b HBY ™y
On Beut remplacer b par n'importe quelle valeur non nulte
par Bxemple s b = _‘\"7
Onobtient : (77): 7x + 3yTy— 14 -3v7 =0 ”
: 75 o SNy == 0
*Pour g =— ‘-f b on obtient : (71— Ypibechbyt =y

Polr b = 37 , on obtient 1 (1) = 7% t 3Tyt ==
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On considére les paints A(2:1), Bll: - 2) et C(=1;2)

1) a- Déterminer une équation cartésienne de la droite (HC)

b- Montrer que le triangle ABC est rectangle isocéle en A

2) a- Déterminer une équation cartésienne du cercle (€ ') circonscrit au
triangle ABC.

b- Mantrer que la droite (A) d'équation: x+ 2y + 5 = 0 est tangente au
cercle () puis déterminer les coordonnées du point F, le point de contact
de (C) avec (A).

3) a- Déterminer les coordonnées du point F le point d'intersection de (A)
et (BC).

b- Montrer que 'équation de la deuxiéme tangente (A, ) au cercle (C) qul
passepar F est: Llx—2y—=25=0

On considére les points £(1,2) et D(=2;~12)

1) Déterminer une équation cartésienne du cercle (') de centre £ et qui
passe par le point [,

2) On considére les points Al—3:5) et B(5;—1).

Vérifier que [AB] est un diameétre du cercle (),

3) Soit (A) la droite d'équation: 4x— 3y +27=0

Montrer que (A) est tangente au cercle (') en A

4) Déterminer une équation cartésienne de Ia tangente (1) au cercle (€) 3
point [,

5) Vérifier que les tangentes (A) et (T) au cercle (€') e coupent au point
I-6:1),

6) a- Calculer les distances #D et Qf

b- Calculer les produits scalaires: B4 BD et 0A QF

¢ Caleuler det(BA:ED ) et det(QOA-QF)

7) Montrer que les angles orientés | B4, 517 ) et (0507 )
ont méme mesure module 27 .

Deéterminer une équation du cercle (€') telle que son centre Hﬂpﬂ’“e"ns
3 la droite d'équation; 2x+y = 0 et les droites (D) et (D:) déq“am
respectives: 4x— 3y~ 30 = 0 et 4% — 3y + 10 = 0 sont tangentes @ (€
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on considére les points A(~1; = 1), B(3; 1), ¢(1:- 1 4 2/3) et

E0;— 1+373).

1) Donner une équation cartésienne du cercle (C') de centre A et de rayon
r=4

2} a- Vérifier que les points /# et € appartiennent au cercle () et que le
point I se trouve a 'extérieur de (7).

b- Déterminer une équation cartésienne de la droite (1)) passant par le point
E et orthogonale a la droite (HC)

& Montrer que la droite (1) est tangente a (C') au point (-3~ 1+2,3),
3) - Construire le cercle (), la droite (BC) et la droite (D)

b-Montrer que: FC F AE -1

(Eerclce 218

On consideére les points A(l; — 1), B(4:2) et C(1;5)

1) a- Montrer que les points A, et (" ne sont pas alignes.

b- Déterminer une équation cartésienne du cercle (I") passant par les points
AlletC.

2)a- Vérifier que le point £(—1: — 1) se trouve & l'extérieur du cercle (I').
b- Déterminer une équation cartésienne de chacune des tangentes a(l)
Passant par le point /.

On considére le triangle ABC tel que A(l:2) et les droites définies par les
fquations:

I+ 25 =0 et Re+ Sy— | = 0 respectivement la hauteur et la médiane du
triangle ABC' passant par le point C.

1) Déterminer les coordannées du point €

2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (A8)

3) Déterminer les coordonnées du point £, milieu du segment [AB] eten
déduire Jos coordonnées du paint 8.

9) Caleuler Ja distance du point ¢ a la droite (AB)

5)Soit (A) Ia droite d'équation: 3x+ 2y = 0
Montrer que le nombre MA’ ~ M#' est const
la draite (A).

%

On considare les points A(2:0) , B(-2:0) et C(%3)

ant quel que soit le paint M de
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1) Soit £ le point du plan défini par: AD = AB + AC

a- Déterminer les coordonnées du point D.

b- Déterminer une équation cartésienne de 1a droite (AD)

¢ Soit @ une mesure de |'angle orienté lAD Al ).

Caleuler cosa et sing et en déduire la valeur de @ .

d- Calculer l'aire du triangle ABD.

e- Déterminer une équation cartésienne de la hauteur du triangle ABD qui
passe par le point 8.

{- Calculer de deux fagons différentes la distance du peint B i la droite (AD)
2} 5oit (A) Vensemble des points M du plan tels que:

(1 BM.CM =AM

a- Montrerque: M € (A) =+ AM AD = ABAC

b- On pose: M{x:v). Caleuler AB AC puis AM ADD en fonction de x et y.
¢- En déduire que (A) est une droite dont on déterminera une équation
cartésienne.

3) a- Montrer que les droites (A) et (AD)) sont orthogonales

b- Calculer Ja distance du point A 3 la droite (A).

On considere le cercle () de centre Q{—2;
Al=4:1) et B(-2:0)

1) Déterminer une equation cartésienne du cercle ()
2) a- vérifier que le point A appartient au cercle ()

b- Diéterminer une équation cartésienne de la droite (1)) tangente au cercle
(Clen A.

2) etde rayon |5 etles points

3) a- Déterminer une équation cartésienne de la droite (QA).

b- Déterminer une équation cartésienne de Ia droite (A) passant par le o
B et orthogonale 3 a droite (Q4) .

c- Determiner les coordonnées du point / , intersection de (A) et (@Al
4) a- Montrer que le triangle JOB est rectangle

3 . R ] L 8 jangle
b- Déterminer une équation cartésienne du cercle (€”) circoncrit au triané
R,

c- Etudier 'intersection de (¢"') et ().
5) Résoudre graphiquement le systéme: (5): {f 2yt S—At R

Ixt+y+da=0
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onconsidére les points A= 1), Bl-4—3) et clli-3)

1) - Calculer ABAC

b Caleuler cos(AFAC ) etsin (AH.AC) et en déduire yne mesure de
fangle orienté (Aff:Ac)

2)soit (A) la droite passant par le point & et orthogonale 3 Ia droite ( AC),
a Déterminer une équation cartésienne de la droite (A)

b- Caleuler la distance du point A 2 la droite (A)

3)Soit (C) le cercle de diamétre [AH#].

& Montrer que: x' + ' + 2x + 4y — 5 = () est une équation cartésienne du

cercle (') .

b- Montrer que la droite [A') d'équation: x — 3y+ 5 = () est tangente au
cercle (7).

4}a- Déterminer une dquation cartésienne de la droite [} la mediatrice du
segment [AC]

b- Déterminer une équation cartésienne du cercle (I7) gui passe par fes
points A et ¢ et dant le centre appartient & Ia droite (/') d'équation:
Z—y=0.:

Soit () l'ensemble des points Mixy)
tels que: (1 )ix’ # 47— 4(m + 2)x— 2Am—1ly+ 10m+9=0

90 m est un paramétre roel.

1) Montrer que l'ensemble () est un cercle quelque sait s ré-e! %

2} Montrer qu'il existe un seul cercle parmi tous les cercles () QUi passe
Parle point A(1:2) dont on déterminera ie centre etle rayon- -

3 Existe-t il un cercle parmi tous les cercles (+.) , dont le centre appartient a
Faxe dog ordonnées?

“Biste-til un cercle parmi taus les cercles (-
Tepére?

‘l]inéte“'"m&r Fensemble des centres des cercles {7«

_} de centre (2 origine du

) lorsque m varie dans

:]E“m”'iides cercles (/) derayon r =67 -

) Existe-til des cercles () de rayon r,0U 7 © 3 nt & aucun cercle
iste-St.il des points du plan (£ qui p'appartiennent d

Parmi fes corcles (7)?

ints fixes { et /.
nitrer que tous [es cercles (7 passent par deu RS
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9) Déterminer les cercles (v..) tangents a la droite (A) d'équation:
xty—4=10,

Soit ABCD un carré de centre (), de cotéa (a € R™) , et M un point du
segment [AC].

I et J sont les projetés orthogonaux respectifs du point M sur [AB] et
[BC]-
Ont veut déterminer la nature

dutriangle ()1 de deux fagons
différentes:

Méthode géométrique

1) a- Montrer que; OF OF = OM.OF
b- Que peut-on conclure pour les
draites (OF) et (OJ)7

2) En utilisant le théoréme d'Al Khashi
dans les triangles OJC et AOK,
montrer que: (U = ()] puisen
déduire la nature du triangle OIS .

Méthode analytique:

En considérant le repére (A; /) ob: i = :,i‘i.'i' et j= LF\!)', montrer que
le triangle OIJ est rectangle isocéle en ().

Soit ABCD un carré tel que: AR = 2em

1) Déterminer les réels a,b et ¢ pour que A soit le barycentre du systeme
pondéré {(D;a),(8,b)(C.c)}

2) Determiner {+ ) I'ensemble des points M tels que:
MC MB + MC MID — ME = 0 puis construire (#).

[Buercice -3

Soit A et B deux points du plan tels que AR = 4.

Soit / le milieu du segment [AH#] et & un vecteur tel que: jal=2
Déterminer chacun des ensembles suivants:
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= {Me(P)MAME =0} E={Me(PyMa =y =2)
= {Me (P)AMAB =2} Ei={Me (P)IMA'+ MB' = 10}
E={Me(P)IMAME = 4} E={Me (P} -3<AMBf=< s}

E={Me (P)IMA = MB =0} E={Me(P)} -2 <AW i< 12}

On considere dans le plan (P), le triangle isocéle ABC en A tel que:
AB=AC=3a et BC = 2ala e K7)

soit (7 le barycentre du systeme pondéré {(A; 1), (8: —1).(C:31}

Onpose: g(M) = MA"— MB' + AMC* paur tout point M du plan

1) Montrer que pour tout point M du plan, ona: g(M) = 3MG +¢(G)
Montrer que z(() = 2a°

3) Déterminer (- ) 'ensemble des points M du plan tels que: g(M) = 504

Soit ABC' un triangle tel que AB = AC=35¢et BC =6 etsoit G le

barycentre du systéme pondéré {(A:2),(8,3).(C:3)}.

YCalculer AHAC et AG.

2)On considére 'application f définie du plan (7] dans & par:

AM) = 2MB ME + 3MC MA + MAME

2 Montrer que: f{M) = 4MG + (1G] pour tout point 3/ du plan

b-Déterminer et reprasenter l'ensemble (+ ) des points A/ du plan tels que:
AM)=fIA)

©Déterminer et représenter l'ensemble (A des points M du plan tels que:

(AN~ 3N - 3MET) (20K - M- M) =0

Lrercice 2T !

Soit ABC un triangle équilatéral et / le point défini par: Af=2CE . (On

Pose: Al = 4)

Ysprimer 74° , 11" et iC* en fonction de a.

z;nétwminer les nombres @, et ¥ pour gue le point / soit le barycentre

dusystame pondéré ((A:a)(B.AMCT))
On considere l'ensemble (1) tel que: -

W)= (Are (pyyapa: + 2vm - 2MC° = ka'} 08 KER

*Déterminer |a valeur du réel k pourque B € (1) ites (AC) et
Mentrer dans ce cas que (") estun cercle tel que les droites (AC) @

(An) 1y sont tangentes.
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1) a- Déterminons une équation cartésienne de la droite (BC)

ona: BC(-2:4)

Soit M{x;y) un point du plan, on a:

M) € (BC) s det BMRE) = 0 02 1 72
A= U2+ 2= 0 sl + 29 =0

~0

Donc: 2x + v = () est une égquation cartésienne de (Ht7),
b- Montrons gue le triangle ARC estrectangle isacele en A

Pour montrer que le triangle ABC est rectangle isociéle en A, il suffit de
montrer que: AB= AC et AFAC =10

Ona: AB(—1;—3) et AC(=3:1)

Donc: AB=[AF 1= (- 17 +(-3F = /10 &t

AC=JACT=y{=37+1Y =410

et AHAC=(=1)%(=3}+(-3)%(1)=3-3=10

Donc AB=AC et ABAC =0

D'ols ABC est un triangle rectangle isocele en A,

2} a- Déterminons une équation cartésienne du cercle ()

Letriangle ABC estrectangie en A , donc le cercle (C') circonserit au
triangle AHC est le cercle de centre £ milieu du segment [#C'] et de rayon
r= ';{,_('. (car | BC| est un diamétre du cercle (€)).

Ona: QU0:0) cest-a-dire: Q=0 et r= ﬁ:}‘ =2 4'; o v:
Donc une équation cartésienne du cercle (C') st ¥ +y' = 5
b-Montrons que |a droite (A) est tangente a (£7),

Calculons d(5(A)).

onar dloiA)=—~3L__ -3 _ m .
Jay+2r /s

Donc (A] est tangente au cercle ((7).

= Détermi les coord du paint £

E estle point d'intersection de (C') avec (A) , donc le couple
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des coordonnées du point £ est ia solution du systéme: !x‘ +yi=5
x+Qy=-§
5V +20r+20=0
; =—2y-5
s |V Y4 =10 ____}Jr__\-—g;r =0, Jx==1
x=—2y—75 |3:..3"- 3

Donc {—1; — 2) est le couple des coordonnées du point £
3} a- Déterminons les coordonnées du point F :

F estle point d'intersection des deux droites (A et (#C) , donc le couple

P
des coordonnées du point Fest fa solution du systeme: (-.' S
fx+2y=—5
;5 ; [yool0
Brag {22TY=0 A= 0% y=0, 3
¥+ y==5 |lx=—2y-5 I'*""E'f’:?
3 3

Done l 2: = !30 }l st le couple des coordonnées du point F
b-Montrons que / se trouve a Vexterieur de ().

- -
Ona: (OF =/ 393 N lgn L .\‘n

55

Puisque > y'5 alors. (OF > r doncle pont [ se trouve A l'extérieur du

i
cercle (),
On sait que par taut point qui se trouve & l'exterieur d'un certle , pa
seulement deux droites tangentes a ce cercle

Dans cette question, on a la droite (A passe par fe

ssent

point /et tangente
aucercle (), donc il suffit de montrer que [a droite (4. d'équation:
Mx =2y~ 25 = ) passe par le point ¥ et tangente &)

Ona;

. \ §5,-20 = e A
)y oy AU ek = 35— 28=10
ux'_z\‘:'zﬁ=|l’<‘: -_’-‘['Ié! BEFTEE
e Fie (A
| =25 _ .25 - 5 VEET

Stona: d(0(A,)) = o= S A8

LY+

' F.
Bonc (A,) ast la deuxieme tangente au cercle (€) qui passe par
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1) Déterminons une équation cartésienne du cercle (C).,

(€7) est le cercle de centre £(1;2) et qui passe par le point )

donc son rayon r est OD.

oOna: 00(-3;—4) donc r=QD = V3V +(-4Y =5

D'oi une équation cartésienne du cercle (') est:

(x— 1Y +(y—2Y =(57 Cest-adire: &’ +y —2x—dy—20=10

2) Vérifions que |AB] est un diamétre du cercle (7).

| AB] est un diamétre du cercle (') si Q est le milieu du segment | A] et
_AB

i

On a: le milieu du segment [ AB] a pour couple de coordonnées

(x; Xy Va +)_|_-]

2 2

cest-a-dire (1:2) donc Q est le milieu du segment [AB].
etona: AH(8, —6) donc: g‘ﬂ = 'IM; 36, ]2n = =y

D'ols [AB] est un diameétre du cercle ().

3} Montrons que (A) esttangente d (') en A:
Ona: dx.— 33+ 27=4%(-3)-3(5)+27=
Donc  Ae(A)

|4x = 3ya+27] _ lax1-3%2+27] _25 _._
Bt - d{Q:(A)) = = = Sl ==
e AR A= T D 5 5
Donc d(Q:(A)) =ret Ac(C) et Ac(A)

D'oli (A) esttangente 3 (C) en A

12=15+271=0

4) Déterminons une équation cartésienne de la tangente (1) & () au point p-

On a: O5(—3; - 4) est un vecteur normal 3 la droite (T') , donc une
equation cartésienne de (T)

seécritsouslaforme: —3x—dy+c=Dolce R
Ona: D=2 -2 E(Me=s 6484 c=0cmc=—14

Donc: 3x+4y + 14 = 0 est une équation cartésienne de la droite (T)-
5) Montrons que: (7)N(A) = {7} ot H{—6;1)

On résout le systeme suivant: | 3%~ 3y =— 27
Ix+dy=—14
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Ge=0e =
ona: A =]3 1 |—- 16 +9.= 25, donc A # () d'ois le systeme (S) est un

ﬂﬁémedeERAMER
==y

tona: ﬁ.=| RER ’_ OB — 42 =150
4 —27

@ A" }3 14’ == 56+ 81 =25

Donc: x = ‘; = _2]_.?0 ==6ety= i’- = ‘2?: = |

Dol: /{-6:1) est le point d'intersection des deux droites (A} et (T)
il a- Caleulons B0 et 0

Ona: BO(—T:— 1) done: BD = BO | = (=77 + (17 =450 =542
etona; OF(—7:— 1) donc: Q7 = 542

b= Calculons BA B

Ona: BA(-8;6) et BO(-7;—1)

Donc: BABD = (—8)x (- 7)+(6)x{~1)=56-6=30

* Galeulons QA.QF

Ona: QF(~7: - 1) et QA(—4:3)

Donc: QA OF=(—4)x(—7)+(3)x(-1)=28-3=15

&= Galeulons del(HA:B0)

Ona: det( B4 315 ) ‘ t‘f“ ” c§+42=50
AL

* Galeulons dot( QA7 QF)

Ona: 4ot (A 0F ) .|‘34 ” 4+21=25
7} Montrons que les angles ( ,:;._'1"'__:};;' ) ot (N7 } ont la méme mesure

(moduto 2, )

“Ona o Y )] 50, = %2
On a: cos( 1A B )z !}r{ <BD T 10%5y2 4
dt'.ll."iz'l.-:ﬁ.lrf} 50 = ‘;

& sin(BABD ) = ST T 0x542
Bone: (B85 ) = % |2x ) .
e A Qr 2

*On a: cos(€34: 07 ) = &L‘m "X Hy2 2
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e G500 2
et sl QAQ7 ) = @) 25 .o

TOARDT  sx5y2 2
ponc: (A 7}5%12}1’]
Do (BABD )= (407 ) [2x]
| Exercice 7]

Sait £ le centre du cercle (C') ; on pose Qa:h)

On a: 0 appartient 4 la droite d'équation: 2y +y = () ,donc 2a + b = ()
Clest-a-dire; b =— 2u , d'ob la; = 2a)
Puisque les droites (1) et () sont tangentes au cercle (Y,
alorss A{0:(5)) = di:(D,)) |
+6a— 4a+6a+ 10
Clest-a-dire: 1'1“.....12”‘ L}ml 2 AT
Dois:
QDN =d2IDN en 2a-Fi=2at | |e=d-3=a+ lduu=3 p= e
Par suite fe point £2(1; — 2) est le centre du cercle (C)
- Caloulons R le rayon ducercie ()
Ona: R=dlQ{D))=21=3]|=4
- Déterminons ['équation cartésienne de (C):

Ona [« Jestle cercle de centre Q{]; — 2) etde rayon K =4

Denc:

Une éguation du cercle est{x — 17 +{y + 2 = 16 cest-3-dire:
Aty =2y tdy—11=0

Donc: '+ ¥ — 2x +4y— 11 =} est une équation cartésienne du gercle (C)-
1} Déterminons une équation cartésienne du cercle ().
Une équation cartésienne du cercle (€') decentre A(— I;— 1) etderayon
r=4 est: (x+ 17 +(y+1F = (4¥
Que 'on peut éerire aussi sous laforme: © + ' + 2x+ 2y — 14 0
2] a- = Vérifions que les points B et (' appartiennent a ().
Ona: AB = AF 1= {47 + (0¥ = /16 = 4 = r donc B(C)
et AC=JACT [=v 27 +(237 =+

12 =4 =rdonc€e(C)
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_vérifions que le point /7 se trouve a l'extérieur de (¢).
ona: AE(1:3¢3) done AE = [AE] = /1 +27 = /25 = 27
Puisque 27 > 4 cesta-dire AE > r alorsie point £ 58 trouve 3 lextériatr
ducercle (C').
b- Déterminons une équation de la droite ([):
soit: M(x;y) un point du plan, ona: EM(xy+1-3,/3) et BO(-2:2¢3)
Donc: Myl €D oo FATBT=0ea=2 4273 y+ 1 - 1) = Dwax=y3y- I +9=0
Done x—v3y+9 '3 = 0 est une équation cartésienne de la droite (D).
¢ Montrons que la dreite (1) est tangente au cercle (():

v =143 +9-y3)
R ) O e s S B TP

VLY +(=3) vd

Donc la droite (1)) est tangente au cercle {C) et par suite, la droite (D)
coupe le cercle (£°) en un seul point.
~Vérifions que le point /° est le point de contact de (C) avec (2).
Ona:
iy 408 = 3—/3(-1+ 23] 49T =33 -6 +9=V3=0
done Fe(D)
etona: AF=[AF l=y(=2V+(2y 3¥ =16 =4 donc. FEIC)
U'si |a droite (1)) est tangente au cercle (C) au point £
i a

b-0na: Bf(1; - /3) et BF(3:—3V3)

Bone B¢ E = 3 4.9 = 12 , d'autre partona: A8 7 A
F=38-16= 12

AR =247

©pres 2) a)), par suite , on a: AE
Vol B R = Ar 1.
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1) a- Montrons que les points A, B et €' ne sont pas alignés,
i B 18
3.6

donc det(AH;AC) # 0 d'ol les vecteurs AH et AC ne sont pas colinéaires
et par suite, les points A, H et (' ne sont pas alignés,

b- Déterminons une éguation cartésienne du cercle (7).

Le cercle est circonscrit au triangle ABC, donc £ le centre du cercle (') est

le point d'intersection des médiatrices des segments [AB][AC] et [BC] et
sonrayon R est QA (QR 0w QC).

Pour déterminer les coordonnées de £, il suffit de déterminer le point
d'intersection de deux médiatrices seulement.

*Soit (A,) la médiatrice dusegment [ AB] et [ est le milieu du segment [AB].
 AB(3:3) et !(;!;}

f7(3;3) est un vecteur normal 3 la suite (A,) donc une équation
cartésienne de (A,) s'8crit sous la forme: 3x+ 3y +¢ =0

ona: (3:})e@)es 43 +e=0eme=—9
Donc: (Akx+y=3=10

* Soit (A.) la médiatrice du segment [AC] et J est le milieu du segment
[AC).

Ona: AC(0:G) et J(1:2).
Soit M{x;¥) un point du plan , on a:

L = =1
M(x:x) € (A) s THAC = 0 e (x— 1)X 0 +(y—2) %6 =0 ey~ 27"
Donc: (A:ky—=2 =0,

- Déterminons les coordonnées de €3,

Uyl e (A)n(A) s [FF¥=3=0 o [x=1

y=2=0 y=12
Donc 2(1:2) est le centre du cercle (I').

- Déterminons R le rayon du cercle (7).

Ona: QA(0;~3) done R=QA=]GA [ =/(-3F =3
Par suite une équation cartésienne du cercle (I") est;
(=17 +(y—2F = (3}
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que f'on peut écrire sous la forme: x* + '~ 25 —dy -4 = ¢

2) a- Veérifions que le point I se trouve a l'extérieur de (I7).

ona: QE(-2; —3) donc QF = [OF | = /{-2Y + (-3} = /13
puisque 13 > 3 clest-adire QF > R alors le point F se trouve 3
Yextérieur du cercle (I7).

b- Déterminons une équation cartésienne de chacune des tangentes au
cercle (I") passant par le point .

Soit {A) une droite tangente au cercle (I”) et qui passe par £ et soit:
ax + by + ¢ = () une équation de (A) avec (a:b) # (0;0).

Ona: e (A)donc: —a—b+e =0 cestadire c=a+b.

Donc 'équation de (A) s'écrit sous la forme: ax + by +a+ b= 0(%)

Ona:

( (A) est tangente au cercle (I7))

o QAN = 3 om0 12 2R 5 oy 4 35)= 3/ 55
va'+ b

=2 4a’ + O + [2ab = 9a’ + 9b' o= 5@’ — 12ab = 0 > a{5a — 12b) = 0
exa=0oua= 1-5217

Donc on obtient une équation cartésienne de chacune des deux tangents en
remplacant dans (*):

¥41=0(carb £ 0)et Zxtyt Y =0

1) Déterminons les coordonnées du point €'

Onala hauteur et la médiane du triangle ABC dannées passent toutes les

deux par le point ¢, donc ( est leur point d'intersection donc le couple des

. ame: fx+5y=1
Coordonnées du point ¢ est la solution du systeme: s
15
. 8x—yx=1 —.
Ona: [Retsy=1 , [SF9) B @ l* :
Ix+2y=0 y=—353% [\2\' ¥ i

Donc (2: - 3) est le couple des coordonnées du peint €.
2) Déterminons une équation cartésienne de la droite (AB).
Ona: dx+ 2y = () est Iéquation de la droite (A:), la hauteur du triangle
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7(3;2) estun vecteur normal a (4c).

ABC issue du point C', donc

puisque (A.) est orthogonale a (AB) alors n estunvecteur directeur de Ia
droite (AB}.

Done:

= |x=1 3}
Me (AR e det AR = (ess :‘ 5 2= 0 2lx=1)= 3y~ 2) = 0ems 2u— dy+ 4 =
D'ol: 2x— 3y +4 = 0 est une équation cartésienne de la droite (AR).

3 Déterminons les coordonnées du point 1.

La médiane du triangle ABC issue du paint C est la droite (£).) qui passe
par les points [ et (" obi I estle milieu du segment | AB], donc | estle
point d'intersection des droites (D) et (A8}, d'ou le couple des
coordonnées du point [ est [a solution du systéme; sk aye= 1
y—3y=—4

8 5
0na:ﬁ=‘ <|=—24-10=
=

— 34 donc A # 0, d'ots le systeme admet
une seule solution:

|1 5 b |
Pu.ﬂs.{:]ue:4’.\Ju‘=|‘_4 _4=1]"etﬁy’f M

Ona: 200 = O& + 08 « OF = 207 - OF
Puisque: (A(1:2) et OF| - L)
glors: =—1-l=-2wty,=2-2=0

Clest-d-dire: (-2;0) est le couple des coordonnées de #
1) Caleulons o Ci( ARY).

Ona: (ARk2x—3y+ 4 =10 et ((Z—~3)

1
donc: d(C3(AB)) = 12X 2=3%(=3)+4| _ 17
va+9 413
Dlois: d{C(AR)) = ”-]‘-'3’ 2
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< Montrons que le nombre MA™ = MA' est constant quelque soft le point

M de (A).
sgit M{x;¥) un point de la droite (A), on a:

He(B)em 3+ 2y = 0 emy =31

3

panc: .'-.l‘(x:— ﬁ.\')

ftona:

AT M= NA" = ME = (M- MIT) (M3 + M) = BY (VA + 58 ) = 20 BR
Mors: 2MIBA = (—1— 2x) X3+ (2+ 3x)x2=-3—fx+4+6x= |

Donc: (VM E (A)): MA*— MB = 1.

a- Déterminons le couple de coordonnées du point D :

On pose Dix;y).

Ona: AB(- 4;0), AC(1:3) et AD(x— 2:v);

donc AB + AC(— 3:3);

doll:x—2=—3et y=3;car AD=AF+ A

testadire: x =— ] gt y=3,

Ainsi: D(= 133

b- Déterminons une équation cartésienne de la droite (AM).

ot Mixsy) un point du plan, ona: AM(x—2:v) et AD{=33)

W& (AD) ews det (AN AT ) = 0
=32 =3
¥ 3
= Jx—=2)+3v=0

L=

‘-—: (1]

At y=2=0
A ité (AD)
Donc x+.y 2 =) pst une équation cartésienne de fa droite (AL

& * Caleulons coser et sina :
Ona: (AD. AR )= al
Bonc. ¢ ADAB
b = b x Al
Yse : A (= 3:3) et AB(— 4:0) alors:

% o
adl

dot(ATEAB)
i et sing =~ X A8
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== = -3 =
ADAD =12 et AB=4 et AD= 3,2 et det(AD; AB) =-] ; 4\;: 12;
f 12 _ w2 Y

22 - 2

5

donc: cosd = -

—f— et sina =

* Déduction :

(=1l

] 2 : i D
Ona:cosz="5 etsineg="5" etpuisque cosy =

5 et .\‘inf:: =k~

b P

alors ¢ = 'I[Z:r] cest-a-dire : (AD;AB) = ':1:[2: .
d- Calculons l'aire du triangle ABD.
Ona:§=1ABX ADsinA = 5 ABX AD X |sin(AD:AB) .
Donc: §= 5 x4x3y2 ‘52- =6
e- Déterminons |'équation de la hauteur du triangle ABD qui passe par le
point B,
Soit (Ay) la hauteur du triangle ABI) qui passe par 8.
Soit M{x;¥) un pointdu plan, on a : BM(x + 2;3).
Puisque (A:) L (AD) alors le vecteur AD(— 3;3) est un vecteur normal ala
droite (A:), donc:
Me (A;) == BMAD =0
=32+ 2)+ =0
—x—y+2=0

Donc x— y+ 2 = 0 est une équation cartésienne de la hauteur (A4},
- Calculons di B;(AD)) par deux méthodes.
Méthode 1:

Soit [ le projeté orthogonale du point # sur la draite (AD).
Ona: d{A:{AI)) = BH et puisque : sing = BY

AR alors
BH = AB % sine = 4 x '?‘ =242,
done: d(B:(AD)) = 242,
Méthode 2 :
Ona: (AD): x+y—2=( at B(—2;0),
[=2+0- ;
Donc : diB:(AD)) =~ J]Eizi = ;’2 =202
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1 a-Montrons que : ANLAT = AB AT
solt M un point du plan, on a: M € (A) e=s BNV = Auyt.
Pulsque ©
BM.CM = (AM — AB).(ANM —AC) = AW~ AML(AB + A¢) 4 ABAC
AM' = ANLAD + ABAT (car AB+ AC = AD),
Alors: M € (A) e=s AM° — AMAD + ABAC = AM
s AMAD = ABAC
b- Calculons ABAC et AM AT
* Caleulens ABAC .
Ona: AB(—4;0) et AT(1:3).
Donc: ABAC = (=4 x 1)+ (0% 3) =— 4.
* Calculons ANLAT |
Ona: AD(- 3:3) et AM(x - 2:3).
Donc; AM,
¢ Déduction :

AD=—3(x-2)+ 3y =—3xr+3v+6

Soit Mix;v) un point du plan, on a:
ME (A) s BRLOM = AN
e AMAD = ABAC
es— I+ Ayt =—4
== I+ 83+ 10=10
%0nc () est fa droite d'équation : ~ 3x +3v+ 10 = 0.
2-Montrons que : (A) L (AD).
Onga. AB(-3;3) est un vecteur directeur de la droite (AD);
BUU(=3; ~ 3) est un vecteur directeur de fa draite (A).
Puisque - HAD = (= Nx (=N +(Dx(-3)=9-9=10,
Alors: i 1 A5, dane (A) L (AD).
b Calculons dlA(4)).
Ona. (A): — 354 W+ 10=10 et A(Z0)-
Done .
dai(ayy< =3+ 39, + 10 _|
Vi= 37+ (3)

= 2

=

ax2+3x0+10/_ 4
VI8 32
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12]
| Exercice £73

Déterminons une équation cartésienne du cercle ((').
Soit M(x;y) unpoint du plan, ona QM(x+ 2,y —2).
Done M e (C) = QM =435
= QM =5
=+ 2 +ly=2F=35
syt rdy—dy+i=0
Donc x* + 3" + dx — 4y + 3 = 0 est une équation cartésienne du cercle ((7),
a- Vérifions que: A& () ¢
Ona: A(—4;1),donc
P+ +d—dy+3=16+1-16—4+3=0;
donc A€ ()
b- Déterminons une équation cartésienne de la tangente (1) a () au point A.
Soit M(x:y) un point du plan, ona: ACI(2:1) et AM(x+4v—1).
Donc: Me (D)= AMAL =0
=+ X2+H-1IX1I=0

=Mty +T=10
Donc: 2x+ v+ 7 =0 est

une équation cartésienne de la droite (D)
tangente au cercle (') en A
' a- Déterminons une équation

cartésienne de la droite (024).

Puisque (QA) L (D) et &(—1;2) est

un vecteur directeur de la droite (D), alors i est un vecteur normala h
droite (£24).

Dane une équation cartésienne de (004 s'écrit sous la forme
—x+yte=DoeeR,
Ona: A€ (AQ) en—x, + v+ =0
es4+2+c=0
=0 ==
Donc: x = 2y + 6 = () est une équation cartésienne de la droite ()
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b- Déterminons une équation cartésienne de la droite (A),
ona: (A) L (QA) et (D) 1 (QA) donc (A) 7 (D),
Dol une équation cartésienne de la droite (A) s'%crit sous fa forme -
n+yte=0olceR.
ona: BeE (A)e=s 2xy+yi+e=1()
=—d+e=10
= =49
Done : 2x + v + 4 = () est une éguation cartésienne de (A).
¢- Déterminons les coordennées du point /.
Onpose [{a:b), ona

~2b+6=10
[e(8)n (QA) e=s1?
e(A)n(QA) »){2“_"!)*‘4::0
a=2b—106
“lab-12+b6+4=0
a=2h-6
o_:li_}{
TS
[ow_ 24
a= 5
=] _H_
""_5

Done : ,l'{ - 1?‘: }
a- Vériﬁor:ns q-ué IS1R est un triangle rectangle.
Ona: (AQ) L (A) et (A)N(AQ) = {/} et B E(A)
donc (9) 1 (/8) clest-a-dire : 1LIB = 0.
Dlols 1a triangle JB estrectangleen /.
b-Déterminons une équation cartésienne du cercle (C).
Puisque je triangle [H est rectangle en 1, alars le cercle circonscrit au
tiangle 11 est le cercle de diametre [Q8].
Soit Mix:¥) un point du plan, ona: DM ix + 20y
Danc: Ar e () eus ONLBM = 0
= (i + 2l =2)=0
=y A Jy+d= o
— () est une équation cartésienne de (C],

- 27 et BAT(x+ 2030,

Dol a4 gy — 2y 4 4
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¢ Etudions Iintersection de (L") avec (D).

Ona: ©+y+du—2y+4=0es (x+ 2V + (= 1) =1,
Donc Q,(— 2;1) est le centre du cercle (C") et r" = | son rayon;
etona: ([ :2x+y+7=10,donc:

2etya+?l _|-4+1+7]_ 4 _ 45
= = = = - == :

QD)) Jar iy B 75 5
Puisque 5‘: > 1alors d(Q:(D)) > r'; done (€Y DY = ¢,
5] Résolvons graphiguement le systéme (51,
Seit M(x;¥) un pointdu plan, ona:

Xy E—drvdy-3 o dy+ae-4dy+3=<0

2ty +4>0 laxty+az0

Donc Fensemble des solutions du systéme (5) est I'ensemble des points
Mix:y) situés a I'intérieur du cercle () et se trouvent dans le demi-plan
(positif) de bord |a droite (A) et gui contient e point ().

@
(c)
SR |
g O
& |
--.i-'-\a--,-——ﬁl-{ —
1

[Exercice 23

1}a- Caleulons ABAC .

Ona: AB(-6:—2) et AC(— 1:—2).

Done: ABAT = (=6) X (= 1)+ (- 2) X (- 2) = 6+ = 10,
b-» Calculons cos{ AB-AC ).

Ona: AB=]AB|=\{~6)+(=2) = /40 = 2/10;

et AC=|ACH=y=17F (=27 =5,

Donc ; cosl ABAC ) = = 10 = ‘.22 4

_ABAC -
IABIXIAT] ~ 2/10 % /5
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+ Caleulons sin( A AC).
bR
Ona: (I:ri[.-'\fi:A('}——’__z: ~;r; 2-2=10.

o (e = let(AB: AC) 10 2
ssin(RRAC) = Shaiiied o o=
Donc: sin( AR/ IABLIACT ~ 2/i0%y5 ~ 2
» Déduction :
V2 =y
2

ona: cosl ABAC) = 5 et sin{ AAC) =

v 2 - B2 I

-
Puisque cos '1 = et _-;m’4 = =5~ alors 3 est [a mesure principale de

Fangle orienté (AF: AC) cest-a-dire : | AB:AC) = : ozl
I a- Déterminons une équation cartésienne de la droite (A).
Pulsque (&) L (AC) alors AC(= 1: — 2) est un vecteur normal & la
droite (A), donc une équation cartésienne de (A} s'écrit sous la forme :
“x=2yte=QoucrcR
Ona: Be(A)ew—xi—2v+e=0

e d+o+e=0

D'o: x+ 2y + 10) est une équation cartésienne de (A1,

b-Calculons o( A:(A)).
2y 410] 2=2+10] _ 1045 _
Ona: d(Ai(A)) = [‘m”,’rl i Gl 5‘_1_4_
a- Déterminons une équation cartésienne du cercle (C7,
Soit M(x:3) un point du plan, ona: AM(x— 2y + 1) et BNI(x +4iy +3).
Bonc: M e (€) e AMBM =0
= (x— 21 (e+4) + 3+ D +3=0
-ty 2+ Ay =5=0
Danc: 3/ 4 Vi 3% 4 4y — 5= 0 estune équation cartésienne du cercle ().
5-Montrons que (A') est tangente au cercle (C).
Onga: (% : Y YLEN) et e couple des coordonnées du point Q, le centre
ducercle (") ((¢) est de diamétre [AF]).
Cest-bodire ; Qi=1;=2)
Lerayon dy cercle (() est: R = m .._»:_l” =i
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v X~ 3ats|_|=1+6+5| _ 10
. 9 =1 g T - S ey, T ) =
Ona: d(Q:(A") T+ 3 7o g =VI0=r
Donc la dreite (A') est tangente au cercle ().

1| a- Déterminons une équation cartésienne de la droite (),

Ona (g = 2) est le couple des coordonnées du point [, milieu du segment
[AC] et AC(- 1;-2).

(1) est la médiatrice du segment [AC| donc: (D) L (AC) et [ & (D),
Soit M({x;¥) un pointdu plan,ona: I.\rT{.t e '1:,\' +2 )
Donc: M(x;y) € (D) e IMAC =0

c.,(_t_.%)(- DA+ (p+2)%X(=2)=0

t.—:—x—Z)‘+%—4=ﬂ
—xtyti=g
x+ 2yt 5

Donc: x+ 2y + §, ={) est une équation
cartésienne de la droite (7).

b- Déterminons une équation cartésienne du
cercle (17},

Soit O, (a;b) le centre du cercle ().

On ales points A et  appartiennent au cercle (I") donc @A = Q. C

Cest-a-dire que Q, appartient a la médiatrice du segment [ AC| clest-a-dire:
Qe donc:at2b+y =0,

Ona aussi: € (D)donc:2a—b=0.

5=
Doli: @ & (D)D) e {420+ 5 =0
Za—b=0

b= 2u
T wm»i:n

Ju g
Donc: [— 37—l ;I est le centre du cercle (I7).

Le rayon du cercle (I') est: Q4 = \'[.2 + }, ) +{=141) =

i

392 { produit scalaire dans e plan

For more visit: L9ray.com




soit M{x;y) un point du plan, ona:
. 5
Mel(l)es QM= 3

- QM= ?:f

= {.\' F ; ): v+ 1) = 245

ety Hx+y-5=10

ponc: ' +y' +x+ 2y — 5 = () estune équation cartésienne du cercle ().
[Exercice £71

Montrons que (#.) est un cercle pour tout m &

Soit m & H et M(x;v) un point du plan, ona:

Mis) & (F) eoxl+ ¥ —dim + pa— 2 — Dy + l0m+9 =0

K

s (3 —2(m+ 20T +(y=(m=1)7 —4lm+ 2 =fm =1} + Mm+9=0
s (x—2(m+2)F +ly—im— ¥ =5m' +4m+§
Puisque (vme R) ; Sm'+4m+8 >0 (car A< Oeta>0)
Alors, pour tout nombre réel m ona (7.} est un cercle de centre
Qu(2m+ dim — 1) et de rayon r. = S +dm+8
’I Mentrons qu'il existe un cercle () passant par le point All2).
Soit me B, ona:
ALY e () en |+ 4—40n+ D —4(m=D+10m+9=0
e 2m+ 10 =10
e=m=—15
Donc A(1;2) & (¢ 4) et parsuite (¢ +) est e seul cercle passant par le point
A parmi les cercles (7).
* Déterminons m pour que : £.(2m+ 4:m— 1) le centre du cercle (7.}
Ipartient & D(O;]).
Bone : 0. & DIOL]) ems x0. = 0
e 2mtd =0
=p=—12
D'l e cargle {7 ;) est le seul cercle par

*partient i I'axe des ordonnées: > b5
* Déterminons 1 pour que O soit le centre d'un cercle (£

mi les cercles () dont le centre

ns le plan j 393
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Soit me K ona:

Q. =0esxp=0ety=0

2m+4=10
m==2
=1

Ceci est impossible, donc il nexiste aucun cercle (7.,) dont le centre est ()
l'origine du repéra,
4) Déterminons 'ensemble des centres Q...

Soit me ®,ona: Q.(2m+ 4ym— 1) estle centre du cercle (¢.) donc:
Xe. =2m+ 4 o : ) . 5

{ o Sy cest-a-dire £). appartient a la droite (A) définie parsa
Yo. = me—

représentation

s x=4+2m = % -
parametrigue ; l —— il fm € ¥ et chaque point de la droite (&) estun
Y= m
centre d'un cercle (4.}, donc I'ensemble des centres €. est la droite (4)
d'équation: y = !j_\ —3:
'} Déterminens m pour que : . = 6.

B, lerayonducercle (¢.) est: r.=3m +4m + 8.

Soit m €
Donc: r="6<=5m +4m—28= (0. ;
Le discriminant de I'équation est : A = 576 et ses sofutions sont 2 et — I:;JI !
d'ou les cercles (/) dont le rayon est 6-sont : (7.) et (¢ i),

| Déterminons m pour que: ., = r ol r est un réel strictement positif
donné.

Soit me R et re R donneé,

Ona:n=resSm+4dm+8=r
e=Sm'+dm+B—-r=0

Le discriminant de equation est: A = 4(5- — 36).

) 6y (r)d2
Ona:-Siz0<rg ‘5 alors A <0, donc il n’existe aucun cercle L7~
rayon r dans ce cas,

. ByS ” - et
-Sir= "¢ alors A =0, doncil existe un seul cercle (¢.) de rayon
clestle cercle (« 3).

£ - gt L8
=Ar2: ‘5 alors A > 0, doncil existe deux cercles (#.) de rayon !

394 ‘ Produit sealaire dans le plan

For more visit: L9ray.com




s
sont: (7)ot (7.) avec:m = = +‘?" =% e 8
71 Déterminans les points du plan qui n'appartiennent 3 aucun cercle (7).
soit Ala;b) unpointduplanet me B, ona:

Al e d + B —dlm+ a—20m- )b+ lom+9=0

e (—dg =20+ 10m=8u-2b-ad~-b -9 @

Pour que le point A n'appartienne a aucun cercle (7.) il faut que I'équation

@ du premier degré en m n‘admette pas de solutions dans 2

—— :{--er-- 2b+10=0
Ba—2b—a'—b=9#0

Les solutions du systeme : {;:f ;f’zf ;_. l—“b: ?{j =0 sant:{2;1) et

(4.4; = 3.8) donc les points Ala:b) gui n‘appartiennent a aucun cercle ()

sonttelsque: bh=5—2Qaavecu# Jetasfdd

5 Mantrons que tous les points (. passent par deux points fixes,

Soit Afa:h) un point de l'espace et me X, ana:

AE() e (—4a— 25+ 10)m=8a—2Wb—a —h' —9.

Tous les cercles (7,) passent parle point A s et seulement si:

© {—4::—2h+ 10=0 N — e _
Ba~2b-g' —p'—-90=10 (a=4F+{6—2al =8

ma deuxieme équation du systéme sécrit S~ 32+ 44 =0

'aprés la question 7), les solutions du systeme (81 sonts (2.1) et

WA - a8,

Bonc'tous les cercles (70 passentparlesdeu‘P"i"“ f2; et Jidodi= 3

%) Détermiinans les cercles (7. tangents & la draite (4).

S0it m un nombre réel, on a: Q. (2m + dim — 1Jet £ =

AAN=

al_,

8)

oS+ Hom +9

eriiA) esttangenta (7.)) == A8

%o,

-

v
[3m =1 = fenis dm+ 8
[ : o M
(= 1= 20m T A 8
e+ 1AM 15=10
) tions sant
i discriminant de |'équation est _33 — |36 etses solu
M= T+ ‘,.'34 AR Vet
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Donc les cercles (#,) et (#.) sont les seuls cercles tangents & la droite (A)
parmi les cercles (7).

Méthode géométrique
a- Montrons que : OLOT = OM.OB .
OLOT = (OM + MI).(OB + BI) = OM.OB + OM.BI + ML.OE + MLBI

alors OM.OB = 0 done OLGI = 0,
d'ou (O) L (OF).

* Montrons que : Ol = (.
- En appliquant le théoréme d'AL Kashi dans le triangle OJC, ona:
OF = CF + €0 = 200 % €0 X cos (JCO).
- En appliguant le théoréme d'AL Kashi dans le triangle A/, ona:
OF = AQ* + Al = 240 X Al X cos (IA0).
Puisque : JCO = [A0 = ; et AO = CO, alors :

OF = OF = (Al= CIAL+ CI + Y2 COCT = AD = (Al = CI{a =Y
lcar V240 = a)

=0

2AD

* Nature du triangle OfJ :

Ona: (0N L) et O = GJ ,doncletriangle OfJ estisockie (eetangleen 0
Méthode analytique :

On considere le repére (A; 1) tel que /= }i"’“; et j= L.—\Ii-
Ona:[T]=§jl=1et i]=0,donclerepere (4;7:]) estun repere
orthonormé,

u o ]
Dans le repére, ona: A(0:0), Bla:0), D(0:a), Claiu) et Of 253l
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Léquation réduite de la droite (AC) est: y =y,

onpose: Mlmim) ou m e [0:a] (car M e [Ac]),

ona: [ estle projeté orthogonal de M sur [AB] donc /im0,
et / estle projeté orthogonal de M sur [£C] done Jia:m).

pone: 01 =/ (m=5§ ) +(5) et 07=/la—2) 4 (- a7,
Cest-a-dire : Of = (M,

et O10T = (m - g}x g (- f_,‘ )¢ e~ -g,l =,

Dol : OF = OF et (C) L (O), par suite le triangle OUf est un triangle
isocéle rectangle en (J,

[Exercice §1

! Montrons que A est le barycentre des paints £, C et D :

Puisque ABCE est un careé alors ABCD est un paraliélogramme, donc :
A+ A0 = AT cesta-dire: AF+AD-AC=0

D'oii: A est le barycentre du systéme pondéré {(8: 1) (D LLIC - 1)}
wec;a=1 b=lete=—1,

' » Déterminons (# }:

Soit M un point du plan, ona: W, Y
ME (7 ) oms WB M + NECFID - MO = 0o MC (VB + MO - MC) =0
Puisque A est le barycentre du systéme {(B: VLD 1.
alors : M + M~ MO = M4 fear 141-1=1]
Bone: M e (v ) es MOMA =0

Dou: (') est e cercle de diamétre [AC] cesta-dire () i

tirconserit au carré ABCH.
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« Déterminons 'ensemble E :

Soit M un point du plan.

Ona: MeF, = MAMB=0.

Donc 'ensemble E, est le cercle de diametre [AB].
« Déterminons l'ensemble E. :

Spit M un point du plan.

Ona: MEE e AMAE=2

droite (AR}).
Puisque les vecteurs AH et AB sont colinéaires et ont le méme sens (car
AHAE > 0),
alors | ALAB =2 es AL X AB =2
—AH= {5
A=} (car AB= 4)

Donclensemble E; estia droite orthogonale 3 la droite (A%) au point H défini

* Déterminons E, :

Soit M un point du plan.
Ona: ) \

s (VI + £).(MT + T8) = 4 (ou bien 75 == 1%)
e MP 4+ MLIA+ ) +TAB = 4

e ME—IA' =4 (car [K+1B=10)

= MP = AR =4

= MP=§

= MI=22

e Me AL2y2)
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ponc F estle cercle de centre [ et de rayon 2.3,
« Déterminons £, :
soit M un point du plan:
Ona: MeE = MA'—MIF =0
= MA =MB
Donc 'ensemble £ est la médiatrice du segment [A).
« Déterminons £ @
Soit M un point du plan,
Ona: MeE e MA' —MB =2
== (MA +MB).(MA - MB) =2
o= 2MLBA = 2 (car | est le miliew du segment [AB]}
e IHAE = | (ol # est le projeté orthogonal du point M surfa

droite (AR)). E;
Puisque [H et AF sont f
colinéaires et de méme sens alors : B 4 4
ME E e [HXAB =1 pmt =
|
= [H= AB
e 1=

Donc 'ensemble £, est la droite orthogonale 4 fa droite (A8) au point f du
segment (/5] tel que : /H = .
* Déterminons F. :
Soit M un point du plan.
Ona: MeF, e MA*+ MB = 10
e=s IMF + L AB = 10 (D'aprés le théoréme de la médiane)
= IMF = ;(] ~&
wus M =1
= Me el l)
Bone £, st le cercle de centre [ etderayon 1.
. Déterm;ncms E
Soit M un point du plan,
Ona: Mep a3 < AMBM <S5

e ] SMI=3
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Donc F: est Fensemble des points M situés entre les deux cercles () o
(7)) de centre | stde rayon | et 3 respectifs.

« Déterminons Ei :

Soit M un point du plan.

Pour le vecteur i tel que Ju || = 2, il existe un unique peint ' tel que

w=AC.
Ona: MeE «=—2<AMi=12

es—2 < AMACS 12

es—2 < AHAC < 12 (o0 H est le projeté orthogonal de M
sur (ACY).

e—2< AHAC <0 ou 0 < AHAC < 12
-5 =2 < AHAC < 0 alors AH et AC sont colinéaires et de sens contralres
ot —AH X AC == 2 cest-a-dire AW = 1 (car AC=u = 2)
Soit J le point définipar: Al =- %}\'(‘ cona:r HelAr].
Donc le ruban (A.) limité par les droites (d) et (4} orthogonales a (AC)
aux points A et J respectivement.

-8 0 < AHAC < 12 alors les vecteurs AT et AC sont colinéaires et de
méme senset AH X AC < 12 cest-d-dire AH < 6.

Donc ensemble des points M duplan tel que 0 < AM.g = 12 estle tu‘balﬂ
(&1 limité par les droites {d-) et (d,) orthogonales a (AC) aux points J et K
Conclusion : £, est la réunion desdeux rubans (A,) et (A.) clest-3-dire [&
ruban limité par les droites (d:) et (d,) orthogonales 3 (AC) et passant pr
les points. J et K respectivement.
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[Exercice£13
.| Montrons que : (YM € (P)) ; g(M) = MG+ (),
soit M un point du plan, ona:
(M) =MA" = MB*+ 3MC = (MG + GAY ~ (NG + GBY + 305G + gy
= 3MG + 2MG(GA - GB+ 3GC) + 5(6)
puisque (7 est le barycentre du systeme pondéré {(4;1),(8: - 1),(C:3)},
alors: GA—GB+3GC=10.
pol: g (M) = 3MG- + g(G) pour tout point M du plan (P).
1 Montrons que : g0 = 2a'.
Ona: glA) = JAG" + glG) donc : glG) = glA) - 3ALF,
Dlautre partona: glA) =—AB + JAC =— 94+ 270" = 180’
- Caleulons AG ¢
Ona: Al =- i AB+ AC donc; AGY = f; AR +AC - _;“-Aﬁ_;\t',
etona: ABAC = J (A’ + AC' ~ BC) = (9" +9a' - da) = Ta.
Dol AG =’ + 9a' — Yo =184,
Parsuite ; g(G) = 18a” — 16 = 2a°.
|| Déterminans l'ensemble (7).
Soit M un point du plan, ona:
ME(4) e g (M) = 500’
= IMG + (@) = 50a°
&= 3MG*+ 20" = 50a
= MG = 16a’
= MG = 4a
Danc (7] est le cercle de centre G et de rayon 4a.

R

i * Caleulons ABAT :

=(AC-ABY = AT+ AR - 2ABAC.

Done : ABAL = 2(.—1!!" b A —BE) = -E (25.435=36}=T.
Doy . ABAC= ‘}‘__

* Caleufons AG

- srd JOA ) (BERNCR)
N3G estla barycentre du systéme pondéré {(A:2) (B3N
Oenc: &G =

¥
""f s L WE)
glAB+ALC)

.401
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Dot AG: = o (AB + AC'+ 2ABAC) = (25 +25 4 2x7) =9,
Ainsiz AG = 3.
2 a- Montrons que : (YM € (P)) 1 f(M) = 4MG" + f(G),
Soit M un pointdu planona:
FOM) = INENC + MCSE + MAMB
= 2(MG +GB LM + GC) + (NG + GC)LAME + GR) + (MG + GA)VE + il
= 2[MG* + NMT (G + GC) + GEGCT+ MG+ MGG+ GR) + GC DA
+ MG+ MGGA + GB) + GAGHE
= AMG' + MO.(3GE + 368 + 268+ 2GEGC + GCGA + GAGE

= 4MG' + f(G) (car: 2GA +3CGB + 3GC = 1)

Donc: (VM E () i fIM) = AMG™ + f(G).

b- Déterminons l'ensemble des points M tesque: f(M) = f(A).

Ona: flA)=4AG + flG).

Soit M un point du plan, ona:

FOMI = FTA) e 4MGT + (61 = 4AG + FIG)
=MG=AG=3
=MeriG3)

Donc 'ensemble des points M

tel que fIM) = fiA) estle cercle (]

de centre G etde rayon 3.

Construction de (#) ;
- Déterminons I'ensemble (A)
Soit M un point'du plan,ona:

2MA — NE - NC = 28A - (MB + MC) = 2MA — 2M1 (o / estle milieu
du segment [BC])
donc 2MA —ME - MC = 214

Soit K le barycentre du systéme pondéré {(A; 14}, (8; — 3).(C: — 3}

Donc : M & (A) e (148K -
= 8MK2[A =0
= (MK) L (J4) e (AN
D'oli (A) estla droite passant par le point X et orthogonale 3 13 PICS

~ 3NE).(2MK - MB - MC) = 0
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|| Exprimons JA', IB" et IC* en fonction de «.
Jona: Al=2CB donc AF =4CH =44’ cars i = a, dou jA'=dd’
cona: B =(IA+AB) = JA"+ AR AB+ 4B’ = 3¢~ 4BCAR (car
Al=2C8)
= 54"~ 4BC X BAcos(ABC) = S’ ~ 4’ % § = 3a' (car: ABC = §),
panc: I8 = 3a’.
Ona: =N+ ACY =S¢’ + ACHCA = 5¢°+ 20 = Tur .

Déterminans les réels @, A et ¥ pour gue le point | soit barycentre du
systeme {(A;a), (B:8),(Ciy) ),
Ona: Al=20B s Al—2CI-2IB=0

= Al+2BI-2C1 =0

Puisque : 1 + 2 — 2 # 0 alors le point { est le barycentre des points
pondérés {(A:1).(8:2).(C:—2)}.
Onprend: a=1, f=2et r=—21.

a- Déterminons |3 valeur de & pourque:fB e (I').
Ona: Be (T)es BA' + 288 = 28C° = ka

e k' =—a

ey k==
Donc le point B appartient 4 l'ensemble (I} si et seulement si k=-1
b-Onprend: k =— | et montrons que (I') estun cercle tangent aux droites

(4B) et (AC),
Ona:k=—| donc B e (I,
Soit M un point du plan, ona:
ME (1) a a7 4 20 —2MC =~
o= (M + TR + 2(NT + TBY ~ 2(M 2= d
i :\li[];\‘ . Ilﬁ i :ff” + 2B NE=
Ona: K + 21§ — 21C = (f car [ estleba
(:1).8:2),03- 233,
®ona; 147+ 27 — 21" = A (dlaprésla question 1)

+C) =—d

rycentre du systeme pondéré

o ME (') eos M = 3°
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Me(l) e M=ay3 (cara>0)
= Me ALay3)
Danc (') est le cercle de centre [ et de rayon « e
* Montrons que le droite (AB) est tangente a (I")
Ona: IV =da’, AB =¢’ et IB = 3a’ donc; AB* + 1B = [A°,
D'oll le triangle ABI estrectangle en B.

Ona: (AB) L (/B) et B e (1) et I estle centre du cercle (I7) donc la droite
(AB) esttangente a (I") au point B,

* Montrons que la droite (AC) esttangente d (I7).
Soit F le projeté orthogonal de [ sur la droite (AC) .

Ona: Al = 2CB donc (AN / (BC) d'ot ABC = [A B (Angles alternes
internes).

Puisque BAC = ABC = .{ alors [AF =z —JAC= -; lear Ae|FC])

Donc JAF = JA B c'est-3-dire la demi-droite | Al) est la bissectrice de |'angle
FAR.

Par suite le point | est équidistant (se trouve 4 la méme distance) aux demi-
droites [ AR) et [AF).

Donc: IF = IB =ay3 donc Fed(lay3) et (IF) L (AC).

D'oii la droite (AC) est tangente au cercle (') au point F.
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Calcul trigonométrique 1~

'L'“'\',-n &) = sinx

(=

cosl—x) = cosx sl

+ x| == sinx| cosli— x)

coslTE +
sin{—x)=—snx sin

ol

wnl—x)=—tanx sinl

s

sin{x + k20 = sinvik €2 |0

tantx 4 K = tanx k¢

o Formules de transformation

| = cosacosh —sinasnd

cos{2a) = cos’a —sin‘a o

’ 25in” [ b} = cosgoos b+ Sl
ws{2a) = Feowta — 1 = | = 2sia cosla—bl=¢

sinla = 2sinacc PRTae sy ey

cos' g L3 “’" Sen
5

tan g = = Lana

- 1 —1an'a

ACoSX + hsiny = o + b oosix -
el que

s 4__ et sinc -
Ja'+ b Ju | , =

eracosh = L [costa + )+ costii — b1]

s i
Snasinb =— Loasla bl - costd | | cosy i
Undeosh = Llsin{a 4 b+ sinla - B anj 4 Sing .

i i) gl AL Jsin| S
Osasind = L{sinla+ b) - sinle = # snp = siny = 2 3 - 1
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1) En écrivant ; 5}—1} = % + E ; caleuler cos %E etsin il_ puis en déduire {; mI 5_11 |
2) a- Calculer cmaT et qm‘ ~ {Remarquer que: Tﬂ: m— -“)
in EI.E. m m
b- En écrivant : o= F T caleuler cos 2 et sin- i

| S |
1) En utilisant : cos = ) et sin --4-- calculer cos- < etsing

2} En déduire ma%‘ ,mn% et cas%‘

Montrer que pour tout nombre réel x, ona:
1) cos3x = dcos'x — Icosx
2) sindx = 3siny — 4sin'x

3} cosdx = cos'x — Geos'xsin'x + sin'x

1) Soit x un nombre réel,
Calculer cos'x en focntion de cos 2y et cos 4x
2) En déduire la valeurde A: A = cos'| 1; + costl: ‘S' ) 4+ cos?| ﬁ;“ |-+ cos' E{I
1) Vérifier } Un _ o o ,Jn_@  5¢
I = o=~ Y

.
2) En déduire que : 2 g 3:‘.,,“.1_:;.515 2 5in-{'[ &t 2sin 1?; sin ?‘% = sing3

_, S T VI
3) Montrer que : 16 '\m sinsts 53 sin _:-'—4_ sin s e 1

(Remarquerque: S% - T _ T
querque: 13 = 3 — 5)

Soit x un nombre réel.

Ecrire sous forme de produit, les deus expressions suivantes :
A= gosx + cos2x+ cos 3x + cos dx

B = sinx + sin2x + sin 3x + sin 4x
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transformer les produits suivants en sommes ;
A= cus(.\' - -%I-]wslll.\w ]ﬂ
B= sm[a + ‘ }smﬁx e 4;‘ ]
g= ur)s{f"x}.'ﬂui?.:)
D = sin{2x - a‘-llcosflx* 2[['
[ Exercice £
1) Montrer gue ; coxt_-ﬂ:é :| - v”.ia'rn(]%:' = Isin{% ]l]J

HII’]( % :|u)\|: 18 ? 3 sin g :l (2)

2} En deduire que —l_. —s=tomd
siul: ‘;:é | eosiyg

ercice 8 .

Onpose : P = cos %—c:n-‘m etf= m-.-{ + 08T

1} Mantrer que : 5‘_4. W=

= 1
2} En calculant - ;mf“}x.‘” déduire quer £ = --'1 ti=3

rals m

3) Déterminer la valeur de chacun des nombres cos ¢ eteos T

1} Montrer que : (v & IR):cos{5x) = case(16eost— 2005 X A :
v )4 cos'x +-2¢08x — (5]

2 Montrer que : (vx & i) 1 — costSx) = {1 = €O

*1En déduire que : cos? 3‘ estune suh.man de léquation s (ER Y +
T J

-
(= =
PUE calculer cos 241: et ¢os 14 emarquer que i 35 = 3

- 1=0

et cos _‘L} (R

- -
Imr X et v deux nombres réels.
!Moﬂ“EFque sinflx + vl = cos’ il

2)Soit 2 un nombre réel tel que s+ ¥ + £= %

Montrer Que : cos’y 4 cos'y + 2EOSX £05yH0SE

gy — 2ousX cosyLosix + ¥)

=21
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 Exercice g4

Soit ¢ un nombre réel.

Montrer que : s‘mu.cos{% = cr.].sinll% —al=

qsm_ﬁ(x

Sait ¢ un nombre reel appartenant a l'intervalle i‘r[*—f—'[ tel que ; coser=— 3

Caleuler tan %«,

Soit o et P deux nombres de lintervalle })1—,,:[ tels que @ Lana =

|
etsinf = yiT]

1) Caleuler tan 2B.

| Exercice &1

1) Montrer que; (¥x & IR):cos 3x = cosx {4 cosix — 3)

2) Endéduire que: & + 2P = E

2) a) Soit x unnombre réel tel que: | ¢ 7 -y # L
Montrer que : cos|x — I > jeos|x 4+ —.E—I LOS2%
dcosy

b} En déduire que : w\n 0528 oAt _ 1

T T TR
| Exercice £13

Soit a un nombre réel de I'intervaile L— ‘.fT,‘r' :
Montrer que; | L+ sin@ _ ] =0
9 VI ="sma ~ = alang,
Soit @ un nombre réel,
1) Montrer quesi@ & .xf alors ; 1 ¥ [ ¥ osing =
T+ coso I —cosc
2) Montrer que si tt l ’.E:r,! e T Sy )
2 vsinfa T dos e sin 20

3] Montrer que sj @ & B Ti[ alors:

T = : o
14 eos2a 4+ 31 = eos 20+ 2 (cose + sing) = 2y 2sind
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T n ]
]l;o‘mrltrerque-cu_-.-5 ek =
21 1
2) En déduire que cos i —cos T =75
in
J}Calculerm\ 3 eticos g

,1||:\nmntrerque:.~m|’Iq : 11 JI0F 205 = J3l/5 1)

I W
Exercice &0
m, m_An+6n_ 10w _ Sk
ona: g + =55 5Y Bt

Done : Cﬂ"il].,J—L{}hl:T[ g]
718

BRI O W
—cos(cna_;- singsing = Sox b — 5 x5
e
Cest-a-dire : cos ?g i_—l /2
Eona: smi ?:_.,mt L 4 l};
= ‘iln%uis-g + u)\?\[ﬂ} %X g 4— 3

+ 5 S_IT \ll]':I =

i'i.m:_t
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Etona -_siu[\%'] e Si“t%‘:‘ # %)

R
= sin{gﬂ-)cos% - CObBTﬂS!I'I*S- = ‘—2—— X 45+ !_2__ x_é
= .I’E+“
Donc: sm( 12)
f 1 + cos [
E‘-Ona:cns‘l%]: ﬁ—{car cos'{a) = 1+ e ;.mf a].r
i3 Y,
Puisque : cost;— = % alors : cos’ [%1 =
i (1) .51-,-3
Etona:0 <y i <? donc Lasl, R|>t) d'ol: cos| g )= ==

Ona: "‘"“l.%, = Z‘-.s}n[%]ms'\E] (car:sin(2a) = 2sin(a) cos(a))

inl 3}

o sinl
D’ub:xan{%ﬁ:— af
2m5|§§

Méthode 2: sm:f_%]: ___’

[Car: sinta) = I'—“;."E'L”.:

Puisque : nm-a >0 alors \:n{-ng-'f:
Déduction:

i u.Y‘&T%?| = ua>|‘m- n] e m,( T
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) (A )= s+ )= =
. I:(!S[:'%T‘ = COS(ﬂ; . -._5. ] Sl Cnb[-ﬁ) Tl _2-%'_2

Montrons que : (¥x & IR);cos(3x) = 4 cos’(x) — 3 cos(x)
witxEB,ona: cos(3x) = cos(x+ 2x)
= cos(x}cos(2x) — sinx)sin(2x)
= cos(x)(2cos’ (x) — 1) = sin(x) (Z sin{x) cos (x))
= (205’ (x) —cosx) — 2sin (x)cosix)
= (2 cos’(x) —cosx)— 2(1 —cos'(x))cos(x)
= Zcos' (x) — cosx) — 2cos{x) + 2cos'(x)
=4 cos’(x) — 3 cosix)
7| Mantrons que: (Y € IR) : sin(3x) = 3sinx — 4sin' (x)
Soit € R, en a: sin(3x) = sinfx + 2x)
= sinxcos(2x) + cosxsin(2x)
= sin(x)cos (2x) + 2 cos’{x)sinx
= sin(x) (1 — 2sin*(x)) + 2(1 = sin’(x)sin(x))
=sin(x) =2 sin’(x) + 2sinx — 2sin'(x)
= 3sin(x) — 4sin’(x)
Montrons que: (Vx & IR) ; cos (4x) = cos'x — 6.cos’ () sin* (x) + sin'x
Soitx € R, on a:
08(4x) = cos(x + 3x)
= tosx cos(3x) — sinxsin(3x)
= cosx(4cos’y — 3cosx) — sinx(3siny — 4sin’x)
= deos'x — 3cosiy — 3sin'y + 4sin'y
cosly+ 3cos'x(cos'y — 1) — Fsin‘v(l — sin'x) + sin'x

il

= cos* Ny 2 3 -
Cos’x — 3cos'xsin'y — 3sin‘xcos’y + sin'x

= T e -
COS'X — 6eostxsin'a + sin'y

Calcul trigonométrique [ 411

For more visit: L9ray.com




| Exercice &'

1)Ona:(va € IR).cos'la) = L+ coslag)

o )
Done & cos'ix) = (eos(x)) = ! L

1+ cos(dx)

yl 2
_ i+ Zeos(2e) +cos’ (20 1200520+

i

2+ feosi2y) T 1+ cos(dx)
e e

s QR ey e Locrae
Bol : cos'lx) = gt Emhtl\] + geos(dx)
2| Déduction:

s On remplace x par S et on obtient :

c(\e.‘{-%-}: ; -+ -;_—co.\'l:j}}+ %‘ms{%—l|r §+

* On remplace x par % et on obtient:

1

cos ; .}..:).sl,-——:|+ =008 H =2 - ¥

)=

* ['autre partona @ cos' Il;rt =cos*|® — l;l] = cOs Pg[]
3

cos' (7T - ":'I: cns'{-g-l] = =

l—(}\

Ty
5=
(ear: (cos' (M — @) = (coslm — @) = (— cosn)' = cos'a

Dou: "—“}"|K5"~Uh'nu|+m\[snll+ E‘u‘-q?ﬂﬁ

! Deduction :

ons: 2 () - (-2

= zt-iﬂ{i%.]ms{%l = 5][;(2 X %f‘i } 2 ""3({[ ]
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qona: .-un{—-—]sm Zg) Zsln[ :-m -’3 - -_-}
> lsin{ - :Lm[MJ— sin{2 x Iﬂ}
= sinr'?-g;l

yonpose A= It’nmt i s }t.m {smi’l’:}\m[liﬁ

ohaiA= 4{29:1(1’{1 slnt%--- HZ»:n[ ----- }am[
Daprés la question (2); A §'éerit: A = 4,,"{
Bona: A= "(‘J““[Z = __ ““{;"”

Donin A = 2!1(05[-!%'}5iﬂ': 175 ||= ‘\m[z 1"(_,] = lsin.'% b= 2%l
Dol A=1
Sotye B
*Enappliquant [a relation suivante :
eosp + cosg = Jmsl:L} 1| cos| £5-1
On obtient les égalités suivantes :
A= {eos(x) 4 cos(3x)) + (cos{2x) + cos{4x))
- L 1
-‘}u)ﬁ 1‘"___\] 4 ’L[}N[‘h \'| Q‘\i dx =

il 2‘*“”?)“:\{\} + 2eos(3x) cosix)
2“’""](“:@("

X} 4+ cos(3x))

2&:{}51\'] 2 Unpsl-‘?—".‘:’—?’- 2 }‘_.“54 _.‘._\_ = 2x¢)
o5 o 5)

*Ena
Ppli P -
Plauant la refation suivante ; (2)sing + sing = 2sin| [ Jebs| £
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On obtient les égalités suivantes :
B = (sinx + sin(3x) + (sin2x + sindx)

=2sin(3";“}ms[3x£'t] bm[l".l+ x}w (4\— 2x

— 2gin{2x) cosx + 2sin3xcosix)

2cosxlsin(20) + sin(3x))

= Icos.t(lsin 3 +—m]wsl}'

= 4LOSX5HI( cosl I|

- En appliquant la relation : cosacos b =

;{ cos(a + b) + cosla — b))
1
|

Onobtient: A .1;|| os(2x) + cnstzﬁ} = .Hu)stlt\— -I-

[m

(car : cos 55~ = cos[)'l— %)T—cds% ==

)

- En appliguant la relation : sinasinb = — 5 (cosla + b) — cosla = b))

Fd]— tJi-—_

On obtient: B = \m! x+ i‘l—]\m{ 41!‘-

= E)luosilx!—ms(—gl

= —l{m&.llﬂ = ms{"‘}'{ + "— ]]

___._[‘_mr_t:] w'\{ ”
i\

_'_'ftWS[?—"i‘ 3 )

- En appliquant [a relation : sinacosh = é“'”{“ 4+ b) + sinla -~ b
On obtient: " = sin{7x) cos(3x)

= J(sin(109) + sin(40)

- En appliquant 1a relation : cosasinh = lfsin[.-.' + b) — sinfa— b))

On obtient: D = cos| 2x + "’}IMHL'_I & _..} =3 lsin(4_\'] - siut%”

= -lz—i.sinm:~ 1)
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Jonss o ) - /3sn{f5) = 2(Js( ) 5 sl )
= 2(-.1:1—&(_05‘1—5 - ccs-wsm 8’

= Zsmf_ = TF?)I

= Esm{‘m 75

Donc:ms('i%]_ﬁ‘—‘i"{.'}tﬁ) = 25}”(1;] (1)

= Slﬂilt'}

Dnnc:sin(-l%)cw(%)— \m( [2I[car 2sinxcosx = sin{2x))

! Déduction :

= 05| =/ 3sin
Oiarrs i g s £ 18]7[”;
[T el JE]
mn[m- u:s{i-g-] :.m[ 8 COb' i‘lll
\II'I J
B¢} et {2); T' devient:7 = -{
;M"lg

Pmsque:sirl{%]#!){car:{}«,% <m)alors:T= cestadwe =4

focercice 49

r-.a—il-..

s?na‘ n, AR T W \
oo ) 1 o3 el _:_.L}ms{-ﬁ—z—-‘]= 2 cos| 28| cos( £

0 ) el - 3] - cr P

bt Sh-lcm(-*“}w;{ }cestad-re §=—2P donc: §+2P=0
Jona; *m[“)xp_ q...(“)cm.{“iw:.{ = zsm( }““*[ m}

lear
Sineooye < L 28in(2a) (%)) eton a : cos| —} = cos| 2“}
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Donc:sill{%‘]xPZH %51n‘;§;]cm{2-—§1 =" %(%bm{q‘?”

P sm[%] P .-!ﬁ'“l_%ll et puisque 0 <% <7 alors sinf £0
donc: P =- %

Etona: §+2P=0 donc: §= 4

3 Onpose:a = cos||-;;-| eth= Lm{;%]
OnadapréslaquestionljS=a+ b= l, et P=ab=- l

Donc a et b sont les solutions de I'équation : x° —8x + P = 0, cest-a-dire fes

’ A : 1=43

solutions de l'équation: x° — 5\ - j = 0quisont:y =~
=0 bl ]

et x. = 1

Puisque : ms— >0 (car 0 < T‘j et L(]\'!ﬂ}—t- <0 (car ’21 <T <m)

3 X
Alors:a = cns% = "'—;—l eth= cm-";[ !

cos(5x) = co»i:ik + x}

cosxcosdx — sinxsindx

cosx {2 cos2x%) — 1) — sinx(2'sin 2xcos 2x)

Rappel : cos(2a) = 2eos’a— | ¢

; L e - cos'
ssini2a) = 2singcosa et sin‘a =17 ¢

Donc : cos(5x) = cosx(2(2cos'x — 1) — 1) — dsinxcosx(2eosx = 1
= cosx|(8cos'y — Scos’x + 1) = 4(1 — cos'a) (2eos ¥~ K
= cosx{Beos'y — Bens'x + | — 12¢os'x + Beosk ®
Dioii : cos(3x) = cosx (16cos'y — 20cos’s + 3)

2) On pose = cosx

Vérifierque: la+b+ef =@ + B 40" + 2ab + 2ae + 200).
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onatll— 0E + 20— 1 = (1= D(16r' + 48 + L+ 16¢ — 4t — 8r)
= (1= ) (16r' + 16¢' = 4" — dr+ 1)

— 161"+ 20r' = 50+ 1
=1~ (16" = 206 + 5)

Donc en remplagant ( par cosx, on obtient :

(1 - cosx)(deos'x + 2cust —1) = 1 — cosi5x)

ponc: 1 - kusfgf-‘-m« cos'[ZE) + 20548 - 1] = oetpuisque | — cos| 2

£#0

alurs.xlcus‘{gg;-) + ?.r:::sﬂ 2_‘1'{# — 1 = 0 signifie que m-l‘:_;j-] est une

solution de I'Bquation : 4x° + 2x — | = 0 . On a les solutions de I'équation

—1i=i/5 efais
—1=0sont:x=—7 sa=—g 4
Puisque : <35£ <% alors c:)sf———] >() donc: cmfz%ll - #

Etona:cos’(a) =

1+ cos(2a)
2

Donc:; ous"(f‘ }

3
Puisque ; cos| T | = E AR

que &0-"{5)- 0 anrs.m»(g:l ----- T
fr: (54 1) = g4 2/5)ona: sm-rg >l}[car 0<Renm)

o
91\|n|"||_ b — coy’ Ii“'-|—. 1

Doy s yin | T ! 5
sin( %)=L /0= 2/3
Ona: n
ms'l 130/ = ‘-'"-“f,% - —‘}Ti = oS ]E .:n:-':-l‘- + &in ?511\‘2
. -
— 3 e =
=Ry WI=275 x4
Dong, |1 | 3 TE VI W
: t(rsf-j..“.}.__ A+ TS ¢ 10— 2/

8

Mg
Ntron ;-
S quersin (v + Y= cosia+ costy — 2 cosxcosyensiy +v)

M gin(
¥ V)= sindeosy + sinvcosx
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Donc:sin(x + ¥) = (sinxcosy + sinycosx)
= sin‘xcos’y + 2sinxcosysiny cosx -+ sin'yeos'y
=1 — cos’x)cos’y + 2sinxcosysinycosx + (1 - cos™y) o'y
sin (x4 ¥) = cos’y — cosTxcos’y + 2sSinTCosy SINY COSX + CO8TX — costyens'y
= cos’y + cos'x — 2eos’xeos'y + 2sinxcosysinycosx
= cos’X + cos'y — 2eosxcosy(cosxcosy — Sinxsiny)
Puisque: cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny
Alors - sin’{x + ¥) = cos’x + cos’y — 2cosxcosy cos(x + ¥)
2) Montrons que : cos’x + cos’y + 2cosxcosycosz = |
Ona:x+y+z=Rdonc:x+y=1—-2

Dol d'apres le résultat de question 1}, on a;
sin’ (| = 2) = sin'{x + ¥)

= cos'x + cos’y — 2cosxcosveos(m — z)
Puisque : cos(Tt — 2) =~ cosz et sin{@ — z) = sinzetsinz= 1 — cos’z
Alors: 1 — cos'z = cos'x + cos’y + 2cosxcosycosz
Signifie que :cos™x + cos’y + cos’z + 2cosx cosycosz= 1
Soit a un nombre réel.
Onpose: A= sinu_mc{% - G},sin(%- 3 a_)
Montrons que : A = lzs'm‘ja

Ona:sina.cosh = %(sinfu + b) + sinfa — b))

B3 n b

7 =4 —p=i 2
Puisque : | 3 6 7R

LN SO

7= {s+u_ﬁ

Ak"““"“(%‘ = u.].ms{% = a)= %{_sintg - 2a)+ Riﬂ%‘

= %{cmﬂa + ]2} = l(huw?a + 1)

Donc: A = sin() % {(2cos2a + 1) = J@sinecos2a + sina)
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g appliquant Ja formule précédente, ona:
gndcos 20 = —é—{sin 3o+ sinl— a)) = -,Ii-fs]n 3a = sina)

rest-a-dire : 2sinctcos 26 = sinlo — singt

! {sin3ct - sinet 4 sin@) = ;sin 3o

ponc: A = 1
- Caleulons Lan %:

Ona'm <o <-—- c'est-a-dire ; 4

Enappliquant les formules : cos'a =

tout u € B,
! sin 1 = cos
Gna: lan %’: = _gt B
eos— 1+ cos
-Caleulons cos % :
Ona :cos"% = i_+gn_ ot m\
Done: cos @ =
2
Pars suite:
—
f 75
O e
Jig a3 =
1=

U Caleulons gy 2B
003 e iy
S s’} + sin B = 1cesta-dire:cos' P= | — sin B
u.sque n szt
: 0B < 5 alors ; cosB >0, donc:cos P = /1 — sin’B.
tona. I fi
sinfe 1 S I W
716 done: cos b - / 1 10~ 7ia
Dy : 7
Sitanp o SB _ y  0 )
L.:J\ﬂ f_[; B R

B
" Suite an2f = 2tan P

I=tan'p !] =4
.,
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2) Déduction :

tana 4 wn2f

D e (e + "mi - l.il.tm.l‘uuﬁ

3
done : tan(a + 2PB) = 174
x
D'oli: &t + 2B=%+kﬂ,aveck€f—i
Puisque: 0 <2P <m et tn 2P >0 alors: 0 <2 <?:‘
Etona:( <a < ,donc: 0 <a+ 2B <m
Par suite : 0 <3-+ kTt €T e~ lﬁ.‘ <3 par suite: k=0,

4 4
Donc:a 4 2p=%

Eoercice /)

1)5cit x e R.

Montrons que : cos 3x = cosx.(4cos’x —3)

Ona: cosdx = cos(2x +x)

= cos{2x)vosx —sinl2x)sinx

Puisque : cos 2x = 2cos'y — | et sin2x = 2sinxcosx
Alars : cos3x = (2 cos’y — 1eosx — 2sin‘ycosx
=1{2co8'x — 1)eosx — 211 — cos'x)cosx
={2cos’'x = 1 = 2 + 2cos'x)cosx = (4 cus'x = Ieosx
Donc:{vx € IR)icos3x = cosxl4cos'x — 3)

2}a- Montrons que : cm.‘..r - ’E Js.r.:h[.r * 7{'# st:”z:;

Onaicosix — Eﬁ = L‘!’)’S.\'U-I’J.‘»T% + sin -r‘[--t.m.t

3 1 i SRR
= = Cf 4+ Ty — lens 1 1
5 eosx 3 sinx = 5 lcosx+ /3siny

ciiilee. EX 7
et cos|x + 3= Llr'-l‘UJ'\I; ~ &in I(\un‘.

e /3 ’ ]
= 5 cosx ‘-2- sinx J,-c.m JAsix)
Donc - .

Coslx— %:Ecr_)sfl,\- + X 1y

7 cos + Sisinx)lcosy — Isina

3/

1 : LAl
4'\'[:*& ¥ — 3sinxl = ‘iiuu:‘\- 3] = ety

_l-i‘<1L:;s',r =-3)
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¢ cos3n = (4 cos’x — Feosx et cosx # 0 (car: x #
Hﬂl'i'ilcus"x -3 {_::;h donc cos| x ﬁ o ix+ ‘;'
b Déduction :

Polir X = 3 on a d'aprés la gquestion précédente :

I
cos
JE_T [y X)_— 73
wi- % Jeos| G + %) ek
cos
1
o s T AL b2 it i T e |
Signifie que: cos 5. cos 5= = 4‘:0\_;.1.,(‘.'&:;.-.‘.r.-.\J s =g
i
Sit @ un nombre réel de lintervalle b % T
2%z
Ona:l —sing >0 et | + singe >0
Donc: TFsing /T vI=sing
Vi-ana V1 vi+sna
| —sint sma
vi—sin e v ops i
2sinit ¥
cos 0t (€ar cosd >1)
Qlant
Boi ;[ 1+ singt T Ymn @ pour tout o de l'intervalle .= LK
VI =sing =y Ik slng = ~W@0aP - il {75573
1
rhl"“ € Jinf,ona:
s 4 1 | - e+ |+ tosn
PSR T com@ ™ (1 —cosa) (1 + cosa)

l cos )

sinery
i
Wsque Sing
Bang
C: |
+ | y
Vit Lk 0 | vonn ™ SiNg = 2

]
s"‘ltl.‘i. € i J;I_UI’

| I 2

U alors
V4 cosa cosCE Sine

ona:
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£ 3 LN R T I

sin (o) cos ) T eos tlo)sin e
=

sin *(2a)

a 1 4
o)~ (cosasing)’  (2cosasing)’

Puisque ;— 1 <2a <0, alers : sin(2a) <0
b L
Donc,. sin‘a T cos’d@ T sinda

3) Soit:q e 1’5-\51,% a:l— cos(2a) = 2sin'la) et L + cos(2a) = 2eos ‘a)
Puisque ! costt <0 et sina >0 alors :
VI + cos(2a) + 1 - cosQu) =— /2 cosa + , 2sina

Benc:y 1+ eosla + 1 — cos2a + v 2{coser+ sing) = 2,/ Tsine

[Exercice 3

1}Onpose: A = cos| & .x.m., ﬁ 18]

SINACOS 0 = ,]‘hinl_‘{:(r
sin g S wA=sin|E 5 rtf:bl F |L0<| e )

\1|\| '1 | % cos{ "ﬂ |

=1
Ls:n{ ;i:|= _tﬂiu[_x'-?;]
1

= Tl pyi L4 . I
A= s | Puisque : sin| 5| #0 alors: A = 4

iy

Dol : sin!

D'ols rcnsf-’;:!aw': 1= _]1
2) Deduisons que : cos| | — cos| {f‘ {=L
Ona:—csnlm'=crz<"ﬁ- sﬂ1 |3'|:|

Donic: Cf!‘i!]:' ] cos| = ﬂ ] = L-’\»[ 5 * ¥ m\1 l

=12 i.-ns{ 25’1 ]L‘IJH{? } = 2%

D'oli : cos| '_|—Lm 2 ,i‘
3) Calculons cos| T et vos{ 27 |
3
On pose : 4 = cos! S | etbi= cost f
Ona:0<® 20 <"d
nail <y <5 one: 0 <cos! ) )< cos| ]<l
— R ;
out0<h<ac<letonadapresl)et2): i
ﬂJ'—"‘
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/54 1 5=
ponc:d = ¥ q et h = 4
(ria=b+ yetdh'+26-1=0)
o (- e £ W L |
Signiﬁeque:ms[.ﬁ]- 4 et cosl 5 | -

:I\anomque:m{m ”l_. 10+ 25 -/30/5-1)

ona:sinzﬁn \.-"II ms"{zﬁ',[) \'] (\'54 I.} \-If}j{-z.-ﬁ

,,m(;;’ _“.m(}!;l 3_”') = sinfz_{‘ I:laxf;(];” cns[.g_f I,I:-ju{"jﬂ}

5
u.'; aw(,_;’() N ;tm( 2531 ’

v?:i «-‘4 |+|2><"|”:1'2‘5 "if.i(n:«i -V3(V/5-1))

€) Equations trigonométriques

1) Equation du type:

50it 3 un nombre réel. On considére I'équation: (£ Jicosx = a

*Sizla| > 1, alors 'équation () n"admet aucune solution.

»Sitla| < 1, alors il existe un réel x; tel que: a = cosx. d'oli les solutions

dans R de 'équation () sont les réels x = x. + 2k7 ou x =— x, + 2kx ol
ke Z.

2) Equations du type :

Soit ¢ un nombre réel.

On considére I'équation: (-, Jusinx = a

» s, la|>1, alors I'équation ( ) n‘admet aucune solution.
'.SI 141 = 1, alors il existe un réel x, tel que: a = sinx,, donc les solu-
tions dans B de I'équation (£} sont les nombres réels x = x. + 2kx ou
TEE-x4 Urot ke R

3 Equations du type 1

Soit g .,
o un nombre réel, On considére I'égquation: (£ J:lanx = a
Cxiste un réel x, tel que: @ = lanx.,o0 X ¢ ! X

eaia 22
” ‘:'Utmns dans R de I'équation (%,) sont les nombres réels: x. + kxr o
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Résoudre dans B, puis dans l'intervalle }- 7], chacune des équations suivantes;

1) 2eosx =1
2) 3+ 2sinx =10
3} +Va =0

4) cosx +sinx =10

5) 3sinx — y 3esx =0

8) cosl2x + ’:l + coslx + 2
7 cosIx=10

cin2e+ %) = (
B)am\-xl.s! )

9) sin2y =1

10) cosSx =—1

11) 2sin{3x)— 1 =10

12} 2cos{ 25 - rq(| + =0
13), 2sin| E -3+ 1=10

El_/3=0
4I v i

15) v 2eosl2me - &=

14) 2sinimx +

Résoudre dans K les eguations suivantes :

1) 3{1=sinx) = 1 + o5 2x
3} sinx +sin2x +sin3x =0
Sheos'x +sin'y= cosdx

(Exercice -3

2) /2 cos 20 = cosx + sinx
&) sinx +gin 3y +cosx + cos 3 =10

6) 2sin'x — cos 2y — sinx =0

Résoupdre dans K, ies éguations suivantes :

1) 2sin'x = sinx

6) cos3x + sinSx = J Zsin13x

2) ooy w4 ‘.:2 =y3eosx—=y3I=0 7) Zeosdx + ¢ 3sinx + 005K = it

3) 4sinix + 21 =V 3)cosx + /3 =4 B) 2eos'x+ cosSx =1
1

4}9

4 L= = 34 1

9) [sinv + 4 Fous 2x) — § = cosi2v
fin o B !
5) 3= 4sin'x = 2cosaldsin’x —3)

o

o

1) Factoriser les expressions © sinSx —sin 3x et sin5x + sin3x.
2} Montrerque: (wx & B ) sin’Sx — sin“3x = sin 2x.sin Bx

3) £n déduire les solutions de 'équation : 2sin’Sx +cosbr— 1 = 01X E

| Exercice /1

£ =1
Soit ¢ un nombre de l'intervalle }1%[ tel que : sind = y5=]

LT
f / 1
1) a) Montrer que : cosol = 104 ;—2Q et que ; cos2a = -
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b) vérifier que & est une solution de I'équation : cos4x = sinx .

2a) Résoudre dans l'intervalle }) 5 I'éguation : cosdy — sinx = 0

b) £n déduire la valeur de 0.,

on considére dans E I'équation : (£ sin3x + sin2x = 0

1) Résoudre dans 'intervalle |, | équation (£).

2 3) Montrer que : (Vx & [R) ; sin 3x = sinx(dcos’s — 1),
b} En déduire que I'équation (F) est éguivalente a I'équation :

snxfdcos's + 2cosx— 1) =10

¢j Déduire de ce qui précede les solutions de I'éguation

doos'y + 2eoosx— 1 =10

3| Résoudre dans B I'équation 4X° + 2X — | = 0, et en déduire les valeurs
4n

4
exactes de cos =§75 5008 =

On considére dans 2 I'squation: (£):tan| ‘-f — x|+ tan{ &+ x|=2/2
4

1) Déterminer 1) 'ensemble de définition de 'équation (£).

2)a) Montrerque : (Vx & IR) ; cos2x = :msi'-ﬁf x|eo

) En déduire que: (vx & D) ; t::u';-]} — x| + tan| 5[ ==
3 Résoudre dans 2 I'équation (£},

USoit x un nambre réel.
3 Mantrer que ! sinx — /3 ecosx = 2sinfx 2
; . . . T 2l
b En déduire que : | — J(sinx — /3coss) = cos| 2 5

2 ST :

W-‘Scudre dans B |'équation: (sinx — J/Boosx) = 2 - /2

1M >

e Ontrer que pour tout réel v de lintervaile Ir[, ftl
a: 2

i
’ Y1+ sin ~ GOSN — sing
) B, "

Oudre dans lintervalle IJT. ‘E[[ I'ggquation : cos|x - T | = cos(m — 3x)

3 En g
dédy; 1 Y ' S o
duire les solutions de Péguation s /T 7 sindv— 3 cos T =0 1 xe In‘ 131[
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,/_1/2

1) a) Montrer que : Cos 15 11 b) Calculer : ‘.m]l et mnu

2) Résoudre dans R les équatmn suivantes:
a) (/3 + Deosx+ (V3 Usinx—2=0(1)

1+ Ghml 2
-3
B /3 tanx /3@

| Exercice ==

1) Soit x unréel de l’intewallelﬂ.%l;an pose : Alx) = + sinx

- sinx

e
a) Vérifier que - (cosx + sinx) = 1 + sin2x

cAlx) = L sindx L sdui S AT /3
b) Montrer que : Alx} = cos2a Puisen déduire que : .\( }I 1+ /2
1 + l-mx n

c) Montrer que : Alx) = o puis en déduire que ; tan 3 J2—1

2) On considére dans B quuauon.{.‘t}.amx- (V2 — 1)sinx = 1

a) Montrer que I'équation (F) est équivalente a 'éguation :
e T\ _ o L8
(_Oh{.l' + S cos R

b} Résoudre dans B l'équation (E).

1) Déterminer D l'ensemble des nombres réels x tels que : cosx + sinx # 0
2) On considere dans 'ensemble [ I'équation :
(E): \mxf ms:c_-y_:_[ =3y

SHIX 4 cosX
a) Montrer que : () s — 1 = 1 — sinxcosx
SiNX + COSX
b} On pose: 1 = cosx + sinx
Montrer que: (F) e '~ 314+ 2= 0

¢} En déduire les solutions de I'équation (F) dans ).

T
[Exercice Y

1) Résolvons 'équation (1) 2 cosx = 1:

Sinx cosx)

Soit xR, ona:

Ona:loose=1 s cosx = _i'

=2 COST = ._-m;i_“
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J,r—' TrUm keT
=4 ou
_t=-—-¥ t2%km ke Z
ponc lensemble des solutions de I'équation (£) dans R est:
3--_“‘ + 2kMk € 3’,]u{ f; ¢ Zk:rz:h-'.-}i}

ot lensemble de ses solutions dans lintervalle | ] est: § = {— g EH

2) Résolvons 'équation (£): /3 '+ 2sinx = 0
Soit ve B, ona:y/3 + Zsine =0 = sinx=— ~23
s sinx = sin{— ql
[A'=-§'+2m : kEZ
e=1{ ‘ou
o T 5 =
x=q+ g+ 2 keZ
Denc l'ensemble des solutions de I'équation (/) dans 2 est:
§=1-% + 2k i-_'-?;'} UlAE 4 gk ('.'if
etlensemble de ses solutions dans I'intervalle Fmm]est:s= | 3:1: T{}
3 Résolvons Féquation (£): 3tanx +v3 =0
Soit x un élément de I'ensemble & — { T ykmke? }
3

Ona: Jpany+ V3=0es tanx=— ""1

= lanx = leul{_ ';)

3K =—g +ir:k €L

Done |1 . ¥ 5
nc lensemble des solutions de I'"équation (F,) dans Rest:

8= n
~% Hhmp t'z}
etle %
3 Nsembie de ses solutions dans I'intervalle Fmn)est:s5=1— :; 5(“ I
i e 2 ’
“solvons 'équation (£.): cosx +sinx = 0:
ot xe R, onas

Onia.
Nascogy 4 siny

= 0 s cosx =—3sinx

n
52 COSX = cus( 5+ xJ
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x:%-+_\"‘3kﬂ' ke?

=1 on

r=—s—xt+ UK ke Z

7
2

- == I,E + Umik €2

=x=-Lrimiked
Donc I'ensemble des solutions de 'équation (E,) dans & est:
§= {-EH ki k :-_Z}
et I'ensemble de ses solutions dans I'intervalle |- m | est: § = i = } T]f
5) Résolvons 'équation (£ ): 3sinx -  Geosx = (2

Soit ¥ K, ona:dsiny - deosy =0 e siny = ¥ ;“ cOSX

: S i A
Puisque: cosy = 0 = x = "_E + Mk € _-;etsm\_-:‘k“tl'—l

Alors les nombres =+ 7t pour tout & &

L, e sont pas des solutiens de
'équation (£.],

On peut considérer que tx # ]: + k%t cest-a-dire

Dore i {E) w=s tunix = ."3
i

o= X = lan %

3
s

x=% bk eZ
= g tAmikEL

Lensemble des solutions de 'squation (F.) dans 2 est:
5= !1‘: +EkMiked [eﬂensemble de ses solutions dans llintervalle |- 7
X [ s ::]
§=l_om
est: 8= -0

G'.'Résqlvansl’équaticn &) cosl2e+ T +ocoslx + Tr‘j 0
3l i}

Soit x € B, ona:
s ! . it {
cos{2e+ % ]+ cuslxt ) =000 on(204 B ) = cos{ 4+ &)

o= t:i;s[Z.\ + TJ crm[n X ﬁ]
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PRy 7 :
2x 3 6 x+2Un s keZ

= (21

5 =
w+ B =T dxtun kel

x=7 +2m; kel

n
2

)
‘X—g 2t 1 kel
e o
x=— T rum i kel

Donc l'ensemble des solutions de I'équation (E.) dans 2 est:

§= [2 + y‘;‘:k r:'-.z]»u{'g“ + 2kmk € E] et 'ensemble de ses solutions
i Cw . 51, it

dans I'intervalie |- mim]est: § = {ﬂ, = “2}-

TiRésolvons I'équation (F-)cos 3y = (:

ot xER,onatcosd =0 e=s Ir= & + kmik

= +

Donc l'ensemble des solution's de 'équation (F:) dans = est:
o ke 2]
& '"’b + _‘.L £y
lensembla de ses solutions dans I'intervalle }- 7| est:
q_iﬂ_n_s_n__ S R
=L g oG 2

#iRésolvons I'Equation (£,): sin(2¢ + &)= 0:

A

txe Roonazsin(2vs § )= 0es 20+ § = x+kmke
T kg =
s 4 = 1,‘1 hE &
Done | : =
"¢ lensemble des solutions de I'éguation (£,) dans K est:
$= { T okm
Lt Fikie I

ety
2nsemble de ses solutions dans 'intervalle |- mt:at | est:

Y=L T 1sn
Ulsi 164167 1o }
Margye: ; o .
Aque: on peut résoudre |'équation précédente en utilisant I'équivalence
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suivante: sinX = 0 e X = kx k€2
g) Résalvons 'équation (. ):sin2x = 1t

Soitx€ R, onadinlx= 1 & x= E + NmkeZ

« at;nd-kll'.ki-:f
Donc l'ensemble des solutions de I'équation (E.) dans X est:
5= [’; + Mk € zl
et l'ensemble de ses solutions dans I'intervalle |- mtimt]est: § = {7_: -‘:‘
10} Résolvons 'équation (£ cos Sy =— 1:
Seit x € R, ona: cos5x = -

| e= Sx =10+ 2RIk €5
ey Bhm o
smx= g b Sk €&

Donc l'ensemble des solutions de 'équation (F..) dans 2 est:
5= {T‘ ¢ B a.-—.z}

5 5
et 'ensemble de ses solutions dans I'intervalle }- ;] est:
_|_®m. _3m.om 3w ’
5= 5 5058 s

11) Résolvons V'équation (£, k2sinl3x)— 1= 0;

Soit x& R, ona:sindx = 2
lih- = }: + 2%r kel

et o

| ,
5 e= §in 3z = sin

‘st':'-if)*?.iu. kEZ
x= ]’; + 2’%}{ kel

=i on
X = ?‘: s 2"3” k& %

Donc Vensemble des solutions de I'équation (1) dans 2 est:

S
5= llH . 2"_‘“;1.- E'?,I’IJ{T:: L Z et fensemble de ses solutions

dans lintervalle | mmest: s = | %137, _ |im sw i7m, 9%},
t Jest: I8 18" IR I8 I8 I8
12) Résolvons l'equation (F 12 cos| 2r ’:}; I.=.0;

Soit x € R,ona:zc{ms[zx -i[:lt; :

0 s tuﬁ(?_.\' I: }

ey u:sr(lx g :| ‘:cn.\'[ "f;
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ey, ) ” B,

lh" BT ttm ke’ Ix G AR ke Z
il o - e={ oy S

i P - " =7

-5 = -3+2.hl,.t{-1: x 'w'“‘-‘ A

ponc l'ensemble des solutions de F'équation (E.)dans B est:

n
34'%’ 4 KTk EZ}U 45 +dmk e Z}

et Fensemble de ses solutions dans I'intervalle |- ;7 |est:
5= Im:_ 17m.  Tm 237

30°° 307 307 30
13) Résolvons Péquation (£, ): /2sin| T — 3x) + 1 = 0:

L]

Sit x € K, ona: "’2sin{’; - ;h—] + 1=10 e :.n-.{?_.f - 3x| E

2

= sml’]; x| = sin| g}

l?-n--f;un.xhx
i b
» x. .
{.l'[ -:fﬂ'4?3kﬂ:ll Z
Him | 2km
I." n\“l Ll ‘ . “' &y
=2 \ou
__3Iin %R o
v T R TkEL

Dﬂm?’nnwmblt‘ des solutions de 'équation (£,.) dans R est:
s.[lln SR i M, 2 ;
B4 TS5k :-af]ul &4 "';";J. [ ;‘Z}
ot i
ensemble de ses solutions dans Fintervalle |-mim | est:
S={ln 6Tn.  asx i 2 4
: S’ 31w 25w Sim|
BURCORE T R4VRM T
14} Riks, o
IMsoIvnnsleqtmnonh'-'ul 2uin| x4 rit'| .
:sm{n.,' i f:} V3= 0 e sin| x4 ‘T,’ v

3 Y =
YER, ona; ;)

e -un{.rh P f;ll .»m[_T{'i'

‘rmff Traminez
et oy

mr_’_} n Ti?kn;h)’.
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| ke
|.\“— 12 +2 kel
=1 ou
5 i
I_t=-12+2k ke Z
Danc l'ensemble des solutions de 'équation (£, ) dans 2 est;
§= {ilz + 2k &5} u{ 1":, + 2k &Sl et'ensemble de ses solutions dans

‘i - s e 25195, 39}
l'intervalle }—x.niest,&—{ 3 D

15) Résolvons I'équation (E_): 4 2 cos{2mx — EI

Soit x€R,ona:yTcosl2me~ T =1 e= cos|2mx - ’g]— 2
A\ - B -

Done l'ensemble des solutions de 'squation (£,,) dans & est:

A= {1-4 +hk &2 l [2"1 + &k = Z} et l'ensemble de ses solutions dans

Vintervalle |- 7,1 | est:
S:{_m 4L ¥ 7. .3055. T 47 83 25.49. 73]

<R Y S Y 7 B Gl ¥ Rl v e R 7 i G I 241
Pour déterminer ces solutions, on part de I'encadrement : — 7t < ;_1 k=T
puis, on obtient les valeurs de & tellesque: k& {— 3 — 2 — 1:0:1; 2} (de
méme pour les nombres .,l__‘ +4).

1} Résolvons dans ¥ | 'équation : 3(1 — sinx) =
Soit x€ 2 ana;cosds= | — 2sin'x
Donc: 3(] —

=] +cos 2y
SINX) = 1+ cos 2x e 301 —sinx) = 2(1 —sin'x)
= 3] —siri®) = 2(1 = sinx) (1 +sinx)
e= (| —sinx)( | —2sinx) =0

e= sinx = lousing =

2
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Wug:siﬂ.‘l':l!ﬂ.r'—' + 2k kel

=B |

etsinx = % = Sinx = sin b
S

Ky okmik €Zoux= G +2mikeZ)

e [x

nonc l'ensemble des solutions de [‘équation est :

5,{,}+ Uk ez]ul?g + Uik €2 013K & 2ok szl

1| Résolvons I'équation 2 cas 2x = cosx -+ sinx:

5 \
Soit xE H,ona:cosx + sinxy = = COoSx + = sinx)
I = %, a5

= /2| cosScosx + .\m-{’:sm x|

= JZeosix - 1}—,

= . ] i
onc; 2eos 2x = cosx + sinx e= cos 2y = cos|x — 2‘ /

[lr = x- 4 &=
s {0l
x==x+ -l + 2kx

'r'-'- f—ﬂm ke
el o

U 2R | )
V= I} . .._‘.'... e

Dong lensemble des solutions de 'équation est :
§={_T ¥
l"_'l- + 2k e 7"]U|i’:‘I B '{‘J!;l- _'-Z][

3 Re v ) ; ; =
/ Eso!vonslequanon siny +5in 2x +5in3x = 0:
Soi 1 3 i3 ;
tre Ronaysindy + siny 25in |22 L lcos| 25-F | = 25in 24 cosx

Donp - o i

1 shye e ar "

SINE+ 50 2% + $in 3y = (o= sin 2y + 2sin 2veosy = ()
=3 (1 + 2easxlsin2x =0

e OSA = IDU sin2x=10

Py ’

BUE Sinde = 0 e 2p= ATk €2
(919 =
LS

= =
LTIV | 2
“Eipre 5§ =% COSX = COS "-.f[
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1=+ uniker
= 10U
v=—2F + dkmke Z

Alors 'ensemble des solutions de I'équation est ;
,s:{%“;k (54 }U{—zsl + 2km ik sz}u{—?—;—H 2kmik € Zl
4) Résolvons 'équation sinx + sin 3x + cosx + cos3x = 0

Soit xR, ona:

r 3 {3 [ ay —
sin3x + sinx = 23;11{%]{:05#" - 2

) = 2sin2x cosx
cosx + cosdy = I’.cos("i,f-i}cosﬂﬁ—z_—x}: 2cos 2x cosx

2
Donc 'équation éguivaut & ; (cos 2x + §in 2x).cosx = 0 signifie que :
cosx =0 ou cos2x +sin2x = 0.
Etonatcosx=0e=x=5+kwikeZ

Et: cos2e+sin2e = 0 ey

= X=
Donc l'ensemble des solutions de 'éguation est

S:{%-i- kT ke Z }U{STE+ %j—t:i = 3]

5) Résolvons 'équation (' kcos'x+ sin'x = cos 4x:

Soit x € B, ona: (cos'y + sin’x)] = cos'x + sin'x + 2sin‘x cos'y
Puisque tcos'x + sin'y = lalors 1 cos's + sin'y= | — 2sin‘xcos'x

Etona: sin2x = 2sinxcosy donc: sin‘yeos'y = _is-lll':’-t
Dol i cos'y + sin‘y = 1 = ,lisin’h

Etona: cosdy = cos{2x 2x) = 1 — 2sin'2%
Par suite 'équation (F') équivauta: ] — Lein'av = 1 - 2sin'2y
c'est-a-dire : sin’2y = 0 cest-a-dire : sin2y =0
Chna:sin2x=0w Ix=kriked

== '{‘,':‘-

KETZ

434 ‘ Calcul trigonométrique

For more visit: L9ray.com




ponc lensemble des solutions de I'équation est : § = ‘ kgt H. EZ}

4 Résolvons I'équation 2 sin'x — cos 2x —sinx = O

qitxeR,onazcos2x =1 - 2sin’x

ponc: 2sin’x — cos2x — sinx = 0 &= — sinx(l - 25in’x) — cos2x = 0
e= — sinxcos2x — cos2x =0

e cos 2x(sinx+ )= 0

s cos2r = 0ou siny =— |

Rona:cos2x = 0 &= 2;:.514. btk €Z

= LRI
¢=}x_--4+—2 ke Z

ﬁ:sinx'-—lmx:-g

+2kmikeZ
Donc l'ensemble des solutions de I'éguation est :

$={E+ BB p e z]u[—l}+ 2k sk €Z |

! Résolvons dans & I'"équation (# ) 2sin’x = sinx:

Soit x & R,ona: 2sin iy = sy e 25in Sy — sinx=0

e=s sinx(2sinx — )= 0
2 1
= sinx = 0 ousinx = 3

[.\- =& 4 2%x 3 k

6

c=ar— Nt 2w s hEZ
% == 2k &

Done Iensemble des solutions de I'équation (£;) dans & est:
I= {

ea (x = kk €2) ou ] ait
4

ik eZbo{ % & aun ez} o {38 + ik €2

) :
Rém'\'ﬂns dans B I'équation (£) Zeos x4+ (2— ieosx — 3 =0:

Soit ¢

. Xt R,I‘Jn pose ! X = cosx

“auation (F:) devient: 2+ 4 (2 - V3)X =3 =10

disey; - '
Seriminant de cette équationest A= T+ 443 (2 +4/3) , etles

Utons sony t-let .-23 :
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3
Donc:(E) = cosy=— loucosx = 7

g =t i o e
I,r— &t kel
e (x= T+ 2kmk €Z)oud ou

.\'=—-?é+2k.-‘r 4

Donc l'ensemble des solutions de I'équation (£ ) dans & est:
s={n+ dmkezpul® + dmi r—:1u{ 4wk €Z
3} Résolvons dans R 'équation (£ 4sin‘x + 201 =y deosx +, 3 =4
Soit xER, 0n3 () ea 4(1 — vosn) + 201 — V3)eosx + V3 =4
e — deos x4+ 2] = Y3leas 4+ 3=0

Onpose: X'=cosx, 'équation (E.) devient; —4X° + 2(1 — /31X 4, 3=0

Le discriminant réduit de cette équationest: A = 4 + 2, 3= (1 + , 3] 2t
ses solutions sont: | et - ",3 ¢
Donc: (F) = cosx = 1. OU cosy = = ‘a,i

[ = -,

E.\'= Tt %k ke Z 1 KE
e [ g

||*==5+2%x pke 3 ke
Dol I'ensemble soiutions de I'équation (E.) est:

i f | : ]
§= | Lok e .3} Ui+ umkezfu [ T 4 kak € "': L Jl""[ ok 22
4] Résolvons dans 2 I'équation: (£). 1. 4+ (1 - /3Juanx =1+ .3

a 08 X

Z T . . S %, prfi €5
Seoit x & 2, l'equation (£, est définie i et seulement'siz x # 5 + AF/8
Soit x un diémentde; /g - i"'_} Mk e j}

Ona:lE) = antx + (1 — 3 )anx = /3= Dcar L= +ns
cos’Xx

Onpose X = tunx, Péquation (£.) devient: X° 4 (1 = /31X =110

Le discriminant de cette équationest: A= 4 + 2,3 = (1 + /3] etses
solutions sont; -1 et /3,

Donc: () &= tanx =~ | ou tany = /3

g'- Kk €2 ou {_t— ’: +kT ik E z)

= T =—
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(es nombres appartiennent tousa ¥ — [ ’: +h kel ]].
donc l'ensemble des solutions de I'éguation (F,) est:
=)
o -‘: + KTk t—:éﬁiu H + KTtk l.'.—:jv
5) Résolvons dans & I'équation : (£.):3 — dsin'x = 2cosx(4sin’y — 3)

st xE R, ona:(F) e (3 —dsin‘al(l + Zeosx) =10

(3 :
o | :.mx-",-l' + sinx|(] + 2eosw) = 0
S5 | g i
&= sinay="57 10U cosy =— 50U §iny = — £
_ 7 Iz . »
[\ g+ 2k ke Z J."= Z 2T kE A
=1 i ou |4 o 1
= 2x . Tx
=S4 2w ke s=T s nr irez |
i = )
|r-—‘*3m keZ|
ouli ol
in - |
x=+lun kel
| -] J

Denc Pensemble des solutions de |'équation (£.) est:

$={F+ dhmne 2)u ]2 + 2imike ztu{-%+2

Ul'd:'.'wa. e =l 1 AT L |
FrAmke Zpul—"+ Bmke ',’l"l & T UTke 2
#Résolvons danis' R 'équation (£): cosSx +sinSe = ¢3 sin (3

Soit y = 1
txe H,0n a5 cos S8 4 sin Sy v 2onsi Sy — I
4
Dene ;

(E) e cos|5x ‘Il #in 13y

s cos{sy - T = eos| T~ pay)

4 2
[Sx- =5 1%+ 2% skeZ
== Loy
|i\- &=—T% + 13 U kel
i T ke
=3 {ou
I x o
e 3T k:f Toke ]

Caleul trigonométrique . 437

For more visit: L9ray.com




Donc lensemble des solutions de I'équation (E.) est:
5= { kez} [ +mke?}

7} Résolvons dans R I'equation (E): Zeosdx +  Isinx + cosx = O:
- u \"IJ.‘ ” ; ‘ T _—
Soit x € R, ona:/3sinx + cosx = 2{‘ 5 sinx + 2"%"}' 2»05{;: - I:]

Donc: (E) e= cos3x = uusiu = {_x % ’,:'”

isxr-xf“§ +%x kel
=1ou
3x=r—4—'1:‘- + 2w s keZ

{
E
(3]

x=— tix kel

Donc I'ensemble des solutions de 'équation (E.) est:
.s-{ mk(‘?} [ zf¢kﬂ::k52}

8) Résolvons dans R I'équation: (Fy):2cos’'x + cosSx = 1
Soit x€ R,ona; 2eos’x— 1 = cos2x
Donc: (E) &= cos2x + cos5x = 0
s cosSx = cos{ — 2x)
[sx=n-m+2un ;kez

== 4oy

iSI-'-J'Hlx*ZML keZ

T, 2k e
2=F+F L KEE

=lou
L .
r=—gt 5" ckelk

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (F,) est :
o 02k 1 i, k% ol
,s.._{? 1‘*‘-‘2['J|'3'* 3"‘”‘5[
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9) pésolvons dans R I'éguation :
.- : 5y =
(EX [sin2e+ Jeos2x) — 5= L(Jsglx' - (‘J

st €%, ona:
1 " T

A s iy f
af+ w08 2x 4 wsindx| = 3‘cn.\'h oo 2x + sifl g 8 2 f = 2eos{2x -~

. T
Iposly = 2 3 ra

ity
ponc: () e [2eos(2x — B|) — 5= cosf2x = F)
T T
e duos (20— £ ) - cos|2x - 6)-5=0
Onpose: X = cn.»qlr - g.l et I'équation devient: 4X' — X —5= 10,

lediscriminant de I'équation est : A = 81 et ses solutions sont : -1 et :

pusque:—1 < X = 1, alors: X=—1

AE - ) D
dong; [E‘Jhgn_\llzx- ﬁ}__] car4>l
=w-F=n+umkel

=iy = ‘f-g+ht;& eZ

Donc l'ensemble des solutions de |'équation (E.) est:

=11z, kmk \-.EI

12

- 3 3
Y- Factorisons sin Sx — sin 3x :

Biccon
*"3ppliquant la formule : sina — sinh =
“ERetheR,

Ona: ginspe wra :
" SInSx = sin Ay = 2 cos dusing

- F ') .
ctarisons sin Sy + sin 3y

Enapnl: Loty
prllquant la formule : sina + sind = 2sin| i E b :lt‘(?ﬁ[
ER et h e R
Ongz. _
TS SaH sin 3x = 2sin dx, cas 2y
M
ontrons que : (v & IR)sin'Sx — sin®3x = sin 2xsin §v

Soit =y
X D a.n
YER, ona: s Sy — sir

On Obtient o

= (sinSx — sin3x)(sin Sx + sin3x)

aprés laquestion précédente :
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sin’Sx — sin'3x = (2cos 4xsinx) (2sindxcosx) = (2sinxcosx) (25in dy ooy i
En appliquant la formule : 2sinacosa = sin2a pourtout g & .

Ona: 2sinxcosx = sin2v et 2sindycosdy = sin8y

Donc : sinSx — sin’3x = sin2vsin8x

Dotz (¥x £ IR) ;sin’Sx — sin'3x = sin2vsin8x

3) Déduction :Soit v € B, onaensbr=cos(2 % ) =1 - 2

Cest-a-dire ; coshr — 1 = — 25’3y
Donc: Zsin'Sx +cosy — 1 = 2sin'Sx— 2sin" 3 = 2{sin’Sx — sin“3v)
= 2sin2xsin 8y
Dlod: 25in'Sx + cosby — 1 = 0 e== 25in2vsingy = 0
e=stnly= 0 ousinly=(
Puisque i sin2i= 0 o Ix= kN ik € Z

nF{*.

=X =

et sinBx="0 e Sx=4n .k cZ

=N= %T hEeF
Alors l'ensemble des solutions de I'équation @ ¢ - {*1“ ke :] | J‘S ik EZ |

Exercice

Ona:cos’@ +sin‘@ = | dest-d-dire : cos'o = | — sin’dl.

Puisque: () <ot <—_ alors : cos@ > (; donc : cosa = /1 —

etona:sing =
coso = ‘.i = L2

- Montrons que : cos 20 = =

£k
Ona:cos2d =1 — 2sin’ uehmcr.- L
Donc:oosl2a= 1 - fﬁ_ Bl g _.,/,. L+y5

4
b- Vérifions que o est une soiunun de I'équation ; cos4x = sinx

Ona:cosdet = 2cos'2a — | ot cos 20 = l_f‘i.'[f‘.
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1+ /5| 26+ 2 .5 _34Ys L=

porc  cos 4t = z[.—gf.} SR I V(R LY (MR <
= i ',rrs__ 1

golicos40.= ié:;l—] etsing = “= =
ponc @ est une solution de I'equation : cosdx = sinx.

par suite : cos4Q = sind

s : e " ki
1) & Résolvons I'équation cos 4x = sinx dans l'intervaile [, 3 {
T [

1
it ¢ un élément de l'intervalle r.l

aedy = sirix = cos dx = cosl J,;[- x|

= [dy= ]-f — &+ 207

I T
=% |:X =170 4+ £4 TR B
eona: {J<I%+;g—{-«:%¢-_—4u<l+4k<5eu.=-_=i;
et <k <lerke?
=k=10
etona: 0<—%—+2—ﬁ—’1<-’} =0 <— 1+ dk<SeakeZ

P % < k< etk e 7 impossible
Donc I'ensemble des solutions de I'éguation cos 4x = sinx dans Fintervalle
}’-El Bt §= IJT}
e T
b Dég, uction ;
Puisque o &5t une solution de 'équation cos 4x = siny et @ & LJ. ].',E‘ etona;

T

alors:a = it

5. R
15 *t'unique sofution de cette équation dans lintervalle b T

1}
Résalyans dans l'intervalle }--'ft.n ]I‘E'-qu.;tian (E): sindx+ sin2x =0
it ye B

na.
SIN3Y 4 indvi= (0 o sindv = sinl— 2%

e (Jv=1 - W KWk EL
ou3x=— 2+ UTikeX)
. oy =g+ 2k ik € Ziou x =247 e 7)
mbie des solutions de I'équation () est:

[n B 4%1!}
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3) a- Montrons que : sin 3x = sin(4 cos’x — 1)
Soit x & R, ona: $in3x = sin 2xcosx + cos 2xsinx

= 2sinx.cos’x +(2 cos'y — 1).sinx

= sinxd2cos’x +2cos’x — 1) = sinx.(4 cos’v — 1)
Donc : (vx € JR):sin3x = sinx (4cos *x — 1)

b- Déduction :
Soit x€R,ona:

sin3x + sin2x = 0 = sinx{4cos'x — 1) + 2sinxcosx = 0
o= sinx{4cos’s + 2cosx— 1)=0

Donc I'équation () est équivalente a I'équation ;

sinx{4cos’x + 2cosx — 1)= 0

¢- Déduction : Soit x € B, on a d'aprés la question précédente :

sin3x 4 sin2x = 0 e sinx{4cos’s + 2cosx — 1)=0

=2 sinx= Ooudcos’s + 2cosx— 1=10
etona: sinx=0esx=km;kelZ

D'aprés la question 1) les solutions de I'équation 4 cos’s + 2cosx — 1 =0
sont les nombres : %ﬂl-,'k cZ

(vérifier que kn/k € Z n'est pas solution de I'équation
4cos’s + 2eosx — 1 = 0)

3) Résolvons 'équation : (FE4X" + 2X — 1 = 0
Le discriminant réduit de cette équationest: A' = 1 + 4 = 5

ses solutions sont ; — l—;—--—ﬁ- et —I;Lh

- Déduction : En posant X = cosx, 'équation dcos’y + 2cosx— 1= 0 de-
vient 4X" 4+ 2 — 1 =0

D'aprés ce qui précéde, on a : cosx = _IE'/S ou cosX = — _: =
Et on a les solutions de I'équation 4cos's + 2cosx — 1 = 0 appartenant a
[0.7|sont : 2;3 et 4;53 .
Dna:(}(?;[ 4327-'- et lzz- <§-f-[ <7t et cos -§- >0 et Lﬁ"‘és?g <0

Donc: Lm;?';! — = la/_—s et c”s'f‘iﬂ syl /5
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péterminons D: !

) ¢ g-xa!gﬂur;khi x;-juz;gez

ptrER,ona: xEDes e
§+xiﬁ"zr+kﬂ;kﬁz z-ﬁ-fﬂr ke Z

woc: D= 1R~ ([ kn s kez ful-Zskn s ke 2))

Jla-Montrons que : cos2x = 2 um(% —x)cos(% +x)
Daprés la formule suivante :
vlah) e B : cosa cosh = %Icﬂs(u + b) + cosla— b))

Ona:

T ya)= Heos(T x4 ot x) s cos(F—x- F -]

m(} — X]C()s 4

= %stg + cos(— ?.r)}: %CDSZT

Bonc: (vx € IR); cos 2x = Zcos(.g- "x)ﬂ’s(z_‘+’J
b-Déduction :
SitxeD, ona: ®
) (g o) 0] nlEed)
Lm“; -‘i cm(: * .r}

cm("'_f t)cns(": + x}

sin{ﬁ- x4 f + x} Zsin’.} 2
> i wsi‘.\'. = Foidx - Gosix
s Dbt o) 1 n(§ - 1) =

3 ;
IMSOM’"!‘ I'équation (1) dans 1:
S"ﬂlx(. n;ﬂna:
X, n e
B ()t o g2
= cos 2x ';;

= Cos 2 = cus;’;{"
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A=7§+k:: ke
e=¥YolU
x= - kw REZL

.\'={%+m ; arz‘,lg—: + ks k r:,’-;:l‘c
| Exercice 513

1) a- Montrons que : sinx —

[Icosy =12 5in{_.r = ;SI f
Soit xc B, ona:
sinx - JAcosx =2
Cest-a-dire : siny — y3cosx = 2 s]nEx -5

3
b- Déduction :

nx ,\m?cus.\'. = 2sin|x

Ona:l - -!,-i:.m.t = ‘.’rjco!ix'I: =T HEsin[r e Tf:|' = 1= 2sin[x-

En utilisant |a formule : 1 — 24in'g = cos 2a pour tout a
| {
1= 2sin'(x = I.;::| = ms[.‘-‘l.\' - I!‘5]| cos|2

Donc:1 -

Pk

fas /1 \: { s
Fisiny — /3eosx) = cos|2x "?’I

2) Résolvons dans & |

S e . 3 { A
Seit xe H,ona:il - !,-\r.»mx ~Bcosx) = cos| 2x - ”-E]

équivautd: 2 — [sinx — Beosx) = Zeosi2x - 2{[}

’ - - 2 7
équivauta: {sinxy — Ieosx) = 2 - Zcos(2x— 2T

Donc : lsinx — Aoosx) = 2~ /5 e 2 — Jens(2y .y_§E| 3
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5% =

=2 l‘}h‘
[.‘c— 5g thrikeZ

onc I'ensemble des solutions de I'équation (£) est
s={UE s im: kez}u{$E+ i kez)

[Exercice £7/]

1) Montrons que : T+ 5in 2x =— cosx — sinx
Seit ¥ un réel dans lintervalle J’l( -‘ml‘
Ona:sin2x = 2sinxcosxy etcos'x + sinx= |

Donc: | + sin2x = ¢os'y + 2sinxcosx + siny = (cosx + sinx)

Dob: /T + sin2x ,(ims\ + sinx)’ = lcosx + sinx}

Puisque : T <y <-—— alors: cosx <0 etsinx <0

Donc : cosx + sinx <U. Dlou ; icosx + sinxl=— (cosx + sinx)

Parsuite:l‘v’.r = ]7‘(.2‘.—, !I s JT + sin2x =— gosx — sinx

2} Résalvons I'équation : T < x < g (.'(}&l:.\' §} = coslmm—3x)

Soit 1 un réel de T'intervalle irt, ,ena:
[.r :1 =g—3x+r i kel

tm‘_‘-_ i ] = cosla — 33) o=

ol
X~ ==
7k
Faa L
" e L
s fou
3T e
‘\'T- gt ke (REZ

Dé 1 ’
termingns fes solutions qui appartiennent a 'intervalle ]:'!, *3“[
SH AW 3N (16 <5 g
Qna;]n < T - < i ||(§ <5 + 8Bk <24
kel

Il g 19
r..;{'-s"“kcﬂ
ReZ

osbik=2

k ez o
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x <3 | g 30 8<3+ 8k<I2
8 2 =
er keZ

keZ
3 9
o ls <k <D
k=1
Donc 'ensemble des solutions de F'équation : cos(x - ‘.'I} = cos(m — 3x)

dans lintervalle l’n. -3-'-7;[ est:§= {l l‘.'t‘ 211(:;

3} Déduction : Soit x un réel de l'intervalle ]TI 2"’[ ona:
__J“l + sin2x =— cosx — sinx -
Donc: /1 + sin2% — /2cos3x = 0 e= — cosx — sinx — J/2cos3x = 0
e cosx + sinx =— J/2cos3x

Puisque : cosx + sinx = 2

(v{z cosx+ "{2"_ Smx]

b= ﬁ(ﬂus%msx + sinx%—sinx) =2 cos(x- I‘.l]

o= cns{x— %]— — cos3x

e =
=3 cos{a - fl') = cos(m — 3x) ;
Donc I'ensemble des solutions de I'équation proposée est : S = I Hm 2 Iﬂ}

[ Exercice

1} a- Montrons que : coslré [—EV{Z Ona 1‘—'; = 4___j:2_3..'-'1. * 73‘ - {;
ol
Donc:rm]g-'(,m[ L I = cm?"’ {:4 \InEamT‘[ -'I!/

b- Caleuler sin 'I'i et tan -1--2 _
e h ¢ 2
Ona.smﬁf su:(——— a —smﬁcns;( —<|n“cm’.: /8 .1l/'

etana:mn“-'-z:)m _Jf6-/3  (f6- /2} 3‘._3/—3_—.2—ﬂ

12 €OS ]1; ,/E +75.— L

2}a- Résolvonsdans B I'é
Soit x=R,ona:

équation (1) +(v3 + 1)cosx + (3 — Dsinx— 2=

446 ‘ Calcul trigonométrjgue

For more visit: L9ray.com




(A Noosx + (/3 = T)sing ~ 2= 0 e (/3 4 Doosz + (/3 ~ )sinx =2
s (/6 + J2)cosx + (/6 — /2)sinx = 2/2
o (o4 2 (46 /2 )ng = 2

}L‘OSI sinx =

em=3 c{)s |2 COSX 4+ Siny 12 sinx = cos %’

" b 4 pe——
e uys{x - -I-E] cos

E=Z42x ; keZ

_\_]2
=3 | Ol
x— 12 4+2krr keZ
=24 2%x ; keZ
= (Ol

x=—% +2%n; kel

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (1) est:
s={Z+un kezfol-F+2umik ez}
. & 1+ y3tanx
b-Résolvons dans % léquation (2): =" 2 = (2-¥3)
V3 — tanx
Léquation (2) est définie si et seulement si :(.t # (_T thrike r’J
/3~ lanx #0.Etona: 3 —tanx = 0 e= tanx = /3
= lanx = lill\?:
=r X = ;«:- +kn s kel
Bonc féquation est définie sur l'ensemble D tel que :
D=IR- ([{} ks k e-;:]u{f“- LAL k€ z})
S0it v un élément de D,ona:
.]‘- + tanx [-_mn + lanx

/i _ n
V. Li] = tan|x + ﬁJ

L+ /3 tanx "
F—wanx | _ Lignx 1- l-.mg tanx

1 ) :

Dong J S, Y P l:mi‘.\' + gl "'“':12'
e-,x+2 E”‘R"k(:{
e 1“3 +hkm; ke X
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Bone lensemble des solutions de I'équation (2) est :
o= l——-+kﬂ k&3 }

1) a-Vérifions que : (cosx + sl = |

sin2x
Ona:fcosx + sinx) = cos'x + 2sinxcosy + sin'y
Pulsque :cos'x + six = lTetsin2x = 2sinxcasy alors :
(epsx + sinx) = 1+ sin2y

b-Ona: < x <~§ donc: cosx >0 et sinx = 0
c'est-3-dire : cosx + sinx > ) d'oli s cosx +sinx £ 0
Donc: Alx)= S05% + sinx _ (cosx + sinx)

COSX = SINX  (cosx — sinx) (cosx <

Puisque ;¢os 2x = cos’x — sin"v alors 1 A(y) = 1 t
- Déduction :

1+5in®
Dna::l[?'-‘-!:— T J2+1
05
cos iy
§ 21 ot
eOna: ) <x <‘— donc:cosx > cesta-dire : cosx # 0
Donc: Alx) = tosinx _ eosxl]l + tanx) |+ tanx
"’5" —SIBX  cosxll — tanx) | — tanx
- Déduction ; '
1+ tan ff
Ona: *1|ﬂ] -;.%ed'f! |.|r|T|1.'n' I+ tandt
I.m T8I R
4
wM{{j 1=t + ,-HI:i;:I.m?:
AlE
o3 fin n - ¥ l :
8 e
A{ AR
Etona: 4[| - 75 L
Al) ;2+ldonr.:._‘,,ﬁ ' el
- | J

Zla-Soit x = ®, ona: “,51;_ 40

Danic ! cos{x + &)
fx + K}— R e

';E' = Xnasimn {é oS 5‘

= msﬂ leosx = tan ": sinx| = """ﬁ
= ongx — [mlﬁ- stk = |
g
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fona: tun-%’- - /2~ |, danc:

g}s{.\‘*‘ %‘IJ = C"-"% t=3 COSX ‘./3 1)sinx = 1
- Résolvons Iéquation (£): cosx —(y2 = Tlsinix = |
k inx ) e BB
sotxe B, onatcosx — (/2 — ljsiny = | e= cos|x + B)= cosd
e d= E kEZ x=2r 1 kel
[H 7= g tUr kel L” k
(E) e {000 ,] - L
x+ =% +okr kel x=—F s Un ke

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (F) est:
§={2km : k E:«E}Lr{—%—+ %R k€

[Exercice £113
| Déterminons I'ensemble D des réels x tels que: cosy+siny # 0

Résolvons dans, 'équation : cosx + sinx = 0

Ona:
ST+ sinx = 0 eme COSN = —Sinx
= COSX = cosllf,r- G i \\
e (x ? 4 kmike Z)ou (x = ; Fa+ 2w iked)
s 2 L 2mkeZ
e y== T hmb e Z
Done : oy 4 sink 0 &= x & IR { T; b ATk e }
Do D=t - T ik z)
& Mantrane que ; (1) s — | - | = sinkcosx
Sy *Cosx

5o, F
X Un dlément de D,ona:
[
Loy i i s
A sion) = cos's + Yook vsina -+ dcosasin'y 4 sin’y

cos x b sin'x 4 3o sinylcosa +siny)

Do

07 O o v

SR sin'x = (cosi + sin) — Acosasinaleosx b sinx)

Ding .
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1 'y &
Gn'e 4 cosx + 2 (cosx + sinx) — dsinxic xlsiny + cosx) + 2
TUsina+ cosx SIY + COSX

I}

3 , 2
sinx +-cosx) — ISINYC0SY + ot
= (sinx + cosx) — Fsinxeosx + oo

1

i
in’ Sx 4 25inxcosy — ISINYCOEY 4+ e
SI'x -+ cos'x 4+ 2sin e

2
N ey -

1= sinxeosy + o oen
2

=.—— = }({1 — sinxcosx)
+ Cosx

Donc: (E) &= | — sinxcosy +

s
5

=3 s
SINX + COSX

=t = |- sinxcosy
ZInX + CoSX

= 2 - 2sinxcosy

b- Montrons que: (E) es ' = 3r+2 =0

On pose [ = sinx + cosx, ona: (cosx + sina) = cos’ ¥+ sin

2sinacosy
= | + 2sinxcosy
Donc: =1+ 2sinxcosxy Dol sinxcosy = E_; e JIT

Parsuite, ona: (E) e= - = |~ sinxcosx

&S P-3+2=0
c- Déduisons les solutions de 'équation (£):
Soit xED,ana i (EYesr—3+2=10

={t=1F+r-2)=0

=I=louf+1-2=0 0
(On remarque gue 1 est une solution évidente de I'équation : ' — 3 T =27
puis on factorise par 1—1).

Puisque I'équation : £+t — 2 = () admet deux solutions; £, = 1 et . ==
Alors: (E)e=sr=1out=-12

cest-a-dire : (£) e= (cosx + sinx = 1 g cosx + sinxy =— 2
{car: ¢ = cosx + sinx)
Puisgue :

COSX + Siny = .a’il;"ijg-mﬂ 52

5 T:X] =2 |:cos .3!1_ cOSX + sin--{'—- :;ill;\'}
=2 K
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; n
cosx + siny = e /2 L‘US[,\‘ &? -l

Alors t :
= cm{.\' — §| = "'?
=3 Ur’}.'ir,\' %; = COS 4
e (x-Z=—T ¢ 2mou
x~Z =T+ Unke?)

sy =2kmke L oux

B2 § = {72‘ b 2kik e .f:}n.;{zfm;k ez
Ly =
etona:cosx + siny=— 2 = /2 cos|x — = |=—2
= L‘u:-‘[.\' = g j=—/2
Impossible car: (vx € IR); — 1 = cos{x — g: < let—y2<-1
Donc: §. = ¢ puisque: 5, © Det S, = §.Alors: S=SUS =§

o Inéquations trigonométriques

: sinx=Za o sinx<a
Larésolution de ce type d'inéquations se fait sur le c

Exemple:

ercle trigonométrique.

i
Résolvonsdans](}:B:[ 'inéquation; siny = L -l L-: o
Ona: 1 Sinf = sin(z - T) g o
Solt M le polnt du cercle trigonométrique 75 H
(%) avant pour abscisse \ '
Curviligne principale ©, figure J:\' 2

% 4 3
Soit At le point du cercle trigonométrique

[ ST
L) ayant pour abscisse curviligne principale =
Les solutions de | inéquation sinx =
Prises antra : et T" ; solt les points du cercle (# ) s
fud 3

ot figure 1), pane I'ensemble des solutions dans [0
Siny > 1 T 5

2 76 |

Bst o
E 66

For more visit: L9ray.com

l} sont les abscisses curvilignes com-

itués sur l'arc rouge
27| de I'inéquation
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L cosxZ g cosy=d

Inég —
B iles i figure 3
T - i G M
Résolvons dans |- ;7] Iinéquation: ‘?/ M)
oy 5 e i - = |

COSX = 3-2-2 <Ona; *= = cos :Ir = cos|~ :l} o T
On considére les points M( ) et M'(~ 7 ) du N

. M'f-%,

cercle trigpnométrigue (¢ ). i
Les solutipns de |'inéquation cosx = ¥ 2 sont les
abscisses curvilignes comprises entre — = et 7 des points de (# ) situés sur

I'arc rouge (voir figure 3). Donc § = I_ z : ]

tanx =g tanx < a

La résolution de ce type d'inéquation se base sur le cercle trigonometrique.
Exemple :

Résolvons dans }- ‘;

2 [ I'inéquation:
tanx =1

Ona:l= tani = tan{z+ %)

Enutilisantiafigure{1}; 'ensemble des solutions

i de I'inéquation tany > 1 est:

=[5 5{o[ 2]

L ]

Exercices
Resoudre dans l'intervalle 1, les inéquations suivantes :
N)i=|-m3n); VAanes | >0 Dil= | 111-,’;! : Bsinxeosy <= o 1508
3= “:zftl- SR > i) s a3 <0
3 TRy 0 &) =[-man];

J2eosx— |

6) /= [0:7] : Jasin[x - §) 2!

5) i'='! ]:_,F;Tll i 2sin2x < /3

=]

]
i

- |
]'..;cus\xix— II:; 5[ Sy
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1= |- Fion s cosl3) ool - )20

e ld ?g ’;r ]: Jawn(2 4 r,f'r < =

10} 1= [-m2m] ; dsin’x — (2~ 2./3)cosx <4 - /3

= IJ;'.M] : — doosiy + (242 - Dsinx— 2.+ 420
)

{)Montrer que: (¥x € IR} 1 + sinBxy = Et'ns'l:éx o

2| Résoudre dans I'intervalle l— % % rl'inéquation cos’ 4y — glr = %

| Exercice £53
On considére dans B I'équation : (E): 2cos’y — /3sin2e — 1 =0
13} Montrer que : 2cos's — y/3sin2v — 1 = 2cos| 2x + 1;“.

b} Résoudre dans 2, I'équation (E).
2] Résoudre dans I'intervalle J— -g-, ’;’i ] I'inéquation :

Vooe'y Y =
“C0SX — 3sin2x - 1 = 0

T PG,y

3

Résolvons dans l'intervalle
I = [~ m:3m] l'inéquation:
(0 v 3tanx+ 1 =0

Soit v & [, telque: v # 1} + kT

avec L 2

Ona:

J3mnx+ 1 20 ow tanx = - L2
- Al .l ¥ g B

et tanx=— 4" & tny arE %

En utilisant le cercle trigonométique
(observer les arcs colorés), on dé-

duit gue 'ensemble des solutions
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de 'inéquation sur I'intervalle [ 7t; 37 | est:
= T (= i [Uim. 5m 1I?m I
N VR .

i)
2) Résolvons dans l'intervalle [ = I— am T l

I'inéquation : (L) 2 sinxcosx <— J3sinx

=

Soit ¥ &€ [, ona: 2sinxeosy <— ¢ Bsiny == sinx(2cosy + /3 <0

* Le tableau de signe de sin{x)sur l'intervalle l— 2B est:
[ . e o]
x| =2 - 0 L
r__ =t 3 == = =3
sinx | F 4 -§ - \# %
2easx+ J3=10 T
Etona; . = e
iy G
Ona: ‘2‘3?*1\ +y350 *cm.r e s
x &7 Ve
4 O 14
mvehm o

Donc le tableau de signe de 2 casy + 3 est:

( = o o I}

- ;)

=2 IR ot
0 % +

| 2eos+ 3 =t

=
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ploi lensemble de solutions de I'inéguation sinx (2 cosx + , 3) <0 sur l'inter-

. 570,
mhl_zmﬂest: I» LTS nlu } A .fJ[

o —i| G R cosx >0
| Résolvons dans l'intervalle / l 5121 J,!mequatron. ) ey — I8 e
sitxel, ona:
3

linéquation () est définie si et seulement si:siny # *;

-3 i i T
Ond: sinx= ‘2 =4 siny = sin g

=T rom kel

e )

r=m-T4un; ke?

—]f:szest:

. e 3 -
tensemble des solutions de I'équation sinx = Y. surl'intervalle

g B 4
{57

Done l'inéquation (1,)

est définie sur / - { ’?; 3.1?‘

*Signe de 2siny — J3surf= [ - ?,I:JFI]

Una;‘biin.t SR i.\ul ¥ ‘)'.."
&

xe ] “_l,'

- W20
[ L= IO}

Dencle tableau de signe de 2siny ~ /3 est:

[y
| ¥ |—2
[ 2sinx — /3 |
. S o T
"8ne de cosx sur Iintervalle 1= |

PRI I
X 9

Cosy | !il +
—
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456

D'o le signe du quotient 7 S X = surl'intervalle: [ est;
! X =y
i @® N
% =G 5 ; | 3 |
cosX ‘:P + | e N e l
2 1
2sinx = | = p— = I
br— e = — |
COSX 3
25y —3 | 2 * g
Cos X =

Par suite I'ensemble de solutions de |'inéquation =7 0 sur 'inter-

Toon | astigo 'II?(] ]17: Snl |

ville [ 5:2

tanx — ¢ 3
vdcosy - |
* Uinéquation est définie si et seulement sit,/ 2cosy — | # Dty # T+ 4n
avec k €2

“| Résolvons dans I'intervalle | = [- m; 3t | I'inéquation: (/,): 20

Résolvons I'tquation » 2 cosx — 1 = 01
Soit x =/, 0na;: v2cosx—1=0es COSX =

=2 COSY =

S

e= {onu

Uensemble de solutions de I'équation , 2 cosx — | = 0 sur 'intervalle

3 T el
1ﬂﬂ]est[i444l N —
D'ols IMinéquation (1,) est définie sur : [ - {— 3_.‘ - ’;f‘;‘ '? :1 4772

* Résolvons l'inéquation (1,):

" Signede : lanx — /3 surlintervalle [ :

Soitxe /- l T ’}.‘,".‘l‘t
-

“Ona: tanx —3 = 0 e tanx = 1.'u1'§

ssx=% thkr  keZ

e X [_ 2..;7 : 7{4{77{7 (car x & /)
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_ona:tany ~ 3 >0 e tanx >/3
S [ S n.:tl ]mfm J‘m‘fm
dmp X E (e ZILJI];Iz (] Sy (7] s
*Signe de ¢ J2cosx — 1 surlintervalle [ :
soitx e :
Ona:v2cosx— 1 >0 e== cosy >‘r2'i

=X E ’ 2!31: J ?ﬂ-")l-t

4
h
r on
T
4
n 21
=~ /2 0
?ﬂ-
i A=
-]

* Tableay de signe de tanx =3 .

J2eosx— 1
7 A R 1 ° o & & X nooxn i ]
) 4 )

i S | i /] 3 3
L -

O BEED B D

NENAEEREBEEES

Do bl
Nclensemble des solutions de Iinéquation 1Y — -

= sur linter-
Valla | agy . v 2cosx — |
S=l3n g n.nf, [nn], |4 3n] |7 In],, |on. Sn
3 2-|UI>- i l"[i:llu ];2-|L= 4;{‘\,]4-:_,|

"' Résalvans dans l'intervalle | =

. E:RIF'inéquation (1) 2sin2x < /34
oit y &
YE1, onpose s X = 2x,donc: X € [~ 1, 2m)
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Oras llsinl\' <3 _ JsinX = .vzz‘.
s ~mEX <M

= I [y
emX&[—ﬂ-,S!U[.‘.ZT{I

A nn T,
s XS [—-2-. 6 ]1JI3.TI’

Donc I'ensemble des solutions de V'inéquation (/) dans l'intervalle | est:

| R 2 m.
S= |- :'01“"3‘“
&) Résolvons dans 'intervalle I = [0; 1], Vinéquation s (L) 2 sinx Tl
Soit xel,ona:X=x- -]-é,dnnc:.‘(f‘_'- —ﬁ:?’?l
T T
Ona,\\zs‘m[_\-- A N
. L =3
=
el Feyw<Tp
= ]I = XS JT-
I e TR
£ s — K s
Donc l'ensemble des solutions de I'inéguation (1) dans l'intervalle | est:
g |3m.Tn
§=|g

7) Résolvons dans I'intervalle | = l— EE ]i‘inéquation
(Fy:2coslax — T~ 150

Soit x € [, onpose: X = dy — ’:,donc;—x <X < -_-:’

el
T A, cosX >
Ona:J"ms‘h '}"I)U;__-, 2
x el _F{"}'-\.‘-—.‘sﬁ
=y — 1"I: <X r.";
i ;‘-«.4_:- Tf<7:
- <% ‘E
Donc I'ensemble des solutions de l'inéguation (I;) dans I'intervalle / est:
T
= }}. %
8] Résolvons dans I'intervalle f = |- &

Jian I l'inéquation:

(i eos{ %) cos|$— &) >0

4
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grxelona:i—4 <5< net-fsf-g< :Tc"pcsexz S
_x_ T
I ol
=
% cos X >0 ~
.crna:|"'““‘[i'])nc—-a 0 Loy
s a2l
A= j’ = _?(<§ z 0|
=L = ven
5 1
4
5 [
ftona: {L”![: =0 =X =T
x el
(¥ cosY >0
- Jtos| 3 = =] =0 l
.Ona.‘ v Y o [ <y <ok
xef 1_ TR
o — f<!'<§
oy - “T{llj-\(]}
= — ’}- L \f"‘f
i I cos ¥ =0
£t , Jeos| J=0
Dl‘la.[ 2 4 =1_m }‘;__]T.
= 2 4
e E-oulzi}
o= T oua= 3

Donc fe tableay de signe du produit c{\s-{;‘,"ﬁ.cassiﬁ - E:I sur l'intervalle /:
I- L 3 T 2n

'[ b ¢
L ol ” oy - -' Ty o
| | | l
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Donc l'ensemble des solutions de I'inéquation (1) dans l'intervalle | est

X AN i

S=|=%% 1u[n, 2n) )

‘| Résolvens dans l'intervalle [ = [— 'lg"'?; ]I inequation(f): 3 tan| 2v + 1: €
* Ensemble de définition »

Uinéquation (1) est définie si et seulement si:

2x+",f ¢’-2F+kﬂaveckel;
c'est-a-dire : x # ITE. + KT Svec ke 7 n

* Résolvons 'inéquation (L) :

. 87
Smtxtﬂ—{ﬁ,_:—l-ﬂ[ﬁ, + Mg esiki=

ouk=-1) 3
Onpose: X=2v+ %,
: 1t

dnnc:—g <X :"ﬁavec_\‘fl}

1 [+ Suinfzes Ty lianx <-4}
; -

o >
leellrom) T velasulia)

=-=—g<\'f--?cug<1";‘

P Wzl S o gl Mg 3B
sn— iy Slrdoe S—olig <Ak 6
h)s e P

S es- gty

Donc 'ensemble des solutions de 'inéquation (/,) dans l'intervalle [ est:
§= }-5’7- - "‘]u XX
: 127 g Y fiTg
Résolvons dans 'intervalle | = [ ;21| Vinéquation (1)
Soit x€1,ona: (L) e= 401 — cos?n) — (2= 2/ cosw<d — V3
o= deos’x + (32— 2/ 3)cosx — 3 20

Onpose: X'= cosx, linéquation (/,.) devient: 4%’ + (2 — 2/BX =3 %
Le discriminant de 'équation 4x° + (2 - 23N~ 13 = Dest:
A= 16+ 83 = (2 + 2/3)" et ses solutions sont: i et ’.,]‘
. D g /3
Dones4X" + (2 = 2/20% = /3 30 en X{_;aux-,-.z-"
= POSX <— ],' ou cosx >y
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nisque lensemble des solutions de I'inéquation cosx < 1 dans Fintervalle

= Zrtl J..n ‘m‘etl’ensembtedesso!utronsﬁe

[-man]est: S =

; /3 i 2 FN B 7 I [ o
[inéquation cosx > *5- dans Iintervalle |- m; 27 | est 15 = J’?;' 5l I & _gn‘

Alors l'ensemble des solutions de I'inéquation (/) dans l'intervalle [~ m; 27 Jest:
s:l_ oy lnn ]71'( :nl ’nw ,ﬂ]

il ) o

| Résolvons dans I'intervalle / - } rf-;z't]l‘inéquaticn (5):
Soit x & i
ALY o= (1 = sinta) + (202 — Dsinx — V2 + 4 <0
e duinin 4+ (242 = 2)sinxy = 2 <}

Onpose; X = sinx, linéquation () 14X+ 2V2 = DX = v 1 <D
tediscriminant dy polynéme 4x + (2,2 — 21X — v 2 est:
b=248/2-@v2/00

#tses solutions sont : R —

Dape..
$ths 253 = 9% — 3D o ‘33 r‘.\"-L
o — ‘;' ~1.~'m_\-‘;_£_
v ARl ]
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Donc 'ensemble des solutions de I'inéguation

(1) est: §= ]—ff’s‘ u -5‘3,5:-5_};|U]?i‘--:3ﬁ1

< 3 L8

1} Montrons que : 1 +sin8x = 2 cos (4,\'— I)

Soit x € 2, en utilisant la formule : 2cos’a = 1 + cos 2a pour tout g e 2
Ona:

2cus"(4,r— %]: 1+ ms{lH.t— I_f]): 1+ cos|8x — I—_,ff = |+ sin8y

Ponc i (¥x & [R); 1 + sin8x = 2cos’[4x — 1_{]

)\ Ré i 4 1 T ior s eos{gv=8) <]

1) Résolvons dans l'intervalle S I'inéquation : cos’| 4x 3 =

Soit rel%ﬂ, ona:cos'[dx - E'I = é = 2cos'|4x E} < |
= | + sin8x = 1

Puisque:—-g— <x<® oy pagrocqeesinfr <0

~pegreg = THE8<0ou Bx=m)

'=u(:83'51<' Dowx = E]

8
Donc 'ensemble des solutions de l'inéquation est : § -

[Exercice £1

“ra-Montrons que : 2cos'x — I gin 2y — | = 2(.0_...{ At 715 )

T I‘J{ i)

Soit x € B, ona:cos2y =2 cosiy — 1, donc:

2eosix — /Bsin2y — 1 = cos 2 — Ssin2x = 2(}

Aeosdy — %
2L(Jh-_\:

_ fl o
= 2{_.cosﬁxcos-'f;[- 3 sin.‘f,\-s]n-‘-'!-] = 2eos| 20 ;f'
Dol (Yx € IRE 2008 — /Fsinay
b- Résolvans I'dquation (E).

Soitxe R,

=1= 2;:0312.1'+ E}
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= () = 2cos(2x + ?-;” =0

onas 2eos'x — J/3sin2x — |

=+ B=Riimrez
== F?é..,. ‘%‘E:k EZ

ponc 'ensemble des solutions de 'équation (£) est: § = {E 4 ki
! Résolvons dans l'intervalle l v & I I'inéquation :

Teos'x—yAsin2x— 1= 0

Soit x L‘ j{‘:’?{ L ona:2cos’y — /3sin2v — 1 = 0= cos|2x 115

ot 1) e
;= 7] = 0
el o<y Be
et 6 = x_3 = ) = e+ 3 =T
ms{l\r-{- ?T-]?:n
Puisque : 3:': — t]f??.u—{f— < B
SEXx+F ST 5 =
i Loz g I
R =)
dlors: Zeos'y — /Isin2v — 1 = 0 e 2.‘5\‘;%

Done l'ensemble des solutions de I'inégquation est: §

|
]
ol

" Exercices de synthése
mﬂﬂ*\

Soit le polynéme : £(x) =8y’ —6r— 1

‘:n POsE : &t = cos g-; b = cos 7:;1 ete=cos! ':Jn

2: ::10{::;9" que les nombres a, b et ¢ sont racr’nf‘.s du polyndme Flx).
uire la valeur de chacun des nombres suivants :

N3 i
A= cos ‘:} (R50Y ?l} LC08 l'.)ﬂ

== 3
= tmﬁ + ¢0s T‘f + eos I\}‘T

\ 13
€= (\J\\g_c[t\u m + cmn.ms”n

o | A
§ 5 g ieos gt oSy

%
§0 -
"t ot B deux réels différents de & + AT avec k €Z.

fa v A
N ey Lan b sont les solutions de Péquation:x € I x° + px 4 ¢ = Davecq # |
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1) Montrer que : tan(a + P) = o ’ i
- 1)
2) Montrer que : cos (e + ) = P-_.-tf- TEE

3) En déduire gque :
sin (e + )+ psinfe + B)ocosta+ Pl + geosloe + Bl =g
Soit a et [ deux réels différents de 7t + 247 avec k €Z,

On pose : o = sind + sinf et b= cosat + cosP

2%’;:1%“ i lj||

¥ ]

1) Montrer que : l:m‘.} + l:lnE = =

2z 2 fo+ By, [ B
cos| =y 1+ gosf =]

2) Montrer que : “ = tm["l'+ I3:I

5
3) Montrer que : tan % + tan b = e
2 2 @4 b2k
Simplifier les expressions suivantes :
= tanl By @11 =4ina 2eosion— 1
1A = tan| 4 B 2)B=

2Im||‘1; ~ o fsin 'Ir; +
3) €= cos'(e + P) + cosila — B) — cos 20 cos 2B
4) b~ SInT £ sin 3 + sinSo §) g = SING + sin3d + sinSd + sin 7
COsU + Cos 3 + cos S 1T Cost + cos3al + cos Sa + cos7d
| Exercice £71
ABC estuntriangle d'angles 4; 2 et ¢ de mesures respectives ‘.} ] ‘:r et
Onpose: a=HC; b=AC et c = AB.

-III

1) Montrer que : 2 ¢as 7= "’
5 ; B n Al
] Mont: erque,n.m.l,.ms‘? cos oyt =— ¢
Montrer que : (1) sin T in 210 g 30 a3
q sin g sin S sin g sinGE = e
R
(2} cos 9 m:,zst cos 1} uyl,"‘f' = Elf;
(3) ,1,4- cos J' + cm“'(j + m.\(;t t C”"H;I =0
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pour tout X € 2, on pose : g(x) = sindxsinx + sin 2xsiny
1) Montrer gue : (¥x € IR) i glx) = sin2xsindx
1) Résoudre dans l'intervalle [0.7] Finéquation : g(x) > 0

3)a) vérifier que : ,.I".ﬂ = %in 2.? 4.;-'-‘-
t

b} Soit ABC' un triangle tel que : BAC = 4T et ABc = 27

sin

Onpose BC =a, AC' = b et AB= . Montrer que : ‘L + }’ x i

[ Exercice £18

Pour tout nombire réel x, on pose : Alx) = cosibx)— 5cos(2xy)

1)a} Montrer que s (Y & B); cos(6x) — cos(2x) =— dsin’(2x). cos(2x)
b) En déduire que ; (Wx & B) 1 A(x) =—4cos(2x)(1 + sin’ (2x))

1)) Résoudre dans I'intervalle }- 7. 71| l'équation : Alx) = 0.

b) Résoudre dans I'intervalle H:E 'Tl I'inéquation: Alx) = 0.

Pour tout nombre réel x, on pose : Alx)= 2eos'y — cosx + 2sinx — 2sin'x.
1)3) Montrer que pour tout nombre réel x, ona:

SNy — sin'y = ,I‘ sin2yecosy et 2cos'x — cosx = cos 2xcosx

b En déduire que:(vx € IRNA = /2 ws[ = -3-}- Jcosx

2 Résoudre dans R I'équation : A(x) =10

3 Montrer que : vy c--_l ﬁ Lt }: A =0,

Soi _

Ot f la fonction numérique définie par:
) - (/34 PNy L2 = 3 )sin'y + sinxcosx
: ) y
| Montrer que : (Vx & [R)f(0) = /3cos 2y + sindx + 2
2 Caley (377 L

ler /(%) et /{ i)

14 A
A ) Res Hole s
J oudre dans ¥ 'équation fla) = O et représenter ses solutions sur le
r:letrigonnmétrique.

s

) Résoudre dans I'intervalle [0, 7] Finéquation ; fx) = 0

3
!Montrer que : (Vx & MKhfv) = Jc::sl:l\'

Caleul trigonom Etrique | 465

For more visit: L9ray.com




n
[Eercice 173

Pour tout nombre réel x on pose : Alx) = /3sindx — 8sin'ycos’y
1) Résoudre dans B, I'équation : 2cosa—1=10
2} a) Montrer que : (Vx &€ IR} 1 — cosdx = 8sin‘xcos'x
b) En déduire que : (Vx € IR:A) = .‘chs{-h‘ - "EE) - |
3) a} Résoudre dans &, 'équation Alx)=0.

b) Résoudre dans I'intervalle 1— :(11:7{ ]I'in‘équation Alx) = 0.

1) Montrer que pour tout réel x,ona:

ok s i - daint 2 =T s

:.m{_v = :I + sindx = 25"1[.3“ 3 }bﬂ.‘i{\l’ + 6:|

2) Résoudre dans 'équation : sinx + 2sin3x — J/3cosx = 0

3} Résoudre dans I‘inter\ralle[l).—%[l'inéquath‘:n:sin,\' + 2sin3x— Foosx < 0.

Soit f la fénctian numeérique de la variable réelle x définie par:
g = 1= tos2x
flx) = sin2x
1} a) Déterminer I} Vensemble de définition de la fonction f .
b} Vérifier que: f est impaire etque: (¥x € D}; film - xi =

fix).
2) a) Montrer que : (Vx & D); flx) = tanx

b) Résoudre dans I'intervalle }1’%[ Iinéquation : f{x) > 1.

Pour tout nombre réel x, on pose: P(x} = sin2x +cos2x — | +sinx —cos¥
1) a) Montrer que : (¥x & E);sin2x+ cos 2x — | = 2sinx(cosx — sinx)
b} Montrer que: cosx — sinx = /2

coslx + %: :| pour tout réel x.
¢ En déduire que: P(x) = /2 (2sinx — 1)cos|x + 1}; pour tout réel x.
2) Résoudre dans lintervalle [0, 27t | I'squation : P(x) = 0,

3) Résoudre dans lintervalle [0, 21| linéquation P{(x) = 0.

Pour tout nombre réel x, on pose : A(x) = cos 3x + 2 cosxsin2y — 350
1} a) Mentrer que : (Vx € B); cos3x = cosx(4 cos'x — 3)

b) En déduire que ; (Vx & K); Alx) = (cosx + sinx)(4 cos’x — 3)
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113 Résoudre dans R I'équation: Alx)= 0.
p) Résoudre dans l'intervalle [0, 7] Finéquation : Alx) < p.

rercice £23

ijResoudre dans B, les équations suivantes : (£ ksin(7x) - sin(x) = sin(3x)
(Bheos(20) = (/3 4 d)eosx + 1 =— 2,3, puis donner les solutions de
fequation () dans lintervalle [0: 27 |

1 Resoudre dans B, l'équation: (E):mcosx —sinx =m+ |

piscuter suivant les valeurs du parametre m.

[EEEF 50

#ésoudre dans I'intervalle [0: 2| inéquation: -1 < L (1)

COSX .5iMx

1}50it x un nombre réel.

Mantrer que : cos"x + sin’y = ; + ?,‘cos 4x.
:

URésoudre dans R Iéquation : cos’2x + sin‘2y = -]|-=‘-.
¥ Résoudre dans‘— E.D’I'inéquation: cos'x + sin’x < 4.
iercice £33
YSoit a un réel de I'intervaile’ 1 ’f[
Mn“"“que pour tout entier naturel y, ona:
T)eos (2a) cos (da)... cos (27q) = H0L2°"a)
" gl et 2" %5inag
En de 3 m b
" déduire Ia valeur du produit : cos ITF' cos 77 -eos T‘: cas 75

On pose CX=cost
Pr-”-‘-ﬂuns'r —beosr— |

=24 cos't ~ 3coss) = 1

= 2eos (4 cax’y — 1) |
= 2;‘(15((2&:05.‘ 1 +2éostr=2)—1
= 2008 H{eos(20) ~ 2sin‘e)— 1
Heosteos 2t — Jeosrsingsing) — 1
= AUcost cog 2 — sintsin2r)— |
= 2eos(31) - 1
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2cosdt— 1= 0 em cosH = é

e 3t="T+ K2 ou v=—% +R2akel)
S O, SRS L e
== gty U=y Ty ke Z)

: T, k2W 3
Pourir= ‘)-+ 3 Lena:

-Pourk=u,ona::=";

Donc ; cas’; est une salution de 'équation P(x) =0
-Pour k= l,onair= 7;‘"
Donc : cos T‘;I est une solution de l'équation P(x) =0,
-Pour k=2, ona:t= !':"j”

13m

4

Donc : cos est une solution de I'equation Plx) =10

Par suite, les nombres a, b et ¢ sont des solutions de ['équation Pix)= 0 et
puisque deg P= 3, alors I'équation P(x) = () a pour ensemble de solutions:
§={a b}
?) Déduisons les valeursde A, Bet (':
Soit x& B ona: Pla)=8(x—alx—bllx—0¢)

=8 —la+hlx+ab)x—¢)

=8 = 8la+ b+ elx' + 8lab + be + calx — Sabt
etona: Plx)=8x'—6x—1]

g+ b+e=10

Bonc:i8lab + be + aci=— 6
—Rabr=—1
a+b+e=0

Dol : ab + be + ac =— }

|
by &
I |
N L
Parsuite:) g - o
e
== 7
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ik
| Montrons que : tan (c + B) = qf_ g

gna:tane et tan 3 sont les solutions de I'équation ; & + px+¢ = 0 donc:

[L-mu flanp==p

unetanf = ¢
tantt + tanf _— P
i sanf = calors @ tanf{e + B) = =
puisque s tan (et + B) = | tand tan i pr=y- Aty
o . 1 5 1 B {g= 1)
NOna:cos (o + B) v i@+ B, P =1L n
fg—1°

1 Déduction :
Onpose: A = sin(a + PB) + psinla + Blcosia + B) + geos ta+ P

Ona: A= cos (o + P)tan (e + B) + pran(a + )+ g)

o I o, SR MY SN 2 e
"h_p"*fq = I.l'xll:," =1 ‘l'l.:l
o g—=1 pitpilg= D tqlg—=1)F
"ﬂ"-tq—lrx( (g~ 1)? )

= 1 ;
o p'*'lq-!!'hﬂ""' g=17)=q

Bonc s sin (o + B) + psinfa + B).cos(e + B) + goob @+ Bl =y

e {
| ) \ [ sin| 5] sin
Ona.gm.{ﬁ‘l] + l=m|,|3| 2 |

T TR

cos( 5] cosl

B)

e (o
sin| & Jeost ‘?| + cos| 5 fsin|

- |?I

\'I'Nl_(-’z.ll'l\\'

a P
2

"”II.‘ 1
Li\.‘ﬂh‘!c“ 4 I_?| + mslg .I?-l'l
| 1
2 t [ '|

L‘w.-.|:u : p:l + un-;l:a T p:I
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5 ]+u { } Zam!‘ ﬂ]
one @ tan n

B e{“;!‘-)
2) Mor‘ttronsqu'e:! taniu'+ BI|

(a+
a _ sine sinp < 2sin)

b7 cosatcosp

2(.'0:;(“'?&

s sin(alba} ({!.+ﬂ)
cos u*ﬁ]
2] Moritrons que : tan} §}+ tin| E |= a4+ f,u + 2b
4a

{(sina + sinP)
2+ 2cosle — P) + 2(cosa + cosP)
‘“snllﬂ.+ -\mﬁ}
= 1% costa - BY + cosd + cosP

-ls.nlu* Is'w'lu_ B:l

@+ b+ b

2cos | p| + "um.' 5 ﬂ |r;cm[
zw.s‘*;ﬂg 3y
= ﬁ tan|y | 4 |:m|: 5
cos| l1— m-s|u : B ¥

Remarque : Ces expressions seront simplifiées dans leur ensemble de défin

tion, c'est pour cels gue le réel o est pris dans l'ensemble de définition
1) Simplifions I’expression A

B
i w1l2—0.] 2-er|1_|I ,,]cm{]fI il
:(:ln{-n-—g?lz 1 L

I;ullg - |:?‘1[ - g‘]} t:m{’f L ‘i”

{7 ] I = sina
LA =
i R !

Donc: 4 =
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;!.simpliﬂons l'expression 8:

2ecosa) — |
s [ TC i
o X7 L -
Ltanf g — e)sin®(
2 eos (20
i I
Ztuu[n ol cos |rf N al)
4 £ 4
1 cos (2a)
N n \ I'n
2t ) . _ el
.,Lmi 1 o cos I 4 (+]
e cos(2a)
2sin[g — | cost ol
_ cosl2a)
| T \
sm{l( i (:H
_ eos(20) cosla
= < 7).
PR (018 cos 2a
sm( gt = la}
= )
YiSimplifions 'expression ('

Ona:
W8 ia 4 B b cosia - Py = (cosacosP - sinasinf)’ + (cosacosP + sinasin )

= 2(cos acos' P+ sinfasin’p)

Dautre part;
Mo () = (eos'a — sina) (cos - sin' )
cpsiagos’ [} 4+ sin'asin B - cos dsin B - sin‘aeos'p

Bone «
one ;¢ con’Geos ok sinfasin’ 4 cosasin B sin @ eos p

: leos e+ gin e ) (eos P+ sin' B = |

Simplifions l'expression )

RSN g sin e 4 SIS0 = sin o+ Usin@ 4 sin Sa)
sin e 4 2sin doeos2al

sin (3] + 2ens(da))

L BT
PN H cox Sa) 4 cos Yo = 2 cos decos 20 cos (3a)
cost3a)(l + 2eos(2a))
Done Yl SNG4 8in 3, b sin Sa sl g v 2ain [ 258 4 |
Cose+ cos 3a + cos Sa : L
S 3] 4 2 cos(2a)) oo 40 i 2 0o P4 o 4

Y 1 = (3
cos 3o+ 2 caxi 2a)) tani3a)

- Caleul trigonométrigue '4‘;1
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5] Simplifions I'expression £ :

Ona:sing + sinTa = 2sindacos 3a

et sin 30 + sin50 = 2sindocosa

Donc @ sina + sin3a + sin 50 + sin7a = 2sin(4a)( cos 30 + cosa)
De la méme fagon on trouve:

Cos0 + cos 30 + cosSa + cosTa = 2cos(4a) (cos 3a + cosa)

D'oli : E = wn(4a)

[Exercice =3

1) Montrons que : 2 cos| };H = ::

g a (27 s (g Yo L
:""’l._ljl ‘ sin| = | 7 2smn| 5 lms{ ?'l

Ona ~ = L
a b b

2sin| | cosl n-| Y =1 \

Done: b _ dhadk = 2cos( B} [0 < B < T o cinT) 4 0
a {m) Vi 2 7
sin| 5
2+

21 Montrans que ! ms"; cos ,.;r a-n-s‘lf == :{

T AT /)
sin! ".IJ,-T | sin| ".f: | Zsin I o 33
a: = Ll 1 !

b I3 T 2
Donc : ;: = Jicos| 3.]’,1:1
Bonas e 0T
sin{ T |

Dol : cn.\'[ E j\:r_af,

ba
=

h-cs!' -1_;! ] = 2":‘ x .!lb x cos| 4—?}

€

LAm L dn
L i (4w 1 sinTgeas g
.4xaxcn.~(-;}- *

4
:\in{ ]'H
i .\'ln{ i :I
=¥ -
=
.-;m[ 5 ]
Puisgue : .-;'u||_8;( )= sinfm+ 1.}.' = — !ainl: l.} | et sin| :-F] # 0
Alors @ cos ;.; cos 2;‘ cos 4;‘ = é
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frercice £
4 _ 3

y - . A7
+ Montrons que : (1) smg sin %;I sin g . 5in 5 = 16
Ona: sinasinh =— ;[m«m + b) = cosla— b)]
Ifmru:::s:n]:)fsinl;I -y éfmsl:';!_l ~ cos| gjl: a é
3 o i 73
Pulsque | e;m{"}:] = :{I[]{:-IJ =t57
1 47

v T 2 e BT L AT 3 K e e v 4
Alors : sint g sin 5= sin“grsln S= = — 2 I_z.»m g oS gsinTg

flona:sinacosh = é-lﬁsjnm + b) + sinfa = b))

Done ! sm \u: 2;:: .\ill"";r sin 497[ =— "4" |I;_s]n 4;: - ; 'smi s""II+ sin| "H.' |
SN LRy - (R SO
= R |5]" 9 sin 9 4 3

orsain (5% _ 4my_ o4n

I sinf 5 | = sin|m - g | =siny

‘ot s il ) o f 20T 1 3

Do : sin 9-}5| 1'-‘-) pm[ g ]aln[ ,l- — " {0~ ';"J“ l-;:

Dolis (1) sin B 27 ... 3% . 4 3
1 Sin gy sin 5 sin G iyt = =

f "
Montrons que:(2) c{mg LCOs “(;-: cos ‘JII oSy = i
)

Onpose:d— couTE In 4n
YA = coy g £os G eos o

Bonc : sing A= |~||1 gLHk 5 }u]\ Uy cos 4‘:[
|3II’]|I Il 'Lmi, ";1 |ILm I";I
= -’cml:‘lJ }Lm, 'gtl
: = \m\ 9 uy
p:;:; I"llllhj --Isinlln - gl— \"mr;' etsin® # 0.donc: A :
“eas| g i \:mf: = .‘l:, alors : cos :':} cos “‘J{ cos mm\ l‘;t = [L

M
Ontron ! ] 2 4 (6T
Sque(3) 5+ cos| ~51| + cos| lj‘ ]+ cosl @ 3 g ““-‘is‘,.

Onga.
VROSP 4 cos g = ,,mh{ f|“\|;’ =)

Doq
C t‘f:;‘ :“_ m,.{ﬁn| ....m[‘m

9 ,J\-(J\l:
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| (BT Vo] 20
m(ﬁiéf] i L'wils.;‘? = Em.‘:{tgt Iﬁcos{ 9 ]

Dol : B = iz L [w&.[{ﬁ iy u(,si'lr‘;‘ n + {um“&} + cus[s‘}t ||:|

!} + Zcusﬁ?'g '|||Ims|;f';t- )+ ms[“&l 1l

Puisque : cns{ 4;:- } + cns(_{g[' ] ix zcns{_ g .vm&il 5@? ]'
= Ecos{g )m;{l‘[ 5 4{;‘[ } S cuh'“; ’{:“”'[- :'JR :I
Alors 1 =5+ 41.0&[231 ‘]C“Sl'\%.‘lc"‘*"{.js")

i
3

= }_! —4;‘{)3{%}\.‘(\.\(2‘;': }uus{ 4.:“] = ‘: 4“\} =0
)

e
(car..—\—g

1) Mentrons que : (vx € [R) : g(x) = sin 2ysin 3x

Soit x € R, ona:glx) = sinxisindx + sinx)

p P = I 4x
= .\'111.\'(25.5\[{( 5 ) eost

sinx {2 sin 3y cosx)

sindx (2sinxcosx)

= sin 3x.5in 2y
Donc: (¥x & [RY g (x) = sin2x3in3x

2} Résolvens dans 'intervalle [0:n] linéquation : glx) > 0 E.
—_— - — e 1

T o an n

X 0 3 = B |

3k !
sindx + . « +
o il

| glx) + - +

)

Donc I'ensemble des solutions de l'inéquation glx) = O dans Fintervalle
3 o hTE n.2n
[0:m]est: § = }1 3[u ’.2. 5

3} a- Vérifions que gl?]: sin 3,;.‘_3-,,1‘_‘.;1
X of f L 4
Ona: ':{ ]; l' = :.-'m2--‘|J,'F-5jn"‘.?,‘F = ,.;.“['.3_}? Jsin|m— ‘;‘} __.;1"[2.-1.‘? }_um{ ] }
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v o[ ) = sn( 3 o

el iliat o
p-Montrons que =, + 5, =
ain['m] i fli-til ‘.Jn]' )

7 (D'apreés les relations du sinus

npose : k = :
: ) {4;—)'“’_5'“('2?',Etk(‘:sm";)

dans un triangle) donc: ke = sin
2 (AT .
Pulsque:gftf)-— sin| 7 Jsin| ) alors -

! : 2 (4T
uni;'sm].}[ + sin 2.;1 hm]; = sin| T |sin| =

ponc: klac+ k'be = k' bu, cest-a-dire ; ac+ be = ab
e be akb 1 1 1

W":ah" b= “m_,ﬂgmfie quespt o=

mv
U3 Montrons que: (Yx &€ B ); cos(6x) — cos(2x) =— 4sin’ (2x). cos(2x)

Sitre B

Pourtout a = R et he .
Ona; cosl6x) — cos(2x) =— 2 sin(4x). sin(2x)
Puisque : sin(4x) = sin(2 % 2x) = 2sin(2x). cos(24)

ors: cos (6) — cos (2x) =~ 4'sin’ (21). cos(2x)

Donc: (yy IRY; cos (6x) — cos(2y) =— 4sin'(2x) cos(2x)

:Déduction Soit ve Biona:

) = (cosin ‘ I i
) (cos (6 — c0s(2x)) — 4eos(2x) = — dsin’(2x)cos(2xv) — 4cos(2y)

== deos (23 (sin'(20) + 1)

Dang , (
VA€ IREA () = — dcos(2x)(sin’(23) + 1)

Ha, Résolvans da

ns l'intervalle | JI.?I[ I'équation Alx)=0:
Wit y -

.,

na.‘”
+Alx) = y \
)= 0 deos (2001 + sin(2v)) = 0

= L‘ns{Z\'r = ) ou | +sin’(2x)=0
== L.M‘l::{L Y (Cars 1 +sin’(2x) > 0)
T, kT

NS —-,—:k eZ
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J <40 3 T 5
puisque : x € -, @[, alors s cos(2x) = 0 e= ¥ € {—4-,_4--._ - -fl

Donc lensemble des solutions de 'équation dans l'intervalle }- 1, 1|

est: §= {%331 = E b 3%]

b- Résolvans dans I'intervalle %‘—f— l!‘inéquation A =0

Soit x E—_(‘"{:—%{ Jonazl+sin (2x) > 0, dong ¢

Alx) = 0 e — deos(20{1 + sin'(20)) = 0
= — deos(2x) =0

= cos{2x) = 0

Etona:% =

+ k o )
1} a- Montrons que : sinx — sin'x = 5 sin 2yeosy

Soit x € H,ona: sin2x = 2sinxcosx, dong: %siul\'fus.r = finxcasx

etona: cos’x = 1 —sin‘x donc:

L et Y T e

Fsin2xcosx = sinx(]l — sin'x) = sinx — sin'x

- Montrons que : 2¢os'x — cosx = cos 2x cosx pour tout réel x.

Ona: cos2x = 2cos x— | donc;

cos(2x):cosx = {2cos’xy— 1)cosy = 2eos'x — cosx

b- Déduction :

Soit x& 2, ona:

Afx) = (2eos'x— cosx) + 2 siny — sin'y) = cos2xcosy + sin 2vcosy

= {cos2x + sin 2x)cos x

Puisque : . ' |
7 - e o f s i JE Gn 2y

cos2x + sinly = .fZ']--;- cos e+ "-‘,-2 sin2x| = J'.J,{wsr-{ cos 2y + sin Gy sin x|

= 7 ok 7
= /T eosl 2 — v
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Jors: ALY = ,/icus(,‘:‘x = -E)cos,\' donc :

3 A
iy € IRKALD) = 2 005(2*' T ';;')“'-"-"
. pésolvons dans &, I'équation : Alx)=0 .
gtreR,onatAlx) =0 /?cns(ix = %}cnsx =0
= cos{?.\r = %i = 0oucosx=10
Ltkmke?

coos{20- )= G em 22~ B =2

ftona: scosy=0e¢=x=

= X= jgn: +
Donc l'ensemble des solutions de I'éqguation Alx)= () dans X est:
_jn ; 3 | kT e
5_{2 ¥ krek ez}u{ [T {_}

-EZ D (A(x) 20

i Montrons que (\f.\' (=

Puisque cosx > 0 sur Iintervalle |- ;:?1; alors le signe de A(x) est celui

gl B

decos(2v— %) ona -Eere -

I =3 5

=3 — < 2x -

L =
=]

A

=

Dun(:msi?—l' - ]_}] = i!d‘ﬂij:t\rt IS [ - E\,‘"’I [:];_—\:,\\ =0,

1M : 3 i :
ontrons que : f(x) = /3 cos 24 + sin 2y + V2

Soit o g
reER - . . o\ ;
EXiona: flo) = (V2 + 3o + (2 — /F)sin'x + 2sinxcosx
= /2 (cos® 4 sin'x) + /Bleos’x — sin'x) + sin 2y

o e
V2 4 ¢ 3lces 2x) + sin 2y
lear: ¢ost JIcos2x + sin2v + /2
ROOEN 4. elnda ' b . .
TSI = 1 et cos’y — Sinfe = dos 2% et 2siny cosx = sin2x)

?-Caftulgng ;{ ?'Eﬂ) at f{ _]_l_l__{( }:

On.'.

Pl = 7

)= T e Ox sin 24 V2
A cox| 3T TR I &
T o2 i i M“[ SII_I_; JAEe ‘__\;...[un b r: 'r< sin] 9 4 -i[.' ;

g

e n ; n :

Beoslme ) e )43 =~ yTondt <5 4.3
B

L

=i x Y

byl !
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Do : %T-:I = 1;2_._2_.‘!.I.(_’_

d—m-?‘ ﬂms‘ % J}+ sin|2 {—? }h

cos2 - 1t = eos|- B = cos( 1) = cosfam + %) = cosT = 43
sin(l x‘—1_3_'_f}]—~.m 2n %]:sill[—%]=—sin%=_ %

Donc : ;1-!—‘3]- .«’3!"

(2e-5)
! Montrons gue : flx} = 2cos| v~ ¢ } ty2

3 3
filx) = /3cos 20 + sin2x + /2 = 2(%:0& 2+ %sin?ﬁ.\'_] + /2

= l{cas%msl\ + sin%sinh] +J/Z= 2(:05{2.\: - %] + 2
Donc: (Vx€ B): fix) = 2eos|2x — 2— 1442

a- Résolvons dans 2, I'équation : f(x) = 01
Soit xe K, ona:

fl =0 2eos{2x- F)+ /Z=0

2
= cos|2x — 2}: e !'2_

o= ms{l\r - ﬂj = (‘uxtl‘g-]

(=B M gmgue-F = Mk ike z)
= lx=- ?: + kTou x = IET okt ik € ';','}
Donc 'ensemble des solutions dei’équation flx) =0 dans ¥ est:

e [‘ili‘ hkgkie ”'}U 5y + kuk € :z}

- Représentons les solutions de Féquation sur le cercle trigonometrique?
Un _a-n_g g

T R Ui T
_In_ -8 n
7 Gl 7 b
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Iz -
45 + AR
m 2%k
37 + T+ 2kn "
.3
t
x
2R
2
n
L b

en ytilisant

b

four représenter .,—72 on représente ‘?T puis fl,, puis

labissectrice d'un angle.
lesnombres 1;,1—? + ki ol k € Z sont les abscisses currilignes de deux
waints diamétralement opposés sur le cercle trigonomeétrique aussi pour

s nombres - Z:l‘— thkr et ke Z,

b-Résolvans linégquation f(x) < 0 dans I'intervalle [0, 7 |:

Brelom): o) < 0 s 2oty - B s VI <0

; s
3
e cos| 2x ﬁ] < - he
Oipose: ¥ = 2y T 7
6O
1€ |0.?t|t..au <y<q b
sy ) = Ay = Lt 1:‘ —T
. oo X
R NsSin ﬁ ;
Dy ol 0
He o an
fix) < iz
PR cosN < - V2 | m
"i’-ln b 2 L 66
] X ¢ I nln i
6" 6 4
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ol s
Les images des solutions de |'inéquation cos X = — l_’._ sont re-
présentées par I'arc coloré sur le cercle trigonométrique.

cusX‘-'"@-
I P 14
g 1]11 TR |
Kig |- Tk
6"
iy I < 2 Koo ST
S 6 4
| SN ¢ A, I
‘—”4+ﬁ51‘54+{3
1

Donc I'ensemble des solutions de l'inéguation flx) =0

dans Iintervalle [0, 7t Jest: § = 111ﬂ,1?‘?

1) Résolvens.dans B, I'dquation : 2cosx—1=10
Soit x€ X, ona:

208X — 1 =0 = cosx= == cns]-}'--

+ ml-*

P

3 Yk eZoux= S knikel )
Donc I’ ensernh1e des solutions de l'inéquation est :
s={%+ Umk ez u{--’}-+ 2k c"}
a- I\"Iontrons que: 1 —cos -1;: = Bsin'xeos'y
Soit x € R.

B i

En appliquantfa formule : 1 - cos 20 = 2sin‘a pourtout ¢ & %, ona:

1= cosdx = | - cos(2%2x) = 2sin’ 2x et puisque : sin2x = ZsiNx cosx
Alors: 1 — cosdx = Bsin'x.cos'y

Donc: (vx € IR:| - Cosdx = Bsin‘ve
b- Deduction :

Soit X € B, 0021 Alx) = /Isindy — 8sin'xeos'x

= /354y + cosdx — |

| I
2'|-£- cosdy + ‘f.}'-li' sindx] — 1

liu:uﬁ--i o84y + sm -m-l\i =
= Zcosldx ~ % LA
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(95 € IREACO = 2cos{dx -
?.r)

ilrmmmdansll , Féquation: A

m‘ER,Oﬂa n
w0 = 200s{ax = F| - 1=0
i) [ AP |3
o cosftx = §) = § = cos]
.=.(-bc——=—§+2k:r kEZouu-T— k3 L2 kEZ)
.-a(x=%;keZoux=g-+—2-:keZ)
lncFensemble des solutions de Féquation A(x) =0 est:

[F+-"1kez} [-2-;.& ez}

b Msolvons l'inéquation A{x) < 0 dans I'lntervallel % %}
mlE["‘Jj‘l ona:A() 0 = cos(.u— - 21 <0
al.
? .
x
3
14
-
|
J
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1} Montrons que : s‘m(_x'— %) +sin3x =2 sin(?.x — )cus (x o g)
Soit x € R, en appliquant la formule suivante :

(V(a:b) € B);sina +sinb = 2s1n(" 'H’) ( .:.ﬁ)

Ona: %(1_%+k): i

13-

Donc:sin(r - %)4— sindy = ‘23in(2.x - %—)m(-—x = 2)

= Qsin(?.t—v —E}m{; + ’g)

Dot : (Vx € fR)sm(xw : )+ sin3x = E\m(l\’ - g—)cm(.\ " 2}
2} Résolvons dans R I'équation : sinx + 2sin3% — /3 cosx = 0

Soit xR, ona:

=R

s

6
I
[

sinx — JAcosx = 2[-'2-Sin-\'— J-:,_gomix} = 2[ainxms?;- - cus.r:iing:l = 2sinfx— 13!}

Donc : sinx + 2sin3x — /3cosx = 0 «» 2sin3x + 2sin(x ’;} =0
=2 5in3x + 5in{x — g(} =0
3 Zsintb' - -g-’-:}cus{.\' -+ 2) =0
ot ¥ 15
= bll\(Z}: - '{1} = ) ou
cos(x+ &)= 0
Puisque : «sin|2x — B]=0es 22 - F-mmikez
T kR o2
ata Tk EZ
et c{m{_,\w.,g)__:c > x + g = 7{ tikr;keZ

= X

esx=% 4k keZ
Alars I'ensemble des solutions de I'équation est -

'“{'iz -"-I-,ksf} [ .k;l“f}
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 pisolvons {inéquation :sinx + 2 si-/'s' cosx <0

w’;e[ﬂ.%l,dﬂﬂ: .
dag+ 2sin3x — JSAcosxy = 0 sin(lx— %}cos{x + %"’-J <0

: x it .
_bleau de signe de sin (Zx - %J sur l'intervalle [U. 7[-.

- b8 n
A 12 2
Bl s
X=2x= = -7 0 6
M e . [
sin[?.t - %) ! - % + |
-Tableau de signe de ccs[x + %J sur l'intervalle [G. %[
] &
L * SIS o 1]
| n 2m |
Lal > 6 6 2 3
. =
cos n) |
ERT I |
T , ke
rj_e_ifu_d.e fJgne de sm(l\' = TTEJL(‘A.\!\ + g} sur l'intervaile {(). %[
| 1 X T 0 tﬂ:‘ ‘-I;I: j_'f

o o ———————
o g)| - § . |

Done le
Nsemble des solutions de l'inéquation est : § = I(}, IEZ ]ul%—g— ;

.”“: Nterminons D:

Soit y

- ER,onaiv e s sin2x # 0
GLL AT T e 2x=km:k eF

=N = k%ﬂ 1k EF

.bqnc.
iD= .:R._{!m, =

LM o —ﬁ—.k t—_é.’}
ONtrong Que f est impaire :
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Paur tout xED ona:—xebh

—cos{—2x) _1-cosdv_ _(l—cos2y
SUfi= )= sm{ ) T“sin2x | sinly ]

Donc: f estune fonction impaire.

- Montrons que : (Wx € D) fim — x) =— fx)

Soit x€ D, ona:sin(2(m — x)) = sin(27 — 2x) = sin{= 2%) = — sin(2¥)
Et puisque : sin2x # 0 alors : sin(2(10 = 1)) # 0 clest-d-dire: T — x & D

= flx)

Donc : N

il =)= 1= L‘(_:-\:i?l..l{;tx— \’\‘J {i = m:it;']f‘—_ 2N |.1 -q-"Llok\u:l o
Dou: {¥x € D); flm = x) =— fla),

2)a- Montrons que : (Va € D); fx) = tanx

Soit x € D, ona:sin2y = 2sinx.cosx et cos2x = 1 — Asin'y
c'est-d-dire : 2sin"x = 1 —cos 2x

Et puisque : sinx # 0 alors: f(x) = :,!«:i:’:‘na‘m 3= osy -~ lanx

Done: (Vx € D); fix) = tanx.

b- Résolvons 'inéquation ; flx] > 1 dans l'intervalle }1 [

Soit x € ]Ilrf- et M| 145] uh point du cercle

triganamétriquz B S
Ona:tanl 3= = 1, donc les solutions

de I'inéquation: tanx > | sont les abscisses e
currilignes des points appartenant a l'arc 4

orienté MH.
Donc I'ensemble des solutions de

1!nequationdansllntewalte} 2[e-st q 2

1}a- Montrons que : sin2x + cos 2x — 1 = 2sinx{cosx — sinx)
Soit x € B, ona: sin(2x) = 2sinxcosx et cos(2x) = 1 — 2sin’(x)
clest-a-dire:: cos(2x)— 1 =— 2sin’(x)
Donc : sin{2x) + cos(2x) — 1 = 2sinxcosx — 2sin’(x)

= 2sinxl{cosx — sinx)
Dloir: (Vx € R)isin2x+cos 2v — | = Zsinxlcosx — sinx)
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p- Montrons que : (v & IR);cosx —sinx = /2 cns(x * EI-J

soit xE ¥, ona:

onat
cosx — sinx = /2

= mes(.\r & g]

ponc: (¥x € IR); cosx — sinx = g’fcr;.s[.r + g)
¢ Déduction :

Soit x€ R, ona:

Plx) = (sin2x + cos2x — 1) — (cosx — sinx)
= 2sinx{cosx — sinx) — (cosx — sinx) = (cosx — sinx)(2sinx — 1)

/5 — f
(—-—wu - iz—z-sinx] =2 icns% cosx — sln—g‘-sin.\'J

= /}._‘cos{x + %){'Esinx - 1)
Donc: (¥x € IR); P(x) = /2 (2sinx — 1)cos|x + -‘-}|
%} Résolvons dans I'intervalle [0, 27, I'équation: P(x)

Sm'thlO.Zn], ona:Plx)= 0 e= /I(2sinx — lJcns{.\' 4 §?= 0

= Sinx = .l, ou ‘:u:il: ¥+ J_;r:l =10
Bona: siny = % P ?(‘f Al if:z
eosfy 4 X Bl=0esx+ L P = i
e X = I;L U = "T,
Bonc fensemble des solutions de |'équation est : § = H’E cg[ T 14.'1‘ }

3]

I Résolvons dans Vintervalle |0.27 | Finéquation: P(x) < 0.

Soi d f \
it xe o, 2n)ona: Ply) = 2/2sinx — —Hc\m{x + ‘r—f I

-T; 2 5 T
ableay de signe de cus{\' + E] sur Fintervalle [0, 2 |

e Al = YT MR s

S

X o

uzr. ‘_-;‘

X= ‘-1.1
g L
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- Tableau de signe de sinx — %'-

?
[ 15 o

- Tableau de signe de P(x) sur [0, 2];
.

| X b1 it
| g 3

6

i I R

Danc I'ensemble des selutions de l'inéquation est ;:
q

s~ o1 ol

1} a- Montrons que : (vx & B):cos3x = cosx(4 cos’x—3)
Soit x:€ B, ona:cos3x=cos(x+2x) =

cosx cos 2x — sinsin 2x
Puisque : cos 2x = 2 cos'x — let sin2x = 2sinxcosx
Alors ;cos3x = (2 cos’x ~ 1) cosx — 2sin’x cosx

=(2cos’x — 1)eosx— 2(1 — cos’x) cosx

= (2cos’x = 1= 2+ 2 cos'x) cosx = (4 cos’x — 3)cosx
Donc: (¥x € [R);cos3x = (4cos'x — 3)cosx
b- Déduction :

Soit x € B, ona;:sin2y = 2sinx cosx
Donc:: 2 sin 2x.cosx — 3sinx = 4 cos’x.sinx — 3sinx = (4/cos'x — 3)siN¥

s . y —a)sin&
D'oti : Alx)= cosx +2c082 sin2x — sing = (4 costx — 3) cosz + (4 eosx = B15H

6 @ Calcul trigonométrigu
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L\

pusutte: (Yx €R); Alx) = (cosx + sinxH4cos’x — 3)
zl,.nésolvonsdans R léquation: A{x) =0
wixcR,ona: Alx) =0 = (cosx + sinx)(4cos’x - =0
= cosx + sinx= Ooudcos’x—3=0
= CosX + sir;x= Ooumsx=——2—ou
cosx = =
ftona:® cosx + sinx = 0 = ﬁcos(x— %): 0

o el )=

— o
x=-F +UnikeZ
.00$1=—§c=1.'031=m$5—;!

°“51=ms§h! a_.[x=_'%+ 2Nk € Z ou Izsé-r.pun-;kez)

Danc ¥ ble des solutions de Féquation A(x) = 0 dans R est:
3=[-3j‘-+m;xez]u[%+un;kezlu[—%um;kez}

Of3E ¢ e eZ}U[_%+ 2kM R ezl
bRésolvons dans Fintervalle |0, 7 Jrinéquation : A(x) < 0.
o3 e 10,1 ona: Alx) = /i'm(x - %)(4“‘8:1 -
“Tableay gg signe de 005(1 - %)

an

F

n
R .
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- Tableau de signe de 4 cos’(x) =
Ona:dcos’x — 3 = 0 = cos

r S

1
o= loosxal = i;
—— fi < cos
2
Bonc:
s T
LI 6
| 4cos'(x)—3 |

T
_(\
- Tableau de signe de A(x)

I

é
‘ Alx)

1
T E

Y %
Donc Fensemble des solutions de I'inéguation est : § = 1%

'11JL-’§§,KL
1) Résolvons dans B, I'equation (£ ): sin{ 7x) = sin{x) = sin{3x)
Ona: sin7x — sinx = 2cosdxsindx

Donc: (E) s sin3x(2cosidx) - )= 0

== snix = 004U cos(4x)
gsindr=Uesdr=imikeZ

g 2
e

[4\- =% +ponilkes
@ cosdx = .], e o

w=—Tsponlke
P E'2' ) k.;.' ou _“_—lf-'!z + 1‘2’-1 ke Z

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (F ) dans K est

s= {4 ezlu{f + Guegjol3z

Calcul trigonométs)
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dans R puis dans [0: 2] 'équation (E:):

W(Z"] (/3 + 4)cosx) + 1 == 243
mat | +cos(2x) = 2cos’x

gonc: (£) o 2cosix — deosx—/Icosx + 2/3=10

o 2cosxlcosx — 2) = /3 (cosx— 2) =10

e (2cosx =3 ) (cosx — 2)=0

¥
e cosx =5 (car =1 cosx < 1)

o = g + k2w ou x=—-§+k2.fr;(kEZ)

!?'on:.s:-;u-—[g:nﬁn

1 Résolvons dans 2, I'quation ; (Ekmecosy —sinx=m + 1

Onpose: 1 = Ian{ Javec: x # 7t + 2k pourtout ke Z

Ona:siny= 2" = AE=L
sinx i+IEtmw_[+f

Dans quels cas les nombres x = 1 + 2km sont des solutions de (£):

Ona:ivk eZhcoslm + 2hit) = — 1 etsinlm + 26m) =

0

lesnombres x = 7t + 2kt sont solutions de (E) s — m = m + |

bamz—-.]‘-

lercag == 1

e

Lequay ; St !
quation devient — 1 cosx — sinx = !, clest-d-dire: cosx+ 2sinx+1=10

i

Una siny = ) _\l

~ln§cm et | + cosx = 2cos?

Done : 1+ cosn 4 2

25inx =0 == ZU[)hl§||{COS|Iﬁ}+ 23i.|11§:|lf=

= cos(] = 0ou cos(3) + 2sin( 3] = 0

~[3=5 2 + km:k €Zou tanl3 ]__..

X

ws x=N+ UnouF=atkrikeZ

tels
Que : tang = - let_T < <0)
= 2
¥= 20 + UnikeZ e (¥ = 7+ k2M:k €2) ou

l“‘ln{;' = i_
2
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Donc ensemble des solutions de I'inéquation est () dans ce cas est :
§={n+ k2 €Z}uf{2a + 2wk €2}
: ; e o TC
tel que : tana = 5et-5 <a <0
-2éme cas:m #— %:
Dans ce cas les nombres @ + 2kn avec & €2 ne sont pas des solutions de
I'équation (E):
On peut donc poser: f = I.:m{ ';]
Donc: (E) o= (2m + 1)F+ 214 1 =10
A=4-4@2m+ 1)=— 8m
T si m > 0 alors: A <0 donc I'équation (E) n'a pas de solutions dans B.

ssim=0 atnrs‘.r=-1,donc:lnnl';}=— Lol =— E +kmk EZ;

R,
2
cest-a-dires x=—5 + 2km:k € £ Parsuite: § = {- T4 2knlk € EI

esim<0,alorss A>0,donc: g = — 1+ —2m

N =/=2m
Im+ 1
s - 1o
Ona:3d e 1» 5

2m 41

et
slandy = et 3la, € I»g EI stand, = f,

=

Donc: (£) == tan} = tana. oy tan} = tana

f=atkroud =tk (keZ)
enx= 2+ N oux=20.+ UK (ke i)
Dot § = {2a, + Un/k € Zpu{2a: + 2Unik e}

* Ensemble de définition de I'inéguation: Toir
Soit v € [ 2m |

e e
e [0:27 ]
Lineguation est définie si et seulement si: sinx # 0 et cosx # 0
Ona:sinx=0 e x=kT emx= 2%:{ ikeZ

CDS.\'=UM.\:=:'2(+k${¢uax={2-k:;”ﬂ':kEz
Donc i cosx =0 0l sing = () es x = j‘-;f:[k cZ)

Sur [0:27 | les solutions sont 0: % : 3_3?. et 2w

D'oii < cosx # 0 ousing # 0 e x # (1 £7)

2

490 @ caicul trigongmérgqu

For more'visit: L9ray.com




n?&li“‘-‘ fensemble de définition de I'équation (1) est ;

3
9= P ilulz ”'[”}” i'rl }2 2*"[
Jfssolvons dans D l'inéquation (1):
mmll)ﬁﬁlﬁg sTllE <0
o SINX— COSX )
COSX SInx

O Cosx — Sitix = \-‘2( 5 cosx— 5 %lﬂx)
= Jz{sin 4osx—cosy sinx) =2 sin(:-:- —x_)

nonc:smx'-cnsx:v"isin(xl—-;'?) I
Sitx € Dyonas (1) e RS <D

o Sinx—cosx
CosSXsiny

Vagin(x— ¥
= 1 { 4 ]. < 0
2sm(2x]
sin{x - "'-l-'-)
\ 4
<0

= e
sin 2x

“Sine de sin2x sur Fintervalle [0:27c}:
ma‘.im’nh =0 [x=tkrke?)
O=x<22 ™ IJ‘C\ <3r

=ty Tke?)
0=x ﬁ 2x
: —— 2 o
J * e g - .11:: %
ol | n n in an
| R I O |
-&Ene : — = | L]
de g
M“{ TI}Sl-"l‘lnter\.ralha [o:2m )

L i
tn{\ ) (e o i =kmi{ke X)

= x= —’j + ki € %)
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x € [0;2m]

R4
mn
4
st |
3 3 s
Tate®) ] - & B
Irjnll,\_ "] | + + _+ Bl |
| sin2= |4 4 0 - + 4 =
i x t SN P - 1
sl x — -_‘] = + = 1 + - +
sin (2x) . . |

D'oli les solutions de I'inéquation (1) dans Fintervalle [0:27 | est ;
G4 . ST, 3T
g }"3[“}2"‘[“ §i72

[Exercice 475

1} Montrons que : cos'x +sin'x = % + %cusdx.

{Rappel: ¥lab)e Bila+ b) = a'+ b' + 3abla+ b)].

Ona: (cos’x + sin’x) = cos'x +sin'x + 3 cos’xsin’x(cos x +5in'x)
Puisque : cos'x + sin‘x'= 1 alors: cos'xsin'x = 1 — 3cos xsin'y

Etona: sinxcosxy = ism?.x donc: sin‘xcos'x = E' sin’2x et en appliguant
la formule : sin‘a = f“ — cos2a) pour toutae B, ona:

| e by
Gna.zsm" §(1—-uoa4x) 3_ gcosﬂh'

Donc: cos’x + sin‘x = i-'§+§cus-ix—_-%+%ms-h

FOBZ d calcul trigonométy
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: 3 ¥ 3
zl_nésolvnns I'équation : cos’ 2x + s"‘-g

”R,ER,an a:cos 2y +8in"2x = % +%t:ns4x‘

A 13 S _ 12
m:m‘21+51112x=jg-=§+§00ﬁ4x—ﬁ

=l
= cosdy = )

ftona: cos8x = flf = cosdx = cus%

= h:

;.;(4:(——?4-‘!(1: keZ oudx= ;3: +2£JT:kEZ)
e.—-‘a(,\'—l—— ke Zou 1—12 -k-j‘P:kEZ)

Donc l'ensemble de solutions de I'équation est @ .
8= [T~-+—- ke ;,}u{d% *-%K-:kez}

3|Resolvons 'inéquation : cos™(2x) + sin®(2x) < ﬁ;

ona:cos’x + sin'y = = e § + 3 cosdx = L

16

hWitxe

-0,

“Tableau de signe de cos 4x +

b=

Done |,
' Fensemble de solutions de

|"'ﬂéquatinn est: 8= l- ]} = 1(1 ‘
: )
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[Exercice 28

1) Soit aE}O;T-ZEI.

Montrons par récurrence que :

(vn e M);cosla) cos(2a) cos(4a)... cos(27a) =

« Initialisation : pour = (), ona: smIZ "*la) _ sin(2a)

'sina Peltn oA
(ear : sin(2a) = 2sina.cosa), donc Ia propriété est vraie pour = ().
o Hérédité :
Soit n € I, supposons que :
5 : : ) Sin{27* 'a)
cosla) cos(2a) cos(4a) . cos(27a) = Falsing
et montrons que : cos (@) cos (2a) cos (da) .. cos (2*a) cos (21 'a) “','1_[_‘1'.;.1-1::]

D'aprés I'hypothése de récurrence, ona:

cosa.cos 2a. cosda..cos(2%a) = Sizn_‘,z,--. a)
sina

Done : cosacos 2acosda . cos(2a) cos (2** 'a) = “-’:“‘--2“1;‘_’?:.'5'\‘;-“" il
Ism!" arta
27" sina

_ sinl2***q)

2* 'sinla)
f* Conclusion :

(¥n € IN):(cosacos2acosda... cos(2a)) = sin(2°''a)
' 2% sing
2) Deduisons la valeur du produit ;
e i2n am B
P = cost mlcn‘. Jens| 7 ]L‘mf ]_;I
On prend : a = [_, et n= 3, on obtient :
g0 K ) 1167 iy |
S sinj2t s . sinrr | ¢ sin{m IT-l_ |
B 3 ol | I 16
2'sin ‘I ) ’E‘-““‘r.l-pl ”‘“"l]ﬂ
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/Rotation dans le plan.

lf [® Rotation et rotation réciproque

1-Rotation :
a) Définition :
Soit £ un point du plan orienté positivement et «

un nombre réel.

Larotation de centre £ et d'angle @ est |a transfor-
mation qui laisse le point £ invariant et qui a tout
point M (distinct de £ ) associe le point M défini
par: QM = QM et (O, aM" )= al2x]. € est un point inva-
b) Notation : riant, c'est-3-dire I'ima
ge de () est lui-méme,

* Larotation r de centre € et d'angle ¢ est notée
r;a).

*3i M" estI'image de M par la rotation r, on dit
que la rotation transforme M en M' et on note
M) = A

¢} Remarques :

® La rotation r(Q:¢r) est la méme que la rotation
Qo+ 2kx) ol ke 2,

* La rotation r(Q:7r) est la symétrie centrale de
Centre O

* La rotation H{(Q:27)= 1, est I transformation

définie par r(M) = M pour tout point M du plan.
2- R

2- Rotation véci e W

Définition -

;::b;::'::icn r:éciproqut-.f de la rotation de cer:tre r / ”_ﬁ_/

il @ et la rotation de centre £ et d'angle ” _;f'ﬂ_,_.J—-‘ M

e féciproque de la rotation r est notée r . ¢ e (D) el —ur)
o T
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Propriété 1: Conservation de la distance :

Soit r une rotation, A et B deux points du plan.
Sir(A)=A" et r(B)= B alors: AB=A'B".
Propriété 2 :

Soit r une rotation d'angle @. A et B deux points
distincts.

sir(A)=A'étr(B) = B alors:(AH:A'B) = a[2x],

Propriété 3; Conservation des mesures des angles
orientés

3- Propriatés .

Soit A, B et € et D guatre points du plan tels que:

A# B et C+# D et r unerotation.
SirfA)=A"; f(B)Y=8; rlO)=C" et r(D)=D

alors: (AB:60 ) =(AB5CD)
| Exercices d'application

Dans tous les exercices, le plan est orienté positivement
Soit ABC un triangle tel que la mesure principale de I'angle orienté (AB;AC)

est positif. On construit a 'extérieur de ce triangle deux triangles équilatéraux
MAB et NAC.

Montrerque : NB = MC.

Soit OAR et OCD deux !r|angles rectangles isoceles en () tels que:
(OA-08 )= Zlax] et (660D ) = =52x)
Montrer que : AC = BD et (AC) L (BD)

| Exercice £18

Soit ABCD un parallélogramme. On construit 4 I'extérieur de ce paraliéle
gramme :

le carré BEFC etle triangle rectangle isocéle AN en [ tels que:
(T8 ) E’;‘r]

Soit r Ia ro!.atlun de centre | etdiangle ‘; .
Montrerque: r(D) =E.

496 | Rotation dans le plan
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On considére dans le plan orienté un triangle ABC rectangle isocéle de som-
met € tel que ; (CA:CH ) = E‘r-[brf

soit [ le milieu du segment [AH] et £ le point du plan tel que: € est le mi-
leu du segment [BE].

0On considere la rotation r de centre [ et d'angle —'g .

1) Montrer que : r{A) = C et r(C) = B

2)Soit F I'image du point F par la rotation 7.

a- Montrer que : (BC:BF ) =— % [2x)

b- Déterminer la nature du quadrilatere ACFE.

Soit ABC un triangle équilatéral tel que s (AB:AC ) = -’_;'-[2,-1-}

Soit [ le symétrique du point A par rapport au point 8.

On désigne par r la rotation qui transforme C en A et transforme A en D.
1) Construire le point £ centre de la rotation r et déterminer son angle.

2) Montrer que ARQC est un quadrilatére inscriptible.

| rercice 8

Soit ABC un triangle tel que la mesure principafe de I'angle f:?t—(ﬂ 94
positif.

On construit 4 l'extérieur de ce triangle, les triangies ABD et ACF quisontrec-
tangles isocéles en A tels que : (ALAR )= 52x] et (ACHAF ) = 5 {27].
! et J sontles milieux respectifs des segments [2¢'] et [ BE].

1) Montrerque : DC = BE et (DC) L (BE).

2) Montrer que le triangle AL est rectangle isocéleen A.

Soit ABCD un carré tel que: (AEAD ) = ';Il:.']

Soit M un point quelcongue de la dreite (CD). (M distinct de C etde D).

Ladroite qui passe par A et quiest perpendiculaire &la droite (AM) coupe la
drolte (BC) en N .

Soit r |3 rotation de centre A et quitransforme D en H.

YMontrer que : r((C)) = (BC)

2} a- Montrer que: F(M) =N

b-En déduire que le triangle AMN est rectangle isocéle,

Ratation dans le plan © 497
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Soit ABC' un triangle rectangle isocéle en A tel que : (AFAC) = "-5-[2,-;1

Soit / le milieu du segment [BC] et r la rotation de centre [ etd'angle T .
1} a- Déterminer r{A) et r(C).

b- Déterminer I'image de la droite (BC°) par la rotation r,

2) Soit F et F deux points du plan tels que : AE =

e i | S
FAC et B = 3BA.
Mentrer que le triangle EFI est rectangle isocéle.

[Exercico 43

Soit ABCD un carré de centre () tel que: { AB:A

b= '; 2x],
i e -
I et J sont deux points du plan tels que: Bf = §B(‘ et Of = _‘-{-('I'J 3
On désigne par £ le point d'intersection des droites (Af) et (C'D)) etpar F le
point d'intersection des droites (AD) et (B1).
Montrer que: (AJ) L (EF).

Soit ABCD un carré de centre O tel que: (04:08 ) = 2 {2x]
[ et J sont deux points tels que : » | est le barycentre des points pondérés

(Ai3) et (B:1).

= J estle barycentre des points pondérés (2:3) et (C:1).
On considére le point K tel que le triangle KB/ soit isocele et
(KB:KT)=512x].

1) Montrer que le point ¢ appartient 4 la médiatrice du segment [JJ].

2) Montrer que le triangle AKJ est rectangle isocéle.
| Exercice 418

Soit ABC un triangle égquilatéral inserit dans un cercle (¢ ) tel que :
(AB:AC) = F 2]

Soit M un pointdelarc AC qui ne contient pas le point B ( M distinctde Aet

de '), et soit | le point qui appartient au segment [ MB] tel que: IM = AM .

98 | Rotation dans g plan
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1) Montrer que le triangle AIM est équilatéral.
2)On considére la rotation r de centre Aetd’angle '?,f i
- Déterminer r(B) et rif).

b- En déduire que : MA + MC = MB

S e 0/utions S

[Exercice G

Montrons que NB = MC':

Mye—— A
e
\ 0 2y
@ /
\ 7 ¥
\ / ' /
.\ ."r, /.J
'\“){_ - - ‘;‘
B ¢

Soit & une mesure de Iangle (A AC ) teile que: a = J0:x[
Considérons la rotation de centre A et dangle 5.
* Puisque le triangle AMB est équilatéral direct,

Sore . | AM = AB
B (AMAR) = Tl2rx)
Cest-aedire : r(M) =B
* Et puisque le triangle ACN est équilatéral direct,
AC = AN

e (ACAN ) = '{ [2%

Cest-a-dire : o) =N

&t puisque la rotation conserve la distance et r(M) =B et (€)= N,
alors: N = Me.

rercice £

Montrans que AC = BD et (AC) L (BD):

Rotation dans le plan
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On a: UAB et OCD sont deux triangles rectangles isocéles de sommet com-
mun 0.

Ceci nous conduit 3 considérer la rotation r de centre (J et d'angle : 5
GA=08 oC=0D

* Puisque: V(5708 ) = Z{2n) (060D ) = §l27]
alors: riA)=B et riC)=D

et puisque la rotation conserve la distance,

alors: AC = 8D

Comme [angle de [a rotation est L et PA)=B et p(C) =D, alors:
(AC:BD ) = w[:.-.]

ce qui signifie que (AC) L (BD).

| Exercice 4=

Montrons que rill) = E:

D ol

{{ I8 ) = 2 5lan] cest-a-dire rid) = B

IA=IB
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ol r est la rotation de centre [ etd'angle ’; 2

<git [ le pclnt tel que: riB)=1r,

ona: = ,donc: AD = BI' (1) {La rotation conserve les distances)
Aria)= B

ot (RD:BD" )= 5 S2z) 21 (& 5 estfangle de la rotation).

et comme ALIC B estun parallélogramme,

alors: Al =BC parsuite; AD = BC

done (2) devient [ BC,BD" ) = f? [27] et{1) devient; BC = BD'.

or BOFE estun carrg,

]IH( JHE J--,[ z]

donc
ac=ge

*Ona: BC =RE et BC=8D'

donc: AE = BD' {3}

setona: { BEBD | =(BEBC )+ BC:BD™ F{dapreslarerat:ondeChas!esi.
etpuisque (BE;BC ) =7 [27] et (BC:BD" )= 5 (27

dlors: (BE;BD™ ) = 027 (4)

de(3) et (4) on en déduit que D' = £.

Donc: (D) = {

1) Montrons que r(A) = € et 1(() = B:

Sait r la rotation de centre [ et dangle — 5 F B
Puisque le triangle ABC est rectangle socéle ;\"-,\
desommet ¢ et [ milieu du segment [A#), ! '/},*'
slors [4C" et [BC sont deux triangles rectan- P 3
Bles isoceles de sommet /. ( —
dong i A
Asic = 1B {
URIC) =—Z{ox) * |(1c578) =~ Fi2a] lp

d0Us rA) = ¢ ot 1) =
;’ 2 Montrons que (BC;BF | =— 4 (37 ):
DA r(E) = F et K = B et I'angte de |a rotation est —

4

i

bl
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donc: (@,W) == “%: [27]
et puisque € est le milieu de [BE].
alors: BC = CE

b- Déterminons la nature du quadrilatére ACFH:
Puisque ; (E?t'_:m?‘}z—-‘; 2] alors ¢ (BC) L (BF) (1)
et puisque le triangle H(T:l est rectangleen €',

alors 1 (BC) L{(CA) (2)

de (1) et (2) on endéduit que: (BF)//(CA) (a)

et puisque : rlE)=F et r{iC) =R

alors 1 EC = FB (La rotation conserve la distance).
et comme C est le milieu de [AE]

alors: CE=CA

donc: CA=FR (b)

d'ol : de (a) et {b) on en déduit que ACFB est un parallélogramme,

1) » Canstruisons le point £ :
Ona:riAl=D et r(C)=8 A

alors: Q4 = QD et QC= QR /\

donc £ appartient 3 la médiatrice du segment : \
[AD] et 2 la médiatrice du segment [BC]. f N e
Dolr : la construction du point ©

= Déterminons l'angle de |a rotation 7: /
Soit @ I'angle de |a rotation r. 3]
Puisque r(A)=D et r(C) = 8.
alors: (AC:DB ) =al27]
et puisque ; B est le milieu du'segment [AR],
alors: DR = BA =- AR donc: (AC:—AH ) =el2r]
etcomme (AC: - AB ) =(AC:AB )+ [27)

—— ‘j; +ri2r]

= -E_’-—‘ [2x]

FSDZ dl rotation dans,le glan
or more visit: L9ray.com




p;.r.wnséquent 233 est une mesure de I'angle de la rotation r.
7) Montrons que le quadrilatére ABQC estinscrit dans un cercle (inscriptible)

sait (2 ) le cercle circonscrit au triangle ABC .
Montrons que : & (<)

ona: rlc) =1, donc m{ OF ) = ?._?r [27]
Cest-adire : BOC =44

etpulsque : ABC= ';f
alors : BQC + ABC
donc le point £ appartient au cercle (¢ ) d'olt ABQC est un quadrilatére
inscriptible.

[Exercice 473

1) Montrons que C' = BE et (DC) L(BE):

Les triangles ABD et ACE sont deux triangles rectangles en A.

Ceti nous conduit & considérer la rotation  de centre A et d'angle ",{ .

Plisque . | A0 = AB
W N (ADAl ) = F2r) 20 HD) =B

. AC = -1.1-.'
S puisque ; {{ ACAE) = & |3:J,arors:ﬂ(‘l 2

Onasr(b)= b et rlG
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donc: DO = BE (1) (La rotation conserve la distance) et la mesure de l'angle
(FCTL-??) est la mesure de I'angle de la rotation r.
dou: (DC:BE ) = 5 [27] (2)
d'ols: (1) et (2) on en déduit que et IO = BE et (DC) L (HE).
2} Montrans que le triangle ALl est rectangle isocéle en A
ona: rlpCh=[rorc)]
=[BE] (image d'un segment par une rotation est un segment)

Puisque / est e milieu dusegment | DC] etla rotation conserve le miliew d'un
segment , alors r(/) est ie milieu du segment | B
Bonc: rid)=J

Par suite ;

= 5 [2m]
Donc le triangle AL7 est rectangle isocéle en A,

(Exercice” 3

1) Montrons que r{(HC)) = (BCT:

Ona: (ARAD )= ’2: [2z) et AB=AD

donc: (AIF:AR ) =- ; [2r] et AD = AB

et puisque r est |a rotation de centre A et transforme D en H,
alors r est la rotation d'angle - E etdecentre A.

Clest-a-dire : r=r{ A:- '; )

Vimage de la droite (1C7) par la rotation r est la droite qui passe par i/} et
perpendiculaire 4 la droite ( () (car larigle de fa rotation 7 est =5 ).
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et puisque #(D) = H et (BC) L (DC)

alors : rl{DCY) = (BC)

21a- Montrons qgue riM) = N:

posons M' = r(M)

ona: r((DC)) =(BC) et Me(DC)

donc : r{M) € (BC)

Cest-a-dire: M" € (BC)

et puisque = FM) = M, alors : (AM:AMT ) = —’; [27]

Clest-a-dire : M appartient & la drolte (A) passant par 4 et perpendiculaire
a la droite (AM ).

Par conséquent : M (AN (BC)

ors (A)=(4N)

doti: M e (ANNBC)

Clest-a-dire : M’ }

donc:r(M)=N

b- Déduction : AM = AN
Ona: riM) =N signifie que : {/ AT :

527

Donc le triangle AMN est rectangle isocéle’en A.

ercice 8

1) a- Déterminons r(A) et ric):

Puisque : ABC estun triangle rectangle en A et | est ; \

le milieu du segment | #¢], £ N
Rlors: [ = B = I¢° LA

17
et puisque le triangle ABC estisocéle de sommet A A —\ B

€t [ est le milieu de [ A0

alors (A7) est la médiatrice du segment [BC],

sonc: (7378 ) = & 2] et (16507 ) = & [22],

i A= _.‘}_? |R" = 1A
) = 5 [22) |(ei2) = T [2x)

Parsuite : r(4) = B 6t #iC) = A,
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b- Déterminons I'image de la droite (BC') par la rotation r:
Ona:r)=AetriD=1

donc: r{(CI)) = (AT)
et puisque : (CT) = (BC) (car [ (BC))
alors: r({BCY) = (A

2) Montrons que le triangle EIF est rectangle isocele :
Pasons : r(E)=E’

Ona: r(A) =B et r(0)=A et r(E) = £ et AE= SAC
alors : BE

Ona: BE"= 3 BA et BF = 284

donc: BE = BF

dob: B = F
par conséquent : r(f) = F
IE=IF

Par suite : (Hr“;r): Fid (27
A =512z

Danc le triangle ElF est rectangle isocéle de sommet 1.
Montrons que (AF) L (EF):
Soit r {a rotation de centre O et d'angle "2" .

Ona: ABCD estun carré decentre O et (AH:AD ) = g |27]
donc: r(A)=8.

Posons r(l) = I

ﬁﬂs d rotation dans Ig plgn
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ona:r(B)=C, r(O)=D et ri)=1" et BI= 2 BE,
et puisque la rotation conserve le coefficient de Ia colingarité,

alors: 1= "; ch
- 2

ori CI'=3C0
ponc: O =CF
doli: [I' =J

par conséquent : rif) =/
Ona: r(A) =8, r(l) = J etlangle de |3 rotation est ‘-,T--,

donc : (Q{?:'-Is‘f} = 73‘—[2;“
doir: (A7) L (BT)
et puisque: (Af)=(AE) (car [€(AE))

et (BS)=(FJ) (car F (BS))
alors: (AE) L (FT)
donc: (FJ) est une hauteur du triangle AEF issuede F,
dautre part on a : (E7) 1 (AF)
donc: (E7) est une hauteur du triangle AEF issue de £
ebpuisque: (E/)n(F) =0
alors J est lintersection des hauteurs du triangle AEF .
Donc fa hauteur du triangle AKF issue de A passe par le point J,
dod: (A7) L (£F)

1IMentrons que le point O appartient a la médiatrice du segment [ 7]
Ona: ABCD un carré de centre O et (008 ) = ‘§|221']
T

Ceci nous conduit & cholsir la rotation r de centre () et d'angle %
OA = 0R =

Puj; - Ao ey
e (O8:08) = (2x

] alors: r(A) =8,

. OB =0C
et puy ; —— - VY =
PUisque ; |l0£f,-0(*] o %-!zzrl""‘”s‘ il =c.

® puisque : [ est Ja barycentre des points pondérés ; (A:3) et (#:1) et la
Fotation conserve fo barycentre de deux points;
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alars ;- ril) est le barycentre des points pon- D )
dérés (r(A)3) et (r(B)1). i A€

Clest-a-dire : r(]) est le barycentre des points /
pondérés (H:3) et (Ci1). <

donc @ vl =J (car J est le barycentre des

points pondérés (B;3) et (C;1)). A \
' e 7 B

Ona:r(l) =J donc: OF = (O a

Par conséquent () appartient 3 la médiatrice \:
du segment [1/].

2] Montrons que ie triangie AR est rectangie isocile;

Soit r" la rotation de centre K et d'angle g :

Ona: KB =Kl et (KE:KT) = ’; [2z]

donc: 1 (B) =1

Posons: r () =J"

Puisque la rotation r’ conserve la distance, et Vangle de 1" est égal a : A
alors: BI =10 et |(BLT )= 2 2=

et puisque : AT = i.‘i'ﬁ et Bf = ;'11!:"{' ¥ et AB=HC (car [ estle barycentre

des points pondérés (A4;3) et (H:1) et J estle barycentre des points ponde-
rés (B:3) et (€:1)).

alors: Al = BJ
donc: &' = A
[
AR 27| (Relation de Chasles)
dont : (14:07) = ; : ’i]:‘:r
dou: (IA: 1" )= 0[2x

Par conséquent les vecteurs T4 et [J7
comme LI" = [A.

sont colinéaires et de méme sens et

alors: J"= 4

donc: () =A
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KJ = KA
dob \(gT.KA ) = 5 [2x]
par conséquent le triangle AKJ est rectangle isocéle de sommet K .
[Exercice S0H
1) Montrons que le triangle AIM est éguilatéral:
Ona: A = IM, donc le triangle AIM est iso- A

céle de sommet M. o /"Ii::>\""

- Lles angles AM[ et ACE interceptent le Al ) .

= S h \
méme arc AR, ’/ - % \
donc: (MA:MF ) = (CA€E ) [2x] f'/" st L
et puisque le triangle AB( est équilatéral. =& ) _//

alors : (CA:CH ) = ';' [2r
dou: (MAMI ) = § [2x
Ona:letriangle AMI estisocéle et I'un de ses angles mesure ‘: ;
denc le triangle AMI est équilatéral.
) a~Déterminons r(/) et riff);
Soit r la rotation de centre A et d'angie j )
SN S
ABAC )= 4 [2x) = [(AT:AM ) = 5 (27
alors: r(B)= ¢ et ri =M.
b- Déduisons que MA + MC = M8 :
Ona: [ e[aM], dore : M = 1B+ IM (1)
Etonas p(M = ¢ et ril) = M.
alors : 1 = Afc (2) (La rotation conserve la distance)
&t puisque |e triangle AMM est équilatéral,
Alors: IM = MA (3)
9e(1), (2) et (3) onven déduit que s \IA + MC = M+ I8 = BM
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1- Composée de deul rotatlons

Soit r{Q;a) et r'(Q':a) deux rotations d’angles non nuls.

» 5l Q=10 alors r'or estlarotation de centre Q etd'angle ¢+ &'
etona: ror' =r'or.

oci Q0 et ((Vhe Z) et a # 2kt alors. r'or est une rotation d'an-
gleata.

ssiQ =0 et w+a =0[27]alors r'or estlatransiation de vecteur Q6
tel que Q' = rorl) = ri{Q),

2- Decomy

» La composée de deux symétries axiales d’axe (1)) et (D7) qui se Lnupent
en un point £ est une rotation de centre £ etdangle .‘;(u. v ) tel que: w
est un vecteur directeur de la droite (D) et v est un vecteur directeur de
la droite (D).

« Toute rotation de centre & peut se décomposer en deux symétries axiales,
ayant des axes qui se coupent au point 1.

Exercices

d'application
Soit A et B deux pointsd'un cercle (¢ ) de centre ().
On considére un paint M du cercle () distinct de A et #.

Les droites (D) et (D') sont respectivement les médiatrices des segments
[AM] et [BM].

1) Déterminer la nature de Ia transformation Siwi08u, (ol S et S sontles
symétries axiales d'axes respectifs (D) et (1))

2) Déterminer la nature de Sa085 0.

3) Soit (7 Ie centre de gravité du triangle ABM .

On désigne par A'; B' et M’ les images respectives des points A; 8 et M
par Siai08u .

Déterminer S 08, (G,
| Exercice £E}
On considére dans e plan orienté le carré EFGH de centre O telque:

(GHOE )= % 5 [27]. I estle symétrique de E par rapporta F.

1 lotation dans
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« 1, est la rotation de centre £/ et dangle .rzr 1,

« 1, est la rotation de centre [ etd'angle 7.

« 1, est |a rotation de centre (& et d’angle g !

Montrer que ri0r:6n est upe translation dont on déterminera le vecteur.

Exercice &

Soit ABC' un triangle tel que : (ABAC ) = Al2z]etque: D < f< 127 2

On construit a 'extérieur de ce triangle, les carrés AHIB; BDEC; ACFG et
les parallélogrammes BIJD et CEKF .

Soit () le centre du carré BDEC et (A) la droite passant par O et paralléle a
la droite (BC).

1) Faire une figure.

2)Soit 1 latranslation devecteur BD et r larotation decentre B etd'angle ‘27 g

a- Donner la nature de chacune des transformations S..05., et S 08. en
précisant leurs éléments caractéristigues,

b- Déterminer la nature de for.

¢- Déterminer tor(A), en déduire la nature du triangle ACQJ .

3) a- Montrer que le triangle OAK est rectangle isocéle.

b- En déduire que le triangle AKJ est rectangle isocéle en A.

On considére dans le plan orienté un triangle ASC tel que la mesure
principale de 'angle ( AH;ACT ) est positif.

On construit 3 'extérieur de ce triangle les triangles rectangles isocéles O, B¢’
et (O.AB tels que :

(0C0H)= 5 2x)et (0:8:0:4 ) = § [27]
Soit O le milieu du segment [AC].

On désigne par 1 la rotation de centre (0 et d'angle
tentre O. et d'angle ‘B_.r .

et 7 la rotation de
1) Quelle est I'image du point € par la transformation ror ?
2} Déterminer la nature de la transformation 7 or .

3) Montrer que le triangle 0, (L est rectangle isocéle (Decomposer n et n
N produit de symétries axiales convenables).
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L ___Solutions S

1) Déterminons la nature de la transformation 808,

Ona: (D)NI(D) =40} ob O estle centre du cercle (£).

Donc 8§05 est larotation de centre () et d'angle 2(GLOT) ot £ et
sontrespectivement les milieux des seg-
ments | AM) et | BM],

etona:

(O1:07 ) = (OL.OM) + (ONLGT [ 2],
et puisque le triangle OAM est isocéle
de sommet () et (Of) est la médiatrice
du segment [AM] alors, [OF) est une
bissectrice de I'angle Aom.

Donc (OLOM ) = (GA:O1 2],

de méme (OM:0T ) = (01:08 J[27].

par suite : 2(0%,01 ) = (0,01 ) + (01,08 ) + (OL01 J[27]
=(0A;07) +(OL0B J[27)
= 0K 08 2z
Donc $,08, estla rotation de centre A et dangle (OA:OH ),
/) Déterminons la nature de S0 0800 .

Les axes (AM) et (BM) secoupenten M,

alors 8. 08 est la rotation de centre M et d'angle 31. MAME )

Puisque (".( 7 .?\.-Iﬁ} est un angle inscrit associé a langle au centre ACH,

alors 2(NA:ME | = (O%:08 |22

Par conséguent : 5., 08, est |a rotation de centre M et d'angle {ON00 ).
Déterminons 'image du point € par S, 05, .

Posons S, 085, = r ol r est la rotation de centre () et d'angle (OA:08 ).
Ona: Al = A", riB) =B etridMi =M,

et puisque (; est e centrede gravite du triangle AV et la rotation conserve
le centre de gravité d'un triangle,

alors #(G) = G' quiest le centre de gravite du'triangle A'8'M".

2 { Rotation dans Ig plan
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Montrons que r oror est une transiation.

[Exercice £E

Ona: n=riFr)etn= :{(:‘: ‘5 )

t e
..,_n'._,.u

et pulsque F# G alers rnor est upe rotation dangle 7+ %5 = 5, (Car

a+ 5 # ),
etion a: rolron) est la composée de
deux rotations qui n'ont pas le méme
centre (vérifier ce résultat).

u XL F
Et puisque -i' +--2-’I = Qor ik = 1) alors
ror-0r: est une translation.
+ Déterminons le vecteur de translation.
Posons t = noror.
Ona:r= r(H:--‘zT- }, r=r{Fx)
etn= r{(e‘:--’_%-],
le triangle /GE est rectangle isocéle
de sommet G (car FI=FE=FG,
FeliG] et (FG) L(ED)).
GE =1l
(GEGT) = )22
Dot: n(k) =1

Donc

o pilsaie {[ F-‘i: FE) = x[2x]
Fl=FE

HE = HG

et pui - . i x
Pulsque ‘! HEHG) z 31‘-'[ alors r(E) = (.

Par suite : 1(5) = nonon (k)
ron ((n(E))
nor(h
= ninth))
= n(F)
=0
Done 1(£) =
ol ¢ est Ia transiation de vecteur 6.
Cestadire (= fre,
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a- = Déterminons la nature de S.08. .
Ona: (A) estla médiatrice du segment [BD].
Donc: 8108, (B) = Sa(Sw(8Y)

= 5s(8)

=0
et puisque (A) 7 (BC) alors 5,08, estla translation de vecteur BIJ.

D'oll §4,05, =t ol ¢ estla translation de vecteur B .

= Déterminons 1a nature de S 08 .

On a:les axes (BF) et (BC) se coupenten H.

Donc §, 08 est la rotation le centre A et d'angle 2( B BC ).
or (RERC

)= ’Ellﬁ]_
Alors 5,05, estlarotation d'angle 5 et de centre f.
b- Déterminans la nature de for.
Ona: tor = {5208 )08 085.)
= S 0 Sin 0572, )05
= 82085 (car 8080 = [i)
et puisque (A) et (BE) se coupenten (),

alors 5405, est Ia rotation de centre O et d'angle 2(OE;0M ) ot M estle
milieu de [BD].
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gt puisque 2(00M ) = (0B;00 )|27]
= 2 IZ'TI

alors S.0S8 estla rotation d'angle 5 et decentre ().

]

C'est-a-dire tor = rf.{):-g J'
¢- Déterminons for(A).
ona: torlA) = r(A)),

et puisque © est la rotation de centre H, et d'angle ; alars r{A) =1 (il vient
du fait que BA = BI et (BA.BI) = "[ )
Donc toriA) = ((riA)} =) = J.

Car 1 est la translation de vecteur BD et BD = 1.
Dot ror(A) =

= Déduisions la nature du triangle AQJ.
Ona:ror= r((): g ) et ror(A) =1,

OA=0J

(0A:07) = [2

alors

Par conséquent le triangle A(J est rectangle isocéle de sommet (.
71 a- Montrons que le triangle OAK est rectangle isocéle.
Ona: KF = = DB .

Done F est I'image'de K par la translation de vecteur DE .

Posons ' = .
Ona: 'iK)y=F,
etona;: CF =( 1etf(} (R)= ‘1:::}.

Donc A est l'image de F par la rotation de centre O et d'angle T.
Posons ' = p( () ‘,T } "’
Ona: p(p)= .-\.h

Donc r'or' (K) = (1 (K)) = ' (F) = A,

Btona: S 08, =G )=r.

SinioSs, =1, fi

Donc g = Siies 080 )6l S 088} = S0l Sie rJﬁn YoSia= SooSis
Bt puisque ((IC) et (A) se coupenten O,
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alors 81084 est la rotation de centre O et d'angle 2(OM;01), (M est fe
milieu de [BD])

Par consequent :

r'ot’ est la rotation de centre () et d'angle ‘; 7
Orrlot’ (K)=A.

Donc OK = 0A et (OK;0K) = T {2x].
Dol la triangle OKA est rectangle isocéle de sommet ().

b- Déduisons que le triangle AKJ est rectangle isocéle de sommet A,

ona: (ALAK) =(ATAO )+ (AG;AK)[27],

et puisque le triangle AOJ est rectangle isocéle de sommet (7 alors

(AJ:A0) = & 127] de méme, le triangle AOK est rectangle isocéle de som-
met O, donc; (AG:AK) = 4[ wl.

par suite (AJAK) = _:_r ﬂE"r]
Clest-a-dire [AI:.‘\_K}E -2-[2;(] 1)

dans les triangles rectangles isocéles OAJ et QAK, ona: AJ =204 et
AK=\20A.
Ponc AJ=AK (2)

d'ol de (1) et (2) on en déduit que le triangle AJK est rectangle isocéleen A.
[Exercice 413
|| Déterminons I'image de ' par la transformation ror .
soit 1 = (05 ) et n=rl0:5).
oc=08
Ona:1(oic:0i8) = Zfax]
alors n(C) =B

e e
LN 3 ((G:B:OA ) = 5 (2]

alors n(B)=A

16 ¢ Rotation dans
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ponc ron(C) = roln(C)) = n(B) = A.

ploli: ron(C) = A.

2} Déterminons la nature de ron.

Onar= r(f).:-’g ) et r(Ug}

puisque 5 + 75 # 2kr et 0. £ 0,

alors r;on est la symétrie centrale qui transforme (' en A.

Danc le centre de cette symétrie est le point O milieu du segment [AC].

1) Montrons gue le triangle ()0, (3, est un triangle rectangle isocéle.
Décomposons chacune des rotations r; et r: en deux symeétries axiales.

= Soit (D) et (A) deuxdroites qui se coupenten (. tellesque rn = S,054 (1)
= Choisissons (') telle que (D7) et (A) se coupenten O, et r. = 5.05.  (2)
* Pujsque r;or = &, ol §; est la symétrie centrale de centre (J,

alors (815/08.5)0(85508:0) = S..

Donc S, 0(Sa:08:.)08m = 54,

cest-a-dire 8,085 = Sy (car Sa:08: = 1),

D'oli (D) et (D') se coupenten (2, (3)

de (1),(2) et (3) on en déduit que

* (A) passe par les points () et ().,

* (') passe par les points () et (), ,

* (D) passe par les points () et (),

Cesta-dire (A) = (0,0:), (D) = (00 et (D) = (00},

Bonc 1, = 85,408

= Stonon OStoons

&t 1 = 85i0108ia = Sion0Sian

et puisque 1, est une rotation dangle 4- et de centre 0
€t 11 est une rotation d'angle '-: etde ;entre .

Alers 2(0107:0:0) = Z{2x] ()

et 2(0,6.0,0; ) = g (b)

de (a) et (b) on-en déduit que :

(0:0:6:6) = F 2z, et (06:0.07) = T ).
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Par suite le triangle 00, 0); est isocéle de somment () ayant deux angles qui
mesurent chacun ': i

Donc le triangle OO, 0. est rectangle isocele de sommet ().

Exercices de synthése

soit ABCT) un carré de centre O tel que (OX:08) = ?2' 7).

I et J sont respectivement les milieux des segments [(JC] et [OD].
Montrer que Bl = CJ et (BI) L (CJ).

Soit ABC un triangle rectangle isocéle de sommet A tel que | AF:AC ) = gl.‘,‘rl
et [ estle milieu du segment [AC). iy

On considére la rotation r de centre / et d'angle 2‘

1) Montrer r{A) = B et r(C) = A.

2) Soit (I') le cercle de centre C et qui passe par le point [.

a- Construire le cercle (T"') image du cercle (I") par la rotation r.

b- Le cercle (I") coupe le segment [AC] en £, et le cercle (") coupe le seg-
ment [AB] en F.

Montrer que r{FE} = F.

Soit ABCD un carré de centre () tel que (AB:AT) = 5 [2x].
La droite passant par ) et perpendiculaire a la droite (/') coupe (Af) en J.

1) Montrer que |a droite (1)) est 'image de la droite (/C) par une rotation de
centre (J en précisant son angle.

2) a- En déduire que rif) = J .
b- Exprimer BJ en fonction de BA .
Soit ABC un triangle équilatéral tel que (AH;AC) ’E [27].
= 3 ol . N 2 .
Soit / le milieu du segment [HC'] et [ le point défini par 1D = 7 Al
VE
1) Montrer que AR =10
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2) Soit r la rotation qui transforme A en / et transforme B en £).

a- Déterminer I'angle de la rotation r,

b- Construire le centre € de la rotation r.

3) On pose riC) = &

Montrer que le triangle JDC" est équilatéral puis construire le point .

ABCD est un carré de centre () tel que (AB:AD) = ‘E‘:[Q:}.

Soit r le rotation de centre A et d'angle ;: %

1} Construire les points M, N et / image‘s respectives des points B, C et D
par la rotation r.

2) Montrer que le triangle MNP est rectangle isoceéle.

3) Montrer que (AN) L {MP).

4) Soit [ le point d'intersection des droites (AN ) et (AMF).

Montrer que r(()) = I, en déduire la nature du triangie (A/.

Soit ABCD un carré de centre [ tel que | AB;AD) = -',7-12:.'] et r la rotation
dangle '2r etde centre A, g

On désigne par § la symétrie centrale de centre /.

1) Soit M un point du plan distinct des points & et N tel que #,5oit le milieu
du segment [MN].

Ongose r(M) = £, S(M=F, riN) =G et SIN) = H.,

1) Faire une figure convenable.

2} Soit f la transformation définie par [ = Sor,

2-Déterminer la nature de [

b- Déterminer J18), en déduire les éléments caracteristiques de |,

& Endéduire que # est 'unique point qui vérifie r(B) = S(B).

3} a- Montrer que le point ) est le milleu des segments [F(] et [HF] et que
B =,

b Déterminer une mesure de l'angle |E(; :!.'-Il' ).

©En déduire la nature du quadrilatere EFGH

81 Déterminer 'ensemble des points M pour lesquelles e coté ducarré ABCD
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et le coté ducarré EFGH , ont la méme longueur.

W)Réciproquement, soit EFGH uncarrédecentre D telque (EF;EH ) = ’; [27].
1) Montrer qu'il existe un point M du plan qui vérifie r'(E) = 5 '(F) = M et
qu'il existe un point N duplantelque r '(G}=S"'(H) = N.

| Vous pouvez utiliser la rotation +' de centre D et d'angle ‘;" )i

2) Montrer que B est le milieu du segment [ MN]. ¥

Montrons que Bf = CJ et (81) L(CT).

Soit » la rotation le ceptre () et d'an- D
it

7€
gle 5 . S
DHE 06 J A1
Ona:1(0B;0¢ )= Z2x] 4
donc r(B)Y=C, 0
S
stona: {{O(‘ S , A - B

donc r(C) =D,

et puisque [ est le milieu du segment [(C] et la rotation conserve le milieu
alors r([) est le milieu du segment [rif)r(C)]

cest-a-dire (1) est e milieu du segment [OD].

Done r() = J (car J estie milieu du segment D))

Ona:ril=J et r(B)=0C.

T e bid
Donc BI = €/ {1a rotation conserve la distance) et (BLCT) = "'{[E.T] (ear &5
est l'angle de |a rotation r).

Finalement Bl = CJ et (B]) L (C).
1) Montrons que riA) = B et r(C) =A.

Ona ABC estun triangle rectangle isocele de sommet A et / estle milleu de
hypoténuse [BC].

Donc /A = 1B =1IC, (TA.1B) = 527 ] et (iC:
hauteur du triangle ABC.

D'ot: r{A) =B et riCr=A4A,

A= Z[27] (ear (AD estune

520 ﬁ Rotation dans le plan

For more visit: L9ray.com




2) a- figure

Puisque riC) =A.

Alors I'image du cercle (I'") de centre ¢
etde rayon Cf est le cercle (I} de cen-
tre r{C’) et de rayon €1,

Or r(C)=A.

ponc (1) est le cercle de centre A et de
rayon Cf (voir figure).

b- Montrons que riE) = F.

ona: rllAC]) = [r(A)ric)].

ponc r([AC] =[BA],

etona (") =(I")

et puisque E & ([AC]n (7).

Aors r(E) & (r(|ACD N r(T)),
cest-a-dire r(£) € ([AB]A(T)).

Or (") coupe [AR] en F.

Donc r(E)=F,

(r)

LI Montrons que r((/C')) = (D) ol r est une rotation de centre (.

()_( ;. =0b

(OC:00 ) =
Done (€)= ) ou
tentre () et d'angle

Ona:

[2x]

est la rotation de

Kol T Ay

Puisque r(C) =1 alors I'image de la
droite (/) par la‘rotation r est la droite
(&) passant par P et perpendiculaire
ladroite (/c),

Comme 'unique droite passant 1) et per-
Pendiculaire & (7¢") est la droite (DJ).
Bonc (A) = (o).

Par consequent r(([C)) = (D)

Ol 1 est Ia rotation de centre O et d'angle ‘Er ]
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7) Déduisens que r(I) = J et exprimons BJ en fonction de BA .

OA= 0B
*Ona: (OR-0B) = ;‘Elledonc A =R,

0D = 0A
etona: (OD.0R) = 2 127] donc r(D)}= A,

Par suite r{(AD)) = (BA),

et puisque [ & ((ADYNUEY) alors F(D & (r((ADY) O r(UIE)) .
Clest-a-dire r() & (BAYN{DS).

Or (BAYN(DN ={J}.

Donc r(l)=J.

sOna:r(A)=8, riD)=A, ri=J et Al =kAD.

Et puisque la rotation conserve le coefficient de colinéairté, alors BI = kBA .

| Exercice 4TH
1| Montrons que AR = 1D,
== — 3
Ona:iD=-2-Al,donc ID = - AL.
V3 V3
Dans le triangle rectangle AR on a:(Af) est une médiane, médiatrice et hau-
teur, et bissectrice de I'angle BAC 2
T T 3
etona: t}; = Cm‘:,: donc Al = .‘\Bcos‘; = "2- AB.

2 x SSAB=AB.

LT ]
Déterminons une mesure de 'angle de la rotation r.
Ona:rid)=1etriB)=D.

Dol : ID =

Soit ¢ une mesure de 'angle de ia ro-

=

tation r. // : .\". 2
Ona: |ARID ) = ef2x], /SN (A)
et puisque 1D = 2-“ A et-2 350, 8 ’ T‘ i( o

Yala ¥ - \
Alors les vecteurs 1D et Al sont coli- \ T ’ >
néaires et de méme sens M
parsuite (AB:Al) = ¢|27 (B \b/

etona: (ABAT)= ]1-1".-‘\'3:5{1 Nz2a].

bonc (AB:Al )= A

2z,
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par conséquent & = ﬁ 2r].

'; est une mesure de I'angle de la rotation r.
b-Construisons le centre £ de la rotation 7.

ona: rid)=1 et r(B)=D.

pone QA = Qf et QB = QD

Dlol © appartient a la médiatrice (A) du segment [ A/] et ala médiatrice (D))
du segment [A0].

[Vioir construction).

1) Montrons que le triangle 7DC est équilatéral,

Ona: r(A) =1, r(B)=D et r(C) =

et la rotation r conserve la mesure de l'angle orienté.

Alors (AB; AT ) = (101 )[2x].

ponc (IB:IC ) = $1272]  (2).

Ona: D= AB et IC" = AC (la rotation conserve |a distance).

Et puisque AR = AC alors ID = IC" (2}, alors

de (1) et (2) on en déduit que le triangle [C est équilatéral.

D'ols la construction point €.

(Exercice £71

!| Construisons les points M, N et P tels que : r(#) =M, r(C)=N 4
rdy=p.

Ona:r= I'(zi:€ i
Donc: s r(H) = M e AB = AM et (AB: AM ) = 5l2x).
STE) =N = AC = AN

elli(f:.-\'k'-]sz[Ex : N
. r[f)!-:."c—Sr‘..‘) =AP '

et (ADAP) = & 27). ..”"'.
Donc s trmngles ABM, ACN et i
ADP sont équilatéraus, p'.i: e
Dol la construction. i S

I Montrons que le triangle MNP est
"ectangle isocéle
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Ona:riB)=Metr(Ci=NetrD)="F.
Denc BC=MN, CD=NFP et BD=MP.
(Car la rotation conserve la distance)

et puisque BC =D alors MN = NP (1)

On sait que la rotation conserve |a mesure de 'angle orienté,

Done (CH:C )Et\T—}S_WHZ‘T!

et puisque (CTH:CE) = -"-j'[lﬁt,

Alors (NB:NM) = § (2], (2)

de (1) et (2) on en déduit que le triangle MNP est rectangle isocéle en V.
3| Montrons que (AN) L (MP).

Paisque r(AY=A, riB)=M, rlCY=N et r()=P.

Alors r((AC)) = (AN) et r((BD)) = (MP).

Ona; (AC) L (BD) (diagonales d'un carré) et la rotation conserve l'orthogo:
nalité.

Donc r((AC)) L r(BD)).
Clest-a-dire (AN) L (MP).
Montrons que ri(}) = {, et déduisons la nature du triangle OAS.
= Ona: r{{AC)) = (AN) et r((BD)) = (MP),
et puisque O & (AC) N (BD).
Alors rith € (AN) N (MP),
et puisque (AN) M (MP) =11},
Alors r(2)=1.

+ Déduction.

.JI_U = :-U

{AG:AT) = }_;:[2:.']'
Donc le triangle OAf est équilatéral,

Puisque r{(J) = I alors
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1) Constructions o2
2| a- Déterminons [a nature de [ oU i
f=Sor.

On a: & estla symétrie centrale de

centre [, donc S est la rotation de H
centre | etdangle 7

et r est la rotation de centre A et

dangle ;‘2!' j

et comme g +7isE 2k

alors Sor est une rotation d'angle
s
5
b- Déterminons f(B) et déduisons les éléments caractéristiquesde /.
Ona: f(B)= Sor(B)
= 8(r(R))
=8
= B (car I milieu de [BD]).
Donc () =8,
D'oli f est la rotation de centre K et d'angle -'-;-;:‘—- ;
¢~ Déduisons que A est 'unique point vérifiant r(#) = S(8).
Ona:r(B)= D et 5(8) = D, donc r(B) = S(B).
Soit A" un autre point qui vérifie r(B8) = S(H').
Ona:r(B') = S(B') — Sor(B) = SoS(8),
et puisque Sor = f et S05 = /d.
Alors f(B') = 1,
St puisque f est une rotation, alors elle admet un seul point invariant, c'est
son centre B_
Done 5 = .
(4] Pl 2
onc B est l'unique point qui vérifie r(B) = S(B).
3- Montrans que le point [ est le milieu des segments [EG] et [4F] et
Qe EG =
Ona- .
N3 M) =E, r(N)=G et rB) =D,
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et puisque B est le milieu du segment [MN].

Alors r{B) est le milieu du segment |EG), (Car la rotation conserve le mi-
lieu).

Par conséquent [ est le milieu du segment [EG].

Donc S(M)=F, SIN)=Het 5(8)=D,

et puisque B est le milieu du segment [ MN| et la symétrie centrale conserve
le milieu.

Alors D est le milieu du segment [ HF].

Par conséquent le point 8 est le milieu des segments [HEF] et | EG).
-Ona: riM) =F et riN) = G donc MN = FG (a)

(La rotation conserve la distance).

sEtona: S(M) =F et S(N) = H donc MN = HF (b)

(La symétrie centrale conserve la distance)

de (a) et (b] on en déduit que HF = Fi.

b- Déterminons une mesure de I'angle (L(_;PT! I }.

Ona:r= rf_:»i;'g

Donc r' =rl A - ‘; ) oli r' estla rotation réciproque de r.

Etona: § estlarotation d'angle 7 et de centre /.

Sor' est la rotation dangle m-— :__f = “2— et de centre [), car
Sor ' (D)= 8r" (D)) =8(B)=D.

Ona:e Sor ' (Ei=80r (E})=85M) =F,

[Car rM)=E =7 (E)= M)

Donc Sor '(E)=F,

etona: Sor (Gl =8(r (G))=8(N)=H.

Donc Ser (Gl =H,

et puisque T est 'angle de la ratation Sor .

¢- Determinons la nature du quadrilatére FFGH .

- Puisque les diagonales [EG] et [FH] ont le méme miliew, alors EFGH est
un parallélogramme,

- et puisque EG = FH et (EG) L (FH).
On en déduit que EFGH est uncarré,
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41 péterminons l'ensemble des pcln!

On a; le coté du carré ABCD et le coté du carré EFGH ont méme longueur
5| et seulement si les diagonales [BD] et [F#) ont méme longueur.
Clest-a-dire FIH = 8D,
puisque FH = MN et BD = MN et B estle milieu de [MN].
alors Bp =22 = p1.
posons Bl = R donc BM = K.
l'ensemble des points M tels que ABCL) et EFGH soient isométrique est le
cercle (7)) de centre 1 et de rayon R = HI.

Mantrons qu'il existe un point M telque: r (E) =5 '(F) =M.
ona:r! =r{A— g }
et Sor (D)= S(r' (D)) =S(B) =D
Donc D) est un point variant par l'application Sor
= 5 est la rotation de centre [ etd'angle 7 (car §=5).
* ' estla rotation d'angle — ; 4

Donc Sor ' est la rotation dangle = + {— 5= %5 etdecentre D,

Notons r' = Sor ' ol r* = r{ D; - ':,
puisque D est le milieu des diagonales [H:#] et [£G] alors D est le centre
du carré EFGI .

iDF ) = f|2,ﬂ'|

et puisque DFE = DF,

Alors r'(l) = F,

cesta-dire Sor () = F,

Bone Sasor ' (£) = §(F).

00U () = S(F) car Say =1,

Posons §(f) = M.

Bonc if existe un point M tel que r'(E)=5"(F1=M.

i .Par le: méme raisonnement on montre qu'il existe un point N tel gue
PG =8y = N

! Mentrans que # est le milieu du segment [ MN].
2:'35F'{'!’.'f!:;\f,r'it:');.'\' et r'(D)=8,

| Puisque 1 est e milieu du segment | EG] etla rotation conserve le milieu,
a

c_:" f‘ '(_DJ est le milieu dusegment |r ' (E)r ' (G)].

sta-dire B est le milisu du segment [ MN].
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