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1

Notions de

logique




1) Proposition —Fonction propositionnelle

A retenir 1 :

1/0n appelle proposition (ou assertion) tout énoncé mathématique ayant un sens et qui pouvant étre soit
vrai soit faux (il ne peut étre a la fois vrai et faux).

2/0n appelle fonction propositionnelle tout énoncé mathématique qui contient une variable (ou plus)
appartenant a un ensemble donné, et qui devient une proposition chaque fois qu’on remplace cette variable
par un élément de cet ensemble.

Remarques 1 :

1/*/ Si une proposition est vraie, alors on dit que sa valeur de vérité est vraie et on la note par : V ou 1
*/ Si une proposition est fausse, alors on dit que sa valeur de vérité est fausse et on la note par :

F ou 0.

*Le tableau suivant est appelé le tableau de vérité de la proposition P : P

2/ Une proposition est souvent notée par les lettres : P, @, R... vV

3/ Selon le nombre des variables, les fonctions proportionnelles sont notées : F
P(z), Q(z;y), R(z;y;2)...
Exemple 1 :

Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

P ¢ 1 est un entier relatif ¢’
P, © \J9+16 =J9+16 ¢
P, « % est un nombre décimale®

P, ¢ 2 est le seul nombre pair et premier ¢’

P, © Un carrée est un parallélogramme ¢’

Application 1 : Déterminer la nature des énoncés mathématiques suivants :
P"n=3,14"
Q" (f3+47) eN"
Alz) © zeR, 22207

B(z) © zeR, 2° >z

R © \/5 est un nombre rationnel *’

C(n) ©® neN", n° +n+1 est un nombre premier ”’
D(n;m) © (nym)eN?, n+m=10 "
2) Quantificateurs
Activité
1) Résoudre dans R I’inéquation suivante : 2° —2—6<0
2) En déduire la valeur de vérité des propositions suivantes :
P ¢ Quel que soit z appartient a ]—2;3[ 2’ —r—-6<0 9
P, ¢ 1l existe au moins un nombre z appartient & R tel que 2° —2-6<0 ¢
P, ¥ Quel que soit zappartient a R : 2°—~z-6<0 ©
P, ¢ 1l existe au moins un nombre z appartient a ]—2;3[ tel que z°—2—-6<0 ©

P, © 1l existe un unique nombre réel ztel que 2° -z-6=0 ©



A retenir 2 :

1/ L’expression ”* quel que soit *’ s’appelle le quantificateur universel et se note V

2/ L’expression ” il existe au moins ¢’ s’appelle quantificateur existentiel et se note

3/ L’expression ” il existe un unique *’ s’appelle quantificateur existentiel de 'unicité et se note 3!

4/ Si on lie la variable d’une fonction propositionnelle par un ou plusieurs quantificateurs on obtient une
proposition.

Remarque 2 :

Exemples des propositions liés aux fonctions propositionnelles P(z) et P(z;y)

1/ (VzeE) P(z) 5/ (VeeE)(3yeF) P(z;y)
2/ (3zeE) P(x) 6/ (VeeE)(VyeF) P(z;y)
3/ (3'zeE) P(z) 7/ (3zeE)(3yeF) P(z;y)
4/ (3zeE)(VYyeF) P(z;y)

Exemple 2 : Ecrire les propositions suivantes avec des quantificateurs et des connecteurs logiques puis
déterminer leurs vérités :
P : L’équation z° +z + 1=0 admet au moins une solution réelle.
: Tous les nombres naturels sont positifs.
: Certains nombres réels ne sont pas rationnels.

Q

R

S : L’équation 2x+1=0admet une unique solution dans R

T : Pour tout entier naturel n et pour tout entier naturel m ona: m=2n
U

: Pour tout nombre réel z, il existe un réel ytel que y >z
V : 1l existe un réel y tel que pour tout nombre réel z : y >z

Remarques 3 :

1/ On peut permuter des quantificateurs de méme nature.
2/ On ne peut pas permuter des quantificateurs de natures différentes.
3/ */ Quand on écrit (3ze E)(VyeF) P(z;y)’élément = est fourni une bonne fois pour toutes avant les
y est donc constant quand y varie.
*/ Quand on écrit (‘v’y el )(EI:U ek ) P(z;y)’élément z est fourni aprés chaque y il dépend de y et peut
donc varier quand y varie.
Exemple : Voici une phrase vraie « Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien siir le

numéro dépend de la personne. Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour

toutes les personnes ». Ce serait le méme numéro pour tout le monde !

4/\2 Q.
5/2e Q< [(3(a;b) e ZxN"): x=% et anb=1].

Exemple 3 :

Etudier la valeur de vérité des propositions suivantes :

P (EI!J:ER) 7’ =4 P;: (EIneN)(EImeN) n—m=12
P: (VzeR) 2’ +z+1>0 (vneN)(VmeN) n-m=12

P;: (3zeN) 3z-1=0

P, (VxeR) |:E|:x

(VneN)(EImEN) n—m=12
(3neN)(VmeN) n-m=12

«U U U

Application 2 :

Exercice 1 de la série 1.



3) Négation d’une proposition

A retenir 3 :

1/ La négation d’une proposition P est la proposition qui vraie si P est fausse ; et qui est fausse si P est

vraie on la note : P

2/ Le tableau suivant est appelé le tableau de vérité de la négation :

o<
< ||

3/ La négation des symboles usuels :

Symbole \é 3 = c < > < >

vV
IA

Négation 3 V| # ¢ > <

4/ Négation d’une proposition quantifiée :

Soit P(z) une fonction propositionnelle d’une variable z d’un ensemble non vide ¥

*/ La négation de la proposition (Vz e E) P(z) est la proposition (3zeE) P(z)

*/ La négation de la proposition (EI:z: € E) P (:c) est la proposition (Vx € E) m
Exemple 4 : Donner la valeur de vérité des propositions suivantes et déterminer leur négation :
PeN1+VB=2 . Pix>314 ; PoNlle[34] ; P:3<ll<4
Exemple 5 : Donner la négation des propositions suivantes :
P"(VzeR)lzg>z" ; Q"(3zreZ) N ; R "(ImeZ)(VneN) : mn=m+n"

Exemple 6 : Déterminer la valeur de vérité et la négation des propositions suivantes :

P: (3zeN)a’=36 P,: (‘v’xeN)(HyEN)Z/:£
P,: (‘v’xeR) 7>z

8

2
. . (VxeN)(ElyeN)y:\/_
B (voeN)@EyeN) y=20 L (ﬂxeN)(VyeN)ZJ:\/;

Application 3 : Exercices 2 et 3 de la série 1

4) Opérations sur deux propositions

4-1 Conjonction - Disjonction

A retenir 4 :

1/ La conjonction de deux propositions P et () est la proposition qui est vraie uniquement si les deux

propositions P et () sont vraies en méme temps on la note (P et Q) ou PAQ)

P Q PAQ
A\ \' \'
\4 F F
F \ F
F F F

2/ La disjonction de deux propositions P et () est la proposition qui est vraie si au moins 'une des deux

propositions est vraie on la note (P ou (2) ou PvQ

P Q PvQ
\4 A\ \
A\ F A\
F \'% \"
F F F




Exemple 7 :

Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

P 2<7 et 10=5

P, J22Q et |—4|:
P, 2<7 ou 10=5

P, J2¢2Q ou |—4|:
P, 2<-7 ou 10=5
P, 8<8 ou 9<10

Exemple 8 :

Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :
1) (3zeR) z+1=0¢t (JzeR) 2—-2=0

2) (zeR)z+1=0etz—2=0

3) (VzeR)z<0ou (VzeR)z>0

4) (VzeR)z<0ou 20

Remarques 4 :

1/ On dit que deux propositions sont équivalent s’ils ont la méme valeur de vérité.

2/ Soient P et () deux propositions :

Les propositions :

*/ PAQ et QAP sont équivalent, on dit que la conjonction logique est commutative.
*/ PAQ et QAP sont équivalent, on dit que la disjonction logique est commutative.

*/ (P/\Q)/\R et P /\(Q/\R) sont équivalent, on dit que la conjonction logique est associative

*/ (P % Q)VR et P V(QVR) sont équivalent, on dit que la disjonction logique est associative.

3/ Soit P(x)et Q(x)deux fonctions propositionnelles d’une variable z d’un ensemble non vide F .
*/ Les propositions suivantes sont équivalentes :

[(‘v’:c eE) P(z) et Q(x ] et [ Vz eR) P(z) et (VzeR) Q(x)]

[(Eler) ( ) ou Q(x) ] et [ Jz eR) P(z) ou (3zeR) Q(:c)]

*/ Les propositions suivantes ne sont pas équivalentes :

[(‘v’er)P(a: ou Q(x ] et [‘v’x eR) P(z) ou (VzeR) Q(m)]

[(EIJU eFE) P(z) et Qx ] et [ 3z eR) P(z) et (3zeR) Q(:z:)]

4-2 Implication

A retenir 5 :

Soient P et () deux propositions :

La proposition (]_3 ou Q) qui est fausse seulement si P est vraie et () est fausse s’appelle I’implication de

deux propositions P et () (dans cet ordre) se note P = ()

P 0 | P=0
v v \4
v F F
F \4 v
F F v




Remarques 5 :
1/L’implication : P = () se lit :
*/ P implique Q.
*/ Siona P alors Q).

*/ P est une condition suffisante pour avoir Q).
*/ @ est une condition nécessaire pour P.
2/Les propositions P = () et ()= P n’ont pas la méme table de vérité, alors I’implication logique n’est pas
commutative.
3/ L’implication () = P s’appelle I"implication réciproque de I'implication P = @)
Exemple 9 : Donner la valeur de vérité des propositions suivantes :
1) 5 un nombre impair :(VmeR) 7’20

2) 7eN=1#2
3) 1=2=3=4

4) 2¢Q=(-3) =-3

4-3 Equivalence

A retenir 6 :

L’équivalence de deux propositions P et (), est la proposition qu’on note P < () et elle est vraie

seulement si Pet () ont la méme valeur de vérité.

P QO [ Po0
% v v
A% F F
F Vv F
F F Vv

Remarques 6 :

1/L’équivalence : P < @ se lit :
*/ P équivalent a ().

*/ P siet seulement si Q).
¥*IP=>Q et Q=P
2/Les propositions P < ) et () < P ont la méme table de vérité, alors ’équivalence logique est
commutative.

Exemple 10 :

Donner la valeur de vérité des propositions suivantes :

P 4=4o3<12 ; Q: 1446 =7 12=2"x3 ; R <3552
5) Lois logiques

Activité : Dresser le tableau de vérité de la proposition : P = (Q = P)

A retenir 7 :

Une loi logique est une proposition formée de plusieurs propositions P, Q,..... liée entre elles par des
connecteurs logiques et qui est toujours vraie quelle que soit la valeur de vérité des propositions P, Q,.....

Remarque 7 :

Pour montrer qu’une proposition est une loi logique il suffit de dresser sa table de vérité.



Exemple 11 :

P, () et Rsont des propositions. Montrer que les propositions suivantes sont des lois logiques :
1) P=(P=0Q)
2) I:Pou(QetR)]@[(Pou@)et(PouR):l

Solution :

1) (Voir le cahier)

2) Nous avons :

P Q R QetR Pou@ PouR Pou(QetR) (PouQ)et(PouR)
\'% \" \'% \" \" \" \" \'%
A% \" F F \" \" \'% A\
\'% F \'% F \" \" \" \'%
A% F F F \" \" A% A\
F \" \'% \" \" \" \'% A%
F \'% F F A% F F F
F F \'% F F \" F F
F F F F F F F F

Donc I’équivalence [Pou(QetR)]c:{(P ouQ)et(P ouR)] est vraie dans tous les cas, d’ou la proposition
[Pou(QetR)]@[(PouQ) et(PouR)] est une loi logique.

Application 5 : Exercice 5 de la série 1.

Remarque 8 :Quelles que soit les propositions P, (Qet R, les propositions suivantes sont des lois logiques :

1/ Lois logiques usuelles 4/ La distributivité

PP I:Pet(QouR)]@[(PetQ)ou(PetR)]

(P:>Q)C>(]_DOUQ) I:Pou(QetR)]@[(PouQ)et(PouR):l

(P N Q)<:> [(P=Q) et (Q= P)] 5/ Lois de Morgan

(P <= Q)@(F@C_Q) m@(ﬁou@) (On dit que la négation de (PetQ)est (ﬁou@))
2/ La commutativité W—uCD@(ﬁeté) (On dit que la négation de (Pou(@)est (]_DetC_Q))
(PetQ)@(Qet P) 6/ Négation de I'implication

(POUQ)Q(QOUP) (P=0Q) <:>(Pet CT)) (On dit que la négation de (P= Q) est (Pet C_Q))
(P QQ)Q(QQP ) 7/ Négation de 1’’équivalence

3/ L’associativité (PTQ)@[( P=0Q) et (Q= P)]

[(P et Q) et R]@[P et (Q et R)] (PTQ)@(J_DQQ)

[(P ou Q) ou R]@[P ou (Q ou R):l (_pTQ)@(pc)@)

Exemple 12 : Soita,b,c € R, déterminer la négation des propositions suivantes :

P:z>2=1<5 Q:a=boub=c R:zeR" <z eR S:a<b et b<c

Remarque 9 : la négation de 3!

Soit P (z) une fonction propositionnelle d’une variable z d’un ensemble non vide F

La proposition (): (EI!:U € E) P(z) signifie que [((Elx € E) P(x))et ((‘v’x;y € E) P(x)=P(y)=>x= y)}
Donc la négation de la proposition Q est Q: [((Vz ek) %) ou ((Elzz;y e E) P(z)=P(y) et xiy)}

Application 6 : Exercice 6 de la série 1.




6) Raisonnements mathématiques

A retenir 8 :

Pour montrer qu’une proposition de type (‘v’:c € E) P(z) est fausse, il suffit de trouver z e E tel que P(z)

soit fausse.

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par contre-exemple.

Exemple 13 : Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :
1) (VzeR) : 2’ +2-2=0

2) (‘v’(x;y) e]R2): 3r+5y=8

4dxy

> 1
4+y2

3) (VzeR)(IyeR):

Application 7 : Exercice 7 de la série 1.

A retenir 9 :

Pour démontrer qu’une implication P = () est vraie, on utilise I'un des méthodes suivantes :

1/ On montre que P=....=>....=>....=...= (@ a l’aide des opérations est des propriétés mathématiques.

[(P=R) et (R=Q)|=[P=Q]

2/ On suppose P est vraie et on montre que () est vraie.

Ce type de démonstration est appelé raisonnement direct ou raisonnement déductif ou raisonnement par
des implications successives.
Exemples 14 :

1) Montrer que :(VzeR): |2|<2=|3z+1|<7

2) Montrer que : (Vx € R): x>0=>x+%22

Application 8 : Exercice 8 de la série 1.

A retenir 10 :

Pour montrer que P = (@ il suffit de montrer que Q=P. — (P=Q) @(Z) - 1—3)

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par contraposée.

Remarques 10 :

1/ 11 faut bien distinguer entre la négation, la contraposé et la réciproque.
*/ la négation de P = () est (P et Q)
*/ la réciproque de P = () est Q= P
*/ la contraposé de P = Q est Q= P

2/ Soit neN, on a: n’ est pair = n est pair

Exemples 15 :

1) Soit neN, montrer que : n° est pair =>n est pair
2) Soit a et b deux nombres réels tel que a #—b. Montrer que : a # —%b = Z—I_Z #* =3
3) Soit = et y deux nombres réels. Montrer que : (x zyet z+y# —1) = +zzy +y

Application 9 : Exercice 9 de la série 1.




6-4 Raisonnement par équivalence
A retenir 11 :

1/ Pour démontrer qu’une équivalence P < () est vraie, on utilise I’'un des méthodes suivantes :
*/ On montre que P < ... .....<> () al’aide des opérations est des propriétés mathématiques.

» Ce type de démonstration est appelé raisonnement par des équivalences successives.

:i [(P<:>R) et (R@Q)]:[P@Q]
*/ On montre que les deux implications P = @) et () = P sont vraies.

2/ Pour démontrer qu’une proposition P est vraie il suffit de montrer que

P& ... ... (Q alaide des opérations est des propriétés mathématiques out () une proposition vraie.

Exemples 16 :

1) Montrer que (Vz e R) |x—1|<i<:>g<i<g
2 5 z+1 3

2) Montrer que (Vze[-2;2]) V4-2° < z+22

3) Montrer que (Va €[I;+oo[)(Vy e[4+00]) Nz—1+2\Jy—4 = %ﬂ/ Sr=2et y=8

Remarque 11 : Raisonnement par double implication

Pour prouver une équivalence de type P < (), il suffit de prouver les doubles implications :

P=Q e Q=P

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par double implication.
- : o (P=Q)e[(P=Q)e(@=P)]
Application 10 : Exercice 10 de la série 1.

6-5 Raisonnement par disjonction des cas
A retenir 12 :

Pour montrer qu’une proposition de type (V:L" el ) P(z) est vraie, il suffit de montrer que P(z)est vraie

dans tous les cas de la variable = dans F . ﬁl [(R:P) et (Q:P)]:[(R ou Q):P]

Ce type de démonstration est appelé raisonnement par disjonction des cas.

Exemples 17 :
1) Montrer que (VreR) z°—z+1> |x—l|

2) Montrer que (‘v’neN) n(n+1) est pair.

Application 11 : Exercice 11 de la série 1.

6-6 Raisonnement par I’absurde
A retenir 13 :

Pour montrer qu’une proposition est vraie par le raisonnement par ’absurde on suppose que P est vraie

(C’est-a-dire que P est fausse) et on cherche a trouver une contradiction.
Exemples 18 : [(P = Q) et (P = Q)] =P

1) Montrer que J22Q

+
2) Soit neN, on pose : A=%, montrer que A #1
n+

3) Soit ABC'un triangle et a >0 tel que BC =3a, CA=2a et AB=4a. Montrer que ABC' n’est pas rectangle.

Solution :

11



1) On suppose que \/5 €Q donc J2 :% avec a €/, beNet anb=1 (d’aprés la remarque 3 page 5)

2
Donc 2 = Z— , Cest-a-dire a” =2b" ([)

2
Donc a” est pair. On déduit que ¢ est pair (d’aprés la remarque 10 page 10)
Donc(EIk‘ € N) a =2k, on remplace dans (/) on obtient b° = 2k” donc b” est pair.

Par suite ) est pair (d’aprés la remarque 9), or ¢ est pair, alors a Ab # 1, contradiction !
2) et 3) (Voir le cahier)
Application 12 :

Exercice 12 de la série 1.

6-7 Raisonnement par récurrence

A retenir 14 : Principe de récurrence

Soit P(n) une fonction propositionnelle sur N et n,eN.On a :

P(n,)
= (‘v’n > n()) P(n)
(Yn=n,) P(n)= P(n+1)
Pour montrer que la proposition (‘v’n > no) P(n) est vraie, on suive les étapes suivantes :
e Initialisation : On vérifie que P(n,) est vraie.
e Hérédité : Soitn >n,, on suppose que P(n) est vraie et on montre que P(n+I)est vraie.

Exemples 19 :

_ n(n+1)

1) Montrer que la proposition : (VneN") 1+2+3+...+n est vraie.

2) Soita € R*, montrer que : (VneN) (I+a) =1+na
3) Montrer que :(VneN) : 7 divise 2"+ —4

Remarque 11 :

Le symbole sigma « Z » permet de simplifier I’écriture d’une somme qui contient plusieurs termes :

Exemples :

1+2+3+...+n=Zk

k=1

i+i+...+izzi
2 3 n =k

1+2+3+...+n=2k

k=1

k=0

Application 13 :

Exercice 13 de la série 1.

12



Résumé 1 : Notions

de logique

Proposition-fonction propositionnelle

1/ Une proposition (ou assertion) est tout énoncé
mathématique ayant un sens et qui pouvant étre soit
vrai soit faux (il ne peut étre a la fois vrai et faux).
2/ On appelle fonction propositionnelle tout énoncé
mathématique qui contient une variable (ou plus)
appartenant a un ensemble donné, et qui devient
une proposition chaque fois qu’on remplace cette
variable par un élément de cet ensemble.

3/ Si on lie la variable d’une fonction
propositionnelle par un ou plusieurs quantificateurs
on obtient une proposition.

Opérations sur les propositions

conjonction |disjonction|implication |équivalence
P Q PAQ PvaQ P=@Q P<=Q
\% \% \Y% \Y% \Y \Y
\Y F F \Y F F
F \Y F \Y% A% F
F F F F \Y \Y
Négation
1/ Tableau de vérité de la négation :
P _|P
\% F
F \4
2/ La négation des symboles usuels :
Symbole \4 3 =le | | 2] < >
Négation 3 \4 = | & > | < | 2 <

3/ Négation d’une proposition quantifiée :
A/ La négation de la proposition (Vx € E) P(x) est la
proposition (3zeE) P(z)
B/ La négation de la proposition (E|:IZ € E) P(a:) est la

proposition (Vze E) P(z)

4/Négation de la conjonction, disjonction, implication
et équivalence :

A/ La négation de (PetQ) est (Fou@)
B/ La négation de (PouQ) est (f’eté)
C/ La négation de (P = Q) est (P et é))

D/ La négation de (P < Q) est (1_3<:>Q)

(ou bien (P@é) ou bien [(P=Q) et (Q= P)])

Loi logique
1/ Une loi logique est une proposition formée de
plusieurs propositions P, Q,....liée entre elles par des

connecteurs logiques et qui est toujours vraie quelle

que soit la valeur de vérité des propositions P, Q,......

2/ Pour montrer qu’une proposition est une loi
logique il suffit de dresser sa table de vérité

Raisonnements mathématiques
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5+ = o 5} 8
2 o [
R < O °: ()]
2| 4| & 4 2
B . IS =
AR-ANE I -
o ‘2 2, =
= ® g =
(=) —_— < = [=]
@ - o = < S
@ s | — = H 4
_— 23] [ = W0 < ]
=] = > = I « o
@ Q .4:': = @ <] - =9
or= = Q 1 <]
= | = RE g Z
& & 2 @ 2 9| 9
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3 9 < = = é’ = "'
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=] = 1S I
o g # S| = >
Bl 2| & g 8| = | = g
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=] 2] E 2 o w 5
17 = ] < = o g
'R S & = —U S g 3 3 )
m 17} «n E @ g o = - ]
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(5} 5] — = > o = 172} % 1
=1 = 0 © < & Q 2, 2
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g =) = T © = b @ =]
< [ 45 — .('E [ 2, .a 8
= Q I *E ®n — ® ~
g = ] S = g g o @ =]
N} oo -E =1 =5 9 - g
5| 212 8 gl 4 - 2| % :
20 8| 8| 88| §EF 83| ¢ 4
2l | a|laE| 8o x| B &
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= A=
)
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2 @ @ @ © ~ o = =
R 2l a| & a| o g & @
3 N N - 8| &4 =-=2| = g
=< = = = & E = & © o
=
o
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3
<
~
=& | 2
QA 3
(@ wY ~
Q, ~ =
0 1 2z | ©
A )
g <] Q = o ~
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% < < % N~ \).>/ w
= ] & o 0 g
«g 4 = = 2 = ;
Ea -E =) < <
= S = ) g Q
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==
e g &
o )
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Il existe d’autres raisonnements mathématiques (de base) comme le

calcul de la différence de deux expressions (Comparaison) ou la

simplification d’une expression pour obtient une autre (Egalité de deux

expressions).
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Exercice 1

Ecrire en utilisant les quantificateurs les propositions
suivantes :

P : Pour tout entier naturel n il existe un entier
naturel m tel que n+m=10

() : 1l existe un réel M tel que pour toute = de R
ona:r<M

R : 1l n’existe aucun nombre rationnel solution de
Péquation :z° = 2

S : Entre deux réels il existe toujours un rationnel.
Exercice 2

Déterminer la négation et la valeur de vérité des
propositions suivantes :

(VzeR) V2’ =z
(V220) 2°—2z-2>0
(3zeR)(VyeR) y<—z
(V R)(Ely € R) y<-—x
(V eR* )(Vye]R ) oty #1
(FyeR)(VzeR) y = sin(z)
Exercice 3
Donner la négation de chacune des phrases suivantes :
P :Toutes les boules contenues dans I'urne sont rouges.
@ : Certains nombres entiers sont pairs.
R :Si un nombre entier est divisible par 4, alors il se
termine par 4.
S :Tout entier naturel divisible par 3 est divisible par 9
Exercice 4
Déterminer la négation des propositions suivantes :

P: (VxeR)(:czO ou x<50)

Q: (EIxeR)(:c2 <54 et er)
R:(VyeR)(IzeR) z<y-1< ($+y)2 >z’ +y°
Exercice 5 ; Loi lo  TEE

Montrer que les propositions suivantes sont des
lois logiques :

)<:>(Pc>6_2)
6) [PA(P:>Q)]:>Q
7 [P=(Q ou R)]&|(P et Q)= E]

Exercice 6

a,b,c € R, déterminer la négation des propositions suivantes :
R: a>b=a<c
a=b=c
a<b<c
Oﬂxw)eRﬂ —1<z+y<2=|v+y|<2
(VwER*)(V?JER*) r—y=1lcr>1
(VmeR) 20 ou x<0

(‘v’a;b € R*)(Elx eR) cos(z) = et sin(z) =

a
Exercice 7 : Rais. par contre-exemple
Déterminer la valeur de vérité des propositions suivantes :

Tous les nombres premiers est impair.
2

Tous les nombres impairs est premier.

Vne N) n” +n+1est premier.

)
)
)
4)
5)
)
)
)

V(z;y) e R?

(
( )
(V(z:y) eR?)
( )
(

Jz+oy=8

2l +[] =[z+4]
V(z;y) e R?) cos(z+y) = cos(z) +cos(y)
7) (V(zy) eR? ) sin(z +y) = sin(x) + sin(y)
(VzeR)(IyeR) 2’ —ay+y* =0

Exercice 8 : Rais. ditect
Montrer que :

1) (VzeR) |:c|£2:>|3:c+1|£7

‘v’xeR) a:>0:>x+122
T

2) (

3) (‘v’xeR)x>1:>:c2+:c—2>0
4)( ) I+zy=z+y=(z=1 ou y=1)
5) (ae@ et beQ)=(a+b)eQ
6)(VaeR")(VbhiceR) ac<0=(FzeR) ar’ +bz+c=0

Exercice 9 : Rais. par contraposée

1) (Vx;yeR) a:¢y:>(x+1)(y—1)¢(1:—1)(y+1)
2) (VxeR*) x¢0:>\/x+1¢1+§

Yy
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Exercice 10 : Rais. par équivalence

1) Montrer que (V:UER+) J2r+2=1+Jr =1
Ne—1 1

2) Montrer que (Vx e[l;+oo[) SE
T

3) Montrer que : (‘v’x;y € R) |x|+|y| =|x+y| Say=20
4) Montrer que
(‘v’x;yeR) 7’ +y° =0<:>(x=0 et y=0)

Exercice 11 :
1) Résoudre dans R Déquation : —z° +|x—4| +2=0

Rais. par disjonction des cas

2) Montrer que (VIER) Nl +14+2>0

)
3) Montrer que (VneN) n(n+1)est pair.

4) Résoudre dans R l'inéquation vz’ —52+6 >z +4
5) Soit m € R", résoudre dans R I’équation suivante :
ma” —(m+1)x+m—1:0

Exercice 12: Rais. par absurde

1) Soit ABC'un triangle et a >0 tel que

BC=3a, CA=2a et AB=4a.

Montrer que ABC'n’est pas rectangle.

2) Soit a;b € Q montrer que :
a—b\/§:0:>(a:0 et b=0)
3) Soit a;beR” | montrer que :

abzl:(aﬁl ou bSl)

4) Montrer que (VneN*) '/Ll ¢Q
n+

Exercice 13 : Rais. par récurrence

Montrer que :

(‘v’neN ) Zk;2

n ' 37L+1_1
2) (VneN 3=
) (vneN) Z 2

3) (vneN') de ( ””)j

n+1 (2n+1)

VneN) Z:(2l<:+1)=(n+1)2

k=0

VneN*) 3" > 2n+1

n

(

5) (VneN) 2">n
(
(

(par deux méthodes)

7) VneN)z

kx(k+1) n+1

n n _1 n+1

e 53] G

9) (Vn EN*)

nn+1)n+2)
3

1X2+2x3+
3Y n

10) (VneN) | =| 21+—
2 2

111) 9 divise 10" —1 pour tout neN
Exercice 14

+nn+1) =

1) Montrer que 0 n’est pas une racine du polyndéme

P(x)=x4+5a:7 +55° —8x—1
2

2) Montrer que (Vx € R*) NI1+z® # 1+%
3) z, yet 2 des nombres réels tel que : x+y+2>1.

) 1
Montrer que £ >— ou y>— ou z>—

3 3 3
4) x et y deux nombres réels positifs non nuls.

\/g_\/% ¢1:>\/§+\/%¢«/3

5) Sachant que JE ¢ Q, montrer que(\/§+ \/g) zQ.

Montrer que :

Exercice 15

. 1
1) Montrer que l’assertion(Vx eR ) x+— = 2 est fausse.
x

2) Soit a et b deux réels positifs

a
<

Ja?+1 b2 +1

b- Montrer que : a\/az +1 =b\/b2 +1<a=b

3) Montrer que

a- Montrer que : Sa<b

V(ﬁy)e[&2 :|2$2 +5:ry+3y2|S3:>|:v+y| < 30u|2m+3y| S\/E

4) a- Montrer que tout entier naturel impair n s’écrit
sous la forme n=4k+1 ou n=4k+3avec keN.

b- En déduire que si l'entier n° —1 n’est pas divisible
par 8, alors I'entier n est pair.

5) Montrer que (VneN) n’+4n+2¢N.

Exercice 16

1) Montrer que : (VneN) : « 17 divise 2673 4 34n+2

2) xay1a!b€R*, mOIltI‘eI‘ al’+by=1:> 21

~<a’+0b’
’ 4y

3) Soita ,beR tel que o +b” =1.
Montrer que :|a+b| <2

4) Soient a ,b etc des réels.

a) Montrer que :a” +b° +¢” > ab+bc+ac

B) Montrer que : (a3 +a="b’ +b)<:>a=b




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 1BSMF

Série 1

Notions de logique

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 17
Sans utiliser le tableau de vérité montrer que la

proposition [P =(Q ou R)] & [(P et 6_2) = R}

est une loi logique.
Exercice 18
Montrer que :
1) (VneN*): « 337%2 4 2+ ost divisible par 25 »
2) (VneN*) « 52n+t 4 on+4 4 ontlegt divisible par 23 »
3) (VneN*) : « 11 divise 32" 4 26775
4) (VneN®) :(1 + %) (1 + 2%) (1 + 2
) 3n
)

oF 4L
(VneN™) : —<1++5+

)
7) (VneN®) )

n k? _ n(n+1)
k=1 (2k-1)(2k+1) ~ 2(2n+1)

8) (vneN") : 3 k(3K +1) = n(n+ 1)’
=1

(-1)" (2n+1)-1
4
10) (VneN®) :g(/wrl)k? - "(””)("1;2)(3”“)

Exercice 19

9) (VneN®) :i(—1)’“ k=
k=1

1) Montrer par récurrence :
(Vn EN*)(H(an;bn) eNg): (1+\/§)n (1 +b"\/§

2) Déterminer a . et b

n+

,en fonction de a, et b, .

3) Calculer <1+\/§)
Exercice 20 : Inégalités d’olympiade

1) abeR, Mg : (VneN') a"=b' = (a—b)x Y a" 5
k=1

5

2)z,y e R}, Mq: (VneN) z™ +y"" > 2"y +ay"
Exercice 21
Soit z,y e R .

n

+y" +
1) Montrer que (VneN) g Y 2(35 i

2 2
2) Supposons que z+Yy =1

n

1
a- Montrer que :z:ysz et (VneN) z"+y

b- En déduire que (VneN) (1+in)(l+in
x Y

Exercice 22

1) Montrer que :(‘v’neN*) ,/ n2 zQ
n+

2) Déduire que si a, be N tels que a>b>0,

2 2
+b
alors : ag = g N.

Exercice 23
n+1

1) Montrer que :(Vn € N); € N

2) Soient a et b deux nombres de Q tels que a # b

a+b\2
V2+1 €Q
3) Montrer que :(Vn € N); vn2+5n+8¢ N

4) Soit a € N . Montrer que :

\/a2+\/4a2+\/16a2 +8a+3¢N

Exercice 24

Montrer que :

Soient a ,b etc des réels.
1) Montrer que :
a+b||a—
2
2) Montrer que :

b
|<c=>(|b|<cet|a|<c)

a—>b

a+b
(|b|<CelT|a|<c)=:~|T +| -

<c
Exercice 25

Soit a,b,c € R tel que (‘v’x = [—1; 1]) ‘axz +bx+c‘ <1.
1) Montrer que |c| <1, |a+b+c|£1 et |a—b+c|£1.
2) En déduire que |a+c| <Iet |a| <2.

3) Montrer que a” +b° +¢” <5.

Exercice 26

Soit @, b et ¢ des entiers relatifs distincts de 1.
a+b<ab

=c+a<ca.
b+c<be

Montrer que {

Exercice 27
Soit a,b,c € N"tel que ab<c. Montrer que a+b<c
Exercice 28
Soit a, b et c des mesures des cotés d'un triangle tel que

1, . 1
a+b+c=1. Montrer que §£a2+bz+c2 <§.

Exercice 29

Soit ABC' un triangle isocele de sommet B .

I et J deux points appartenant respectivement aux
segments [AB]et [AC] tels que : (IJ)/1(BC)
Soit K un point du segment [B C’]

Montrer que (JK)//(AB) < Al = BK

Exercice 30 : Inégalités d’olympiade

Soit ,, Zyyeeney T, €RT

n

1) Montrer que (‘v’n € N*) (

k=1

2) En déduire que (‘v’x,y,z € R*) (x+y+z)3 2> 27xyz

3) En déduire que (‘v’n € N*) (n_—l—lj > ﬁk
k=1
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Résumé 2 : Fonctions numériques

Soit f une fonction numérique, D, son ensemble de définition, (C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O 7)

f(z)-1(y)

Soit z et y deux éléments distincts de D, , on pose T(z;y)=————=(Le taux de variation de fentre z et y).

I' un intervalle de D, .

z-y

1/ Ensemble de définition d’une fonction

e D, ={les réels z pour lesquels on peut calculer f(z)}

e Si f estun polynéme alors D, =R

o Si f(x):ggg alors D, :{Q:ERI Q(a:);tO}
e Si f(z)=4/P(z) alors D, ={xeR/ P(z)20}

2/ Parité d’une fonction
2-1 Définition :

D,

(VzeD)) f(-z) = f(x)

- est symétrique par rapport a 0
o f est paire <

D, est symétrique par rapport a 0

o f est impaire <
(VzeD,) f(-z)=—f(z)
2-2 Propriété :
) (C)) est symétrique par rapport
o f est paire &
a l'axe des ordonnés

i ) ) {(Cf) est symétrique par rapport
o [ est impaire &
a l'origine du repére

3/ Variations d’une fonction

3-1 Définition :

o [ est croissante sur I <[(Vayyel): z>y= f(z)= f(y)]
o [ est décroissante sur I <[(Vzyel): z>y= f(2) < f(y)]
o [ est constante sur I <[(Vayel): z>y= f(z) = f()]
3-2 Propriété :

e f est croissante sur [ < (VYx,yel): T(x;y) =0

e f est décroissante sur [ < (Vz,yel): T(x;y) <0)

o f est constante sur I < (Vz,yel): T(z;y)=0

3-3 Variations et parité :
Soit [ et J deux intervalles symétriques par rapport a 0 de D,
® Si [ est paire, alors :

f est croissante sur I < f est décroissante sur J

[ est décroissante sur I < f est croissante sur J

e Si [ est impaire, alors :

f est croissante sur I < f est croissante sur J

f est décroissante sur I < f est décroissante sur .J
4/Fonction majorée, minorée, bornée et extremums
4-1 Définition : Soit M,meR

® | est majorée par M sur [ < (Vzel) f(x) <M

® | est minorée par msur [ < (Vzel) f(z)=m

® | est bornée sur [ < [ est majorée et minorée sur [

4-2 Propriété :

e [ est bornée sur I < @m,MeR) (Vzel) m< f(x)<M
e f est bornée sur [ < (AM eR) (Vzel) |f(1:)| <M

4-3 Définition :

e f(a) valeur maximale de f sur I < (Vzel) f(z) < f(a)

® f(a) valeur minimale de f sur I < (Vzel) f(z)= f(a)

f(a) valeur maximale f(a) valeur minimale

f(a) valeur mazximale de f
e f(a) est un extremum de [ < ou
f(a) valeur minimale de f
4-4 Propriété :
e M valeur maximale de f sur [/
f est majorée par M sur [
{l'équation f(z) =M admet au moins une solution dans I
e m valeur minimale de f sur I
f est minorée par m sur 1
{l'équation f(z) =m admet au moins une solution dans [
5/Etude de la fonction f tel que f(z)=az’ +bz+c
e f est appelé : fonction polynomiale de deuxieme degré.
®* D, =R
b b

® (C,)est une parabole de sommet O (—2(1;,/'(— 20)) et d’axe

de symétrie la droite 7 =—

I's

Tableau de variations de La courbe (C,)
f (Parabole)
—] Ay
T |~ —% 400
a>0 s —
flz) \ b / \;33;_3!./
f-5,) o
o
A b © €3
= ¢ 2T
b
b
a<0 (- ﬂ) —
162 / \

ar+b
cx+d

6/Etude de la fonction g tel que g(z)=

e ¢ est appelé : fonction homographique

e D, =]R\{_—d}
’ C

e (C,) est une hyperbole de centre Q, (_—d
c

[SN S

Jet d’asymptotes

—d a
les droites 1=— et y=—
c c
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Tableau de variations de La courbe (C,)
g (Hyperbole)
| =X i . 1-:w: ,/I
o | — |4
a b 0 . | g —
- 1 !
c d ; / .
o) : ; z (
|
|‘I
L]
|- i oo "‘x
[ N
a b <0 T - 1 —
d ‘ . = 3 P
) N
(N i
II|

7/Résolution graphique des équations et inéquations

L’équation f(@)=m f(z) =g(x)
Les abscisses des points | (C,) avec la droite (C,) avec
d’intersection de y=m (<)
L’inéquation f(@)>m f(z) > g(z)
(C,) est au-dessus (C,) est au-
Sont les intervalles ' '
dont de la droite dessus de
y=m <)

8/Etude de fonctions f(z) =z +a, g(z)=az’,h(z)= f(z)+c

et k(x)=cxf(x)
8-1 Etude de la fonction f(z)=+z+a

¢ D :[—a;+oo[
® f est strictement croissante sur D,

e La courbe (C))
H

1 L] 1 2 3 4 1 ] L] T

—a

-1

8-2 Etude de la fonction g(z) = az’
* D, =R

® { est une fonction impaire

Les variations de § La courbe (C,)

§ est strictement

croissante sur IR

a>0 e

g est strictement

décroissante sur R

a<0

8-3 Etude de la fonction h(z)= f(z)+c
hd Dh = D/ 7
8-4 Etude de la fonction k(z)=cx f(z)
® D =D,

e La fonction hest de mémes variations que f

e Si ¢>0 alors la fonction kest de mémes variations que f
e Sic<0 alors k et f sont de variations opposées.

9/ Image d’un intervalle par une fonction
Soit I un intervalle

° f(I):{f(a:) /xe]}

e Si f admet une valeur minimale V;, sur I et une valeur
maximale V,, sur I, alors f(1)=[Vy: Vil

e On peut déterminer f(I) a partir de (C,)ou a partir du
tableau de variations de f ou par une méthode algébrique.
o (Vzxel)f(x)eJ<= fU)=J

10/ Composé de deux fonctions

e (VzeD,,) gof(x)=g(f(x))

e D, = {x eR/zeD, et f(z)e Dy}

e D, = {:r eR/zeD, et g(z)e D/}

11/ Variations de gof

f est croissante sur I 4
3 = gof est croissante sur [
g est croissante sur f(I)

12 /Fonction périodique
13-1 Définition : Soit T e R},
{f est périodique {(Viﬂ D)) (z+T)eD,

de période T (VzeD,) f(x+T)=[f(z)

13-2 Exemples classiques :
e (osinus et sinus sont des fonctions périodiques de période :

T=27 car - {(V:UE R) (z+2n)eR
(Vz e R) cos(z+2n) =cos(x)
" (VzeR) (z+2n)eR
(Vz e R) sin(z+ 2n) = sin(z)

e La fonction tangente est périodique de période : T =7

(VIER\{g+kn}) (x+n)eR\{g+kn}
car :

(VzeR \{g + kn}) tan(z+m) = tan(x)

13/ Fonction partie entiére
e Soit zeR. la partie entiere de z est le plus grand entier
relatif inférieur ou égal & z . On le note par E(z) ou [:17]
o (VzeR) E(x)<z<Il+E(x)
o (VzxeZ) E(x)==x
o VreR)(VneZ) E(x+n)=z+n
o (VzeR) E(x)=m< m<z<l+m et melZ
14/Remarques :
{Df = D/I

° f ==

(VzeD,) f(z)=g(z)
o M(z;y)e(C)e=reD, et f(r)=y

(Egalité de deux fonctions)

Intersection avec les axes du repére :

o Les points M(x;0) tel que = est une solution de I’équation
f(z) =0 sont les points d’intersection de (C,) avec 'axe des

abscisses.
e Le point B(0; f(0)) est le point d’intersection de (C,) avec

I’axe des ordonnées.
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Exemple 1 : Ensemble de définition d’une fonction
Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f

f@ =1 -t @)=

1 -1
f@) =2 @) =T =2

_2 €Tr—

3
f@ =T @) =S f@)=VTa f(x)a/ﬁ

Exemple 2 : Parité d’une fonction

fay =21

Etudié la parité de la fonction fdans les cas suivants :
f@=+1 f@)=r+— f@)=a]+5

T
fx)y=2"+3z+1 f(z)=~z-3
f(x) =sin(z)  f(x) =tan(z)

Exemple 3 : Variations d’une fonction

f(z) = cos(x)

On considere la fonction f définie par : f(x) = x + i

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f.

2) Vérifier que f est impaire.
3) Montrer que pour tout z et y distincts de D, on a :

f@-16) _,_ 1
-y 4y

6) Dresser le tableau de variations de f.

Exemple 4 : Fonction majorée-valeur minimale
On considere les fonctions f et ¢ définies par :

f'(x)=x+l et g(x)=2" +62+5.
T

1) Montrer que f est majorée par —2sur R’ .

2) Vérifier que —4 est la valeur minimale de ¢ sur R.
Exemple 5 : Etude de la fonction z—> ax’ +br+c
On considére la fonction f définie par : f(z)=—2" +22+3
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f.
2) Calculer f(=1I)et f(I) puis déduire que f est ni paire, ni
impaire.

3) Dresser le tableau de variations de f.

4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
la courbe (C;) .

5) Tracer (C,)dans un repére orthonormé.

Exemple 6 : Etude d’une fonction homographique

+7
On consideére la fonction ¢ définie par : g(z) = L ]
T+

1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction g .
2) Dresser le tableau de variations de ¢ .

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de

la courbe (C,) .

4) Tracer (C,) dans un repere orthonormé.

Exemple 7 : Résolution graphique et algébrique des
équations et des inéquations

1) On considere la courbe (C,) de la fonction f de I'exemple 5 :
f(x)=—2"+22+3

a) Résoudre graphiquement puis algébriquement les équations :
f(x)=3 et f(x)=0

b) Résoudre graphiquement puis algébriquement les inéquations :
f(x)<3 et f(z)>0

2) a) Représenter (C,)et (C,) dans le méme repere, ot g est la

fonction de 'exemple 6 : g(x) = 7

b) Résoudre graphiquement : ;z;) =g(z)et f(z)=g(x)
3) Montrer que (Vx € R\{-1}Df(x) —g) = w
4) Résoudre algébriquement : f(z)=g(z)et f(z) = g(z)
(On pourra remarquer que f(z)=g(z) < f(z)—g(z)=0).

Exemple 8 : Eude des fonctions me et x> az’
Dresser le tableau de variations des fonctions fet ¢ définies par :
F@) =z +2et g(z)=22".

Exemple 9 : Image d’un intervalle par une fonction

1) On considere la courbe (C,) de la fonction f de I'exemple 5.
Déterminer par deux méthodes 'image de 'intervalle I par la
fonction f dans chacun des cas suivants :

I=[52]; I=[-24] ; I=[2+] ; T=R.

2) Déterminer par deux méthodes I'image de l'intervalle

I =[2;+o0[ par la fonction g de I’exemple 6.

Exemple 10 : Composé de deux fonctions

f@)=2"+z; g(x)=22—-1; Mz)=Q2x—1)°" +1; k(z) = sin(2z+ 1)
1) Déterminer gof et fog puis conclure.

2) Ecrire la fonction h sous forme de composé de deux fonctions.
3) Ecrire la fonction & sous forme de composé de deux fonctions.

Exemple 11 : Variations de composé de deux fonctions
, ) +7 .
On pose : f(z)=—2"+2z+3 et g(z)= $—1 (Les fonctions des
T+

—x2+2x+10

exemples 5 et 6) et la fonction h définie par : h(x) = ~raria

1) Déterminer D,,, sans déterminer I’expression de gof .

2) Montrer que (Va: € DM) Mz)=gof(x).

3) En déduire que h=gof .

4) En déduire les variations de la fonction i sur I=[1;2] (On
pourra utiliser les résultats des exemples 5, 6 et 10).

Exemple 12 : Fonction périodique

On considere la fonction f définie par : f(z) =cos(3z +5)

Montrer que f est périodique de période : T = 2?7'[

Exemple 13 : La fonction partie entiére

Soit neN" et x> E(z)la fonction partie entiére.

1) Calenler E(m), E(V2), E(:2) et E()

2) Montrer que (VzeR) z—-1<E(z)<z

) Montrer que (VzeR)(VneZ) E(z+n)=E(z)+n
)

Montrer que (VzeR)@re[0;]]) z=E(z)+r

23
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Exercice 1 :
Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f

1 1
f@)=Nz=5 [@)=r7—F— [fO@O)=—7—7=
2 -1-3 Ji-l==1
> 1 1 1
= - —1 —+ = = —
=TT e f@ = 0= s
Exercice 2 :
A) On considere la fonction f définie par f(z)=z"+22-3
1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction f

2) Déterminer les points d’intersection de (C,)avec les axes

du repere.
3) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D,

ona: T'=zx+y+2

4) Etudier les variations de f sur [—I;+o0f et ]—o0;—1]
5) Dresser le tableau de variations de f et déduire les
extrémums de f

6) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de

la courbe (C,) puis le construire.
4x

B) On considére la fonction g définie par : g(x) = e

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction g

2) Montrer que g est impaire.

4) En déduire les variations de ¢ sur R*

5) Dresser le tableau de variations de g sur D,

)
)
3) Montrer que g(x) = % pour tout zeR"
)
)
)

6) Tracer (C,) dans le méme repere (0,2,3)

7) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de
Péquation (z° + 22— 3)(|z|+1) =4z

Exercice 3 :

Soit f et g les fonctions définies par :

5z -2 zsin(z)

Jr+1 ’ +1

1) Montrer que f est bornée par -2 et 5 sur R*.

() = et g(z) =

2) a) Montrer que (VzeR) L . <1
z° +

b) En déduire que g est bornée sur R.

Exercice 4 :

On considere la fonction f définie sur R* par :
_2vx-1
f(x) - Vx+2

1) Montrer que f est majorée par 2 et minorée par D)

2)  On pose u(:zc) = \/; déterminer la fonction vtel que
f=vou
3) En déduire les variations de f sur R*

Exercice 5 :

On consideére la fonction f définie sur R par f(z)=

1) Etudier la parité de f

2) Montrer que 2 est la valeur minimale de f sur R

3) Etudier les variations de f sur [0;1] et [1;+o0]

4) En déduire les variations de f sur [-1;0]et ]-o0;—1]
5) Dresser le tableau de variations de f

Exercice 6 :

Soit f et g les fonctions définies par :

oy 9r-10
0=

Soient (C))et (C,) les courbes de f et g respectivement dans

et g(z) =1’

un repére orthonormé (0;7;7)
Déterminer la nature de (C)) et ses éléments

caractéristiques.
Dresser les tableaux de variations de f et ¢

Vérifier que les courbes (C)) et (C,) sont concourantes aux
points A(L; 1) et B(2;8)
Tracer (C)) et (C,)dans le repere (0;73;7)

9r—-10 .
Résoudre graphiquement 'inéquation : z 2’20

7 —
a) Résoudre graphiquement I'inéquation : f(z) > 8

b) Résoudre algébriquement I'inéquation : f(x) > 8

Déterminer graphiquement 'image des intervalles }—00;

et }%ﬁo{ par la fonction f

3
) CO S.( 16\ € la Ionc .1) h (léﬁnle pa‘r h(.T) = (—3j
8 () 1 21‘

a- Déterminer D, l'ensemble de définition de &
b-  Vérifier que (VzeD,) h(z)=gof(x)

c- Etudier les variations de h sur }—00;%{ et }%HO{

Exercice 7 :
x+1

x2+x+9
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de f

On considere la fonction f définie par f(x) =

2) Montrer que f admet une valeur minimale en —4
3) a) Montrer que (Vx € Dy) |f(x)| <1
b) Que peut-on conclure pour la fonction f 7
¢) Que peut-on conclure pour la courbe de la fonction f 7
Exercice 8 :
1) On consideére la fonction f définie par f(z)=z—E(z)

Montrer que f est bornée sur R
x—E(x)

2) On consideére la fonction ¢ définie par g(x) = N

a) Déterminer D, I'ensemble de définition de g
b) Montrer que g est bornée sur D,
Exercice 9 :
On considere la fonction f définie par f(x)= z+2-28z+1
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de f
2) Etudier les variations de f sur [—I;O]et [0;+oo[

4) En déduire que f admet un extremum en 0
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Exercice 10 :
Soit f la fonction définie sur [—3;4] par sa courbe :

1) Donner la valeur maxlimale et la valeur Iminimale de f.
2) En déduire que (Vze[-3;4]) —1<f(2)<4

3) Déterminer graphiquement f([—3;1]) ; f([—3;2]) ;
F([2:4]) </ ([3:4])

4) Dresser le tableau de variations de f .

Exercice 11 :

On considere la fonction f définie par son tableau de

variations sur [—1;4] :

-

Jix)

1) Déterminer les extrémums de f sur [—1;4]

2) Comparer f(1) et f(2)

3) Déterminer f([—l;()]) ;f([—l;3]) : f([0;4])

4) Sachant que f est paire dresser sa table de variations
sur [—4;4]

Exercice 12 :

\/; +1

Ji-1

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f
2

V-1

3) Etudier les variations de f sur [0;1[ et [1;+oo[

On consideére la fonction f définie par f(z)=

2) Montrer que (VzeD,) f(z)=1+

Exercice 13 :

On considere la fonction f définie par f(z)= ;: 33

1) Dresser le tableau de variations de f

2) Tracer la courbe (C,)

3) Résoudre graphiquement I'inéquation f(z) >0

4) Tracer dans le méme repere la courbe de la fonction

g T | f (a:)|

5) On pose h(z)= \/f(_x)
a) Déterminer ’ensemble de définition de la fonction h
b) Etudier les variations de h

Exercice 14 :

On considere les fonctions f et ¢ définie par f(z) =2 -2z

et g(z)= %

1) Déterminer ’ensemble de définition de f et de ¢
2) Dresser les tableaux de variations de f et g

3) Tracer les courbes (C,)et (C,) dans le méme repere.

4) Résoudre graphiquement l'inéquation x? — 2x — xxTZ <0
—x2+4x

(x—2)?

Déterminer 'ensemble de définition de A

)
5) On pose h(x) =
)

a
b) En utilisant les variations de f et g déduire les variations
de h
Exercice 15 :
On considere les fonctions f et g définie par f(x) = ﬁ et
gx)=Vx+2
1) Tracer les courbes (C;)et (C,) dans le méme repere.
4) Résoudre graphiquement 'inéquation ($+2)m <1
5) On pose h = fog

a) Déterminer I'ensemble de définition de h

b) En utilisant les variations de f et g déduire les
variations de h

¢) Montrer que h est majorée par 0 et que % est sa valeur
minimale.
Exercice 16 :
1) Soit zeR. Montrer que E(z)=m<0<z—-m<1 et meZ

x-1\ _ x+1

2) Résoudre dans R 1’équation E (T) ==

Exercice 17 :
1) Soit f une fonction définie sur un intervalle [ .
Montrer que f est bornée sur I si et seulement si
3AM eR) (Vxel) |f(:t:)| <M
2) Montrer que la fonction g définie par g(z)=2" + 2z +3 n’est
pas bornée sur R
Exercice 18 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ une
fonction définie sur Jtel que f(I)<J.On pose h=gof
1) On suppose que [ est symétrique par rapport & 0 .
a) Montrer que f est paire = h est paire.
b) Etudier la parité de h si f est impaire.
2) Montrer que : ¢ est bornée sur J = h est bornée sur [
3) On suppose que [ =R
Montrer que fest périodique = h est périodique
f est constante

4) Montrer que ou
g est constante

= h est constante

Exercice 19 :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I . On suppose
que f(I)=J tel que J est un intervalle de R

1) Montrer que si f est strictement monotone sur [ alors fest
bijective de I vers J

2) Montrer que si 0 eJ alors ’équation f(z)=0 admet au
moins une solution dans I .

3) Montrer que si f est strictement monotone sur [ et 0e.J

alors I’équation f(z) =0 admet une unique solution dans I .
4) Soit a et b deux éléments distincts de [ tel que f(a)f(b) <0
Montrer que I'équation f(z) =0 admet au moins une solution
dans I .
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Exercice 1 (Notions de logique)

1) a) Ecrire en utilisant les quantificateurs les 5) a) Montrer que :

propositions : (VzeR) Nz’ +1>|z| (rappel (VzeR) |2 = 2?)

P, : Le produit de deux nombres entiers naturels b) Montrer par disjonction des cas que :

consécutifs est pair. (Vx c R) \/m -
P, : Entre deux réels il existe toujours un rationnel.

. . . 6) Soit a;b;z;y € R*, montrer que :
P, : 1l n’existe aucun nombre rationnel solution de 4
léquation : z° =2 ar+by = 1:>:1: +y2<a2+b2
Dé iner la val 4rité ot la néeati

b) et.e.rmmer a valeur de vérité et la négation des 7) Soit 7y < R, montrer que :
propositions P, et P,

+
2) Soit a;b;ceR, (|x|<1 et [y <1) = I+ay <1

a) Montrer que : \/; %8 \/‘ Ja +2\/_ 2 8) Soient P et () deux propositions.
\/_ \/_ 3 Montrer que la proposition :

b) Montrer que : a+b < /a b [(P:> Q) et (1_3:> Q)} = (@ est une loi logique.
2 2

9) Soient a, b et ¢ des réels.
c) En déduire que

2 2 2 2
(Va;b;ce]l&) a+b+cS\/a b +\/b +C
2 2

c? Fag a+b a—b|< (|b|< t| |< )
+ >
9 > > c cetl|a c

\/ a) Montrer que :

a—>b

2 2

b) Montrer que : (‘v’n eN ) 6 divise n’ —n 10) Résoudre dans R :

. A > .. x+1
4) Soit z;y€Q, tel que 2’y +xy’ =8, montrer que T#7 o —r+2>30-4 E(T =

3) a) Montrer que : (Vn € N*) Zn:k‘} :(

k=1

n(n+1)j2 b) Montrer que :

a+b
(|b|<cet|a|<c)=>|T+| |<c

Exercice 2 (Fonctions numériques)

Soient f et g les fonctions définies par : f(z)=—2"+2z+1 et g(z)=+z—1
1) Montrer que f est ni paire ni impaire.
2) Dresser les tableaux de variations de [ et de g¢.
3) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D,,ona: I'=-—z—-y+2
4) En déduire par une autre méthode les variations de f sur [I;+0 et ]-oo;1]
5) Déterminer les points d’intersection de (C;) avec les axes du repére et montrer que A(2;1)€(C;)N(C,)
6) Tracer (C;) et (C,) dans le méme repére orthonormé (0;i; )
7) a) Résoudre graphiquement 1’équation : f(z) = -2

b) Résoudre algébriquement I’équation : f(z) = -2
8) Résoudre graphiquement 1’équation : 2% —2z—1+z—-1=0
9) Résoudre graphiquement I’inéquation : f(z)>-2
10) Résoudre graphiquement I’inéquation : z° —2:—1+z—1<0
11)Déterminer par deux méthodes I'image de chacun des intervalles [0;1] et [1;2] par la fonction f
12)On considére la fonction h définie par h(x) :\/m

a) Déterminer D,’ensemble de définition de 5

b) Vérifier que (vzeD,) h(z)=gof(x) 3 c¢) Etudier les variations de hsur [0;1]et[1;2]




Les

3

ensembles

24



Résumé 3 : Les ensembles

Inclusion et égalité

Soit A et B deux parties d’un ensemble E.

e On dit que A est inclue dans B si chaque élément
de A est un élément de B. On écrit Ac B

. AcB@[(VweE) ; xeA:xeB]

o A¢B<:>[(EI:1:€E) rrxeA eta:eEB]
o AzB@[(VweE) : azeA@xeB]

e A=B& (AcBet BcA)
e SiAcBet BcCalors AcC
Ensemble des parties

e On appelle ensemble des parties de E, et on note
P(F), 'ensemble des sous-ensembles de E.
AePE) AcCE

Ona EeP(E) et TeP(E)

e e Es{a} cP(E)

e Si E est un ensemble fini de n éléments, alors
P(E) contient 2" éléments.

Le complémentaire

Soit A une partie d’un ensemble E.

e L’ensemble des éléments de E qui n’appartenant
a ’ensemble A est appelé le complémentaire de A
dans E. On le note C; ou A

A
o Cp={zeElxe A} "~

e redo e A
eOna E=Q0; O=F ; (Z)zA

e AcB&BcA

Intersection

Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.

e L’intersection des ensembles A et B, notée AN B

est ’ensemble des éléments de E qui sont dans A et
dans B.

E—7 (7 g

A

ANB
reAnBo (rcAet zeB )
AmBz{aceE/:ceA et :ceB}
ANB=BNnA ; AnA=A; AnA=0
e ANE=A; ANnD=0

AnBcA ; AnBcB

AcBs AnB=A
AN(BNC)=(AnB)nC

Réunion
Soit A, B et C trois parties d’un ensemble E.
e La réunion des ensembles A et B, notée AU B est

I’ensemble des éléments de E qui sont dans A ou dans
B.

AUB

reAUB< (recAouzeB )
AuBz{:ceE/:ceA ou :ceB}
AUB=BUA ; AUA=A; AUA=E
AVE=F ; A=A

AcAuB ; BcAuUB

AcB< AuB=B
Au(BuC)=(AuB)uC

Différence de deux ensembles

Soit A et B deux parties d’un ensemble E.
e La différence des ensembles A et B dans cet ordre,
notée A\ B est ’ensemble des éléments de A qui ne

° xeA\B@(xEA et z¢B )
° A\B:{er/xeA et x%B}
e Ona A\B=ANC; et A=(A\B)U(ANB)

Différence symétrique de deux ensembles

sont pas dans B.
E/'

Soit A et B deux parties d’un ensemble E.
On pose AAB = (A\B)U(B\ A)

L’ensemble AAB est appelé la différence symétrique
des ensembles A et B

/'
Reégles de calcul

e AnB=AUB
e AUB=ANDB
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AUu(BNC)=(AuB)N(AUC)
o AAB=ANB o AAB=(AUB)\(ANB)

Produit cartésien

Soit E et F deux ensembles.

e Le produit cartésien des ensembles E et F, noté
ExF est I’ensembles des couples (:v,y) tels que
rel et yeF

e teExF<(zeE et yelk)

. ExF:{(x;y)/er et yeF}

r4e]
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Exemple 1 : Extension - Compréhension
1) Ecrire en extension les ensembles suivantes :

Az{er/ —éﬁxﬁé}
2 2

B:{xeR/ 3:2+x+1:0}
C={zeZl " +(@+1)’+("-2)" =0}
2) Ecrire en compréhension les ensembles suivantes :
E ={0;2;4;6;8,10;....}
F={1,3;5,7;9;11;....}
G ={0;1;4;9;16;25;....}
Exemple 2 : Inclusion
On considere les ensembles suivants :

A={-3;-1,0;1;3} ; B:{er/

4 e’
|x|+1

C:{er/ iEZ} : D:{—I;O;l}
|x|+1

Montrer que AcB ; DcC ; AzC ; Bg(C

Exemple 3 : Ensemble des parties

On pose E = {a;b;c}

Déterminer en extension P(F)

Exemple 4 : Egalité de deux ensembles

1) On consideére les ensembles suivants :

A:{xe]R/ l—g <1} et B=]0;4]

Montrer que A= B
Exemple 5 : Le complémentaire
On considere 'ensemble A = {:1: eN/ z°—4z> 0}

. : : A
Déterminer en extension C

Exemple 6 : Intersection
Soit A={$ER/ |$—1|<3} et Bz{er/ xSB}

Déterminer en extension AN B
Exemple 7 : Réunion
Soit A:{xeN/ z’ <19}

et B={er/ |a:+3|£5}

Déterminer en extension AU B
Exemple 8 : Régles de calcul
A, Bet C des parties d'un ensemble E .

Montrer que :

° AﬂBZAUE
e AUB=ANDB
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

Au(BNC)=(AuB)n(AU0)

Exemple 9 : Différence de deux ensembles
A, B et C des parties d’'un ensemble £ .

Montrer que :

e A=(A\B)U(ANB)

e AA\B=ANB

e AAB=(AUB)\(ANB)

e Si AcB alors AAB=@ et B\A=A
Exemple 10 : Produit cartésien
On considere les ensembles suivants :
Ez{a;b;c} et F={1;2}

Déterminer ExF et F~?

Exemple 11 :

On consideére les ensembles suivants :

A={xeN/ n2+1238n} \ B={neN/ 2n+16eN}

n+2
C’={xeR/ |x—4|£2}

1) Montrer que AcC

2) Déterminer en extension AU Bet ANDB

3) Construire dans un repére orthonormé le diagramme

cartésien de BxC'
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Exercice 1

1) Ecrire en extension les ensembles suivantes :

A:{er/|2x—1|S3}

B={zeQ/(z’~2)(j2[-6)=0}
= {(x,y) eN’/2° —4y’ = 12}
={(wy) eZ’ 19<2” +y’ <16}
2) Ecrire en compréhension les ensembles suivantes :

E={1,2;4;8,16;32;....}

A, B et Cdes parties d'un ensemble F | tels que :
E ={1;2;3,4;5,6;7;8,9;10;11;12}
A={1;3,4,7,8,9;10}

B={2,3;5,6;7;9;10;11;12} et C'={2;3;9;11}

Déterminer les ensembles :

ANB; AnC ; AuB; AuC; AnBnC(C;
A\B; B\A; C\A; C; C}; ChuCy ;
ot crney ot Po)

Exercice 3

Exercice 2

;18} et les
parties:AZ{er/(Hk‘GE)ZxIZk}
B={er/(EIkeE):x=3k}

1) Ecrire en comprehension 1’ensemble £ et écrire en

On considére ensemble £ = {

extension les ensembles A et B .

2) Déterminer en extension A, AUB, AUBet ANB
3) Déterminer P(A e B)

Exercice 4

Soit F = {JJ; Y, z} , déterminer les propositions vraies
parmi les propositions suivantes :

zel;zck; {x}eE : {x}cE : {x}CP(E)
{LE}G’P(E) Jel; OcFE; {@}EE; {@}CE
Fel; EcCcFE; {x;y}cE‘ rrize kR (x;z)cE
Exercice 5

Montrer que A = B Tels que
A:{5n+2/neZ}et B:{5n—3/neZ}

Exercice 6

A et B deux parties d’'un ensemble F , tels que :
AnB={a;b} ; AUB={a;b;c;d;e} ; A\B={c}
Déterminer A; B; B\A; AAB ; AAB

Exercice 7 /Classique
A, B, C et D des parties d’un ensemble F . Montrer que :
1) AcBeBcA
2)AuB=ANnB< A=B
JYAUB=O < A= et B=J
HAuB=AnC<BcAcC
5© ) A\B=A< B\A=B
)a) AUB=E< AcB
b) ANB=O < Ac B
){AuBzAuC

6

< B=C
ANnB=AnC

8)a) ANB=AnC< ANB=AnC

b) AuB=AuC S ANB=AnC
9) AN(AAB)=A\B et AAB=AAB
10) AAB = AAC < B=C (utiliser des questions précédentes)
IMAAB=ANB< A=J et B=D
12)AAB=O<< A=B

)

BcA
13
C=A\B

(B\C)CA
14)

(C\D)c 4
15)AxBc AxC=BcC
16)AxB=0 <= A=J ou B=J

Exercice 8 /Classique

= A=Bu(C

:>(B\D)CA

A, B et C des parties d'un ensemble F . Montrer que :
1) A=(A\B)U(ANB)

2) AAB=(AUB)\(ANB)
3)(A\C)A(B\C) =(ANB)\C
1) (A\C)U(B\C)=(AUB)\C
5)(A\B)(A\C) = A\(BUC)

6) (A\B)U(A\C)zA\(BmC)

7) (AmB)\C:Aﬁ(B\C’)

8) (A\C)\(B\C)=A\(BuC)=(A\B)\C
9) AUB=(AAB)A(ANB)
10)A\B=(AUB)AB
11)CA(AAB) =(CAA)A(C A B)
12) CU(AAB)=(CUA)A(CUB)
13) (AAB)AC = AA(BAC)

14 (A )xC (AXC)U(BXC)
15)(ANB)xC =(AxC)N(BxC)
16 (A\B)XC:(AXC)\(BXC)
1TYAxB = (ZXE)(\(EXE)

)
)
)
)
)
)
)
)
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Exercice 9

On pose A:{xeN/3x+2eZ}
-2

B={xeN/5x+7 EN}
T—
1) Ecrire en extension A et B.
2) Déterminer AAB
3) On consideére 'ensemble C' = {3;6; 9;12}

Déterminer C’U(AAB) et (C’UA)A(C’UB)

Exercice 10
Soit @ € R, on pose :

E=[-22]; F={(x;y)eR2/x2+y2 £4}

G={xeR/|x+1|<a} X H:{xeRl|x—1|<g}

1) a) Montrer que FF'#J et G#
b) Montrer que F G E*

2) Déterminer s’il existe des valeurs de o tel que :

a) G=H

b) GNH=O
Exercice 11
1) Déterminer 1'ensemble

[—37z;27r]r{—z—k—”/k EZ:|
2 4

2) On considere les ensembles A=[(2k+ 1)z /k eZ]

et B={—£+2k7ﬂ/keZ}, montrer que Ac B

«

3) On consideére les ensembles

r 2kr T kx

C:{——+—/keZ}et D:{——+—/keZ},
2 3 3 3

montrer que CN D=
Exercice 12

Déterminer les ensembles :

2
T 4x+10647

A=|:xeN/4
ENil, ANnB, AuB, A\B.

2r—1

B= {r eN/ z+10
r—5

Exercice 13

On considere 'ensembles :

F:{(x;y)eRZ/xZ <y ety Sx}

1) Montrer que F'#

2) Montrer que F' <[0;1]x[0;1]
Exercice 14/Classique

E et F deux ensembles, montrer que :

1) P(E)NP(F)=P(EnF)
2) P(E)uP(F)cP(EUF)

Exercice 15
Soit F :{(x;y) eR*/2° +xy—2y° :5}

1) Vérifier que :
V(z;y) € R”: o +xy—2y° = (z—y)(z+2y)

2) Déterminer en extension I'ensemble F'=FENZ’

2 _ 42
3)Montrerque:E={(2t 5;t 5j/teR*}

3t 3t
Exercice 16
Soit £ un ensemble non vide et A, X,Y € P(E) tel que

XNA=YUA, montrer que: Y c Ac X
Exercice 17

Soit £ un ensemble non vide et A, B € P(F)
Résoudre dans P(F) les équations :

1) XUA=B

2) XnA=B

Exercice 18

Soit E un ensemble non vide,

A, BeP(E)tel que BC A,
Montrer que :
1) (VXeP(E)):AnX=Bs BcXcAUB
2) (VX eP(E)):AAX=Bo AnBc XcB
Exercice 19
Soit £ un ensemble non vide et A, B,C € P(F)
1) Montrer que :

a) (VX eP(E)): X =(XUA)n(XUA)

b) (vxeP(E)):X=(XmA)u(XmZ)

2) Résoudre dans P(F) I'équation X\ A=A\ X

3) Supposons que BC A et ANC'=0
A\X =8B

X\A=C
4) Sachant que A c B, résoudre dans P(E) I'équation

XNnB=XUA
5) Supposons que Bc AcC

Résoudre dans P(F) le systeme {

AnX=B
X\A=C
A\X =B
X\A=C

a) Résoudre dans P(FE) le systeme {

b) Résoudre dans P(F) le systeme {
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Exemple 1 : Image directe d’une partie
[R" >R

On considere 'application
T x— 4\/; +1

1) Déterminer f([0;4])
2) Montrer que f(]l; +oo[) = [—3; +oo[
Exemple 2
[ R—>R
T 3-27°
Déterminer f([~1;0][1;2])

On considere 'application

Exemple 3 : Image réciproque d’une partie

fIR>R

T 17+ 27

1) Déterminer f_l([—l;O]) et ([3,+oo[)
2) Montrer que f_l([—l; 0](‘\[3;+00[)

On considere I'application

Exemple 4 : Egalité de deux applications
Montrer que les applications suivantes sont égales :

=5 - R
g} 2 2[

t
¢ 2tan(z)

x> 1—(cos(z) - sm(a:))z

Exemple 5 : Restriction et prolongement

[ R>R
1) On consideére I'application . _|$| 3
Déterminer I'application ¢ la restriction de f sur
o0 0]

h:R*—>R
2) On considere I'application T

[«

Déterminer un prolongement de h a la partie R
Exemple 6 : Application injective
fi[l+o >R

On considere 'application
T’ —22+3
Montrer que f est injective.
Exemple 7
[ R*">R
1) On consideére l'application

x}—>1+i2

x
a) Déterminer f_l({Q})
b) En déduire que f n’est pas injective.
2) Soit ¢ la restriction de f sur ]—oo;O]

Montrer que g est injective.

1+tan’ (z)

Exemple 8 : Application surjective
f: ]—oo; 4[ - ]—oo;l[

z+1 ot

z—4

Montrer que application

surjective.
Exemple 9
1) On considere I'application g de 'exemple 5
a) Résoudre dans ]—OO;O[I’équation g(z)=0
b) En déduire que g n’est pas surjective.
h: J=o0; 0] = ]1;400]
2) On considere 'application

1
T I+—
X

Montrer que h est surjective.
Exemple 10 : Application bijective

. .
f.R—)[ 3,1{

z’ =1
o 2
o +3

On considere I'application

1
1) Montrer que f est bijective de R sur [_E;l[

2) Déterminer la bijection réciproque f~ de f
Exemple 11

Montrer que Iapplication h de I'exemple 7 est
bijective et déterminer sa bijection réciproque b~
Exemple 12 : Composition des applications
1) On considere les applications :

fiR—>R" g:R" >R
T2+ 2 TH 3+ \/;
Déterminer les applications : fog, gof et fof

2) Soit u et v deux vecteurs du plan.
On consideére les translations t. et t

Déterminer t&0t5
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Exercice 1
On considére application f définie de ]1; +oo[ vers
]2; +oo[par f(z)= 2
z—1
1) Montrer que f est injective.
2) Montrer que f est surjective.
3) En déduire que f est bijective puis donner sa
bijection réciproque f
Exercice 2
On considére I'application f définie de R™ vers R par
Jz -3
fz)= ENCES

1) a- Déterminer 'image réciproque de ’ensemble

i ar
A={1,2}p f

b- L’application f est-elle surjective ? Justifier.
N 3.1
2) Montrer que f(R )={——;—[
2 2

3) Soit g l'application définie de R™ vers [—%,é[
par : g(z) = f(z).
a) Montrer que g est injective.
b) En déduire que g est bijective puis définir ¢
Exercice 3
On considere Papplication f définie de ]0; +oo[ vers
[2;+oo[par fx)=x +§
1) a) Montrer que (Vz >0) f(z)>2

b) En déduire que f est surjective ?

¢) Montrer que f est injective.

d) En déduire que f est bijective puis définir
2) Soit g l'application définie de ]—3;+00] vers

2
z+3

a) Montrer que (Vz>-3) g¢g(z)=f(z+3)

b) En déduire que g est bijective puis définir ¢~.

Exercice 4

Soit f une application définie de R vers R par :

f(z)=

x

+r+1

1) a) Résoudre dans R 1’équation f(x) =§
b) f est-elle injective ?

2) a) Montrer que f(R)c [0;%}

b) f est-elle surjective ?
3) Soit g la restriction de f & R™, montrer que ¢
est bijective de R*sur [0;1]puis définir ¢~*.

Exercice 5

On pose I =R, soit f une application définie de Ix ]

vers I x [ par: f((x;y))=(xy;§)

1) Montrer que f est injective.

2) En déduire que f est bijective puis définir .
Exercice 6

On considére I'application f définie de R™ vers R par

f@)=Nt"+a-a
1) a) Montrer que (Vx ER) 0 < f(x) < %
b) L’application [ est-elle surjective ?
2) Montrer que f est injective.
3) Montrer que f est bijective de R*sur [O;%[puis
définir f7'.
Exercice 7
Soit f une application définie de R vers R par :

f(z)=~z"+1-x.
1) Montrer que (VzeR) 2'+1>z
2) Montrer que

(V2 <R) f(x)—f(y)=(x—y)[\/ +113 2“—1}
z Y

3) En déduire que f est injective.

4) f est-elle surjective de R sur R 7 Justifier.

3) Montrer que [ est bijective de R sur R puis
définir f'.

Exercice 8

z(1-z)°

(1+2°)

1) Montrer que (Vx € RY) f(5) = f(x)

2) L’application f est-elle injective ?

On pose f(z)=

Exercice 9

Soit f Dapplication définie de R* xR" vers RxR"
par = f((z9))=(2" —y"say).

1) a) Soit (a;b) e RxR’ | montrer que I'équation

2° —az—b" =0 admet deux solutions @ et £ de signes

opposés. (Sans les déterminées).
b) En déduire que f est surjective.

2) L’application f est-elle injective ?
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Exercice 10/Classique
On considere deux applications :

fi: E—>F et g: F—G,montrer que :

1) gof est injective = f est injective
gof est injective S

L. —> g est injective

f est surjective

3) gof est surjective = ¢ est surjective
gof est surjective

4 o = fest surjective
g est injective

Exercice 11/Classique

Soit f une application de £ vers F'.

A et B deux parties de F, C'et D deux parties de F
Montrer que :

f(A)cF

A=0 < f(A)=0

3) Ac B= f(A) c f(B)

f(AuB) = f(A)v f(B)

1)
2)
)
)
5) f(AnB)c f(A) N f(B)
)
)
)
)

4

I ( )C E
fH(F)=E
C=0=f(C)=0C
CcD=f1(C)c f(D)
0) fH(CuD)=fH(C)uf (D)
11) f(CnD)=Ff"(C)nf (D)
12) Ac f7(f(4))
13) fest injective = A= f" (f(A))
14) f(f(B))<B
15) fest surjective = f(f_l(B))=
16) fF(EO\f(A) < f(E\A)
17) fest injective = f(E\A) < f(E)\ f(A)
18) fest bijective = f(E\A)=F\ f(A)
Exercice 12
Soit f une application définie de [ ZR\{O; 1} vers
R telle que (Vx € I) f(x) +f(xT_1) =x+1.
On pose g(x) = XT_I
1) Vérifier que (Vzel) g(x)el
2) Calculer gog(z)et gogog(z)pour tout zel.

7
8
9

) f
) f
)
)
)
)
)
)

3) Montrer que
(Vxe[) f(a:)+f(gog(x))=—xi_1+l

4) Calculer f(g(x))+f(gog(x)) en fonction de z

5) En déduire l'expression de fen fonction de

Exercice 13
Soit f une application définie de I = R\{O;l} vers R
x-1\ 1
telle que (Vx € 1) f(x) +f(7) =-—x+1
On pose g(x) = x—+1
1) Vérifier que (Vx el) glx)el

2) Calculer gog(z)et gogog(z)pour tout x el .
3) M.q(Vz € [) f(:z;)+f(g0g($)) =

4) En déduire (Vzel) f(x)=1-x
Exercice 14/Classique
Soit F un ensemble non vide et A une partie de F .

1
o) —gog(z)+1

On considére I'application f ', définie de E vers R par

fA(x)z{o sivgA

1) Montrer que (VA,BeP(F)) A=B<s f, =1,
f;l zl_fA
3) Montrer que (VA, B e P(F)) :
a)  fip =Lixl
b) fap=Li—fixlp
o) fip=litl—fixh
d) fup=fitlp—2fixfp
4) En déduire que VA, B,C € P(FE) :

a) AAB = AAB
b) AAB=AAC < B=C
¢) (AAB)AC = AA(BAC)

d) CN(AAB)=(CnA)A(CNB)
e) CU(AAB)=(CUA)A(CUB)

Exercice 15

1 si zeA

2) Montrer que

Aet Bdeux parties d’'un ensemble non vide F .
: .. JiP(E)>P(A)xP(B)
On considere 'application
X (XA, XNB)
1) Déterminer (D), f(AUB) et f(F)
f est injective => K =AUB

)
2) Montrer que :
) f est surjective = ANB=

3) Montrer que :
4) Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que f soit bijective puis déterminer f
Exercice 16

Montrer que si f est une fonction numérique strictement
monotone, alors f est injective.

Exercice 17

Soit f lapplication définie de N* vers N par :
f((n;m)):n+(n+m)(n+m+1).

Montrer que f est injective.
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Exercice 1 (Les ensembles)

1) Déterminer deux ensembles A et B sachant que 6) On considére les ensembles :
ANB={2;3;4} ,AnB={1,2;3;4;5} ,1¢ B\ Aet 5¢ A\B
2) Soit A, B et C des parties d’un ensemble £ . Montrer que
a) A\(BUC’):(A\B)(\(A\C) Montrer que A =5
b) A\(BNC)=(A\B)U(A\C) 7) On pose :
{ A:{1+k—”/ kez},B:{—L”Jrk—”/ keZ}
c 8§ 2 s 2

A:]—oo;—l[ et B={xeR/ L>1}.
r+1

3
d) Si Ac B alors AA\B=J et B\A=C, pt C:{—?ﬂJrkﬂ/ kEZ}

3) Ecrire en compréhension les ensembles sulvantels : a) Montrer que A= B

A={0;1,4;16...}, B:{1;3;27;81....} et C:{_I;E;_é;i"} b) A-t-on B=C 7

. . . 8) On considére les deux ensembles A et B tel
4) Ecrire en extension les ensembles suivantes : ok
V2 T }

2_ » T
A:{xeN/ 5x+7eN},B:{xeN/ LMGZ} que A {4+ 5 - Z

o o 2k
Vs V4
C={(wy) eZ’ I (z+y)(z+2y)=1] et B:{5+T/ keZ}
5) On considére les ensembles : Montrer que ANB=

A:{(x;\/E)/ xe[—1;+oo[} et B:{(x2_1;x)/ xeR+}

Montrer que A= B

Exercice 2 (Les applications) 2) Montrer que ¢ est bijective et déterminer sa

Soit [ une application définie de R\{—l} vers R par: | bijection réciproque.

2+ 21
r)=—————
/@) +2r+1

1) a) Montrer que (Vz e R\ {—1}) flx)<1 bijection réciproque.
Exercice 4 (Les applications)

fiZx[0;]] >R

(mz)>n+z

3) Déterminer une application /1 tel que f=hog

4) En déduire que h est bijective et déterminer sa

b) En déduire que [ n’est pas surjective.
2) a) Montrer que (Ve R\{—l}) f(=x—=2) = f(x) On considére Papplication

b) En déduire que [ n’est pas injective. o
3) Soit ¢ la restriction de f sur ]—1;+oo[ 1) M'ontref* que f .P:St t.n‘]ectfv?. »
- 2) Déterminer la bijection réciproque f~ de f
a) Montrer que ¢ est bijective de ]—1;+oo[ sur ]—oo; 1[ Exercice 5 (Les applications)
b) Déterminer ¢~'(0) et g~'(-3) Aet Bdeux parties d’un ensemble non vide F .
¢) Déterminer ¢ ' (z) pour tout € ]—oo; 1[ On considére Papplication
Exercice 3 (Les applications) [ P(E) = P(A)xP(B)
On considére les applications : X > (XnAXNB)
1) Déterminer f(<J), f(AUB) et f(F)
9- [_1;0] - [0;1] 2) Montrer que : f est injective =>F=AUDB
[N z’ 3) Montrer que : [ est surjective => ANB=J

T ‘
T 1+2° . ; .
1+ 22 4) Donner une condition nécessaire et suffisante

1) Montrer que [ est bijective et déterminer sa pour que f soit bijective puis déterminer f

iiection réciproque
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Activités
Activité 1 :

On considére un levier porte deux masses m, et m,
Principe du levier d'Archimede : 1y
« Dans le cas d’équilibre on a m, xGA=m,xGB » @ o= f@

1) Montrer que dans le cas d’équilibre on a mACT4+mBG—B =0

2) Le point G défini par la relation vectorielle mACT4+mBG—B =0 s’appelle le barycentre des points pondérés
(ou massifs) (4;m,), (B;m,) et on le note G = Bar{(4;m,);(B;m;)}

Mp

Montrer que : mAG—A+mBG—B =0 < AG = AB

m, +m,
3) En déduire la position du point G tel que G = Bar{(A; m,);(B; mB)}dans chacun des cas suivants :
a) my=my=1 3 b)m,=3et m,=5

4) Déterminer m, sachant que m, =2 et AG =§TB

Activité 2 :

a et b deux réels.

Soit A et B deux points distinct du plan et G un point tel que aGA+bGB =0
1) Montrer que (a + b)ﬁ =bAB

2) En déduire que si a+b=_0alors le point G n’existe pas.

3) On suppose que a+b#0 et soit G' un point du plan tel que AG'=——AB

a) Montrer que G'=G
b) En déduire que le point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB =0 est unique et que G € (AB)
— Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (A;a)et (B;b) on note G = bar{(A; a);(B; b)}
4) Montrer que : G = bar{(A;l); (B; 1)} < G le milieu du segment [AB]
5) Montrer que : G =bar {(A;1);(B;0)} < G =A et G =bar{(4;0);(B;1)} < G=B
Activité 3 :
Soit a et b deux réels non nuls tel que a+b#0 on pose G = bar{(A; a); (B;b)}
1) Soit ke R" vérifier que : %CTAH%GTB =0

2) En déduire que pour tout k€ R* ona G = bar{(A;%); (B,%)}

3) Soit M un point du plan (P)montrer que : aMA+bMB—(a+b)MG =0

4) En déduire que si G =bar {(4;a);(B;b)} alors pour tout M €(P) ona aMA+bMB=(a+b)MG
5) Montrer que si pour tout 1/ €(P)on a aMA+bMB = (a+ b)malors G =bar{(4;a);(B;b)}
)

6) Soit (O;E;g)un repére du plan, on pose A(z,;y,) et B(z,;y,)

aOA+bOB

a) En déduire que 0G =
a+b
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b) Déterminer les coordonnées des vecteurs aOA et bOB en fonction de a,b,z oY Ty et yp

aOA+bOB
c) En déduire les coordonnées de vecteur T en fonction de a,b,7,,y,,7, et y,
a+

d) En déduire que G(a% +bay 44 +by,
a+b a+b

Activité 4 :

a ,bet c trois réels.

Soit A et B deux points distinct du plan et G un point tel que aGA+bGB+cGC =0
1) Montrer que (a+b+ C)Td =bAB+cAC

2) En déduire que si a+b+c=0alors le point G n’existe pas.

bE+CTC
a+b+c a+b+c

3) On suppose que a+b+c#0 et soit G' un point du plan tel que AG'=

a) Montrer que G'=G
b) En déduire que le point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB+cGC =0 est unique.
— G est appelé le barycentre du systémes pondérés {(A; a); (B;0);(C, c)} on note G = bar{(A; a); (B;b); (C; c)}

b AB+
a+b+c a+b+c

c¢) En déduire que AG = ¢ _AC

4) Montrer que (Vk € R*) G= bar{(A;%);(B;%);;(C; %)}

5) Montrer que (‘V’MG(P)) am+bm+cmz(a+b+c)m

6) Soit (0;2;3) un repére du plan, on pose A(x,;y,) et B(z,;y,)

ar, +bx, +cx, ay, +by,+c
Montrer que G ( 4 T0Tp T CTe  AY, TOYp Z/Cj

a+b+c ’ a+b+c

Activité 5 :

a,bet c trois réels tels que a+b+c#0 et a+b=0
Soit ABC un triangle, G et H les points du plan tels que
G =bar{(4;a);(B;b);(C;c)} et H =bar{(4;a);(B;b)}
1) a) Vérifier que aGA+bGB =—cGC
b) En utilisant la propriété caractéristique du barycentre sur H montrer que aGA+bGB = (a + b)G'—H
¢) En déduire que G = bar{(H;a+b); (, c)} et que G € (CH)
Application :
2) On suppose que a=b=c=1
a) En déduire que G € (CH)
b) Que présent le point H pour le segment [AB ]
¢) Soit I le milieu du segment [B C ] montrer que G e (Al)

d) En déduire que G est le centre de la gravité du triangle ABC
3) Supposons que b+c#0et a+c+#0

On pose H:bar{(A;a);(B;b)} ;K:bar{(B;b);(C;c)} et L:bar{(A;a);(C;c)}

Montrer que les droites (CH) ; (AK) et (BL) sont concourantes en G.
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Définitions et propriétés

Soit A un point du plan et ¢ un nombre réel.

— Le couple (A4;a)est appelé point pondéré ou point massif. Le réel a est appelé le poids ou la masse de A.
On dit aussi que le point A est affecté du coefficient ¢ ou de la masse algébrique a.

— Un systéeme pondéré est une collection de points pondérés.

Barycentre de deux points pondérés

Soit (A;a)et (B;b) deux points pondérés du plan tel que : a+b#0

1) 1l existe un unique point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB=0

Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (A;a)et (B;b)
On dit aussi que G est le barycentre du systéme {(A; a); (B; b)} on note G = bar{(A; a);(B; b)}

G =bar{(4;a);(B;b)} < aGA+bGB =0

2) Si GZbar{(A;a);(B; b)} alors G € (AB)tel que AG = bTB
a+

b

a+b

G =bar{(4;a);(B;b)} < AG = AB

— Cette derniére relation permet de construire le point G.
— Le point le plus proche du barycentre G est celui dont le coefficient a la plus grande valeur absolue.

— Le barycentre G est sur le segment [AB ] si les poids sont de méme signe.
3) Le point G = bar{(A; D;(B; 1)} est appelé isobarycentre des points A et B c’est le milieu de [A B ]

4) Si z et y deux réels tel que z+y =0 alors le systéme {(A; x);(B; y)} n’admet pas du barycentre.

5)Ona G= bar{(A; a); (B; b)} =SGE= bar{(A;kxa); (B;kxb)} et G =bar{(4;a);(B;b)} < G = bar{(A; %);(B;%)}

pour tout £ € R". En d’autres termes : le barycentre de deux points pondérés ne change pas si on multiplie ou on

divise ses coefficients par un méme nombre réel non nul. Cette propriété s’appelle homogénéité du barycentre.

6) On a |4|G = bar{(A;a,); (B; b)} & aMA+bMB = (a—i— l))m pour tout M € (P) .Cette propriété s’appelle la

propriété caractéristique du barycentre.

7) Soit A(z,;y,) et B(z;;y,)deux points d’un repére.

On a |5||G = bm’{(A;a); (B;b)} PN G(a@ + bz, | ay, +byﬁj
a+b a+b

Barycentre de trois points pondérés

Soit (A;a),(B;b) et (C;c) trois points pondérés du plan tel que : a+b+c=0

1) 1l existe un unique point G vérifiant la relation vectorielle aGA+bGB+cGC =0
Le point G est appelé le barycentre des points pondérés (A;a),(B;b) et (C;c)

On dit aussi que G est le barycentre du systéme {(A; a); (B;0);(C; C)} on note G = bar{(A; a); (B;0);(C; C)}

G= bar{(A;a);(B;b); (; (’)} < aGA+bGB+c¢GC =0

2) Si G = bar {(4;a); (B;b);(C;c)}alors AG=—"— AB+—SAC
a+b+c a+b+c
G=b(w'{(A;a);(B;b);(C;c)}@E’z b AB+—S AC
a+b+c a+b+c

Cette derniére relation permet de construire le point G

3) Si z,yet 2 trois réels tel que z+y+ 2 =0alors le systéme {(A;x); (B;y); (C; z)} n’admet pas du barycentre.
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4) [3|G = bar{(4; a); (B; b); (C;¢)} © G = bar {(A;%); (B;%); (C;E)} pour tout k€ R". En d’autres termes : le

barycentre de trois points pondérés ne change pas si on multiplie ou on divise ses coefficients par un méme nombre

réel non nul. Cette propriété s’appelle homogénéité du barycentre.

5)Ona |4|G = b(z,r{(A;a); (B;0);(C (’)} & aMA+bMB+cMC = (a+b+(:)m pour tout M € (P) .Cette propriété

s’appelle la propriété caractéristique du barycentre.

6) Soit A(x,;vy,),B(z,;y,)et C(z,;y,)trois points d’un repére.

On a|5|G = bar{(4;a); (B;b); (C;0)} = G (axA+be+ch ; ayA+byB+cyc)

a+b+c ! a+b+c

7) Si GZbar{(A; a); (B;b);(C; C)} et HZbar{(A;a);(B;b)}alors GZbaT’{(H;a+b);(C’; C)}.En d’autres termes : le

barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace deux d’entre eux par leur barycentre partiel (s’il

existe) affecté de la somme des deux poids.

@ G = bar{(A;a);(B;b); (C;C)} et H= bar{(A;a); (B;b)} =G= bar{(H; a+b);(C; C)}

Cette propriété s’appelle ’associativité du barycentre.

8) Le point G = bar{(A;l); (B; 1);(C; 1)} est appelé isobarycentre des points A, B et C c’est le centre de gravité du
triangle ABC'.

Barycentre de quatre points pondérés

e De la méme maniére, on étend a quatre points les définitions et les propriétés vues pour le barycentre de trois
points.
o L’associativité du barycentre : Le barycentre de quatre points pondérés ne change pas si on remplace deux ou

trois d’entre eux par leur barycentre partiel (s’il existe) affecté de la somme de leurs poids.

Résumé 5 : Barycentre

Barycentre de deux points Barycentre de trois points
(A4;a) et (B;b) deux points pondérés du (A4;a),(B;b) et (C;c)trois points pondérés du plan
plan tel que : a+b#0 tel que : a+b+c#0
Définition szar{(A;a);(B;b)}<:>aGTMbCTB=5 szar{(A;a);(B;b);(C;c)}@aCT4+bC?B+cCTC’=6
. 1 = . b —— .
Construction | [2|]AG=——AB 2] 4G = AB+—S AC
atb a+b+c a+b+c
a b b
Homogénéité szm’{(A;E);(B;E)} G = bar{(A;%); (B; Z)’ (& %)}
Propriété am+bﬁz(a+b)M—G; am+bm3+cM—C’:(a+b+c)M—G
caractéristique
Coordonnées G(azA+be;ay_4+byB) G[amA+me+ch ;ayA+byB+cyC]
a+b a+b a+b+c a+b+c
o @ Le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace deux d’entre eux par leur
Associativité
barycentre affecté de la somme des deux poids.
Remarques :

Soit A, B et C trois points distincts du plan

1) G est le milieu du segment [AB] & GE= bar{(A; D;(B; 1)}

2) G est le centre de gravité du triangle ABC' < G = bar{(A;l); (B; 1);(C; 1)}
3) Pour montrer que G € (AB) il suffit de :

Trouver a;b € R tel que G = bar{(A;a); (B; b)} (ou montrer que les points A, B et G sont alignés).
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Exemples résolus

Exemple 1

Déterminer deux réels a et b tel que G = bar{ (4;0);(B; b)} dans les cas suivants :

1) 2GA+3BA=0 ; 3

Solution

1) 2GA+3BA=0< 2GA+3(BG+GA)=0

< 2GA+3BG+3GA=0
< 5GA-3GB=0

<:>G=ba7“{(A;5);(B;—3)} donc a=5et b=-3

2) ﬁ+@z3ﬁ@@+@:3(m+@)

<:>CT4+C§=—3CT4+3G—B
@4@4—2@:5

< G =bar{(4;4);(B;-2)} donc a=4et b=-2

8) AG=24B & AG==(4C+CB)
3 3

—_— 2 —

<:>AG——AG——GB 0
3 3

_l@_ZG—B’

o G= bar{(A;——);(B;—g)} donc a = - et b=-
3 3 S 3

Exemple 2

3) GA+GB=3AF ; 3) AG=2AB

(5+(=3)=0)

(4+(-2)=0)

2 1 2
- (—§+(—§)¢0)

Soit A et B deux point du plan, construire le point G dans chacun des cas suivants :

1) G =bar{(4;-5);(B;-1)} et AB=6
3) G=bar{(4;5);(B;—1)} et AB=4

Solution
1) O G=b A;-5)(B;-1 AG=——AB=-AB
) n a ar{( )i ( )}<:> U 5
A B
@ O @
=
b —— 6
2) O G=b A;-1);(B;6 AG = B==AB
) On a ar{( );(B;6)} < — >
A B
@ O @
G
Exemple 3

2) G=bar{(A;—1);(B;6)} et AB=5
4) G =bar{(A;-8);(B;5)} et AB=3

. b N 1——
G=b A;5):(B;—1 AG=——AB=-—-AB
3) On a ar {(4;5);( )} e 3 1
i\ E
@ O @
=
— h —— 5——
4) O G=b A;-8)(B;5 <= AG A ——AB
) On a ar{(4;-8);(B;5)} < = 3
i\ B
@ O @
G

Soit A et B deux points distinct du plan et G un point tel que G = bar{(A;?OO);(B; 300)}

1) Montrer que G = bar{(A; 2):(B; 3)}

2) Déterminer I’ensemble des points M du plan dans chacun des cas suivants :

a) |2MA+3MB|=0

b) |20A+3MB|=20

¢) [2MA+3MB|=|3sMA+2MB]
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Solution

200 300
1) On a G =bar{(4;200);(B;300)} donc d’aprés la propriété de ’homogénéité G = bar{(A;m); (B;ﬁ }

C’est-a-dire G = bar{(A; 2);(B; J)}
2) Rappel : Les ensembles des points usuels du plan

Soit A et B deux points distinct du plan et R un réel strictement positif

L’ensemble des points M du plan tel que Nature
MA=R Le cercle du centre A et de rayon R.
MA=0 Le singleton {A}
MA=-R L’ensemble vide.
MA = MB La médiatrice de segment [AB]

a) On a G =bar{(4;2);(B;3)} donc d’aprés la propriété caractéristique :
Pour tout M €(P) 2MA+3MB=(2+3)MG=5MG
Donc |2MA +3MB|= 0 < ||5MG||= 0 < MG =0, donc cet ensemble est le singleton {G)
b) On al|2MA +3MB| = 20 < |[5MG/| = 20 < MG = 4 donc cet ensemble est le cercle de centre G et de rayon 4
¢) Soit G'=bar{(4;3);(B;2)} donc d’aprés la propriété caractéristique :
Pour tout M e(P) 3MA+2MB=(3+2)MG'=5MG"
Donc [2MA+3MB| = |3MA+2MB| < |5MG| = |5MG| < MG = MG, donc cet ensemble est la médiatrice de [GG']

Exemple 4
Soit ABC' un triangle, on pose G =bar{(4;2);(B;3)} et G'=bar{(4;-2);(C;7)}
1) En appliquons la propriété caractéristique du barycentre sur G et G'

Montrer que : (VM e(P)) 3MB+7MC=5MG+5MG"

2) Soit I un point du plan tel que [=bar{(B;3);(C; 7)}
a) Simplifier par deux méthodes le vecteur 3IB+7I1C
b) En déduire que I est le milieu du segment [G G ]

Solution
1) On a G=ba7‘{(A;2);(B;3)} et G'=bar{(A;—2);(C’;7)}
Donc (YMe(P)) 2MA+3MB=5MG et (VMe(P)) -2MA+7MC=5MG"

Douc (VM e(P)) (24T +3ME)+( =274 +7MC)=5MG+5MC’

C’est-a-dire (VM e (P)) 3MB+7MC=5MG+5MG"
2)a)Onal =bar{(B;3);(C'; 7)} donc par définition 3IB+7IC =0

D’autre part on a (VM € (P)) 3MB+7MC =5MG+5MG" en particulier 3IB+71C =51G+51G"

—

b) D’aprés la question précédente en déduit que 5IG+51G =0
Donc IG+1G"=0
C’est-a-dire I =bar{(G;1);(G"1)}

Ainsi I est le milieu du segment [G G ]
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Exemple 5
1) Déterminer les réels a ,b et c tel que G = bar{(A; a); (B;);(C; c)}sachant que GA+GB-3GC=3AB-AC
2) Placer les points A(0;3),B(1;0) et C(—2;1) dans un repére puis placer les points H et D sachant que :
H =bar {(A;6);(B;=3);(C;=6)} et D =bar{(A;1),(B;-1);(C;-1)}
3) Montrer que H =bar{(4;2);(B;—1);(C;-2)}
4) Montrer vectoriellement que le quadrilatére ADHC est un parallélogramme.
5) Déterminer les coordonnées de H et D
6) Montrer en utilisant les coordonnées que le quadrilatére ADHC est un parallélogramme.
7) Déterminer I’ensemble des points M du plan tel que HJM—A—2W — 2M—CH = H2M—A ~MB- 2M—CH
Solution
1) On a @+G_B—2@=3@—R©@+CTB—3@=3(E+@)—(E+G—C)
& GA+GB-3GC =-3GA+3GB+GA-GC
& 3GA-2GB-2GC =0
On pose a=3; b=-2 et c=—2 puisque a+b+c=0 alors G =bar{(4;3);(B;-2);(C;-2)}
2) On a H =bar{(A;6);(B;—-3);(C;—0)}

Done Afi = AB+—S a0-——=3  _4p+——8 AG-AB+24C
a+b+c a+b+c 6+(—3)+(-6) 6+(=3)+(-6)

On a D= Bar{(4;1);(B;—-1);(C;-1)}

Done AD = AB+—S AG=— "L _AB+— L FC-AB+AC
a+b+c a+b+c 1+ (-D+(-D 1+(-D+ (-1

3) On a H =bar{(A;6);(B;—-3);(C;—0)}
6 -3 -6
Donc H =bar{(A;§);(B;?);(C;?)}
C’est-a-dire H =bar {(4;2);(B;-1);(C;=2)}
4) II suffit de montrer que AD=CH vectoriellement.
Ona AD=AB+AC
Donc il suffit montrer que CH=AB+AC A
On a AH=AB+2AC < AC+CH = AB+2AC W ,
< CH=AB+AC C.Q.F.D

5) On a H =bar {(4:2); (B;=1); (C;~2)} done H(%“‘ t 2 0 2t +%j

a+b+c | a+b+c
2x0+ (D x1+(-2)x(-2) 2x3+(-Dx0+(-2)x1
2+ (-1 +(-2) 24 (-D+(-2)

C’est-a-dire H ( j d’ou H (—3;—4)

OnaD :bar{(A; 1);(B;—1);(C;—1)} donc D(ax*‘ +bay, + ez : ay, +byy +Cy0j
a+b+c a+b+c

IO+ (=) x1+(-Dx(-2) 1x3+(-1)x0+(-1)x1
1+ (=) +(=1) 1+ (-D+(-D)

C’est-a-dire D[ j d’ot1 D(—l;—2)

6) 11 suffit de montrer que AD=CH par des coordonnées.
On a AD(x,~2,;y,~y,)=AD(~1-0;-2-3)= AD(~1,-5)
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Et CH (1, ~5,;y, —yo)=CH(~3+2,—4—1)=CH(~1,~5)
Ainsi les vecteurs AD et CH ont de mémes coordonnées donc AD =CH C.Q.F.D
7) On a G =bar {(4;3);(B;-2);(C;-2)} donc (VM e(P)) 3MA—2MB-2MC =(3+(-2)+(-2)) MG =-MG
Et H=Bar{(4;2);(B;-1);(C;-2)} donc (VM e(P)) 2MA-MB—-2MC =(2+(~1)+(~2)) MH =-MH
On a donc Hdm —2MB - QM—CH = H2M—A ~MB- 2M—CH & H—M—GH = H—WH
< MG =MH
Ainsi cet ensemble est la médiatrice du segment [GH |

Exemple 6
ABC un triangle.

1) Placer les points D et G tel que D =bar{(4;2);(B;-3)} et G =bar{(4;2);(B;=3);(C;-1)}
2) En utilisant I’associativité du barycentre vérifier que G est le milieu du segment [CD]
3) On pose H:bar{(A; —4);(B;1)} s E = bar{(B; );(C; 5)} et F:bar{(A; —);(C; 5)}

Montrer que les droites (CH) ; (AE) et (BF) sont concourantes en un point a préciser.

Solution
1) On a D=bar{(A;2);(B;—3)}@,E:LE: =3 AB-3AD
a+b 2+(-3)
Et G =bar{(4;2);(B;-3);(C;-1)}
— b = -3 . 4 —.

Donc : AG = AB+ AC = AB+ AC

a+b+c a+b+c 2+ (=3)+ (-1 2+ (=3)+ (-1

_3 4B+ Llac

2 2

2)OnaG= bar{(A; 2);(B;-3); (C;—l)} et D= bar{(A; 2);(B; —3)} donc par I’associativité du barycentre on

obtient G = bar{(D;2+(—3)); ((C’;—l)}par suite G = bar{(D;—l); ((C’;—l)} donc G est le milieu du segment [CD]

3) On a les points H, E et F sont des barycentres partiels du barycentre G'=bar{(A;—4);(B;1);(C;5)}

(Le points G’ existe est unique car —4+1+5#0)
-Appliquons I’associativité du barycentre sur GG' et H, on obtient G'= bar{(H; -3);(C; 5)} donc G'e (HC)

-Appliquons I’associativité du barycentre sur GG' et E, on obtient G' :bar{(A; —4);(E;6)} donc G'e (AFE)
-Appliquons I’associativité du barycentre sur G' et F, on obtient G'= bar{(F :1);(B; 1)} donc G' e (FB)
Ainsi les droites (CH) ; (AE) et (BF) sont concourantes en G'.
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Exercice 1

Déterminer deux réels a et b tel que
G= bm“{(A; a); (B; b)} dans chacun des cas suivants :

2) 2GA+3BA=0
/) E:%E

1) 2AG-3GB=0 ;
3) GA+GB=3AB ;

Exercice 2

Soit A et B deux points du plan, construire le point
G dans chacun des cas sutvants :

1) G =bar {(4;-5);(B;—1)} et AB=0

2) G =bar{(4;-1);(B;6)} et AB=5

3) G=bar{(A;5);(B;-1)} et AB=4
4) G=bar{(4;-8);(B;5)} et AB=3
5) G=bar{(4;-2);(B;3)} et AB=2
6) G =bar{(4;6);(B;-5)} et AB=1
Exercice 3

On considére un triangle ABC et les points G, K et [

tels que : G=bar{(A;—l);(B;—4);(C;3)}

K =bar{(4-1;(B;=4)} I =bar{(B;-4);(C;3)}

1) Construire les points G, K et [

2) En ulilisant 'associativité du barycentre montrer
que G est le miliew de [AI.

3) a) En appliquons la propriété caractéristique du
barycentre montrer que :

@:éﬂw@ ot W:éﬂ%@

b) En déduire que les points C, K et G sont
alignés.
4) On considére le point F =bar{(4;-1);(C;3)}
montrer que G € (BF)
5) En déduire que les droites (AI), (CK) et (BF)
sont concourantes en un point a déterminer.
6) Déterminer l'ensemble des points M du plan tels
que : “—W—4M—B+3M—C“=32
Exercice 4
Dans un repére (O;E; 3) du plan, on considere les
points A(2;0) ; B(5;6) ; C(—42) ; D(-15)
On pose G zbar{(A; 1);(B;2)} et G'=bar{(C;l);(D;2)}
1) Déterminer les coordonnées de G et de G’
2) Soient I, J et K les milieur des segments [A C] ,

[BD] et [GG'] respectivement.

a) Déterminer les coordonnées des points I, J et K
b) Montrer que les points I, J et K sont alignés.

Exercice 5

On consideére un triangle ABC et les points G, H et D tels
que : G=bar{(4;1);(B;2);(C;1)} ;
H =bar{(4;5);(B;2);(C;-3)} ; D est le milieu de [AC]

1) a) Montrer que M:éTBJF%?TC

b) Construire les points H et D
2) a) Ezprimer D sous forme du barycentre de deuz points
b) En appliquons la propriété de l’associativité du
barycentre déduire que G est le miliew de [DB]
¢) Placer le point G dans la figure.

3) a) En appliquons la propriété caractéristique du

barycentre sur G montrer que CG =éCT4+éCTB

b) En déduire que @:éﬂ?—gﬁ

¢) En déduire que le quadrilatére CGHA est un
parallélogramme.
4) Soit E le milieu de [AB] . montrer que les points H, E

et G sont alignés.

5) Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que :
|24+ 2MB - 3MC|= |MA+ 2MB+ MC)|
Exercice 6

On consideére un triangle ABC et les points G, I et K tels
que G =bar{(4;3);(B;2);(C;-1)} ; I est le milieu de [AC]
et AK = %A_B)

1) Montrer que Ezé@—é@ et Ez—ﬂfﬂéﬁ

2) En déduire que (BI) || (AG)
3) a) Montrer que K:bar{(A;3);(B;2)}
b) Montrer que les points C, K et G sont alignés.

4) Déterminer l'ensemble des points M du plan tel que :
|3a2d+ 20B] = 10

Exercice 7
On considére un triangle ABC et l'on désigne par G le

barycentre de (A;1), (B;4) et (C;-3).

1) Construire le barycentre I de (B;4) et (C;—3) .
2) Montrer que G = bar{(A; 1);(; 1)}

3) En déduire la position de G sur (AI).
Exercice 8

1) Placer dans un repére les points :

A(L2), B(3:4) et C(2;5).

2) Soit G le barycentre des points pondérés :
(4;3), (B;2) et (C34) .

a) Quelles sont les coordonnées de G ¢ Placer G.
b) La droite (BG) passe-t-elle par l'origine du repére ?
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Exercice 9

Soit ABC un triangle.

1) a) Construire le point I tel que BI =3BC
b) Montrer que I=Bar{(B;-2);(C;3)}
¢) Montrer que Al =-2AB+3AC

2) Soit G =bar{(4;-3);(B;-2);(C;3)} .

S
Montrer que AGzAB—EAC

3) a) En déduire que les points A, I et G sont alignés.
b) Construire le point G.
4) Déterminer l’ensemble des points M du plan dans
chacun des cas suivants :
a) |-3MA-2MB+3MC|=|-24B+34C]
b) |-2MB+3MC)=3

Exercice 10

ABCD un quadrilatere dans le plan, on considére les
points H, I et J tels que :

CH=2AC+2BC+AD

I=bar{(4;3);(C;-5)}

J= bar{(D;—l);(B;2)}

1) Montrer que H:baT’{(A;:)));(B;Q);(O;—5);(D;—1)}
2) En appliquons la propriété de lassociativité du
barycentre montrer que H= bar{(];—?);(];l)}

2) En déduire que I est le milieu de [JH]

Exercice 11

Dans le plan muni d’un repére (O;E; 3) , on considére
les points A(1;2), B(—3;2) et C(2;4)

1) Déterminer les coordonnées du point GG barycentre
du systéme pondéré {(A; 4);(B;-3);(C; 3)}

2) Soit me R, on considére le point Gm
barycentre du systeme pondéré
{(4;3m+1);(B;—2m—3);(C;3—m)}

a) Etablir Uexistence du point Gm

b) Trouver les coordonnées de Gm

c) Quel est l'ensemble des points Gm lorsque M

varie sur R

Exercice 12

Soit ABCD un parallélogramme et & € ]0;+oo[

On considere les points K et L définis par
DKZ((X+2)DB et CL=aBC
Soit M le point d’intersection de (CK) et (DL)

o+2

Montrer que DM = —; DL
-+ 20+ 2

Exercice 13
Soit ABC un triangle. Y est le milieu de [BC].

1) Placer, en justifiant, le barycentre U de (A;4) et
(C; 1) puis placer le barycentre E de (A;4) et (B;1)
2) Soit G =bar{(4;4);(B;1);(C;1)} . Montrer que G
est aussi barycentre de (E;5) et (C;1).

3) Démontrer que les droites (EC), (AY) et (BU)
sont concourantes.

Exercice 14

Soit a € R\{O;l} et ABCD un trapeze tel que
AB=aCD

1) Déterminer les réels b et C pour que le point D soit le
barycentre du systéme pondéré {(A; D;(B;b); (C; c)}

2) On suppose dans celte équation que a=—1

Soit E et F les milieux respectifs de [A C] et [BE]

Déterminer le nombre I pour que F soit le barycentre
du systéme {(A;1);(B;—1);(C;1);(E; )}

Exercice 15

Etant donné un triangle ABC et k un réel non nul

donné, on définit les points D et E par les relations :
AD=kAB et CE =kCA

1) Faire une figure illustrant ces données lorsque k= é ,

puis lorsque k=—1.

2) Montrer que D =bar{(A;1-k);(B;k)}

3) Montrer que E = bar{(C’;l—k);(A; k)}

4) En déduire que pour tout point M du plan, on a :
W+W=W+M—C+k@:2(M—B'+kB'—O') ot

B’ et C7 sont les milieux respectifs de [A C’] et [AB].

5) Soit I le milieu de [DE]. Déduire de la question

précédente que I, B'et C'' sont alignés.
Exercice 16

ABC est un triangle de centre de gravité G. On
note I, J, M, N, R et S les points définis par :

. AM=Llac
3

Démontrer que les droites :
(IS), (MR) et (NJ) sont

concourantes en G.
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Rappel

1- Repeéere dans le plan :

1) Tous trois points O, I et J distincts non alignés déterminent un repére du plan notée (O;I;.J)ou
(0;01;0.J)
2) Si on pose i=0I et }:@, alors ce repére se note également (O;E; 3’) .

Le couple (i, 7) est appelé une base du plan

Si ;J_E on dit que (E, 3) est une base orthogonale et que (O;g; 3) est un repére orthogonal.

Si H;H = H}Hon dit que (E, 3) est une base normée et que (O;E; 3) est un repére normeé.
Si ;J_E et H;H = H;H on dit que (E, 3) est une base orthonormée et que (O;g; 3’) est un repére orthonormé.

2- Coordonnées du milieu - coordonnées d’un vecteur

Soit (O;E; 3’) un repere du plan.

1) Pour tout point A du plan, il existe un unique couple (z,,y,)de nombres réels tel que :0A = T, .E+y N 3
(x,,y,)est appelé couple de coordonnées de A dans le repére (0;7; ) et on écrit A(z oUs)

On adonc: A(z,,y,)e (0;i;§) < OA= xA.E+ y43

2) Pour tout vecteur u du plan, il existe un unique couple (z;y)de nombres réels tel que : u=zi+ y}
(z;y) est appelé couple de coordonnées du vecteur u dans la base (i; /) et on écrit u(z;y)

On a donc : ﬁ(x; y) € (;; 3) Su= :L;+y3

3) Si A(z,,y,) et B(z,,y,)deux points distincts du plan alors les coordonnées du point / le milieu du

Ty+Ty Yy +yB)

segment [AB] est I(

4) Si A(z,,y,) et B(z,y,)deux points du plan alors les coordonnées du vecteurs AB est E(xl} — 20, Y —Y,)

3-Formule trigonométrique du produit scalaire :

¢ Quel que soit les vecteurs uet v du plan on a :
ww = Hﬂ”x”ﬂ”xcos(a) ou «a est une mesure de I’angle (’ZL,E)
Autrement dit quel que soit les points A, Bet C'du plan on a ABAC =ABxACx cos(BAC)

Cette formule est appelée la formule trigonométrique du produit scalaire.

- N - —~92 —~2 -
e Le produit scalaire u.u est appelé le carré scalaire de v on le note © donc v =wu.u

A A I e v Y
Produit scalaire et orthogonalité :
ww=0<ulv ; ABCD=0< (AB) L (CD)

4- Déterminant de deux vecteurs :

Soient {L(a;b) et 5(&';1)') deux vecteurs du plan rapporté a un repere (O;E; 3) .

Le nombre ab'-a'best appelé déterminant des vecteurs u et v dans cet ordre, on l¢

a .-
et on écrit : det(u;v) =

" det(@;0) ou | © 0 b
notve par aei(u,v) ou b b b' =a a
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Déterminant et colinéarité :

det(u;v)=0< u et v sont colinéaires

5- Vecteur directeur - équation cartésienne d’une droite

e Soit (D) une droite du plan. Toute vecteur non nul u et de méme direction de (D) est appelé vecteur directeur

de la droite (D).

e Toute droite (D) du plan est un ensemble des points M (z;y) vérifient ’équation ax+by+c=0tel que a, b, ceR

et (a,b) = (0,0).

L’équation (D): azr+by+c=0 est appelé une équation cartésienne de la droite (D).

Le vecteur &(—b; a) est un vecteur directeur de la droite d’équation cartésienne (D): ax+by+c=0

6- Représentation paramétrique

d’une droite

Soit B(z,,y,) un point du plan et &(a'; b") un vecteur non nul du plan rapporté a un repére (O;g; 3) .

e La droite (D) passant par le point B(z,,y,)et de vecteur directeur ’ZL(

plan vérifient le systéme {

. r=z,+a'xt
e Le systéme (D): '
Y=y, +b'xt

T=T,+aXt

[teR

Yy=yp+ Xt

7- Résolution graphique d’une inéquation de premier degré de deux inconnus

Soit (D) une droite d’équation (D): az+by+c=0dans un plan rapporté & un repére (O;_z:; 3) .

e La droite (D) partage le plan en deux demi-plans (D) et (D) tel que :

(D) est ’ensemble des points M(z;y) du plan tel que az +by+c>0

(D7) est ’ensemble des points M (z;y) du plan tel que az+by+c<0

e Pour déterminer (D")ou (D) graphiquement, on procéde de la fagon suivante :

On trace la droite (D) ;

/teR est appelé une représentation paramétrique de la droite (D) .

) est ensemble des points M (z;y) du

On choisit un point du plan en dehors de la droite (D) et on teste 8’il appartient au demi-plan cherché ou non. Le

plus souvent, quand la droite ne passe pas par l’origine, on choisit O(0, 0) qui fournit le résultat facilement, mais

si la droite passe par ’origine du repére on choisit un autre point.

A

8- Mesures principal usuelles : Soit ¢ E]—ﬂ'; /4 ] la mesure principale d’un angle orienté (u;v)

cos(0) = 1 cos(0) = 1 cos(0) = 1
? S0=—= 2 SO0=-= 2@9—7;—1 ;
. J3 ’ . J3 3 7 3 ’
sin(0) = — sin(0) = —— sin(@) =—
2 2 2
cos(0) = ﬁ cos(@) = ﬁ cos(0) = _y3
2 4 2 2
S0=2 so=-% s0=1-Z
. 1 ) . 1 n(0) 1
0)=— 0)=— ==
sin(0) 5 sin(0) 5 sin( P
cos(0) = Q cos(0) = Q cos(0) = —Q
2 wo-Z 2 o9--% 2 ger T
Z771 2 ’ ¥ i
sin(0) = > sin(0) = 5 sin(0) = >

cos(0) = —é
sin(6) = —g
cos(6) = —g
sin(0) = —é
cos(6) = —g
sine) =32

s0=r+2
6

o0=r+Z
4
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Activités
Le plan est rapporté au repére orthonormé (O;E; 3)
Activité 1 :

Soient ':L(x,y) et ;(x';y') deux vecteurs non nuls du plan.

1) Développer et simplifier le produit scalaire suivant (3:2+ y;)($;+y3)
- . A - ) Su=wit+yj
2) En déduire que u.v =zz'+yy' puis montrer que Hu” = \/332 +y2 uwy) < u=rityj

.2
[ =

(A rr'+yy'
P Vel
4) On considére les points A(z,;y,) et B(z,;y,)

a) Déterminer les coordonnées du vecteur AB R
( ‘ AB* =|AB
b) En déduire que AB = \/(xB —z,) + W, —y,)°

5) Soit <« un vecteur du plan tel que m = 3[25] et Hﬁ” = H?u” (Voir la figure ci-contre)

3) Vérifier que COS(’Z&; ;) =

]

a) Montrer que (v;w) Eg—(&;;)[&r] et w(-y;z) R N )
(v;u) = ~(w;0) [27]
T 4 (03) = (v50) + (s ) [ 27]
: iy _-_*__-—_-1 : cos(Z —z) = sin(z
TN = '\ R Yy
1S

det(&; 5) 3 zy'—yx'

el v e

b) Calculer c0s(V;w) par deux méthodes et en déduire que sm(a,;) =

Activité 2 :
Soit (A) la droite d’équation cartésienne az+by+c =0 tels que a;b;c e R et (a;b) # (0;0)
1) Déterminer les coordonnées d’un vecteur directeur v de (A)
2) Montrer que le vecteur ﬁ(a;b) et u sont orthogonaux.
On dit que ﬁ(a; b) est un vecteur normal & la droite (A)
3) Soit (D) la droite passant par A(z,;y,) et de vecteur normal ;L(a;b)
a) Montrer que pour tout point A/ (z;y)du plan, on a : M(z;y) € (D) < nAM=0
b) En déduire que M (z;y) € (D) < a(z—z,)+b(y—y,)=0

Activité 3 :
Soient (D)et (D')les droites définies respectivement par les équations cartésiennes ar+by+c=0 et a'x+b'y+c'=0

1) Déterminer un vecteur normal & chacun de (D)et (D)

2) En déduire que (D) L (D") < aa'+bb'=0

Activité 4 :

Soit (D) la droite du plan d’équation az + by +c =0 et de vecteur normal ;L(a; b)

On considére le point [ le projeté orthogonal de A(x,;y,) sur la droite (D)

1) Vérifier que az, +by, =—c et ‘cos(ﬁ;ﬁ)‘ =1

2) En déduire que AH.n= —(ax, +by, +c)et ‘ﬁﬁ‘ = AH x Hﬁ”
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La distance AH est appelé la distance du point A i la droite (D) et on la note d(A4;(D))

|a1:A +by, + c|

3) En déduire que d(A;(D))=AH =

NJa® +b*

Activité 5 :

A-Soit (C)le cercle de centre Q(1;1) et de rayon 2

1) a) Calculer les distances QA,QBet QC' tels que A(3;1), B(2;2) et C(\/§+1; 2)
b) En déduire les points appartenant a (C') parmi les points A, B et C

2) Soit M (z;y) un point du plan

a) Calculer la distance QQA/ en fonction de z et y

b) En déduire que M (z;y) € (C) < (z—1)° +(y—1)° =2°

L’équation (z—1)°+(y—1)° =2° est appelé ’équation cartésienne de cercle (C)
B- Soit (C)le cercle de centre Q(a;b) et de rayon R (avec a;b;ReR et R>0)
1) Montrer que Péquation (z—a)’ +(y—b)" = R” est 'équation cartésienne de cercle (C)
2) Montrer que I’équation précédente peut s’écrire sous la forme z° +y° —2ax—2by+c =0 ot ¢ =a’ +b° — R?
Activité 6 :

Soit (C) un cercle de centre Q(a;b) et de rayon R,

Partie 1 : M un point de (C)tel que (;,T—M) =0[27] (0€R)

1) Montrer que i.QM = Rcos(0)

2) Vérifier que (j:QM)= g —0[27] et en déduire que QM = Rsin(6)

3) Soit (z;y) le couple des coordonnées du point )/

a) Déterminer les coordonnes du vecteur QM et en déduire que :

=y

QM = (z—a)i+(y—b)j —>

b) En déduire que QM =z—a et }.QM =z—-0b
x = a+ Rcos(0)
y = b + Rsin(6)

¢) En déduire que M(x;y) € (C) = { /6 ER

. . ) y _ X =a+ Rcos(0)
Partie 2 : Soit A/ (z;y) un point du plan. Montrer que M(x;y) € (C) & (36 € R)/{y — b + Rsin(6)

. r=a+ Rcos(0) | )
Le systéeme . /0 € R est appelé une représentation paramétrique du cercle (C)
y=b+ Rsin(6)
Activité 7 :
Soient (a;b;c) e R’ et (I') I'ensemble des points A/ (z;y) du plan vérifiant I'équation 2° +y° +az+by+c=0

1) Montrer que M(z;y)e (') < (:17 + %j + (er%j = %4__40
a?+b2-4c
4

3) En déduire la nature de (I")dans chacun des cas suivantsa” +b° —4c >0, a° +b° —4c=0 et o’ +b° —4c <0
Activité 8 :
Soit (C)le cercle de centre Q(a;b)et de rayon R, A(z,;y,) un point du cercle (C)et (7)la tangente au cercle (C)

2) On pose .Q(—g; —g) en déduire que M(x;y) € (I') © NM? =

au point A

1) Déterminer un vecteur normal & la droite (7°)

2) En déduire que M(x;y) e(T) < AQAM =0

3) En déduire que M(z;y)e(T) = (a—z,)(xz—z,)+(b-y,)y—y,) =0
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Résumé 6 : Analytique du produit scalaire dans le plan

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O;g; 3)

Soient &(x,y) et ;J.(:U';y') deux vecteurs du plan, alors :

ww = xx'+ yy'

o R
EABzJ@fﬂmﬁw%—wf

cos(u;v) et sm(&,ﬂ)

e Laire du triangle ABC est : @

det(u v
RG]

S = é|det(ﬁ;f0)|

e L'inégalité de Cauchy-Schwars : ||{1||x||$||2|65|

e L’inégalité triangulaire ||u||+||v||2||u+v||

© AB(z; =24,y —Yy4)
—_
g Yip
¢ ABAC =% ;X% +Y, XY,

« AB=\(z,;)" +(y,;)’

DA Tic
o det(AB;AC) = '
Y5 Yac
e cos(AB;AC) = ABAC
ABxAC
o sin(AB: AC) = det(AB;AC)
ABxAC

S = é\det(ﬁ; ﬂ)\

§= é‘det(@; CB)

Le vecteur ﬁ(a; b) est normal 4 la droite
(D):ax+by+c=0

e L’équation cartésienne de la droite passant par A(z,;y,) et

de vecteur normal ﬁ(a; b) est |§|| a(z—x,)+b(y—y,) = 0|

e Si(D)iax+by+c=0et (D):a'xz+b'y+c'=0 alors
|2|| (D) L(D) <= aa'+bb'=0

e Soit (D) la droite du plan d’équation az+by+c=0 et

. . . laxa+by a+c|
A(xA,yA) un point du plan : d(4; (D)) = A B

e L’équation cartésienne du cercle (C')de centre Q(a;b) et de
rayon Rest [11](z—a)’ +(y—b)* = R?

Que l’on peut écrire 2°+1y° —2ax—2by+c=0| on

c=a’+b°—R*

e Le cercle de diameétre [A B ] est ’ensemble des points A/ du

plan tels que WW? =0

e L’équation cartésienne du cercle de diamétre [A B ] est
13](z—z )@ —2,)+ -y )y—y,) =0

Soit (I") I’ensemble des points A (x;y) du plan vérifiant :

2°+y’ +az+by+c=00ou (a;b;c) e R’
Si a” +b° —4c >0 alors (I')est le cercle de centre
va?+b%-4c

Q(—%;—g) et de rayon R = >
Si o’ +b° —4c=0 alors (T est .(2(—%; —g)

Si a” +b° —4c <0 alors (') est ensemble vide.

un point du plan :
— M est sur le cercle (C) < QM=R

— M est a Pintérieur du cercle (C) < QM <R
— M est a Pextérieur du cercle (C') < QM >R

cartésienne du cercle (C') alors :

- M(:EM;yM) est sur le cercle (C')
<3, +y,, +ax, +by, +c=0

— M(x,,;y,,) est a I'intérieur du cercle (C)
<, +y,” +ax, +by,, +c<0

- M(z,,;y,,) est a Pextérieur du cercle (C')

= CUM2 +yM2 +ax,, +by,, +c>0

I’ensemble des points M (x;y) du plan qui vérifient le

. X =a-+ RCOS(H)
systeme {y = b + Rsin(6) /0ER

(D) une droite dans le plan et soit d =d(€2;(D)) la
distance du point (2 A la droite (D)

— Si d> Ralors (D) (C) =

— Si d=Ralors (D)N(C)={H}

— Si d< Ralors (D) (C) = {A; B}

e La tangente au cercle (C') au point A € (C) est

Soit (C) le cercle de centre (2 et de rayon R et M

Si (O):2° +y” +az+by+c=0 est une équation

e Le cercle (C') de centre Q(a;b) et de rayon Rest

Soit (C') le cercle de centre {2 et de rayon [? et

P’ensemble des points M du plan tel que AQAM =0
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Exemples résolus
Le plan est rapporté au repére orthonormé (O;g; 3)

Exemple 1
On considére les vecteurs suivants u(5;—1), v= 22—33 et w= (5m+ 2)2—3 (m eR)

1) Calculer u.v,

o et |1
2) Caleuler cos(i;v), sin(a;v) et déduire (u;0) .
3) Calculer w.w en fonction de m .
4) En déduire la valeur de m pour que wet w soient orthogonaux.
5) On considére les points A(1;4) et B(—5;1), calculer la distance AB.
Solution
1) On a u(5;-1) et v(2;-3)
Donc : uv=zxs'+yxy' =5x2+(-)x(=3)=13 ; H;LH = m: J26 ; HZH = m: J13
5 Y%
det(u;v) ‘—1 S W

<] V2oxvis 132 2

wo 1313 42
P " 2

Et par conséquent (E) = —%[271’]

2) cos(u;v) = , sin(u;v) =

3) On a u(5;—-I)et w(sm+2,-1), donc ww=>5x(5m+2)+(—1)x(~1) = 25m+11

- N . 11
4)Ona ulwsuw=0 donc u lwe25m+11=0, d’ou uiw@m:—%

5) AB=\|(-5-1)° +(1-4)° =35
Exemple 2

Calculer I’aire du triangle ABC' sachant que A(2;-4), B(1;3) et C(-2;7)
Solution
-4

— — h. Vg
On a AB(-1,7) et AC(—4;11) donc det(AB;AC):‘ -

‘:17.

Par suite 1’aire du triangle ABC est : S = é‘det(fB;TC)‘ :% =45

Exemple 3

1) Déterminer un vecteur normal a la droite (D) dans les cas suivants :

a) (D):z—4y+1=0

b) (D):§x+3:0

c) (D):y=2
2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point A et de vecteur normal n
dans les cas suivants :

a) A(4—1)et n(L;,-3)

b) ANZ;—/2) et n(242;342)
3) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point A(4;2) et de vecteur

directeur 1;(—1; 3)
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Solution
1) a) On a I’équation cartésienne de (D) s’écrit : 1z + (—4)y+1=0donc le vecteur ;L(l;—él) est un vecteur normal

a la droite (D)
b) On a I’équation cartésienne de (D) s’écrit : %:1: + 0y + 3 = 0 donc le vecteur 5(2;0) est un vecteur normal &

la droite (D)
¢) On a I’équation cartésienne de (D) s’écrit : Oz + 1y — 2 = 0 donc le vecteur n(0;1) est un vecteur normal 4 la
droite (D)
2) a)
Méthode 1
L’équation cartésienne de (D) s’écrit : (D):a(z—z,)+b(y—y,)=0
C’est-a-dire : (D): 1(z—4)+(-3)(y—(-1))=0
Ainsi (D):z-3y—-7=0
Méthode 2
L’équation cartésienne de (D) s’écrit : (D):azx+by+c=0
C’est-a-dire : (D):1z—3y+c=0
Puisque Ae (D) alors Iz, -3y, +c=0
C’est-a-dire : 1x4—-3x(-1)+c=0, dout c=7
Ainsi (D):z-3y—-7=0.

b) L’équation cartésienne de (D) s’écrit : (D):a(z—z,)+b(y—y,)=0
Cest-a-dire : (D): 2v2(z—~/2)+3v2(y—(=2)) = 0on obtient (D):2v2z—4+32y+6=0
Ainsi (D):2V22+3v2y+2=0
3) Rappel : si u est un vecteur directeur de la droite (D) passant par A, alors :
M e (D) < u et AM sont colinéaires.

< det(AM;u)=0
z—4 -1
y—2 3

On a: M(zy) e (D) < det(AM;u) =0 < =0 |:0<:>3(:1:—4)+(y—2):0

r 2y -1 ‘

Y=Yy 3

< 3x+y—14=0. Ainsi I’équation cartésienne de (D) est (D):3z+y—14=0
Exemple 4
Etudier la perpendicularité des droites (A) et (A') dans chacun des cas suivants :
1) (A):z—6y+2=0 et (A):6z+y+1=0
2) (A):2z—y+3=0 et (A):iz+y+2=0
/(teR)

r=1+2t

3) (A):z—y+4=0 et (AI):{y——1+3t

Solution
1) Puisque I1x6+(—6)x1=0 alors :(A) L (A")
2) Puisque 2x1+(-I)x1=1+#0 alors: (A)et (A") ne sont pas perpendiculaires.

3) On a le vecteur '71(1;—1) est normal a (A) et w(2;3) est un vecteur directeur de (A".

Or det(nju) =

2
3 ‘: 3+2=5#0 alors (A)et (A") ne sont pas perpendiculaires.
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Exemple 5
Calculer la distance du point A(5;—3) a la droite (D) d’équation 3z+2y+4=0

Solution

3r,+2y,+4| [3x5+2x(-3)+4| 13
La distance du point A a la droite (D) est : d(A;(D))=| S |=| &) |— Ji3

Exemple 6

Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C')dans chacun des cas suivants :
1) (C)est de centre Q(2;—1) et de rayon R= 202
2) (C)est de centre Q(1;3) et passant par A(-1;2).
3) (C)est de diametre [AB]tels que A(-4;3) et B(2;-1).
4) (C)est de centre Q(2;—1)et la droite (A) d’équation (A):z—3y+5=0tangente a (C).

Solution
1)Ona:a=2, b=—1 et R=2\/§
Méthode 1

L’équation cartésienne du cercle (C) est : (z—2)° +(y—(-1)° = (2J2)*

Clest-a-dire 7° —4x+4+y° +2y+1=8 ce qui donne : z° +y° 4o +2y—3=0
Méthode 2

L’équation cartésienne du cercle (C) est z°+y” —2x22—2x(~D)y+c=0 o c=a’ +b° - R’

On a :c=2°+(-1)? —(242)* =-3, d’ol1 équation cartésienne du cercle (C) (C)est

o’ +y —4dx—2y—-3=0

2)Ona:a=1, b=3 et le rayon de (C) est R=AQ=\/(1—(—1))2 +(3-2)7 =5
Donc I’équation cartésienne du cercle (C) est z° +y° —2x1z—2x3y+c=0 ot c=a’ +b° - R’
Ona:c=1"+3 - (\/3)2 =5, d’ou ’équation cartésienne du cercle (C)est z°+y° —2z—6y+5=0
3) Méthode 1
L’équation cartésienne du cercle (C)est : (z—z,)(x—z,)+W—vy,)y—y;)=0
Clest-a-dire (z—(-4))(z-2)+(y—3)(y—(=1))=0 ce qui donne : z° +y’ +2x-2y—11=0
Méthode 2
Le centre du cercle (C) est le milieu Q de [A B ]

) T, +r, —4+2 y,+y, 3+(=1D)
On sait que : a =z, =—4—L = =—let b=y, ="42—"L= =1
d * -2 2 YT 2
AB @2+4) +((-1-3)
Le rayon du cercle (C)est R=7=\/( ) 2(( ) =413

Donc ’équation cartésienne du cercle (C)est z°+y” —2x(~1)z—2xIy+c=0 ou c=a’ +b° - R’
Ona:c=(-1)"+7r —(\/E)2 =—11, d’ot1 ’équation cartésienne du cercle (C)est z°+y’ +2zx—2y—11=0
4) Ona:a=2, b=—1 et puisque (A) est tangente & (C) alors le rayon de (C)est :
=3y, +5| |2-3x(-D)+5| |10
R= @) = oM 0 _R=5xCD 510l g
Ja’ +b \/12 (=3 10

Donc ’équation cartésienne du cercle (C)est 2° +y° —2x22—-2x(~D)y+c=0 ot c=a’ +b’ - R’

Ona:c=2"+(-1)°—-(10)’ ==5, d’oi1 ’équation cartésienne du cercle (C)est z°+y’ —4x+2y—5=0
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Exemple 7

Déterminer la nature de ’ensemble (") des points M (z;y) du plan dans chacun des cas suivants :
1)z’ +y° +4r—6y+9=0 2) 2’ +y° +6x—4y+16=0 3) ¥ +y° +4x+10y+29=0
Solution

1)Ona: a=4,b=—6 et c=9 donc a’ +b° —4dc=4"+(-6)’ —4x9=16 > 0 par conséquent (I") est le

Vo' +0° —4e

cercle de centre Q(—%;—%) et de rayon RZT c’est-a-dire Q(-2;3)et de rayon R=2

2)Ona:a=6,b=—4 et c=16 donc a’ +b° —4c=6"+(—4)°’ —4x16 =—12< 0 par conséquent (I") est
Pensemble vide.

3)Ona:a=4,0=10 et c=29 donc a’ +b° —4dc=4"+10"—4x29=0, d’oit (I") est le singleton Q(-2;-5)

Exemple 8
1) Déterminer la position du point M par rapport au cercle (C)dans chacun des cas suivants :
a) C(Q(2;3);1) et M(-1,2) ; b)(C):2° +y° -2z +4y=0 et M(0;0)

2) a) Déterminer 1’ensemble des points M (z;y) du plan tel que : z° +y° — 22+ 2y—7 =(
b) Résoudre graphiquement 'inéquation : 2° +y° —2z+2y—7 <0
c¢) Résoudre graphiquement ’inéquation : z—y >0

o’y —20+2y—7<0

d) Résoudre graphiquement le systéme suivant : { 0
T—y>

Solution
1) a) On a : le rayon de (C) est R=1 et )
QM =J(-1-2)* +(2-3)* =10 > 1

Donc M est a I’extérieur du cercle (C)

b) On sait que : (C)est de centre Q(—g;—g) et de St

Va© +b” —4c
2
Or a=-2,b=4 et c=0 alors Q(;;-2) et R=\5 d) Les solutions graphiques du systéme :
Ona QM=y(0-1)°+(0+2)°=V5=R 224y =25+ 2y—7 <0
r—y>0

rayon R =

=

sont les couples (z;y) de
Donc M est sur le cercle (©).

2)a)Ona:a=-23;b=2et c=-7 . coordonnées des points situés a I'intersection de
Donc a” +b° —4c=(-2)"+2° —4x(-7)=36>0. intérieur du cercle (C')avec (p*)
Par conséquent (C)est le cercle de centre C’est-a-dire les couples (z;y) des points appartenant

JaZ +b7 — 4c 3 a la partie colorée de la figure ci-dessous :

2 3
b) Les solutions graphiques de ’inéquation 2 ——
2

2’ +y’ —2z+2y—7<0 sont les couples (z;y) de P 4 y @

Q(—%;—%) =Q(I;-1)et de rayon R =

coordonnées des points situés a ’intérieur du cercle / y \
(C) précédente. 4 - | :

c) Les solutions graphiques de I'inéquation k yar )
z—y > 0sont les couples (z;y) de coordonnées des d -4 ;
points situés dans (p*)tel que (D) est la droite ’ ' N //

’ . \"\-\_
d’équation :z—y =0 : / e
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Exemple 9
1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C')dans chacun des cas suivants :

a) (C)est de centre Q(2;3)et de rayon R=5 ; b) (C):z’ +y* —22+6y—6=0

=1+ \/5003(0)

R
y=—3+ \/ESNZ(@) ( )

2) Déterminer I’ensemble (C') des points M (z;y) du plan tel que : {

x =1+ 3cos(t)

3) Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C')de représentation paramétrique :{ 1+ 3sint) (teR)
y=—1+3sin

Solution
x=2+5cos(0)

y=3+5sin(0) O<R)

1) a) une représentation paramétrique du cercle (C')est donnée par {

b) Déterminons le centre et le rayon de (C)
M(zy)e(C) = 2” +y° —20+6y—6=0<=2"-20+y +6y—6=0 (2" — 22+ ) -1+ (y° +6y+9)—9-6=0
S@E-10)°+y+3)=16=4". D’ou (C)est de centre Q(I;—3)et de rayon R=4
z=1+4cos(0)

Donc une représentation paramétrique du cercle (C)est le systéme : ] (@eR)
y=-3+4sin(6)

r—1= \/§c05(6’)
y+3= \/557771(6’)

=1+ \/5605(9)

fdeR
y =—3+/2sin(6) S

2) On a M(x;y)e(C)@{ (HGR)Q{

Donc M(z;y) € (C) = (x—1)° +(y+3)° = 2co0s”(0) + 2sin” (0) = 2(cos” (0) + sin’ (0)) = 2 = \/52
C’est-a-dire que (C)est le cercle de centre Q(1;—3)et de rayon R=+/2

=14 3cos(t —1=3cos(t
T cos(t) ieR) @{x cos(t)

. o (teR)
y=—1+3sin(t) y+1=3sin(t)

3)Ona M(x;y)E(C)Q{

Donc (z—1)° + (y+ 1) = 9cos” (t) + 9sin” (t) = Y(cos” (t) + sin’ (t)) = 9

Clest-a-dire (2" —2z+1)+(y° +2y+1)=9 d’ol finalement 2° +1° —22+2y—7=0
Exemple 10

Etudier 'intersection de la droite (D) et du cercle (C)dans chacun des cas suivants :

1) (O):z° +y’ —z-6y=0 et (D):z—y—1=0

2) (O):(xz—1)7+@w+1)°’=5 et (D):2z+y+4=0

3) (O):x’+y"=9 et (D):y=4

Solution

Na® +b —4e

1) On sait que (C) est de centre Q(—%;—g) et de rayon R=

2
Or a=—1; b=—6 et c=0 alors (C) est de centre Q(é;a’) et de rayon Rzg
1 7
—_3-1 |-&
To — Yo — 1] ‘2 ‘ ‘ 2‘ T2
On a d(Q; (D))=| 2 = = = donc d(Q; (D)) <R
Jr+y N2 24

Par conséquent, la droite (D) coupe le cercle (C) en deux points A et B

Déterminons le couple des coordonnées de A et de B

M(x;y)e(D)@{x—y—lz() {m=y+1 {x:y+l

; C
M(ziy) € (D) )Q{M(x;y)e(C’) 4y —a—6y=0 " |(+1 +y @+ D-6y=0 |2y ~5y=0
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r=1y+1 —é

Tz=y+1 =Y rz=0+1=1 ZE—2
= =

y(2y-5)=0  |y=0 ou y= y=0 5

2

N | Ot

Ainsi les points d’intersection de (D) et (C) sont : A(1;0) et B(g;%)

2) On a (C) est de centre Q(1;—1)et de rayon R=+/5
|22, + 1y, +4] |2><1 1+4 5|
2717 NN

cercle (C)en un point [ . ((D)est tangente au cercle (C))

On a d(Q;(D)) =

Déterminons le couple des coordonnées du point H :

M(x;y)e(D)®{2x+y+4:0 {y:—2x—4

M(z; D
(ziy) & )m(C)C}{M(ax;y)e(O) (=17 4@+ 1 =5 |- 1) +(-20-4+1 =5

y=—2x—-4 y=—2x—-4 y=—220—4 0} —sabba — 4
(z—1)° +(-22-3)" =5 v’ —2rx+1+42° +122+9=5 52° +10x+5=0 2°+2z+1=0
:—2 —4 +1=0 :_1 . . . . .
P (x =7 =t , ainsi le point d’intersection de (D) et (C) est H(-1;-2).
(z+1)° = y=—2x—4 y=-2
3) On a (C)est de centre Q(0;0) et de rayon R=3 et (D):0x+1y-4=0

On a d(g2 (L)) | oY | = | - | =4, doncd G t =

Exemple 11
Vérifier que le point A appartient au cercle (C) puis déterminer une équation cartésienne de la tangente

(T) au cercle (C) au point A dans chacun des cas suivants :

1.3

1)(O):r’ +y’ +2-2y=0 et A0;0) ; 2) (O):(z-2)°+(y—-4)°"=4 et A(2;2) ; 3) (C):2°+y’ =1et A(—— —)

Solution
)Ona:z’+y’°+z,-2y,=0+0=0, donc Ae(C)
b

) ) 1 -2 1
Ona (C):2°+y’ +1—-2y=0, donc (C) est de centre Q(_%;_E):Q(_E;_7):Q(_5;1)

Donc : M(z;y)e(T) = AQAM =0 < (—é—xAj(x—:rA)+(l—yA)(y—yA)=0

@(—%—0)(x—0)+(1—0)(y—0)=0, ainsi (T):é:l:—y:O

2)Ona: (z,-2)°+(y,—4) =(2-2)+(2-4)°=4, donc Ae(C)

Ona (C):(z-2)° +(y—4)’ =4, donc (C)est de centre Q)(2;4)

Donc : M(zy)e(T) = AQAM =0 (2—z,)(z—z,)+(@—y,)y—y,) =0 (2-2)(z-2)+(4-2)(y—2)=0
< 2y—4=0, d’ott finalement (7):y—2=0

, , 1., 3., 1 3
3)Ona:z’°+y, =(-=)+(—)' =—+Z=1donc A e(C
)Ona:z, +y,~ =( 2) (2) 12 onc A e (C)
On a (C):2° +y° =1, donc (C) est de centre Q(0;0)
3 3
M(zy) e (T) < AQAM =0 < (0—z,) @z —2,)+(0-y,)y—y,) =0 (0+ )($+—)+(0—§)( —g) 0
@ézﬁté—gyﬁLg:O @éx—@erl:O, ainsi (T):x—\/§y+2=0

=5 donc d(©;(D))) = R par conséquent, la droite (D) coupe le
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Exemple 12
Trouver les tangentes au cercle (C') d’équation (z—3)” +(y—1)° = 9 qui sont paralléles & (D):3z—4y=0
Solution
On a le cercle (C')est de centre Q(3;1) et de rayon R=3
Soit (7") une droite paralléle a (D):3z—4y=0 donc une équation cartésienne de (7")s’écrit :(7"):3z—4y+c=0
On a: (7")est tangente au cercle (C) < d(Q;(T))=R
|3 x3-4x1+ c|
D’ou ¢=20 ou c¢=-30 par suite les tangentes au cercle (C)qui sont paralléles a (D):3xz—4y =0 sont :

(T)):3z—4y+20=0 et (1,):3z—4y—25=0

Donc (7') est tangente au cercle (C) < =5 |5 + c| =255+c=25 ou -(5+c¢)=25

Exemple 13
Vérifier que le point A(4;—2) est & extérieur du cercle (C)d’équation :(z—3)” +(y—1)° = 5 puis trouver les
équations cartésiennes des tangentes au cercle (C)issues de A
Solution
Ona:(z, -3 °+(y,—1)°’=4-3)°+(-2-1)°=1+9=10>5donc A(4;—2) est a I'extérieur du cercle (C)
Méthode 1 :
— L’équation cartésienne d’une droite (7') tangente au cercle (C') issue de A s’écrit ax+by+c=0 ou
a;b;ceR et (a;b) = (0;0)
— Puisque A e (7T") alors 4a—2b+c=0 ce qui donne ¢ =2b—4a par conséquent ’équation de (7)
devient (7):ax+by+2b—4a=0
— Puisque (7') est tangente au cercle (C') alors d(Q; (7)) =R=5
— Onad; (D) =5 e 222 - 5o 22 = 5 o |3b— a] =/5(a? + b?)

— Puisqu’une droite admet une infinité d’équations cartésiennes et (a;b) # (0;0) alors on peut se rameéne

aucasou (a=1ou b=1)
— Posons par exemple a=1 on a
d(Q;(T))=\/3<:>|3b—1|=~/5(1+b")<:>(3b—1)2=5(1+b")<:>4b2—6b—4=0<:>2b2—3b—2=0

) 1
L’équation 2b° —3b—2 =0 admet deux solutions : b=2 ou b=-——

— Sib=—calors (T):1x — >y +2Xx——4x1=0& (M:ix—2y—-5=0& (1):2x+y—10=0
— Si b=2 alors (T):1z+2y+2x2—-4x1=0<=(T):z+2y=0

(T)):2x—y—10=0

) a , . ;s .
D’ou finalement les équations cartésiennes des tangentes au cercle (C)issues de A est { (T,):x+2y =0

Méthode 2 :

— Les points de contact entre le cercle (C)et ces tangentes issues de A sont les points d’intersection

entre le cercle (C) et le cercle (C")de diametre [QA] ou Q est le centre de (C)
— Déterminons I’équation cartésienne de (C')le cercle de diameétre [QA]
On a I’équation cartésienne du cercle de diametre [QA]est de la forme :
CY)i(z—z ) x—2,)+(W—y,)y—1y,) =0 et Q(3;1)est le centre de (C)
Donc (C):(z-3)(z—4)+{y—1D(y+2)=0 ce qui donne (C"):z° +y’ ~7x+y+10=0

— Déterminons les points d’intersection entre les cercles (C)et (C) :




2

Ona M(z;9))e(C)N(C)Y<=<s .
' +y’ —Tr+y+10=0

(z-3)°+@y-1)"=5 (z-3)°+@y-1)"=5
S
oy —Tr+y+15=5

-3’ +(y-1)°=5 -3’ +(y-1)°=5 3y+5-3)°+(y-1°=5
@(xr){)(y)o | ‘©($)+(y) o JBY+5=3) +(y-1)

2 +y’ —Tr+y+15=(z-3) +(y-1)° —z+3y+5=0 r=3y+5

10y° +10y =0 10y(y+1)=0 y=0 ou y=-1 y=0 y=-—1
o o S S ou

r=3y+5 r=3Yy+5 z=3y+5 r=5 r=2
Ainsi les points d’intersection entre les cercles (C')et (C'')sont B(5;0) et C(2;-1)
— Les équations cartésiennes des tangentes au cercle (C)issues de A sont les équations cartésiennes des

tangentes au cercle (C')aux points B et C

— On sait que les équations cartésiennes des tangentes (7},) et (7,)au cercle (C)aux points B et C
(Tp) (a—zp) (@ —25)+(b—yp)y—yz) =0
() (a—z )z —2,)+(0—y )Ny —yo) =0

{(TB): B-5x=-5+1A-0F-0=0
Te):B-2)x-2)+(A+Dy+1) =0

respectivement s’écrit : { c’est-a-dire

. (T):22—y—-10=0
Ce qui donne
(T.):z+2y=0

Exemple 14
On considere les points A(4;-1), B(1;—1)et C(-2;2)

1) Construire les points A, B, C et la bissectrice de ’angle (Aé )

2) Déterminer une équation cartésienne de la bissectrice de ’angle (ABC)
Solution
2) Rappel : un point du plan appartient a la bissectrice d’un angle si et seulement s’il est équidistant des

cotés de cet angle.

— Soit (D) la bissectrice de ’angle (AIA?C) on a: M(xz;y) e (D)< d(M;(BA))=d(M;(BC))
— Déterminons premiérement une équation cartésienne de chacun des droites (AB) et (BC)
On a : AB(3;0) est un vecteur directeur de (AB) donc :

M(z:y) € (AB) < det(AM: AB) =0 <"
y+1 0

‘=0©—3(y+1)=0<:>y+1=0

On a : BC(-3;3) est un vecteur directeur de (BC) donc :
x—1 6|
3

M(x;y) € (BC) © det(BM; BC) = 0 o |y 1

=0e3x-1D)+3(y+1)=0esx+y=0
D’ou (AB):y+1=0 et (BC):z+y=0

ly+1] _ |x+yl

m_wd,ou M(x;y) € (D) & V2ly + 1] =[x + |

— Donc M(x;y) € (D) &

— On remarque que si M (z;y) appartient a la bissectrice intérieure de I’angle (ABC)alors z>z, =1 et
y2y,=—1donc z+y=>0 et y+120
Par suite M(z;y) € (D) < V2(y+1) =(z+y) et z> Ty =1

D’ou finalement une équation cartésienne de la bissectrice de I’angle (ABC') est de la forme :

x=1
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Le plan est rapporté au repére orthonormé (O;g; 3)
Exercice 1

On considére les points : A(5;7), B(2;3) et C(9;4)
1) Calculer ABAC et det(E;A—C)

2) En déduire la nature du triangle ABC

3) Calculer les distances AB, BC et CA

4) a) Caleuler cos(BA; BC) et sin(BA; BC)

b) En déduire la mesure principale de l’angle

orienté (ﬂ;BO)

5) Caleuler Uaire du triangle ABC

Exercice 2

Déterminer une équation cartésienne de la droite (D)

dans les cas suivants :
1) (D) passe par le point A(1;2) et de vecteur normal

- 1
n(2; E)
2) (D) passe par le point A(2;3) et paralléle d la
droite (A):x+2y—3=0
3) (D) passe par le point A(5,-2) et de vecteur
directeur 1;(1;2)
4) (D) passe par le point A(=2;1) et orthogonal d la
) {x =4+2
droite (A):
y=—1+3t
5) (D) passe par les points A(1;—1) et B(1;3)
6) (D) a une représentation paramétrique s’écrit :

=1+t
(D).{y:2_t

/(teR)

[teR

7) (D) d une équation réduite s’écrit : (D):yz%@%é
Exercice 3

Calculer la distance du point A d la droite (D) dans les
cas suivants :

1) A(2;-3)et (D):z—y+3=0

2) A(T;-1) et (D):2z—4y+3=0

z=1+21

/[(teR
y=2-3t (teR)

3) A(5;—4) et (D):{

Exercice 4
Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C) dans

les cas suivants :

1) (C)est de centre Q(—1;2) et de rayon R=3
2) (C) est de centre Q(—4;3) et passant par A(—1;0)
3) (C) est de diametre [AB]tels que :

A(-1L3) et B(0;3)
4) (C)est de centre Q(—1;1) et la droite (A)
d’équation (A):4x—5y+ 3 =0 tangente a (C)

5) (C) est le cercle circonscrit au triangle ABC'tels que
A(L;2), B(7;4) et C(—10)

6) (C) passe par les points A(4;-3), B(0;5) et de centre
Q) appartient d la droite (D) d’équation (D):z+y—1=0
Exercice 5

Déterminer la nature de 'ensemble (I') des points M (x;y)
du plan dans chacun des cas suivants :

1) @ +y +r—4y+5=0 2) 2°+y’ —2r+4y—4=0

3) (x—1)°+(y+2)°=0 4) ¥ +y’ =1

Exercice 6

1) Déterminer la position du point A par rapport au cercle
(C) dans les cas suivants :

a) C(Q=12);4/10) et A(2;1)
b) (C):iz’ +y° +2x—4y—4=0et A(~1,0)
2) a) Déterminer la nature de l'ensemble (C) des points
M (z;y) du plan tel que ©° +1y° +6x—2y+6=0
b) Résoudre graphiquement l'inéquation :
°+y +62—-2y+6<0
3) a) Résoudre graphiquement linéquation : x+2y—1<0
b) En déduire les solutions graphiques du systéme :
2’ +y’ +62—-2y+6<0
{:c +2y—1<0
4) Résoudre graphiquement les systémes suivants :
7’y +61-2y+6<0
a) sx+2y—1<0
Sr+2y+11>0

) 2P+’ +62-2y+6<0
2Py’ +2r—4y—4<0

) 2+ +62-2y+6>0
c
Pyt +20—4y—4<0

Exercice 7
1) Déterminer une représentation paramétrique du cercle
(C) dans les cas suivants :

a) (C) est de centre Q(1;—4) et de rayon R = J3
b) (C):(z—3)° +(y+5)°" =9
¢) (C):2" +y" +62—8y+23=0
2) Déterminer l'équation cartésienne du cercle (C) dans

les cas suivants :

x=1+5co0s(6)

@) (©): {y =-2+5sin(6) (@ eR)

x =cos(t)

b (0): {y =-3+sin(t) (tek)
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Exercice 8

FEtudier l'intersection de la droite (D) et du cercle (C')
dans les cas suivants :

1) (D):3z+4y—-3=0 ; (O):2’ +y’ —z-Ty=0

2) (D): =4z +3y—20=0;,(C):2”° +y° —4x—2y—20=0
3) (D):y=2—-6; (C):2°+y” =16

Exercice 9

Vérifier que le point A appartient au cercle (C') puis

déterminer l’équation cartésienne de la tangente au cercle
(C) au point A dans chacun des cas suivants :

1) (C):2” +y* —22+6y—19=0 et A(-1;2)
2) (O):(z+2)° +(y—3)" =25 et A(=5:7)
3) (O):2" +y* =5 et A(-12)

Exercice 10

Soit (z;y;2,d) e R tel que zy # 0

En utilisant Uinégalité de Cauchy-Schwarz.

Montrer que

(1+:1:2)(1+y2)21:+y

(oo} 4 (p—a)’ > T2)
+y’

Exercice 11

Vérifier que le point A(4;,-2) est a Uextérieur du
cercle :(O):(z—3)° +(y—1)° =5 puis trouver les
équations cartésiennes des tangentes au cercle (C)

issues de A.

Exercice 12

On consideére les points :
A(L=1), B(-11) . C(3:43) et D(1;0)
1) Calculer AB ;AC ; ACAB
2) Calculer COS(TC}@) et Sm(ﬁ,ﬁ)
3) Déterminer la nature du triangle ABC
4) Montrer que 'équation y =—2x est une équation

cartésienne du droite (AB)
5) Caleuler d(C'; (AB)) la distance du point C d (AB)

6) En déduire laire du triangle ABC par deuz méthodes.
7) Soit (C) le cercle passant par C et de centre A

a) Vérifier que ©° +1° — 22+ 2y —6 = 0 est une équation
cartésienne de (C)

b) Montrer que B e (C') puis déterminer I’équation
cartésienne de la tangente au cercle (C) au point B

¢) Soit (A) la droite passant par D et paralléle ¢ (AB)
Montrer que x+1Yy—1=0 est une équation de (A)

d) Etudier Uintersection de la droite(A) et du cercle (C')
Exercice 13

On considére les points :

A(2;-1), B(—4;-3), C(3;1) et D(1;-3)

1) Calculer AB ;AC ; ACAB
2) Calculer COS(A—C.;E) et sm(ﬁ,@)

A
3) En déduire la mesure principale de l'angle (R;ﬁ)
4) Déterminer une équation cartésienne de la droite (D)
passant par B est perpendiculaire d (AD)
5) Montrer que 2V5 est la distance du point A a (D)
6) Montrer que I’équation cartésienne du cercle (C) de centre
A et la droite (D) tangente & (C) s’écrit :
7’ +y’ —dr+2y—15=0
7) Déterminer une représentation paramétrique de (C')
8) Déterminer (I') l’ensemble des points M (z;y) du plan tel
que ¥ +y° —4dr+2y—15=0
9) Etudier lintersection de la droite (A) d’équation :
y=z—3avec (I')
y>x—23
x2+y?>+2x+4y—-5<0

10) Résoudre graphiquement : {

Exercice 14

On considére les points : A(—1;—1), B(7;3) et C(-2;6)
1) Déterminer les cordonnées de I, J, K les milieuz des
segments [AB] ,[BC] et [CA] respectivement

2) Déterminer les cordonnées des vecteurs AB,BCet CA
3) Soit (D,) la médiatrice du segment [AB]

a) Donner un point de (D,) et un vecteur normal a (D,)

b) En déduire que les équations cartésiennes des médiatrices
(D)) .(D,) et (D,) des segments [AB] ,[BC] et [CA]
respectivement s’écrit sous la forme :

D) 2z+y-7=0; (D,):3z—y—-3=0 ; (D,):z—7Ty+19=0
¢) Montrer que (D,) ,(D,) et (D,) sont sécants en un point
Q q préciser

d) On suppose que Q(2;3)
Montrer que QA=QB=QC =5 puis expliquer ce résultat.
Exercice 15
On consideére les points : A(—1;—1), B(7;3) et C'(-2;6)
1) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB,BCet CA
2) Soit (D,) la hauteur du triangle ABC issue de A

a) Donner un point de (D,) et un vecteur normal a (D,)

b) En déduire que les équations cartésiennes des hauteurs
(D,),(Dy) et (D,) du triangle ABC issue de A, B et C
respectivement s’écrit sous la forme :

(D) 3z—y+2=0; (Dy):z-7y+14=0; (D,):2z+y—2=0
¢) Montrer que (D)) ,(Dy) et (D) sont sécants en un
point 0 a préciser.

d) Que représente le point H pour le triangle ABC ?

3) a) Montrer que l’équation cartésienne de (AB) peut s’écrire
sous la forme (AB):x—2y—1=0

b) Déterminer les coordonnées du point E 'intersection des
droites (D,) et (AB)

¢) On suppose que H(0;2) et F(1;0) calculer l'aire du
triangle ABC par deux méthodes.
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Exercice 16

Soit le cercle : (C): 2°+y* —4x+2y—4=0

1) Déterminer le centre Q et le rayon R de (C)
2) Déterminer A et B les points d’intersection de
(C) et laze des abscisses.

3) Déterminer ’équation cartésienne de la
tangente au cercle (C) en A et en B

4) Ecrire les équations cartésiennes des droites

tangentes au cercle (C) dirigés par le vecteur

u(2;1) , puis déterminer leurs points de contact

avec le cercle (C)

5) Ecrire les équations cartésiennes des tangentes
au cercle (C) passants par C(6;1)

Exercice 17

1) Trouver les tangentes au cercle (I') d’équation
(D): (z+1)°+y° =4 qui sont paralléles

a (D): 3z+4y—2=0

2) Trouver les tangentes au cercle (C) d’équation
(C): 2°+y° +102—-2y+6=0 qui sont paralléles

a (DY): 2z+y—-7=0

3) Trouver les tangentes au cercle (E) d’équation
(B): 2°+y° —22+4y=0 qui sont perpendiculaire
i (A): 2—2y—345=0

Exercice 18

Soit (C,

) Uensemble des points M (x;y) du plan
vérifiant ©° +y° +mx—my—2m—2=0 tel que m
est un parametre réel.

1) Discuter selon les valeurs de m la nature de

lensemble (C))

2) Construire dans le méme repére les ensembles
(C), (C) et (CL,)

3) Déterminer 'ensemble des centres de (C,,)

4) Montrer que tous les cercle (C) sont

tangentes en un point a préciser
Exercice 19

Soit A et B deux points tels que AB=4
Soit H un point de [AB] tel que ABAH=1

Déterminer dans chacun des cas suivants,
I’ensemble (I') des points M du plan tel que :
1) ABAM =1 2) ABAM =-2
3) MA*-MB’ =3 4) MA’ —MB* =-2
5) MA’ + MB* =4 6) MA=9MB
7) MAMB=0 8) MAMB=-3

Exercice 20

1) Déterminer ’équation cartésienne d’un cercle
tangent a Oz et passant par A(-2;1) et B(5;8)

2) Déterminer les équations cartésiennes des cercles
tangents a z+y—10=0 et passant par A(7;1) et
B(-5;5)

3) Déterminer les équations cartésiennes des cercles
passant par origine et qui sont tangents aux droites
z+2y—9=0et 20-y+2=0

4) Déterminer les équations cartésiennes des cercles
passant par A(—1;5) et qui sont tangents aux
droites 3x+4y—35=0 et 4dox—-3y+14=0

Exercice 21 : Droite d’Euler

On considere les points A(—3;1), B(1;5) et C(3;-3)
1) Déterminer les cordonnées de A’, B” et C” les milieux

des segments [BC],[CA] et [AB] respectivement.

2) Déterminer une équation cartésienne de chacune
des médiatrices des segments [AB], [AC] et [BC]
3) Montrer que ces médiatrices sont concourantes
en un unique point €2

4) Déterminer une équation cartésienne de chacune
des hauteurs du triangle ABC

5) Montrer que ces hauteurs sont concourantes en
un unique point H

6) Déterminer les coordonnées du point G le centre
de gravité du triangle ABC' (on pourra utiliser les
coordonnées du barycentre)

7) Montrer que QH =3QG

8) Déterminer les coordonnées des points H,,H, et

H,les symétries du point H par rapport a les

milieur des segments [AB], [AC] et [BC]
respectivement

9) Déterminer I’équation cartésienne de (C) le
cercle circonscrit au triangle A'B'C"

10) Vérifier que les points H,,H, et H, appartient

au cercle (C) et que le centre de (C) est le milieu de
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Exercice 1 (Barycentre)

ABC un triangle et K le point du plan tel que
3KA=AC-4AB
1) Montrer que B = bar{(C’;l);(K;b’)}
2) On pose J =bar{(4;2);(C;1);(K;3)}

a) Montrer que J = bar{(A;2);(B;4)}

b) En déduire que J =bar{(4;1);(B;2)}  [d]
3) On pose I=bar{(A;2);(C’; 1)}

a) Montrer que CI = gm

b) Montrer que J est le milieu de [K7]
4) On pose N=bar{(C;1);(K; 1)}

a) Vérifier que 3NC+3NK =0

b) En appliquons la propriété caractéristique du barycentre

sur B montrer que 3NK =4NB-NC
¢) En déduire que N =ba7’{(C’; 1);(B;2)} et 2NB=CN

5) On pose L =bar{(C’; 1);([;1)}

a) Vérifier que I = éﬁ

b) En déduire que IL = éﬁ

6) a) En appliquons la propriété caractéristique du
barycentre sur @ montrer que

2NB =3NJ - NA
b) En déduire de et que JT\fzéTC

¢) En déduire que le quadrilatére ILN.J est un
parallélogramme.
7) Soit O le centre du parallélogramme ILN.J

a) Vérifier que O +OL+0OJ+ON =0
b) En appliquons la propriété caractéristique du
barycentre sur I, L, N et J montrer que
40A+20C =601 ; 30C+30I =60L ;
20C+40B=60N ; 20A+40B=060]
c) En déduire que O est le centre de gravité de ABC

Exercice 2 (Analytique du produit scalaire)
On considére les points :

1-3 1-+3

A@0;1), B(— —) , C(1;0) et D(I;—3)

1) Montrer que :
AC =2 ; AB=\2; det(AC;AB)=—3 ; AC.AB=1
2) Calculer cos(AC; AB) et sin(AC; AB)

A
3) En déduire la mesure principale de ’angle orienté (R,E)

4) Déterminer la nature du triangle ABC
5) Calculer aire du triangle ABC
6) Déterminer une équation cartésienne de la droite

(4) passant par C est perpendiculaire & (DA)

7) Montrer que la droite (D) y =—4z + 11 est perpendiculaire
a la droite (4)

8) Montrer que V17 est la distance du point F(22;1) a (4)

9) Déterminer ’équation cartésienne du cercle (C;) de

3+ cos(0)
—2+sm(9)/96R

10) Déterminer par deux méthodes I’équation cartésienne du
cercle (C;) du diameétre [AC]

11) Déterminer une représentation paramétrique du cercle (C,)

représentation paramétrique (C;): {

12) Déterminer (C;) ’ensemble des points M(x;y) du plan tel
que x> +y?—4x—-12=10

—x+4y+1=0
x2+y?—4x—-12<0
14) Déterminer par deux méthodes I’équation cartésienne de

13)Résoudre graphiquement le systéme {

(C,) le cercle circonscrit au triangle ACD

Exercice 3 (Analytique du produit scalaire)
1) Etudier l'intersection de la droite (A):z+2y—1=0
et du cercle (C):x*+y?—-2=0
2) Soit (C,,) ’ensemble des points M (x;y) du plan
vérifiant x% + y? — 2mx + 4my — 2m — 2 = 0 tel que m

est un parameétre réel.

Montrer que (C,,) est un cercle et préciser son centre
(), et son rayon R,,

3) Déterminer (D) I’ensemble des centres de (C,,) si ont
varié m dans R

4) Montrer que tous les cercles (C,,) passent par deux
points fixés I et J

5) Montrer que (D) L (1.J)

6) Soit A(xy;y,) un point du plan, déterminer la
position de A(xy; yy) pour laquelle il appartient au moins
a un cercle (Cy,).

7) Vérifier que le point B(6;2)est a 'extérieur du
cercle (C,) puis trouver les équations cartésiennes des
tangentes au cercle (C,) issues de B.

8) Soit neN’. En utilisant ’inégalité de Cauchy-

Schwarz et I’inégalité triangulaire montrer que pour

.a ,b,b,,

n!

P

tout réel a,,a,,.. bn ona:

s
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1) Définition d’une suite numérique-suite majorée - minorée - bornée
Activité
Soit f une fonction numérique définie sur un ensemble [ par f(z)= 8x+é
1) On suppose que [ =[0;+o[
. . 1 1
Calculer si possible f(1), f(E), f(Z), f(=1) et f(N2)
2) On suppose que /=N

Calculer si possible f(0), f(2), f (é) et f(n) (avec neN)

Définition 1

e On appelle suite numérique u toute fonction définie sur N ou une partie de N.

e L’image d’un entier naturel n par la suite numérique v est notée u, .
e La notation u, se lit * v indice n*

e Le nombre u, s’appelle le terme général de la suite numérique .

Remarque 1

Soit / une partie de N et © une suite numérique définie sur /

e La suite u est parfois notée (un )ne]

e Le nombre u, s’appelle aussi le terme du rang n

Il ne faut pas confondre entre u ,, et u, 6 +1 car:
u,,, est le terme du rang n
u, + 1 est la somme du terme du rang 7 avec 1.

e Si /=N la suite v est parfois notée (un )neN ou (un )n2 , ou tout simplement (un)

e Si /=N la suite u est parfois notée (un )%N* ou (un)

n>1

Exemple 1

2n+3
dn+1

Soit (un)la suite définie par u, =

1) Calculer u,, u,, u,et u,

2) Montrer que (VneN) u <3

Exemple 2

9
Soit (un)la suite définie par v, =3 et u, ,, =3 T
u'”

1) En remarquant que u, = u,,, et u, =u,,,, calculer v, et u,

0+

2) Calculer u,et u,

3

3) Montrer par récurrence que (VneN) u > P

Remarque 2

Une suite (un )?76 | beut étre définie :

e A partir d’une fonction f de la variable 7 : u, = f(n)
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e A partir d’une relation de récurrence : (un )ne ; est alors définie par son premier terme et une relation permettant

de calculer un terme a partir d’un ou plusieurs termes précédents.

Définition 2

e On dit que la suite (un )ne , est majorée s’il existe un réel M tel que (Vnel) u, <M
e On dit que la suite (un)nd est minorée s’il existe un réel mtel que (Vnel) u, >2m

e On dit que la suite (un )ne , est bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

Exemple 3

1) La suite de exemple 1 est majorée par 3 car on a montré que (VneN) u, <3

3

2) La suite de exemple 2 est minorée par 2 car on a montré que (VneN) v, >—

2
2) Monotonie d’une suite numérique
Définition 3

Soit (un )nE , une suite numerique

° (un) est croissante si Vn,mel n>m=u >u
nel n m

° (un) est décroissante si Vn.mel n>m=u <u
nel n m

° (un) est constante si Vnimel n>m=u =u
nel n m

Remarque 3

Si (un )PP est une suite croissante alors Vn=>p v, 2u, (C’est-a-dire est (un )n>p minorée par son premier terme)

Si (un )m est une suite décroissante alors Vn>p u, <u, (C’est-a-dire est (un)

n=

Propriété 1

J (un )ne , est une suite croissante <> (Vnel) u,, 2u,

. (un )ne , est une suite décroissante < (Vnel) wu,, <u,

J (un )nd est une suite constante < (Vnel) u,, =u, .
Exemple 4
1) Etudier la monotonie de la suite (un)déﬁnie par u, =3n+2
. \ A . . 2n-3
2) Etudier la monotonie de la suite (vn) ,,définie par v, =
"= n
Exemple 5
1
vy =—
Soit (Un)la suite définie par
v =vl+=

n+1 n n
4

1) Calculer v, et v,

1
2) Montrer par récurrence que (VneN) 0O<v < 7

1
3) Vérifier que (VneN) v, —v, =v, (’Un —Zj

4) En déduire la monotonie de la suite (Un)

) majorée par son premier terme)
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3) Suite arithmétique
Définition 4
Soit (un )nE , une suite numérique définie sur / (/= N)

u, =7T.

n+1 n

On dit que la suite (un )nd est arithmétique s’il existe un nombre réel rtel que (Vnel) u

Le nombre r est appelé raison de la suite (un )nE e

Exemple 6

On considére la suite (un) définie par u, =—5n+4. Montrer que (un ) est une suite arithmétique.
Le terme général d’une suite arithmétique
Propriété 2

Si (un )ne , est une suite arithmétique de raison r alors pour tout n,pe/ona u, =u, + (n—p)r

Cas particulier

e Si (un)est une suite arithmétique de raison r alors pour tout n€Non a v, =u, +nr
e Si (un )n> ,est une suite arithmétique de raison r alors pour tout 7 €N ‘ona u, =u,+(n—-1)r

Somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique

Propriété 3

D p+1 p

n—p+1
Si (un )nd est une suite arithmétique et p € I alors pour tout n=>pona: u +u  +...+u, = Mx(u +u”)

Cas particulier

e Si (un)est une suite arithmétique alors pour tout neN ona uy+ u; +--+ u, = (HTH) X (ug +uy)

e Si (un )nzl est une suite arithmétique alors pour tout ne N'ona u; + u, + -+ u, = g X (u; +up)

Exemple 7

On considére la suite (un) définie par u, =—5n+4 (la suite numérique de 'exemple 6).

Calculer la somme wu, +u, +...+ug

Exemple 8
Ug = 5

Soit (un)la suite définie par { _ 2up-1
by” 2w

1) Calculer u et u,

2) On pose v, = -
S

a) Montrer que (v, ) est une suite arithmétique et déterminer sa raison.
)

b) Déterminer v, en fonction de n

c) Déterminer v, en fonction de v, puis déduire u, en fonction de n
d) Calculer en fonction de nla somme : S, =v,+v,+...+v,

La propriété caractéristique d’une suite arithmétique

Propriété 4

(u,),.; est une suite arithmétique & (Vn €1) uppq = %

Exemple 9

Soit (u,) une suite arithmétique

1) Vérifier que v, +u, = 2u, ; 2) On suppose que u, +u, +u, =15 calculer u,
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4) Suite géométrique
Définition 5

Soit (un )nE , une suite numérique définie sur / (/= N)

On dit que la suite (un )nd est géométrique s’il existe un nombre réel ¢ tel que (Vnel) u, 6 =qu

n*

Le nombre ¢ est appelé raison de la suite (un )ne .

Exemple 10

On considére la suite (un) définie par u, =2".
Montrer que (un)est une suite géométrique.

Le terme général d’une suite géométrique
Propriété 5

Si (un )ne ; est une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout n,pe/ona u, = u, xq

n—p

Cas particulier

e Si (un)est une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout neNon a u, =, xq"
. . » ) . -1
o Si (un )n> ; est une suite géométrique de raison ¢ alors pour tout 7€ N on a u, =u,xXq"

Somme des termes consécutifs d’une suite géométrique

Propriété 6
Si (un)nE , est une suite géométrique de raison ¢ # 1 et p [ alors pour tout n>p ona:

n—p+1

w1 - —4
w, +,, ..U, =u, X g
Cas particulier
. 1_qu+1
o Si (un)est une suite géométrique de raison ¢ # 1 alors pour tout n€Non a ug+ uy + -+ u, =uy X -

1-q"

o Si (un )nzl est une suite géométrique de raison g = 1 alors pour tout ne€ N ona u; + u, + -+ u, = uy X 1—q

Exemple 11
uo - 1

Soit (un)et (Un)les suites définies par { etv,=u, +5

_4
Unt1 = Eun A
1) Calculer u,, u,, v, et v,

4 PSP . 4
2) Montrer que (VneN) o, = g(un +5) puis déduire que(v, ) est une suite géométrique de raison ¢ = 5

3) Déterminer v, en fonction de n

4) En déduire u, en fonction de n
13
5) Montrer que vy + vy + -+ vy, = 30 (1 - (E) )
13
6) Montrer que Uy + uq + -+ Uy, = =5 (7 +6 (E) )

La propriété caractéristique d’une suite géométrique

Propriété 7

. ’ ’ . 2
(u,),; est une suite géométrique < (Vnel) u, 6 =u xu

n

n+2 *
Exemple 12
Soient a, b et ¢ trois termes consécutifs d’une suite géométrique tels que a+b+c=7 et abc=38

Déterminer a, b et ¢
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Résumé 7 : Suites numériques

e Une suite numérique est une fonction définie sur N ou une partie de N.

e Une suite numérique (un )ne , beut étre définie :

e A partir d’une fonction f de la variable n: u = f (n)

e A partir d’une relation de récurrence : (u” )n ; est alors définie par son premier terme et une relation

€.

permettant de calculer un terme a partir d’un ou plusieurs termes précédents.

o La suite (u,)  est majorée parM < (Vnel) u, <M
o La suite (u,)  est minorée parm < (Vnel) u,2m

e La suite (v, )wE , est bornée lorsqu’elle est majorée et minorée.

J (un )ne , est une suite croissante <> (Vnel) u,, —u,20.
. (un )“E , est une suite décroissante < (Vnel) wu,, —u,<0.

® (’U/n )HE[ eSt une SUite ConStante @ (Vn E -[) un+1 = uﬂ -

Arithmétique Géométrique

Comment montrer qu’une

suite numérique (v,)  est v, —U, =T v, =qU,

une suite :
Comment déterminer v, en B
. ) v, =v, +(n—p)r v, =v,xq""
fonction de n si (v,) _ est
ne (p=0 ou p=1Iou.....) (p=0 ou p=1Iou...)
une suite :
Comment calculer la somme
des termes consécutifs de la (n-p+1) 1—g" 7!
. . v, U+, = x(/u/, +/zr,,) Uy H Uy o4, S X
suite (v,)  si (v,) _ est une 2 —q
suite :
Si a, b et ¢ sont des termes a+c )
, ] . alors b= alors b° =axc
consécutifs d’une suite 2
5) Exercices de syntheése
Exercice de synthése 1
2Up+2

On considére la suite numérique (u,) définie par uy = 4 et pour tout neN: U, 1 =

Up+3 "’

1) Montrer que : (VneN) u, >1
~(I-u,)(u, +2)

2) a) Montrer que : (VneN) u  , —u,
u, +3

b) En déduire la monotonie de la suite (u,).

u, —1

3) Pour tout neN’, on pose : v, =

n

u, +2

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

n
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c) Calculer la somme S, =v,+v,+...4v,_,
3 3 3

+ +..+
u,+2 u,+2 u,

d) En déduire la somme T, =

n

+2

Exercice de synthése 2

On considére la suite numérique (u,) définie par w, =g et pour tout neN: u,,, = ﬁ
1) Montrer que : (VneN) I<u, <2

2) Etudier la monotonie de la suite (u,).

Up—1

3) Pour tout neN’, on pose : v, = ——.

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.
1 1 1
+ +...
u,—2 u,—2 Uy, —2

c) Calculer la somme 7T, =

Exercice de synthése 3

On consideére les suites numériques (a ) et (b )définies par : a = b -
4 (") (”) P " = 2k+1 " ;2k+1

1) Montrer que la suite (a,) est croissante.

2) Montrer que la suite (b,) est décroissante.

3) Montrer que (VneN) a,<b, .

4) En déduire que (a,) est majorée et que (b,) est minorée.

Exercice de synthése 4

n

On considére les suites numériques (u,),., et (v,),., définies par : u, = Z Y
k=1

U,

et v, =

2
n

n’+1

1) Vérifier que Vk € [1;n] n?+1<n?+k <n’+n et déduire que (VneN") Llﬁun <
n+

1 1
(n+1)2+k  n?+k

2) Vérifier que Vk € [1;n] < 0 et déduire que la suite (v,),., est décroissante.

Exercice de synthése 5

=6u

n+l

. . 3 s, o ’ . *
On considére la suite numérique (u,),., définie par v, =1, u, =3 et pour tout neN": v,

. u,
Pour tout neN" on pose v, =—=*

U’n

1) Calculer u,, u, et v,

2) Vérifier que : (VneN") v :6—§
U'TL

3) Montrer que la suite (v,),., est croissante.

v —4

n

v =2

n

4) Soit (Z,)

la suite numérique définie par : (VneN") ¢ =

nx1

1
a) Montrer que (¢,) ., est une suite géométrique de raison 3

2(1+2")

b) Montrer que (VneN") v = ~
1+2"

5) On pose k, =2"" (1+2"‘1) . Montrer par récurrence que (VneN’) k =u,
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Série 7

Suites numériques

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1
Soit (u,) la suite numérique définie par u, = 2 et pour
ou, —1
u +3

n

tout neN: u,,, =

1) Calculer u, et u, .
2) Montrer par récurrence que : (VneN) wu >1
—(u, - 1)°
3) a) Montrer que : (VneN) wu, —u, =u -
u, +3
b) En déduire la monotonie de la suite (u,).
¢) En déduire que (u,) est majorée par 2.
1

4) Pour tout neN, on pose : v, = IR
un -
a) Calculer v, et v, .
b) Montrer que (v,) est une suite arithmétique

dont on précisera la raison et le premier terme.

¢) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

d) Montrer que : vy + v1+ — (n+8)(n+1)

Exercice 2
Soit (u,) la suite numérique définie par u, = 2 et pour
du, —3
tout TLGN: un,+1 = .
u, +1
1) Calculer u, et u, .
2) Montrer par récurrence que :

(VneN) I<u, <3.
3) a) Montrer que :

(VneN) u  —u = —(u, =D(w, =3)
u, +1

b) En déduire la monotonie de la suite (u,) .
u, =3

4) Pour tout neN, on pose : v, = R
u p—
n

n

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique

dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

g 1 1
¢) Montrer que :Z’Uk = —5(1— 2"_1j

k=2

Exercice 3
Soit (u,) la suite numérique définie par u, = 0et pour

N. « u, —1
tout nelN: ;= .
i u, +3

1
1) Montrer que u, :_3 et u,=——.

2
2) Montrer par récurrence que : (VneN) u >-1.

_ —(up+1)?

3) a) Montrer que : (Vn €N)  up 1 —u, = _—

b) En déduire la monotonie de la suite (u,) .
1

4) Pour tout neN, on pose : v, = :
u, +1

n
a) Calculer v, puis montrer que (v,) est une suite
arithmétique de raison 5

b) Exprimer v, puis u, en fonction de n
— n+8)(n—-3

c¢) Montrer que : ka = %
k=4

Exercice 4

u
Soit (u,) la suite tel que : u, = —3 et u,, , = 3 ;

1) Montrer que : (Vn GN) 'u, <0

2) Etudier la monotonie de la suite (u,)

U

n

3) On pose pour tout NeN : v = ]
u, —
a) Démontrer que la suite (v,) est une suite

géométrique. Préciser la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n.

¢) Calculer en fonction de n la somme : S, = ka
k=0

Exercice 5

Soit (,) une suite arithmétique de raison 7 .

1) Supposons que %, =—6et 7 =4

Calculer u; et u,,

2) Supposons que U, =9 et U, =7 Calculer T

3) Supposons que U,, =11 et 7=06

Calculer 4, puis exprimer %, en fonction de 7.
Exercice 6

Soit (v, ) une suite géométrique de raison ¢ .

1) Supposons que v, =32et q = % Calculer v, ety

2) Supposons que V; = 1—18 et v, =3 Calculer ¢

3) Supposons que Vy = — 8—11 et q=3
Calculer v, puis exprimer v, en fonction de 7.
Exercice 7
Soit a, b et ¢ trois termes consécutifs d’une suite
géométrique telle que a+b+c=7 et abc=8
Déterminer a, b et ¢
Exercice 8
Soit a, b et ¢ trois termes consécutifs d’'une suite
arithmétique de raison 1 telle que :
a+b+c=21 et 2a+b—c=29
Déterminer a, b, ¢ et r




Prof : Aissa HIYAB Série 7 Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : 1BSMF Matiere : Mathématique

Suites numériques

Exercice 9 Exercice 16 :Suite de Fibonacci
Soit (u,),.,une suite arithmétique de raison 7 =—2 || La suite de Fibonacci noté (F)),., débute de la maniere

tel que u, =2 et u,=-18 suivante :
1;1; 2, 3; 5, 8; 13; 21; 34; 55; 89; 144; 233; 377; 610.....
" On place dans un enclos un couple (méle et femelle) de

2) Calculer en fonction de n la somime Zuk lapereauX. Chaque Couple égé de
k=2

1) Déterminer U'entier p

deux mois donne naissance chaque mois a un nouveau

Exercice 10 couple (méle et femelle). Si aucun

. . , spos . 1
Soit (u,) une suite géométrique de raison 3 tels que Lapin ne meurt.

U, =23et u, =5 La suite de Fibonacci donne le nombre F de lapins
20

Déterminer 'entier p puis calculer la somme Z (A
= Elle vérifie la relation F

n+l
Exercice 11 1) Calculer F; .

Montrer sans utiliser la récurrence que

vivant au bout de n mois.

+F, =B

n+2

2) Montrer que équation : 2° —z — 1= 0 possede une
(vneN) 1+5+ 5%+ - - unique solution positive que nous noterons @ . Le

Exercice 12 nombre @ est appelé le nombre d'or.

N : 1
Calculer les sommes suivantes : 3) Montrer les égalites s+ 1= ¢2 P =14 P
S, =15+21+27 +...+603 R ¥V .

? 1+¢> 5
52=i+1+é+z+....+£+7 $ ¢ o 5 )
3 3 3 3 4) Soient a et B deux réels. On pose pour toutn € N

Exercice 13 1Y
Soit (u,) la suite numérique définie par u, =0et pour || V, =ax¢"+f X(?J :

3 2u, +1

tout neN: u, ;= 7 a) Vérifier que la suite (V), ., satisfait a la relation :
u
n

v

n+1

+V, =V ., pour tout neN".

1) Montrer par récurrence que : (VneN) 0<u <1 \ )
’ b) Déterminer « et A de sorte que v, =v, =1.

2) Etudier la monotonie de la suite (u,). o \ .

} Ainsi, pour tout ne N", V =F désigne le nombre de
u, —

3) Pour tout neN, on pose : v, = lapins au bout de n mois.

u"+1'
1-5

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique. ¢) Vérifier que p =—— et en déduire que :
4
Préciser la raison et le premier terme.
. . b . 1+v5\" [1-+v5\"
b) Exprimer v, puis u, en fonction de n 5 il )

4) Trouver un entier n tel que pour tout n> N : (vn €N Fp = V5

u, >0,99 d) A l'aide d’une calculatrice retrouver Fj; .

Exercice 14

F
5) On considere la suite (W), ., définie par : W ==

n

Soit (un )n> ,la suite numérique définie par :
_ 1 — pour tout n e N*.
n+1
1) Calculer u, et u, (=)™ x

Un

S [~
N

2) Montrer que la suite (un )n2 ,est majorée par 1. a) Vérifier que : (VneN") W =

7~ N |/

3) Montrer que la suite (un )nZ ,est minorée par ; (-1)" x

® [~
N

Exercice 15 (Complément de cours)

1) Soit (u,),.; une suite arithmétique.

Montrer que (¥ n€1) Up,y = 22 b) En déduire : (VneN") W, =

2) Soit (Un)nd une suite géométrique.

T
=
S
+

2
Montrer que (Vnel) wv,, , =v, xv,, .

T
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1) Rappel

/o Lignes trigonométriques\

usuelles :

e Parité des fonctions x> cos(x), =+ sin(x)et x> tan(z) :

Relati
Fonction Ensemble de définition | Parité e’a lofl
mathématique
x> cos(x) D, =R Paire cos(—x) = cos(x)
x> sin(zx) D, =R Impaire | sin(-z) = —sin(z)
o> tan(s) | D, = R\{g thrlke Z} Impaire | fan(—z) = —tan(z)

Do)

e Tableau de signe de cos(z), sin(z)et tan(z) sur [—72';7r
A — T ;_r g T
cos(a) = JNombre de doigzts au dessus de a sin{ XY & — 4 = —— &
s AT — 4 —|— —|— oy R ——
sin(a) = JNombre de doigts en dessous de a frare () ) . T
B 2 \ /
an(e) = \/Nombre de doigts en dessous de a [ e Propriétés \
\ \/Nombre de doigts au dessus de a trigonométriques
cos”(z) +sin’ (z) =1
o Les relations entre les lignes trigonométriques : tan(z) = sin(z)
- pe cos(z)
r+ 2k -z T—z TG Y —+x ) 1
2 I+tan”(z) = —5—
sin sin(x) | —sin(z) sin(x) —sin(x) cos(x) cos(x) cos (x)/
cos cos(x) cos(x) —cos(z) —cos(x) sin(x) —sin(x)
1 1
it tan(x —tan tan(x tan -
an () () @) @ | )
Exercice de révision 1
V4 V4 V4 V4 V4 V4 Ve Vg
1) Calculer : cos(=), sin(=), cos(=), sin(=), tan(=), cos(=), sin(=), tan(—
) (6) (6) (4) (4) (6) (2) (2) (3)
2r 4 2r A r 7
2) Calculer : cos(—), sin(—), cos(——), sin(——), tan(—), tan(——
) ( s ), sin( ; ), cos( 3 ), sin( 3 ), tan( 5 ), tan( 5 )
Exercice de révision 2
, . . o1 . . . . 123 39
1) Déterminer ’abscisse curviligne principale des points suivants : A(——” et B(Tﬂj

2) Placer les points A et B dans le méme cercle trigonométrique.

3) Déterminer la mesure principale des angles (ﬁ;OA) et (OA;OB)

Exercice de révision 3

1) Calculer cos(z) sachant que sz’n(x)z—é et xe[—%;O{

2) Calculer tan(y) sachant que cos(y) =

-~ et ye
4

B3

&

3) Soit o un réel tel que o e }0;%{& tan(a) =<2 . Calculer cos(a) et sin(c)
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Exercice de révision 4

Ecrire, en fonction de cos(z)et sin(z), les expressions suivantes :
A =4sin(a:+7ﬂ)—2sin(137z—x)+cos(57ﬁ—xj
(7 Vs .
B= szn(g—xj cos(517z—x)+cos(§—xjszn(297r—x)
2 . 2 2 97
C =cos (m+1117z)+5m (97r—a:)+cos (x——j

2

Exercice de révision 5

On pose :

o 7 S 47 S 67 o 97
A=cos” | — |+cos” | =— |+cos”| — |+cos” | —
10 10 10 10
.o . o 37 . o O o 7T o 97 o 11lx
B=sin"| — |+sin" | — |+sin" | — |+cos | — |[+cos" | — |+cos" | ——
12 12 12 12 12 12

4 4
1) Montrer que A =2 (on pourra remarquer que 6—”2%——” , g—ﬂ:ﬁ—l et —ﬂzz—i)
10 10 10 10 10 2 10

2) Montrer que B=3
2) Transformation de cos(a-b) et ses résultats
Activité 1
1) Montrer que les propositions suivantes sont fausses :
(P) (VzyeR) cos(z+y) =cos(z)+cos(y)
(P) (Vz;yeR) sin(z+y) =sin(z)+ sin(y) J
2) On considére un repére orthonormé directe (O;E; 3) et (U) le cercle : _ B

trigonométrique du centre O. Soient a et b deux nombres réels. |

On considére les points A et B tels que : (i:0A)=a[27] et (i:0B)=b[27]

-] ="

a) Montrer que (m,@) =a-b[27] et en déduire que : OA.OB = cos(a—b)

b) Vérifier que OA= cos(a)g+ sz’n(a)} , OB= cos(b)g+ sin(bﬁ
¢) En déduire que cos(a—b)=cosacosb+ sinasinb
d) En déduire que cos(a + b) =cosacosb—sinasinb (en pourra remarquer que a+b=a—(-b))

e) En déduire que cos(2a) =cos’a—sin’a=2cos’a—1=1-2sin’a (en pourra remarquer que 2a=a-+a)

f) Sachant que (VzeR) sin(z)=cos (g —~ xj et (VreR) sin [% —xj =cos(z)

Vérifier que Sin(a—b) = COS((g_aj+bj et déduire que sin(a—b)=sinacosb—cosasinb

g) En déduire que sin(a+b)=sinacosb+ cosasinb
h) En déduire que sin(2a)=2cosasina
A retenir 1

Soient ¢ et b deux nombres réels. On a les formules suivantes :

cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

cos (a + b) =cosacosb—sinasinb



sin a—b)zsinacosb—cosasinb
) =sinacosb+cosasinb
cos(2a) =cos’a—sin’a = 2cos’a—1=1-2sin’a

@ sin (2a) =2cosasina

Exemple 1
1) a) Vérifier que 5—7[=£+Z et =2 %
12 6 4 12 3 4

or or V4 V4
b) Calcul —); sin(—) ; —); sin(—
) culer 003(12) szn(12) 005(12) szn(12)

2) a) En remarquant que %= 2><% , montrer que cos(g) = 2cos” (g) -1

2+J§

b) En déduire que cos(g) =

2-42

¢) Montrer par deux méthodes que sm(g) S

d) Vérifier par deux méthodes que sz’n(g) = 2003(%)32'71(%)

3) Transformation de tan(a—b)et ses résultats — transformation de cos’(a) et sin? (a)
Activité 2

Soient ¢ et b deux nombres réels.
1+cos(2a) 1-cos(2a)

et sin’(a) =
(a) 5

1) Montrer que : cos”(a) =

2) On suppose que azZikrn ; bzl tkr ;a+b¢g+k7r ;a—b;thrlm pour tout keZ

cos(a) N cos(b)
sin(a)  sin(b)
_cos(a) Y cos(b)
sin(a) sin(b)
2tan(a)
1—tan’ (a)

tan(a) + tan(b)

a) Simplifier I’expression suivant : et déduire que tan(a+0b) =

1—tan(a)tan(b)

b) En déduire que si 2a # %+k7r alors : tan(2a) =

tan(a) —tan(b)
1+tan(a)tan(b)

¢) Montrer que tan(a—b)=

A retenir 2 : Soient ¢ et b deux nombres réels. On a les formules suivantes :

0082(“):“%8(2@ ; sz‘ni’(a)=%

SiazZtkn ; b¢%+lm ;a+b¢%+lm ;a—b¢g+lm pour tous k€7, alors :

@ tan(a—b) = tan(a) —tan(b) : tan(a+b) = tan(a) +tan(b)
1+tan(a)tan(b) 1—tan(a)tan(b)
SiaxZtkr et 20722 +kn pour tous k€7, alors tan(2a) :2ta—n(2a)
2 2 1—tan” (a)

Exemple 2
1) Sachant que 5—”=£+£ et Z=2xZ calculer tcm(5—7z) et tan(z)
12 6 4 4 8 12 8
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1+ cos(x) et SZ,7712(£):1—005(3U)

2) a) Soit z un nombre réel, montrer que : cos’ (g) == 5 5

b) Soit » un nombre réel, montrer par deux méthodes que : 1+ cos(z)+ 2sin’ (g) =2

4) Transformation des produits en sommes et inversement
Activité 3
Soient o et b deux nombres réels.

1) Vérifier que : é[cos(a+b)+cos(a—b)] = cos(a)cos(b)
2) Montrer que sin(a)sin(b) = —é[cos(a +0)—cos(a—b)]
3) Montrer que sin(a)cos(b) = [sm(a+b)+sm(a b)]

4) Montrer que cos(a)sin(b) = [sm(a+b) sin(a—"b)]

5) On pose p=a+b et g=a—b

a) Vérifier que a = DT o bz%
b) En déduire que :
cos(p) +cos(q) = 2cos(p;q)cos(p;q) ; cos(p)—cos(q) = —23in(p7+q)sin(?
sin(p) +sin(q) = 25m(p q)co (p q) ; sin(p) —sin(q) =2003(p;q)sin(p;q)
A retenir 3
Soient a et b deux nombres réels. On a les formules suivantes :
cos(a)cos(b) = é[cos(a%rb) +cos(a—b)] cos(p)+cos(q) = 2cos(p q)cos(p q)
sin(a)sin(b) = —i[cos(a+ b) —cos(a—b)] cos(p)—cos(q) = 2sm(p q)sm(p q)
12
sin(a)cos(b) = E[sin(a +b)+sin(a— b)] sin(p) +sin(q) = 2sin(p q)cos(p _ q)
cos(a)sin(b) :é[sin(a+b)—sm(a—b)] sin(p) —sin(q) = 2cos(p q)sm(p q)
Exemple 3

1) Ecrire sous forme de somme les produits suivants :
A(x) =cos(z)cos(5x) , B(x)=cos(3z)sin(4x), C(z)=sin(x —%)sin(2x + %) ,D(z) =sin(x + %)cos(x - %)

2) Transformer en produits les expressions suivantes :
A(z) = cos(x) —cos(3z) ,B(x) = sin(x) + sin(2z) + sin(3z) , C(z) = 1+ cos(x) + cos(2x) + cos(3x)

2

T 7
3) Montrer que : sin(—)—sin(—)=———
) q (12) (12) P

5) Transformation de ’expression axcos(z)+bx sin(z)
Activité 4
Soient a et b deux réels tels que : (a;b) = (0;0)

Pour tout réel x on pose : A(z) =acos(z)+bsin(z)




1) Vérifier que va’ +b’ [Lxcos(x)+¢xsin(z)j = A(x)
Ja© +b’ Ja© +b’
. a \2 b \2
2 Vrtoraue () + () =
3) En déduire qu’il existe un nombre « tel que L cos(a) et b = sin(a)
a’ +b° a’ +b’

4) En déduire que : acos(z)+bsin(z) =Va’ +b’ cos(z—a)
A retenir 4
Soient o et b deux réels tels que : (a;b) = (0;0) . Alors il existe un réel « tel que :

acos(z)+bsin(z) =rcos(z—a)

‘
avec r=+a’+b’, cos(a)= 4 e sin(a) = b
r r

Exemple 4
1) Ecrire sous la forme rcos(z—a) les expressions suivantes :

A(z) = cos(z) +sin(x) 3 B(x) = \/§cos(x) —sin(x)
2) Montrer que

a) cos(z)— \/gsm(x) =1& cos(z+ %) = cos(%) ; b) cos(2z —%) —sin(2x— %) =—1&< cos(2x— %) = 003(377[)

6) Equations et inéquations trigonométriques

A retenir 5
r=a+2kr kel
U
r=—a+2kr kel
r=a+2kr lkeZ
sin(z) = sin(a) < 4 ou
r=rn—a+2knr kel

cos(z) = cos(a) <

S

(Les équations de base) :|15]

tan(z) =tan(a) @ z=a+kx lkeZ

Pour résoudre une inéquation de base dans un intervalle donné on place premiérement sur le cercle
trigonométrique I'intervalle et les points dont les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation de
base qui lui associé.

Exemple 5

1) Résoudre dans R les équations suivantes : (E,):cos(z) =é ; (B,):sin(x) =é v () tan(z) =1

2) Résoudre dans R les équations suivantes : (E,):cos(z) = —é ; (B,):sin(z) = —é v (E,) tan(z) =—1

Exemple 6

Résoudre dans R puis dans Pintervalle ]—72'; 72'] I’équation suivante : (E,):sin(3z) = sin(z+§)

Exemple 7

Résoudre dans [ =]—7Z T ] les inéquations suivantes :

5 5

(Eb,):cos(a:)>—7 : (EU):sz'n(:L’)S—7 L (B, tan(z) > -3
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(E,,): (2sin(z) +N2)(2cos(x) +1) <0 ; (E,,): —1<tan(z) <1
Exemple 8
1) Résoudre dans R puis dans [0;27r] I’équation suivante : cos(x)—\/gsz'n(x) =1

2) Résoudre dans [0;27]Vinéquation suivante : cos(z) —/3sin(z) < 1
Résumé 8 : Trigonométrie
cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

cos (a + b) =cosacosb— sinasinb

[ ] [ee] [ro]
2,
3

in(a—b)=sinacosb—cosasinb

sin(a+b)=sinacosb+cosasinb
cos(2a) =cos’a—sin’a = 2cos’a—1=1-2sin’a

6] sin(2a)=2cosasina cos®(a) = % ; sin®(a) = %

@ tan(a—b) = tan(a) —tan(b) , tan(a+b) = tan(a) +tan(b) ; tan(2a) = 2tan(2a)

1+tan(a)tan(b) 1—tan(a)tan(b) —tan”(a)

cos(a)cos(b) = é[cos(a +b)+cos(a— b)] cos(p)+cos(q) = 2cos(p ; q)cos(p ; q)
sin(a)sin(b) = 1 [cos(a +b)—cos(a— b)] cos(p)—cos(q) = —2sz'n(p—+q)sz’n(u

1 2 2 2
sin(a)cos(b) = 3 [sz'n(a +0) + sin(a— b)] sin(p) +sin(q) = 25in(p _2|_ q)cos(p ; q)
cos(a)sin(b) = é[sz’n(a +b)—sin(a— b)] sin(p) —sin(q) = 2005(pT+q)5in(u

acos(x) +bsin(z) =rcos(z—c)
avec r=+a’+b’, cos(a)= 4 e sin(a) = p
r r

r=a+2kr lkeZ
cos(x) = cos(a) & { ou
r=—a+2kr IlkeZ

=a+2kr kel
(Les équations de base) : vEamehm <

sin(z) = sin(a) <

=

U
r=xg—-a+2kr lkeZ

tan(z) =tan(a) @ r=a+kx lkeZ
Pour résoudre une inéquation de base dans un intervalle donné on place premiérement sur le cercle

trigonométrique 'intervalle et les points dont les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation de

base qui lui associé.
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Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 1BSMF

Série 8

Trigonométrie

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1

1) Soit = un nombre réel, montrer que :

r T
a) cos(x)=cos(z+ 3) + cos(g —1x)

b) sin(z)=sin(z + %) + sm(% —1x)
2) Soient @ et b deux nombres réels tel que

0<a<Z ) 0<b<£ et sz'na:cosb:i
2 2 3

a) Calculer cosa et sinb
b) Calculer sin(a+b) et en déduire la valeur de a+b
Exercice 2

1) Soit  un nombre réel tels que :

Vs Vs Vg
r#—+kn x#—+kr et x#=——+knx
2 4 4

1) Montrer que : tan(% —I)% tan(% +x)=1

2) Soit z un nombre réel tels que : x #kx

1—
Montrer que :L(I) = t(m(g)

sin(z)
Exercice 3

1) Ecrire sous forme de somme les produits suivants :

A(z) = cos(3x)sin(z) , B(z)=sin(2z)sin(x),
C(z) =sin(x— %)cos(2x) ,

V4 V4
D(z)=cos(z+ 3 Yeos(x 3)
2) Transformer en produits les expressions suivantes :
A(x) = cos(7x) —cos(3z)
B(z) = cos(z) + cos(3z) + cos(5x) + cos(7 x)
3) Montrer que :

xy a6
sin(—) + sin(—=) = —;
(12) (12) 2

Exercice 4
1) Résoudre dans R puis dans [ les équations
suivantes :

(E) 2sin(2x+%) =J3 ;. 1=[0;27]

(E,) cos(3z)+sin(3zx)=-1 ; I= [—72'; 71'[

(E,) cos(x)+cos(2z) +cos(3z) +cos(4x) =0 ; I =R
(E,) tan®(z) —2tan(z) +N2 -1=0; I = [-572;-37]
2) Résoudre dans [ les inéquations suivantes :

(E,) 2sin(2x+%) >J3 ; I=[0;2x]

(E,) cos(3z)+sin(3z)<—-1 ; I= [—72'; 7r[

(E,) cos(x)+cos(2z)+cos(3z) +cos(4z) >0 ; =R
(E,) tan®(z) —\/Etan(:c) +2-1<0; I= [—572'; —37[[

Exercice 5
On considere I'expression

A(z) = sin® (z +1)+cos’ (z —z)—1
8 8
1) Calculer A(z) et A(z)
8 4
2) Montrer que 2sin’ (% +x)=1- g (cos(2x) —sin(2z))
Et 2cos’ (% +7)=1+ g (cos(2z)+sin(2z))
3) Déduire que A(z) = gsz’n@x)

1
4) Résoudre dans R 1’équation A(x)= o1

Exercice 6
Soit x;y € R montrer que :

1) cos(3z) = 4cos’ (z) — 3cos(x) et
sin(3z) = —4sin’ (z) + 3sin(z)
sin(z+y) _ tan(z) +tan(y)

sin(z—y) B tan(z) —tan(y)

3) tan(x)—tan(y) = 2sin(z = y)

cos(z+y)+cos(x—y)

cos(z+y)cos(r—y)  tan’z—tan’y

cos” (x)cos’ (y) - tan(z + y)tan(z —y)
Exercice 7

On considere la figure suivante :

A

1-Montrer que o € }0;2[ et déduire que tan(a) ¢ {0; I \/5}

1 N 1 _ AB
tan(2a) tan(a) h
tan(a)
3—tan’ ()

2-Montrer que

3-En déduire que : h=2ABx

Exercice 8

Soient A, B et Cles mesures des angles d’un triangle ABC
(A+B+C=nr)

Montrer que :

1) cos”(A) +cos” (B) +cos”(C) = 1- 2cos(A)cos(B)cos(C)

2) sin(A) + sin(B) +sin(C) = 4cos(g)cos(§)cos(g)




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 1BSMF

Série 8

Trigonométrie

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 9
1) Soit  un nombre réel, on pose
A(z) = 2sin(2x) + 2sin(z) — x/§(2cos(x) +1)
2) Montrer que :

A(z) = (2sz'n(x) - ﬁ)(?cos(x) +1)
3) Résoudre dans ]—72';72'[ et représenter les
solutions sur le cercle trigonométrique 1’équation
A(z)=0
4) Etudier le signe de A(z) sur Uintervalle :
J-mi7]
Exercice 10
1) Soit z un nombre réel, on pose
A(z) = 2cos’ (z) — cos(z) + 2sin(z) — 2sin’ (z)
2) Montrer que :

sin(z) —sin’(z) = ésin(?w)cos(x)
et 2cos’ (z) —cos(z) = cos(2x)cos(z)
3) En déduire que A(z) = ﬁcos(x)xcos(&c—%)
4) Résoudre dans R 1'équation A(z)=0
5) Résoudre dans [0;7] linéquation A(z)=0
Exercice 11
1) Montrer que :

(‘v’:z: € R) cos(2x) = 2cos(z + %)szn(x + %)
2) En déduire dans R les solutions de 'équation
/4 /4
decos(z+—)sin(z+—) =1
(4 Jsin(z+7)
3) Soit z un nombre réel, on pose
A(x) = 4cos’ () +8cos” () — 3cos(x) —6

a) Montrer que :

(VeeR) A(z)= (2+cos(x))(40052 (z) —3)
b) Montrer que (VzeR) 2+cos(z)>0

¢) Résoudre dans R D'équation A(z)=0

Exercice 12
1) a) Vérifier que 8—4+/3 = (\/5—\/5)2
b) Résoudre dans R 1’équation :
247 +(\/g—«/§)x+\/§=0
2) Soit z un nombre réel, on pose
A(z) = 2sin(2z) — (\/5 + ﬁ)(cos(x) - sm(z)) - (2 + \/g)
a) Simplifier I'expression (cos(z)—sin(z) )2 et

déduire sin(2z) en fonction de cos(z)—sin(x)

b) Résoudre dans R I’équation A(z) =0

3) a) Montrer que :

T T T 5rx T Tr
A(z) =—16cos(=——)cos(=+-—)cos(=+—)cos(—+—
(@) (2 24) (2 24) (2 24) (2 24)

b) Etudier le signe de A(z) sur l'intervalle [O;Z—Z[

Exercice 13
Soit £ un nombre réel
1) Calculer cos(3x) en fonction de cos(z)
2) Résoudre dans R I’équation :
(E): 4(005(;1:))3 —2(003(:1:))2 —3cos(z)+1=0
3) En déduire les solutions de 1'équation (E) dans
Iintervalle [0;27[]
4) On consideére 'équation (F): 4X° -2X°-3X+1=0
a) Vérifier que 1 est une solution de (F) puis

déterminer les autres solutions.
9
b) Montrer que cos(?”) est une solution de (F)

V5-1

c¢) En déduire que Cos(z?”) ==

Exercice 14
1) Résoudre dans R D'équation cos(4z) = sin(3x)
2) Montrer que

sin(3z) = —4sin’ (z) + 3sin(z)
{cos(él:v) =8sin*(x) —8sin’ (z) + 1
3) En déduire que les solutions de I’équation
8t'+4t° -8t —3t+1=0 est :

S = {—1; —sz'n(i—;[); sin(%);sin(i—z)}

4) Factoriser le polynéme P(t) =8t" +4t° —8t* =3t +1
T 37 Y4 1

5) En déduire que sin(—)—sin(—) +sin(—) =— et
) q (14) (14) (14) p

(‘v’xeR

. T . 37 Y 4 1
Stn\— ) Xsin{— ) Xstnm\——) =—
(14) (14) (14) 8

Exercice 15
Soit  un nombre réel tel que z #2kzx pour tout kelR

Montrer que :

1) (‘v’n € N*): Hcos(kx)
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Exercice 1 (Suites numériques)

On considére la suite numérique (u,) définie par uy, = 1 et pour tout neN: wu,

1) Montrer que : (VneN) 0O<u, <6 .

2) Etudier la monotonie de la suite (u,).
u, —

3) Soit (v,)la suite numérique définie par : (VneN) oy, == ]
u +

n

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

b) Déterminer v, puis u, en fonction de n.

4) a) Montrer que (VneN) |u,, —6|= %|un —6|

n+l

b) En déduire que (VneN) |u, —6| = 5(;)

N - 7 . y .
5) On pose S, =Y v, et T, 22 7 Déterminer S, et 7, en fonction de n.
=0 =0 Uy, +

Exercice 2 (Suites numériques)

Exercice de synthése 5 page 70
Exercice 3 (Trigonométrie)

1) a) En remarquant que %z 2x% , calculer sin’ (%) puis déduire la valeur de sz’n(%)
b) Calculer par deux méthodes cos(l%)

c¢) Calculer par deux méthodes tan(%) puis calculer par deux méthodes tan(%Jr%)

2) Soit z R, en remarquant que 3z =2z+x, montrer que :
1-3tan” ()

cos(3x) = 4cos’ (x) — 3cos(z) ; sin(3x) = —4sin’ () + 3sin(z) ; tan(3x) = Stan(@) —tan’ @)

3) Soit zeR tel que z#(2k+1)z pour tout keZ, on pose t=tan(g) :

—t’ 2t 2t 1-
Montrer que cos(z) :l—t 3 sin(z)= TP s tan(z) = — : cos(r) —¢
+ = —_

1+¢2 sin(r)

4) a) Résoudre dans R puis dans |-7:7z] les équations suivantes :
2sin(x)—1=0 ; \/Ecos(m) +1=0 3 cos(z)+ \/gsm(:r) =2
b) Placer les solutions des équations précédentes sur le cercle trigonométrique.
¢) Résoudre dans ]-7:7] les inéquations suivantes 2sin(z)—1>0 et \/2cos(z)+1<0

5) Soient A, B et C sont les mesures des angles d’un triangle ABC : (A+B+C'=7x). Montrer que :
a) cos’(A)+cos’(B)+cos”(C) = 1—2cos(A)cos(B)cos(C)

b) sin(A)+ sin(B)+ sin(C) = 4608(%)608(?)008(%)

c) cos(A)+cos(B)+cos(C) =1+ 4szn(§)sm(§)sm(%)
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Activités et rappel
Activité 1

Recopier et compléter le tableau suivant :

1 2 5 10 10° 10°

H|~§|Z‘L HMH

1) Lorsque z prend des valeurs plus en plus grandes, les réels z°, 1° et Jz prennent des valeurs :

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

On dit que la limite de z°, 2’ et Jz quand 7 tend vers +oo est égale a ........

L0 3 (T T TS

2) Lorsque = s’approche de plus en plus de +x, le réel — s’approche de plus en plus de .........

On dit que la limite de L quand 7 tend vers +00 €St cccceeererrvneriecsiiinranenens {071 <Yl s | U
T

Activité 2

Recopier et compléter le tableau suivant :

r s’approche de plus en plus de 0 et r s’approche de plus en plus de 0 et
<0 x>0
-0.03 | -0.02 | -0.01 | -0.002 - 0 «— 0.002 | 0.01 0.02 0.03
I
S ] e R e
1) Lorsque = s’approche de plus en plus de 0 et z>0, le réel 1 s’approche de plus en plus de .........
On dit que la limite a droite de d quand 7 tend vers 0 est .... On écrit .........c..... ou bien .....cceeevuneeees
T
1
2) Lorsque = s’approche de plus en plus de 0 et <0, le réel — s’approche de plus en plus de .........
T
1
On dit que la limite a droite de — quand 7 tend vers 0 est .... On écrit .......cceeveveveeivneerannnnen. ou bien ............
T
Rappel

Rappel 1 : Tableau de signe du binéme : ax+b : Voir I’exemple 3

Rappel 2 : Tableau de signe du trinéme : az” +bz+c: Voir ’exemple 3

Rappel 3 : Factorisation du trinéme : az” + bz +c: Voir ’exemple 4

Rappel 4 : Factorisation d’un polynome : division euclidienne : Voir I’exemple 4
Rappel 5 : Factorisation de : o’ +b° et o’ —b’: Voir ’exemple 4

Rappel 6 : Le conjugué de Jatb , at Jb et Jatb: Voir I’exemple 5

Rappel 7 : Encadrement de cosinus et de sinus : Voir ’exemple 9
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Résumé 9 : Limite d’une fonction

Limites usuelles

. n
= 400 .
jﬁﬁox + lim —=0 lim — =+
z—+o0 " a0t "
+o0 st n est pair . .
lim 2" = P . . 1 +00 st n est pair
70 —o0 81 est impair lim — =0 lim — =
_ n ) . . .
To—o 0" T —0  $1 n est impair
lim AT =+ li =0 1
T+ lg’ﬁa - - lim — = +o0
lim Nz : N’existe pas . N
T—>—x0
lim —= : N’existe pas .1 T NP
(On dit que la fonction x>z N lim —= et lim Nz : N’existes pas
z—0 €T x>0
R . .
n’admet pas de limite en —o .
p ) lim Nz =
0"

Limite & droite -limite & gauche

* Pour que fadmet une limite [ en a, il faut et il suffit qu’elle admette la limite | a

lim f(z) =1

droite et & gauche en a. Autrement dit : < < lim f(z) =1
lim f(x)=1 2>

T>a

En particulier si lim f(z) # lim f(x) alors f n’admet pas de limite en a .
z—a* .

T—>a

Opérations sur les limites

(1) ()" = 00 e () = [ Lo, s
= = ; =

(o) ()= e +(s00) ()= —e0 | % g =
"(—i—oo)—i—(—oo)"zF_[ "(—oo)x(—oo)":+oo "%"=0 "%"—0 "?":—oo; "%"=+oo
.-(+oo)+3"=+oo "(+oo)><3":+oo Y L1, L too P

— =400 = —00 =
"(+oo)—3"=+oo "(+oo)><(—3)"=—oo 0" 0 +o0
(=) 3" =0 O I e T Ly G
"(—o0)=3"=—o0 (—o)x(=3)"=+0 | o 3 SR
" [ " U _ "_,":_Oo’ " _ "_+OO (0 ) =0
(+Oo) — oo (£oo)x0"=F.I 0 0 . '
[ (nestpair) | e (o) ne]0 Crest i)
(_oo) - -0 (n est impair) 07 (n est impair)

Remarques 1

* 11 existe donc quatre formes indéterminées "(+OO)+(—OO)", "(iOO)XO", nn et "%"01‘1 les opérations sur les
o0

limites ne permettent pas de conclure.

* 11 existe plusieurs méthodes pour lever I'indétermination (exemples: Les identités remarquables,
factorisation, division euclidienne, multiplier par la conjuguée, multiplier et diviser par le méme
nombre, changement de variables, effectuer un encadrement, utilisation des propriétés 1, 2 et 3)
Propriétés 1 : Limites des polyndmes et de fonctions rationnelles

Soit P(z)et ()(x) des polyndmes tel que Q(a) =0, degP(z)=n et degQ(x)=m

*lim P(z) = P(a) et lim@ _I@)
z—a z->a Q(CE) Q(CL)

E N y, n - P(l‘) . a’mn ° n m A
lim P(x) = lim ax" et lim o) = lim Py (a et b sont les coefficients de z"et z" dans les polyndmes P(z) et
T—>F0 T—>*t0 T—>*F0 x >0

Q)(z) respectivement)
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Propriétés 2 : Limites de fonctions trigonométriques

Jim 5 _
X-0 X

*2 lim tan(X) =1
X0 X
lim 1—co§(X) _ 1
X—0 )(2 2

Remarques 2
* (VXeR) -—1<cos(X)<1 et

lim sin(ax) _q
z—0 ax
) tan(az) g
z—0 ax
71—
lim cos(gaa:) _1
=0 (ax) 2

—1<sin(X) <1

* Les fonctions z > cos(z), x> sin(z)et x> tan(r)n’admet pas de limite en +oo

Autrement dit lim cos(x), lim sin(z) et lim tan(zr) n'existes pas.
T—>Fo0 T—>t00

T—>t0

Propriétés 3 : Limites et ordre

9(z) < f(z) <h(z) |f(z)-1|< g(x)

*¥limg(x) =1 = lim f(z) =1 *{limg(x)O = lim f(x) =1
limh(z) =1
f(@)> g(z) f(z) < g(2)

* {lin:g(aj j+oo = lim f(x) =+ * {lirrfg(x? :x_oo = lim f(x) =—0

Remarques 3

* f admet une limite | en ¢« < lim f(z)=1

* Si f admet la limite [ en a alors [ est unique.

*Si limf(x)=let [€R on dit que fadmet une limite finie en «

T—>a

* Si lim f(x) =tooon dit que fadmet une limite infinie en «

*lim f(z) :l<:>lim(f(x)—l):0
limf(z)=1= lim%:
« Jlim f(z) =1= lim\/f(z) =l
limax f(z) =axlim f(z)

(ceR)

1
z

lime=c

*

f est impaire = lim (@) =—lim f(z)

Définition de la limite

f est paire = lim f(z) = lim f(z)

(I=0)

T—>a

limf(z)=1< (Ve>0)(3a>0)(Vze D)) |x—a|<a:>|f(x)—l|<8
lim f(z) =l (Ve >0)Fa>0)(Vz e D)) O<x—a<a:>|f(x)—l|<$

lim f(z)=l< (Ve >0)3a>0)(Vz e D,) —a<$—a<0:>|f(x)—l|<8

Limite finie en un

point

l;'mf(x)=+oo<:>(‘v’A>0)(EIa>0)(‘v’:l:eDf) |x—a|<a:>f(:l:)>A
lim f(z) =40 < (VA>0)(Fa>0)(VzeD,) O<z—a<a= f(z)>A
lim f(z) =40 < (VA>0)Fa>0)(VzeD,) —a<r—a<0= f(z)>A

Limite infinie en un

point
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lz’mf(x) =-0< (VA>0)Fa >0)(Vre D)) |x—a|<a:>f(x) <-A

lim f(z)=-0< (VA>0)3a>0)(VzeD,) O0<r-a<a= f(z)<-A Limite infinie en un
lim f(z) =0 <> (VA> 0)@a > 0)(VzeD,) —a<i—a<0=> [(1)<—-A point

T—>a

Zlﬂﬁof(x) =l< (Ve>0)3B>0)(Vze D) :1:>BD|f(x)—l|<€

e
lim f(z)=1< (Ve>0)3B>0)(VeeD,) z<-B=|f(2)-]<s Limite finie en Iinfini

lz’nzof(as)=+oo<:>(VA>O)(EIB>0)(V:1:eDf) r>B= f(x)>A
lz’@wf(x)=—oo<:>(‘v’A>0)(EIB>0)(V3:eDf) z>B= f(x)<-A

lirpoof(x):—oo<:>(VA>0)(ElB>0)(V:EeDf) r<-B= f(x)<-A

P
lim f(z) =+ < (VA>0)@B>0)(VzeD,) z<-B= f(z)> A Limite infinie en linfini

Remarques 4 : Conditions nécessaires pour calculer une limite

Soit fune fonction et D, son domaine de définition.

* Pour calculer lim f(z) il faut que f soit définie au voisinage de a . (Exemple |a—0,La[ Ula;a+0,]{<D,)

T—>a

* Pour calculer lim f(z) il faut que f soit définie au voisinage de a a droite. (Exemple |a;a+0.1[ = D;,)

z—a”

* Pour calculer lim f(z) il faut que f soit définie au voisinage de a a gauche. (Exemple Ja—0,1;a[ = D,)

* Pour calculer /im f(z) il faut que f soit définie au voisinage de +». (Exemple ]109;+00[ch)

* Pour calculer lim f(z) il faut que f soit définie au voisinage de —co. (Exemple ]—oo;—lOg[ch)

T——0
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Prof : Aissa HIYAB Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : 1BSMF Exemples Matiere : Mathématique

Exemple 1 : Limites usuelles Exemple 6 : Polynémes et fonctions rationnelles

limz” limaz' lim 2’ ; m limz’ 32" +8x—4 ; lim—52"-72+6

T—>+00 T—>+0 T—>—00 T T—>+00 T—>—0

1 _ ‘ .3 2
lim v ; lim —2 ; ; lim9z° +3z+1 ;  lim — +23x - dr+o
71 T—>+00 x +x’ -1

o +827+1
o0 17 — 27+ 3

Exemple 7 : li@ Vaz® +bz+c i(ax+/§')
lim Nz’ +1-x : lim Nz’ +1-x

) 1 .
lim— ; lim— ; limz’x— ; -0 >0

T—+0 ’ -0 T—>+00 1;2 z -
\/_ \/_ lim No* —2z+3-3z+1; lim 92" +z+1+32-2

Exemple 2 : Limite & gauche — Limite a droite T+ g0

On ConSIdére ]_a fonctlon f déflnle par Exemple 8 o Fonctions trigonométriques
, . . sin(3x) . 1-cos(5x)
. limsin(x) ; lim——= ; lim————

Nr -5 st >4 ot x) ; A e
f(x)= 5 1 . 4 3 tan(x—>5) sin(3) cos(x)
T=ot+— 81 T< lim——= : lim = g

T
z x—-5 X-5 " x>+00 * T oxo0t X

1) Caleuler f(9), f(1), f(16), f(3)et f(2) Exemple 9 : Limites et ordre
2) Calculer li?:ll”t f(x)et lim f(x) sin(z)
z—4" z—4"

lim (:1:2+cos(:1:)); lim .. . lzm(&c x sin(— )j
z’

T—>—0 T+ T 0

4) Caleuler lim f(IE), lim f(z) et conclure. Exemple 10 : Détermination des limites graphiquement
0" 20"

)
)
3) f admet-elle la limite en 4 7
)
Dans la figure ci-contre (C;) et (C,) sont les courbes des
M D, =R\{0;4
5) Montrer que D \{0’ } fonctions fet g définies sur R\{-1;1} et R\{b’}

Exemple 3 : Opérations sur les limites )
respectivement.

. .1 1 . [
limz* +8 lim -+—=+1 ]
Z—>+0 T+00 JCC P

limz’ +z-1 lim_——iz+2

T——0 0" T

lzm( ) (—4x2+1) ;o lim 3T+5

L—>—00 z—1 1‘2 —3

; 4 ) / 7
lim ;o lim— 5 lim
a0~ -3t —r+ 3 , .
5 1)Déterminer les limites suivantes :

TN ————— lim f(z); lim f(z); lim f(z)
z_,(,4)+ Tz +6x+8 T——0 T—>+0 1

Exemple 4 : Formes indéterminées fz_}’l’? f(x) ; z_lﬁT)+ f(.’E) : zﬁ(@)’ f(x)

lim 22”11z +15 2) Dresser le tableau de variations de [ en ajoutant les

e -3 limites précédentes. (On donne f(2) = —g)
z’ =27

lim ——— 3) Déterminer les limites suivantes :
w3 g’ + 2 —11z-3 lim g(z) ; lim g(z) ; lim g(z) ; lim g(z)
T>—®0 T—>+0 3" 23~

lim z°Jx - 2z : lim z—~Jz 4) Dresser le tableau de variations de ¢ .

T—>+0 T—>+00

= i . ' Exemple 11 : Définition de la limite
xemple 5 : Formes indéterminées En utilisant la définition de la limite montrer que :

N2z +1-3 z+9 1
R O i : —2 : lim
T4 x—4 a T—>+o0 2.’1,’+3 2

lim 2-Not?2 } =400 | lim—— =—o0
-2 3 _ ,/2$+ @ el ] —g




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : 1BSMF

Série 9

Limite d’une fonction

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 : Opérations sur les limites

Calculer les limites suivantes :
- 1 :
lim7z” +3+—
x4 \/;
. 3r—-2
lzm = o A
el gt =30+ 2

lim (1- 1)’ (22" +5)

lim ’l—i o limA1-4x
x>0~ x -2

Exercice 2 : Formes indéterminées
z—=25

1—)2; \/_ 5

. .1 1
lim 22—z ; lim —-—
T—>+00 0" 1 X

. 21° +6x+4
lim ——— ———
> =" + 27 + 51+ 3

' +r-2
M
=1 207 +1-3
\/ -2 7’ —125
lim ;
I—>2 a; _233 =5 r—5
2+2) -8
; lz’m—( +$) ;

0

lim \/x+5 +2zt—g—1:

limN2c—1-32" +z+2 :

) 3 2
lim ¥ +r—2 : lim(x_l) +(z-2) -3 ;
1" (.CU 1) 0 T

2’ +2-30
lim

_ -2* +22° +3-2
- : m—
w5 1 T2 —5x 475 72

2’ +52-6

Exercice 3 : Formes indéterminées

lm\/a:+3—2 lm\/1+x—\/1—x_

r—>1 r—1 0 T

NP +r+4-4
\/F 3
W—\/m —z+1

T—)I \/_ 1
lim M+\/E—\/§ : lim———— Y
T s I N Y R

Exercice 4 : Formes indéterminées

limNz* -3z +x ; lim z—~Nz° +1;

T—>—0 T—>+0

lim—~2z°—9z-4—-8z+3

T—>—0

T—>+0

lim—Nz° —6x—2—z+12 ; lim~N32" —4z+7 -32+8;

Tr—>—0 T—>—0

lim Nz +~1 [z lim 222 +1 2% —2 -2

T—>+00 T>+0

lim N2z =7z+9+8x—4;

lim ————,
-0 2

o+ —2%

S
Nz°+z+1 i Nl +25-3

T+1 T
lim \/x—2—\/; N2z -1 .
x»+oo,\/m_;’_\/; —I+2,

Exercice 5 : Polynémes et fonctions rationnelles

T~>+oo

lim

T—>+0

: lim

2
T—>+00 T

lim-32"+z+1;

T—>+00

lim 2’ =72" +x :

2—>—0

lima® + 32" —4 lim 247
r—>—1 T—>+00

7’ +2-30 ) 22° + 61 +4
lim ——MM—— lim

w0 g% 73t —5x 475 woio —gt 4 22 4 5x+ 3]

—52" —2" -3,

e’ v+
7’ +3
3zt —4p”
Uy
s> 8g° + 217

lim

T—>—0
oo [1x” =277 — 15

2’ +3x
m——=
2 2er )

7’ +1
lzm,’— ¥
1o\ 4g” + 1+ 1

Exercice 6 : Fonctions trigonométriques
_ sz’n({)’x) 1 cos(4x)

x—0 €T 1—)0 x

1’ +3x
im-——;
2 et 1)

o 2?4+ 3z
lim ——
s> (2x+ 1)

1—cos(x) 1—cos(x)

"o tan®(z) | 0 sin(z)

tan(z—1) - lim sin(5x)
-0 tan(2x)
tan(z)(cos(z)—1)

lim

CE’S

im0 29) g, S2D)

0 T >0 €T z—>1

r—1

1—cos(x)

; lim xxsin(— )

T—>+00 0

10 x x tan(x)

lim —‘l—cos(x) o lim

L
0" €T 0

x+sin(2z) 1+ 2cos(x)

tan(z) " er sin(z)

lim 2* — 3+ sin(z) ; lim sm(x)
T—>+0 T—>—0 .’L’ +1

cos(x) + sin(x) —v2 V3cos(x) — sin(x) — V3
n_l T x—tr(} X
X—>4 X — Z
tan(x) — 3 sin(x) — 1

lim——————— H
x—»% 6x — 21 x_,% 2x—m

’

Exercice 7 : Limite de la partie entiére

Ez) lim ©°F (i) ;
T—>—00 T

T>+0

2E(x) +($ E(x))

1—)()*

lzm E( )

. lim E(x)+sin(z);
T—+0 -0

E(x)—x o B =t -3
Jz ' Jz '3 g — B(z)

Exercice 8 : Définition de la limite

lim

T—>+00

lim

0"

En utilisant la définition de la limite montrer que :
2z—1 1 . 2z-1
m == lim =2
i +10 2 e r+10

. 227 -1 —2r+1
lim =—00 —=
z+10

m
-0 x4+ 10 o—(-10)"
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Rappel

*/ La médiatrice d'un segment est la droite qui passe | */ 7= y[27z] se lit « 7z est congru a y modulo [27[] »

par le milieu de ce segment et qui lui est */xzy[27¢]<:>x=y+2k7z Ike?
perpendiculaire.
*/ Si une droite est perpendiculaire 4 un segment en | x / = y[2ﬂ-] — = Z[ 9 7[]
son milieu, alors c’est sa médiatrice. y=z [27T ]
*/ Si un point est équidistant des extrémités d’un r= y[ o
segment, alors il est sur sa médiatrice. */ { =>y= z[27r]
*/ Si un point est sur la médiatrice d’un segment, = 427[]
alors il est équidistant des extrémités de ce segment. | */z = y[271'] oY= x[27r]
*/ Si une droite passe par deux points équidistants ==

‘e */(U;u)z—(u;v)[27z]
d’un segment, alors c’est sa médiatrice.

*/ Un triangle est rectangle si et seulement si le =y 5) N (ﬁ)[ 2”]
milieu de son hypoténuse est équidistant de ses ’ ’

(
sommets. */(ju;—i) = (lﬁ)[2ﬂ']
(

*/ Si un triangle est isocéle dont 'un de ces angles Y TN
égale a 60° alors il est équilatéral. */ u;’llJ)"'(’lU;’U) = (u;v)[27z'] (Relation de Chasles)

Activités
Activité 1 :
Soit O un point fixe du plan orienté P. On considere les points A, B et C distincts de O

1) a) Construire le cercle (C,) de centre O et passant par A.

A
b) Construire sur le cercle (C,)le point A' tel que (0—14,0—A‘) = %[272’] 0
2) a) Construire le cercle (C';) de centre O et passant par B.
——— v B
b) Construire sur le cercle (C};)le point B'tel que (OB; OB') = %[27[] ©

OC=0C"

3) Construire le point C'tel que T

(06;0c7) =2 [21]
Activité 2 :
Soit OAB un triangle rectangle en O tel que OA < OB et (ﬁ, @) = 2[27'[].

r est la rotation de centre O et d’angle g On pose r(A) = A'et r(B) = B'.

1) Construire une figure convenable.

2) a) Montrer que (0—14'), O_B)) = %[Zﬂ].

b) En déduire que (O—A’), O—B;) = 2[277].

3) a) Montrer que les triangles OAB et OA’B’ sont isométriques.
b) En déduire que AB = A'B’.

Activité 3 :

Soit O un point du plan P et aun réel.

Soient A et B deux points distinct de O.

On consideére la rotation r(0; @).

On pose r(A) = A" et r(B) =B'.

Soit C le point tel que 0C = 4B.
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On pose r(C) = C'.
1) a) Vérifier que OC = AB et OA = CB.
b) En déduire que OC' = A'B’ et OA' = C'B’puis que A'B’ = oc'.

¢) En déduire que (Zﬁ;A’B’) = (W, O—C’)) [27] puis que (E;A’B’) = af2m].
2) Soit D un point du plan distinct de C. On pose D' = r(D).
a) En déduire que (ﬁ, C’D’) = al2mn].

b) En utilisant la relation de Chasles montrer que :(A’B’; C ’D’) = (A’B’; Zﬁ) + (ﬁ) + (C—D), W) [27].
¢) En déduire que (ﬁ ; ﬁ) = (ﬁ) [27].
Activité 4 :
Soit a et b deux réels tel que a + b # 0 on pose G = Bar{(4; a); (B; b)}.
On considére la rotation 7(0; ).
On pose r(A) = A", r(B) =B et r(G) = G'.
1) Montrer que AG = ﬁﬁ.
2) a) En déduire que AG = a%ﬁ.
b) En déduire que G’ = Bar{(4’; a); (B'; b)}.
Activité 5 :

Soit (C) un cercle de centre A et de rayon R. B est un point de (C).

On consideére la rotation r(/; g)

1) a) Construire A’ et B’ les images respectives des points A et B par la rotation r.

b) Montrer que A'B’ = R.
2) Soit Mun point de (C) et M' son image par la rotation 7. )

On note (C') le cercle de centre A" et de rayon R.

a) Vérifier que A'M' = R et déduire que M’ € (C").

b) En déduire que I'image du cercle (C) par la rotation r est le cercle (C').
3) a) Montrer que ’image de la droite (AB) par la rotation r est la droite (A'B")

b) Montrer que I'image du segment [AB] par la rotation r est le segment [A'B’].
Définition d’une rotation — rotation réciproque
A retenir 1
Soit Oun point fixe du plan orienté P et o un nombre réel.
— La rotation de centre O et d’angle « est la transformation du plan, qui a tout point M du plan associe

le point M 'défini par :

Si M=Qalors M'=0

OM=0M"
Si M =0 alors (—

OM;OM') =a|27]
On la note 7(O;a)ou r.Et on écrit r(M)=M"

OM =ON
Ainsi si M #Qalors : |[7(M)=N < (

W;O—N)Ea[%r]
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Remarques 1

— La rotation r(O;—a)de centre O et d’angle —« est appelée la rotation réciproque de la rotation r(O;«)

de centre O et d’angle «

On la note 7' et on a pour tout point Ndu plan: [r'(N)=M < r(M)=N

— Si a£0[27r]alors :
a) Le centre Ode la rotation r(O;«) est 'unique point invariant par cette rotation.
b) Le centre Ode la rotation r(O;«) appartient a la médiatrice du segment [MN ] ou r(M)=N

N

[2}

— On dit que la rotation r transforme le point M en N si r(M)=N

— Si a =7[2r]alors la rotation r(O;a)est la symétrie centrale de centre O

Exemple 1

ABC un triangle isocéle de sommet A tel que (EE) = —%[27[]

N

1) Construire une figure convenable.

«J

2) On considére la rotation r de centre A et d’angle %

a) Vérifier que r(C)=B.

b) Construire le point B’ I'image de B par la rotation r.

I’image des figures usuelles par une rotation

A retenir 2

Soit ABCDun quadrilatére dans le plan P.
Soit 7 une rotation. On pose r(4)=A", r(B)=B", r(C)=C" et r(D)=D".

N

Demi-droite Cercle de centre A Triangle Quadrilatére
i : Droite (AB S t |AB &
i poite (A2 [AB) sz (B | e ABC |  ABCD
Son image par Est 1a droite Est la demi- Est le segment Esttle cilr'di je TE'St lel ](iSt'lli‘
. AIBI d_'[‘ .t AIBI AIBI centre € e rlange quadrilatere
la rotation r ( ) orte [ ) [ ] méme rayon R AIBICI AIBIOIDI
Expression
mathématique | 7((AB))=(A'B")| r((AB))=[A'B") | r([(AB])=[A'B"]| r(C(4R))=C"(A}R)

de I'image par

la rotation 7

L’image du

L’image du

triangle o
quadrilatére
MNE par la MNEF )
. i i ar la

r((MN)) = (r(M)r(N)) | r([MN)) = [r(M)r(N)) [r(MN]) = [r(M)r(N)] | +(C(M;R)) = C'(r(M); R) | rotation r oo

Cas général est lo rotation r est le
i quadrilatére
triangle

r(M)r(N)r(E)

r(M)r(N)r(E)r(F)

Conclusion

La rotation conserve la nature des figures géométrique.

(C’est-a-dire une figure (&) et son image 7((£)) ont la méme nature)
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Les propriétés d’une rotation
A retenir 3
Soit 7(O;a) une rotation de centre O et d’angle o

Soient (£)et (I') deux figures du plan

La rotation conserve : Signification mathématique
1 La distance |MN = 7’(M)7'(N)|
9 e e—
9 La mesure d’un angle (MN;EF)EH[?ﬂ]:)(7“(M)7"(N);7"(E)7‘(F))E9[272']
orienté
3 L’alignement M, N et E sont alignés = r(M),r(N) et r(E) sont alignés [6]
4 Le coefficient de colinéarité | MN =kEF = r(M)r(N) =kr(E)r(F)
5 Le barycentre G = Bar{(M;z);(N;y)} = r(G) = Bar {(r(M); z); (r(N); y)}
6 Le milieu I est le milieu du [MN]:> r(I) est le milieu du [r(M)r(N)] @

G est le centre du gravité du triangle MNE =

7 Le centre de gravité r(G) est le centre du gravité du triangle r(M)r(N)r(E)
8 L’appartenance |M e(@)=>rM)er((& ))|

9 L’intersection. |M =) @)= r(M)=r({(&)N T((F))|

10 Le parallélisme. |(D) 1 (A) = (D)l 7((A))|

11 L’orthogonalité. (D) L (&) = (D) Lr((a))

Remarques 2

1) A, B, A'et B'quatre points du plan.
Si A= Bet A'# B', Alors il existe une rotation rtel que r(A)=A'et r(B)=B"

— Le centre de la rotation r est le point d’intersection des médiatrices des segments [AA'] et [BB ]

— L’angle o de la rotation r est de mesure : o = (E;A'B')Pﬂ']

2) Si 7 est une rotation d’angle @, M et N deux points distincts alors (]WN;T(]W)T(N)) =a|27]

3) Si r est une rotation d’angle i% , M et N deux points distincts alors (MN) L (r(M)r(N))

Exemple 2
Soient ABCDet AEFG deux carrés tel que AB=AFE (Voir la figure ci-contre).

Soit r la rotation de centre A et d’angle z.

1) Vérifier que 7(D)=B et r(E)=G. D
2) En déduire que DE=BG.

3) En déduire que (ﬁ;?@)z—%[zﬁ] et (DE) L (BG) Aty B

4) Déterminer r((DE))et r((DE]). G

5) Soit I et J les milieux respectifs des segments [DE ]et [BG].

Montrer que r(I)=.J. F
6) Soit (A) une droite coupe (DE)en H . On pose 7((A))=(A").

Supposons que (A') coupe (BG) en K . Montrer que r(H)=K .



Composition de deux rotations - Décomposition d’une rotation

Théoréme 1 : Composition de deux rotations

Soit 7,(0,; ;) et 1,(0,; ,) deux rotations :
e Si O, =0, alors 707, est la rotation de centre O, et d’angle o, +,
e Si 0 #0, et a,+a, #2kr alors 101, est une rotation d’angle o, +«,

e Si O #0, et a,+a,=2kr alors 101, est une translation.
Exemple 3

Soit ABC un triangle équilatéral de centre de gravité G tel que (E, A—C) = %[2%]

Déterminer la nature de chacune des applications suivantes :

(6 Jorl@-5) (o3 )l m-) i (0 )or(m5) (45 )r( )

Théoréme 2 : Composition de deux symétries axiales

Soient (A,) et (A,) deux droites du plan.

u et v sont respectivement des vecteurs directeurs de (A,) et (A,)

On considére les symétries axiales 5, et 5,

1) Si (A)N(A,)={Q} alors S0, = T(Q; 2(77,—17))

2) Si (A)II(A,)alors S, 05, =1, Tel que A est un point du plan et S, 05, , (A) =A"

A

Théoréme 3 : Décomposition d’une rotation et d’une translation

1) Toute rotation peut s’exprimer comme composé de deux symétries axiales sécantes. On a :

(Az) M (Az) = {Q}

(1:0) =5 [27]

r(Qa)= S,y = oll u et v sont respectivement des vecteurs directeurs de (A,) et (A,)

2) Toute translation de vecteurs non nul peut s’exprimer comme composé de deux symétries axiales paralléles. On a :

(A) =1, ((A)
(A)1(A)

Si (A,) est une droite de vecteur directeur v alors on a : t- = S(A,)OS(A,) =

Exemple 4

1) Soit ABCDun carré tel que (E,E) = %[272’] .

a) Montrer que T(A;%j =82S e
7
b) Montrer que T(A;Ej =549 4p)

¢) Déterminer deux droites (A,) et (A,) tel que T[B;%j =5(s,)05

(42)

2) Soit ABC'un triangle équilatéral de centre de gravité O tel que (E,TC) = %[27[]

a) Déterminer une droite (A) tel que r (B; —g) = 505 (08)
b) Déterminer deux droites (A,) et (A,) tel que r (0;2?”) = S54,)0S(4,)

¢) Déterminer la nature de P'application [ =505 5
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Résumé 10 : Rotation

Définition d’une rotation — rotation réciproque :

— Larotation 7(O; ) de centre O et d’angle ( est la transformation du plan, qui & tout point M du plan associe le point M '

défini par :

Si M #Qalors :

r(M)=N < (

OM =ON
W;W)zd[?ﬂ]

etona r(0)=0

— La rotation 7(0;—a)de centre O et d’angle —¢ est appelée la rotation réciproque de la rotation 7(0; ) de centre O et

d’angle o

On la note 7' et on a pour tout point N du plan :

r(N)=M < r(M)=N

L’image des figures usuelles par une rotation :

Demi-droite

Figure : Droite (MN) Segment [ M N] Cercle de centre A/ Triangle Quadrilatere
[MN) et de rayon R MNE MNEF
y L’image du
L’image du o
quadrilatere

Son image :

r((MN)) = (r(M)r(N))

triangle MNE
par la rotation

r((MN)) = [r(M)r(N)) |r(MN])) =[r(M)r(N)] | r(C(M;R)) =C'(r(M);R)

rest le

triangle
r(M)r(N)r(E)

MNEF par la
rotation r est le

quadrilatere
r(M)r(N)r(E)r(F

Les propriétés d’une rotation : Soit 7(O; @) une rotation, (&) et (I') deux figures du plan

La rotation conserve : Signification mathématique
0 La na’ture' deis figures Une figure (&) et son image 7((£)) ont la méme nature
géometrique.

1 La distance |MN = 7(M)T(N)|

2 La mesure d’un angle orienté (W;ﬁ)f9[27T]:>(T(M)T(N);T(E)T(F))59[27[]

3 L’alignement M, N et E sont alignés = r(M),r(N) et r(E) sont alignés @

4 Le coefficient de colinéarité MN =kEF = r(M)r(N) =kr(E)r(F)

5 Le barycentre G = Bar {(M;x);(N;y)} = r(G) = Bar {(r(M); z); (r(N);y)}

6 Le milieu I est le milieu du [MN] = r([) est le milieu du [T(M)T(N)] @
G est le centre du gravité du triangle MNE =

7 Le centre de gravité L .
r(G) est le centre du gravité du triangle r(M)r(N)r(E)

8 L’appartenance |M e(&)=r(M)e 7"((5))|

9 L’intersection |M =(&) () = r(M)=r((£) N 7((F))|

10 Le parallélisme |(D ) 1(A) = (D)) | 7((A))|

11 L’orthogonalité |(D) 1L (A)=r(D)) L 7((A))|

Détermination de I’angle d’une rotation :

Si 7 est une rotation d’angle @, M et N deux points distincts alors

Composition de deux rotations : Soit 7’1(01; al) et 1, (02; 052) deux rotations :

(MN;r(M)r(N)) = o[27]

e Si 01 = 02 alors 7,07, est la rotation de centre 01 et d’angle o, + o,
e Si O #0, et a,+a, # 2km alors 1,07, est une rotation d’angle &, +,

e Si 01 * 02 et o, +a, = 2k alors 7,07, est une translation.

Composition de deux symétries axiales et décomposition d’une rotation : Voir les régles |17 et (18
I y I
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Ezxercice 1
ABCD un carré de centre O tel que

(AD;AB) =7 [2x]

Vs
Soit v la rotation de centre O et d’angle E

1) Déterminer r(A) et en déduire r~' (D)
2) Déterminer v~ (C) et en déduire r(D)

FEzxercice 2

ABC un triangle. Soit T(A;%)

1) Construire les points E et D tels que :
r(B)y=Fet r(C)=D
2) Montrer que (DE) L (BC)

Frercice 3

Soit A, B et C des points du plan tels que AB =%R

O est le milieu du segment [BC’] .On pose T(O;%)
Soient A'=r(A), B'=r(B) et C'=1r(C)
1) Montrer que A'B'=gA'C"

2) Montrer que O est le milieu du segment [B'C"]

Exzxercice 4
ABC un triangle équilatéral tel que (AB;AC)= %[27:]

1) Déterminer l'angle de la rotation r de centre B et

qui transforme A en C

2) Construire le point D limage de C par la rotation r

3) En déduire que le quadrilatére ABDC est un
losange.

FEzercice 5
Soit ABCD un carré de centre O, on note I et J les
milieux respectifs des segments [AB] et [BC|

En choisissant la rotation r(0; %) montrer que

(€1 L(DJ)

Ezxercice 6
Soit ABC' un triangle, on construit & son extérieur les
points D et E tels que ABD et ACE soient des triangles
rectangles et isoceles de sommet A
En utilisant une rotation convenable montrer que
CD=EB

FEzercice 10
Soit ABC un triangle isocéle en A tel que
(4B;4C) E%[gﬂ] ,

Déterminer le centre et l'angle de la rotation r tel

que 7(C)=A et r(A)=B

Ezercice 7
ABC un triangle tel que (@,Cﬁl)s%[%z] et CB=CA

Soit I le milieu de segment [AB] et B un point tel que C

est le milieu de segment [BE]
On considére la rotation r(I ;%) .

1) Construire une figure convenable et montrer que
r(A)=C et r(C)=1B

2) Construire le point F tel que F =1(F)

3) Déterminer (@@) et déduire que(ﬁ;B—C)E—%[%r]
4) Montrer que BF =CA

5) Montrer que AE =AB puis CF=AB

6) En déduire la nature du quadrilatére ACEFB.

Ezercice §
ABCD et ADEF deux carrés (Voir la figure ci-contre)

Soit G un point sur le segment [AB]
Soit (I') le cercle de centre A et passant par G
Le cercle (') coupe les segments [AD] et [AF]

respectivement en H et I.
En utilisant une rotation convenable montrer que
DG =HF et CH=EFEI

Faxercice 9
ABC' un triangle équilatéral tel que (HS’,TC’) E%[27r]

Soit r la rotation qui transforme A en B et B en C
1) Déterminer o [’angle de la rotation r (on rappelle que

(<o) =+ (w0 27] )
2) Déterminer O le centre de la rotation v

Euxercice 11
Soit ABCD un carré tel qUG(E;E)E%[2ﬁ].

I un point du segment [BD] et (C) le cercle de centre I et
de rayon IA.

Le cercle (C) coupe la droite (AB)en J et (AD) en K.

1) Montrer que Ce(C) et que K}C’=2C’/A1K

2) En déduire que (CI) L (JK) et que CK =CJ

3) En utilisant une rotation convenable m.q DK = BJ
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FExercice 12
On considere deuz carrés ABCD et AEFG tels

que :AB=AFE ; (E;E)E%[gﬁ] :

(ﬁ;ﬂ;)z%[gﬁ] : (E;E)E%[gﬁ]

1) Construire une figure convenable.
2) Déterminer l'angle de la rotation r de centre A et

qui transforme B en B

3) a) Montrer que r(C)=F et r(D)=G
b) Déterminer une mesure de [’angle (B_(j,ﬁ’)

4) Soit K = Bar{(A; -D);(B; 1);(C} 1)} on pose
K'=r(K)
Montrer que les points K', F et GG sont alignés.

Ezercice 13
Soit OEF' un triangle et r la rotation de centre O et

T
d’angle —
75

1) Construire les points C et D tel que :

r(F)=C et r(D)=FE
2) En déduire que DF =FEC' et (DF) L(EC)
3) Soit A et I les points tel que :

r(B)=A et [E+IF=0
On pose J =r(I) et soit H le projeté orthogonal du
point O sur la droite (DC)
a) Montrer que O est le milieu du segment [AD]
b) Montrer que 20J =DC
c) En déduire que les points I, O et H sont
alignés.

Exercice 14

Soit ABC'un triangle isocéle en A
M un point variant du segment [B C ] différent de B et
C
La droite passant par M et paralléle o (A B) coupe
(AC)en E
La droite passant par M et paralléle o (AC) coupe
(AB)en F
1) Montrer que AE = BF

2) Montrer qu’il existe une rotation r telle que
r(A)=B et r(E)=F

3) Soit a une mesure de l’angle (E,A—C')

Déterminer en fonction de a l'angle de la rotation r

4) Montrer que r(A)=C

5) Déterminer O le centre de la rotation r

Ezercice 15
Soit ABCD un carré de centre O tel que

(E,E) = %[27[]

On considére les points E et F tel que CDE et ADF
sotent des triangles équilatérauz (Voir la figure ci-contre)

B A
E

i
1) Montrer que BD =EF et (DE) L (BF)

2) Montrer que les points A, E et F sont alignés.
Exercice 16

Soit ABC un triangle isocéle non rectangle de sommet A

R la rotation directe de centre A et d’angle 60°

1) a) Construire E et F tel que R(B) = E et R(C) = F
b) Montrer que BC = EF

2) Soit R’ la rotation indirecte de centre A et d’angle 12(°
a) Construire K = R’ (B)
b) Montrer que A est le milieu du [EK]
2) Montrer que le triangle EFK est rectangle en F
Exercice 17
Soit ABC un triangle équilatéral tel que

(4B:AC)= 2 [2x]
Soit I le milieu de [BC] et J le point tel que B est le
milieu de [JC']

Soit R, ZT(A;EJ et R, :r(B;_2_ﬂ-j
3 3

1) Soit A’ et B’ les images respectives des points A et B
par Uapplication R,oR;'

Montrer que I est le milieu de [AA'] et que B est le
milieu de [AB']

2) Déterminer la nature de Uapplication R,oR;'

3) Soit M un point quelconque du plan.

On pose RA(M)=M1 et RB(M)=M2

Montrer que I est le milieu de [MlMg]

4) Montrer que RyoR, est une rotation dont on

déterminera le centre et l’angle.
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Exercice 1 (Limite d’une fonction)

Calculer les limites suivantes :

. 22° +6z+4 .2’ —4z+3 . 5 . 5 . r-x
lim — ; lim————— lim 207 =525 —2° =3 1 limz®+32° =4 lim -
ot —x° + 37 +dx+3 ol =277 +3x—1 e v =>2" 1" +1—6

> —49 lz'm‘/3“1_2 - Ne+7-3 . r+d-Jr+8 y 2-Jz+2

. sin(9z)
= ;i o lim o lim o lim
"E—\/; 1 r—1 =2 \(3r—-92 —1 1 "$+3—2 1‘—)23_,,22;_’_5 -0 T
im ; sin(9z) ;L 1—‘0703(1:) ; lim 1=cos(z) o lim o’ (l—cos(z)) ; lim xxtcm(i) i lim tan(x)
0 tan(Qx) -0 tan(2x) =0 N (x) T—>—0 T T—>+00 T T—>+0 T +

: 2 . 2 _9
lim N2 =62 =2+x+12; limN22° =72+9+8x—4 : lim N3x" —4x — 3z ;lz'mng—sm(x) ;lz’mM

T—>—0 T——00 T—>—0 T 3 T—>+0 ,’I]2 —T 4T

. E@)+sin(z), . 1 1) . (1- 1tcm(:r:))(2cos2 (z)— 2) y >
lim ————=; lim —F|—=|; [ - lim 71—
lﬁ? z e z—1 [\/;j ZT% (2tan(x) — «/tan(x) )(\/5 - 2tan(x)) rvi T

Exercice 2 (Limite d’une fonction)

a
T

En utilisant la définition de la limite montrer que : lima” =5z +4 =2
3

Exercice 3 (Rotation)

ABCD un carré de centre O tel que : (E,E) = %[27[] .

— 33— @
I et J deux points tels que Al =§AB et BJ :EBC.

Les droites (/C) et (JD) coupent respectivement (BD) et (AC) en M et N .

V4
Soit 7 la rotation de centre O et d’angle 5 .

1) Construire une figure et déterminer r(A), r(B), 7(C) et r(D).

2) a) Montrer que [Zbar{(A; D;(B; —3)} et J=ba7“{(B;l);(C'; —3)}
b) En déduire que r(/)=.J.

3) a) Déterminer 'image de chacune des droites (BD) et (/C) par la rotation r
b) En déduire que r(M)=N .
c¢) En déduire que /M =JN .

4) Montrer que (C’M) 1 (DN)

Exercice 4 (Rotation)

Soit ABC' un triangle isocéle tel que (E,E) = 2%[27[]

2
On considére les rotations R, = T(A;?ﬂ-) , R, = T(C;%) et on pose f=R.0R,

1) Déterminer f(B) puis montrer que f est une rotation dont on déterminera 1’angle.
2) Soit I le point d’intersection des bissectrices du triangle ABC
a) Montrer que R, = S(CA)OS(A[) et R, = S(CI)OS(CA)

b) En déduire que I est le centre de la rotation f

c¢) Soit A'= f(A). Montrer que (ﬁl,ﬁ')s%”[zn]
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Définitions et propriétés

1) Dérivabilité en un point-nombre dérivé :

Soit fune fonction definie sur un intervalle ouvert [ et ¢ un réel de [.

» On dit que f est derivable en a, s‘il existe un nombre reel [, tel que : lz’mM =1.
T—>a I —_ a

> Le réel | est appelé le nombre dérivé de fen a ou dérivé de fen a. On le note par f '(a).

2) Dérivabilité & droite — dérivabilité & gauche en un point :

» Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,b[.

z)—f(a
On dit que f est dérivable & droite en a, si lim —f( )=f(a)
T—>0 x — a/

est finie.

Cette limite est appelée le nombre dérivé a droite en ¢ .On le note par f'; (a) :

» Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]b,a].

z)-fla
On dit que f est dérivable & gauche en a, si lim —f( ) f( )
T—a T—aq

est finie.

Cette limite est appelée le nombre dérivé a gauche en a. On le note par f' ; (a) :
» [ est dérivable en a si, et seulement si fest a la fois dérivable a droite et a gauche en ¢ et fd'(a) =f' . (a)

3) Intérprétation graphique — équation de la tangente & une courbe en un point

> Soit f une fonction dérivable en o et (C;) sa représentation graphique dans un repére (054;9)
*f '(a) est le coefficient directeur de la tangente (7')a la courbe (C,) au point d’abscisse «

*Donc si A(z,;y,) € (T) et B(z,;y,) € (T), alors f'(a) _Ys Y4 )
Tp =Ty

*La droite :(7): y=f '(a)(:z;—a)+ f (a) est appelée la tangente a la courbe (C;) au point d’abscisse «a .
> Sila fonction f est dérivable a droite en ¢, alors la courbe (C,) admet au point i

A(a,f(a)) une demi-tangente d’équation :y=]fl'(a)(:£ —a)+f(a) ; T2a. Ly

> Sila fonction f est dérivable a gauche en «, alors la courbe (C;) admet au point
A(a,f(a)) une demi-tangente d’équation : y=f" (a)(z —a)+f(a) ; 2<a i

> Si la limite de - est infinie lorsque z tend vers ¢’ ou 7 tend vers o alors K
T—a i

(C;) admet au point d'abscisse ¢ un demi tangent d’équation : z =a (paralléle 4 1'axe des ordonnées) :

(Cr flaj= ===~ flaj===--
(Cy)
] (Cy)
Fla)r — — —
_ 1 - " |
. (Cy) a Fla) ———
i a 1 1
or 1 :
f(z)=f(a) f(z)=f(a) f(x)-f(a)
ona lim D2 lim 2 o 1) 1{e) i L@ =1 (a) _
na T r—a On a T r—a Onazlﬁfﬁ Tr—a * Onafﬁ Tr—a s
la demi-tangente est dirigée la demi-tangente est dirigée la demi-tangente est dirigée la demi-tangente est dirigée
vers le haut. vers le bas. vers le bas. vers le haut.
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» 8Si (C;) admet en un point A deux demi- tangentes de directions différentes,

(Cy)
alors A est dit : point anguleux. /\/

A

4) Approximation affine :

Soit f une fonction dérivable en a .
> La fonction ¢ tel que g(z)=f '(a)(:(:—a)+ f (a) s’appelle ’approximation affine de f au voisinage de a .
» Pour tout réel i voisin de ¢ on a: f(h)=g(h)

5) Dérivabilité sur un intervalle :

Soit f une fonction numérique.
On dit que [ est dérivable sur un intervalle ]a,b[ lorsque f est dérivable en tout réel de ]a,b[ .
On dit que f est dérivable sur [a,b[ lorsque f est dérivable sur ]a,b[et f est dérivable a droite en a.

On dit que f est dérivable sur ]a,b] lorsque f est dérivable sur ]a,b[ et f est dérivable & gauche en b.

YV V VYV V

On dit que f est dérivable sur [a,b] lorsque f est dérivable sur ]a,b[ , dérivable a droite en o et a

gauche en b. (a et bpeuvent étre finis ou infinis).
6) Fonction dérivée :

> Si f est dérivable sur un intervalle [, alors la fonction qui & chaque réel z de [ associe f'(z)est
appelée la fonction dérivée de f on la note par f'.
» Si f est dérivable sur un intervalle [, alors elle-est dérivable sur chaque intervalle inclus dans I .

7) Fonction dérivée des fonctions usuelles :

a, bet ¢ des nombres réels et neN" .

f(z) D, D;. f'(z) Ecriture mathématique
c R R 0 (c)'=0
ar+b R R a (az+0)'=a
z" R R nx" (z")' =na""
1 B 1Y 1
- R* 10;+0] ou ]-o0;0] 2’ (—j -—=
A X x
1 ) . n 1Y n
= N T Y O

V= 03+ I ] e o=

cos(x) R R —sin(z) (cos(z))' = —sin(x)
sin(z) R R cos(x) (sin(x))' = cos(x)
Tout intervalle
. de type :
tan(z) R\{Eﬂm ke Z} }—Z+k7r;z+k7{ 1+tan’ () (tan(z))' = 1+tan®(x)
tel que keZ

cos(ax +0b) R R —axsin(ax +b) (cos(az+0b))'=—axsin(ax+0b)
sin(ax +b) R R axcos(azx+Db) (sin(ax+b))'=axcos(az +b)
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8) Opérations sur les fonctions dérivées :

» u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [, et soit « un réel fixé et neN" .

. Fonction f e
Fonction . Conditions Ecriture mathématique :
dérivée
U+ u'' (u(z)+v(z)) =u'(z) +v'(z)
UXV uXv+uxv' (u(z)xv(x))'=u'(:1:)xv(:c)+u(:z:)xv'(g;)
axu axu' (axu(z))' = axu'(z)
1 v 1) ul(@)
- = (Veel) u(z)#0 (u(x)j g
u uixv—uxv’ (Vrel) o(x)=0 u(@) | _ w@)x (@) —u(x)xv'(z)
v v* v(z) v’ ()
u A C))
Ju N (Veel) u(z)>0 (,/u(x)) —2\/@
u" nxu'xu"" (u"(x))z nxu'(z)xu"" ()

» Toute fonction polynome est dérivable sur R .
» Toute fonction rationnelle (quotient de polyndmes) est dérivable sur chaque intervalle de son ensemble

de définition.
> Si fest une fonction dérivable sur P’intervalle [, alors on écrit : (‘v’x el ) f'(x)= ( f (x))' :

9) Dérivée et sens de variations :

» Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ .
* f est croissante sur [ si et seulement si f'(z) >0 pour tout zde /.

* f est décroissante sur [ si et seulement si f'(z) <0 pour tout z de [.

* f est constante sur [ si et seulement si f'(z) =0 pour tout z de I.
» Si fest positive sur [ et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante

sur [
» Si f'est négative sur [ et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement
décroissante sur /.

10) Dérivée et extremums :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ et a e/
» Si f admet un extremum (minimum ou maximum) local en a, alors f'(a) =0

» Si f admet un extremum local en a , alors la tangente a (C;) au point A(a, f (a)) est horizontale.

Naxitnnn

Loxcanx

S e e ~Nlininunn N1 -———-
y H
Low-anx
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> Si f'(a)=0 et f'change de signe au voisinage de a , alors f(a) est un extremum local de f.

» f(a) est la valeur maximale de f sur un intervalle | < (Vzel) f(z)< f(a)
» f(a) est la valeur minimale de f sur un intervalle [ < (Vzel) f(z)= f(a)

11) Dérivées successives — écriture différentielle :

» Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

* La dérivé f' de f est appelée la dérivée premiére de f.

* Si la fonction f' est dérivable sur I, sa fonction dérivée est appelée dérivée seconde de f et notée
f(2) ou f"

* Par itération, si la fonction f" " ( avec n>3 )est dérivable sur I, sa fonction est appelée dérivée n""de
f et notée f .

* La dérivée n"“de f est appelée aussi dérivée d’ordre n de f.

» Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .

» . 1 d », . » » . . » .
Si y=f(z) , alors on écrit f'(z)= d_y ou dy = f'(z)dz .Cette écriture est appelée : écriture différentielle.
T

12) Equations différentielles de type : y"+@’y=0

» Une équation différentielle est une équation entre une fonction f et ses dérivées dont la fonction [ est
Pinconnue.

On note en général la fonction [ par § et ses dérivées par y', 3", y*....

> Soit @ un nombre réel non nul, les solutions de I’équation différentielle "+ @’y = 0 sont les fonctions ¥
tel que y(z) = acos(wx) + bsin(wz) avec a et b sont des constantes réelles.

> Soit @ un nombre réel non nul et z,,y,,y, € R

L’équation différentielle 4"+ @’y =0 admet un unique solution y tel que y(z,) =y, et y'(z,) =1y,
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Exemple 1 : Dérivabilité en un point-nombre dérivé
Etudier la dérivabilité de la fonction f en ¢ dans les cas
suivants :
) f()=2" et a=3.
2) f(z)=sin(2z) et a=0.
3) f(@)=22" —T2+7 et a=2.
4) f(x)=cos(z) et a=0.
fz)=z et a=0".

Exemple 2 : Dérivabilité a droite- dérivabilité & gauche

)
)
)
)

Etudier la dérivabilité de la fonction f en ¢ dans les cas

Jz

7' +3
2) f(:z:)=|:1:—3| et a=23.
Exemple 3 :

suivants :

1) f(z) =

st x=>4
et a=4.

st x<4

Approximation affine

f(@)=(+z)’

1) Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f'(0)

On considere la fonction f tel que :

2) Déterminer la fonction ¢ l'approximation affine de f au
voisinage de zéro.

3) a) Vérifier que (1,0001)° = f(0,0001) et

(1,009)° = £(0,009)

b) En déduire une valeur approchée des nombres

(1,0001)° et (1,009)*

4) Montrer que pour tout réel h voisin de zéro on a :
(I+h)* =1+2h

Exemple 4 : Dérivabilité sur intervalle- Fonction dérivée
On considere la fonction f tel que : f(z)= NS

1) Déterminer Df et montrer que f est n’est pas dérivable

& droite en 0.

2) Soita G]OH—OO[ , montrer que f est dérivable en a et

(a) = ——
que f(a)_2ﬁ

Exemple 5 : Opérations sur les fonctions dérivées

Calculer f'(z) dans les cas suivants

f(z) =~z +a°
f(z)=
f(z)=1" xcos(x) tan(m)

f(z) =3 xsin(z) o )_35“'6
f(z) =(2x+3)8 tr

, f(z) =+/2" x sin(z)
f(x)= (2:1:2 +3z+ 1)

Exemple 6 : Lever I’'indétermination par le nombre dérivé
En utilisant la définition du nombre dérivé, calculer les
limites suivantes :

2sin(z) — J2
m
4z —

Exemple 7 : Dérivée et sens de variations

f(z) = 2x +13

On considére la fonction f tel que :

1) Déterminer Df et D,

2) Calculer les limites de f aux bornes de D,

4) Dresser le tableau de variations de f .

)
)
3) Calculer f'(z) pour tout z e D,
)
)

5) Déterminer I’équation de la tangente & (C;) au point
d’abscisse 2

Exemple 8 : Etude d’une fonction polynéme de degré 3
Meémes questions de I'exemple 7 pour la fonction f tel que :
f(@)=—2"+2° +5z+1.

Exemple 9 : Dérivée et extremums

On considere la fonction f tel que: f(z)=2"—2z+5 .

1) Etudier les variations de f .

2) En déduire que f admet un extremum & préciser.

3) En déduire que (VzeR) f(z)>4

Exemple 10 : Détermination graphique du nombre dérivé
La courbe (Cf) ci-contre est celle d’'une fonction f définie sur
]—oo;—l[ U[O;7] et dérivable sur ]—oo;—l[u[O;7[ .

Soit A(-3;0), B(0;1) et C(-1;-3) .

"\

[

-

3
F

| [
| [
. .

1) Déterminer graphiquement :

12 - f(f) f(O) m 1@ =) .

— :rad* x—3 '
f(3+h) f(3) L@ @)= 1)
h—>0+ x—)J r—3 - r—7
f(fv) 1
-9 4

3) La tangente (T) a la courbe (C;)au point d’abscisse 5 est

2) Montrer que lim ———
>3

parallele & la droite (AB). °
(z)+1
lim 1) +1

a) Déterminer graphiquement :
=5 — 5
b) Montrer que la droite (T') passe par le point C'.
Exemple 11 : L’équation différentielle y"+ o’y =0

1) Résoudre les équations différentielles suivantes :
(E): y™+dy=0 ; (E): y"+9y=0
(E,): y"™+5y=0; (E)): 2y"+16y=0

2) Déterminer la solution de I’équation différentielle
(E,): y"+16y =0 telle que y(0)=0et y'(0)=-1




Résumé 11 : Dérivation

Dérivabilité en un point et interprétation graphique :

Limite Dérivabilité Interprétation géométrique
— C,) admet une tangente d’équation :
limM =1l [ est dérivable en aet f'(a)=1 ( f)' . 8 4
> p—q y=f"(a)(x—a)+ f(a) au point d'abscisse a
@) - f(a) (C;) admet une demi-tangente d’équation
. z)—J\a , . N .
i —————= f est dérivable & droite en aet f/(a)=1 y=f(a)(z—a)+ f(a) ; z>a au point

z—a* T—a
d'abscisse a

(C;) admet une demi-tangente d’équation

lim f(z)— f(a) ) [ est dérivable a gauche en a et y= }‘,'// (@)(z—a) + f(a) : z<a au point

V !
a0 T—a ,f,, (a) =1 d'abscisse @

o T@=f@

/ west dérivabl (C;) admet une tangente verticale au point
n’est pas dérivable en a

e T—a d'abscisse a
. z)—J(a C,) admet une demi-tangente verticale
lim @)=/ =400 | f n’est pas dérivable a droite en a 2
s r—a dirigée vers le haut au point d'abscisse a
. z)— f(a C,) admet une demi-tangente verticale
lim M =-—00 [ f n’est pas dérivable & droite en a )

esdt T —aq dirigée vers le bas au point d'abscisse a

i F@)=f(a)

. . (C;) admet une demi-tangente verticale
400 | f n’est pas dérivable a gauche en a

>a” T—q dirigée vers le bas au point d'abscisse a

. z)—f(a C,) admet une demi-tangente verticale
lim f@)=1(a) =—o |f n’est pas dérivable & gauche en a ()
s—a =1 dirigée vers le haut au point d'abscisse a

f est dérivable en a < f est i la fois dérivable & droite et A gauche en a et f/(a) = f;// (a)

Fonction dérivée des fonctions usuelles - Opérations sur les fonctions dérivée :

()'=0 (z")' = na"" (i):_% (\/E)':%l/_ (utv)' =u'+v'

(az)'=a (“n)'znxulxun_l z ' 3 . ufE (uxv)' =uxv+uxv' (Ejl_u'xv—uxv'
(az+b)'=a (ij - (\/;) - 2Ju v) v’
(2)'= 1 u u’ ! (axu)':axu'

(cos(z))'=—sin(x) (sin(z))' = cos(x) . 2
(cos(ax+0b))'=—axsin(ax+0b) (sin(ax +b))'=axcos(ax+Db) (tan(z))'= 1+ tan”(z)

> Toute fonction polynéome est dérivable sur R .
» Toute fonction rationnelle est dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition.
Les méthodes de calcul du nombre dérivé :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ et a e/
Il existe 3 méthodes pour calculer f'(a)

Méthode 1 : Si on a calculé f'(z) pour tout z e/, on remplace z par a dans ’expression de f'(x)

Méthode 2 : f'(a) = limM
a

T—>a "E —
Méthode 3 : f'(a) est le coefficient directeur de la tangente (7') & la courbe (C;) au point d'abscisse a :

Si A(z,y,)e(T) et B(zyy,)e(T), alors f'(a) = 2224

XB—XA
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Dérivée et sens de variations :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .
» (Vzel) f(£)20< [ est croissante sur [ .
> (Vzel) f(2)<0 < f est décroissante sur [ .
> (Vzel) f'(z)=0 < f est constante sur [ .

Dérivée et extremums :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert [ et a el

f'(a)=0 et f' change de signe au voisinage de a = f(a) est un extremum de f

f(a) est un extremum de f = f'(a)=0

f(a) est un extremum de f = la tangente (7)) & la courbe (C,) au point d'abscisse a est horizontale.
(T') est horizontale < f'(a) =0

f(a) est la valeur maximale de f sur [ < (Vzel) f(z)<f(a)

YV V. V V V V

f(a) est la valeur minimale de f sur [ < (Vzel) [f(z)=f(a)

Approximation affine :

Soit f une fonction dérivable en a .

> La fonction g tel que g(z)=/"(a)(z—a)+/(a) s’appelle Papproximation affine de fau voisinage de .
» Pour tout réel i voisin de ¢ on a: f(h)=g(h)

Equations différentielles de type : y"+ @’y =0

Soit @ un nombre réel non nul, les solutions de ’équation différentielle "+ w”y = 0 sont les fonctions y tel

que y(z) =acos(wz)+bsin(wx) avec aet b sont des constantes réelles.
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Exercice 1 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f en a et interpréter

les résultats obtenus dans les cas suivants :

1) f(x)=5z2+2 et a=1.

2) f(z:)zm et a=2.

3 {f(x)zli—cos(x) si x>0 e
f(z) = sin(x)

1) f(x)=2" et a=—1.

Exercice 2 :

1) On considére la fonction f tel que : f(z)= (1+x)" .

st x<0

Donner I'approximation affine de f au voisinage de zéro et

en déduire une valeur approchée de nombre b = (1.0044)3
2) Montrer que pour tout réel h voisin de zéro on a :
1 h
——=1-het JI+h=1+—.
1+h 2
Exercice 3 :

Préciser Pensemble sur lequel la fonction f est dérivable et
calculer f'(2) lorsqu’il existe dans chacun des cas

suivants :

2x+1
-2

.TJ

D f@)=—

z°+1

1) f(z)=12"-52" +7z+3

3) f(x)=Nz+5
5) f@) =2z -1

Exercice 4 :

2) f(x)=

1

CL'J

6) f(x):2+i+
T

N

Soit [ la fonction définie sur R par
f(z) =4z +1
fl@)=2"-5z+c

1) Déterminer le réel cpour que lim f(x) = f(3)
z—>3"

st =3

st x<3

2) Pour la valeur de ¢ trouvée, montrer que f est
dérivable sur R est déterminer sa fonction dérivée.
Exercice 5 :
En utilisant la définition du nombre dérivé, calculer les
limites suivantes :
2024
, (m—2) -1 ) . aNzT+7 -6
- lim——
¥ z—2 r—2
. 2cos(z)-1
lim (z)
T

T tan(z) — J3

3
Exercice 6 :

Soit [ la fonction définie sur R par :

f(x)=22" +32° =122 +1

1) Dresser le tableau de variations de f sur R .

2) En déduire que f posséde deux extremums locaux dont

on précisera la nature et 'intervalle.

Exercice 7 :

Dresser le tableau de variations de la fonction f dans les

cas suivants :

) f(x)=x—§ 2 f() = 32" —20° +1

4 2
D f@ = 1) fa) =%

Exercice 8

Dans la figure ci-apres (Cf) est la courbe représentative

d’une fonction f dans le repére orthonormé (O;_z:; 3) )

1) Déterminer f(=2), f'(=2) et f'(=1)

2) Déterminer graphiquement f/ (1) et f(}l (D

3) En déduire que f n’est pas dérivable en 1.

4) Dresser le tableau de variations de f sur [—3;3] (on
25

donne f(3) = 3 )

5) En déduire le tableau de signe de f' sur [—3;3]

Exercice 9 :

b et ¢ deux nombres réels strictement positifs.

On consideére la fonction f définie sur ]0; —|—oo[ par :
f(x)=2"+b" +c’ - 3zbc .

1) Verifier que - f(ybe) = (Vb =)’

2) Vérifier que : (Ve ]0;4+w]) f(2) = 3(z+be) (@ —be)

3) Etudier le signe de f'et dresser le tableau de variations de f

+

)
4) En déduire que fadmet une valeur minimale positive sur R’
)

5) Déduire que : (Va;b;c e ]0; +OOD a’ +b° +¢* > 3abc .
Exercice 10 :

Un éditeur doit produire un livre avec les contraintes suivantes :
Sur chaque page le texte imprimé doit étre contenu dans un
rectangle de 300 cm2, les marges doivent mesurer 1,5 cm sur les
bords horizontaux et de 2 ¢cm sur les bords verticaux.

Quelles doivent étre les dimensions d’une page pour que la

consommation de papier soit minimale ?
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Exercice 11 :
On considere la fonction f définie par :

f()=z+5+ 4
z—1
1) a) Montrer que fest dérivable sur R\{I}et calculer
f'(z) pour zeR\ {1}
b) Déterminer les points de (C;) ou la tangente est

parallele a I'axe des abscisses.
2) Soit h la fonction définie sur R par :

/(@)
h(z) =42’ —21+1
Nt —4+x+3

Etudier la dérivabilité de h en 0 et interpréter

st x<0

st 0Lzx<2

st =2

graphiquement les résultats obtenus.
3) a) Etudier la dérivabilité de h en 2 et interpréter
graphiquement les résultats.

b) Montrer que la fonction h est dérivable sur
]2:+oo[ et calculer h'(z) pour z e |2;+00]

¢) Ecrire une équation de la tangente a la courbe
(C,) au point d’abscisse 242
Exercice 12 :
Soit g la fonction définie sur R par
g(2)=2" +2" +6
1) Etudier les variations de g.
2) On suppose que I'équation g(z) = 0 possede une
solution unique & dans Ret que -3<a<-2.
Etudier la signe de ¢ sur ]—oo;a[ et sur ]a;+oo[
3) Soit f la fonction définie sur R* par :

2_
f(x):x—1+H—3x+2.

a) Montrer que ['(z)= %g(x)

b) En déduire les variations de f
c) Ecrire une équation de la tangente & (C;) au point

d’abscisse 2.

Exercice 13 :

Soit f la fonction définie par f(x)=~4-2x .

1) Etudier les variations de la fonction f.

2) Déterminer une équation de la tangente 7 a la
courbe (C;) au point d’abscisse 0.

3) Existe-t-il une tangente a (C;) de coefficient
direct L ?
irecteur —— 7
4

4) Existe-t-il une tangente a (C;) qui passe par le
point A(2;3)?

Exercice 14 :
On pose [ = [0;+oo[

1) Montrer les inégalités suivantes :
a) (Vozel) z—cos(x)=—1 et zx+cos(x)>1.

b) (Vzel) ixg—sz'n(:c)+x20 et
2
Vzel) %x2+sin(:c)—x20
1 3 1 2
¢) (Vzel) Eaz +§x +cos(z) =1 et

Vxel) éx3—éxz—cos(m)2—1
2) a) Montrer que :
(Vzel) 2" ——uz <z-sin(zv) < —az" +—=1" .
6 24 24 6

x —sin(z)

5173

b) En déduire lim

z—>0"
3) On pose z=—t
a) En déduire que :

L 1 1 1.
Viel-0:0) =t'——t'<t—sin(t) <—t'+=1¢.
( ] D 6 24 *) 24 6

. . x—sin(z) 1
b) En déduire que : lﬁ'g = 5

Exercice 15 :

1) l'aire d'un rectangle est 49m’

Déterminer les dimensions de ce rectangle pour que son
périmetre soit minimale.

2) z et ydeux réels tels que : zy =16.

Déterminer 7 et y pour que la somme z” + 3y soit
minimale.

Exercice 16 :

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = sin(z)

1) Caleuler f'(z), f"(z), fP(z) et fP(z).

2) Montrer par récurrence (sur n) que :
(VzeR) (VneN") fM(z)=sin(z+ n%)

Exercice 17 :

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert [
contenant un réel a tel que f'(a)=-2.

f(a+3f;l)—f(a) .y da=h) = flath)

h—0 h

1) Calculer iZ’fIOL

lim f(a+3h)— f(a+2h)

h—0 h
2) On suppose de plus que fla)=1

2 e
Calculer : limf (a+3h)—f"(a—2h)

h—0 h

t
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Dans tout ce chapitre f est une fonction numérique, D, son ensemble de définition et (C;) sa courbe
représentative dans un repere orthogonal 0;1;7).

1) Branches infinies d’une courbe

Définition 1 : Branches infinies

e On dit que (C;) admet une branche infinie dés que I'une des coordonnées d’un point de (C,) tend vers
Pinfini. (C’est & dire jiTier fx)=a , fl_{ﬁ f(x) =00, ou xlirirgo f(z)=40)

e Généralement, les branches infinies décrivent le comportement de f aux bornes de D,, c’est pour cette
raison qu’on s’intéresse au calcul des limites aux bornes de D, .

e Les branches infinies sont constituées de droites asymptotes et de branches paraboliques.
1-1 Asymptote horizontale - Asymptote verticale

Définitions 2 :

e Lorsque lim f(z) =100 oulim f(z)=1ooon dit que (C;) admet une asymptote verticale d’équation r=a

hm ﬂrﬁ -l—'x:,||| ilm flx) = 4oc

||||| flz) = !lm Fx) = —oc
. |I|
e Lorsque lim f(r)=b (Resp.lim f(z)=0), on dit que (C,)admet une asymptote horizontale d’équation

y =0b au voisinage de +x (Resp. —©).

:Ii:nI. ) = ,I,._ lim fir) =5
=
Exemple 1 :
: . i 8 2z
1) Soit f une fonction définie par f(z)= 1 ;

On a lim f(z)=2 donc (C;) admet une asymptote horizontale d’équation y = 2 au voisinage de +.

T+

-2
2) Soit ¢ une fonction définie par g(z) = o ;
x —_—

On a lim g(z) =—oalors (C,) admet une asymptote verticale d’équation x =1.
1" ’

Application 1 :

1) Soit h une fonction définie sur R par h(z)=3+ s

2 +3

Calculer Iim h(x) et lim h(x) puis interpréter les résultats graphiquement.
L+ T—>—0
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T+5
(a:+2)2

Calculer [im g(z) puis interpréter le résultat graphiquement.
-2

2) Soit ¢ une fonction définie sur R\{—2} par ¢(z)=

3) Soit { une fonction numérique définie par le tableau de variations suivant :

@ —aC o 2 +oo

“+ow | | +ee +oo

TN

1 —oa 1

a) Déterminer D, ’ensemble de définition de la fonction f.

b) Déterminer les limites de f aux bornes de D, puis interpréter les résultats graphiquement.

1-2 Asymptote oblique
Définition 3 :

Soit f une fonction avec lim f(z) =100 (Resp. lim f(r)=10).
Lorsque lim (f(x)—(az+b))=0 (Resp. lim (f(z)—(az+b))=0), on dit que (C,) admet une asymptote oblique

d’équation y =ax+b au voisinage de +0 (Resp. au voisinage de —o0).

y=fizr + )} =0

Exemple 2 :

3
Soit { une fonction définie par f(z)=27-3+—;.
2

Montrons que la droite d’équation y = 2z — 3 est une asymptote oblique a (C'f) au voisinage de —oo

. : 3 .3
Ona [im (f(a:)—(2x—3)) = lim ([2x—3+—2j—(2x—3)j =lim — =0
T—>—0 T—>—00 $ T—>—0 x‘
Donc la droite d’équation y = 2z — 3 est une asymptote oblique a la courbe (Cf) au voisinage de —oo.
Propriété 1 :

Soit f une fonction avec lim f(x) =20 (Resp. lim f(z)=2x) .

Si lim @za;&Oet lim f(z)—ax=>5b (Resp. lim M=a,¢0 et lim f(r)—axr=>), alors (C;) admet une

z—>+o T—>-—o
asymptote oblique d’équation y =az+b au voisinage de +o (Resp. au voisinage de —oo).

Remarque 1 :

Cette propriété est utilisée lorsqu’on ne donne pas I’équation de I’asymptote oblique dans ’exercice.
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Application 2

207 +3x—1
T+ 2

1) Montrer que (Cf) admet une asymptote oblique (D) au voisinage de +%, en déterminant son équation.

Soit f une fonction définie par : f(z) =

2) Etudier les positions relatives de (D) et (C,).

Remarque 2 :

Les positions relatives de (C,) et la droite (D): y=az+b se déduit par I’étude de signe de f(z)—(az+b) :
e Si f(z)-(az+b)>0 pour tout zel, alors (C,)est au-dessus de (D) sur /.
e Si f(z)-(az+b)<0 pour tout z e/, alors (C,)est au-dessous de (D) sur /.
e Si f(r)-(ax+b)=0, alors (C;) et (D) sont confondues aux points d’abscisses z .
1-3 Branches paraboliques
Définition 4 :

Soit f une fonction telle que : lim f (z) =+0.

Si 1im 2 _ 1o (Resp. sz()

T+ T—>—00

o ) alors (C;) admet une branche parabolique de direction I’axe des

ordonnées (ou bien on dit que ’axe des ordonnées est une direction asymptotique a (C,) ) au voisinage de

+oo (Resp. au voisinage de —).

fim Tt = s ' fiz]

I'II | _|.|||. == =fiag

4 \

Illllll ..]il.llh _I'|£| ! e
\
Si lim =2 / ( ) 0 (Resp. lim ==-2 ! ( ) 0) alors (C,) admet une branche parabolique de direction ’axe des

XT—>+00 I—>—0

H-\_._\_\_\_

abscisses (ou bien on dit que I’axe des abscisses est une direction asymptotique a (C;) ) au voisinage de +o

(Resp. au voisinage de —).
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Si lim /(@)

T —>+00 €T

=a=0 et lim(f(r)—azx)==0 (Resp. lim /(@)

T—>—0 €T

=a = 0et lim (f(r)—ar)=+c0) alors (C;) admet

une branche parabolique de direction la droite d’équation y =az (ou bien on dit que la droite d’équation

Yy =az est une direction asymptotique a (C,)) au voisinage de +oo (Resp. au voisinage de —o).

Application 3

Etudier les branches paraboliques de (Cf) au voisinage de +o0 dans les cas suivants :

1) f(z)=24" -z 2) f(z)=2z+3z 3) f(z)=+/3z+2

Remarques 3 :

¢ Quand on demande d’interpréter graphiquement les limites aux bornes du domaine de définition d’une
fonction, ¢a veut dire donner les branches infinies (Asymptotes et branches paraboliques) éventuelles de

(C;) en précisant les équations des asymptotes et des directions asymptotiques et leurs voisinages.

* [im J(@)

>t

=(0 n’est pas suffisante pour affirmer qu’on a une branche parabolique mais il faut s’assurer

d’abord qu’on a : lim f(z)=+o0.

sin(x)

f(z) _lim sm(:t)

>~ =0, mais la fonction f

,ona lim f(z)=0 et lim

T—>+00 T—>+0 l‘ T—>+0o0 w

Par exemple : La fonction f(z)=

n’admet pas de branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de +o car elle le coupe

indéfiniment aux points d’abscisses z, =kz avec keZ’.

2) Concavité d’une courbe

Définition 5 :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ .

e On dit que (C,) est convexe sur [, si (C;) est entierement située au-dessus de chacune de ses tangentes.
¢ On dit que (Cf) est concave sur [, si (Cf) est entiérement située au-dessous de chacune de ses tangentes.
¢ On appelle point d'inflexion de (Cf) , tout point ou elle change de concavité.

\ i /
\ [ &

"-..\\ / /;PI \i \/’

\§ / _ J, W\ _Point d'inflexion

¥ 4 j \ : \
Fonction convexe Fonction concave

114



Propriété 2 :
Soit { une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I'et a /.
e (C,) est convexe sur I < (Vzel) f"(z)=0

e (C;) est concave sur I < (Vrel) f"(z)<0

e f"(a)=0 et f" change de signe au voisinage de « = le point A(q; f(a)) est un point d’inflexion de (C,)
Exemple 3

Etudions la concavité de (C;) oli f est la fonction définie sur R par f(z)= 7’ —32° +2+4

On a (‘v’x € R)f(x) =32 —6x+1 donc (V:t: € R) p fi(x)=6x—-6=6(x—1)

Ona f"()=0=6(z—-1)=0=2-1=0<=2=1

T —00 1 +o0
;Jf‘—J.i . P +

o b+

(Cy) VR CONVeExXe

" concave

f"(1)=0et f" change de signe au voisinage de I donc le point A(Z; f(I) =3)est un point d’inflexion de (C,).
Application 4 :

Etudier la concavité de (C;) en précisant les points d'inflexion s'ils existent dans les cas suivants :

1) f(a:):éx4—2x3+3x+5 2) f(x):x+$

Application 5 : Etudier la concavité de (Cf) sur lintervalle [—4;4]

3
/ o
[, |

B Vot =

14

Remarques 4 :

* f"(a) =0ne suffit pas pour affirmer que le point d’abscisse ¢ est un point d’inflexion de (C;) mais il

faut vérifier de plus si /" change de signe au voisinage de «a .

Par exemple : La fonction définie par f(z)=1",

On a f"(0) =0 mais la courbe (C;) n’admet pas de point d’inflexion en a=0

comme l’indique le graphe ci-contre.

e Une fonction peut admettre plusieurs points d’inflexion.

Par exemple : La fonction f définie par f(z)=2"—22"

On a VreR : f'(z) =41’ —62° = 22° (22— 3) donc on obtient le tableau de variations ci-dessous (facile
a trouver) :

ax — o 0

() _
—+ oo
Fay] T~

G-

3
0o — 0 -+

ﬂ\_ﬁ/—kx

16
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Ona VzelR : f"(z) = (42’ —62°)"'= 120" — 122 = 122(x — 1) donc on obtient le tableau de signe de f"

suivant (facile a trouver): zr |—oo 0 1 +o0

@+ 0 — 0

On constate donc que (C;) admet deux points d’inflexion en a=0 et en a=1 et non pas un seul.

3) Eléments de symétrie d’une courbe
Propriété 3 :
e Le point Q(a;b)est un centre de symétrie de (Cf) , si et seulement si, pour tout z€D,, on a:
2a—zeD; et f(2a—x)=2b- f(x)
e La droite (A) d’équation z=a est un axe de symétrie de (Cf) , si et seulement si, pour tout = € Df ,ona:

2a—zeD; et f(2a—1)= f(x)

Axe de symiétrie Centre de symétrie

fl2a-z)=f{x) |-=-neveeheennenns

g

Exemple 4 :
Soit f la fonction numérique définie par f(z) = L -
+

Montrons que le point Q(—1;1) est un centre de symétrie de (Cf) :
*Onaa=—1,b=1et szR\{—l},
* Soit z € D;, montrons que —2 -z € D,
Onaz#-lo—r#£leo2-—r#-2+1<—2-—r#—1. Donc -2—-z€ D,
* Soit z € D;, montrons que f(2a—z)=2b— f(z)
A EE
(-2-z)+1 =z+1
v  2r+1)-r x+2
z+1 z+1 z+1
D’ou f(2a—1z)=2b—f(z) C.Q.F.D

Ona f(2a—2)=f(-2-12)=

Et 2b—f(z)=2x1-f(zx)=2-

Exemple 5

Soit f la fonction numérique définie par f(z)=3z" —2z+5

1
Montrons que la droite d’équation = = 5 est un axe de symétrie de (Cf) :
1
*Onaa=—e D, =R
3

2
* Donc pour tout z€ D, ona (2a—x)=§—zeDf

2
* Pour tout €D, ona f(2a—x):f(§—x):3(§—z) —2(§—x]+5:...=3$2—2$+5:f(15)

D’ou f(2a—1z)=f(x) C.Q.F.D
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Application 6

4
Soit f la fonction numérique définie par f(z)=z+2 +—3
T+

Montrer que le point A(—3;—1) est un centre de symétrie de (C,).

Application 7

-3

Soit f la fonction numérique définie par f(7) = —+—
=4z +7

Montrer que la droite d’équation =2 est un axe de symétrie de (C,).

Cas particuliers :

e Si f est une fonction impaire alors la courbe (Cf) admet comme centre de symétrie le point de coordonnées
(0;0) (C’est a dire ’origine du repére).

b
o Une hyperbole, qui est la courbe d’une fonction homographique x — % , (avec c#0et ad—bc#0) admet

i . —-d
comme centre de symétrie le point (2 (T ; %) .

e Si f est une fonction paire alors la courbe (Cf) admet comme axe de symétrie ’axe d’équation z =0
(C’est a dire ’axe des ordonnées).
e Une parabole, qui est la courbe d’une fonction polynomiale de degré 2 : z > az” + bz +c
b

avec a# (0, admet comme axe de symétrie la droite d’équation x = — 2o

Remarques 6
¢ Un centre de symétrie n’est pas forcément un point de la courbe (Cf) (Par exemples : les hyperboles)

o Les éléments de symétries permettent de réduire 1’ensemble sur lequel on étudie une fonction et donc de réduire le coiit du

travail.

4) Construction d’une courbe

Démarche de la construction d'une courbe

» Placer le repére orthogonal ou orthonormé :
e Placer les deux axes du repére, en respectant 1'unité de mesure,
e Placer I'élément de symétrie (axiale ou centrale), s'il y a une symétrie,
e Noter le domaine de définition.
» Comportement local :
e Placer les points remarquables (extrémums, intersection avec les axes (ox)et (oy)),
e Placer les points d'inflexion, s'il existe,
o Placer les tangentes et les demi-tangentes.

» Comportement asymptotique :

o Placer les asymptotes de la courbe, en respectant les positions relatives,
o Esquisser les branches paraboliques.
» Finaliser la construction de la courbe :

e Relier, & main levée, tous les éléments présentés ci-dessus, en respectant le tableau de variations de la fonction.

Exemples 6

https://m.facebook.com/story.php?story  fbid=pfbid02G3ULvQg8FWJgTTmAoWFHviabfkNwUL97LdnSgw8SroTZKWRyy7ntSNG

T8SVyNoaul&id=100095283541033&mibextid=Nif50z

Application 8 : Exercice 6 de la série 12

Remarque 7 : compléments de cours

1) Résolution graphique des équations et des inéquations : voir résumé 2 (page 19)

2) Intersection de la courbe avec les axes du repére : voir résumé 2 (page 19)

3) Tangentes et demi-tangentes (interprétation graphique de la dérivabilité en un point) : voir résumé 11 (page 106)
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Résumé 12 : Etude de fonctions

Branches infinies de (C;)

iy rta) =

i ) =

m_ﬂ_x]= oo

Lav eourbee £ p et
B et La courbe ' sl e

i asymp tote horizen bale ;
i : e sy rphobe verticale
d'équation gy =k au x :
i ddgquation @ = a
voisinmge de $oc

Ml M=:|::'.c; lm 225 lirp M=l]
[ I+ R Epnn T=bzbmn

L courbe Oy adinet

une branche parabolique de
direetion 'sce des ardonndes
mn voisingge de o

La courbe Oy adinet
une hranche parabolique de
divection 'moe des abscisses

< lim I} —ax
F0 () ) A voisingge de £ oo

i (f(2) —ar) = 400 i (f(x)=az) =b

L eonrbe ' sddimet

e branche pacaboliegue de
direction la droite d équation
§ o= e il voisige de £oc

La courbe ©'p admet

e sy b be obligue
d'Bouation y= ar+ b an
volsinage de +oc

(Cf) admet une asymptote oblique d’équation y =ax+0b au

voisinage de 00 si lim (f(2)—(azr+b)) =0

Concavité de (C;)

La concavité de (C,) se déduit par

Pétude de signe de f"(z) :

e (C)) est convexe sur I <
Vzel) f"(z)=0
e (C)) est concave sur I <
(Vrel) f(z)<0
Si f"(a) =0 et f" change de signe
au voisinage de ( alors le point
A(a; f(a)) est un point d’inflexion de
€).

Positions relatives de (C;)et y=az+b

Les positions relatives de (C,) et la

droite (D): y = ax + b se déduit par

Pétude de signe de f(z)—(az+0b) :

e Si (Wzel) f(xr)—(ax+b)>0 alors
(C;) est au-dessus de (D) sur /.

o Si (WVzel) f(xr)—(ax+b) <0 alors
(C;) est au-dessous de (D) sur /.

e Si f(z)—(az+b)=0, alors (C,) et

(D) sont confondues aux points

d’abscisses z .

Eléments de symétrie de (C,)

Q(a;b) est un centre de symétrie de (C;) & VreD, : 2a—ze D, et f(2a—1)=2b—f(z)

z=a est un axe de symétrie de (C;) <> VzeD, : 2a—zeD et [(2a—1)= [(z)

Méthode de construction de (C;) :

o Construire les asymptotes et les branches paraboliques ;

e Construire les tangentes et les demi-tangentes ;

e Construire les points remarquables de (C,) s’ils existent : (Points d’inflexion, points d’intersection

avec les axes du repére, les extremums et le centre de symétrie)

e Construire (C;)a partir du tableau de variations de f

N.B : N’oublier pas de respecter 1'unité de mesure du repére, les positions relatives, la concavité et

tenant compte le centre ou ’axe de symétrie (s’il existe).
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Matiere : Mathématique

Exercice 1 : Droites asymptotes

Déterminer D; puis calculer les limites de f aux
bornes de D; et interpréter les résultats

graphiquement dans les cas suivants :

4
T x+1 z—2
f(:r)=m

EN ; f()_ ' f(x):\/m
@)= -2 ;f(a:)=“
z’ +

3x+5
r—2 T +3
Exercice 2 :

» fw) ==

Soit f la fonction définie par sa courbe (C;) ci-dessous

(Cp)

3

N

o gy

-

[
w

IR P T— (]

1) Déterminer D, le domaine de définition de f
2) Déterminer les limites de f aux bornes de D,

3) Interpréter graphiquement ces résultats.
Exercice 3 :

Montrer que (D) est une asymptote oblique de (C,) au

voisinage de 400 dans les cas suivants :
. 1

1) flx)=2+— ;
T

y=r

y=2x+5

2) f(:c)=2x+5—% :

Exercice 4 :

Déterminer I'équation de I'asymptote oblique a (C;) au

voisinage de +0 dans les cas suivants

20" +3z-1 327
f(l’):T f(l’)—2_

—4r+1 7’
32 +5z+1 [
f(fb‘)=1+—$ ;@) =N’ -z

Exercice 5 : Branches paraboliques

f(z)=

Déterminer les branches paraboliques de (C;) au

voisinage de 4+00 dans les cas suivants :
35’ ; f(x)=x2+x—7

 f()=x+Nz+1

f(w)=5$+\/;+\/z+2 ; fl@)==-3z-2+~N3-=x
f(@)=3+22+5 ; f(@)=ao’ +z+1

f(x)= 2:c+1+

Exercice 6 : Etude d’une fonction rationnelle
247
2rx—1

1) Déterminer D, le domaine de définition de f

On considere la fonction f définie par f(z)=

2) a) Déterminer les limites de f aux bornes de D,

b) En déduire I'équation de I'asymptote verticale de (C;)

1

1
r)=r+—+
J@ 2 4x-2

3) a) Montrer que (VzeD,):

b) Montrer par deux méthodes que (D): y= x+é est

une asymptote oblique a (C;) au voisinage de +oo

c¢) Etudier les positions relatives de (D) et (C;)

1
4) Montrer que A(E;l) est un centre de symétrie de (C,)

4x(x—1)
(2z -1y’

b) Dresser le tableau de variations de f

5) a) Montrer que (Vz€D,) fl@)=———

6) Déterminer I’équation de (") la droite tangente a
(C;) au point d’abscisse 1.

7) Construire (C;) et (T').
8) Soit meR déterminer graphiquement le nombre de
solutions de I’équation f(z)=m
Exercice 7 : Etude d’une fonction rationnelle
-2

4(z—2)

Soit f la fonction définie par f(x)=

1) Déterminer D, le domaine de définition de f
2) a) Déterminer les limites de f aux bornes de D,
b) Déduire I'équation de I'asymptote verticale de (C;)
3 1

1
=gt t—
F@)=7

3) a) Montrer que (VzeD,): . P

b) En déduire que (D) : y= ix+% est une

asymptote oblique de (C;) au voisinage de oo
c) Etudier les positions relatives de (D) et (C;)
z(x—4)
4(z-2)°
b) Dresser le tableau de variations de f
5) Etudier la concavité de (C))

4) a) Montrer que (VzeD,): f'(v)=——5

5
6) Montrer que A(2;Z) est un centre de symétrie de (C,)

7) Déterminer les points de contact entre (C;) et les axes

du repere.
8) Construire (C;)
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9) Soit (A) la droite d’équation y = ix
f . .2
a-Vérifier que (A)coupe (C;) dans le point d’abscisse 3

. 1
b-Résoudre graphiquement Iéquationz € D, ; f(z) < Zw

Exercice 8 : Etude d’une fonction polynomiale
Soit f la fonction définie par f(z)=2"—32° +1

1) Calculer lim f(z) et lim f(x)

2) Etudier les branches infinies de (C;)au voisinage de

+00 et au voisinage de —oo

3) Dresser le tableau de variations de f

4) Dresser le tableau de concavité de (C;) et déduire
qu’elle admet un unique point d’inflexion Q qu’on
déterminer.

5) Vérifier que Q est un centre de symétrie de (C;) .
6) Donner Iéquation de (T) la tangente a (C;) en Q
7) Construire (C;) et (T)

Exercice 9 : Etude d’une fonction irrationnelle
Soit f la fonction définie par f(z) =z’ -4z +3

1) Déterminer D, le domaine de définition de f

2) M. q. la droite z =2 est un axe de symétrie de (C;)
3) a. Calculer Tlir_nw f(z)et Tlinw f(z)
b. Montrer que :
lli%(f(x)+x—2)=0 et que Zlirﬁo(f(a:)—x+2)=0
c. En déduire que la courbe (C,;) admet deux
asymptotes obliques (D) au voisinage de —o0 et (D")

au voisinage de +o0
4) a. Vérifier que (VzeD;) f(z)= \/—(:c —1)x \/—(33 -3)

b. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 1 et a

droite en 3 et interpréter graphiquement ces résultats.
5) Montrer que :

-2
(Voe DL 3): fi(z)=——
1’ —4z+3

¢. Dresser le tableau de variations de f
6) Tracer (D), (D) et (C)

Exercice 10 : Etude d’une fonction trigonométrique

_Azeos@) L ok
sin(x)

fQ@km)=0

f la fonction définie par
kel

1) Montrer que D, =R\ {(1+ 2k)l ke Z}
2) Montrer que [ est impaire.

3) Montrer que f est périodique de période 27

4) Déduire que le domaine d’étude de f est D, = [0; 7[[
5) Montrer que lim f(x) = f(0)
z—0"

6) Calculer lim f(x) et interpréter le résultat

T

graphiquement

fa) =2

7) a) Montrer que (Vz €]0;7]) _—
1+ cos(x)
b) Dresser le tableau de variations de fsur D
8) Montrer que (Cf) admet un point d’inflexion I qu’on
déterminer.
9) Construire (C,) sur [—ﬂ;37r]

Exercice 11 : Lecture d’une courbe

Dans la figure ci-dessous, (C;) est la courbe

représentative dans un repere orthonormé (O;7; j) d’une

fonction f définie sur R
F 3
|

| £y
- n

1) Déterminer les limites de f aux bornes de D,

2) Etudier les branches infinies de(C;) au voisinage de oo
3) a) [ est-elle dérivable en 1 7 justifier

b) f est-elle dérivable & gauche en —1 ? justifier

lim
h—(-1)"
d) Déterminer f, (1) et fg/ @)
e) Déterminer f'(0)

4) La courbe (C;) admet-elle un point d’inflexion ?

¢) Déterminer

f(z)=f(=1) "
1 et f;(=1)

5) Déterminer les points d’intersection de (Cf) avec les
axes du repere.

6) Dresser le tableau de variations de f

7) Dresser le tableau de signe de f'

8) Discuter, selon les valeurs du parametre réel m , le
nombre de solutions de 1'équation f(z)=m
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Exercice 1 (Dérivation)
z’ +25

7’ —25

1) Déterminer D, ’ensemble de définition de f.

On consideére la fonction f définie par f(z)=

2) Calculer les limites de f aux bornes de D, .
-100z
(z° - 25)°

4) Dresser le tableau de variations de f.
5) En déduire que (Vze]-5;5]) flx)<-1.

3) Montrer que (VzeD,) f'(z)=

6) Montrer que y = —?x —% est I’équation de la tangente a (C,) au point d’abscisse N

Exercice 2 (Dérivation)
On considére la fonction f définie par f(z)=+z+1

1) Déterminer D,’ensemble de définition de f.

2) Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 et interpréter le résultat graphiquement.

3) Déterminer D, ’ensemble de dérivabilité de f puis calculer f'(z) pour tout zeD.,..

Nz+1-2
4) En déduire la valeur de la limite lin;L sans la calculer.
T—> )=

5) Déterminer g l’approximation affine de f au voisinage de 8.
6) En déduire une valeur approchée de /9,001 (on pourra remarquer que /9,001 = f(8,001))

h
7) Montrer que pour tout réel / voisin de zéro on a : V1+h = 1+§ .

Exercice 3 (Dérivation)

Calculer et simplifier f'(x) dans les cas suivants :

f(x):§x3+a:2+5x+3 : f(:v):z+i ; f(x):xZ\/; v f(o)=
T

sin(x) ’

cos’ (z)
z’ —5z+1 1

f(x)=2— C flr)=———— 5 fl@)=N2"+1 ; f(x)z(x2+8x+4)3

r—3 3z + sin(x)

Exercice 4 (Dérivation)

Soit f la fonction représentée ci-contre :

1) Déterminer : f'(—é), F1(=3) et f(-2)

2) Dresser le tableau de variations de fsur [—4; 2]
(on donne f(— %) = - z)

3) En déduire le tableau de signe de f'sur [—4;2]

Exercice 5 (Dérivation)

1) Montrer que (Vz e [0;+00[) sin(z) <z (On pourra considérer la fonction f définie sur [0;+00[

par f(r) = z—sin(z))

2) Montrer que (Ve [0;+00[) 1—% <cos(z)
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Soit f la fonction définie par :

Et soit (C;) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;_z:; 5)
1) a) Montrer que D, =R puis calculer les limites de f aux bornes de D,
b) Etudier les branches infinies de la courbe (C,)
2) Montrer que le point /(0;2) est un centre de symétrie de (C,)

3) a) Montrer que : (VzeR) f'(z)= —M
(z"+1)

b) Dresser le tableau de variations de f

6z(z° —3)
(z* +1)°

4) a) Montrer que: (VzeR) f"(z)=
b) Etudier la concavité de (Cf) en précisant ses points d’inflexions s’ils existent.

5) Donner une équation cartésienne de la tangente (7°) a (Cf) au point /.

6) Construire la courbe (C,).

7) Soit m e R, déterminer graphiquement le nombre de solutions de 1’équation f(z)=m

8) Tracer les courbes (C,) et (C,) des fonctions g et h tel que g(z)=f (|x|) et h(z)=—f(z)

Exercice 7 (Etude de fonctions)

Dans la figure ci-dessous, (Cf) est la courbe représentative dans un repére orthonormé (O;_z:; 3) d’une fonction

f définie sur R . : &

1) Déterminer les limites de f aux bornes de D,

2) Etudier les branches infinies de (C,) au voisinage de o
3) a) f est-elle dérivable en 1 ? justifier

b) f est-elle dérivable a4 gauche en —1 ? justifier

c¢) Déterminer [lim
h—(-1)"

d) Déterminer f/ (1) et fg/(l)
e) Déterminer f'(0)

4) La courbe (C,) admet-elle un point d’inflexion ?

f(x)=f(=1) "
BT et f,(=1)

5) Déterminer les points d’intersection de (C,) avec les

axes du repére.

6) Dresser le tableau de variations de f

7) Dresser le tableau de signe de f' ' 3

8) Discuter, selon les valeurs du parameétre réel m , le nombre de solutions de 1'équation f(z)=m
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