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EXERCICE 1 :          (5 points) 
ABCD est un parallélogramme de centre O tel que AB = 2a et BC = a et l’angle 

3
;

π=






 →→
ADAB     où a est un réel strictement positif. 

1°) a) Montrer  que   0=+++ ODOCOBOA . Interpréter ce résultat. 
 
 b) Montrer que D est le barycentre des points pondérés  (A,1) ; (B, –1) ; (C,1). 
 
 c) Calculer la distance DB. 
 
2°) Déterminer et construire :  
 
a) L’ensemble (F1) des points M du plan tels que : MA² – MB² + MC²  = 11 a2 ; 
 
b) L’ensemble (F2) des points M du plan tels que :  
 
                    || MCMBMA +− || = || 3 MCMBMA −− 2 ||. 
 
 
c) L’ensemble (F3) des points M du plan tels que :      

)()( MDMCMBMAMCMBMA +++•+− = 0 
 
 
EXERCICE 2 :         (5 points) 
 f et g  sont deux fonctions numériques à variables réelles deux fois dérivables sur ℝ  
 

vérifiant le système d’équations différentielles :  (S) 




+−=
+=

)()()('

)()()('

xgxfxg

xgxfxf
 

 
1°) Résoudre l’équation différentielle (E) : y’’ – 2y’ + 2y = 0. 
 
2°) a) Exprimer g(x) en fonction de f(x) et  f ’(x).  
 
b) En déduire l’expression de g’(x) en fonction de f ’(x) et de f ’’(x). 
 
c) Montrer que f est solution de (E). 
 
3°) résoudre le système (S). 
 
4°) En déduire la solution particulière de (S) vérifiant f(0) = 2 et g(0) = –1. 
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PROBLÈME :         (10 points) 
 
Dans ce problème n est un entier naturel. 
A)   Soit gn la fonction définie du ℝ par  13)( 23 −−−= nxxxgn . 
1°) Dresser le tableau de variation de gn . 
2°) Montrer l’équation gn (x) = 0 admet une solution unique αn. 
3°) Montrer que αn n’appartient pas à [2 ; 3]. 
4°) Déterminer le signe de gn (x) suivant les valeurs de x. 
 
B)    Soit nf  la fonction définie par : ( )1)( 3 ++−= − nxexf x

n . On note (Cn) sa courbe 

représentative dans le plan rapporté à un repère orthonormé ( )jiO ;;  d’unité 2 cm. 
1°) Dresser le tableau de variation de nf . 
2°) On note Mn le point de (Cn) d’abscisse αn .  
Montrer que .3)( 2

nef nnn
ααα −−= En déduire entre les coordonnées x et y de Mn une 

relation indépendante de n. 
3°) Déterminer une équation de la tangente (Tn) à (Cn) au point d’abscisse 0. 
4°) Calculer )()(1 xfxf nn −+ . En déduire la position relative des courbes (Cn). 
 
C)   Soit h la fonction définie sur I = [0,1] par ( )1)( 2 ++= − xxexh x . 

1°) Etudier le sens de variation de h. En déduire que pour tout nombre réel x ∈ I on a : 
       h(x) ≥ 1. 
2°) Montrer que : 3,10 ≤ α0   ≤ 3,11. 

3°) Montrer que le point de (C0) d’abscisse 
2

3  est en dessous du point de même abscisse 

de (T0). 
4°)  Donner le tableau de 0f . 
5°) Tracer (C0) et (T0). 
6°) Calculer l’aire A0 de la partie du plan comprise entre (C0) l’axe des abscisses et les 
droites d’équations x = 0 et x = 1. 
 
D) On considère les suites (Un) ; (Vn) et (Wn) définies pour tout entier naturel n par : 
               

[ ]
n

nnnnn V
WffffVdxxfU

1
;)0(....)0()0()0(2;)(

1

0 210 =++++== ∫ . 

1°) Calculer U0. 

2°) Montrer que pour tout entier naturel n on a : nn UU
e

+=+ + 1
1

1 .  

     En déduire la nature de la suite (Un). 
3°) Calculer Vn. 

4°) Déterminer deux nombres réels a et b tels que : 
21 +

+
+

=
n

b

n

a
Wn . 

5°) Calculer  nWWWWS ++++= ........210  en fonction de n. 
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Sujet de Remplacement 
 
 
EXERCICE 1 
 
ABCD est un rectangle de centre O tel que AB = 2a  et BC = a où a est un réel 
strictement positif. 
 

1°)  a)  Montrer que 0=+++ ODOCOBOA . Interpréter ce résultat. 
       b) Montrer que D est le barycentre du système }{ )1,(;)1,(;)1,( −− CBA . 
       c) Calculer la distance DB. 
 
2°) Déterminer et construire :  
 
a) L’ensemble (F1) des points M du plan tels que : MA² – MB² + MC²  = a2 ; 
 
b) L’ensemble (F2) des points M du plan tels que : 
 
                                    || MCMBMA +− || = || MCMBMA 2−+ || 
 
 
c) L’ensemble (F3) des points M du plan tels que : 

)()( MDMCMBMAMCMBMA +++•+− = 0 
 
 
EXERCICE 2 
 

On considère la suite (In) définie par In = ( ) [ ] dxxx ne
)1ln(1

21

0
++∫

−
. 

1°) Calculer I0. 
 
2°) A l’aide d’une intégration par partie calculer I1. 
 
3°) Montrer que la suite (In) est à termes positifs. 
 
4°) a) Déterminer une relation de récurrence entre In+1 et In.  

     b) Montrer que pour tout entier naturel n,   In  ≤ 
1

3

+n

e
. 

     c) En déduire que (In) est convergente et préciser sa limite. 
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PROBLÈME  
 
On considère la fonction f définie par )1ln()( 2 ++−= xxexf x .  
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormal 
( )jiO ;; .  
 
A) Soit h la fonction définie par 1)( 2 ++−= xxexh x   

 1°) Dresser le tableau de variation de la fonction u définie par 12)( +−= xexu x .  
      En déduire le signe de u(x) suivant les valeurs de x. 
2°) Dresser le tableau de variation de h. 

3°) Montrer que l’équation h(x) = 0 admet une solution unique α dans ℝ.  
      Donner un encadrement de α d’amplitude 10–1. 
4°) Déterminer le signe de h(x) suivant les valeurs de x. 
5°) Etudier les variations de f  et tracer (C). 
 
B) Soit (E) l’équation différentielle ; z’’+ 2z’ – 3z = 3x2 – 7x – 3.  
 
1°) Vérifier que la fonction h définie dans la partie A) est solution de (E). 
 
2°) Résoudre l’équation différentielle (E’) : z’’ + 2z’ – 3z = 0. 
 
3°) Montrer que : t solution de (E) équivaut à  (t – h) solution de (E’). 
4°) En déduire les solutions de (E) 
 

C) Soit g la fonction définie sur I = [–1 ; 0] par  )1(
9

1
)( 2 xexxg −−= . 

1°) Montrer que g(α ) = α
9

1
. 

2°) Montrer que g’’(x) = – 
9

1 u’(x).  

    En déduire que pour tout réel x élément de I on a : | g’(x) | ≤ 
3

2 . 

3°) Etudier le sens de variation de g. En déduire que g(I) ⊂ I. 

4°) Soit (Un) la suite définie par : 






=∈∀

−=

+ )(,
2

1

1

0

nn uguINn

u . 

Montrer que pour tout entier naturel n : 
a) Un  est élément de I 

b) | Un+1 – α
9

1 |   ≤ 
3

2 | Un – α
9

1 |. 

c) 
n

nU 






≤−
3

2

9

1α . En déduire que la suite (Un) est convergente et préciser sa 

limite. 
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EXERCICE 1 : 
 

1°) Soit dans ℤ²  l’équation d’inconnues (x ; y) : a x + by = c  où a, b, et c sont 
des coefficients entiers relatifs. 
       a)cette équation a-t-elle des solutions dans les cas suivants ? 

• a = 7 ; b = 3 et c = 1 ;  
•  a = 6 ; b = 4 et c = 1. 

 b) Quelles sont les conditions pour que cette équation ait des solutions 

dans ℤ²?  

2°)  a)  Résoudre dans ℤ² l’équation : 3x – 7y = 5.  
b) Déduire de l’étude précédente les entiers naturels A inférieurs à 57 tels 

que  dans la division euclidienne de A par 3, le reste soit 1 et dans celle de A 
par 7, le reste soit 6. 

3°)a)  Résoudre l’équation différentielle (E) : 9y ’’ + π² y = 0 
     b) On désigne par f  la solution particulière de (E) dont la courbe 

représentative, dans un repère orthonormé, passe par le point P (1 ; 2  ) et 
admet en ce point une tangente parallèle à l’axe des abscisses. 
En utilisant les données ci-dessus, préciser )1(f  et )1('f  ; Déterminer f .  
 
EXERCICE 2 : 
Le plan affine P est muni d’un repère orthonormé ( )jiO ;; .  
1°) Soit f  l’application affine de P dans P qui au point M(x ; y) associe le point  
 

                       M ’ (x’ ; y’) tel que 




−−−=
+=

232'

53'

yxy

yxx
 

a) Montrer que f  est une application affine bijective admettant un seul point 
invariant . 

b) Quelle est la nature géométrique de ff o  ? caractériser )( ffff ooo . 
c) Soit M un point quelconque de P, on note :  

  )(;)(;)( 23121 MfMMfMMfM === . Démontrer que l’iso barycentre  
        des points M ;  M1 ; M2 ; M3 est le point invariant par f . 

    d) M est le point d’affixe z et M’ celui d’affixe z ’. Exprimer z’en fonction de z. 
2°) On considère les points I et A d’affixes respectives 1 et –2 ;  K est le milieu 
du segment  [ I A ]. (C ) est le cercle de diamètre [ I A]. 
Faire une figure et la compléter au fur et à mesure de l’exercice. 
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a) Soit B le point d’affixe .
21

41

i

i
b

−
+=  Ecrire b sous forme algébrique et montrer 

que B appartient au cercle (C ). 

b)Soit D le point de (C ) tel que(
→→

KDKI , ) = ,2
3

ππ
k+ où k est un entier relatif, et soit 

d  l’affixe de D. 

c) Quel est le module de  d + 
2

1  ? .Donner un argument de :  
2

1+d  . 

d) En déduire que   
4

33

4

1 i
d +=  

d) Déterminer un réel a vérifiant l’égalité :  
4

33

4

1

1

21 i

ia

ia +=
−

+
. 

Problème : 
Dans tout le problème on se place dans un repère orthonormé ( )jiO ;;  d’unité 
graphique 2cm.  
 
Partie A  : Etude d’une fonction auxiliaire 
Soit g la fonction définie sur ]0 ; +∞ [ par 1ln)( +−= xxxxg  et (Cg) sa courbe 
représentative. 
1°) Dresser le tableau de variation de g. En déduir e le signe de g(x) suivant les 
valeurs de x. 
2°) On note ( C’) la représentation graphique de la fonction : xx lna .  
      Montrer que (Cg) et (C’) ont deux points communs que l’on déterminera ; et 
que pour tout x de [1 ; e] on a : xxxx ln1ln ≤+− . 

3°) a) Calculer ( )∫ −= e
dxxxJ

1
ln1  ; 

b) Soit (∆) le domaine défini par : }{ xyxgetexyxM ln)(1/);( ≤≤≤≤=∆ . 

Déterminer en cm² l’aire de (∆). Donner une valeur décimale approchée à 10 –2 
près de cette aire. 
 
Partie B  : Etude d’une fonction f . 

Soit la fonction f  définie sur ]1; +∞[ par : x
x

xf ln
1

1
)(

−
= . 

1°) Etudier les limites de f en +∞ et en 1  
2°) Déterminer le tableau de variation de f   

3°) Tracer la courbe représentative de f  dans le repère ( )jiO ;; . 

4°) a) Montrer que l’équation 
2

1
)( =xf  admet une solution unique α comprise 

entre 3,5 et 3,6. 
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b) Soit h la fonction définie sur l’intervalle ouvert ]1 ; +∞ [ par  

( )1
2

1
ln)( ++= xxxh . 

- Montrer que h(α) =  α. 
- Etudier le sens de variation de h. 

- On pose I = [3 ;4]. Montrer que  h(I) ⊂ I et montrer que pour tout réel x de 

I  on a | )(' xh | ≤ 
6

5
. 

c) On définit la suite (Un) par : U0 = 3 et, pour tout n ≥ 0 , Un+1 = h (Un). 
 
Justifier successivement les trois propriétés suivantes 

- Pour tout entier  naturel n, αα −≤−+ nn UU
6

5
1  

- Pour tout entier  naturel n,  
n

nU 






≤−
6

5α  

- La suite (Un) converge vers  α. 
d) Déterminer un entier p, tel que Up soit une valeur approchée de α à 10–3 près. 

 
Partie C  : 
 Pour tout entier n strictement positif, on considère la fonction nf  définie  

sur ] 0 ; +∞[ par 
( )

∫== e
nn

n

n dxxfIet
x

x
xf

12
)(

ln
)( . 

1°) On pose 
x

x
xF

ln1
)(

+= . Calculer )(' xF , en déduire 1I . 

2°) En utilisant une intégration par parties montre r que nn In
e

I )1(
1

1 ++−=+  

3°) En utilisant la question 2°), montrer par récur rence que, pour tout entier n 

strictement positif, on a : )
!

1
........

!2

1

!1

1
1(

1
1

!

1

ne
I

n n ++++−= . 

4°) En utilisant un encadrement de lnx sur [1 ; e],  montrer que, pour tout entier 
n strictement positif, on a : 10 ≤≤ nI . 

5°) En déduire : 






 ++++
∞+→ !

1
...........

!2

1

!1

1
1lim

nn
. 

6°) On considère dans P le cercle ( г ) de centre O et de rayon 1.  
Soit A le point de coordonnées (1,0) et A’ le point de coordonnées (–1, 0). 
a). Par tout point H du segment [ ]', AA  distinct de A et A’, on mène la 
perpendiculaire (∆) à la droite (AA’). (∆) Coupe (г ) en M et M ’. 
On pose OH = x. Calculer en fonction de x l’aire du triangle AMM’. 
 
 b). Montrer que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral. 
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