Composition 2™ période 2006-2007 Epreuve de Mathématiques Série$TI-MTGC
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamko

EXERCICE 1 : (5 points)
ABCD est un parallélogramme de centre O tel quesAE et BC = a et I'angle

(,&B . AD j =7§T oU a est un réel strictement positif.

—_— —_— _— —_— -

1°) a) Montrer que OA+OB+0C +0D =0. Interpréter ce résultat.

b) Montrer que D est le barycentre des points sl (A,1) ; (B, -1) ; (C,1).
c) Calculer la distance DB.

2°) Déterminer et construire :

a) L’ensemble (p) des points M du plan tels que : MA2 — MB2 + ME211 & ;

b) L'ensemble (k) des points M du plan tels que :

[MA-MB+MC|| = || MA-2MB-MC]|.

c) L’ensemble (k) des points M du plan tels que :

_— — —

(MA-MB +MC)* (MA+MB+MC+MD)=0

EXERCICE 2 : (5 points)
f et g sont deux fonctions numériques a variables rédies fois dérivables siR

f'(x)=1(x)+9(x)
9'(x)=-f(x)+9(x)

vérifiant le systeme d’équations différentielleéS) {
1°) Résoudre I'equation différentielle (E) : y"2y’ + 2y = 0.

2°) a) Exprimer g(x) en fonction de f(x) et f’'(x)

b) En déduire I'expression de g’(x) en fonctionfde) et de f ().
c) Montrer que f est solution de (E).

3°) résoudre le systéme (S).

4°) En déduire la solution particuliere de (S) frant f(0) = 2 et g(0) = -1.
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PROBLEME : (10 points)

Dans ce probleme n est un entier naturel.

A) Soit g, la fonction définie dR par g, (x) = x> -3x? -n-1.
1°) Dresser le tableau de variation ¢e g

2°) Montrer I'équation g(x) = 0 admet une solution uniqug
3°) Montrer quex, n'appartient pas a [2 ; 3].

4°) Déterminer le signe dg (k) suivant les valeurs de x.

B) Soit f, la fonction définie par f,(X) = e"x(— x3+n +1). On note () sa courbe
représentative dans le plan rapporté a un repﬁiermrmé(o 0 ]) d’unité 2 cm.
1°) Dresser le tableau de variation fje

2°) On note M le point de (¢) d’'abscissey, .

Montrer quef,(a,) = -3a,°e*.En déduire entre les coordonnées x et y deihd

relation indépendante de n.
3°) Déterminer une équation de la tangentg &1{G) au point d’abscisse 0.
4°) Calculerf,,,(x) - f,(x). En déduire la position relative des courbeg.(C

C) Soit h la fonction définie sur |1 =[0,1] ph(x) = e"‘(x2 + x+1).

1°) Etudier le sens de variation de h. En déduile gpur tout nombre réele| on a:
h(x)> 1.

2°) Montrer que : 3,18 oy < 3,11.

3°) Montrer que le point de 6§3d’abscisse§ est en dessous du point de méme abscisse

de (To).

4°) Donner le tableau dg.

5°) Tracer (@) et (Ty).

6°) Calculer l'airell, de la partie du plan comprise entrg)(axe des abscisses et les
droites d’équations x =0 et x = 1.

D) On considere les suites {4 (V,) et (W,) définies pour tout entier naturel n par :

Un =3 M0 5 Vo =2[f60+ O+ 0+t 1,O] i Wy =

n

1°) Calculer W.

: 1
2°) Montrer que pour tout entier naturel n onatU,,, =1+U,,.
€

En déduire la nature de la suitg)(U
3°) Calculer V.

. : ) a b
4°) Déterminer deux nombres réels a et b tels Mg ——+ :
n+l n+2

5°) Calculer S=W, +W, +W, +........ +W, en fonction de n.
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Sujet de Remplacement

EXERCICE 1

ABCD est un rectangle de centre O tel que AB =28C = a ou a est un réel
strictement positif.

USRS N —

1°) a) Montrer quéi©A+0OB+0OC+0D = 0. Interpréter ce résultat.
b) Montrer que D est le barycentre du systf(,-1) ; (B,1) ; (C,-1)}.

c) Calculer la distance DB.
2°) Déterminer et construire :
a) L’ensemble (p) des points M du plan tels que : MA2 — MB2 + ME% ;

b) L'ensemble (k) des points M du plan tels que :

WA-MB+MC|| = [[MA+MB-2MC ||

c) L'ensemble (k) des points M du plan tels que :

_—

(MA-MB +MC)* (MA+MB +MC +MD)= 0

EXERCICE 2

L . P e-1 2 n
On considére la suite Jldéfinie par {= [~ (x+1) [In(x+D]" dx.
1°) Calculer §.

2°) A l'aide d’une intégration par partie calculer
3°) Montrer que la suite {l est a termes positifs.

4°) a) Déterminer une relation de récurrence dptiet |,
3

b) Montrer que pour tout entier naturel m,,sleTl.
n

c) En déduire que,jlest convergente et préciser sa limite.
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PROBLEME

On considére la fonctiom définie par f (x) =In(e* — x* + x +1).
On note @) sa courbe représentative dans le plan muni é&gpere orthonormal
(O ;i ; ])

A) Soit h la fonction définie pan(x) =e* - x? +x+ 1
1°) Dresser le tableau de variation de la fonctiatéfinie pau(x) =e* -2x+ 1

En déduire le signe de u(x) suivant les valele x.
2°) Dresser le tableau de variation de h.

3°) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet une soluuniqueo dansk.
Donner un encadrement@éd’amplitude 10"

4°) Déterminer le signe de h(x) suivant les valele.

5°) Etudier les variations dée et tracer €).

B) Soit (E) I'’équation différentielle ; z"+ 2z’ — 3z 3x — 7x — 3.

1°) Vérifier que la fonction h définie dans la pard) est solution de (E).

2°) Résoudre I'équation differentielle (E’) : 2’2z’ — 3z = 0.

3°) Montrer que : t solution de (E) équivaut & (i) solution de (E).
4°) En déduire les solutions de (E)

C) Soit g la fonction définie sur | = [-1 ; 0] pag(X) =é(x2 -1-¢€%).
1°) Montrer que gf) = éa.
2°) Montrer que g”(x) = —éu’(x).

En déduire que pour tout réel x élément ded ohg’(x) |<

wIinN

3°) Etudier le sens de variation de g. En déduieg(l) C I.

4°) Soit (U) la suite définie par Yo =75 .
OnOIN, U, =9(u,)

Montrer que pour tout entier naturel n :
a) U, est élément de |

1 2 1
b) | Un+1_§a| Sgl Un_gal-

n
C) ‘Un —éa < (%) . En déduire que la suite (lest convergente et préciser sa

limite.
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Lycée Technique BAC BLANC

SPECIALITE MTI - MTGC SESSION : Mai 2007
EPREUVEDE: | MATHEMATIQUES DUREE : 4 heutes
EXERCICE 1 :

19 Soit dans 72 I'équation d’'inconnues (X ;y) : ax + by =c ou a, b, et c sont
des coefficients entiers relatifs.
a)cette équation a-t-elle des solutions dans les cas suivants ?
e a=7;b=3etc=1;
e a=6;b=4etc=1.
b) Quelles sont les conditions pour que cette équation ait des solutions
dans 72?

29 a) Résoudre dans Z2'équation : 3x — 7y = 5.

b)  Déduire de I'étude précédente les entiers naturels A inférieurs a 57 tels
gue dans la division euclidienne de A par 3, le reste soit 1 et dans celle de A
par 7, le reste soit 6.

39a) Résoudre I'équation différentielle (E) : 9y ” + 12y = 0
b) On désigne par f la solution particuliére de (E) dont la courbe

représentative, dans un repére orthonormé, passe par le point P (1 ;+/2 ) et
admet en ce point une tangente paralléle a I'axe des abscisses.
En utilisant les données ci-dessus, préciser f (1) et f'(1) ; Déterminer f.

EXERCICE 2 :
Le plan affine P est muni d’'un repere orthonormé(o; 1] )
19 Soit f l'application affine de P dans P qui au point M(x ; y) associe le point

M* (X ;y) tel que {x—3x+5y
y'=-2x-3y-2
a) Montrer que f est une application affine bijective admettant un seul point
invariant .
b) Quelle est la nature géométrique de f o f ? caractériser (f o fo fo f).
c) Soit M un point quelconque de P, on note :
M;=f(M); M, =f(M,); Mz=f(M,). Démontrer que I'iso barycentre
des points M ; M; ; M, ; Ms est le point invariant par f .

d) M est le point d’affixe z et M’ celui d’affixe z ’. Exprimer z’en fonction de z.
29 On considere les points | et A d’affixes respectives 1 et —2 ; K est le milieu
du segment [ A]. (€) est le cercle de diametre [ | A].

Faire une figure et la compléter au fur et a mesure de I'exercice.
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a) Soit B le point d’affixe b :%. Ecrire b sous forme algébrique et montrer
-2

gque B appartient au cercle (€).

b)Soit D le point de (€) tel que(KI,KD) :%+2kn,ou k est un entier relatif, et soit

d l'affixe de D.

c) Quel est le module de d + % ? .Donner un argumentde : d +% :

d) En déduire que d :%+ SIf’

1+2ia_1 33

d) Déterminer un réel a vérifiant I'égalité : _
l1-ia 4 4

Probleme :
Dans tout le probléme on se place dans un repéere orthonormé (O; i ] ) d’'unité
graphique 2cm.

Partie A : Etude d’'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo [ par g(x) =xInx—x+1 et (Cg) sa courbe

représentative.

19 Dresser le tableau de variation de g. En déduir e le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

29 On note ( @) la représentation graphique de la fonction : x — In x.

Montrer que (€g) et (€) ont deux points communs que I'on déterminera ; et
que pourtoutxde[l;eJona: xInx—x+1<Inx.

39 a) Calculer J =] (x~1)Inxdx ;
b) Soit (A) le domaine défini par: A={ M(x;y)/1<x<e e g(x)<y<Inx}.

Déterminer en cm? I'aire de (A). Donner une valeur décimale approchée a 10
pres de cette aire.

Partie B : Etude d’'une fonction f .
Soit la fonction f définie sur ]1; +oo[ par : f(X) =illn X.
X —

19 Etudier les limites de fen +ocoetenl
29 Déterminer le tableau de variation de f

39 Tracer la courbe représentative de f dans le repére (O; i ])

49 a) Montrer que I'équation f (x) =% admet une solution unique x comprise

entre 3,5 et 3,6.
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b) Soit h la fonction définie sur I'intervalle ouvert ]J1 ; +oo [ par
h(x) =In x+%(x+1).

- Montrer que h(x) = .
- Etudier le sens de variation de h.

- On pose | =[3;4]. Montrer que h(l) C | et montrer que pour tout réel x de

I ona|h'(x)|sg.

c) On définit la suite (U,) par : Ug= 3 et, pour toutn > 0, Un1 = h (U,).
Justifier successivement les trois propriétés suivantes
. 5
- Pour tout entier naturel n, [U,, —a\sg\un ~a|

n
- Pour tout entier naturel n, \Un—a\sg)

- La suite (U,) converge vers «.
d) Déterminer un entier p, tel que U, soit une valeur approchée de « a 107 pres.

Partie C :
Pour tout entier n strictement positif, on considére la fonction f, définie

sur] 0 ; +oo[ par fn(x)=(|n)2()n et I,=[] f,(x) dx.
X

19 On pose F(x)==T1NX

. Calculer F'(x), en déduire 1;.

29 En utilisant une intégration par parties montrer que |, =— 1 +(n+DI,
€

39 En utilisant la question 29, montrer par récur rence que, pour tout entier n

strictement positif, on a : 1In =1—}(1+l +1 o + 1).
nl € r 2 nl

49 En utilisant un encadrement de Inx sur [1 ; €], montrer que, pour tout entier
n strictement positif, ona: 0<l, <1,

59 En déduire : lim (1+%+21+ .......... +1).

n - +o

69 On considere dans P le cercle (r) de centre O et de rayon 1.

Soit A le point de coordonnées (1,0) et A’ le point de coordonnées (-1, 0).

a). Par tout point H du segment [A A| distinct de A et A’, on méne la
perpendiculaire (A) a la droite (AA’). (A) Coupe (r)en M et M,

On pose OH = x. Calculer en fonction de x I'aire du triangle AMM'.

b). Montrer que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.
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