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Arithmétique

~ ENONCES ~
EXERCICE 1 |

1) Les entiers ab et ba sont écrits en base quatre. s 4 )
s : . ba-ab=a
Résoudre le systéme en examinant toutes les possibilités pour aeN : -
: a+b+3=ab
2) a et b prenant les valeurs trouvées en 1), écrire en base dix puis en base deux chacun des entiers

naturels 3a3b (écrits en base 4).

*EXERCICE 2
Résoudre dans ZxZ ——
a) I’équation 3x-5y=6

3x-5y=6
b) lesysteme 2]
y=x {5]

EXERCICE 3
Démeontrer par récurrence que :
vneN 2x6x10x........... x(4n—2) = (n+1)(n+2).......x2n
« EXERCICE 4 =~
1) Déméntrer que Vn eN'; 3% +2x 4°* est divisible par 11 . \ ;

2) Déterminer ’ensemble des entiers naturels a tels que 321 4 4.4 soit divisible par 11 pour to t

entier naturel n.
. . !

5{EXERCICE 5
1) Démontrer que pour tout entier naturel p, 81p — 45p° est divisible par 5.
2) Déterminer les entiers naturels p tels que p’ + p — 2 soit divisible par 7. Cl
EXERCICE 6

A tout couple (x, 7) d’entiers x et n supérieurs ou égaux & deux, on associe le Nombre entier noté a(x i),
qui, dans le systéme de numération de base x, s’écrit avec n chiffres dont le premier et le dernier son:

des 1 et les autres (s’il y en a) des zéros.
Ainsi a(3,2) =1 len base 3 jui est I’entier quatrc

a(33)= 101" =10
a) Montrer que quelle que soit la base x, a(x, n) est divisible par a(x, 2) si n est paire et ne I’est pas 5i 2

l

est impaire.
b) A quelles conditions les entiers x et n doivent — ils satisfaire pour que le couple a(x, 1) soit divis ble

par 3.
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EXERCICE 7 7

Soit N un entier naturel tel que, en numération décihmale,- N s’écrive abed et que I'entier qui s’écrit
beda par 7. ‘
() Montrer que si a=7 alors beda—10 N = 0[m0d7]

3n déduire que pour cette valeur de a, N est divisible par 7.
) Montrer que 10N — 3a est divisible par 7 ; en déduire que si N est divisible par 7, alors a =7

EXERCICE 8

() Soit N I’entier naturel dont I’écriture dans le systéme de numération de base 13 est N = 25x3. Pour
juelles valeurs d= x : N est — il divisible par 6 ? divisible par 4 ? divisible par 24 ?
1) Déterminer I’ensemble des éléments x de Z qui vérifient : 3x = 23(mod7) . En déduire I’ensemble

1es courbes (x, y) de Z* qui vérifient 3x =7y =23 T
(D’apres BacSET 1991)

EXERCICE 9

1) Trouver trois naturels a, b, ¢ différents del, premiers entre eux deux a deux et tels que

2x bxc=49S ke o .
') Xx,y,z étant des chiffres-de la base dix, on cons1dére le nombre 4 = xl3y8 en base dix. Déterminer

ous les triplets (x, y, z) pour lesquels A est multiple de 495.
(D'aprés Bac SET 1980)

! EXERCICE 10

! } .es chiffres dans le systéme de numération de base seize sont: 0, 1,2,.......9,a b, ¢, d, e, f.

1) Calculer fe quotient Q et le reste R de la division euclidienne des nombres M par N dans les cas
: vivants : (la d1$posmon pratxque de la technique de la division en base seize est exigée)

a) M=cafe et N=bac

b)) M= abada et N= def
i) Vérifier les résultats du 1) & I’'aide des écritures de M, N, Q et R dans le systtme décimal
1) Déterminer deux entiers relatifs x et y tels que 51966x +2988y = 18 ; 51966 et 2988 sont donnés

c'ans le systtme de numération de base dix.

EXERCICE 11

) Montrer que si p et q sont deux entiers relatifs premiers entre eux, il en est de méme de p et 7.
) On se propose de trouver les racines rationnelles de I’équation (1) :3x> —2x? + 6x -4 = 0

a
¢ ) soit 3 un nombre rationnel écrit sous forme irréductible. Montrer que, s’il est solution de (1)alors a

civise 4 et b diVise 3. | |
) Montref qu’une solution de (1) ne peut étre négative. . !

:) Déduire de ce qui précéde que la seule solution rationnelle de (1) est %

) Résoudre dans C I’équation ; 3x*> —2x? +6x—4=0
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EXERCICE 12 ,

1 le reste de la division euclidienne de 7° par 10

1) Etudier suivant les valeurs.de I’entier naturel _ :
12) Dans le systéme de numération décimale, déterminer, suivant les valeurs de I’entier naturel n, &

chiffre des unités de entier A(n) définie par A(n)=1+ Pt 4T \

)

EXERCICE=13

1) Résoudre dans ZZ* I’équation 17q - 11p =2

2) On considére par n la classe d’équivalence modulo. 187 de Pentier neZ. Résoudre dans Z/1¢7.Z

I’équation x* —1=0

EXERCICE 14
o
__Soit E 'anneau Z/33Z , 1a classe de Ventier naturel n sera noté n
1) Soit fI’application de E dans E définie par f(x) = 17x+9
Trouver I’inverse de 17 . Résoudre dans E I’équation f(x)= 0
2) Montrer que f est une bijection dont on donnera la bijection réciproque.
EXERCICE 15 " \
Résoudre dans N ’équation : 3% — 5x3% —3% +5=([11] & |
Y
EXERCICE 16 \ '
. k
1) Déterminer le PGCD des nombres 21590 et 9525
2) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x pour lesquels 34x= 2[5]
3) Résoudre dans ZxZ I’équation 21590x + 9525y = 1270
» | \
&
EXERCICE 17 \ !
On désigne para la class: d’équivalence modulo 15 de I’entier a. |
1) Déterminer les couples (4,5) telsque ab=0, a# Oetb=0
2) Résoudre dans ZZ/15ZZ ’équation x? -bx+5=0 ‘
3) Résoudre dans (Z/ 15Z)* le systéme suivant : »
Ax+3y =0 i‘
! 2x + y= 5 |
\
EXERCICE 18 | \ i

b est un entier strictement pesitif supérieur a 1. On rappelle que b> ~1=(b+1){6-1) |
1) Quel est le PGCD de 5> et (b-1) ? ‘ |
- 2) Quel est ’ensemble des solutions dans Z* de 1’équation bix+(b-1)y=17 ‘ 1
APPLICATION NUMERIQUE : Résoudre dans ZZ” ’équation 9x+2y =1 ; ;
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EXERCICE 19
:' Yéterminer les couples d’enttiers naturels (¢, b) tels que - g
a+b=168 . ‘PGCD(a,b)=27 |
PGCD(a,b) = 21 {PPCM(a,b) =108

%) (a,6) #(5.9) PGCIXa.*,+ PPCM(a,b).=b+9

EXERCICE 20

J g {1 '

%} éterminer 12+ paires d’entiers naturels {a,b} qui vérifient :
, _16d= 1977 o’ =PPCM(a, b) et d= PGCD(a, b)

EXERCICE 21

{ ;E-ta'b—l‘ir q&é ‘;.l.’(a,b,,q) eZ, anb=bn(a- bq).la notation a Ab désigne le PGCD des entiers
catifsaetd.
! Montrer que V7 eZ (Sn3 - n) A(n+2)=(n+2)A38

i Déterminer E’f:;sémble des entiers relatifs n tels que (n + 2) divise (57° — n). b
-1} Quelles sent Jed valeurs possibles du PGCD de 5n’-netn+27

. ) Déterminer ’ensemble des entiers relatifs n tels que (Sn3 —n) /\_(n + 2) =19

EXERCICE 22

1) Détcrminc;r I’ensemble des couples d’entiers relatifs (x, ) solutions de I’équation (1) : Sx -4y =2.

Z) Onconsidére 1’ensemble des couples (a, b) solutions de €))
> Quellgs sont les valeurs possibles du PGCD de eth? .
i+ Montrer qu’if existe un seul couple (a, #) dont le PPCM dea et b est 60 etle PGCD dea et best 2.

,~ EXERCICE 23

1 Démontrer, qi*x.el qﬁe soit I’entier naturel n,ona: 343 4 9" =0 [T7]
2" Résoudre dans Z/7Z I’équation : x* +2x+ 6=0

: a? -b* =405

3 Résoudre l¢ systeme (a,b) eN'xN’ {3 5 m étant le PPCM des entiers a et b.
m = .

(D’aprés Bac SET. MTE M TGC 1998)

EXERCICE 24 ' .

1 Onsaitque: 10> —1=9x 111,
10° —1=7x11x13 -

Pc¢ 1 - tout entier naturel, on considére le nombre A = 10" +2x10% +2x10°" +1.
Dx t :rminer le reste de la division de A par 111.
2) Onsuppose 7 impaire. Démontrer que A est divisible par 7, par 11, par 13.
3) *)n suppose i pair

t) Démontrer que A — 6 est divisible par 11, par 7, par 13.

) - Quel est 14 seste de la division de A par 111x1001 ?

‘. (D'aprés Composition ¢ Période District de Bho 1997)
. E', | 57 .
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'EXERCICE 25

1) Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n, Ie reste de la division de 4” par 7.
2) Déterminer suivant les valeurs de entier naturel », le reste de la division de

A=851"" +851*" + 851" +2par 7.

A

3) On Considére le nombre B qui s’écrit dans le systéme de numération a base quatie, B =21032
Déterminer dans le systéme décimal le reste de la division du nombre B par 7.

e BRI R L o ke 0L
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ey a+b+3=ab

Arithmétiqie |

. ~SOLUTIONS ~
|

C

EXERCICE 1

- 1) Les racines b et ba sont écrit en ba quatre .
{EZI—Z:Z:a . {4b+a—4a—b=a =3a(b-a)=a (1)
a+b+3=4a+b =a=1 (2)

= ., "équation (1) est équivalente aux cas suivants :
<+ Sia=0 alorsb= 1 efona: 3031 721 =T11011101"

s Sia=3 alorsb=2 etona: 3132 _=222=1T0_1T1_i—02

o Sa=6 b b A e TTRS =208 = TI0NIHT
i EXERCICE 2

! :
| ~ Résoudre dans Zx Z :
2) L'équation 3x—~5y = 6:
i5y=6 < 3x=645y @3x=6] & x=2f5] & x=5k+2
( ‘n obtient dans 3x -5y =6 , y= 3k
L 'oit ’ensemble solution dans Z’ de 3x—5y="6 est S= {(Sk +2,3k) sk eZ}

>

' ’ 3x-5y=6
b Résoudre dans Zx Z le systéme x .D'aprés a):
y=x[s]

Tx=5y=6 = ]x\=51c+2 ;yexz[Sl' = ys(5k+2)z[5] = yTE4[5] & y=5k'+4
L yisque nous avons aussiy = 3k alors on obtient 5k'+4 = 3k ‘
St —S5k'3k=4 << k=5a+2 (a€ Z) d’oi l'ensemble des solutions dans Z x Z du systéme

Lt x=Sk+#2=25a-8 ; y=3k=15a-6 ie s:{(zsa—s;l'Sa—é) aez)

EXERGICE 3

" $terminons pz?xr récyrrence que vn el
1 x 6% 10%...... ‘...:<‘4n—2)=(n+1)(n+2) ....... 2n
. i us savons que pour n=1 -2 =2 de méme pourn=2ona 2x6= 3x4=12
.1 pposons la propriété vraie jusqu ‘aurang nie 2x6x10x......... x(4n - 2) = (n + IXn + 2) ....... 2n et
i 1 ntrons qu'elle est vraie aurang n +1 ie
’ 16 x 10x...... x(4nf2)(4n +2) =(n+2)(n+3)x ...... x2(n+1) ,
1) 1prés I'hypothése de récurrence 2% 6% 10x.....x(4n - 2)=(n+ 1)(n+ 2)x......x2n donc
£ 6x 10x..... x(an—2)4n+2) = (n+1)(n+ 2)x..x2n x{dn+2)

n+1)(n+27)x.;;:2nx(2n +'1)x2 =(n +2)x(n+3)x ..... ><2nx(2n+1)x2(n+l)

=:in+ 2)(n + 3)._..:.{2(n + 1).
(e qui montre quee la propriété est vraie au rang (n+1)
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Arithmétique fg :
~  EXERCICE 4 4
1) Démontrons que : Ve N 3*"! +2 x 4> est divisible par 11 :

3L 3,32 _30n . g3mel _ g gn

Nous savons que 4" = 9[1 I]doncZ x 4" = 8)! 4% = §x 9"[1 l]

Ainsi 37" +2 x 43 = (3x9" +8x9"11] & 3™ 4+2x4™ = 0[11]

Car3x9"+8><9"=11x9"50[11]
2) 3 +ad™ = 0[11] 3x9" +4.09" =0[11] > 4a+3=0[11] & a=2[11]

d'oz‘zae{llk+2}aveckez ' !
' |

EXERCICE 5

1). Démontrons que pour tout naturelp-81p* -45p® +4p est divisible par 5 = ' .
Nous savons que 81 = 1[5] , 45= 0[5] et 4= 4[5] alors 81p° —45p® +4p ‘s % 4 4p{5]
Pourp=1 p5+4p=550[5] !
Pourp=2 p5+4p=40=0[5] ‘

Supposons que pour toutp € N' p° +4p = 0[5] montrons alors qite (p +1) +4( p+ ) 0[5]
Ona:(p+1) +4(p+1)=p +4p+5(p +2p° +2p* + p+1) = 0[5] par p* +4p- ofs]
Par suite, pour tout entier naturel p, 81p° — 45p +4p estdivisible par 5. '
2 Déterminons les entiers naturels p tels que p + p—2 soit divisible par 7. i

Pour p {O, 2,4,6,8}, p* + p—2 n'est pas divisible par7 ' ' :
Pourp=1 p3+p—2=05[7] , i 1

Pourp=3 p’+p-2=28=[7] |
Par suite p® + p—2 est divisible par 7sip=1+Tkoup=3+T7k, ke N |

" |
EXERCICE 6 3 ‘ j

—_— b |

Soit = a(x, n) =100---001"  (n chiffres) ‘, i‘ {
=a(x,n) =100---001"  (n pair) a(x,2)=11" | I‘*“

Lorsque n est pair la somme des chiffres de rang pair est 1 et celle des chiffres de rang‘ ‘Iivzpalr estl

1-1= 0{11 ] d'ott N est divisible par a(x, 2)

Lorsque n est impair la somme des chlﬁ’res de rang pair est 2 et celle des chiffres de rang impair est '

2 —-0=2n'est pas divisible par 11" d’oi n'est pas divisible par 1
b) alx,n)=x""-1=0[3] ssi x"'= 2f3] -, - %
pour que X" soit congru & 2 modulo 3 il faut que x = 23] e n=1[3]

En conclusion a(x, n) est divisible par3 six=3k+2etn=3k'+ 1 avecke N etk’'e N

i

60
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EXERCICE 7

N=abed ot beda=0[7) |
1) Montrons que : sia=17 alors beda 10N = 0[7]

! In a beda - VBN —b103=i~c10+a—10(a103+b102+c10+d)
' CHS

| ar(1-10Y)
Wi a=7 a'z’bvs l beda—10N =7(1-10%) = 0[7]
' {bf ~10N=0[7] = 10N=07] = N=0[7]
= 0[7] car 10 n'est pas divisible par 7

' )'autre part

, k( ) Montrons quv 10N - 3a est divisible par 7
LN =3a=010* +510° +c10? +d -3a =510’ +cl10? +d.10+a+al0* ~4a,
;"ION 3a =bcda +a(10* - 4) o
0=3[7] = =4[7] < 10°-4=0[7] o a(10*-4)=0[7]
i uisque FQE - 0[7] alors 10N —3a = beda +a(10* - 4) = 0[7]
SiNest dzvmb{e par 7 alors 10N = 0[7] et comme 10N —3a = 0[7] alors 3a = 0[7]::> a= 0[7]
« ‘rae{0121 ......... ,8,9}donca=7

EXERCICE 8

i bty
1) N =25x3 dans le systéme de numération de base 13

L 7=2133+513% + %1343
cna:13=1[6] = N=2+5+x+36] o N=x+4[6]

j1=006] & x+4=06] = x+4=6k = x=6k-4,keN’
{012,012} = 0<6k-4512 = kefl2)

p)urk—l , X= 2

purk=2 =8

Cnaaussi:'13=1[4] = N=2+5+x+3[4) o N= x+2[4]
A divisiblepar 4 <> x+2=0[4] & x=4k-2, ke N’
rief0 1, 2iesin 12} = 0<4k-2<12 = ke{l,2,3}
courk=1 , x=2

swrk=2 , .x=6

Jprk=3 | =10 !

\ est divisible par24 ssi N est divisible par 4 et par 6 car 24 =6 x 4
\divisiblepar243¢> xe{2,8}m{2,6,10} & x=2

¥ 3x=237]|le 3x=7k+23 ke Z
‘?_r=7k+23'f§_;tqftt‘w;3/7k+23 o ¥, puisque 7=1[3] et 23=2[3]
Hk+2=k4pL3a>k=3a-2,a e Z d'ou:
3.x-7‘k+23’<.:>;3x—7(3a 2)+23

' 3x= 21a+9—*x Ta+3

:mc 3x\;23ﬂﬂt>x Ta+3 ;ae Z

1 "L'_‘ : 61
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| " Arithmétique

abadkx I bac
" . e —— j
o a4 |- G5
47%
~— 45ab
lef

ba < Je_fdonc on divise abad par Ee_f_ou ab par d ‘
B =10x16+11=10(14+2)+11=12x14+3=cxd +3
Lix fr=12x15=11x16+4 =54
Y xe=12x14=12(16-2) = 10x16+8= a8
(xd=12x13= 9%x16+12=9c

; ol cx def = =479 . On procéde comme précédemment pour déterminer le quotient de 479 par

. of etleresic.

T
% n conclusion @bada = def x 5+ lef
\ Veérificaiion : cafe” =12x16* +10+16+15+16+14 = 51955 (en base dix)
P76 _16+1=17 ; bac  =11x16>+10x16+12=2988
1 3% _4x16% 491642 =1170 ; 51966=17x2988+1170 R
ZsZZE“‘ —10x10* +11x10% +10x16% +13x 16 +10="703194 (en base dix)

4 F=3567 ; ©5=197 ; ief =495
iy 3567 x 197+ 495 =703194

*) 51966x+2988y = 18 2887x +166y = 1 = }
1 % Igorithme d'Euclide nous donne : '
! T [ a7 2 1 1 1
ik 2887, 166 65 36 29 g
65 36 29 7 1

N7 is en déduisons les relations suivantes :

65 =2887 - 17 x166 36=166-2x65; 29=65-1x36; 7=36-1%x2%et1=29-4x7d'ou
1 =29—4x(36'—29'l)<:> ] =-4x36+5x29 <> 1=-4x36+5(65-36)

1=-9x36+ 5K 65 < 1=-9(166-2x65)+5x65 < 1=-9x166+23 x 65

¢35 1=-9x 166 + 23 x (288717 x 166 ) <> 1=2887 x 23 +166 x (400 )

[ n » solution particuliére de I'équation 2887 X + 166 Y = L est alors (23, -400 ).

L ¢ 1semble de ses solutions dans Zlest: S= {(—-l66k +23:2887k -400); ke Z }

EXERCICE 11 | )

1) ] ous savons que si p et g sont deux entiers relatifs tels que pAq =1 dlors Vne N, paq" =1 ;en
pat culier pA g® =1
2) {oit I'équation (1) : 3x} —2x* +6x-4=0
a) Ot § e Q avec anb=1,si 4 est une solution de( 1)alors 3(%)3 - 2(%)2 + 6(%)— 4=0
"1 —2a%b+6ab> —4b> =0 '
A ¢h 63
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Arith;nétique
a(3a? ~2ab+65?) - 4b° = 0 &> a3a” - 2ab + 65?) = 4b°

|

Enposant k = 3a® —2ab + 6b*alors on a : ka=4b>a et b*.étant premier entre ew:, d'aprés gat 5: b

divise 4. De méme g— solution de (]), si 3a’ —[)(2(12 —6ab +4bz) =0 3a® = k'

{k' =942 —Gob +4b2)

" En vertu du méme théoréme de gauss b divise 3
b) Soit x une solution de (1), supposons x <0 alors a> 0 tel que x = —a donc

3(—a) ~2(~a)* +b(-a)-4=0¢>3a> +2a* +6a +4=0 ce qui est impossible car a étant positi/' Iors
3a® +2a’ +6a+4>0 d'oitx nepeut étre négatif ;

¢) D'aprés les questions a) et b), si ; est solution de (1), alors a {1,2,4}et bef 1I,3} ; on vérifi
aisément que seule % est solution de (1) ' ~\.-_. B

- )
3) ; étant une solution de (1), 3x* —2x* + 6x - 4 est divisible par x— —i— La division rous donne -

3x° —2x* +6x—4 = (x—-—i—)(&r +6)azm:(1) x=§ou3x +6= 0> x’ =2 x=i2 onx 1
£
f

x =—iy2. . o A

Les solution dans Cde (1) sont : % iv2, —i2.
\ !

EXERCICE 12

1) nétant un entier naturel, on a:7° = 11 O] L 7[10];72 % 9[10]; o 74,‘ ][10]_74k1,r. !7[10]
74k+2 _ 9[10] er 7943 = 3[] 0] avec ke N . | '
2) A(n) =14 T+ TP 4 P4 +1" nous remarquons que la somme des reste est : ! ;

14+ 7+9 +3 =20 (Te chiffres des unités est 0)

- Sin=4k le chiffre des }lnités de A(n) est 1

- Sin=4k +1 le chiffre des unités de A(n) est 1+7=8

- Sin=4k+2 lechiffre des unités de  A(n) est1+7+9=17 qui est 7

- Sin=4k+3 le chiffre des unités de A(n) est celui de 17+3=20 qui est 0.

EXERCICE 13

l)’Resoudre dans Z* I'équation 17g-11p=2
lig-1lp=2 < 179=2[11] o 6g=21] o ¢=411] < q—llle+4
On obtient p =17k +6 | I'ensemble des couples (p, q)eZsqunonsde 17¢-11p =2 est

S= {17k+6 11k +4), k e Z} i’

e i AN ATt

2) n désigne la classe de n dans Z/l 87Z

2

Résoudre Z/187Z = x~ —1= P '
X -1=0. & (x-T)x+ ) 6 & (x-1x+1)=00187] & (x=1)x+1)=(11x17)a (@ez2)
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—-l—_, > L x—1= llperx+l=]7q) ou (x—]=17qetx+l:l|1p)]
5 -i=11p : '
" 2 § 5

{x+1r.,7q : = 17q 11p = 2. Cela nous donne p=17k +6.

Dcmscecqs x_=187k+67<:>x=3'7

Y AT { - = 17g+11p=2 ;onobtient p=17k -6.

x+1=11p
1 Dans ce cas x = 187k —67 < x =120
)am Z/N81Z L—- let x = —1= 186 sont aussi solutions

} n conclusion les solutzons de l'équation x*-1=0 sont 1 N 186 , 120 et 67
,'a

g EXERCICE 14

;I | est I'anneay Z/33Z. n estla classe de n oo -

) f‘E—)E'fo(x)—ﬁx+§.L’inversede]7dansEest1'éIémentalelque ﬁxa:i::on
btlenl a=2 car17x2= 1[33]

F(x)=0 o 17x49=0.¢ Ix17+42x9=0 & x+18=0 o x=15

1 est bijective ssiV ye E, IxeEiel gie y=f(x) < y=17x+9 < 17x y+24c>x 2y-1-15'
’( ‘e x étant unique pour y donné alors f est bijective : f 7 (x) = 2x +15

) g EE1x g(x)= 22x+7 Nous remarquons que 22 = 11x2 ; puisque 11x3 = 0 alors :
< Six=3k éstélément de E alors g(x)=22x3k+7=7

te Six=3k+1 dlors g(x)=2x(3k+1)+7=125 !

i - s = b
¢ Six=3k+2 alors g(x)=22x(3k+5)+7= 13
E n conclusion I'ensemble des images des éléments de E par g est S = {7 : 18 E ﬁ}
i ° ‘ ) | v %
EXERCICE 15

leésoudre dans N ['équation d’inconnu x :
3% 5% 3% -3 +5=0[11]

37 +5=(37 -1)3" - 5)
(2 -1)3 -9)=011] o 3 -1=0ft1] ov 3*-5=0[11]
I :s restes de lo division par 11 des puissances de 3 sont : 3 = 1[1 1] |
3% =3 1] 32 =9[11] ; 3¥*P =511] ; 3 =4[11] (keW)
9“ ~1= 0[1"1«.-:32 =[] 2x =5k < 3a €N tel que x=5a

-5= 0[1 []ls3* = 5[1 1] < x=5k+3 En conclusxon les solutions dans Nde ['équation

:}I_SXBII_

-

% 53 1+5=O[11] sont : x=5k ou x=5k+3 avecke N
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EXERCICE 16

1) Déterminer le PGCD des nombres 21590 et 9525 A
Apres décomposition on obtient : 21590 = 2x5x17x127 et 9525 = 3x5?x127 d 'ott PGCD

(21590, 9525) = 5x127 = 635 W
Remarque : I'algorithme d’Euclide nous donne : .

Ce qui nous conduit 3 PGCD (21590, 9525) =
2) 34x=2[15] < 17x=1I5] o 2x=
3) Résoudre dans Z x Z 21590x + 9525y = 1270
Cette équation est équivalente @ : 34x +15y =2 &

2 3 1 3
21590 9525 2540 1905 635
2540 1905 635 0
635

[15] & x=8[15] < x=15k+8 keN

" I>'oit 'ensemble des solutions de I’équation’est : S = {(15k +8 -34k-18), k eZ}

EXERCICE 17

0 désigne la classe d’équivalence modulo 15 de I'entier a.
1) ab=0aveca#0etbz0 & (a 5)~e-{(-31c—,~5k', 3k
2) Résoudre dans Z/\5Z l'équation x2-6x+5=0

2 —br+i=0 o (x-i)fx-3)=0 = =1 ou x=5ou{

x—1=3k et x—5=5k

\

x-1=3k

ou
x-5=5k

)avec'k €{1,2,3,4} et Kefl,2)
b

{X:—]=5k'
x~523K

&> 4 =3k~ 5k'onobtient k=3 et k’= 1 ce qui nous donm\lx =10

x-—1=5k et x—5=3k <> 5k'-3k =4onobtient k=3 ce qui nous donne x = 11
Eni:conclusion l'ensemble des solutions dans Z/1\5Z xP—bx+5=0est S= {i, 5,10,1 i}

3) Résoudre dans (ZNSZY {

tr+dy=3 @
Ix+y=5 (2)

i:\

)
i

2 < y=5-2x: (1) devient alors 3x+3(5—2x)=3x<:>—3x=3<:>3x=-3<:>3x£-1'2

doit x=4 oux=9

Pour x=4 ontrouve y=12 ; pour x= 9 ontrouve y = 2

I 'ensemble des solutions du systéme est S = {(4, 12), (9, 2)}

EXERCICE 18

b est un entier naturel strictement supérieur a 1
1) Puisque b* —1= (i ~1}b—1)alors b2 —(b+1{b-1)=1

En posant u= 1 et —(b + 1) = v alors b* (b - 1).vérifient I'identité de Bézout, ils sont donc

entre eux.

- 2) b x+(b-1)y=1. D'aprés
I’ensemble des solutions dans Z* est S = {(—k (b-1+1; kb* —(b+ 1)) ke Z}

{
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1) (l, -(b+ l)) est une solution particuliére de cette équat‘ion :

lpremiers
|

34x=2-15y & 34x=2I5]<> x =15k +8.

R == S
=Sy

-
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" 3) 9x+2y=1 estdelaforme brx+(b—1)y=1avecb=3 d’oit I’ensemble de ses solutions est

5 —‘ I ) S={(—2k+:,9k—4)} avec ke Z

! EXERCICE 19

a+b=168
1) Déterminkr les couples d'entiers naturels (a, b) tels que
it : PGCD (a,b)=21

iy a=2ld

_ PGCD (a,5)=21 = { St 21; oira’ et b' sont deux entiers naturels premiers entre eux alors

' a+b=168 > 2la4+2lb'=168 < a'+b'=8

’ i

a' 1 2 3 4

b 7 6 5 4 3 2 1

e e e i

‘, n obtient :
a'=1 a=21 a'=7 a=147 !
R = * = v
' =T b=147 b=1 b=21 : {
. : i » . ; ;
e —f@'=3 a=63 !a =5 ---fa=105
ES = * =
D=3 b =105 0= b=63
1 =5 couples d’entiers naturels (g, b) soluuon.s sont done (21, 147) ; (147, 21) ; (65, 105).; (105, 63)
PGCD (a,b) =27
23 Déterminors les couples d’ enners' nalureIs (a, b) tels que
PPCM (a, z‘,) = 108
pacDe, 821> 17" 2% avec PGCI Bt
cnaz a, b 27b' avec a'

15 autrepart PG lb(a b)x PPCM(a,b)=ab & ab=27x108
2 12'%27b'= 24‘"’108 4

“k;f a 1 2 4
il B 2 1
() 1 obtient .
a':l Na=27 a'=4 a=108
=5 * =
b'= b=108 =k - =27

Ld? couples d ’vm‘lers naturels (a, b) solutions sont : (27, 108) ; (108, 27)
’%) | Déterminons Tes couples d'entiers naturels (a, b) tels que PGCD{a,b)+ PPCM(a,b) =b+9

Fo ons PGCDia, 5)=d et PPCM(a, b)=m

Alirs a=da , b=db , m=da'b' avec anb'=1 ' ,
Arsid+m=b+9 <0 -d +da'b'-db'=9 & d(l+a b'=b") =9 d est donc un diviseur de9:
ac{1,39 | |

* Mi d=1 dorsid' b-b'=8" & b'(a 1) 8 = b estundiviseur de 8 b'e{1,2,4,8}.
Ru;arquomquepourd—l a=detb= bdouonaura b=1leta=9 ; b=2eta=5 ; b=4et
g A
* 8§ld=3> alor\ a'b'-b'=2"%e B (a ) 2 Onaura: b'=1leta'=3
. - j: '. : 67
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Ce qui nous donne a=9 et h=3 \ 4

* Sid=9%alors a'b'-b'=0 b'(a'—l) =0 © a=1e belN
d'otta=9 et b=9b". L'cnsemble des solutions est ;

S ={(0.1.(52)(3.4)(9.3)(9.96), b" e N }
EXERCICE 20

1) Déterminons les baires d’entiers naturels (a, b) qui vérifient

m—16d =1977 ot m=avb,d=anb . .

Noiws avons a=da’', b =db', m=da'b’ avee a’' A b’ = | .

m- 16d = 1977 <> d(a'b'~16)= 1977 : d est alors un diviseur de 1977 = d e {l 3‘;659, 1977}

o Sid=ladlors a'b'=1993:a'=1etb'=1993=>a=1 et b=1993 i!! &

e Sid=3alors a'h' =675=27x25 :onawraa’'=1et b' = 675
ce quinousdonne a =3 et b=2025 ou b' =25 SOV Xe S

ce quidonne a =81 et b=75
o Sid=659alors a'b'=19=a'=1et b* =19 ; cela nous donne a =659 et b =12521

o Sid=1977 alors a’b' =17 = a' =1 et b' =17, cela nous donne a = 1977 et b -‘33609
L’ensemble des paires (a, b) est donc I
8= {(1.1993), (3,2025), (81, 75), (659, 12521), (1977, 33609)} _ |
|
: EXERCICE 21 -
1) D'aprés I'algorithme d’Euclide si a = bq +r alors anb=b nr pwsque r=a-bq \alors ,
a'nb=bn(a-ba) i
2 Ladivision euclidienne de Sn® —10n+9 et pour reste r = -38 "
d’ott (Sn —n) (n+2)=(n+2)A(-38)=(n+2) 38

3) 5n° —n est divisible par n + 2 si (Sn —n) (n= 2)—n+2<:(n+2)/\38 L+2 Pour cela i+

ll

)

o

2 doit étre un diviseur de 38 ‘ b 1
doit: n+2e{-38-19,-2,-1,1,2,19,38) < {-40, =21, -4, -3, - 1, 0, 17, 36;} '

| 14
3) Les valeurs possibles du PGCD de (5;73 o n) et (n+2) sont les diviseurs positifs alz 38 qui sont :

1, 2,19, et38 (Sn3 —n)/\(n+ 2)= 19 sin+2 50[19] et n+2 est impair d’oit
n+2=192k+1)= n =38k +17 aveckeZ | !
|
EXERCICE 22 };

1) Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation (l) S5x-4y'= 2 (2 3) est ure

solution particuliére de ['équation (1).Les couples (x, y) solutions de I’ equa{tc., /J ) sonk iels que

x=4k+2el y=5k+2 keZ S={(4k+2;5k+2), keZ } ' o i
a=4k+2

4) (a, b) est (l) & {b CSka9 ke Z

a) Ona:

68 |
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'a/\b=(51;¢-;2)A(51;_+2)=(4k+2)/\(5k+2~4k-2)~=(4k+2)Ak=kA(4k+2—.4k)=kA2

= aAb=2(4;‘Zl(l/j\.,b=-f]" ,
avb =60

1) (a]:jk+; keZ:
b=5k+2

2 O sait que abl= (avb)x{anbd)

b 4k +2)(Sk +2) = 60x 2

Lok + 18k -115=0

1\ =2401= 493

)"n=—92—(')ﬁ’_;§;‘%9_?_2 . /fz=-9+49 20

'c'.’orsk=2:>a§z=10etb=“12

EXERCICE' 23

1 "-Démomrons que : " ;
Four tout entier naturel n, LY o b [7] ona 3* =2 [7] e
¢ lors pour lau) entier naturel Y= 2[7] |
j 3% 4270 227 x 3% 427 x 23 [7]
£ wsuite | 3 5.l
i 3% +2°° =27 x 35[7]

: o 3779 4 j‘ﬁ'ﬂ o [7]

© Soit arésdiuiedans Z/72 = {0,1,3, 4,5, 8) I'dquation #* + 3546~ 0

V=i-b=-5+3=(3)

S=-i-3=3 | xv=cied=3

o S={3,3 '
i S =2, 3}
. oo i s X a’ - b? = 405 ; N p
) Soit a résoudre le systéeme (a, b) N * N X 5 m'étant le PPCM des entiers a et b,
T4 . m=a
Sotdle PGCL‘? des entiers a et b. On sait que md =ab et a=a'd et b =b'd oir a’ et b’ sont deux
e iers naturels prjmiers entre eux 3m=ab < md =3d alorsd=3 et a=3a’, b =3b"
¢ 2 ~b? = 405!<(9(a"? -b') = 405

a?-p? ;:145@(a'+b')(a'—b')=45 .

les zntiers a', b’ ;s,,olulions sont (a’=23 et b' = 22) ou(a'=7,b"= 2)
L iil"ensemble des couples (a, b) solutions est : S ={(69, 66)(21, 6)}

EXERCICE 24
17 10° -1=9%111 }10° +1=7x11x13

n 2,! un entier naqiqrel guelconque
| 69
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A=10" +2x10% + 2 x10% +1 . _
A =(10" +1)10"(10” +1)+1] |
On sait que 10° —1=9x111 = 10* =1(111)
alors 10" =1(111) et 10™ +1=2(111)
parsuite A=2x3(111) <. A=6(111)
2) On saitque 10° +1=7x11x13
alors 10> =-1(7) ; 10°=-1(11) e 10°=-1(13)
' Pour tout entier impaire n, on a: 10 = —I(7) ; 10% =-1(11) et, 10" =-1(13)
10V +1=0(7) , 10V +1=0(11) er 10" +1=13)
doi A=X7) , A=K11) et A=0(13)
5) a) Pour tout entier naturel paire n, 10°" =1(7) ; 10* =1(11) er 103" 1(13)
alors 107 +1=2(7y~510™ +1=2(11) et 10* +1=2(13) .

d'ou A=67) , A=§11) e A=6(13)
donc A — 6 est divisible par 7, par 11 et par 13.

EXERCICE 25

1) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division dé 4" par7
1}

4°=17) , 4=47) , 4*=2(7) , =17 ;
jPour tout ke N, 4% = 7 ., Py 4 2(7) donc pour tout entier naturel n,
‘4" =r(7) avec re{124} ’ 3
2) Déterminons suivant les valeurs de I’entier naturel n, le reste de la division de
I

A=851" +851" +851" +2 parT . i

851=4(7) = 851" =4%(7 : ‘
43n - (43)/: st 1(7)

85]2” = 4211(7«)
'711 (4

851" =4"(7)

Par suite 4= 851" +851" +851" +2= 142" +4" +2(7)

Pourn=0 4=%7) , pourn=1 A=2(7), pourn=2 A=27) , pourn=173 "AES(T)
Pourtourke N, n=3k = A=5T) , n=3k+1 =A=27), n=3k*2 = A=27)

Donc A=r(7) avec re {2,5}

} = 851" = 2"(7) Al
Il(7) . e

3) B=2103211 =2x46+4° +3x4> +2x4? +4+]
B=2+4+2+3+434+1(7)
donc B =2(7)

——
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Exercice : PGCD ET PPCM

Déterminer les couples d’entiers (a ; b) vérifiant :

1 { PGCD(a;b) = 27 2){ a+b =168
PPCM(a; b) = 108 PGCD(a;b) = 21

a+b =56

ab = 14196
3) { 4) {PPCM(a; b) = 105

PGCD(a; b) = 13
5) m—16d = 1977 oum = PPCM(a; b) et PGCD(a; b)
6) PGCD(a; b) + PPCM(a;b) = b+ 9

2 2 _

m étant le PPCM des entiers a et b
3m = ab

8) Un enfant compte ses oranges par 12, par 16, par 20. Il lui reste 8
a chaque fois.

En les comptant par 13 il lui en reste plus.

Combien d’oranges possede — t-il au moins.

9) On veut carreler une salle rectangulaire de 4,75m sur 3,61m avec
des carreaux carrés dont le coté mesure un nombre entier de
centimetres.

a) Quel est le plus grand coté possible du carreau a utilisé pour
carreler cette salle. Combien de carreaux de ce type faut-il —

commandé alors ?

INDICATION :

1°) Poser PGCD(a,b) = 27 alorsa = 27a’ etb =27b'aveca b =1
Puis PPCM(a; b).PGCD(a; b) = ab on obtient a’b’ = 4

a 1 2 4

b’ 4 2 1

En déduire aet b
2°) Poser PGCD(a,b) = 21 alorsa = 21a’etb = 21b’aveca’ b’

=1
Puis remplacer aet bdans a+ b =168 onobtient a'+b' =8
a 1 2 3 4 5 6 7
b’ 7 6 5 4 3 2 1

En déduirea et b




3°) Poser PGCD(a,b) =13 alorsa =13a’etb = 13b’aveca’ b’

=1
Puis remplacer a et bdans a.b = 14196 on obtient a'.b’ = 84
a 1 3 4 7 12 21 28 84
b’ 84 28 21 12 7 4 3 1
4) Idem a 2°)
N = 8[12] N —8 =0[12]
8) Poser N=nombre d’oranges x ; ggg} alors x : g ; 838}
N = 0[13] N = 0[13]
N —8 =0[PPCM(12,16,20)] N — 8 = 0[240]
A'Ors{ N = 0[13] > { N=o[13]
N =240p + 8
{ N =13¢q

Avec (p,q) des entiers naturels et PPCM(12,16,20)=240
Poser ensuite N=N on obtient 6p = 5[13] ce qui donne p=3 et N=728 Oranges
9) a) PGCD(361,475) = 19 d’ou des carreaux de 19cm coté

b) On obtient 19 carreaux longueur 25 carreaux en largeur soit un total de
475 carreaux en tout






