EQUATIONS — INEQUATIONS— SYSTEMES

Site Pédagogique de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

| — Equations du second degré :
1°) — Résolution par la méthode du discriminant :

Pour résoudre 1’équation du second degré ax® +bx +c=0 (a# 0) d’inconnu x,
je calcule le discriminant noté : A =b* —4ac.

— Si A< 0, alors I’équation n’admet pas de solutions dans R ;
— Si A> 0, alors I’équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—b-+A _—b+aA

X = et X
! 2a 2 2a

. s . : -b
—S1 A= 0, alors I’équation admet une solution unique :  X; =X, = e
a

2°) —Discriminant réduit :
Si b est pair on pose b = g <b=2b"; alors on calcule le discriminant réduit
A’=(b’)* —ac.

— Si A’ <0, alors 1’équation n’admet pas de solutions dans R ;
— Si A’ > 0, alors I’équation admet deux solutions réelles distinctes :

_—b-A" _—b'+/A
a

X, = et X,
a

. . . : —b'
— Si A’= 0, alors I’équation admet une solution unique : X, =X, =— .

3°)- Recettes :

Soit 1’équation du second degré : ax® +bx+c=0 (a=0).

R;) Si a+b+c=0,alors X, =1 et X2:E :
a

Exemple : résoudre dans R 1’équation : 3x2 —12x+9=0
3-12+9=0doncx,=1letx,=3.Dou S={1;3}

R;) Si at+c=b,alors x; =—1 et X2=_—C
a

Exemple : résoudre dans R 1’équation : — X? +8X+9=0
—1+9=8doncx;=—letx,=9.Dott S={-1;9}
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4°)- Somme et Produit des racines :
Soit I’équation du second degré ax* + bx +c =0 (a#0) de discriminant A >0
alors I’équation admet deux racines réelles distinctes :
—b'—/A’ —b'+{/A'
X=——— et Xy=———
a a
a) Somme des racines :

~b-VA-b+JA _-b ~b

o S=X+X=— .
2a a PP727 4

S:X1+X2<:>S=

b) Produit des racines :

P=xxX, < P—(_b_\/zx_b‘H/Z)_bz—A_bz—b2+4ac_£
1 2 48.2 43.2 43_2 a.

C
P:X1XX2:_
a

c) Remarque : Deux nombres x; et X, dont la somme est S et le produit est P
sont les solutions de I’équation : x*—Sx + P =0.

d) Exemples :
1- Soit I’équation x*> + 10x + 21 = 0.
Trouver les racines en utilisant la somme S et le produit P.

S=-10etP=21 = X4 :—7etX2:—3.
2- Former I’équation du second degré dont les racines sont : x; =4 et x, = — 3.

x;=4detx,=—3 = S=1etP=-12d0u x*-x-12=0.

3- Déterminer les racines x; et X, d’une équation du second degré dont la

somme est S = % et le produit P = %

5°) — Factorisation de f(x)=ax*> +bx+c (a#0) :
f(x)=ax’> +bx+c <
:a[x2+2x+3}<:>
a a
=a[x2—Sx+PJ<:>
:a[xz—(x1+x2)x+x1xx2J<:>
:a[xz—xxl—x2x+x1x2J<:>
=a x(x=x) =X, (X = x)] =

f(X)=a(X—Xx)(X—X,) .
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Exemple :
Factoriser f(X)=2x>-3x—-2; g(X)=x>—-8x+7 ; h(x)=3x> +18x +27.

6°)- Equations bicarrées :

Exemples : résolvez dans R les équations bicarrées suivantes :
= x5 +4=0;x"-24x"-25=0; x°~ 124x’ - 125 =0.
(indication on pose x*=T ou x° = U)

Il —Inéquations:
1°) Signe du binbme ax + b :
Soit le bindbme f(X)=ax+b

e Sia=0,alors f(X) estdusigne deb.

o SiaiO,alorsf(X)=O<:>aX+b=O<:>X=—§.

_b
X — 00 a + o0
ax +b Signe de (—a) 0 Signe de a

Exemple : étudier le signe de f(x)=-2x+12
-2x+12=0= x=6.

X — 00 6 + 00

2x + 12 + 0 —

Pourx €]-0 ;6] f(X)>0; Pourx €[6;+o0] F(X)<O0

2°) Signe d’un trindme du second degré:

Considérons le trindme f(x)=ax® +bx+c (a=0); A le discriminant de
I’équation ax* +bx+c=0.

1% cas : Si A<O0, alors le trindme ax? +bx + ¢ est du signe de a.

éme

2% cas : Si A= 0, alors le trindme ax? + bx + ¢ est du signe de a pour toutes

valeurs X # —.
a

3 cas : Si A>0, et X; ; X, les racines de I’équation ax> +bx+c=0 (X1< Xp)
alors le trindme du second degré est du signe de a a I’extérieur des racines et
du signe de (—a) a l’intérieur des racines.
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X — 00 X X5 + o0

ax’+bx+c | Signede a ( Signede(~a) § Signede a

Exemples : étudier le signe des polyndmes suivants :

f)=2x"+x+1; g(x)=x>-11x+30 ; h(x)= X+3

—2X+8

3°) Application a la résolution d’inéquations :
Exemples : résoudre dans R les inéquations suivantes :

2 —
—2x? +4x+30<0; 3x*+5x+4>0 ;9x2+6x+1<0;x+—2X53§0;
— X+

111 —Equations et Inéquations irrationnelles simples:
1°) Equations irrationnelles simples :

b>0
Propriété:  Ja=b < {(\/5)2 .

Exemple : résoudre dans R I’équation /2x+1=x-1.

L’ensemble de validité D,= {x e IR tel que x—1>0}.
X—1>0&x>1= D, =[1;+o].
V2x+1l=x-1e2x+1=(x-1)? o x* —4x=0<
X(x-4)=0<x=0¢D, ou x=4eD, ;dou S={4 }.

2°) Inéquations irrationnelles simples :
a) Exemple 1 : résoudre dans R I’inéquation +/3(x* —1) <2x —1.

X*=1>0 (1)
2Xx—1>0 (2)

(w/3(x2 — 1))23 (2x-1) (3)

xX’-1=0 @x=-loux=1;2x-1=0 < x=%.
3(x? —1)<4x? —4x+1 x> —4x+420
X2 —4x+4=0=>A=16-16=0=x% =X, =2.
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Le systeme devient

x> —1>0 (1)
2x—120 (2) En dressant le tableau des signes de chacune des
X2 —4x+4=0  (3)

inéquations on a :

X oo -1 1/2 1 2 +00
X1 + - - + +
2x— 1 — — " + +

X —4x+4 + + + + +

L’ensemble des solutions est S =[1; +oo[

b) Exemple 2 : résoudre dans R I’inéquation 5—X<~/X+1.

o {S—XSO
17 cas:

;5—-x=0< x=5;x+1=0 < x=-1.
X+1>0

X — 0 -1 5 + 00
S—X + + D -
x+1 - D + +
5—-x20 5—-x20
28me bag - X+1>0 — X+1>0

(5—xf<«VX+1y x? —11x+24 <0

5-x=0 x=5;x+1=0 © x=-1; X~ 11x+24=0 <

X1:3 et X2:8.
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X oo -1 3 5 8 + o0
S-Xx + + + 0 - -
x+1 - ) * + + +
X—11x+24 | * + P — - 0 +
S»=]3;5]

L’ensemble des solutions est S =S;U S, =]3; +oo [

I\VV— Signes des racines d’une équation du second degré:

1°) Signes des racines :

Soit I’équation ax” + bx + ¢ =0, (a # 0) ; supposons que A >0 , on calcule le

. C
produit P =— et la somme S=—.
a a

17 cas : Si P< 0, alors les deux racines sont de signes contraires ; le signe de S
permet de dire laquelle des deux racines est la plus grande en valeur absolue.
2°M€ cas : Si P> 0, alors les deux racines sont de méme signes;
— Si S >0, alors les deux racines sont positives

— SiS < 0, alors les deux racines sont négatives.
3" cas : Si P =0, alors I’une au moins des racines est nulle.

— SiS >0, alorsx; =0etx; >0;
— SiS<0,alors x; < 0etx, =0;
— SiS=0,alorsx;=0etx, =0;

On résume ces résultats dans le tableau suivant (en supposant x; < X, )

P — — — + + 0 0 0
S + - 0 + — + - 0
Signes x;<0 x;<0 X1=X2 X150 x1<0 x;=0 x:1<0 x1=0
d.es x>0 x>0 X2>0 X2<0 X2>0 X,=0 X,=0
racines | [xil< [xl | x> |x,|
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2°) Exemples d’équations parameétriques :
a) Exemple 1 :
Résoudre et discuter suivant les valeurs du paramétre réel m I’équation (E,,) :
(m—2)x’+2(2m - 3)x +5m — 6 =0.
—0—

Sim-2 # 0, ©&m #2, alors I’équation est du second degré..
A=4(2m-3)’—4(m-2) (5m-6) & A=4[-m’+4m-3].

A=O(:}—m2+4m—3=0<:>m1=1etm2=3.

m | —oo 1 2 3 +o00

A - 0 + + 0 -

e Pourm &€]—o00; I[ U]3;+ oo] A<O donc pas de racines ;
e Pourme€&]1;2[U]2;3[ A> 0donc I’équation admet deux racines

—Am+6-2V-mZ+4m-3 _  —4Am+6+2V-mZ+4m-3

Xy = ; Xy = ;S =1X ;X

1 2(m-2) 2 2(m-2) LY

e Pourm=1, A=0donc Xlzxzzﬂz—l ;donc S={-1};
2(m-2)

e Pourm=2,1équation estdu 1¥ degré, 2x +4=0x=-2; S:{ -2 }

e Pourm=3, A=0 donc X1:X2:M:—3 ;donc S={ -3 };
2(m-2)

b) Exemple 2 :

Soit I’équation paramétrique (E,) : (m — 2)x* + (2m+2)x + 10m — 14 = 0.

1°) Discuter suivant les valeurs de m I’existence et le signe des racines de (E,,).
2°) Trouver entre les racines x; et X, une relation indépendante de m.

3°) Pour quelles valeurs de m I’équation admet 2 racines de signes contraires
4°) Pour quelles valeurs de m 1’équation admet 2 racines positives.

—0—
1°) Pourm #2ona: A=—36m’+ 144m — 108.
A=0 < —36m’+ 144m—-108=0;a+b+c=0,donc m; =l etm,=3.
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Etudions le signe du produit P et de 1a somme S.

c 10m-14 7
P=—=——; I0M-14=0&m=—; etm * 2.
a m-—2 5
7
m |- o0 5 2 +00
10 m -14 ~ ) N N
m-2 - - D +
P i ) B *
-b -2m-2
S= = ;2m-2=0< m=-1et m+ 2.
a m-—2
m |- o -1 2 +00
-2m-=2 + ) B _
m-2 - - D +
S — ) + —
Tableau récapitulatif des signes de A , P et S.
m |- o -1 1 7/5 2 3 +oo
A - o ) + + + ) —
P o0 - +
S + + -
) x1<0
Conclusions Pas de solutions x>0 x>0 |[x1<0 S=0
=0 X250 | |x|< [|[X2<0
‘X2| \
=0 - e —
X|1=Xp=2 2>0 x=-1"x=x,=-4
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2°) Relation entre les racines, indépendante de m.
Je tire m dans les formules de P et S puis je les égalise.

10m—-14 2P -14 -2m-2 25 -2
- &= m= et S=—<m

P =
m-—2 P-10 m-2 S+2

2P-14 2S5 -2
<< =
m-2 S+2

< 6P+6S-48=0=P+S-8=0

& (X% )+(x +%,)-8=0 est la relation cherchée.
3°) Pour quelles valeurs de m I’équation admet 2 racines de signes contraires ?
Pour m €] 7/5 ; 2[ x; et x, sont de signes contraires.
4°) Pour quelles valeurs de m I’équation admet 2 racines positives.
Pour m €[1; 7/5] x; et x, sont toutes deux positives.
3— Comparaison d’un réel o aux racines d’une équation du second degreé:
1°) Théoréeme :
Soit ’équation f(x)=ax? +bx+c=0 (@a=0) avec A>0et xER.
e Siaf(a)=<0, alors on a: X, <a <X, ;

e Siaf(a)>0, alors on a: X, <X, <a 0U a@=<X <X, ;

= Sien plus (05+2£)>0, alors x; <x, <« ;
a

* Sien plus (a+2£)<0, alors a <x; <X, ;
a

e Siaf(ax)=0, alors  est solution de I'éguation.
2°) Exemple :

Classer @ = 2 par rapport aux racines de 1’équation :
(m-2)x> —2(m+1)x + m—3=0
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Réponse :

1% cas : sim-2 =0 < m=2 I’équation devient -6x—-1=0 & x = L x=2.

M eas m2#+0e m#*2:A=Tm-5A =0 mzé.

af (@)=(m-2)f(m-24-4(m+1)+m-3];
af(a)=(m-2)(m-15);
af(@)=0 ©(Mm-2)(m-15)=0<=m=20um=15.

af(a) + ) = ) +

b 2m-10 m-5
o+ —= =
2a 2(m-2) m-2

. Dressons le tableau récapitulatif

m | -oo 5/7 2 5 15 400
A’ - ) + + + +
+ ) - - ) +
+ - D + +
X1< X< o xX1<a<Xxp xX1<a<Xxp X1<x< a
) Pas de
Résultats | 1acines /\ /\ /\
—4 -1 Xi=a
X|=Xp=—<a Xi= — <0 x<o<Xxp —6
3 6 Xo=—<a
Xo=0 13
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4 — Exemple d’Inéquation paramétrique:

Exemple :

Soit f(x)=(m—-2)x?+2(2m—-3)x +5m—6. Résoudre et discuter suivant les
valeurs du paramétre réel m I’inéquation f(x) < 0.

00—
["cas:Sim—-2=0 => m=2,alorsona:2x+4 <0< x < -2;
dotl S=7]-00;—2[.

2°M cas: Sim—2 # 0, <m %2, alors

A=402m -3 -4(m-2)(5m-6) & A=4[-m*+4m-3]=4 A’

A’ZO@—m2+4m—3=O<:>m1=1etm2=3.

On étudie le signe de A’ etde a (ici=m-—2).

e Pourm &€]—o0; 1[ A’<0 donc f(X) est dusignedea=m—2 ; qui est
négatif d’ou S=R ;

e Pourm €] 1;2[ A’> 0 donc I’équation admet deux racines

Come3—V-mZ+4m=3 _ —2m+3+V-m?+4m-3

e (m-2) 27 (m-2)

; et (m—2) négatif

X —00 X1 X2 +00

f (x) - D - ) -

S=]-00;x[U]xy;+oo]
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e Pourme]2;3[ A’> 0et(m-2) positif

X —0 X1 X2 +00
f(x) L I B
S=1x1;%2]

e Pourme&]—o0;1[ U]3;+ 0o A’<0donc f(X) est dusigne de a=m-2

qui est positif d’ou S = .

X —00 +00
F(x) *
S=
e Pourm=1,A’=0donc X, =X, :ﬂ:—l et m—2 négatif ;
(m-2)
X | -o0 X] =Xy =-1 +00
f(x) - ) -
S =R-{-1}
e Pourm=3, A’=0donc X, =X, :M=—3 et m—2 positif’;
2(m-2)
X |- 3 +00
f(x) + D +
S=
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V — Systemes d’équations et d’inéquations :

1°) Systéme d’équations du 1* degré a 2 inconnues :
a) Définition :
Soient a, b, ¢, a’, b’, ¢’ six réels donnés. Résoudre pour x et y réels le systeme

ax+by=c (E))
{a’x +b'y=c" (E,)
Consiste a déterminer I’ensemble S des couples (X ; y) de réels qui vérifient
simultanément les deux équations.

c) Exemple :

2x-5y=11
3Xx+4y=35
e 1°® méthode : par combinaison linéaires

Résoudre pour x et y réels le systeme (S) {

2X=5y=11x(-3) 2x =5y =11x(4)
(S) B (S) )
3X+4y=5|x(2) IX+4y=5|x(5)
—6X+15y=-33 —8x—20y =44
6X+8y =10 I15x+20y =25
23y =23 y=-1 3IX=69 < x=3

Le systéme (S) admet le couple (3 ; —1) comme solution; S={ (3;-1) }.

e 2°™ méthode : par substitution

S) {32x—5yf11 )]
X+4y=5 (2)

Dans I’équation (1) exprimons x en fonctiony : 2x — S5y =11 < X= Sy +ll :

Dans I’équation (2) remplagons x par sa valeur :

?{Sy;rll)+4y=5<:>ISTy+4y=5—§<:>15)/+8y=—23<:>233/:_23

Sy+11

< Yy =-1.0Onremplace y par —1 dans I’expression de X = . On obtient

x=3.D’ou ’ensemble solution du systéme est S ={ (3; 1) }.
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e 3™ méthode : par déterminant
Soit le systéme de deux €quations du premier degré a deux inconnues x et y.

ax+by=p (E)
cx+dy=q (E))
Oua;b;c;d;p;qsontdesréels donnés. Pour résoudre ce systéme on calcule

b
le déterminant principal : Dét = Jl= ad —bc ;
C
. . : p b
le déterminant secondaire en x: D, = dl= pd —bq ;
q
, : : a p
le déterminant secondaire eny: D, = =aq— pc ;
C q

e Si Dét=0 ;alors les droites (E,) et (E,) sont sécantes en un point
I (X Y ) Le systeme admet un couple unique (X ; y) de solution tel que :

D D
. X=—%X et y=—L et S={(x;
et & Vet € sy

Si Dét=0 Al s droit (E) t(E) t "
r rol nt par
et D,#0ou D, #0 Oors 1es dromes (&, ) e , ) sont paralleles

Le systéme n’admet pas de solutions, S=¢.

St Det=0 Alors les droites (E, ) et (E,) sont confond
ors 1es aroltes € sont contonaues.
et D,=0;D,=0 1 ?
Le systeme admet une infinité de solutions de la forme,
S={(x;ax+p)/xelR}ouS={(ay+B;y) yelR}

Exemple : Soit a résoudre par la méthode du déterminant le systéme

S) {32x—5yf11 1)
X+4y=5 (2)

pet=|> |- (-15)=23 ; D, = =51y (~25)=69 ;
34 ST s a4 Y
2 11 D, _
D, = 10-(33) =23 x=2 89 5Py =23
35 Dét 23 Dét 23

D’ou ’ensemble solutionest: S={ (3;—-1) }.
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d) Interprétation graphique du systeme :

(S){32x—5yf11 1)
X+4y=5 (2)

A
y
T3
D2
j\ 3 /
——————N = >
/
DI -5

2x — Sy = 11 est une équation d’une droite D;.
3x +4y =35 est une équation d’une droite D..
Le calcul précédent permet d’affirmer que les droites (D) et (D;) sont sécantes

aupointI (3 ;—1). (3 ;1) est la solution du systeme.

2°) Systemes de trois équations a trois inconnues :

Exemple : Résoudre dans R’ le systéme suivant

3x—-y+2z=13 (L))
X+3y-5z=-16 (L,)
4x+2y-z2=3 (Ly)
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e Méthode de Substitution :

(L3) = z=4x+ 2y — 3. En remplagant z par sa valeur dans les autres équations
11x+3y=19 Q)
—-19x -7y =-31 (2)

19-11x

on a le systéme devient :{

(1)=3y=19-1lx e y= . En remplagant y par sa valeur dans (2) on

obtient : 20x =40 & x=2 = y=-—1 z=3.D’ou la solution du systéme est le
triplet (2 ; —1 ; 3). Et I’ensemble solution est S = { (2 ;—1; 3) }

e Meéthode du pivot de Gauss :

3x-y+2z=13 (L))
X+3y-5z=-16 (L,)
4x+2y-z2=3 (Ly)

Eliminons x dans les équations (L) et (Ls)

(L) 3x—-y+2z=13 (4L;) 12x—-4y+8z=52
(-3L,) —-3x-9y+152=48 (-3L,) —-12x-6y+3z=-9
=0-10y+17z=061 =0-10y+11z=43

3x—-y+2z=13 (L))
Le systeme devient: {0-10y +17z=61 (L,)
0-10y+11z2=43 (Ly)

Eliminons y dans I’équation (L;)

(L,) -10y+17z=61
(-L3) 10y-11z=-43
Le systeme devient :

=0+ 62=18
3x-y+2z=13 (L))
0-10y+17z=61 (L,) Un tel systeme est dit échelonné ou triangularisé.
0+0+6z=18 (Ly)
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(L) =>6z2=18<12=3
(L)) = -10y +51=61<=y=-1 dou S={(2;-1;3) }
(L)=3x+1+6=13<x=2

3°) Systéme d’inéquations du 1°" degré a 2 inconnues :
Exemple 1 :

Représentons 1I’ensemble des solutions du systeéme d’inéquations :

1
X=2y+2<0 =

y Ce systeme est équivalent au systeme y= 2 X+l
X+y+1<0 y<-x-1

il faut représenter dans le plan les droites d’€quation respectives :

(Dy) : y:%x+1etah):y:—x—L

La région du plan non hachurée est la partie solution du systeéme.
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Exemple 2 :

Représentons 1’ensemble des solutions du systéme d’inéquations :

X+y-1<0
2X+2y+320

Ce systéme est équivalent au systéme

y<l-x
3
R
y 2
il faut représenter dans le plan les droites d’équation respectives :
(D)) : y:—x+1etab):y=—x—§.

v

La région du plan non hachurée est la partie solution du systéme.
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