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TRAVAUX DIRIGES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

‘Exercice 1
.wiie. Mets les nombres complexes suivants'sous’ forme algébrique

(2-50@+); A+ -2 +30);2-0)3%; (2 +i)*
) (3+21)(1+L) 2-3i  1-2i 4-3i 1-i

: i-1 ) 1+i 1-i 5 2—-i .2+ m i " g ¢ kil
Exercice 2 ' ;

Soit f(z) = deapeier (z#-1)

1+z _
a) Caleule f(1); f(i—1); f(2 + )
et ‘ b) "Trouve les deux solutions de f(z)'= 0

~ Exercice 3
Résous dans C les équations
a) (1+2)z—-(i-1)=iz—3
b) z(z+1)(1—z—z) =0
) 1+2iz © E ) -1 ;
1+2z Z+3 _
b e 4 L A)RZ=Z=3 60 W
e) —iz+(2-30)z=1
f) 422 ¥8|z]2=-3=0 _
Exercice 4 i aaat b N ' T

Le plan étant muni d’un repére orthogonal .+ -

‘ a) Place les pomtsA B, et C d’affixes zA =-1+1i; 25 = —2 el 1

i b i i

Ze.=zdl ,
| i 24 sedbt W i

b) Détermine I’affixe de chacun des vecteurs BA et BC

c) Calcule I’affixe du pomt D tel que ABCD soit un parallélogramme
- Exercice 5 sy W g ¥, TR q N
On donne les points 4, B, C de coordonnées respectives (1; —3); (4;5) et (=3; 2):

a) Donne les affixes des points A, B, C et des vecteurs AB; AC; BC
b) On defmlt les pomts D etk par
AD = 24B + ACet 3BE = BC
Détermine Iaffixe de chacun des points D et E
Démontre que 4, D et E sont alignés

R

MiFk L ] i kit

Exercnce 6

1) On considére z = (\/— + 1) + l(\/_ 1) -
a) Détermine le module et in argument de z2. En déduis le module et un argurnent de

e L L ! ;
b) Deduls de ce qui precede les valeurs exactes de cos et sm s
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ans R I'équation (\/_ + 1) cos x + (\/_ 1) sinx =2

I o Hise & Ve T bty

2) Llneeanse :
a) sin*Z 5 cossx
5

b) cos 2x; sin® x .

©) cos*x +sintx

d) cos*x X sin*x s

e) cos3x X sin® 2x o A * ol LR ;
Exercice 7

1) Detenmne le module et un argument des complexes ; i
T ik £ i I ¥

z3 = cos_ Z+ lSIIl(— —)
Zy = 2(cosz+ lsmT)

. .o2m
Z3 = —3(gpsz3—"+lsm—375)

4 e Al sk [ . LI 1 i

Py
Il

2(cq§§“— isin g)

- A , « W
zs=1+cos—+zsm— i
lug g ik k] % L U e b
Zg = (cos + isin —) + (cos + lsm —)

z; =1+ cos a+isina avec ae[0;m[ .

e 1+cosa+lsma
Zg = —————— avec a€[0; [
1+cosa—isina

— COs2x+isin2x b it i oo : e
— —COSsx+isin2x

Zg = p
9 2 cos3x—-2isin3x
1+itanx)?
210=(—2)— avecx;f: S+ kn !
1+tan xr, 2"%‘; i sire # . 3 10 ¥ A |

Exerclce 8
1) Détermine sous la forme algébrique les racines sixiémes de 1>unité
2) Calcule (1 — )¢ , T b
-3) En utilisant les questlons 1) et 2) donne la forme algébrique des solutions de
’équation (E):zeC8z6+i=0 " T | oy
4) Détermine la forme trigonométrique des solutions de (E)

* LT UL O }

5) Donne la forme: algebnque du'nombre complexe (“ < 2118

- Exercice 9& : _ : T

I

1) On‘con51dere le nombre  complexe z = 7, \/§
‘Mets z sous forme trlgonometnque
Calculer z?2 et z3 en déduire 71992 et 71994 4

2) Résous dans I’ensemble des nombres complexes z3 + 8 = 0 (On remarquera que cette
€quation a une racine évidente reelle)y  wm # O gt il <
En déduis les solutions dans I’ensemble des nombres complexes de l’équation
(iz—1)3+8=0 ‘ i
“Donne les solutions sous forme algébrique

Exercice 10

1) Développe (1 —+/2 2)?
2) Résous dans I’ensemble des nombres complexes I’ equatlon .
I Jall L) 4blb 4 ¥ g 2L LG .
(1+ﬂz+ﬁ_o I i

iR 1) i LR EE

i Mgy ] rhiok # . W i ! e s
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3) Resous :
). Sorc P(z) =z* = (1 i \/_)z - (2"4— V2)z2=(1+V2)z+1 " "

 Vérifie que pour tout nombre complexe z non nul, on a :

2=t - (14D (2 +5) 442

En deduls les solutions de I’ equatlon P(z) =0
‘Exercice 11

' Dans le plan muni d’un repere ortonormal d’unité graphlque lcm, on donne les pomts
A; B et C d’affixes respectives a = 2 — 2iV/3; b'= 2 ¥'2ivV3;"c = "

1) Ecris a et b sous forme tngonometnque Place les points A4, B et

AR : - r . 1 5 R . B N
I ensemble'-'des nombres complexes les équations : z + ~=1puis z+

2) Calcule le quotient = — , que 1’on ecrlra sous la forme exponentielle. En déduis la

.', Wi b 1 A 3 et Ll

nature du tnangle AB C
Exercice 12

D On con51dere le nombre complexe z = x + iy ayant pour image M, on pose Z =
z+2 : o )

itigees i sk [ 4 ' ugh

Z+i . %
1) EcrisZ Sous forme algebnque en fonctlon dexety
, 2) Détermine 1’ensemble des points M du plan tels que
o Y a) Z $oit réel o . -
b) Z soit imaginaire pur ,
1) Détermine et construis I’ensemble des points M dont affixe de z vérifie
a) |z—-2+4i|= |z+1—21| SRR R
b) |z—3i|=2
IIT)  Ecris sous forme algébrique les solutions de I’équation z® = —1. En déduis les
o " solutions de l’equatlon :(zi— iVB) %= (V32— 20)8
Exerclce 13
Pour tout nombre complt;xe Z on pose :
P(z) = z® - (3+5i)z% + (10i — 6)z + 8
1) Montre que I’équation P(z)"="0 admet tine solttion i imaginaire pure z, que
I’on déterminera
2) Factorise P(z)
ey ¢ 3) 1) Détermine 1és racirés cartées'dii ‘nombre complexe U=2i
b) Résous dans ’ensemble des nombres complexes I’équation P(z) = 0
4) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0,1,))
On désigne par 4, B, et C les pomts d’affixes respectives 2i; 1 + 02 + 20
a) place les points 4, B et C dans Ie plan
b). Calcule les longueurs AB,AC, et BC En déduire la nature du triangle ABC
¢) Détermine I’affixe du pomt D pgur que ABCD soit on parallélogramme.

.-. i 4 i ] aott

Place D

RS 1

R TN | e # ® 1 i i TR N
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Exercice 14, : e 5
1) Résous dans I’ensemble des nombres complexes
a) 2z+Z=-iz—-7-i=0
b) Z2+42|z|?-3=0 PR} )
c) zZZ+(1+ V3)z+2++3= 0,(on remarquera que (1 + v3)?
2) Soitz=3—ietZ =28—96i ‘ _
a) Calcule z*
b) En déduis les racines quatriémes de Z
Exercice 15 : .
Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormé, A est le point d’affixe z, = 1, B celui
d’affixe zz = 3+ 2i, ¢ d’affixe z; = 3 ——JZMLet Dw d’af(ﬁ?(e Zp = 1+ 2i. O§1’rnlfote Mle Ipoina
d’affixe z = x + iy SRR - # L . A0
ZA~ZB
Za—2¢c

&

T+ 2V3)

R

Que peut on alors dire du triangle

1) Calcule le module et-un argument de Z =

ABC? Place A4, B,.C i D dans la plan
2) Détermine :

a) L’ensemble (E;) des points M du plantels que |z — 1| = [z — 3 - 2i|

b) L’ensemble (E,) des points M du plan tels que |z — 3 + 2i| = |z, — z|

¢) L’ensemble (E5) des points Miduplanitels'que |z 53 — 2i| < 54 o e
3) a) Le milieu / du segment [BD] a pour image, par la rotation de centre O et d’angle g,

le point /. Donne I’affixe du point / sous forme exponentielle :

b) On considére le point E' symétrique du point C par rapport au point 0. Place le point

E puis déterminer z; de E - ‘

¢) Soit le point F, image du point B par I’homothétie de centre O et de rapport ; Place

le point F puis déterminer I’affixe Zmde Ew ‘8 o W | T

- 4)  Soit Iapplication f qui & tout point M d’affixe z du plan distinct de 4 associe le point

s (S ~1+2i
M’ daffixe z’ défini par : 2z’ = z‘ll
& e Zm

a) calcule les afﬁx_es‘d‘és points O’et B’, images respectives des points O et B par f.
Placer les points 0’et B’ dans e plan i :

b) Détermine I’ensemble (¥) des points M du plan d’affixe z teléigue z' soit réel - .

c) Calcule pour z # 1 le produit (z’m—“&)(@— 1)wEn déduire que pourtout point M * e,
distinct de A ona : AM x AM{ =2et (ﬁ,m) + (ﬂ,m;) = g + 2km; keZ

d) Démontre que si M appartient a un cercle (C) de centre A passant par O alors M’
appartient a un cercle (C') dont on précisera le centre et le rayon. Construire (C)et (c"

e) Détermine I’angle (i; AB) | '
Exercice 16 ' g

4

1) on considére I'équation (E): 23 + (56 40)22 4(12 +210)z 4 9 Mg = 0 ¢ “Heir .
~a) Détermine la s‘dlution imaginaire pure Zo de I’équation (E) ' , "
b) Achéve laﬁ.r"é\solutio‘n de (E) (on appelle élla solution dont la partie imaginaire est
positive et z, la troisiéme solution)

2) Le plan complexe est rapporté au repére orthonormeé (0,7,)
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- On considére les points 4, B et C d’affixes respectives 3i; 3 + 3i et 3 — 2i
~a) Place les points 4, B et C dans le repere. i i e |
'b) Calcule fﬂ. En déduire la nature du triangle ABC -

g 3) Soit fila similitude directe qui laisse invariant le point B et qui transforme le point
AenC
a) Donne une écriture complexe de f
b) Donne la nature et les elements caractéristiques de f
~ Exercice 17 T g i
- Le plan complexe est rapporte a un repére (o 7,]) orthogonal (unité 2cm)

: Zo -— 4'
wianiOn considére'la- suite des nombres complexes'définie pai"{z T 1+iV3 5. pour tout entier
" i : . n+l = =5 4

naturel n
1) On appelle M le pomt du plan complexe d’affixe z,
a) Détermine algébriquement les nombres complexes Z1; zp et z3

i il $40K il i b

b) Construis les pomts My, M,, Mz etM3

A 2) Ecrisle nombre > \/;sous fo'rme tngonornetnque
bR § jils & [TH 1 i

3) En utilisant la question 2) écrire z,,,3 en fonction de z,. Que peux-tu dire pour les
vecteurs OM,, .3 et OM,, ?

4) On pose py, le module du nombre complexe z, c'est-a-dire p,, = |z,|
Démontre que la suite (p,,) est geometnque Premser la limite de la suite (py,) quand .-
tend vers +co. ;

Exercice 18 ,
46 est un réel quelconque, on €onsideére dans 1’ensemble des nombres complexes 1I’équation
(E):z2-2(1+ 2cos€)z+5 +4cosf =0

1) Résous dans l’ensemble des nombres cornplexes les équations E- ( ) etE (g) en

donnant a.6 respectlvement les valeurs ZetZ

taipibionn. 12 615t # : in t g
2) Dans le plan complexe muni d’un repére (Lrthonorme (0,4, ¥), on donne les pomts
A B, C etD dafﬁxesrespectwes Za =1 +2e 2; Zp =1+ 2e 6, Zc = Zg et zp =
ZA :
a) Détermine les formes algebrlques des affixes des points puis placer dars le repére
b) Détermine la nature du quadrilatére ABCD et celle du triangle ABD
¢) En déduis que ces points appartiennent & un cercle (C) dont on déterminera une
équation G e . o

Exercice 19 L
"' étant un nombre réel, ae(0, 271'] etz un n&gmbﬁzﬁéomplexe on considere le polyndme P(z) -
défini par P(z) = z> = (1 — 2sina)z? + (1 — 2 sina)z —
1) Caleule P(1)
2) En déduis I’existence de trois nombres réels a, b c tels que P(z)=(z- 1) (az +
bz + ¢) i Fraat o
3) Résous dans I’ensemble des nombres complexes I’équation P(z) = 0
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= sin aushiiicosia etzs = —sina — i cos'er ; écris L.

e ie o etz ;s'ou:s?‘fq.rme.h'i-‘gc')nomé‘g:_iig}_le._w s il EE T L aia DT e

Exercice 20 - : o, _ ‘ U . _
Le plan complexe est rapporté 4 un repére orthonormal (0,u, ¥) unité graphique 2 cm
1) Onrappelle que pour tous nombre complexes a et b,a® - b3 = (a - b)(a® + ab +
b?) - :
Résous dans I’ensemble des nombres‘complexes»-l’équation z3=8 i :
2) On désigne pa},_A,_ Bet C les pbints“c‘ih"afﬁgge,s respectives a, b et ¢ définies para = |
2b=—-1+ iV3; et ¢ = —1— iv3. On appelle r la rotation de centre A4 et d’angle g

} i e

et 7’ la rotation de centre 4 et d’angle — g On pose B’ = r'(B)et ¢’ = r(C) et on note

bet ¢’ les affixes respectives de B'et ¢’
a) Place les points 4, B, et C dans le repére (0, U, ¥). Dans la suite de I’exercice, on
complétera cette figure .. i L , ey RS b
b) Montre que b’ = 2+V3+3i T [ N
: ¢) Montre que b’et ¢’ sont des nombres complexes conjugués
~3) On appelle M, N, P, et Q les milieux respectifs des}segments

[CB];[BB'];[B'C'] et [C'C]. On note m; n; p; et q leurs affixes
a) Montre que I"affixe n du point N est égal a %5 (1 + iv/3).En déduire que les

& Sl ¢ ST

pointsO;NetCsontalignés [T # S MBI

b) Montre quen + 1 = i(q +1). Que pe‘}‘lt;oq"gire pour le triangle YNQ ? . dlbunin
¢) Montre que le quadrilatére MN QP est un carré.
" Exercice 21 |
On considére le nombre complexe a = eiz?n. Onnote I,A4,B,C, D les points du plan complexe
d’affixe 1, a, a?, a3, g* g
1) VérifiequeaS =1 = = T * B L N T
2) Montre que JA = AB=BC=CD =Dl » | s it s i . ‘i |
3) Vérifie que, pour tout z complexe z° — 1 = (z = 1)(1+ z + 22 + 23 + z%)
4) Endéduisque 1+ a + q? + g3 + g* = 0
5) Montre que a® = a2 et que g* = g
6) En déduis que (a + A*+(@+a)-1=0 : :
7) Résous dans R, I’équation 4x2 + 2x ™ I R I T L e

8) Calcule (a+a)eten déduis la valeur exa?te-de cos( 2?") il il
P i et a5 4 i i R §

Uiiiobiases. s 4 @ £k o "»'!r"””_'
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