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Préface de ’auteur

Cette seconde édition garde le plan de la premiére, mais dans un cadre considérablement
élargi. Le sujet est également divisé en chapitres couvrant tous les domaines de la theorie et des
applications pratiques. Au début de chaque chapitre, est donné un abrégé des définitions, des
principes et des théorémes, qui sont appliqués ensuite dans une série graduée de problémes résolus
et de problémes supplémentaires. Les problémes résolus sont ainsi consacrés a l'établissement
de formules et & la démonstration des théorémes. Les problémes et leur solution ont été choisis
de maniére a fournir une interprétation claire des principes. Ils sont utilisés pour développer et
illustrer la théorie et assurer la répétition des principes de base, qui est essentielle pour un ensei-
gnement fructueux et pour mettre en lumiére les points capitaux pour une compréhension parfaite.

Depuis la publication de la premiére édition, les cours sur la Résistance des Matériaux sont
plus sophistiqués et ont tendance & inclure des données sur l'analyse de la plasticité et la conception
plastique, sur les centres de cisaillement, les poutres courbes et sur l'utilisation des fonctions de
singularité pour décrire le comportement des poutres. Il est devenu également courant de preéparer
les étudiants aux meéthodes d’énergie de déformation, d’analyse élastique et aux Aléments de la
Théorie de I'Elasticité. On trouvera donc dans la présente édition des problémes résolus dans
tous ces domaines, ainsi que pour d’autres non présentés précédemment.

William A. Nash

Amherst, Massachusetts
Pour plus de document gratuit visiter
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Préface des traducteurs

L’ouvrage de William A. Nash intitulé “Théorie et problémes de Résistance des Matériaux”
{28m¢ édition), dont nous présentons la traduction en frangais, appartient & la série Schaum qui
traite des Sciences de 'Ingénieur, ce terme étant pris au sens le plus général et le plus élevé,
puisqu’il s’y trouve aussi bien des traités de mathématique trés avancée que des ouvrages de
physique et de mécanique théorique et pratique.

Tous ces ouvrages présentent un caractére particulier qui mérite d’étre signalé. Les exposés
théoriques constituant ce qui pourrait étre appelé le ‘“cours magistral” y sont réduits aux élé-
ments de base indispensables, trés clairement exposés.

Par contre, chaque chapitre comporte un trés grand nombre de problémes dont la solution
compléte est trés détaillée et qui constituent pour partie la démonstration des théorémes fonda-
mentaux et pour d’autres des applications numériques variées. L'’ensemble est complété par des
problémes proposés au lecteur et pour lesquels seule la réponse numérique est indiquée.

Ainsi le lecteur acquiert a la fois la connaissance des principes de base et la dextérité indis-
pensable pour 1'application pratique des connaissances apprises.

On remarquera que cette fagon de procéder est bien dans le sens de l'évolution actuelle des
méthodes pédagogiques et que son intérét est particulierement évident dans le cas qui nous

occupe icl, la pratique de la résistance des matériaux étant fondamentalement liée a 1’habileté
du calculateur.

L'ouvrage de W.A. Nash est intéressant a un autre point de vue, parce qu'il expose des
méthodes de calcul rarement présentées avec suffisamment de détails dans les ouvrages courants.

C’est ainsi, par exemple, que l'utilisation des fonctions de singularité pour 1’étude des poutres
y est longuement développée. Cette méthode introduite par Macauley en 1919 n’a pas jusqu’a
présent regu le développement qu’elle mérite.

De méme, les calculs pratiques dans le domaine plastique, dont on sait que son importance
croit rapidement dans les techniques modernes, sont ici l'objet d'une étude sérieuse et de nom-
breuses applications.

Le flambement est aussi développé de facon importante, ainsi que 1’étude des coques.

Enfin, 'ouvrage se termine par un exposé. sur la Théorie de I’Elasticité, qui permet au lecteur
de comprendre pourquoi celle-ci est une approximation meilleure que la résistance des matériaux
et le prépare a l'étude des ouvrages spécialisés.

Ainsi congu, ce livre est susceptible de rendre de trés grands services non seulement aux

étudiants, mais aussi aux projeteurs et aux ingénieurs si souvent confrontés aux problémes de
Résistance des Matériaux.

H. Le Boiteux
R. Boussard
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CHAPITRE |

Tension et conpression
Effets internes des forces
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Ce livre a pour objet Iétude de ce qui pourrait 8ire appelé les effets internes des forces
agissant sur un corps. Dang PFouvrage, les COIps eux-mémes ne seront plus considérés comme
parfaitement rigides, comme cela ét,ait admis en Statigue, mais on tiendra compte aussi de
leurs déformations. En effet, un des buts principaux de la Résistance des Matériaux est le cal-
cul des déformations deg €orps sous différents types de charges,

BARREAU CHARGE AXIALEMENT

Au début, ie cas le plus simple 3 étudier est celui d’un barreau de méta) de section droite
constante, chargé i ses extrémités par deux forces opposées co-iinéaires coincidant aveg laxe
lengitudinal du barreau et agissant ay centre de chaque section droite, Pour réaliser i"équilibre
statique, les forces deivent &tre d’égale grandeur. Si leg forces sont dirigées vers Pextérieur du
barrezu, celui-ci est dit en tension. 8i elles sont dirigées vers I'intérieur du barreau, il existe un
état de compression. Ces deux états sont représentés dans la fig. 1-1.

Sous l'action de ces deux forces, i} s'établit dans le harreau des forces internes résistantes,
qui peuvent &tre étudiées en ¢oupant le barreau en un peint guelcongue de sa longueur par un
plan perpendiculaire a Paxe longitudinal. Un tel plan est indiqué par ¢-a dans la fig. 1-2(a). Pour
des raisons exposées plus Ioin, ce plan ne doit pas étre “trop voisin” de T'une ou Pautre extré.
mité du barreau. Si pour Uanalyse, la portion dy barreau 4 droite de ce plan est supposée en-
levée, comme dans Iz fig. 1-2(8) elle daoit atre rempiacée par un effet exercs sur la portion de
gauche. Avec cette méthode du plan coupant, les forces internes a 'origine deviennent extérienres,
en ce qui concerne a portion subsistante dy corps. Pour maintenir I'équilibre de Ia portion de
gauche, cet “effet” dojt atre une force horizontale de grandeur P, Toutefois, cette force P agis-
sani suivant {a normaie 3 la section droite aq est en fait, lo résultante de forces distribuées agis-
sant sur cette section et dang une direction perpendicujaire, '

{a}
————
—
_
Barreau en compression &)
Fig.1-1 Fig.1-2

DISTRIBUTION DES FORCES RESISTANTES

AITIVE & ce stade, il est nécessaire de faire une hypothése sur Ia répartition de ces forces
distribudes. Puisque la force résultante » est appliquée ay ceniire, il est couramment admis qu'efles
sont uniformément réparties sur toute la section. Une telle distribution n’est probablement Jamais
réalisde exactement en raison de Peorientation aléatoire des grains de eristaux composant le bar-
feau. La valeur exacte de Ia force agissant sur un trég petit élément queicongue de la section est




fonction de la nature et de lorientation de la structure cristalline en ce point. Cependant, I'nypo-
thése d’une distribution uniforme sur la section droite assure aux calculs techniques une précision
suffisamment raisonnable.

CONTRAINTE NORMALE

Pour une étude comparative, au lieu de considérer la force interne agissant sur un petit élé-
ment de la surface, il est préférable de partir de la force normaie agissant sur une unité de sur-
face de la section. La contrainte normale est définie comme l'intensité de la force normale par
unité de surface et elle est exprimée en unités de force par unité de surface, c’est-a-dire en
kg/fcm?. Le terme contrainte totale est parfois utilisé pour dénommer la force axiale résistante
en kilogrammes. Si les forces appliquées aux extrémités du barreau sont telles qu’il soit en ten-
sion, elles engendrent des contraintes de tension. Si le batreau est en compression, ce sont des
contraintes de compression. 1l est essentiel que la ligne d'action des forces appliquées passe par
le centre de toutes les sections droites du barreau.

EPROUVETTES D’ESSAI

Le type de charge axiale de la fig. 1-2(a) se rencontre fréquemment dans les projets de
structures et de machines. Pour reproduire au laboratoire ce type de charge, on fixe une éprou-
vette dans les machoires d’une machine d’essai a engrenage mue électriquement ou hydraulique-
ment. Ces deux types de machine sont couramment utilisés dans les laborateires d'essai des ma-
tériaux pour appliquer une tension axiale.

Pour normaliser les méthodes d’essai des matériaux, I’American Society for Testing Materials
{A.S.T.M.) a élaboré des spécifications utilisées dans toute ’Amérique. Pour les essais en tension
et compression axiales, ces normes prévoient toute une série d'éprouvettes pour divers matériaux
métalliques et non métalliques. Deux seulement seront présentées ici, une pour les plaques de
métal de plus de 3/16 de pouce (4,76 mm) d’épaisseur, fig. 1-3 et 'autre pour les métaux d’'épais-
seur supérieure & 1,5 pouce (38,10 mm) représentée dans la fig. 1-1. Les dimensions indiquées
sont celles spécifiées par I’A.S.T.M., mais les extrémités des éprouvettes peuvent présenter la
forme voulue pour s’adapter aux machoires de la machine d’essai. Comme on peut le voir sur les
figures, la partie centrale est un peu moins large que les extrémités, pour que la rupture ne se
produise pus dans les parties fixées dans les machoires. Les arrondis sont prévus pour éviter les
concentrations de coatrainte i la transition entre les deux portions d’inégale longueur. La
longueur normalisée sur laquelle est mesuré l'allongement est de 8 pouces (203.20 mm)
pour P’éprouvette de la fig. 1-3 et de 2 pouces (50,80 mm) pour celle de la fig. 1-4(°)

i e
[l ==t

Fig.1-3 Fig, 14

(*) Les normes AFNOR spécifient les dimensions des éprouvettes de traction utilisée en France. Pour les toles et bandes d'acier.
1a norme NF 03-160 indique les dimensions suivantes :

Norme NI 03-160 DIMENSIONS DES EPROUVETTES

| LONGUEUR
LONGUEUR - . )
EPROUVETTE| EPAISSEUR | LARGHUR ENTRE ';i':_?;’.:ﬂ,“ D?('.g‘g_g"s
PARALLELES

<n iltime ©n ¢ on ¢ o ime o ime

Lo le
1 0.5 3 3,0 excius 20 #0 | 120 140
2 0.5 4 2.0 inclus 125 50 ' 75 $7.5

Chapitre 1/Tension et compression , effets intérnes des forces 3

Les allongements sont mesurés a V'aide d’extensométres mécaniques ou optiques ou bien
en fixant par collage une jauge de déformation 4 résistance électrique a la §urface dg ma’tenam
Cette jauge de déformation est constituée d’un certain nombre de fils tres fjns orientés dans la
direction axiale du barreau. Lorsque le barreau s’allonge, la résistance électrique des ‘fils change
et ce changement de résistance est détecté par un pont de Wheatstone et transformé en allonge-
ment.

DEFORMATION NORMALE

Plagons une de ces éprouvettes de traction dans une machine d’essai de traction-compression
et appliquons graduellement des forces de tension aux extrémités. L’aliongement sur la longueur
de référence peut étre mesuré comme indiqué ci-dessus, pour des incréments déterminés de la
force axiale. A partir de ces valeurs, on peut déterminer I’allongement par unité de longueur, qu
est la déformation normale notée €, Pour cela, on divise 1'allongement total A par ia longueur
de référence L. Donc : € = A/L. La déformation est habituellement exprimée en mm par mm.
Elle est donc sans dimension. Pour exprimer l'allongement en mm, on utilise parfois le terme
déformation totale.

COURBE CONTRAINTE-DEFORMATION

En appliquant graduellement la charge par incréments, ’allongement total est mesuré sur
la longueur de référence pour chaque incrément de charge et ceci jusqu’a rupture de ’éprouvette.
La contrainte normale g peut étre calculée pour toute vaieur de la charge axiale a partir de la
surface initiale de la section droite, en utilisant ’équation :

P

A

g =

ou P est la charge uxiale en kg et A la surface initiale de la section droite. Quand on a obtenu
un certain nombre de valeurs numeériques, on peut tracer une courbe en mettant en abscisses la
déformation normale ¢ et en ordonnées la tontrainte normale ¢. On obtient la courbe ou le
diggramme contrainte-déformation du matériau pour ce type de charge. Les allures de ces courbes
sont trés différentes suivant les matériaux. La fig. 1-3 est la courbe d’un acier de construction

a teneur moyenne en carbone ; la fig. 16, celle d’un acier allié et la {ig. 1-7 est relative d des
aciers durs et d certains alliages non-ferreux. Pour des alliages non-ferreux et la fonte, la courbe

présente ia forme de la fig. 1-8, tandis que pour le caoutchouc, on obtient l'allure caractéristique
de la [lig. 1-9.

Fig. 1-5 Fig. 1-6 Fig. 1-7 Fig.1-9
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S
/M/ATERIAUX DUCTILES ET MATERIAUX FRAGILES DOMAINE ELASTIQUE ET DOMAINE PLASTIQUE

Les matériaux de construction sont habituellement classés en duetiles et en fragiles. Un ma- La partie de Ja courbe contrainte-deformation s'ctendant depuis I’OHEH,J? jusqu’a la limite de
L tériau ductile présente une déformation par tension relativerment grande jusquau paint de rupture § proportionnalité gst der'lo'm_mee ’domau_fte élastique. La partie de lg courbe. s’étendant depuis Ia
- (acier de construction ou aluminium, par exemple), tandis qu'un matériau fragile ne subit qu'une limite de proportionnalité jusqu’au point de rupture est le domaine plastique. ]
déformation relativement petite jusqu’a ce point. Une déformation arbitraire de 0,05 em/cm est E
fréquemment considérée comme la démarcation entre ces deux classes de matériaux. La fonte et 3. L

le béton sont des exemples de matériaux Fragiles, SEUIL DE PLASTICITE

LOI DE HOOKE ; L'ordonnée du peint ¥, notée Gy, pour lequel il y a accroissement de la déformation sans
augmentation de la contrainte est nommé seuil de plasticité du matérinu. Lorsque la charge at-
teint le point ¥, on dit que le corps cdde. Quelques matériaux présentent deux points de la

courbe contrainte-déformation pour lesquels se produit une augmentation de déformation sans
augmentation de contrainte. On les dénomme seuils de plasticité supérienr et inférieur.

Pour tous les matériaux dont la courbe contrainte-déformation a ia forme des fig. 1-5, 1-6
ou 1-7, il est clair que, dans le cas de valeurs relativement petites de déformation, la relation
entre la contrainte ei la déformation est linéaire, Cette relation lingaire entre Vallongement et
la force axiale qui la produit (puisque ces quantités ne différent chacune de la déformation ou
de la contrainte gue dun facteur constant) a été observée pour la premiére fois en 1678 par
Sir Robert Hooke et est appelée “loi de Hooke"”. Dans le demaine linéaire de déformation du ——
matériay, on peut done écrire la relation : ; RESISTANCE A LA TENSION

L'ordonnée du point U, ordonnée maximale de la courbe est dénommée resistance 4 la ten-
g=Ee 1 sion du matériau.

ol £ est la pente de la portion linéaire OP de chacune des caurbes des fig. 1-5, 1-6 et 1-7. 3 ’

i

MODULE D’ELASTICITE RESISTANCE A .LA RUPTURE ‘

La quantité £, rapport de la contrainte unitaire i la déformation unitaire est le module
d’élasticité du matériau en tension ; il est souvent nommé moduie d’Young. Les valeurs de E
pour un grand nombre de matériaux techniques sont portées dans les manuels. Puisque la défor-
mation unitzire € est un nombre pur (étant le rapport de deux longueurs), il est clair que £
s'exprime par les mémes unités que la contrainte, donc en kg/em?® par exemple. Pour un grand
nombre de matériaux techniques courants, le module d’élasticitéd en compression est sensiblement Le travail effectué par unité de volume du matériau pendant ['augmentation graduelle de
égal & celui en tension. {! faut noter scigneusement que le comportement des matériaux sous i la force de tension pure depuis zéro jusqu’a la valeur nécessaire pour atteindre la limite de pro-
charge étudié dans Pouvrage est limité (souf indication contraire) d g partte linéeire de Ia courbe portionnalité du matérizu est défini comme le moduie de résilience. On peut le calculer en
contrainte-déformation. prenant l'aire en-dessous de la courbe contrainte-déformation depuis l'origine jusqu’a la limite
de proportionnalité ; eile est représentée par la surface hachurée de Ia fig. 1-5. Cette quantité
s'exprime en kgfem?. La résilience d’un matériau est done son aptitude d absorber de ’énergie
dans le domaine élastique. :

L’ordonnée du point B est appelée résistanice d Ia rupture du matériau.

MbDULE DE RESILIENCE

PROPRIETES MECANIQUES DES MATERIAUX :

La courbe contrainte-déformation de la fig. 1-5 peut servir i caractériser plusieurs propriétés

mécaniques des matériaux. Ce sont : COEFFICIENT DE DURETE

Le travail effectué par unité de volume du matériau pendant 'augmentation graduelie de la }
LIMITE DE PROPORTIONNALITE tension pure depuis zéro jusgu'd la valeur causant la rupture est défini comme le coefficient de :
s . . L . NP . ; dursté, Pour le caleuler, on mesure l'zire de la courbe contrainte-déformation depuis Yorigine
L orfionnee d_u point P est nommée lszte de proportionnalité, 'est la_ contrainte maxm}ale jusqu'd la rupture. La dureté d’un matériau est son aptitude & absorber de Pénergie dans le do-
pouvant &tre appliguée dans un essai de tension pure, dans lequel la contrainte est une fonction maine plastique
linéaire de la déformation. Un matériau dont la courbe contrainte-déformation a .l'allure de la biastique.

fig. 1-8 ne posséde pas de limite de proporiionnalité.

L

LIMITE ELASTIQUE

%‘nﬁ:

POURCENTAGE DE REDUCTION DE SECTION

L’ordonnée d'un point qui coincide presque avec P est dédnommée limite élustique. Clest la 3 On appelle pourcentage de réduction de section le rapport, multiplié par 100, de la réduc-
contrainte maximale pouvant &tre appliquée dans un essai de tension pure, tel qu'aprés suppression tion de la section de rupture d sa valeur initicle. Il faur noter gue, sous 'action des forces de
de la charge, il ne subsiste aucune déformation permanente ou résiduelle. Pour de nombreux ma- tension, la section du barreau diminue, mais que le calcul de la contrainte normale est toujours
tériaux, les valeurs numériques de la limite élastique et de la limite de proportionnalité sont effectué sur la base de la section initiale. C'est le cas de la fig. 1-5. Comme la délformation
presque identiques e ces termes sont parfois considérés comme synonymes. Dans les cas ol la devient de plus en plus grande, il est de plus en plus important de tenir compte des valews ins- :
distinction entre les deux termes existe, la limite élastique est toujours supérieure a la limite de . tantanées de la section (qui décroissent). On obtient alors la courbe oraie contrainte-déformation.
proportionnalité. 1 Elle est représentée en traits discontinus dans la fig, 1-5. :

e TP
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POURCENTAGE I ALLONGEMENT

Le pourcentage d'allongement est I'augmentaticn,

de référence) aprés rupture, divisée par la longueur initiale. Le pourcentage de réduction de sece

tion, ainsi que le pourcentage d’aliongement constituent des mesurss de la ductilité du matériau,

CONTRAINTE PRATIQUE

-+ Les caractéristiques de résistance mentionnées cj
de contrainie pratique. Dans I'ouvrage, toutes les ¢or
dans le domaine élastique du matériay,
la contrainte au seuil de plasticité cu la
de sécurité, Le choix du facteur de séo
teur. Les facteurs particuliers de séeurit
Voir les problémes 1.4, 1.12 et 1.13.

-dessus peuvent servir i adopter une valeur
ntraintes pratiques utilisées sont caomprises
Le plus fréquemment, on la fixe en divisant simplement
résistance A la tension par un nombre appelé focteur
urité dépend du jugement et de Pexpérience du proje-
¢ sont souvent spécifiés dans les eodes de construction,

ECROUISSAGE PAR DEFORMATION

Lorsqu’un matériau ductile

peut étre fortement contraint au-dels du seuil de plasticitéd sans
céder, on dit qu’il est deroud,

De nombreux métaux de construction possédent cette propriété.

Pour les matériaux fragiles, la courbe contrainte-déformation, qui n'est pas linéaire, permet
de délinir plusieurs autres grandeurs de résistance, qui n'apparaissent pas lorsque la courbe pOs-
séde une région linéaire. Ce sont :

RESISTANCE A LA PLASTICITE

L’ordonnée de la courbe contrinte-délormation, tejle que le matériau présente une défor-
mation permanente prédéterminée aprés suppression de la charge est appelée résistance ¢ la plas-
tieité du matériau. La déformation permanente prédéterminée est souvent considérée comme
étant de 0,002 "% i 0.035 . Ces vaieurs sont arbitraires, bien entendu. Dans Ia fig. 1-8, a até
tracée sur I'axe de déformation, une déformation bermanente €, et une droite O'Y a été tirée

parallélement d la tangente 3 Varigme de la courbe. L'ordonnée de ¥ représente 1z résistance 4
la plasticité du matériau, parfois dite contrainte d’essai,

MODULE TANGENT

la déformation est dit module tan-
£, = dojde.

Le taux de changement de la contrainte par rapport i
gent, C'est essentiellement un module Instantané donne par

Il existe encore d’autres
truction. Ce sont :

propriétés des matériaux, qui sont utiles pour les projets de cons-

COEFFICIENT DE DILATATION LINEAIRE '

Ce coefficient est la variation de |
4 un changement de température de u
gueur employée, mais il dépend de 1’

ongueur par unité de longueur d'un barreau drdit soumis
i degré. Ce coefficient est indépendant de I'unité de lon-
chelle de température. On utilise habituellement Péchelle

multipliée par 100, de Ia longueur (longueur

VR

Chapitse i/Tension et compression , effets internes des ferces

Celsius. Dans ce cas, le coefficient, noté o est pour l'acier de 11.107%/°C. Exactement comme
les charges, les changements de température produisent des contraintes internes dans les struc-
tures. Voit le probléme 1.7.

COEFFICIENT DE POISSON

Lorsqu’un barreau est soumis 4 une tension

pure, il se produit une augmentation de lon-
gueur en direction de la charge, mais aussi

une diminution des dimensions latérales perpendicu-
ormation latérale 4 celle en direction axiale est le
coefficient de Poisson. Dans l'ouvrage, il est symbolisé par la lettre grecgue u. Il se situe entre
0,25 et 0,35 pour la plupart des métaux. Voir les problémes 1.16, 1.20.

FORME GENERALISEE DE LA LOI DE HOOKE

La forme simpie de la loi de Hooke a été dnoncée pour une tension axiale. la charge stant

entiérement dirigée en ligne droite. Elle ne considére que la délermation dans la direction de Ia
charge et est :

L4
N

Dans le cas le plus général, un 8lément de matiére est soumis 3 trois contraintes perpendi-
culaires 0, .0, et u,, accompagnée respectivement, par les dejformutions €. . €, et 6, . En su-
perposant les compoesantes de déformation dues a la contrzction

latérale résultant de Yeffel de
Poisson aux déformations directes, on obtient la forme génédralisée de la loi de Hooke : |

| —

1

v = F {o, = nlo, + )] ¢ = [r, = o, + )]

i

{u" - ‘n.(rr‘j + c.r:)i €

|
Iz

Voir les problémes 1.17 et 1.20.

COMPARAISON DE L’ANALYSE ELASTIQUE ET DE L'ANALYSE PLASTIQUE

Dans certaine structures, on tolére souvent ia présence o
de contraintes et de déformations dans le domaine plastique
du matériay. Certains codes de construction admettent une
déformation piastique. Des piéces de structures d'avion ou
de missiles sont volontairement caleulées pour fonectionner
dans le domaine piastique, de manidre i gagner du poids. En
cutre, de nombreuses méthodes de formage des métaux né-
cessitent une déformation plastique du matériau. Pour de
pelites déformations plastiques d’aciers de construction a car-
bone bas ou moyen la courbe contrainte-déformation de la
fig. 1-5 est habituellement idéalisée par deux lignes droites,
‘une avec une pente de E powr le domaine éiastique, I'autre
avec une pente nulle représentant le demaine plastique. Ce
tracé représenté dans la fig. 1-10, s'appligue 4 un matériau
dit dlastigue ef parfaitement plastigue. Il ne rend pas compte 0 <
des déformations plastiques plus fortes se produisant dans la
région d'écrouissage représenté par la portion A droite de ia
fe. 1-5. Voir le probléme 1.21.

Typj— — — — —

Fig. I-it

7
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Résistance des matériaux

CLASSIFICATION DES MATERIAUX E

L'exposé a été basé entiérement sur Phypothése que deux caractéristiques des matériaux
sont prédominantes : Ces hypothése sont :

LE MATERIAU EST HOMOGENE, il posséde les mémes propriétés élastiques (E, u) en tous
les points du corps et

LE MATERIAU EST ISOTROPE, il posséde les mémes propriétés élastiques dans toutes les di-
rections en un point guelconque du corps. Les matériaux ne sont pas tous isotropes. Lorsqu'un
matériau ne présente par une forme quelconque de symétrie élastique, il est dit anisotrope ou
parfois aéolofrope. Une substance de ce genre posséde 21 constantes élastiques au lieu des deux
constantes élastiques indépendantes (EF, p) des matériaux isotrope. Lorsque le matériau posséde
trois plans perpendiculaires de symétrie élastique, il est dit orthotrope. Dans ce cas, le nombre
de constantes indépendantes est de 9. Dans l'ouvrage, seule sera traitée 'analyse des matériaux
isotropes.

EFFETS DYNAMIQUES

Dans la détermination des propriétés méeaniques d'un matériau 4 l'aide de l'essai de ten-
sion ou de compression, la vitesse d’application de la charge a parfois une influence notable
sur les résultats. En général, les martériaux ductiles manifestent la plus grande sensibilité aux
variations de vitesse d’application de la charge. Par contre, l'influence de la vitesse de {’essai
sur les matériaux fragiles, tels que la fonte, a été trouvée négligeable. Pour lacier doux, maté-
riau ductile, on 2 trouvé qu'une augmentation de 170 7 du seuil de plasticité était obtenu
par une application extrémement rapide de la force axiale. [l est intéressant de remarquer cepen-
dant que dans ce cas, I'allongement total reste identique a celut trouvé en appliquant la charge
pius lentement.

Probléemes résolus

.1

Calculer I'allongement total d’un barreau initialement rectiligne de longueur L, de section
A et de module d’élasticité £, sous l'effet d'une charge de tension P, appliquée i ses ex-
trémités.

Lz contrainte unitaire dans la direction de la force P

est simplen‘mnt le rapport de la charge par l'aire de la sec- I3 _ P
tion, c’est-i-dire 0 = P/d. La déformation unitaire € est e B T—
obtenue également en divisant I'allongement total A par -
ta longueur initiale : ¢ = A/L. Par définition, le module L . P—
d’élasticité F est le rapport de ¢ et de g, donc : Fig. 111
ig. 1-
— o _PA _PL s = LPL
E=0=3gp =4 ° *%4E

Noter que A s'exprime en unités de longueur, en c¢m
ou en m.

Chapitre 1/Tension et compression , effets internes des forces 9

1.2. Un ruban de chaine d’arpenteur de 25 m de long a une section de 6 mm sur 0,8 mm.
/s Calculer lallongement di ruban développé et maintenu raide par une force de & kg. Le
module d’élasticité est de 2,1 .10% kgfem?.

PL {63(2.500)

AE * Beoamal w0

Allongement A =

3. Un barreau d’acier de 5 cm? de section est sollicité par les forces représentées dans la
fig, 1-12(a). Calculer I'allongement total du barreau. Pour l'acier E = 2,1 .10% kgfem®.

N

A 2 C D
5000 kg 1500 kg
e

A 2
4500 kg 5000 ke 5000 kg
. -
1000 kg i:
|_°_so em| 75 em 100 em

{a} (b)

B 9 Cc 2]
3500 kg 3500 kg 43500 kg 4500 ke

(e} (d)

Fig, 1-12

Le barreau entier est en équilibre, donc aussi loutes ses partics. La portion entre 4 et # subit sur chacune
de ses sections une force résultante de 5000 kg Un schéma de corps libre d'une longueeur de 30 ¢m du barreau
est représentée dans la fig. 1-12(b). Pour maintenir I¢quiiibre avec la force appliquée 4 l'extrémité de gauche, i
faut que la force appliquée i 'extrémité de droite soit de 3000 kg. L allongement de cette portion est .

PL 5.000(50)

= el T 0024
GE T BEon o em

&y

Lz force agissant sur le segment entre 4 et € se czleule en prenant la somme algébrique des forces agis-
sant sur la gauche de la section entre # et C. On trouve une force résultante de 3 500 kg, donc la section st
soumise & une tension. On aurait obtenu le méme résultat en prenant la somme algébrique des forces agissant
sur la droite de cette section. Le schéma de corps libre de cette portion BC est donné dans la fig. 1-12(c).

A, = 3.500(75}

Son all T oest : = e
N allongement es (5)(2,1.100]

= 0,025 cm.

De mame, pour maintenir 1'équilibre avec la charge appiiquée en 0. la force agissant sur ies sections entre
Cet D doit &tre de 4 500 kg. Le schéma de corps libre du segment CD est représenté dans la fig. 1-12(d).

_ 14.500)(100)

L'allongement de ce segment est : Aj = ) (21-10° = 0,043 cm.

L'allongement total est donc : A = 0,024 + 0,025 + 0,043 = 0,092 cm.

A4, La poutre triangulée Howe de la fig. 1-13(a) porte la seule charge de 60000 kg. En ad-
mettant pour iz contrainte pratique du matériau en tension 1200 kg/em®, calculer la sec-
tion nécessaire des barres DE et AC. Calculer l'allongement de la barre DE sur sa longueur
de 6 m. Faire I’hypothése que la valeur limitant !a contrainte pratique en tension est le

seul facteur 4 considérer pour le caleul de la section requise. Module £ = 2,1 .10% kgfem?.
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cune. La fig. 1-13(3) est un schéma

uel les forces agissant sur les barres
ont £té notées A8 et AC, comme les barres elies-mémes et on admet que ce sont des forces axiales. Si on les
trouve positives, ce sont des tensions, si elles SOnt négatives, ce sont des compressions, en accord avec la con-
vention usuelle de signe. L'application de I'équilibre statique 3

trainte admissible e

AR ED
G
EC E
45 ml H A 4c EC
45mG s
¥

66000 kg

30000 kg 60000 kg
(a) (8) @

Fig. 1-13

réactions verticales en A et en H. Par symé
de corps libre dy joint en A4, dans leq

ce schéma de corps libre donne :

4
ZF, = 30,000 + E(AB) =0 ou AB = —37.500 kg

Is,

Ir

3
?(—31500) +AC =0 gy AC = 22,500 kg

De méme au point £, le schéma de corps libre est donné dans la fig,

I-13(¢). De Ia statigue, on a :
LF, = ED - 60000 = 0 ou

ED = 60.000 kg

'S, 3ans zutres charpes,

étant la force axiale et A
chaque barre. Leg sections sont do

La contrainte ef charge axiale est 0 = Prq, p 12 section de la barre. Jci, ia con-
de 1200 kgfem® dans

nc :

A 22.50 s
— = 50 m? et A = T 18,75 em*

L'allongement de la barre sous tension axizle esg A = PLIAE. Pour chaque barre LE, on a :
{60.000){600)

= e = 4
(B0 1) = M4 em

Déterminer Paugmentation de longueur totale d’un barreau de section constante suspendy
verticalement et soumis seulement § son Propre poids. Le barreau est droit au départ,

Lz conthainte normale {de tension) sur toute section horizontale
st produite par le poi

A ds du matériau en dessous de cette section. e
L'allongement de P'élément d’épaisseur dy représenté est :

da = (Ayy/AE) dy

ol A est Uzire de Ia sectiol

. 0 du barreau et
(poids par unjte

de volume). En intégrant,

¥ sen poids volumique

I

\

Vallongement toral dy [

barreau est : o &
L :\\ !

&= A _ vz avbn oy s

| TdaE A8 T Tyqp T oopp P

ol W est le poids totai du barr
total dd au poids dy barreau
charge moitié de son poids ap

eau. Remargquer que allongement
est égal 4 cefvi produit par une
pliquée i I’extrémité,

L9

Chapizre |/Tension et compression , effets internes des forces 11

Un cable d’acier de 6 mm de diaméire est utiliss pour le levage dans ls construction im-
mobiliére. 8i 150 m de cable sont suspendus verticalement et servent d lever une charge
de 200 kg suspendue 4 P’extrémité inférieure, caleuler Pallongement total du cable. Le
poids volumique de V'acier est de 0,0078 kgfem?® ot £ = 2,1.10% kgjem?.

L'allongement total est produit, en partie par la force appliquée de 200 kg et en partie par le
poids du cable, L’allongement dg 3 la charge de 200 kg est

PL (200)15.000)
Al = “E = ;“—_T =5com
) 3((}.6)‘(2,1 - 10%)

D’aprés le probiéme 1.5, I'allengement di au poids est :

T
_owr (G MO8)I5.000)0,007815.000)

3 = ——— =

247 =04 em

u;)(o,sﬂz,r - 16%)
L'allengement total est : A = 5 + 0,4 = 54 ¢m,

Un {il d’aluminium de 30 m de lon
Calculer l'allongement total du fi
Prendre £ = 7.10° kg/om?

g est soumis 4 une contrainte de tension de 700 kgfem?.
L Quelle température produirait le méme allongement ?
et pour « {coefficient de dilatation linéaire 21,6 . 10~8/°¢.

L'aliongement totai est : A =

PL _ (700)i3.000)
AE T T g T em

L'élévation de température AT produisant le méme résultat est donnée par :

3= 1216 107%)(3.0004AT) ot AT = 46" C

Deux barreaux prismatiques sont fixés ensemble rigidement ot
de 5000 kg, fig. 1-15. Le barreay supérieur est en acier de
de longueur 10 m et de section de 60 cm®. Le barrezu
volumique 0,008 kgiem?, de longueur 6 m et de section
£ =21.10° kg/em® pour le bronze F =
male dans chaque matérian,

sent soumis 4 une charge
masse volumique 0,0078 kgjem?,
inférieur est an bronze, de masse

de 50 cm®. Pour I'acier,

9.10° kgfem®. Culculer ia contrainte rmaxi-

La contrainte maximale dans te bronze se

produit immédiatement
en-dessous de la jonction, i ta section #-8 i

- La contrainte normale verti-

= la charge de 5000 kg et
du poids de la barre sntidre de bronze, en-dessous de 8-B,

Le poids de !a barre de bronze ast
Py = {600)(50)(0,008) = 240 kg
La contrainte dans cette section A-4 est :

5.000 + 240

‘P‘_
eI 50

= 105 kgjem?.

La contrainte maxim;
tion A-4, zone de suspens
tier de l'acier et du lajton
dans les sections situdes pi
engendre ia contrainte.

ale dans la barre d'acier se produit sur 1z sec-
ion, parce qu'a cet endroit, c'est ie poids en-
qui produit lz contrainte normale, tandis que
us bas, seule une partie du poids de I'acier

5000 kg

Fig.1-15

Le poids de la barre dlacier est : P, = (1.D00)60)(0,0087) = 468 kg

P 5.000 + 240 + 468
—_— T T

La contrainte sur la section A-d est : = o = 95 kgiem?.

¢ =
Une barre pleine conigue de
secticn et D 4§ sa base. Lz lo
force axiale P appliqquée 4 ch

section cireulaire a un diameétre d
ngueur de la barre est L. Détermi
aque extrémité, fig, 1.16.

d son extrémité de faibie
ner lallongement dfi 4 une
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Appelons x la distance depuis la petite extrémité pour un élément en forme de disque d’epaisseur
dx. A Paide de la formule des triangles semblables, ie rayon de ce petit élément est donné par :

=4 =/D-d
N r—2+L(2)

L'allongement de cet é&lément de disque se calcule 3 partir de la formule de lailongement da 4
la charge axiale A = PL/AE. Cette expression devient :

da = Pdx
e z/D~-g\T?
LR C I

Lallongement du barreau entier s’obtient en intégrant les allongements de tous les éléments sem-
blables sur le barreau. En appelant A Tallongement dé la barre entitre :

L L
— _ 4P dz _ 4PL
s ‘j;dA a fof[de/L)(D:—d)PE DIE

L E
=q ‘g

=dQ 7

R Bitiaa :

Fig. 1-18 . Fig. 117 E

Un solide de révolution, fig. 1-17 supporte une charge . Le rayon de la base supérieure
de solide est r;, et le poids volumique du matériau est . Déterminer la variation du rayon
avec l'altitude, de maniére gue la contrainte de compression soit constante sur toutes les
sections. Le poids du solide n’est pas négligeable, . £

Soit ¥ la hauteur mesurée & partir de la force supérieure et @ le poids de la portion du corps a
Paltitude y. dQ est I'incrément de Q pour un incrément d’attitude dy. Scient r et r + dr tes rayons des
faces supérieure et inférieure de cet &lément horizontal et A et A + dA leurs surfaces. En considérant les

contraintes normales de compression agissant sur les deux surfaces de cet elément, on a :

-~
——«ZQ = HP:?_;,;’Q = e = constante
d'olr
Al [t
Q@ T FFQ T &

L'incrément d'aire entre les faces supérieure et inférieure de I'dlément est : A = mr + dr)? - art=

. 2mrdr 1
2ardr. L'incrément de poids est : dQ = :'rrz'y(dy) - D’aprés Iéquation (1), —3——— = —. En intégrant :
nriyidy) o

Zinr = (yloly + €,

Lz

Chapitre 1{Tension et compression , effets internes des forces 13

En appliquant 12 condition anx limites, i savoir que r = ry pour y = 0, on trouve C; = 2 Inr

o
Egalement 4 partir des conditions & la face supéricure, o = Pirr} Finalement: r = r, ¥™0¥2P

: Deux barres d'acier identiques sont assemblées par des broches et portent une charge de

50000 kg, fig. 1-18(a). Calculer la section des barres telle que la contrainte subie ne soit
pas plus grande que 2100 kgjem?®. Calculer ézalement le déplacement vertical du point
B, Prendre E = 2,1, 10% kgjem®.

L3

7= 50000 kg 50000 kg
{a) (&) (e)
Fig. 1-18

Un schéma de corps libre de la broche en # est représenté dans la fig. 1-18(h), ol £, estla farce
(kg} dans chaque barre.

. . 1
Draprés la statique : LR =2—=)F, - 50000 =0 o Fy = 35355 kg

353358
On en tire la section requise : 4 = —~—— = 17 ¢cm
2100

Comme notre étude de la résistance des matérizux se limite aux cas des petites déformations, la
géométric de base de la structure est essentiellement inchangée. Pour la positigm des barres déforméesc.
nous pouvons admettre les lignes discontinues de la tig, l-1§( ¢} et 'angle DB'F est trés voisin de 45°,
L'ailongement de la barre de pauche est représentée par DB’ et est obtenu en partant de I'expression
de P'allongement axial (probidme 1.1) :

. (35.355)(250) L L 033 -

DB = m): 025 em et uinsi BE = T 0,35 ecm
Les deux barres d'acier AB et BC sont assem- 30000 kg 30000 kg
bides par broches 4 chaque axtrémité et sup-
portent une charge de 30000 kg, fig. 1-19(a). .
Le métal est de l'acier coulé reveny, ayant 84 B
un seuil de plasticité de 4 200 kg/em®. Les 302
facteurs de sécurité admis sont 2 pour les sc

membrures en tension et 3,5 pour celles en
compression. Calculer les sections requises
de ces barres, ainsi gue les composantes ho-
rizontale et verticale au point B. Prendre (a) ]
E =21 .10% kg/em?. Fig, 1-19

- En admettant que les forces inconnues soient de tension, le schéma de corps libre du joint en
B cst représenté par la fig. 1-19(b).

IF, = ~30.000 - 5C sin 30° = 0 oy
IFy= —BA - BC cos 30° =0 ou

BC = 60,000 kg

D’aprés la statique :
P a B = 52,000 kg

5

Pge gl
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Les contraintes pratiques sent : 4 200/2 = 2 {00 kgfem? en tension et

T4200/3,5 = 1200 kgjom?
€Nt COmMpression.

Les sections requises
pratique admissible :

s¢ calculent en divisant 1a force axizle dans chaque barre par la contrainte

52,000 £6.000 \
A‘B=m=24’7cmz et Asc=m=50a’n

déformation axiaie
-1, lallongement de A8 st

(520000312)
T RATET = 1om T %3 em

et la compression de 8C est -

_ (ohaomzen
T BOKY < 167~ U2 em.

La fig. 1-19(c) montre je mouveme
position en £ Comme

Nt du point & vers sa nouveile

les déformations de ta strucrure SOnt petites, le 0.2 cm\;},,\ -"\*q/" 0.31 em
déplacement de 1z barrg allongée .18 di 3 Ia rotation dutour de 4 peug ¢ i
s dtre représenté par [a lighe droite Blb" Plutdt que par un arc ge cercle \(7.3}"“ 5
de centre 4. Le méme raisonnement sappliqee § la rotation de la barre 5 i
* BC. Du eroquis Teprésenté, on tire leg composantes du déplacement du N !
point & : \(30*4 e
A = 031 em ) 5 ; J
W
2 39°) 4. At
4, =82 °°:g ;]Jf O 02 in 30w 0.85 em 4

113 Le cadre assemblé par broches de la fig, 1-20 est supporté en
A de maniére 3 empécher le déplacement vertical, un dépiace-
ment horizontal restant possible. Les deux barres sont en ucier
de section 6 cm?. La barre AB est chauffée 4 50°¢ au-dessus
de la température de référence lorsque le systéme est libre de
contraintes, mais la barre A¢F est maintenue 3 cette tempéra-
ture de référence, Admettre que les deux barres restent recti-

lignes et calculer les contraintes dans chacune. Prendre
@ = 11.10-%;°C,

Fig. 1.20

Paur le calcul supposons d’abor,
de ['élévation de température, la barr

d qu’il n'existe pas de liaison enire A
¢ A8 sallongera de -

S0¢11. 1083 o2
LeASLRR U R Y L

cos 30°

et les bames. Sous linfluence

= 0,19 cm

Du fait de cet allongement, on peut a
& et son extrémité de gauche se trouw

dmettre que Iz barre A# subira une rotation rigide autour dy point
rd en un point A’ 4 la gauche de A,

Mats comme les barTes sont en réaijté Telides & leurs extr
Fy est exercée on A vers la gauche sur |a barre horizontale 4 qui
Pour 'équilibre herizentai en 4, j se produit donc une foree de com | dans la barre A8, Le
schéma de corps libre de iz broche A est représenté dans la fig, 21,

L

£y

R
o 2p . o
Fig.1-21 P 6,19 - 3107 F, [ cos 30°.

Fig, 1-22

L14 "‘:Soient les deux tiges ou fils de la fig. 1-23

Chapitre I/Yension et compression , effets internes des forces

Pour i*&quilibre : Py~ Fics300 = o

ou F, = B cos 800

La fig. 1-22 montre que iz barre AB, sous i’action combinée de la dilatation thermigue et de |a com-
pression axiale, tourne rigidement autour de 8, son extrémité de gauche venant en position finale ep
A", De la géométrie de la figure, on tire :

AD = FA" cog30°
En partant des résultats dn probiéme 1.1, on peut écrire
Fi.3.100 F, 3 gt

0,19 — L

3¢ = Fileos 30%% 3 g2
T — o5 30° = LSS0 )3 100
AE cos 30° AE

AE
ot 4 est 'aire de section de chaque barre, En résolvant
Fy =706 4. Fy = 606 4
d'ott T8 = 700 kgfom? o = 606 kgjem?

(@), assemblés par broches en 4 B et Cet
orsgue alcune chi
graduellement) une ferce @ au point B. Calcuier la
une déflexion verticale § du point 8,

initialement horizontaux et de longueur L |
des fils est négligeable. Op applique |
valewr de @ nécessaire pour produire

Chaque tige satistait Ia relation A = PLIAE, o P est Ig

gement axial. A déhut, chaque tige posséde une longueur L qui devient 7’ aprés application de iz
charge totale . Ainsi : o L= 2L

T AF ]

= 2Psina-0 =0 g g2 gp (i)

bz
En utilisant Iéquation (1) : Q = 2 (L'—L)AEﬁ_ = M(I-« L)

L FZ A

b {2)
Mais : WP = L2 g2 (6]
_ 28AE L
Par conséquent : Q = L (l - VIEL 32) i
Draprés le théorame du binome, on a - 2Nz
3 p & 2
VITE e :.L(I+L—2) = L(1+%%+---) 5

Pour plus de document gratuit visiter
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arge n’est appliquée. Le poids

force axiale duns chaque tige et & 1'ajlon-
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et ainsi : 1 1. fp iy o1&
i1+ 18 21z 2 L2 (6}
212
On en tire !a relation approchée entre force et dépiacement :
24FE3 52 AE38 .
@~ TFoaE T T @

laquelie correspond i 1'dquation {4).

Ainsi, le déplacement & n’est pas proportionnel 4 la force @, bien que la loi de Hooke s'applique
pour chaque barre individuellement. On notera que @ devient pius prés de la proportionnalité 4 §
quand & augmente, dans l'hypothése ol la loi de Hooke s’applique encore aux allongements des barres,
Dans cet exemple, la superposition n'est pas vérifiée. La caractéristique de cette structure est que l'ac
tion de la force extérieure est notabiement affectée par les petites déformations produites. Dans un tel
cas, les contraintes et les déplacements ne sont pas des fonctions linéaires des charges appliguées et la
superposition ne s'applique pas.

Résumé ; Un matérizu doit suivre la loi de Hooke si on peut appliquer la loi de superposition. Mais
cette exigence seule n'est pas suffisante il faut considérer si I’action des charges appliquées est ou n'est
pas affectée par de petites déformations de la structure, $i cet effet est mofable, la loi de superposition
n'est pas valable.
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Considérens le systéme étudié dans le probléme 1.14, avec des fils chacun de longueur
initiale de 150 cm, de section de 0,6 cm” et avee £ = 2,1 .10% kgfem?®. Pour une
charge & de 10 kg, calculer la déflexion centrale § avec les relations exactes et les rela-
tions approchées.

28 AE L
L'équation exacte refiant force ot déflexion est @ = ( — _Lﬁ:-__ﬁi) . En introduisant les
+ ;
valeurs numériques, on obtient : 10 B(OHKLL- 10% 150 ] En résolvant par tatonn t
y . = — e |. ement,
(150) 508 + &7
on trouve § = 2,994 cm.
) ) AES?
L’3quation approchée entre force et déflexion est @ Q = T En substituant les valeurs numé-

riques :
o (0,6) (2,1.10%) 33

e d’ol &= 2992 em

Un barreau carré d'acier de 5 cm de cété et de 1 m de long est soumis 4 une force de
tensicn axiale de 32000 kg. Calculer la diminution de dimension iatérale due a cette
charge. Prendre £ = 2,1.10% et u = 0,3.

Puisque lz charge est axiale, la contrainte dans iz direction de cette gharge est -

PR __Wazﬁoo = 1230 kgfem?

i
Lz forme simpie de la loi de Hooke donne pour une charge uniaxiale £ = g/e. Lz déformation
€ en direction de la charge est donc : 1 28G/2 100000 = 0,00061.
Le rapport de la déformation latérale i la déformation axiale est le coefficient de Poisson, clest-
i-dire que :
déformation latérale

déformation aiale

On a trouvé 0,00061 pour la déformation axiale. La déformation latérale sst égale 4 M fols cette
valeur, soit : {0,3) (0,00061) = 0,000183, Comme la déformation latérale est de 0,000183 pour une-

BETERERER
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longueur de 5 cm, la diminution de la dimension latérale est de 0,000913,

On notera que la définition du coefficient de Poisson comme ie rapport de deux déformations,
suppose que la membrure supporte seulement une charge uniaxizle unique.

Considérons un élément dans un état tel que, subissant une contrainte o, dans une direc-
tion, une contraction puisse se produire dans une seconde direction z, mais soit totale.
ment impossible dans la troisiéme direction y. Calculer le rapport de la contrainte dans

la direction x i la déformation dans cette méme direction. Calculer également le rapport
de la déformation dans la direction 2 4 celle dans la direction x.

Reprencns l'examen de la loi de Hooke généralisée exposée plus haut. Si dans ces équations, nous
posons 0 = { et ¢, = O de maniére i satisfaire les conditions du probiéme, la loi de Hooke devient :

1
g = E[“’; — uloy +0)] ()

_ 1
& = Floy—ple+0] = 0 ()

_ 1
e = w0 plog o) {e}

D’aprés équation (b},
ey = poz
- Par conséquent, ’guation {a) devient :
_ 4 1 R S
o = Flee—ste) = —Hn

En résoivant cette équation pour g, en fonction de &, et en substituant dans Péquation (¢}, on 2

Al e ke
E 1-4

& = —plotaen =

On peut alors former les rapports :

= E et ::_.__ &

fr 1= o 1—a

La premiére quantité, £/{1 — p®) est habituellement nommée le module effectif d'élasticité et est utile
dans la théorie des plaques minces et des coques. Le second rapport, /(1 ~ u) est dit la velewr effec-
iive du coefficient de Poisson.

Joit un élément de blec soumis 4 une tensior uniaxiale. Calculer les expressions approchées
du changement de vclume par unité de volume produit par cette charge.

Désignons par €, la déformation en direction des forces.
Les déformations dans les deux autres directions orthogonales
sont ajors chacune — u .. Donc si les dimensions initiales
de 1"élément sont dx, dy et &z, les dimensions finales sont :

(A+edde, (1—pe)dy, (L—pe)dz
¢t le volume aprés déformation est :
Vo= [+ ) dr[(1 — pes) du)[(1 — peg) dz]
{1+ e} (1 — 2ue,} du dy dz
(L— Zue, + e} da dy dz

it

Fig. 1-2¢

puisque les déformations sont suffisamment petites pour que leurs carrés et leurs produits puissent &tre
négligés.
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Le volume initiale étant dxdydz, le changement de volume par unité de volume est ;
AV
= (L= 2p)e,

On en conclut que, pour une force de tension, le volume augmente légérement et qu'il diminue pour
une force de compression,

De méme 'aire de la section de I'&lément dans un plgn normal 3 iz direction de la force appli-
quée est donnée approximativement par : A4 = {I - He ) dydz = (] — 2ue,)dydz. .

Un barreau carré en aluminium de 5 ¢m de c8té et de 25 cm de long est soumis 4 des
forces axiales de tension § ses extrémités. L'expérience montre que la déformation en di.
rection de la charge est de 0,001 cm/em. Caleuler le volume du barreau sous charge.
Prendre u = 0,33.

D'aprés ie probleme 118, le changement de volume par unité de volume est donné par ;
AV
2 = &l ~ 2u) = 0,001{1 — 0,66) = 0,00034

En conséquence, e changement de volume du barreau entier est donné par :
AV = (5)(5)(25)(6.00033) = 0.212 cm?

Le volume initial du barreau en état non contraint est de 625 cm’, Puisqu'une force de tension
augmente le voiume, le voiume finai est 625,212 cm?. On Temarquera que les méthodes usuelies de
mesure physique ne donnerajent pas une précision de six chiffres significatifs.

La forme généraiisée i trois dimensions de Ia loj de Hooke, dans laqueile les composantes
des déformations sont exprimées en fonction des composantes des contraintes a été dé-
crite. Dans certains cas, il peut étre nécessaire d’exprimer les cemposantes des contraintes
en fonction des tomposantes des déformations, Etabiir ces expressions,

Etant donné leg expressions précédentes :

[or = wloy + o)t (1)
frw = alor + 0 1))

[0 = wlo, + 7,}] (2)
introduisons la notation
¢ = et to, (4)

9=u,+o'"+a: (5)

Avec ces notations, les équations (1), {2} er (3) peuvent 8tre aisément résolues par des détermi-
nants, pour donner les valeurs inconnues Up G, et :

_ E_
R Rt Tr ey m Al S @)

B E
Trai-29° ¥ T35 "

uE £
+ai-2m° * 153 @)

Ce sont les expressions cherchées.

A pertir de I'iquation {3}, une autre information peut-éire tirée de léquation {1}. En addition-
nant les équations (1), (2) et (3) et en introduisant les symboles ¢ et 4, on obtient :

€ = %(1—2.«)9 t2)

LChapire 1 fension et compression , etfets internes des forces fy

Dans le cas particulier d’un solide soumisa une pression uniforme hydrostatique p : 0, =0, =—p
Dela :

31— 2ulp »_ __E
e = E ow 7= A2

La quantité E/3(1 —~ 2} est souvent symbolisies par K et dénommée module de volume ou m‘agfule de
dilztation cubique: du matériau, Physiquement, le module de volume K est une mesure de 1a resistance
du matériac au changsment de volume sans changement de forme,

On voit que le volume final d’un &lément de chtés dx , dy | dz avant application de la charge et
SOUIRiS aux contraintes Ty Oy et o, est: (1 + €.dx (1 + ey)dy(l te)dz ={1 + e, + €y + €. )dxdyds,

Alnsi le taux de I'accroissement de volume initial est donné approximativement par :
e = et te

Ce changement de volume par unité de volume est appelé dilatation cubigue,

Une force axiale de 60000 kg est appliquée, comme le montre la fig. 1-25(e) sur un

barreau de section cireulaire uniforme de & cm de diamétre. Le barreau est fixé rigide-

contrainte-déformation donnée dans Ia fig. 1.10 avee Oyp = 2100 kgjem® et caleuler les
contraintes dans les deux régions du barreau,

Appelons 0} la contrainte axiale dans ia région supéricure : i 6,35 ner,
du barreau et g, celle dans la région inférieurs. La fig. 1-25(8) 5 em dia, | 1
danne le schéma de corps libre de Iz portion du barresu entoy- @
rant le point d’application de la charge. Puisque {%ire de |3 sec 60000 ke 1

tion est w25/4 = 6,257 cm?, nous avons - 5 1

g
6,25 10y + 6,25 1o, — 60000 = O }
ou O, + 03 = 3061 kejom?® (a) @

276 om 60000 kg

30 cm

11 est évident que le point d’application de la force de 60 000 kg
se déplace vers le bas. Done Pextension de la région supéricure

I doit étre &gale numériquement 4 la compression dans la région {@) 4]
inféricure 2,

6.25 oy

Faisons 'hypothése que toutes les contraintes sont inférieures au seuil de piasticité, A partic des
résultats du probldme LI, on a :

6,23 7a, . 270 6,25 no, .30
s 0 Ty 30

sOit : 906 = g,
af TE

En substjtuant cette valeur dans ’8quation d’équilibre, on trouve : ¢
7, = 306 kgfem® g, = 2754 kejem®

Ces valewrs seraient ies contraintes correetes si le matérian était élastique jusqu'd une contrainte
de 2754 kgfem?, mais la contrainte maximale admissible dans la région 2 sst de 2 100 kg/em?, qui est
la contrzinte du seuil de plasticité. Donc la contrainte correcte dans cette région est @, = 2100 kg/fem*
et, 4 partir de Péquation (g), on trouye g, = 961 kgjcm? qui est 12 valeur correcte de la contrainte
dans la région 1.

Dans I’8tirage de fil, un fil cylindrique est lentement tird dans une filiére tronconigue,
Le diaméire est réduit de D, 3 D,. La filiére est fendue suivant un pian diamétral, mais
empéchée de s’ouvrir, Etant donné un coefficient de friction » entre le fi et la filidre,
caiculer la force normale 4, exercée sur le fil par la filiére.

Miz1a26
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T\B——-—Is 000 kg

1.5m

Lz fig. 1-26 représente les forces exercées sur le fil par la filidre. 1a surface de fil en contact avec
Iz filidre est donnde par (4, — A4 )sin a ol Ay est Vaire dg ia section en D et A4 celle en D,. En
additionnant les forces hotizontaiement, on a pour équilibre ;

&
i
i

a4, Fig.1-29
P - (_1__“__) (22 sina + 4g, cos a) = {a) i

sina

" . . . N W am__ S 2nm g-%”

La fig. 1-27 représente le schéma de corps libre de la moitié supé- s S L 1000 kg
rieure de la filiére, olt § est [a force de séparation entre les deux rmoitids
de Poutil, L*%quikibre verticai de cette moitig supérieure de I'outil peut
&tre déterminde en projetant sur le plan horizontal ies forces radiales

< 1500 kg
exercées par le fil sur la filiére, c’est-d-dire er considérant qu'elles agis- 7500 kg /_2 000 kg

5000k - 500 k;
~—g{_ °-+=ﬁ «-L!-—" —I<— g 2500 kg

=9

Dy + D, D,+D,
12 ')L—q’,,(I - 1

ﬁ.g_g_.p (qncosa)( Z )Lvsina .
Une barre d'acier de section constante est suspendue verticalement et POrte & son extrémité inférieure
une charge de 2500 kg, fig. 1-29. A upe distance de 25 cm au-dessus de cette charge, est appliquée

une foree verticale de 1 500 kg et & 50 cm au-dessus de ce dernier point est appliquée une charge de
1000 ke, La barre a une longueur totale de 150 CM et une section de 6 cm?, Le moduwle délasticita
est de 2,1 .106 kg/om?2. Caleuler I'allongement total de la barre, Rép. : 0,0506 em,

En résolvant simultanément les équations (g} et (b}, on trouve :

_ =3
T @ T oty

On mesure habituellement la force S aide de Jjauges de déformation 3 résistance fixdes sur g face

P Un barreau de bronze de section 10 cm? est soumis aux forces axiales représentées dans la fig. 1-30,
eXitrieure de la filidre.

Calculer l'allongement total du barreau. Pour le bronze £ = g 10% kgfem?2, Rép. : 0,0013 cm.

Des rails d’acier sont POsés avec un écartement de 3 mm entre les extrémités lorsque la température
p est de 15°C. Chaque rail a une longueur de 12 m. Le modyle d'élasticitd est £ = 2.1 Jpe kg/cm?
eta =1l 10-%/°C {a) caleuler I'écartement entre les rails pour une température de — 24°Q (d)a
% ? quelle tcmpératureules rails sont-ils en contact 7 (¢) caleuler la contrainte de compression paur une
: 5 - I température de 45°C, Négliger toute possibilité de flambement des rails.
Problemes supplémentaires 5 Rép. : écartement 0,815 em T = 37.7°C g = |og kpfem?
1.31. Dans un essai de traction d'une éprouvette evlindrique en acier étiré 4 froid de 13 mm de diametre,
- on obtient les résuitats suivants : :
I/./.‘Zl Un barreau rectiligne de section wniforme est soumis & une tension axiale. Sa section a une surface de
¢ 8 cm? et |¢ barrean a une longueur de ¢ m. S{ l'allonpemens total est de 0,40 CM, ious une charge de
0 ) N Ve e s s Y 2 T
12600 kg, trouver le module d clasticité du matériay. Rép. 2,1 .10% kpjem?, ) Allongement sur une . J Allongement sur une
Charge 4xiale car Charge axiaie I .
/ (kg) i longueeur de référence (kg) “lcmgneur de référence
\ 24, Calculer la hauteur 3 laquelle peut atre construil un mur de béton, en admettant une résistance i la ! de 3 em . de 3 om
: CO}'npl:e!:siGn de 176 kgjem? et un factewr de sécurité de 4. Le peids volumique du béten est 2200 kgfm3. ) 0 | ] 3140 0.0300
Rép. : 200 m s | 0.6010 140 | 0400
330 0.0013 30 i 0.0560
. _— - e 080 i 2 !
I/S. Un cylindre creux en fonie a un diamétre extérieur de 7,5 cm et un diamétre intérieur de 6 cm. Sur :gg() l 33322 i':w ! 0.0600 ;
le cyiindre est appliqué une force axjale de compression de 5000 kg, Cajculer la contraction totale I.650 ‘ 160 | 0.1250 i
Sur une longueur de 50 cm. Calcuier également la conirainte normale sous cette charge. Prendre comme 1‘9.,0 0‘003(_’ _3'500 i 0.2500 i
module d:élasticité £ = 1,05 10° %pfem? o négliger la possibilité de flambement latéral du cylindre, 3 8,003 +.230 ! 0.5600
Rép 08 =005 ecm 0 = 314 kgjem? £.200 0,040 4460 0,750
2.460 2.0045 4,560 ] 1.0000
2750 0.0050 4.560 | 1,2560
178, Une tige cylindrique pleine en acier de 6 mm de diamétre 6t de 40 om de long est fixée rigidement 3 1040 0.0055 4.460 i 1.5000
Pextrémité d’un barreay carré en bronze de 2 cm de coté et de 30 cm de long. Les axes des deux 3.300 0.00a0 4.300 1,7500
barreaux sont dans le proiongement 1'un de autre. Une foreé axiale de tension de. 500 kg est appliquée . ERRL 0.0100 4.020 l 18750
4 chacune des extrémités. Calcuier l'allongement total de I'ensemble. Pour l'acier £ = 2,1, 10% kg/em? 1140 0,020 ’ J
et pour le bronze £ = 9,5 ]S kgfem?. Rép. : 0,0376 cm. i
L.27. La poutre triangulée de I fig. 1-28 est fixée par broches et elle supporte une seule force de 15000 ke.
Les barreaux sont tous en acier SAE 1020 ayant un seni] de plasticits de 2450 kglem?. Un coefficient s s " s 11 . P
de séeurité de 2 convient pour les membrutes en tension, Caleuler les sections reGuises pour les barreaux A:pres rl._zp‘tl.!re, le diamétre de | sprouvette 3 I'endroit c!e la cassure est de 0‘,75’mm. _La long}xep.r de ré- :
CD et 48, Rép. - section de € = §.17 cm? section de AR = 7.65 am? férence m1t1‘aIe de 5 cm est devenl‘ze 6,875 om. A partir des resultats‘ four_ms defermlper la limite de pro- i
’ ’ ’ portionnalité, le module d’glasticits du matériau, le pourcentage de réduction de section, le pourcentage
d'allongement et la charge de rupture, .
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1.33.

flambement de la tige BC..
Rép. -

Reésistance des matériguy

Rép. : Limite de proportionnalité

= 2480 kgfem?® £ = 2, (g6 kg/em?, réduct
pourcentage d’aliongement =

ion de section = 66,8
37,5, charge de Tupture = 3029 kgjem?

Fig. .31

Fig, 1-32

Soit iz plague d’acier de forme
gueur de 450 mm, sa
est appliquée 4 cha
Rép, : 00124 cm

form _tr;'angu!aire c‘ie la fig, 1-31. Son épaisseur st de 12 mm et, sur une lon.
::omcz’te:.v?ne uniformément de 50 mm i 100 mm, Une force axiale de 500p kg
que extrémité, Caleuter Pailongement de 15 plague. Prendre £ = 2,1. 108 kgjem?,

Un barreay ¢
iongueur st
Caleuler Iy

onique de section
L, le diamétre de

circulgire est suspendu verticalement, comme
llongement gy barre

ia hase B, la module d’&lasticits £ ogtle poids

le montre |z fig. 1-32. 8a
AU sous Veffet de gon Propre poids,

Par unité de voiume Y.
Rép. : A= ypligp

Un trépied dont les pieds ont meéme lo
sol une charge verticale P2
cordes minges de lengue
Calculer 'allongement 4

RgUEUr porte i s
. Pour empacher Jes
ur L. Les cordes sont
¢ chaque corda,

c partie supérieure 4 yne h
pied de glisser sur |a saol, ds sont ra

identiques et ong une section 4 et

unis au miljey par des
Rép, : IPLY/Oh AL,

un moduje d’Young £,

Dans. Ia fig. 133, 48, 4c BC, CD et 8D sont des tiges assembiges par des broches, Le point 8 est at-
Enche’ u]n_; pmnt! & pa&‘ un zessort de longueur initizle de 39 €M U repos er de tonstante 4,5 kpjem

n négligeant le poids de rountes les tiges or du ressort, calculer la randeur de | paliquée
D rendan: ch horizontal. Rép. : 218 kg. ¢  charge "opiquée en

30 em

0em

b(]cm mc_@__{w

Fig. 1-33

section de {p = 15,55 cm2,

section de B = 1571 em2, A
v = 0,158 cm verg je bas,

n = 0,032 cm vers Ia droite

1.43.

144,

ef de section 6,25 cm

E= 9,5 185 kgjem?

Soit un barreau en acier carr
tension axiaie de 20000 ke. SiE= 21,

de voiume, Rép, . 0,

Soit le barreau carré en aluminiu
niére § produire upe compression

0,00] cmjem. Calcuier

Rép. : 624,738 c¢m3

Soit un élément dans lequel est exer
latérale est totalement entrivée dans
té effectif et la valeur effective du o

Rép.

Soit un barreau sou
m

effectif d’diasticjté.

Un barreau de se
1/800 en direction de la
ue g = 1/3.  Rép, :

Une tige rectiligne en aly

SLE=17_|p5 kgfem?,

(@) 1z contrainte unitaire

() 1a déformation unitaire

(¢} I'allongement sur
référence de 20 ¢

(d) e changement de
(e} le changement de
() le changement de

de référence de 20 om

La structure 4 cinq tiges assem
chacune agissant selon une dia,

© module effectif =

mis § la compression en direction axiale, La dilatation latérale est limitée 4 la
oitié de la quantité qu'elle aurait si les faces latérales érajen:

ction uniforme est soumis i une

1/2400 (augmentation),

Chapitre 1/Tznsion et compression , effeis iiternes des fe 23

2000 kg,
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S

blées par broches de Ia fig. 1-35 est chargée par deux forces de 2000 ke,
gonale. Les tiges sont toutes €n acier de module £ = 2,1.10% kgjom?
2. Caiculer {’augmentation de longueur de AC Rép. ; 0,000518 [

Fig.1-35

2000 kg

et g = 0,28,

€ de 5 cm de coié et de 2
108 et g = Q,

3 em de long. I} est sellicité par une force de
, caiculer le changement de volume par unite

000152

m du prabléme 119, mais soumi
> On considire que la déformati
le volume du barreau lorsque la force de

¢ une contrainte ¢ dans une direction et
X

chacune des deux autres directions. Caloule
oelficient de Pojsson.
E(l - p)

—l——ml_) + coefficient effectif de Poisson =
- 24 i

oil toute contraction
r le module d’8lastici-

libres de charge, Caleuler le module
E(l — py
—_—
T—p—u?

tension uniaxial
force. Caiculer le changement de volum

le et présente une déformation de
© Par unité de volume. Admettre

-

minium de diamétre 3
= 1/4, calculer :

cm est soumise i une

farce de tension axiale de 5000 kg.

Rép. () 710 kgfem®
(&} G,00101 cmjem
une longueur de (¢} 0,0202 cm
311}
diamétre (d) —0,000757 ¢m
ssction {e) —0,00356 em?
volume sur upe longueur ) 00706 cm?



https://book4yours.blogspot.com

Résistance des matérinuy

70

o Kgjem 2

904 g05
© eMmfem

Fig. 1-35

line vitesse de 000067 omyfemysec, |
iz courbe centrainte-déformation n'e
des deux courbes tracées,
plasticité de 315 kgjem? 4 &
Peinte pour upe vitesse d

Vitesse de déformation 0,06 cmfem/sec

: : ; " 0 ! ! )
Vitease de déformation 0.00067 em/emysec cuibes 4 Paide des équati
déterminé. Les probléme

Exempte |,

statiquement déterming, tions J$quilibre statique
pour caleuier les trojs inconnues,

¢ cas, un seuil de

a ¢te atteint. Caleuler le rapport ¢ 34ia contrainte de
5

e déformation de 0,00067 cmjem

Exemple 2,

témes de forces peuvent &f éfi

DEFINITION p'UN SYSTEME DE FORCES INDETERMINE

d’équilibre. Dans de tels cas, le

Exemple 3;

de forces est statiguem
d*équilibre statique, U

CHAPITRE 2

Systémes de forces statiquement indéterminés
Tension et compression

DEFINITION D'UN SYSTEME DE FORCES DETERMINE

Lorsque les valeurs de toutes les forces extérieures agissant sur un <Orps peuvent &tre cgl-

ons de I'édquilibre statique, le systéme de forces est dit statiquement
S du chapitre 1 sont tous de ca type.

Une force P est appliquée sur e barreau de Ia fig 2.

L. Les réactions sont R
pPuisque {'on dispose de trois Squa

SRy et R3. Le systéme est
pour le sysiéme quj suffisent

Py
P

®, \
~tf.

27 o

R, By

Fig.2-1

Sur Ia poutre triangulée ABCD de [a fig. 2.2, sont appliquées des forces p et P,
aussi, puisque I'on dispose de is & i

caleulées ef, par conséquent, |
Les deux exempies ci-

Dans de nombreux cas, les

forces agissant sur un cor
les seules équations de 1équi

DS neé peuvent pas atre déterminges
libre, car il existe davantage de forces inconnues que déquations
systéme de forces est it stetiguement indéterming,

Une force P est appliquée sur 1z barre de la fig.

ent indéterming, Puisqu’ii existe
1 tel systéme de forces est dit in

2-3, Les réactions sont R, , Ry,
quatre réactions inconnues
déterminé au premier degré,

Ry st R4, Ce systéme
et seulement trojs équationg
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= w

74

2
I
Ry
&
1

Fig. 2-3

Fig. 2-4

(a} (b)
Fig. 2-6

Exemple 4,

s 1a fig. 2-4 e tiguement indéterminé au second degré, car il existe cing réacti i . o N . R L.
Le barreau de la fig. 2-4 est sta i £re, cing réactions incon. }
- Re ; Rq, 1ty et M, et sculement trois équations d’quilibre statique. Il en résulte que les valeurs deg ;],/ La batre de la fig. 2 6((2-) 4 une sectmx:n c?nstante et elle \est mal_ntenue ngldem?nt e‘ntrAe’
réactions nf;,eujvem pus €lre tontes caleulées & partir des seules équations de Iéquilibre statique. les murs. Une charge axiale P est appliquée sur la barre 4 une distance L, de Vextrémité

de gauche. Calculer les réactions des murs sur la barre.

METHODE D'ANALYSE ELASTIQUE

B faut d’abord dessiner le schéma de corps libre de la barre, montrant la charge ‘appliguée et les
. réactions des murs sur la barre. Ces réactions sont notées Ry et Ry, fig. 2-6(b).
Nous aborderons la question par la méthode dite des

compte des déformations du systéme. \Bl:ié\{ement, on peut
systéme indéterminé confiste dfuborc_i a écrire tOI:ltBS les éq
cables au systéme, puis 4 les cor’npf'eter par des équations supplémentaires basées sur les défor-
mations de la structure. Il faut éerive un nombre suffisant d’équations comportant des défor-
mations pour que le nombre totf&l des equafions de la statique et des déformations soit égal au
nombre de forces inconnues. Voir les probléms 2.1 4 2.4, 2.9 et 2.10.

déformations parce qu’elle tient
dire que la méthode d’analyse d’un
uaticns de 1’équilibre statique appli-

On ne dispose que d'une seuie équation d’équilibre statigue, 3 savoir :

3F, = B ~P+R, =0

Puisque cette équation contient deux inconnues (R et R4}, le probléme est statiquemnent indéterminé.
Il faut donc ajouter une équation basée sur les déformations de la bare.

Lz contraction de la portion de longueur Ly de la barre doit étre égale & Paliongement de la partie
de longueur L,. Ce fait permet d’écrire Iquation des déformations. Le changement de lopgueur d'upe
barre sous charge axiale a fait I"objet du probiéme 1.1, La force axiale agissant sur Iz région de gauche
de la bazre est R, et sur la région de droite, R,. L'équatien reliant les déformations devient :

ANALYSE DE LA RESISTANCE LIMITE (CONCEPTION LIMITE)

4

"Ly _ Rl
Supposons que la courbe contrainte-déformation du =
matériau ait 'nilure de ia fig. 2-5, caractérisant un maté-

riau trés ductile, tel un acler de construction. L’acier 3
bas carbone est un bon exemple d’un comportement
idéalisé élasticoplastique de ce genre, Cette représenta-
tion suppose qu'il ne peut pas se former dans le ma-
tériau des contraintes superieures uu seuil de plasticité.

oll A est la section de la barre ¢t £ te mod

ule d’élasticité. De cette équation, on tire Ryby = R,L,
et en résolvant conjointement avec Véquatio

n statique, on trouve :

5" e Oy

_pL, o = 7L
s LI

Fig. 2-5

Dans un systéme statique indéterminé, le comportement inélastique modifie I’état des con-
traintes. Dans ces conditions maodifiées, la structure peut habituellement supporter une charge
supérieure & celle prévisible sur la base d’un comportement totalement élastique de 1’ensemble
de la structure. La conception d'une structure statiquement indéterminée soumise 4 une charge

A partir de ces valeurs

des réactions, on peut calculer laillongement de la portion L, de droite
de la barre :

B.L, PLyLa
telle que I'ensemble ou une partie dev la stmctu.r_e soilt contraint au seuil de plasticitd et quil y e = HF F W+ LR
ait affaissement de la structure est d_zte_e conception limite. La f:har:g'e.i limite correspondant 3 une
teite conception est. bien entenduy, divisée par un facteur de sécurité, ce qui fournit ta charge .
pratique. Lorsque 1a uotvlon'de c‘on’ceptlon limite est:. enjlployee, e_lltf s'applique ux}:quement aux et lz contraction de la portion L, de gauche est donc :
structures statiquement indéterminées. Pour les applications, se référer aux problémes 2,11 4 2.1 _ .

__EL, PLiL,
* T TAE T T uToaE
Ainsi : : A = -3

e e

Problémes résolus

_Soit un tube en acjer entourant. un cylindre plein en aluminium,
lensemble étant comprimé entre deux plaques de couverture rigides,
par des forces appliquées dans ’axe, comme le montre la fig.2-7(a).
Le_ cylindre en aluminium a un diamétre de 7.5 cm et le tube en
acier a un diamétre de 9 em. Caleuler la contrainte dans I'acier et
dans Valuminium pour P = 24 000 kg. Pour Pacier,

E=21.106 kyjem? ot pour aluminium E = 2,8. 105 kg/em?.

ANALYSE ELASTIQUE

Dans les probiémes 2.1 4 2.10, on admet que le com
la région linéaire ¢lastique de la courbe du matériau.

portement de la structure reste dans

Fig. 2-T(a)
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Chapitre 2/Systemes de forces statiquement :'ndé!erminés,

tension et compression
Coupong l'agsem blage par

un plan horizonta) i un nivegy quelconque en
dehors des plaques de couverture et enlevons unpe des portions, |3 partie supg.
rieurs, par exemple. La partie enlevée dojt stre femplacée par Leffet qu’elfe
produisait sur celle quj subsiste et qui consiste ep contraintes verticales nor-
é dtaux. le schéma de ©oIps libre de 13 portion
oupant est représents dans la fig, 2-7(8) o leg
S BXistant dang i’acier et laluminjum sont notées par [

’ & ifbre de
cons d’abord un schéma de COrps iibr d
Trﬂ‘josomprennent les deux charges appliquées des
Ces for'-"f-‘nt Foe (k8) T2 force dans chacune des tges d'acier et P, (kg)
‘En &Prﬂ’-l‘l‘ﬂ:‘rE ‘prend 12 forme représentée dans la fig, 2-8(b). Pour poser
de c_orpson a utilisé la condition de symétrie ; il ne subsiste done qu'une
’acier,

d-que qui est :

celle dans le cuivre, le schéma
P'égaiité des forces dans les tipes
stule équation d'équilibre sta.
et Ty

IF, =2P, + P, — 12.000 = 0

Fig. 2.7(3) Nous ne disposons que d'une senis ¢quation i denx incon
Appelons J?w(kg) 12 force vésultante supportée par I'acier el P
Alors B = Age Ogp et B, . Gypy Ol A4

nugs et le probléme est statiquement
11 POrtée . r . indéterminé. Nous devons ajouter une équation des déformation
a Celle supportée par aluminjumg_

e OU Ay, sont Jeg sections du ryp

aluminium. poyr

s de la structure,

© €0 acier ef du cylingre eq : : Comme ies allongements de I'acier et dy cuivre sont égaux, il est facile de ppsﬁrace;tiieeriu;t,:é?ér
: un tel systéme de forces, on e dispose que dune seule équation déquilibre statique L'aliongement dii 2 la charge axiale est A = PLIAE et en appliquant cetie expression aux tig
qui 2 ia forme - : ¢+ de cuivre, on a : P
Lh=P-p, _p, _q :

P 210) P10} P = 05835,
_ _ ' BIET* 109~ @02 % 109
seule équation i le prohiéme est done statiquemant indéter-
miné, Nous devons ajoyter 2 I'équation statique dont Rous diposons une équation tirge des déformg. a
tions de Iy Structure, Une telle &quation est facile & écrire

», Car les plagues de couverture rigides con- En résolvant cette équation Jointe i Yéquation statique, on obtient -
Ux métaux A srre dgajes, . 20.S83PL) + P, — 12,000 = o
. La déformation due 3 |z charge axigle e5t donnde par A = PL/AE. En édcrivant que les déforma. ;

tions axiales de Pacier et de Paluminium sont égales, on g »

En résolvant : Poy = 5540 kg For = 3230 kg
Y = &Li . charge
b AdE, 3 ini supportée par la tige
, Cu L Pu L - t EB une longueur
" il 2 T . dod Fu = 230, e 2 EB. Calcuier la con-
2 3 2 N - - 2 1
E[fs:; ~ LSRN x 10t 7757128 « 153 trainte dans chacune i i gement de la tige en acier, Négliger le
; ! et pour lacier F = 2,1.106 kg/om?,
g - 0ids de 4B, Pour le m° et p »
En résolvant cette éguation ayvec Péquation statique £ - P = Py =0, on trouve TPy = 0,233 P et ] P
P = 0767 P,

Pour une charge £ =

24000 kg, an obtient p
cherchées sp caleulent

5390 kg et P = 18410 kg, Les contraintes
en divisant la force résultante dan,

5 chaque métaj Par sa section -

5.590 . 18.41
Gop = R‘L = 126 kgrem®: Ty = $.40 = 947 kgjem?
0757 E [97 = (7.511]

20000 kg

(8)
Fig, 2-9

: . La premidre phase de I3 solution consis
- Pour Vagier g = 2,1 .10 .
et pour le cujvre g — 1,2 199

te 3 tracer le schéma de corps libre de {a barre A8, mon-
trant toutes les forges QUi agissent sur elle, fig. 2-8(b). D’aprés [a statique, nous avons :
kg/em? . Les tiges ont toutes la méme longueur de 2, B
Les trois tiges sont égaiement aspacées et jeg charges de 6 ggg kg sont appliquées 3
chemin deg tiges. En negligeant [e poids de Iz barre AR

() TH =4.=0
+ caleuler la force dans chag
des tiges verticales. La barre AB

2y ZM, = 1207, + 40P, — 20.000(180) = 0
Gl EF, =4, + P, + P, — 20,000 =0
Be £, B,

=

Puisque les deux dernidres équations statiques congiennent‘ trois inconnues, le probleme est stati-
Quement indéterminé, Nous devons done recourir aux deformanor,ls de la structure pour trouver une
autre équation, Comme fa barre est rigide, le seul mouvemen_t qu e!le peut effe'cmer &st une ‘mratmIn
4 g d’ensemble autour de Iz broche en 4 comme axe. La iigne discontinge de Ia fig, 2.9(z) Teprésente Ia
6000 kg

position finale de Ja barre A5 de la charge de 20 000 kg, A Vorigine, ia barre est ho-
6000 kg () 6000 kg rizontale, comme le mentre la droite en trajt plein.

6000 kg
{a)
Fig. 2.3

Les extrémités inférieures des tiges sont i lorigine en 7 et en
en 5 aprés U'application de 1a charge de 20000 kg Comme 13 barre
ADD' et ABB fournissent une relation

ol A, et Ao Teprésentent Jes allongements des tiges de cujyre et d’
#ée sur les deformations est :

& et elles se déplacent en D’ ot

est rigide, leg triangles semblables

simiple entre les déformations des deux tiges,_é savoif .Amu_zq = A /240
acier. L’&quation additionnelle “ha-

A =24,
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Mais allongement sous charge axiale est donné par & = PL/AF. En utilisant cette équation dapg
la derniére relation de déformation, on obtient :

o150y 2p,90) .
B@.1x 10°) ~ E)Lz = 10y O Fe= 126R,

En résolvant cette €quation simultanément avec Iéquation statique (2) on obtient

120P,, + 240(1,26P,,) = 360.000; Pou=8300 ke o P, = 10700 kg

Les contraintes sont données par la relation simple ¢ = p/q -

dans Iz: tige de cuivre ; T = 83500/5 = 1700 kefom?

dans la tige dacier o, = 1090073 = 3600 kg/em?*

Le barreau de cuivre de la fig. 2.10 de section uniforme est rigidement fixg auX murs,
comme le montre 13 figure. Tl a une longueur de 150 om et une section de 15 em?, Dan
sa forme représentée, e barreau est libre de contrainte 4 la température de 25°C. Caley-
ler la contrainte dans le batreau lorsque {a température tombe 3 10°C. Admettre que les
Supports ne cédent pas. Pour le cuivre, E = 1,1 . 106 kg/em? et @ = 16 . 10-5°¢, :

Pour aborder e probléme, il faut d’abord imaginer que le barrean est libre
Pextrémits de droite. Dans cette condition, il peut se ¢
contracte d'une quantité : A = (1. 10-6} {150) (15)
dilatation cubigue (chapitre 1),

entre les murs et
ontracter quand Ia température bajsse et il se
= 0,036 c¢m selon Ja définition du coefficient de

11 est ensuite nécessaire de trouver fa force axiale P devant étre appliquée sur le barreay pour remet
tre extrémité de droite en sa position correcte, puisque nous savons qu’en fait, cette extrémité pe bouge
Pas quand la température baisse. Pour calculer cette force £, en utilise 'équation :

P{150)
0036 = —— ou
15¢1,7.10%)

La contrainte axiale engendrée par cette force est

A = PLIAE qui donne

£ = 3960 kg

FO=PIA = 3960/15 = 264 kgjem?.

3 ; F

em fe) ®
Fig. 2-10 . Fig. 2-11

150 em. La portion de droite est en aluminjum, de section uniforme de 18 em? at de
d la température

Pour le cuivre E=11.10% kg/em? a=17.107%,°C

7.10° kgfem? o= 222 10-%°C
Comme dangs le probiéme précédent, il est peut-étre pius simple d’imaginer que Iextrémité de droit

du barrzan touche seulement le mur, ce qui fajit quil peut se contragter sous I'sffet de lz chute de tem-

pérature AT, Conformément 3 1a définition dy coefficient de diiatation Iinéaire, la contraction totale du
barreau compasite est donnée par :

Pour I'aluminium E

(17 107%)(1504AT) + (22,2 107%){(00)aT)

- ture finale sera :

Chapitre 2/Systémes de f:rces statiquement indéterminés , tension ot compression 31

on notera que la forme de la section n’a aucune influence sur le changement de longueur du barreay

. résultant du changement de température.

Bien que le barreau se soit contracté de cette guantitd, il est encore libre de contrainte.‘ MNéan-

ins, il ne s'agit pas d'une analyse compléts, puisque nous n’avons pas tenu compte de ia réaction

mon;nnl-,“ de droite. Nous devons représenter 1effet de ce mur par tne force axiale P appliquée sur le
du eau, comme i& montre la fig. 2-11(h), Pour avoir Iéquilibre, 1a force résultante agissant sur toute
?:::ion,du cuivre ou de Paluminium doit étre égale 3 P L'application de la force P ailonge le barreau

ite de la quantité : :

composite de a P(150) . P(100)

T60L1-10%) © 18(0,7 - 10%)

Si le mur de dreite ne cédait pas, nous devrions égaler cette derniére expression i ceile donnant
la contraction fotale due i iz chute de température. En fait, le mur de droite céde de 0,05 om et nous
pouvons par conséquent écrire ;

P(150} P{100)

T 10 T e o = (7 107 HISONAT) + 222+ 10-%)100)AT) — 6,05
o1 105 18(0.7 105 = | ! 7

La contrainte dans i'aluminium ne doit pas dépasser 1 700 kgfem? et puisqu’elle est donnée par
la formule ¢ = P/A, la force maximale P devient .

P =4 0= 13(0.700) = 30.600 kg
En substituant cette valeur de P dans I'équation ci-dessus des déformations, nous trouvens AT = 74°C.

Par conséquent, la température peut tomber de 74°C depuis la valeur d’origine de 25°C. La tempéra-
- 49°C.

Soit la barre en acier conique de la fig. 2-12, fixée aux deux extrémités i des supports

‘non fiexibles. A Porigine, il n’existe aucune contrainte dans la barre. Caleuler la contrainte

normale maximale lorsque la température de la barre tombe de 22°C, Prendre £ = 2,1.10¢

“ o kgfem?et @ = 11.10-5/°C,

La méthode ia plus simple pour résoudre ce probléme
est peut-2tre d'imzginer quune extrémité de la barre, celle
de drojte, par exemple, est séparée duy support ¢t devient
libre. La barre se contracte alors sous Pinfluence de la
chuie de température de la quantité :

(2290311 x 10°%) = 0,0218 cm

Ensuite, déterminans la force axiale P devant &tre
appliquée & Vextrémité jibre de droite pour allonger la
barre de 0,0218 cm, ceci pour que soit satisfaite inté-

gralement 3 l'extrémité de droite, Ia condition de fixa- Fig. 2-12
tion, En utilisant le sysiéme de coordonnées indiguées,
nous avens : .

F =5+ 5090 = 5 + #18

Puisque I'zngle de conicité est reiativement petit, la force de tension Peut étre supposée distribuée
uniformément sur une section quelconque. Ainsi, comme if 2’y z pas changement brusque de section,
nous pouvons calculer l'allongement de I'élément hachuré en forme de disque d'épaissaur dr en appli-
4nant la relation & = pr/ag pour L = dx 4 ce disque et en intégrant ensuite sur la barre entiére :

fw Pdx v 3MPdx  3ap
GO =) ST rE e shoi o 1505

en résolvant, # = 80000 kg olt P est Ia force axiale résultante agissant sur une section quelconque.
Clest dong la force nécessaire pour redonner i la barre sz longueur initiale,

Uy alien de nater que P (kg) est la force résultante sur chague section verticale pour l’éqlfi]it_)r’e
de toute partie de la barre. Toutefois, comme la surface des sections de la barre varie d'une extrémité

2 l'autre, Ja contrainte varie d’une valeur maximale & l'extrémits de gauche — ol la section a une sur-
face minimals jusqu’d un minimum 4 Uextrémité de droite, oil la surface est maximaie.
80000

Corsy

= 1020 kg{cm

La contrainte maximale 3 Pextrémité de gauche est donnée par : Tax
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28  Un cylindre ereyx en

mis i une char

Fig. 213

que celui en aq;
ui de I'acier. L'a

.~ Le cylindre
tion linéajre 4y

de cujvre s"ailonge plus

cuivre ast Supérienr 3 cel €T Vers le haut, sar le coefficient de dilata.

ilongement vars le haut de Pacier est :
{I! x 10'6)(600)(4?")

tandis que celyj de cuivre est - {17 x 107%)600)AT)
Ceci ne représente pas Iz situati

I aticn
de 25000 kg, Si cette charge axiaie est

réelle, puisque Pon n’a
Primé et I compression du cujyre est d

réel Pas tenu compte de | b iqué
ntéeralement suppores ivre, dorming serp uée
e e PPROrtée par lg cuivre, seul ce dernjer sera com-
25.000{600)

(BO)T T % 105

L
tUE

4 condition Posee dans Je T Sme gg| que Pélévatin
L d d 1 probléme o t I'élévat;
du cujvre mdlquee par les

2.9,

et o =
de 3 om?2,

Appelong F

Le barreau o a une

et
etP,  les force i,

. . b S agissapt
Cotps libre, Fig, 2-14(h), Puisque 4p tourne

Ia ligne ¢n tirets), noug
, avons A =
Bement axiz) de g /28

SUE AD dang Jes directio
ngzdrzment autour de 4
A..165 on Ay, est 1 contra

RS indiquées dapg ie
(comme cejn egt rep.
ction axiaie de ge e

schéma de

résents par

t A Pallop-
P e

26em | 39

I

om
D

Fig, 214 5

. Te en cuivre. La pla i
I assemblage est rigide. Pour Jo v T " blaque de eujvre ay 3 s P..(25) £..(30)
tandis que pouyr Vacier, & = 21.106 ko es,aﬁ': 1,1.10° kprom? o= 17 _10—6/00’- 3[(:1 x 107%)(25)(30) + B = 06 '
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Le changement total de longueur de BC est ia somme o’
mm}e et d’'un allongement dii & la force axi
pose d’un allongement dit 4 Iélévation de te
avons dong !

utte contraction due i fa chute de tempé-
ale Pb,. Le changement total de longueur de DF se com.
mpérature et dune contraction due 3 la force P,.. Nous

= =077 x 107*K30)(30) 4+ 2 #20
1=-077 ){ n ) o 1%

o 51022, — 1,587F, = 19.130

LM, = 28P, — 85P, =1

D'aprés la statique :

) En résolvant simeltanément ces équations :

Py = 1720 kg et Py, =4300 kg
En utilisant pour chaque barre ¢ = P{A | nous obtenons : 9, = 573 kglem?

Gy, = 716 kgfem?

Soit la structure statiquement indéterminse
La structure entiére ne subit aucune con
Ia force axiale dans chaque tige produite
rieures sont identiques et de section A; s

d'élasticité E est le méme pour toutes les

, assembiée par broches de la Fig. 2-15(g).
trainte avant application de la charge P. Caleuler
par la charge verticale P. Les deux tiges exté-

la tige centraie a une section A,. Le module
tiges.

Fig. 2-15

Le schéma de co
sont les forces axiales

Tps libre de la broche en 4 est représents dans la Fi

g 2-15(b), ol £ et F,
(kg) dans la tige verticale at les tiges

inclinées, D’zpres la statique, on a :

IF, = F, + 2F,co89 ~ P

1]
Nous ne disposons que de cotte seule équation
trie en posant que les forces dans les tiges inclinées s
Fy et Fy, le systéme de forces est statiquement indé
tions du systéme pour abtenir une zutre équation. §
positions indiquées par les lignes en tirets de la Fig,

statique, puisque nous avons fait usage de la symé-
ont fgales. Comme elle contient deux inconnues
terminé. Nous devons dene recourir aux déforma-

ous l'effet de la charge 2, les tiges prennent les
-15(e). :

Agy = ApqcOSE

ol ABA est l'allongement des tiges inclinées st A, Tallongement de Ia tige verticale.

Puisque ces tiges sont soumis

es 2 une charge axiale, leurs allongements sont donnés par
A = PLIAE | De 13, on tire :

Fy(Licos §)
Apy = L:!IE_ Agg

F.L
AE

En introduisant ces valeurs dans I'équation donnant !a relation entrs Apgyetdp ona:
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_ Fallfcose) F.L
Bpa = TAE et Acy = T
B

En introduisant ces valeurs dans V'équation donnant la relation entre Dpyoet Any ;ona:

AL FL A,
AE s ~ AF R on Fp = Fi-costs

En reportant dans J’équation statique, on trouve F; + 2F (444, cos? 8 =

P, ou
P
Fy= oz _ Peps2g
! 1+ HAJA Ycos3s et Fp = {A/4] 2 cosis [£3)

RESISTANCE LIMITE (CONCEPTION LIMITE)

Dans les problémes qui suivent, le com Slasti i i
] s qui s portement élastico-plastique du matériau est 3
confotme 4 la courbe idéalisé contrainte — déformation de la Fig. 25%16. > Suppose

Fig. 2.18

I:a chargg lir}«.ite caiculée dans tous les problémes qui suivent est la charge maximale pou-
vant étre appliquée aux structures i condition que la courbe contrainte-déformation soit du type

représenté et que le matériau posséde une ductilité infinie, c’est-a-di i
e e le ma c'est-a-dire que la partie
courbe s'étende indéfiniment vers la droite. ' 4 petie plane de Ja

2.11.  Considérons le systéme

composé de trois tiges verticaies, représenté dans fa Fi -
Les tiges extérieures de " e s

longueur L sont situées i distances é i

de Lo : gales de la tige centrale et
une charge P est appliquée sur la membrure rigide horizontale. En utilisant la conception
limite, caleuler la charge maximale P, Les valeurs de 4 et de E sont les mémes pour les

trois tiges.
TWW ’ 2y 2, By
H T P 1
/ ¢

(a) (&)
- Fig. 217

2.13.

jorsqw’slle est
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Analys;ons Peffet produit lorsque la charge P creit & partir d’une valeur initiale nulle, c’est-d-dire
jentement appliquée, Pour U'équilibre, on a :

' 2P + P, = P o
.

ob P, représente la force dans chacune des tiges extérisures et P, la force dans la tige centrale. {voir

la Fig. 2-17(b). Puisque Iz membrure horizontale est rigide, I'allongement vertical de chacune des tipes

extérieures doit gtre égal & Iallongement de la tige centrale. Ainsi :

PL Py(3Lia)
AF T TAF @

- ou Py o= 2P, @

En substituant cette valeur dans I'équation (1}, on trouve :

Py = 1P P = 2P o

iy

1 T A . .
Le systéme commence 3 céder quant' Py : oyp.’éf Ainsi

Fo = So,d

mw woNe
A partir du moment ou la tige centrale commence i céder, le systéme se déforme, comme s'i} &tait
supporté seulement par les deux tiges extérienres {qui ont encore un comportement ¢lastigue), ainsi que
par une force constante 0, . A fournie par la tige centrale. La valeur de P augmente jusqu’a ce que
chacune des tiges extérieufes commence 3 céder, c'est-d-dire lorsque P| = Oy - 4. La charge limite est
donc

P, = 2P + P, = 2q,d £o,d = 30,4

On notera que [équation de déformation (2) n'est pas utilisée pour le caleul de la charge limite,

Reprenons le probléme 2.10, mais dans le cas ol les trois tiges ont méme section, Cal-
culer 'aptitude de la structure 4 supporter la charge limite.

Pour A; = A, = 4, la force dans la tige verticale est supérieure i celle indiquée par ["équation(1}
du prebléme 2,10 pour chague tige inclinée. Dane, lorsque P augmente, la tige verticale centrate est la
premiére i entrer dans l¢ domaine inélastique et sa rigidité (valeur effective de AX) diminue. Toute aug-
mentation supplémentaire de [z charge £ ne produira aucun accroissement de £ qui restera 4 sa valeur
lmite F} = o, .. La tige centrale peut alors étre remplacée par une force verticale constante F} di-
rigée vers le haur et le systéme est maintenaznt réduit 2 un systéme statiquement déterminé composé des
deux tiges extérieures soumises 4 une charge appliquée P — £V, On peut alors augmenter la charge £
jusqu’d ¢e que les tiges extérieures engendrent la contrainte de plasticité. I3 n’est pas nécessaire de s'oc-
cuper des déformations de la structure : il suffit de s’ea tenir & la relation d’équilibre :

P = F[ + 2F,cos¢ n

Lorsque la charge P augmente, les tiges extérieures atteignent également le seuil de piasticité et la force
dans chacune devient :

Fy = opd &)

La charge limite correspond zinsi 4 une situation telle que Ff=F3}= Typ - A et sa valeur est obtenue

4 partir de Péquation {1). Clest :
P, = oAl + 2 cos6) j£5]

En divisant cette charge fimire par un facteur de sécurité, on obtient la charge pratique.

Supposons que la structure & trois tiges du probléme 2.10 aif 4 soutenir une charge

P = 25000 kg. Comparer le poids des tiges nécessaire pour un projet basé sur a) la
contrainte maximale atteint juste le seuil de plasticité et b) sur l'analyse de la résistance
limite. Admettre que toutes les tigzes ont une section identique, que § = 45° et prendre
2520 kgfem? pour le seuil de plasticité,
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donnée par £ = A Ty

14660 = 4, L3530 4y Ay = 581 ¢m?

&) S on utilise Panalyse dge |y 'cha.i-ge limite dy Probléme

égales au seyjj de plasticité et d’aprég Péquation (3) duz-lz, b Sy es dans tes oS sont

probléme 292 surface de sectign est ;

25006 = 2520 AT+ 20707 oy Ay =41 ey

L'analyse dg Iy charge limite indique dong ug gain r.lie 29 %

av'e rl;quue‘ la ‘mem?ru.re A8 est rigide, i est Svident
@ prés ap.phcatmln_d une charge suffisatment grande P
S peut pivoter Tigidement, soft autour du pojny 4 soi't

Supposons que les barr, g
. eaux | et 2 cedent Jes pre.
;g:;s; auquel cas, loyr effet peur stre Teprésentd parpd:ux
poree: Constantes Iy o A, comme le montre |, Fig, 2.18¢5)
€8 Darreaux 3 g 4 Lr_avadient toujours dapg e domaine

2
£l (-35) Towdla) — o A(Za) = g

En résolvant H
Pl = 4504

2 3 I;En;isag_em::s Maintenant le gae ol ce sont les barregux
Z ;-18( qui cédent Jeg PIemiers, comme e montre [
m;gi.m élasctJ'. uLe l‘l;zu'reau 1 travaille toujours dang le do- @
o que. Er prenant jes Moments autqyr du point

{ayd cos a)da + oy da — p;'%ﬁ = 0
En résolvan;
7= Somdl + 4 €08 a}

L'examen de £/ o1 gp £’
mo
POur toutes valeurg dp Pangle E, P"ntre

deux er donc que P;’ représente la charge limite, Lorsque

;lff;lfi}'ote autour du pojns 4. Méme dagg cet &tat, Jg
e travajlle ] i ité )
P45 3 sa pleine capaitg, Fig. 218

de Ia section et gy poids comespondant.

219,
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Probiémes supplémentaires o

Un barreau carré de 5 cm-de cté est maintenu rigidement entre des murs et {1 est charpé par une force
axiale de 20000 kg, comme e montre la Fig,.2-19. Calculer les réactions aux extrémités du ‘barreau et
l'allongement de Ia portion de droite. Prendre £ — 2,1.108 kg/em?,

réaction 4 gauche 12000 kg . réaction i droite 8 000 kg, allongement 0,0023 cm

Rép.

2 20000 kg : 3 ; .

- A - LA

oo s L 60 e 25 cm -
Fig. 2.19 ° " Fig. 2.20

Deux barreaux intialement rectilignes sont assemblés et attachés 2 deg Supports, comme le montre Iz R
Fig. 2-20. Le barreau de ganche est en bronze, pour lequel £ = 9,8 0% kg/cm? ot & = 17,7, 10=%/°C
et le barreau de droite est en zluminium pour lequel £ = 7 _10% kgfem? ot o = 222.1076/°C | Le
barreau de bronze a pour section 6 ¢m? et le barreau en aluminium 9 ecm?. Op suppose que le systéme
n'est soumis 3 Vorigine i aucune contrainte et que ia température tombe de 22°c,
a) Si les supports ne peuvent pas fléchir, calculer la cottrainte normale dang chaque barreau.
&) Sile support de droite céde de 0,012 cm, caleuler [z contrainte normale dang chaque barreau, Le
poids des barreaux est négligeable.
Rép. ) gy, = 420 kgjem®, o, = 280 kgfem?,
Un tube d'acier de 5 cm de diamétre extérieur et de 4.4 em de diameétre intérieur, enveloppe un cy-
lindre picin de bronze de 3,75 cm de diamétre. ils sont tous les deux lids & une plaque de couverturs
rigide & chaque extrémité. L'assemblage ne COmporte zucune contrainte i la tempégature de 25°C.
Caleuler les contraintes dans chaqnue métal lorsque |a température-est portée i 120°C. Pour le bronze
£=98_105 a=177, 10=%/°C, Pour I"acier £ = 2,1. 108 kgjem2, o = |1 . lo-6/°C |

Rép. 9, = 720 kgjfem? g, = 290 kgfem?,

k) oy = 280 kgfem?®, o, = 180 Kg/om? .

Un barreau composite est constitué par une bande de cuivre tenue entre deux plaque d’acier laminé

& froid. Les extrémitds de 'assemblage sont couvertes par des plaques infiniment rigides et une charge
axiale de tension £ ast appliquée sur le barreau bar. une force axiale agissant sur chacune des plaques
rigides, Fig. 2-21. Les barreaux ont tous une longueur totale de |Q om ; les plaques d'acier ont une
épaisseur de 0,6 cm chacune et e cuivre une épaisseur de 1,8 em. Calculer 1a charge maximaie # pou-
vant &tre appliquée. La résistance limite de Vacier est 5600 kgfem? et celle du cuivee 2100 kgfcm?.
Un facteur de sécurité de 3, basé sur la résistance limite de chaque métal ast jugé satisfaisant, Pour
Pacier £ = 2,1, 106 kg/em? et pour le cuivre £ = 9. 105 kgjem?, Rép. P = 32200 kg.

25000 kg 7

Fig, 2-21

Un tube cylindrique en aluminium entoure un cylindre en acier de Ia maniére
Une charge de compression de 25000 kg est appiiquée par I'i i
infinjiment rigide représentés, En admettant qu'a Porigine, le cylindre en aluminjum est plus long de
0,025 cm que celui en acier avant app]icating de la charge, caiculer Iz contra:
cylindre lorsque la température tombe de 30°C et que la charge totale agit. Pour I'acier preadre .
E=2,1.10° kgjem? et @ = [1.10%/°C et pour Paluminium £ = 7.105 kgfem? ot o = 22,2, 10~8/°C

G, = 155 kpjem?

Rép. 6, = 125 kefem?
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2.20.

2.22.

2.23.

Réslsiance des matériaun

La barre horizontale rigide AB est supportée par trois fils verticaux, comme le montre la Fig. 2-23 et
porte une charge de 12000 kg. Le poids de la barre AB est négligeable et la structure n'est soumise
4 aucune contrainte avant Uappiication de la charge de 12000 kg. Aprés application de ia'aharge, la
température des trois fiis est augrmentée de 14°C. Caleuler la contrainte dans chaque fil, ainsi que Vem-
placement de Vappiication de la charge pour gue AB demeure horizontale. Pour le fil d’acier, prendre
= 21.10% kgjem? et ¢ = 11.107%°C, Pour le fil de bronze, prendre £ = 9,8 . 50% kg/em? et
a = 17,7.107%/°C, et pour l¢ cuivre, £ = 1,2. 108 kgjem? et & = 16.10-8/°C, Négliger toute pos-
sibilité de flambement latéral des fils.

Rép. 0, = 2500 kgfem?, g, = 1950 kgfem? O

1750 kgfem?, x = 13,75 cm

- E
Acter Bronze Cuivre o
A=12em? 4=3cm? A=18cm?
L=25em | L=15¢em L=20cm 90 cm
90 e 60 cm l

Al B E A B [
REC
5 i
I——— 120 em 120 em —-!
12000 kg
Fig. 2-23 Fig.2-24

La barre AC est absolument rigide et chevillée en 4 et fixée aux barres D8 et CE, comme le montre
la Fig. 2-24. Le poids de AC est de 5000 kg et le poids des autres barres est négligeable, La tempé-
rature des deux barres DF et CE est élevée de 40°C. Calculer les contraintes normales résultant de
cette élévation dans les deux barres. DB est en cuivre, pour lequel £ = 1,05. 10% kgfem? et

= 17,7.107%7°C, sa section est de 12 cm?. CE est en acier de section 6 cm? pour lequel
Eo=21.10% kglem® et a = 1] . 10‘6/0(3. Négliger toute possibilité de flambement latérai des barres.
Rép. a,, = 743 kgicm? o, = — 327 kgfem?

Rl

Soit la barre rigide BD de la Fig. 2.25, supportée par deux fils. Les fils sont libres de contrainte i l'oris
gine et on négligera ie poids de toutes les membrures, Calculer la tension dans chaque fil apres appli-
cation de la charge £ i 'extrémité de la barre. Les deux fils ont le méme module d'élasticité.

2P °p

Rép. forceen AD = —rpreun oo force en A = ——— 0 ——
ep ce en A LIHPBALY # 25iL, T QHALLTALLY + BIL,

Les trois tiges de ia Fig. 2-26 supportent la charge verticale de 2 500 kg. Elles sont libres de contrainte
et assemblées en 4 par une broche avant I'application de la charge. La charge est appliquée graduelle-

ment et, en méme terps, la température des tiges est abaissée de 8°C. Calculer la contrainte dans chague

tige. Les tiges extérieures sont en bronze de section 2,4 cm?, Laau’ge centeale est en acier et de section
1,8 cm?. Pour le bronze, £ = 9. 10% kgfem? , o = 17,7.107%/°C pour lacier, £ = 2,1 . 10¢
a=11.107%/°C.  Rép. o, = 356 kg/em? o, = 718 kgicm?

Fig. 2-25 Fig. 2-26
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J7assemblage & cing tiges de la Fig, 2-27 a &ié trouvé légérement défectueux, en ce que les points 4
ot C, qui zuraient dit coincider, se sont trouvés & un intervalle A. Ces points ont &é amenés par force
en: coincidence et le joint en ce point a &té cheville, Calculer les forces existant dans chaque tige. Les
tiges ont toutes méme section.

V3 )ms 1 AAE
opr By, = F’2 = F, = ——— L — F, = F = — | ——— |22
Rép 1 3 (24'3\/% L [ 5 (2«}-31}'?3) A

Pour plus de document gratuit visiter
https://book4yours.blogpspot.com 2

Fig. 2-27

s
mt-

Fig.2-28

La barre rigide A8 de la Fig. 2-28 est supgortée par deux tiges verticales et est cheviliée en 4. En pre-
nant un seuil de plasticité de 2520 kgfem?® pour I'acier des tiges ¢t une section de 1,3 em? pour chaque
tige, calculer ta charge limite £ pouvant étre appliquée, Rép. 2700 kg

La barre rigide de la Fig. 2-29 est supportée par quatre tiges cylindriques de 5 cm de diamétre. Elles
ont un E égal & 2,1.10% kg/em? et un seuil de plasticité de 2800 kg/em?. Calculer le poids maximal
de la barre 4B pour la conception limite des tiges. Admettre que le poids est uniformément réparti sur
la longueur. Reép. 170000 kg.
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CHAPITRE 3

Récipients soug pression 2 paroj mince

NATURE DES CONTRAINTES

Le récipient de révoluti i
10n de ia Fig. 3. £
t(:‘le mendle_n_) autour d'un gxe situé darlli 12 . A i
ure dy m!erldfen, I2yon qui est variable je }

es au u aridi
correspondant 3 r, se trou::c;ﬂ;erll’tdxa:fi potnt ":- et B de la Fig, 3.1, Le centre ie?gﬁg;,rﬁ st
47 ne syt .o € symétrie du récipient, tandi
1 ¥ trouve pas en én ndis que celui co
courbe du réginj general. Une pressio rrespondant

lejre O3, COmme indiqué

dans le plan de Ia paroi ¢

termes d’ordre
supéricur

Ty +

. Elment de
Elément caque
de coque

- Cercle parallile

Fig. 3.1

-
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Dans le probléme 3.12, il est montré que :

N B
'r1+r2 h

~ ot £ est Tépaisseur du récipient. Une seconde équation peut s’obtenir en considérant P’équilibre
ol P P

vertical de ’ensemble du récipient au dessus d’un cercle paralléle approprié, comme indiqué dans
le probléme 3.12. L'établissernent de 1’équation ci-dessus montre que les contraintes s, et g,
sont uniformément distribuées dans I’épaisseur de la paroi.

On trouvera des applications de cette analyse aux récipients cylindriques dans les problémes
3.1 4 3.5, aux récipients sphériques dans les probiémes 3.6 4 3.8, aux récipients coniques dans le
probléme 3.11 et aux récipients toroidaux dans le probléme 3.13,

LIMITATIONS

Le rapport de I'épaisseur de la parol d I'un queleonque des rayons de courbure ne doit pas
dépasser approximativement 0,10. Il ne doit pas y avoir de discontinuité dans la structure. La
solution simplifiée présentée ici ne permet pas de prendre en considération des anneaux de ren-
forcement comme cetux montrés dans la Fig. 3-2 sur un récipient cylindrique. Elle ne peut non
plus donner une indjeation précise sur les contraintes et déformations ay voisinage des plaques
de fermeture d’extrémité des récipients cylindriques sous pression. Cette analyse est cependant
satisfaisante pour de nombreux problémes de conception.

(7))
7/

Les problémes qui suivent concernent les contraintes dues 4 une pression interne uniforme
agissant dans un récipient de révolution 4 paroi mince. Les formules donnant les diverses con.
traintes restent valables lorsque le sens de la pression est inversé, c’est-d-dire lorsqu’une pression
extérieure agit sur le conteneur. Pourtant, il doit étre noté qu'une considération supplémentaire,
qui dépasse le cadre de cet ouvrage, doit étre prise en compte. Il faut non seulement chercher
la distribution des contraintes, mais aussi procéder 4 une autre étude de nature entiérement
différente pour déterminer la charge 4 laquelle le récipient flambe sous Peffet de la compression.
Une rupture de flambement ou d’instabilité peut se produire, méme si la contrainte la plus éle-
vée est trés inférieure 4 la contrainte pratique du matériau.

Fig. 3-2

APPLICATIONS ‘&

Les réservoirs de stockage et les conteneurs de lgeuide, les canalisations d’ean, les chaudiéres,
les coques de sous-marins et certaines pigces d’avion, sont des exemples courants de récipients
sous pression 4 paroi mince. -
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3.1. Soit un cylindre & paroi mince fermé aux deuyx extrémités par des fo

e la paroi est A et Je rayon intérieur

) ; : émité, caleuler les contraintes nor-
he) et crrconférentieile (circulaire) existant dang

. En négligeant les effets d'astreinte des plaques d’extr
males, longitudinale {méridien

dues 4 cette sollicitation, la paroi

(a} 1151 (e)

Fig. 2.3

Pour qétefmmer la contrzinte circonférentisile g,
:jongulcmi:{. i50lé du reste dy cy@i.n'dre. Lz schéma de corps libre de la moitié de cet élément est vu
ans la Fig. 3-3{q). Le COTPS 4 €t coupé de tells fagan que i'effet inrerne O & Yoriging apparart

maintenang comme une force exterieure i ce corps libre, - montre les forces
A ibre, La Fig, 3-3(b L
8 (5) n les for dagissant

, considérons dans I récipient un Slément de

Les composantes horizontales des Pressions s’équilibrant den

‘ h X d deux en raiso Stri
Par rapport i I'axe verticai central. Dans Ia direct # de la symétrie

ion verticale, Féquation d’équilibre est -

IF, = —_crEhL‘%-f pridelisingl, = g
o
En intégrant :
=
2e kL = -prL[cuss] ou T = %’:
0

Notons qus la résultante verticale de a
. s forces dues 3 la pression P peut s'obtenir e iplj
i résu v 1 mu,
SIOR par la projection horizontale de Ja surface sur laquelie elig agie, - mulipliant ta pres
. Polfr trouver la contrainte longitudinale oy,
d 'axe geometrique. Le schéma de corps libre de

censidérons une section transversale du cylindre normale
Fig. 3-3(c). Pour Véquilibre ; -

la portion restante du cylindre est donné dans la
IF, o= —-pﬁ+2..-rha! F 0 ou o = pr/2k

En_ r:ésumé, la contrainte circonférentieile est double

quent, si l'eay d'upe conduite fermée géle, la conduite se

palerpe_nr le long du cylindre, Ces expressions simples des
immédiat des fonds plats.

de la contrainte longitudinate. Par conse-
Tompra suivant upe ligre courant lengitud;-
contraintes ne sont pas valables ay voisinage

3.2, Le réservoir d’un
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Les extrémités du cylindre sont fermées. En accord avec le probléme 3.1, il existe une contrainte
cizconférentielle donné par 0, = pr/k et une conirainte longitudinale, o, = pr/2h.

La contrainte circonférentielle étant doubls de lz contrainte longitudinale est donc lz valeur critique

" pour la conception et elle ne doit pas excéder la valeur pratique de 2 500/3,5 kg/em?. Pour Ia contrainte

circonférentielle, ncus avons done @ 2500/3,5 = 35(38)/k ou A= 1,47 cm.
Une arelyse plus compléte devrait inclure une étude des contraintes dans les fonds hémisphériques,

" Un réservoir vertical en acier, c'est-d-dire une conteneyr cylindrique ouvert 4 la partie su-

périeur et d'axe vertical a 240 cm de diamétre intérieur et 25 m de hauteur. Il est rempii
avec de l'eau dont le poids volumique est de 100G kg/m*. Le seuil de plasticité du maté-
riau est de 2500 kg/em? et un coefficient de séeurité de 2 est utilisé, Quelle est [’épais.
seur requise pour la tdle d’acier nécessaire pour le fond du réservoir, en admettant que le
cordon de soudure longitudinal présente la méme résistance que le métal massif ? quelle

épaisseur est requise si le cordon présente seuiement une résistance de 85 % de celle du

métal massif ?

. La pression p (dans toutes les directions) 4 la base du réservoir est donnée par la formule p="h
o y représente le poids de liquide par unité de volume et A la hauvteur de la colonne d'ean au-dessus
de la base. Cette formule est évidente si I'on remarque que la pression par centimétre carré de base
est numériquement égale au poids d'une colonne d’eau de un centimétre carré de section et de hauteur
k. En conséguence, ia pression & Iz base est -

P o= LOOKZ5) = 25.000 kgrm®  ou g =25 kg/em?

La pression &tant hydrostatique, agit dans toutes les )
directions avec la méme valeur et, en particuiier, elle agit
radialement sur l'intérieur de la parci, comme le montre
la Fig. 3-4. Comme Uindique 'équation p = Th, la pres
sion radiale décroit vers le sommet du récipient comme
on le voit sur le schéma, mais lx valeur maximale appa-
rait 4 la base er en conséquence, clest cette région qu’il
faut considérer dans le cajcul,

Comume l2 partie supérieure du TEServoir cst ouverte,
il n'y 2 pas de contrainte iongitudinale et il est connu
(probléme 3.1) que la contrainte circonférentielle en rout )
point du réservoir est 9. = prih. Considérant fa région 1 4,

ila base cette équation devient : 25 kg cme L‘_ — S kg em? L-

2500 250120y _ a2
— = ; ou h =102 cm Fig. 3-4

[Ty

,,J,,Lt,-;,,
-

Ceci suppose que le cordon de soudure a la méme résistance que le métal massif. En raalits, I'épais-
seur doit étre Iégérement augmeatée pour tenir compte des effets de la corrosion.

5i Ia résistance du cordon de soudure longitudinal n’est que de 85 % de celle du métal massif,
U'épaisseur requise est ;: & = 0,24/0,85 = 0,283 cm.

Le simulateur d’espace du dJet Propulsion Laboratory i Pasadena en Californie, est un ré.
cipient cylindrique de 810 cm de diamétre et de 25,5 m de hauteur, I1 est obtenu par
rouiage 4 froid d’un acier inoxydable dont la limite de praportionnalité est de 1155 kgjom?.
La pression minimale en opération dans la chambre est de 10-6 Tor ol 1 Tor = 1/780

de Iatmosphére standard, qui est approximativement de 1,029 kg/ecm? . Calculer I’épais-

sewr de paroi requise pour que la contrainte pratique basée sur Ia limite de proportion.
nakité, avee un facteur de sécurité de 2,5 ne soit pas dépassée. On négligera la possibilité

de flambement due 3 Ia pression extérieure et aussi les effets de zone de surcharge dans

le simulateur aux attaches des éprouvettes d’essai.
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3.5.

3.6.

Résistance des matériay x

Daprés le probiéme 3.1, ia contrainte significati
_ dleme 3.1, significative est Ja op traj; i é i é
?cl'“- tgr/_h. Lg pression 4 utiliser dang le calcui est esst:ntiellen-uam:rt iaa?::sﬁgﬁoiﬁf;;ﬂ?ﬁ%f: :;z;?;apatr
4 'extérieur dy Técipient et qui est Convenablement reprg & i

d T'ex T qu BIcsentée par },020 g 2 i i
intérieure de 10~6 Tor est négligeable comparge 3 ; kg/em?. Nous avong dmg}’::m:n ' PUsaue 1 pression

1155 405
T = 1,029.:— ou A =091 ¢m

due 3 Egr;}s:::;zn;s ;ega;;r};er::ul[es c};a;ges Ipngitudmale et circonférentielle. La contrainte circonférentielle
) £ est donnée par g = 2R et, puisque g = é i i @
rentielle est € = pr/ER, qui est upe déformation liunir:aite. puse oo in A¥tomation cieants

La longueur sur laguelle elle agit est 1a circonfg i i f
totat L2 chrcontiy Aaus : g circonférence dy cylindre, soit 22, Par suite l'allongement

4 = e {20 = 2enr2/ER

La longueur totale de‘Ia circonférence est alots 2qr + 2 npri(Eh. En divisant par 2 nous trouvans

le rayon de Ja cirgonf, é g i 2 b .
orJER, nterence déformee, soit , + 2re/Eh, de sorte que Paceroissermnent du rayon est .

Pour la pression axiaie sewfe P, 1a contraj itudi :
. inte longitudinale est o) = pri2p Cette ca 3 i
g a ¢ a co . ntra -
::?;ﬁ:npzndmi ug_e de_furmauon longitudinale € = pri2ER. Ccnmmel indiqué dang le chap;trt:tr 13:51
ans la direction de 1z charge, qui est ici longitudinale, A ion
la directjon Perpendiculaire 4 1a char, é imension amerry June Siminaon dans
ge. En conséquence, I3 dimension circonférentiolle dimg
P : c ; ¢ < 8 e diminue,
port de la déformation dans la direction latérale 4 cefle dzns la direction de la charge 4 été défili;? (;ng

la réduction dy fAYOnr correspondant 4 é i
tio 4 la déformation ¢ ger donnée 2 ’ i
rayon dit d la pression interne p est firalement : ¢ P R ER LﬂCCTOISSEﬂ'lEﬂf a

ar = P2 _mp? _ opm/ o,
Bk T EERE T &R

) ._Pour tracer une schémg de corps ijbre, considérong exactement la
moitié de la sphére, Ce corps est sellicité par |a Pression interne unj.
furmcf P et par les farceg que Tautre moitis de ja sphére, qui g &tg
enlevée exerce syr la moitia considérée. A cause de I symétrie des
chirges et deg déformatinns, ces forces peuvent étre représentées par
g?; c3orsztraintes de tension circont’éremielie ., comme Je montre la

pl.:m Vvertical. En réalité, la pression p agit sur toute la surface: ge I'hé-

qr;;, dans ce cag es't I_’aire circulaire verticulaire notée gg. Ceei est pos-

;1 e p[arce quze l’hem:sphere est symétrique autour de I’axe horizantal,

e sotte i i

o o Lgue es composantes', verticales de la pression s'annulent I'une Fig. 2.5
- Les composant_es horizontajes seules produisent |3 contrainte

de tension d.. Pour Iéquilibre, op denc :

3.7

38.

3.9.
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EF, = elevh=part = 0 oy 0. = pri2h
Par symétrie, la contrainte circonférentieile est a méme dans toutes les directions en tout point de la

paroi de la sphére.

Un réservoir sphérique de 18 m de diamétre est utilisé pour stocker du gaz. La paroi a
12 mm d’épaisseur et Ja contrainte pratique du matériau est de 1 250 kg/em?. Quel est

- le maximum admissible pour la pression p dy gaz 7

Le probidme 3.6 montre que la contrainte de tensjon uniforme dans toutes les directions est don-
née par 9, = pr{2h. En substituant :
p (506}

et p = 3,33 kp/cm?
2{1,2)

1250 =

Le véhicule de recherches sous-marines Alvin a une coque de pression sphérique de 100 cm
de rayon et une épaisseur de paroi de 3,38 cm. Iag cOque est en acier HY 100 ayant un

‘seuil de plasticité de 7000 kg/em?, Caleuler a profondeur de plongée 4 laquelle la con.

trainte du seuill de plasticité est atteinte dans ia paroi sphérique. Powr le poids volumique
de ['eau de mer, prendre 1,024 . 10-3 kg/em?, '

Le probléme 3.6 montre que ia contrainte de compression due & la pression hydrostatique externe
est donnée par O, = pr/2h, La pression hydrostatique correspondant au seuil de plasticité est done :

' (100}
7000 = P_“ ou
2(3,38)

P = 4732 kgfem?

Puisque p = v4 on 7 est le poids de I'ean par unité de volunte, on 2 -

473,2 = 1,024, 1077 ou f=481.10% em = 4610 @

II faut noter que cette anaiyse néglige I possibilité de flambement de Ia sphére due 3 la pression hy-
drostatique, ainsi que les effets des portes @’entrée sur sa résistance. De ces facteurs qui dépassent le
cadre de cette analyse, il résuite que Ia véritable profendeur en opération est de 1 800 m.

Seit un récipient i pression fretté constitué par deux cyiindres coaxiaux i paroi mince,
comme le montre la Fig, 3-6. Dans I’état avant assemblage, i} existe une légére interfs.
rence des deux coques, c'est-a-dire que la coque intérieure est trop grande pour entrer
dans la coque extérieure. Le cylindre extérieur est chauffé, placé sur le cylindre intériewur
et laissé refroidir, ce qui provogue une contraction. Si les deux cylindre sont en acier et
si le diamétre moyen de Passemblage est de 10 cm, calculer la contrainte tangentielle
dans chaque coque provenant de la contraction si Is différence initiale des diamétres

est de 0,025 em, L’épaisseur de la coque intérieure est de 0,25 cm et celle de la coque
extérieure de 0,20 cm.

Cylindre extérieur
Fig, 3-6

Récipient de pression €ylindre intérieur

1 existe évidemment une pression p interfaciale agissant entre les faces adjacentes des deux coques.
il faut noter que ce ne sont pas des charges appliquées de I’exrérisur, La pression p peut étre considérée
comme accroissent le diamétre de la coque extérisure et diminuant le diamétre de la coque intérieure.
L’expansion radiale d'up cylindre sous une pression radiale p a été trouvée dans le probléme 3.5 égale
d préjER. Aucune force longitudinale n’interviert dans ce probléme. L'accroissement du 1ayon de la .
coqué extérieure dt 4 p pius ia diminuation de Tayon de la cogue intéricure due i p doit égaler la dif-
ffence initiale entre les Tayon ou 0,025/2. On a donc :
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PSP pi5Y

Cix 15025 F o e = 0,0123 =117 k 2
LT 10025) © 2l % 10505 s p gem

Cette pression, illustrée per les figures, agit entre les cylindres apras que 1"
sur Pintérieur, Dans le cylindre intérienr, cette pression p provoque une contrai

117(5)

0,25

extérieur ait &t fretts
nte :
=P

dy s

—2.340 kg/em?

Dans le cylindre extérieur, la contrainte circonférentielle due § In pression p est :

uns) ;
T30 = 2925 kgfem

ﬂ"—E~=
T

contraction doivent &tre g jouté
formules simples. données

pression interne uniforme, ces coniraintes dg
nt aux contraintes trouvées en utilisant les

algébriqueme
dans ie probléme 3,1.

3.10. Un cylindre d’acier a

sur le cylindre intérie
la Fig, 3-7. Trouver |

paroi mince est emboité juste
ur en cuivre, comme le montre
€5 contraintes tangentielles daps
chaque coque si Ja température s'accroit de 35°¢,
On ne tiendra pas compte des effets provoqués par
I'extension longitudinaie concommitante. Cet arrap-
gement est quelquefois utilisd pour le stockage de
fluides cerrosifs. On prendra :

E,

E,

2.1 % 10° kgiem?,
9 % 10% kgiem?,

La plus simpie approche est
les deux coques comm,

qu'eiles ne soient plus

de considérer d’abord
e sépardes Pune de 'autre, de sorte
£n conlact,

Sous Iinfluence de I'a
augmente de la quantits :

coroisserment de température de 35°C, i3 circonférence de ja coque d'acier

2n(50,9)35)(11 x 107%) = 0,123 em

De méme, la circonférence de Ja coque de cuivre s'accroit de

2m(50.3)(3517.7 107%) = 0,196 cm

Alors Pinterférence eatre les mycu:ns,
0,196 — 0,023
T

¢’est-

-dire ia différence des rayens des deux coques (due au
chauffage) est de

S = 0,0116 cm. Ici encore, il n'y a pas de charges extérieures agissant
LT

sur un ou lautre des cylindres.

Paurtant, d’aprés Pénoncé du prebléme, les su
tact aprés I"Slévarion de la
les deux surfaces, ¢'est-a-¢
le rayon de la coque de ¢
Une teHle pression est Yue

rfaces adjacentes des d
température, Par conséqu

ire une pression tendant i
uivre, de sorte que celle-ci
dans le schéma de corps li

SUX coques sont bien en cone
ent, il doit exister une pression interfaciale P entre
accroitre le rayon de Ia coque d'acier et i réduire
Ppuisse s'ajuster & Iintérieur de la coque en acier.

bre de la Fig. 3-8,

Cylindre d’acier

Cylindre de cujvre

Fig.3-8

. -contrainte tangentielle dans 'acier et le cuivre :

pris les vecreurs représentant

la génératrice sst représenté dans ia Fig. 3-9(8).
la contrginte méridienne.

est normal a "axe de symétrie vertical du réci
lement une fonction de la position d
Ure autre coordonnée utilisée pour
courbure de la surface du récipient dans la
illustré en examirant une section du Zone o
pient comme le montre la Fig. 3-9(c), Il

SRALIS YL SRS SO el P +r

& i lindre sous une pression radiale uniforme
N bléme 3.5, le changement de rayon d'un oy u , ;
. n apmsffrcp:;ongitudmale n'agit} a été trouvé de pr2/Eh. En cunsequence,}accrmss‘emegt ‘de't
p s agcu;e coque d’acier di: 3 p, additionné avec la diminution de rayon du cuivie due i p doit dire
on de .
;:2;1 i Vintecférence, Alors

p(50.9 P5B3P
(21 x 105006} * @ = 10°%0,6)
La pression interfaciale p crée la continuité requise i la surface

commune des deux coques quand
Iles sont en contact. Utilisant la formule pour la contrainte tangentielle 0, = pr/h, on trouve pour la
elles -

=00116 ou p=L72 kgem?

1,72(50.9) oz = D) s ke
S T X

i écipi i i i mi t un liquide de poids par unité de vo-

t un recipient conigue i paroi mince com.gnan -
lsucﬁ'le v (Fig. 3-9(a)). Le récipient est supperté sur tout le pourfour de_ son rebord supé-
ddeur et remplide liquide jz}squ’é'une hauteur A Déterminer_les contraintes dans la paroi
dues d cette charge. L’axe géométrique du récipient est vertical.

Axe de symérrie

termes d'ordre
supéricur

ds

.
| e -

L)

Fig.3.9¢a)

Fig. 3-9(5)

L’état des contraintes dans ce réci
seur b du récipient est petite
sidération de "équilibre d™un
maux i P'axe de symérrie du

pient est évidemment 3 symétrie axi_ale. Op suppose que I"épais-
comparée & A et R, Les contraintes peuvent étre déterminées par la con-
éiément limité par deux cercles paralléles voising dont le.s,plans sont nor-
cdne et par deux génératrices vqisi.nes qlu cone. Un tef element_, ¥ c_;orn-d
les contraintes o, dans lz direction honzomgle et %_dans ‘la dujectlon e
La quantité o, est appeiée contrainte circulaire et Ty

i é é i é un plan horizontai qui
a3 Dt e Bt l COC;‘:';T';Z :gfgfldri T;:Er:: :::n:ndr;ol;t est ry lequei est naturel-
e I'élément par rapport i sa situation le long de l'axe de symétrie,
définir Ia géométrie du cbne est r; qui correspond au rayon de
direction perpendiculaire & 1y génératrice. Ceei est migux
btenue en faisant passer un plan verticai par {'axe du réci-
ast évident gue Fg = ry coOsce

Par la géométrie, nous avons :

Yiga

COsS &

rpEylga et aussi

Fa
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2y + fermes d’ordre supérienr

Axe de symérie

(=)

Fiz. 3-5(q)

Axe de symérrie
Fig. 3-%e)

Les contrainges cifculaires de Jp Fig
le long de laxe de SYmétrie comme vu dan
ferces circuiaire [ (dy,lcosa)h fai
forces circulasres est 1 2 gy h(dy)
sant dans un plap horizontal et digjgs

XEIce une pression
3 surface, on a alory ; “quilibre de Iélé.
dy ‘ dy
ok (cus a)(da) cosa — pr,){da);;;'_a = 9 i)
ou = e

= Pyiga Br,
T = e—m— = P¥IE = 2z
hcosg heosa T TR (€33

Ces eXpressiong sont . Orte ou & onR.
(o] ables n lmport [ ue, s GiIE trieure
P t val, D dans | Tecipient ¢ 1que. Dang Ja Moitié infér] Ure 0(}’ <H

Pa s .
i1s ijl mojtié Superieure, J < < 2H, p = 0, de sorte que 03 = 0 dapg cette régjon
‘aut, i é é :
Pour & & ;e<co;tr11m;§igs¢ d[:Jet;it 3%& r;nuveie en considérant Péquilibre vertical dy récipient conique,
) g oids quide dang arégionco‘ueabo 3 I3 indrique
abed est maintenu en équilibre par les forces correspon:il;?-lt El A ll:u;j;el;:s;?g) lao;ei:o'n ¥lindrique
3 , :

T2y g cosa — 1Erly tg @ity + H — yirty tga)] = g

o vy = LiEX (_Ij’gﬁﬂ)
heosa\"2 T3

De méme pour ff < i
‘: Yy < 2H e oids de t iqui : P
corfespondant 3 Ty de sorte que, d’aprés la Fi “3 g‘i’;a‘)le‘hqu:de st maintenu en cquilibre par les forgeg

4}

(5)

W2y} tgy cosa — ieriF =

{6)

(T3]

Fig. 3-9(e)

Comme fg = Htgw, nous trouvons :

- Mftga
7= Shy cos a

Chapitre 3/Récipients sous pression 3 paroi mince

Fig. 3.9(7)

pour H<{y <24 (7)

1 faut observer que les contraintes assocides avec ces déformations symétrie axiales sont stati-
quement déterminées, c’est-d-dire qu'l n'est nécessaire d'utitiser Aucure relation de déformation pour
calculer les conrraintes, Ep conséquence, ces relations sont valables dans le domaine plastique.

Caleuler les contraintes circulairas et les contraintes
méridiennes dans un récipient de révotution a paroi
mince soumis i une pression interne p.

Ce probléme est aisément résolu en l¢ considérant
comme généralisation du probiéme 3.11. Les contraintes
peuvent étre déterminées en examinant 'équilibre dup
diément limité par deux cercles paralléles voisins dont
les plans sont normaux i Paxe vertical de symétrie et
par deux gépératrices voisines (ou méridiens) du réei-
pient {voir la Fig_3-1), Cet éiément est semblable &
celui de la Fig, 3-9(8), du probléme 3.11, sauf que
les cbtés verticaux sont ici courbes et non pas droits.

Les contraintes circulaires 9y et les contraintes méri-
diennes apparaissent ainsi cemime le montre la Fig. 3-10(a}.
Nous avons besoin maintenant de deux rayons de courbure
pour déerire cet élément. Nous noterons ry le rayon de
courbure du méridien ot ry celui de la surface du récipient
dans une direction perpendiculaire au méridien, Le centre
de courbure correspondant 3 7y doit se trouver sur Paxe
-de symétrie, tandis Que pour 7y, le centre ne s'y trouve pas
(en général). La Fig, 3-10(8) montre les forces circulaires
Yues en regardant le long de l'axe de symétrie et, par ana-
logie avec le probleme 3.11, elles ont une composante ho-
rizontaie 2a,hry dp(d872) dirigée vers I'axe du récipient.
En multipliant cette quantité par sin #, on obtient [a com-
posante normale 3 I’¢1ément. Les forces méridiennes appa-
raissent dans Ia Fig. 3-10(c) et elles ont une composante

termes d'ordre '
78+ supérienr

Ty

Elément
de coque

Axe de symétrie

Fig. 3-10(a)

49
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normate auﬂrécip@ent dcgnn_éz‘a par 0, hry d8 dg. La pression p agit sur une surface {ry d8y(r, dp} d
sorte que I'équation d’Squilibre dans ia direction normale devient : e
¢shTode + termes d'ordre supérieur
//
b
Axe de symétrie
wghryds
Fig, 3-10() Fig. 3-10(¢}
oghry da dga gin o F aghrgde da — prydar de = g
O¥, puisque ry = r. sin ¢, nous avons :
s, % _ p
vy & n
C:etze e_qual.iun foAnda_manaie s'applique aux déformations 3 symétrie axiale de tous les récipients de
égvofutlc:p a paroi minge. Une’sz_ecgnde €quation est obtenue, comme dans le probléme 3.11 BN CONsi.
érant lcq_uﬁlbr_e vertical du récipient entier au-dessus d'un cercle paralléle convenablement chois, I¢i
alissi, ces tquations sent valables dans le domaine piastique, '
313. D - N L .
3 e5 recipients toroidaux 3 baro: mince sont souvent utilisés comme

réservoirs de stockage
onsidération par la Na-
isation future possible
N etre de section droite
L omr « La pression interme p = 2

le matériau du reciprent est un allivge d'aluminium 221;.9 T87, avant uﬁ seu%lAd:g;lZTticiité
t‘ie 3500 kg/em? 3 1a température ambiante. Pour ce matériau, le seuil de plasticité croit
a plL}S bqs_se température, atteignant 120 % de la valeur ci-dessus 4 — 185°C. Si un fecteur
de sécurité de 1,5 est utilisé, calewjer I'épaisseur de paroi requise, -

N

@

cig gaz dans les_propulseurs pour véhicules spatiaux. Un projet en ¢
tlonai.Aeronautms and Space Administration (NABSA) pour une uti]
emploie un tore de diamstre moyen 25 = 2100 cm avec un diam

= 150 cm, comme indiqué dans la Fig, 3-

2R = 150 cm

—

5= 1050 cm

T
T

Fig 3.11

" valeble pour la déformation i symétrie axiale d'un récipie
" mous obtenons, pour r; = R

Chapitre 3/Récipients sous pression & paroi mince 51

sidérerons d'abord 1'équilibre vertical d'une portion en forme d’anneau du récipient
ous Slg;lsus d’un plan arbitraire repéré par angle ¢. La contrainte méridienne Gy est aisément
roxgal :,-:;_gonsidérﬂﬂt Ia pression p agissant sur la projection horizontale de iz surface courbe. Ainsi :
ouvEs

2aryouht sin ¢ wp(rﬁ ]

-y ; =(r, — BIR :
poisque 3in ¢ = (% PR{ro+ b)
Zrroh

7 {

A i:aartir de I'équation (1), il est évident que la valeur de peinte de Op apparaft aux peints les pius pro-

onds A ol :

{2) coincide avec P’équation des contraintes dans
R = 75 cm,

pRR

24

2b - R
b—R

{oatmax {2)

ib - 0, le tore se réduit & une sphére et 1'équation
ne sphére trouvée dans le probléme 3.6. Pour les dimensions données, nous avons ;
= 1050 cm et p = 1,4 kgfcm?. L'équation (2) donne :

3500 1,4.75 2100 — 75
—_— = et h = 0,046 cm (3)
1,5 2% 1050 — 75

I'équation (1) du probigme 3.12 (laquelle est
nt de révolution i paroi mince quelcenque),
£y = (b + R sin ¢)fsin ¢ :

8i 0, donnée par I'équation (1) est substitude dans
ot

BR
2

4

(%)

Ti =
en tout point du récipient toroidal il est évident que la valeur maximale de a, donnée par I"équation
{2} est supérieure 3 la valeur de 0y. Par conséquent, c'est la valeur maximale da Iy qui doit étre utilisée
dans le projet. L'épaisseur requise est alors donnée par Iéquation (3},

Problémes supplémentaires

Une bouteille d'air comprimé 3 usage de laboratoire est i la livraison sous une pression approximatjve
de 160 kg/em?. Le diamétre extérieur du cylindre est de 25 cm. L'acier a un seuil de plasticite de
2450 kgfem® et on admet un facteur de sécurité de 2,5. Caleuler 'épaisseur requise de la paroi,

Rép. : b =.204 cm,

profondes Aluminaur a une coque cylindrique de diamétre extérieur
est construit en alliage d’aluminium 7079-T § de seuil de piasticité
nte circonférentielle de la partie cylindrique de {2 coque lorsgue
pérationnelle de 4 500 m en-dessous du niveay de la mer. Utiliser
pour poids velumique

Le submersible pour recherches
de 240 em et d'épaisseur 14 cm. 1]
de 4200 kg/em?. Calculer Iz contrai
le submersible est 4 sa profondeur o
dans les calculs le diamétre moyen de la coque et prendre 1,024 . [0-3 kg/cm?
de I'eau de mer. Rép. : 3712 kgfem? .

Un cylindre vertical de stockage d’essence 2 25 m de diamétre et contient jusqu’d une hauteur de 12m
de ['essence de densité 0,74. Le seuil de plasticité du matériau est 7450 kg/em? et on 2dmet un fac-
teur de sécurité de 2,5, Calculer I'épaisseur requise pour la paroi du fond du réservoir en négligeant
Ueffet des moments de flexion qui y sont localisés. Rép. : h = 1,13 cm.

pour stockage de gaz sous pression a 25 m de diameétre et est en acier de cons-
paisseur. Le seuil de plasticité du matériau est de 2430 kg/em? et on admet un
de 2,5. Caleuler la pression interne maximale admissible en supposant que les
ssi Tésistants que ie métal massif. Caleuler aussi la
75 Y de celle du métal massif.

Un réservoir sphérique
truction de 16 mm d'é
coefficient de séeurité
cordons de soudure enire les divers dléments sont au
pression admissible dans le cas on les cordons ont une résistance de
Rép. : p = 2,5 kpgfem? P = 1,88 kgjem®.
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3.20. Trouver upe ex|

3.21,

3.23,

Reésistance deg matériaux

de flambement due 3 |a
volumique de Peau de mgr :

Rép, 299 kefem?2,

9. Calcuier Tacero

issement e rayon, dit 4 jy
probléme 3.6, Ré;

Dression

Pression poyr
2 paroi mince SOUmIE § yne
Par des plaques circujaires,

Iaccroissement de vol
DIESSION interpe unifor
Cn suppasera que Pexp

Rép, . EK= s
R Eh(z 2“‘)

Caleuler laccroissemen
fermé aux deux extrs
parei est 1,6 mm, lg

t de volume Par unité de volume d

TEEs el soumis d ung Dression intern
Tayon 35 ¢cm et M=

Ume par unjts de volume d'y

e p. Leg extrémitds dy ay.
ansion radiale

un cylindre circulajre §
€ uniforme de 5

Fig.3-12

ittterne, da [y coque sphérique mentionnde dang Jo
ey I Ap = 2ri(l — myi2g;,

1 cylindre circulzire
lindre son¢ fermaes

est constante SUr toute iy longueyr,

Paroi mince op acier
3 kgfem?

+ L'épaisseur ge la
/3. On prendrs £ = 1. 10% kgjem?,
Rép. . Avyy = LOS . 10-3.

On considare un eylindre

Provoguées pay je frettage, Pour !’alum:‘nium, £ =

Rép, : Cap = 525 kg/em?

Seit un récipient hém:‘sphérique de
Unité de volume esty. L

la Fig. 3.3, Cale dans le réc:pient, dues 3
Rép. -

— rR: 1—costy
"o E-;T[“W Tints

Pour 45° « o < 96° :

— YR 1+sina+sin2a_
= T{j_éﬁl*s—)‘ 0555

2
o= i, 6.70T) — 4

Fig, 3-14

& 3
Reprendre le probléme .?.I
ma?ntenant ailiage C}e titane
ambiznte. Calculer Pépaisseur

parameétres indig
yant un seuil de
de paroi requise en admettant

Le véhicule da secour.
d’air comprimé en fo

Chapitre 3/Récipients sous pression 4 paroj

ués, mais en considérant
plasticité de 8§ 8 ne
un coefficient de sécurits

130 cm

%ue le matériau est

20 kgfem 4 Ia température
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CHAPITRE 4

Contraintes directes de cisaillement

DEFINITION DE LA FORCE DE CISAILLEMENT

Une force agissant le long d'un

plan passant en
saillement oy effort tranchant. Elle

est notée F.

fravers d'un corps est appeiée force de et

DEFINITION DE LA CONTRAINTE DE CISAILLEMENT

La foree de cisaillement divisée par la surface sur laquelle elle agit est appelée contrainte
de cisgillement ou conirainte tranchgnte. Dans ce livre, elle est noté 7. Ainsi -
Fr

A

r

COMPARAISON ENTRE LES CONTRAINTES

NORMALE ET DE CISAILLEMENT

Considérons une barre coupée par un plan ¢-¢ normag
i son axe comme le monire Ia Fig. 4-1. La contrainte nor-
male g est perpendiculaire § ce plan. Clest le t¥ype de con.
trainte étudié dans les chapitres 1, 2 at 3,

La contrainte de cisaillement agit le fong du plan
comine le montre |Ia fléche représentant . Pap conséquent

c'est leur direction qui distingue ieg contraintes normaies
. des contraintes de cisafllement,

HYPOTHESE

APPLICATIONS

Les opérations de poingonnage (probléme 4.3), I’essai des éprouvettes de boig (

les joint's rivés (probléme 4.6}, les joints soudés (probléme 4.7) et les clavettes utilis
les poulies sur leg arbres ( s exemples courants de systémes co

probléme 4.4), B
prebléme 4.8) sont de:
contraintes de cisaillement

ées pour fixer
mpotiant des

DEFORMATIONS DUES AUX CONTRAINTES DE CISAILLEMENT

Considérons la défo
lequel les forces a
rections indiquées

rmation d’un élém.
gissant sur 1’slément
dans la Fig. 4.2 {a).

ent plan rectan
produisent des con

gulaire découpé dans un selide dans
traintes de cisaillement dans les di-

les valeurs numériques

4.1.

Clapitre 4/Contraintes directes de cisaillement

(a}

" On admet que les faces de 1’8lément paralidles au plan de

vajeur 7. Il se produit pourfant une distorsion deg angl
atta distorsion, due aux contraintes de cisaillement, 1"
tirets dans la Fig. 4-2(b).

EFORMATION DE CISAILLEMENT

Le changement de i’angle au sommet d’un élément‘i
mation de cisaillement. Ce changement s'exprime en radi

MObULE D’ELASTICITE EN CISAILLEMENT

Le rapport de la contrainte de cisaillement 7
module d'élasticité en cisaillement et est habituelle

é est aussi connu sous le nom de medule de rigidité,

diés dans le chapitre 5. Les diagrammes contrainte-déforma?iori
tracés pour les charges de cisailiement exacte;ngnt comme ils |
au chapitre 1. [ls ont la méme apparence gez::eraie que ceux t.
sont naturellement différentes.

Probiémes résolus

Considérons le joint bowlonné de la Fig. 4-3. La
force P a pour valeur 3000 kg et le boulon a un
diamétre de 1,2 em. Caleuler la valeur moyenne

de la contrainte de cisaillement dans I'un et l'autre
des deux plans a-g et b-b,

Enr V'absence dinformation plus précise, nous pouvons
setlement supposer que la force 2 se répartit également
éntre les sections a-g et b-b. Une force de 3000/2 = | 5_00 ke
agit donc sur chaque plan sur une surface de section droite

cle‘——r (1,2)* = 1,13 em?, Par conséquent, la contrainte de
4 PR 1500

cisaflilement sur chaque plan est ¢ = 1z

= 1330 kg/fom?.

i issant sur I'élément et, par

: ne s de contraintes normales agissan , ;

exls;:ésd%e 1’§?ément rectangulaire ne changent pas lorsque les contrain
es ©

i la déformation de cisaillement
ment noté G. Par conséquent :

Les unités de G sont les mémes que cefles utilisées pour les
Sexprime en kg/cm? puisque ia déformation de cisaillement est
- tion expérimentale de @, ainsi

&}

la figure sont libres de charge. 11

v est appelé

contraintes de cisaillement et i|
sans dimension, La détermina-

que le domaine de comportement linéaire de © et Y seront étu-

ont été pour les charges normales
racés dans le chapitre 1, mais

55

conséquent, les longueurs
tes de cisaillement prennent
es de 1’élément (droits 4 Porigine). Aprés
élément prend la configuration moentrée par

nitiaiement rectangulaire définit la défor-
ans et est usuellement noté .

o G S st o e e



https://book4yours.blogspot.com

56

4.2,

4.3,

4.4,

Résistance des matérinux

z

39
cm
. ]
SR
20 cm
Fig. 4-4

Fig,4-5

Fig. 4-4. La force P te
er ia contrainte moyen

Reportons-nous 2 Iz nd 4 cisailler la butée le long du plan ¢-¢. Si
P = 4000 kg, caicul ne de cisaillement gy le plan g-a.

Seule Ja composante horizontale de P est effic:

ace pour produire cette action de cisaillement. Elle
est donnée par 4000 . cos 45° = 2825 kg. La cont

Tainte moyenne est par conséquent :
P cos 45° ~2825

i A T 3o

= 4,7 kglem?.

Un acier de constr
3100 kg/em? app|
de 2,5 ¢m de dia;

uction d bas carbone a une
roximativement. Caleuler la
métre dans une plague de

résistance maximale ay ciszillement de
force nécessaire Pour poingonner un troy
et acier d’épaisseur 1 cm. S le module
de 8,4 ,10% kgfem?, calcuier |a déforma-
ue la contrainte de cisaillement est de

4.6.

1500 kgjem?.

Admettons

que e cisaillement est uniforme
et | cm d’épaisse

Sur une surface cylindrique de 2,5 cm de diamétre
ur, Fig. 4-5. Pour Péquilibre, ia

force P doit avoir pour valeur :
P4 = m2,5)(1)(3.100) = 24300 kg

la déformation de cisaillem

R G = T1/y. On abtient :

1.500
. = 0,0 E
0000 0,00178 mdirs

Pour caicuier

ent ¥ pour une contraints de cisaillernent 1 = 1 sgg kgfemi,
utilisons la définitio

7=

Q) A

Dans I'industrie dy bois, on utilise des biocs inclinés p
pression-cisaillement des joints collds. Seit les deux bloes A et B collés ayant 4 cm de
profondeur perpendiculairement ay plant de la figure, Calculer la résistance maximale au
cisaillement de Iz colle pour une force verticale de 4000 kg nécessaire pour provoquer

our déterminer la résistance com-
4.7,

la rupture gy Joint. I faut noter

4.5.
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Considérons Ja condition d’équilibre du bloc inférieur 4. Les Téa
le bioc inférieyr consistent en les deux forees

ctions du blog supérieur £ sur
pectives et normale des Fig, 4-6 (&) et (c).

nermales et de cisaillement montrées par les vues pers-

D’aprés la Fig, 46 (c), nous voyong aue, pour I'équiiibre danpg Ja direction horizontale

LFy = {5)4} cos 75 — o(3)4) cos 17 = 0 ou o = 0,268¢

Pour Péquilibre dans la direction verticale, nous avons :

EF, = 4000 — 2(5)4) sin 75° - a(5H4)sin 15° = ¢

On en déduit que g = 0,269 7 et en Tésolvant, on trouve 7 = 193 kefem?,

La contrainte de cisaiilement
5i le module de rigidité G =

T
Par définition, ¢ == | En conséquence, la déformation de cisaillement est :
b

1050 .
= dians.
4 2300 0,00125" radians

s,
contrainte de cisaillement

moyenne développée dans e
rivet ?

S
La contrainte moyenne de cisaillement dans le rivet est Pfd
ol A est Paire de la section droite du rivet, Cependant le tron Fig. .7
pour le rivet a couram

ment un diamétre supérieur de 0,16 cm &
celui du rivet et il est habituel de supposer que le rivet remplit

complétement le trou. Ep conséguence, la contrainte de ciszillement est donnée par :

3400 Y
T —— = 1010 kg/cm®

T 2
=(1,% + 0,18)
4

Pour réunir deux plagues, on utilise souy

ent des soudures d’angle,
dure subit du eiszillement ainsi que de 1

Un tel cordon de sou-
a fension ou compression

qu’avec une honne colle, la majori

té des ruptures se
produisent dans e bois,

£

et fréquemment en
outre de la flexion., Pouyr les deux plaques de 1a Fig. 4-8, caleuler Ia force de tension P
admissible pouvant &tre appliquée, en admeitant une contrainte pratique de 790 kg/em?
pour le cisaillement conformément au Code pour la Soudure par Fusion de PAmerican
Welding Society. La charge est appliquée au milieu de Uintervalle entre les deux soudures.

P

@ﬁ mr:
- =7

congé
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La dimensl%n minimale de Iy
est de 1,2 sin 45° = 0,848
la longueur dy COrH

section droite de |3 soudure est appe
<. La surface effective de
don multiplige

lée le conge,
soudure quij résist

qui, daps ce

f € au cisaillement est ¢ ;
. Par le congs, ¢est-idirg - 18.0,848 = 15 2 ole §

ldeux soudu}'e_s. Par sujte iy charge de tension 2 admissible est Je ;;roduit de ,laﬁ oo Ché'mune fes

2 surface résistance ay ;  p = 790.2.15,26 = 24 10 L4 e pady

Ue par

Fig, 4.9

Tragons un e
de 11000 kg.cm ¢
a clavette, Poyr |

Oh:rr}a de_ corps ‘Iibre pour [z poulje seule, Fig.d-9(5). On voit que
foi ﬂt‘:;}re equilibré par ype force tangentijele horizentaje £ ¢Xercée
cquilibre des MOMENts autour 4y Cenlre de fa pogjie on gz :

le couple moteyr
par la poulie sur

ZMy = 11000 — F25)=0 au  po 4400 kg
arbre exerce g 7

{"“‘.s forces agissent au centre O :f ;c'x,::f:erl]a s s forces

ABISSAnt sur iz clavetre song représentées da

est la résuitante deg forees ré

£ vues sur la figure

de ces forces n’ese p

sU,
t pas dang Iéquation cj-d,
S S ¢ans i Fig, 4.10(,). En ré

Parties agissant sup 15 MOoiti¢ inféricure de [a T,

Teprésentent les résultanies des gyge {
Systemes de
s cannue, forees v

Fig.4-12

4

Fig. 4-10

la section médiane £5L montrée par Fig. 4-

IF, = 4400 — W75 = 0

O T =490 kgiom?
» . o
Clest 1z COntrainte da cisafllement horizontaic dapg ac

lavetie, 415

le probléme 4.1, si la contrainte de cisailiement maximale acceptable est de 1000 kg/em?
?Bnlse diapmétfe nécessaire du rivet pour gue cette valeur ne s0it pas dépassée.
er

i . . )

i boulon de 1 cm de dizmétre sollicité par ure charge axiale de 1000 ke,
Sogiuﬂ4 11. Caleuler la contrainte moyenne de cisaillement dans la téte du boul
i: cisga:ille:ment agit sur une surface cylindrique de méme digmétre aue
es Lignes pointillées.

Un poingon circulaire de 2 em de diamétre est utilisé pour poin
de 12 mm d"épajsseur. Si la force nécessaire pour faire pénétrer
caleuler 12 contrainte de ciseillement maximale développ

diaméire résistent i certe force, calculer
rivets. Comme dans le probléme 4.6, on su
au diamétre du rivet.

Une poulie est clavetée (pour p
courroies de tension i

supérigur de 0,15 em

négale T, et 7y des deux cotés de lz
300 kg.cm, La clavette z une section droite de [.1.5 em
monire ia Fig, 4-13, Caleuler 1a contrainte me
passant dans Ia claverte.

L’assemblage représenté dans la Fi

lement d'un joint colia. Pour une fo
dang le joint & cet instant ?

Chapitre 4/Contraintes directes de cisaitlement 59

Problemes suppiémentaires

, caleu-
Rép.: d = 138 ¢m.

comme le montre
on en supposant gque

) le boulon, comme e montrent
Rép. : 7 = 400 kgfem2.

¥Onner un trou dans une plague d'acier

ie poingon dans 1a plaque est 30000 ka,
¢e dans le matériau. Rép. 17 = 4000 kgfem?.

1000 kg

Fig. 411

Clavette

Poulie

tion de la traverse sur I'équerre

comme le montre la Fig. 4-12, er 5 de
la contrainte moyenne de cisaillemen
PPOsera que le rvet remplit e
Rép. : 690 kgfem?.
révenir le mouvement refatif) sur u

ux rivets de 2 cm de
t dans chacun des deux
trou dont ie diameétre est

n arbre de 6 cm de diamétre. Les
poulie donnent un couple moteur net de
et une longueur de 7,5 c¢m, comme le
venne de cisaillement agissant sur un plan horizontaj
Rép. : 7 = 60 kgfem?.

g 4-14 est souvent wutilisé pour déterminer la résistance au cisail-

tce £ & la rupture de } 200 kg, quelle est la contrainte moyenne
Rep. : 7 = 140 kgjem?

P

= -

au cisaillement
entre les blocs 4,, 4, ot By, &, et une force P dirigée
it-elle appliqués pour pProvoquer la rupture d'un
ayant une résistance maximale au cisailiement
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4.16

4.17

4.18

Résistance des matériaux

Soit la structure genre balcon montrée dans la Fig. 4.l6. Le baicop

. horizontal est chargd par une 37ce
totale de 10000 kg, distribude symétriquement par rapport i

. Le support central est un arbra ga
€ el inférieures par des cordons da
Calculer la conirainte moyenre da
29 kgjem?

10.000 kg

50 em

Fig. 4-16

Soient deux plaques d*3gale &paisseur jointes par deux cordsas ce

> : oudure, comme le monzre 12 Fig. 4.7,
Caiculer ia contrainte de cisaillernent maximaie dans les scudures. ;

Rép. 1 1 =0707 pjany

Fig. 4-17

Une coque cylindrique mince verticale de 38 m de diaméms st solicitée Par une charge distribuce uni-
formément sur son hord supérieur, mais ¢lle est seulemen: T iement supportée 1¢ iong de son extra
mité inférieure, comme e montre la Fig, 4.18. §j Ia chargs (2izie iz I Partie supérieure est de 450 000 kg

et s une longueur de 24 m e Vextrémité infericure n'est 738 suppertée, calculer |z CORtTaints moyerne

450.600 kg

Fig. 413 —-] m L-—

de cisaillement sur chacune des sections g et b5 L3 wog

= 3 en béton d’épaisseur de 20 cm et de
hauteur de §,5 m, Rép. 11 =335 kpfem?,

Un tube de cuivre de § cm de diamétre extérieur et de 2isseur de paroi ast ajusté librement
SUr un barreau plein circulaire en acier de 36 mm de & =5 2eux éléments sont assemblés par
deux broches en métal de 8 mm de diamétre, chacune passes: —insversziement 4 travers Jeg éléments,
une broche étant ap voisinage de chaque extrémitéd de [zsemsiea, 4 Ig température ordinaire, I"ensemble
est libre de contrainte quand les braches sont en POsitic™ i Jmmpirature de 'ensembie est alors accrue
de 40°C. Caleuler la cantrainte movenne de cisaillernen: is7s .a¢ Sroches, Pour e cuivre,
£=91.10% kg/em?, « = 11,7.1078/°C ot pour 'seer = =1 108 kgfom? o = 12 L 10-8;°¢
Rép. : r = 1330 kejem?. :

Pour plus deQ&ﬂBLIRﬁaStuit visiter

https://book4yours.blogpspot.com
La torsion

DEFINITION DE LA TORSION

Considérons un barreau rigidement maintenu 3 une extrémité ef sollicité sur Pautre extré-

mité par un couple T' (= Fd) appliqué dans un plan perpendiculaire 3 Paxe du barreau, comma
le mentre la Fig. 5-1, Le barreau est dit en torsion.

-

N

Fig.5-1
EFFETS DE LA TORSION

Les effets d'un effort de torsion appiiqué 4 un barreau sont
ment angulaire d’une section droite d’extrémité par rapport a4 ’autr
contraintes de cisaillement dans toutes les sections perpendiculaires

1} de preduire un déplace-
e,.et 2) de provoquer des
d laxe du barreau,

MOMENT DE TORSION ’

Il peut arriver qu'un certain nombre de couples agissent le long d'un arbre. 1] est alors com-
mode d'introduire une nouvelle grandeur, le moment de torsion, qui peut tre défini, pour une
région du barreau, comme la somme algébrique des moments des couples appliqués existant sur
un cdté de la section considérée. Le choix du coté est naturellement toujours arbitraire.

MOMENT D'INERTIE POLAIRE

Pour un arbre cyiindrique creux de diamétre extérieur D, et de diamétre intérieur I, le
moment d'inertie polaire de la section, habituellement exprime par J est donné par

T
I =5 (D} = DY
Le moment d’inertie polaire d’un arbre piein s'obtient en posant I, = . Voir le probiéme 5.1.

Cette quantité J est une propriété mathématique de la géométrie de la section qui apparaft dans
'étude des contraintes provequées dans un arbre eylindrique sollicité en forsion.

Il peut &tre commode d’écrire Péquation ci-dessus sous 1a forme :
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Chapitre $/La torsion 63
T

I= 0 (D} + D}) (0% — p¥ 1 E DE TORSION

o= requ’un arbre de longueur L est soumis & un moment de torsion T constant sur la longueur,
=T G jon d'une extrémité du barreau par rapport 4 l'autre est donné par :
=33 B+ D @, + Dy 0, — D) f de la torsi
s TL
; - D e
Cette derniére forme est utile pour le calgul numerique de J dans les cag ¢ GJ
oil la différence (D, — D) est [aible. Voir le probléme 5.8, Fig.5-2

st le ‘moment d’inertie polaire de la section. Cette équa-
t dtablie dans le probléme 5.3. Pour les applications, se
er aux problémes 5.7, 5.9, 5.11, 5.12 et 5.13. Cette ex-

n n'est valable que lorsque le barreau a un comporte-
ht purement élastique.

CONTRAINTE DE CISAILLEMENT EN TORSION

Fig.5-4

Dans un arbre cylindrique plein ou creux soumis 4 un moment de torsion T, la ¢o
de cisaillement en torsion T 4 une distance p de 1'axe de Iarbr

T.p
oo
o
('ptte expression est établie dans_le _prol?léme 3.2, Pour ses applications, se reporter aux proby,
3.5, 5.6, 5.7, 5.10 et 5.13. La dlsm_butlon dfss contraintes i 4
ost plein) d un maximum dans les fibres exierleures, com i
sur le fait qu’aucun point du barreau ne doit &tre contrai

nirainte
e est donnde par ; . &

{OBULE DE RUPTURE

“est défini comme la contrainte de cisaillement fictive obtenue en introduisant dans I'équa-
= Tp/d, le couple maximal T supporté par un arbre dans un essai de rupture. Dans ce cas,
rend pour la variable p le rayon extérieur du barreau. L'utilisation de cette formule au point
Ipture n’est en fait pas justifiée, car comme on peut le voir dans le probléme 5.2, elie est
dtablie seulement pour une déformation linéaire du matériau, La contrai
fte formule, n'est donc pas une vraje contrainte, mais elle peut-
our des comparaisons.

nte obtenue par ’emploi
étre utile dans certains

YPOTHESES

T
Dans I'établissement de la formule 7 :7’9

» on fait 'hypothése que toute section plane de O_B'LEMES STATIQUEMENT INDETERMINES

P'arbre normale d son axe reste plane up‘rés }’appiicution das coy
de section avant déformation reste un dla::netre ou une dro
semblent raisonnables en raison de la symétrie polaire d’un
J'étre viaies dans le cas des arbres de se’c?ion nen circulaire
que. lors de l’applicat}c?n de charges extérieures, Jo
ment hors du plan initial,

s pl?s et:., n outre, qu'un diamétre%-&
ite aprés déformation, Ces hypothéses

Des problémes de ce genre se

arbre cylindrique, Mais elles cessent 3
laire. Les résuitats expérimentaux montrenf
S sections des arbres non circulaires se défor-

posent fréquemment dans le cas de charges de torsion, Comme
mples, citons celui d’un arbre constitué de deux matériaux, un tube d’un matériau enveloppant

tre tube ow un barreau d’un autre matériay et I'ensemble étant soumis 4 un moment de tor-
- Comme toujours, les équations applicables doivent &tre complétées par des équations supplé.
ntaires hasées sur les déformations de Ja structure, Dans ce cas, les inconnues sont les -moments

torsion qui’ sollicitent chague matériau. L'¢quation basée sur les déformations devra dans ce cas.

réciser que les angles de torsion des différents matériaux sont égaux, (voir les problémes 5.12 et
13).

DEFORMATION DE CISAILLEMENT

Une génératrice a-b, tracde d la surface d’un barreau non s ORSION PLASTIQUE DE BARREAUX CYLINDRIQUES
chargé se déplace en g-b’ aprés I'application du moment de tor- g )

sdon T, comme le montre la Fig. 3-3. L’a_mgle 7Y, exprimé en
radians, entre la position finale et la position initiale de la gé.
nératrice est défini comme la défo'rf_na‘hon de cisaillement de
la surface du barreau. Lx méme définition est applicable pour
rout point de lintérieur du barreau.

{Quand le moment de torsion agissant sur un barreau cylindrique piein ou creux augmente, il
eint finalement une valeur pour laquelle les fibres extrimes du barreau sont contraintes au- seuil
e Plasticité en cisaillement du matériau. 1l s'agit du moment de torsion élastique maximal gue
peut supporter le harreau et il est exprimé par T,. Une augmentation du moment de forsicn au-
deld de ce maximum fait que les fibres intérieures atteigrent le seuil de plasticité et la déforma-
tion progresse ge Pextérieur vers I'intérieur. Le cas limite se produit lorsque toutes les fibres sont

de plasticité en cisaillement et on atteint alors le moment de torsion totale-
st noté T,. A condition de ne pas considérer des contraintes supérieures au

. n cisaillement, c’est le moment de torsion maximal possible que peut suppor-
mation de cisaillement v est appelé ﬁer le barreay, _Da_ns le prgbléme 5.14, il est montré que Ty, = 47,/3 pour un barreau plein cy-
pitre 4 est donné par . soumis a la torsion.

Fig.5-3

MODULE D'ELASTICITE EN CISAILLEMENT

Le rappors de la contrainte de cisaillement r 3 |a défor

e module d'élasticité en cisaiilerment et, comme dans le cha

FLUX pE CISAILLEMENT

iel aussi. les unités de & sont les =émes que celles de la contrainte de cis

o i aillement, puisque la dé-
formation de cisaillement est sins Simension.

" uni ‘Pour un tube a paroi mince de section de forme quelconque, la force de cisaillement par
nité de longueur de 1 périphérie du tube est dénommée le flux de cisaillement. 1l est désigné

pz: le symbole g et s'exprime en unité de force par unité de longueur, par exemple en kg/cm.-
te notion est étudiée dans le probléme 5.15.
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TORSION ELASTIQUE DE TUBES FERMES A PAROI MINCE

11 est raisonnable d’admetire que dans un tube 4 paroi mince, la contrainte de cisaiilemang |
est constante dans V'épaisseur et aussi aw'elle est tangente & 1 ligne médiane entre les Surfaceg

intérieurss ef extérieures, Les contraintes de ciszillement dans un tel tupe on laspect représents
dans ia Fig. 5-5.

Fig. 5.3

Pour un tube i parci minee d’épaisseur constante ou variable, le moment de torsion correspon-
dant 4 un flux de cisaillement donné g est :

T =24qg
oll A est la surface enclose par la ligne médiane du tube. Cette expression est établie dans e

probléme 5.16. Langle de torsion par unité de longueur du tube est calculée dans le probiéme
5.17. I est : .

g
T ds
b=Tozt=
444G 13 5
ol 5 est la coordonnée traversant ja périphérie du tube ot ¢ Pépaisseur . Pour les applications,
voir les problémes 5.18 et 5.19.
Probiémes résolug
5.1.  Etablir Pexpression du moment d’inertie polaire de I1a section d’un ¥
arbre cylindrique creux. Que devient cette expression dans le cas ,,...
d’un arbre cylindrique plein ? o
7 ?
Soit D, le diamétre extérieur de larbre et D; son diamétre intérieur. g’ E
En raison de la symétrie circulaire, il est trés commode d’adopter Je sys. 9 H |z
téme de coordonnées polaires représenté daps la Fig_5-6. 5 4 £
Par définition, le moment d'inertie polaire est donné par U'intégrale : i.if'f Y
J = f g
|, nida D, t«

ol 4 indique que Uintégrate dojt étre calculée sur a secrion entiére,

Chapitre 5/La forsion 635

Pour caleuler cette intégrale, il est désirable de choisir un élément de surface dg tel que p soit
constant en tous les points de "&lément. L'&lément 2nnulaire de rayon g et d’épaissenr dp en direction
radizle Teprésenté convient bien. On admet que Iépaisseur dp de l'anneau est faible par rapport i p.
La surfice de I'¢1ément annulaire est donnée par da = 27p (dp). Le moment d’inertie polaire est alors :

%De 4 VDe
= 2 - [} = Tipi_ns
J = fm. o) dp = 2#[ 41&‘ 3708 - D)

Cette grandeur a pour dimension : (longueur)? et efle s’exprime en em®. I n'est pas nécessaire
@essayer dattacher une signification physique 4 la quantité J. Elle sera trouvée utile pour les problémes
comportant une torsion des arbres.

Dans le cas spécial d'un arbre eylindrique plein, L'expression ci-dessus devient J=wp'32 00 p
est le diamétre de 1'arbre,

Fig. 5.7

Etablir une expression reliant Ie moment de torsion agissant sur un arbre de section cir-
culaire 4 la contrainte de cisaillement en un point quelcongue de I'arbre,

Dans lz Fig, 5-7{a}, l'arbre est Teprésenté chargé par deux couples T et i est, par conséquent,
en &quilibre statigue. Pour déterminer [a distribution des contraintes de cisailiement dans larbre,
coupons-le par un plan perpendiculaire 3 son axe. Faisons en outre Fhypothése que ce plan n'est pas
“trop vosin” de P'une ou ['autre extrémité de I'arbre ot sont appliqués ies moments T L'utilisation
d'un tel plan coupant est conforme 3 la méthode usuelle de ta Résistance des Matériaux suivant laquelle
le corps est coupé de maniére telle que les forces en investigation deviennent extérieures au nouvean corps
ainsi formé. Ces forees (ou ces contraintes) soat, biea entendu, des effets internes en regard au corps
initial non coupé,

Le schéma de corps libre de Ia porticn de I'arbre & gauche de ce plan est représenté sur ia
Fig. $-7(b). 1 est ciair quiun couple T doit agir sur la section découpée par le plan. En effet, puisque

" Larbre entier est en équilibre, toute portion doit aussi l'gtre. Le couple T agissant sur la section décou-

pée Teprésente I'sffet de la portion de droite de Parbre sur la portion de gauche, Comme la portion
de droite 2 ét¢ enlevie, elle doit étre remplacée par son effer sur la pertion de gauche, Cet effet est
représenté par le coeuple T, Ce couple est, bien entendu, une résultante des contraintes de cisaillement
éparties sur la section. I est maintenant nécessaire de faire certzines hypothéses pour déterminer la
nature de la variation de Vintensité de la contrainte de cisaillement sur la section,

Une hypothése fondamentale est qu'une section plane de I'ar-
bre normale 3 son axe avant Papplication de la charge reste piane
et normale A 'axe aprés cette application, Elle peut étre vérifige
eXpérimentalement pour les arbres cylindrigues, mais n’est pas va- o,
lable pour les arbres de section non circujaire. ;

Une génératrice de Ia surface de larbre, marquée G4 dans
Ia Fig, 5-8 est déplacée en OB aprés torsion. On appeile « l'angie
enire cesdeux droites, Par définition, la déformation de cisaillement
unitaire ¥ de la surface de l'arbre est :

Fig. 5-8

y=tga =g
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5.3.

ol I'angle a est mesuré en radians. De Ig géométrie de 1z figure :

= A8 _ s Lo _ 8
= T - 1', ou ¥ = E
Mais puisqu’il est admis qu'un diamétre de Parbre avant a
la défermation de cisaillement unitaire 4 une distance quel
lement exprimée par vy, = pl/L. Done les déformations
linéairement avec |z distance au ceatre de l'arbre,

pplicationde Ia charge reste un dj
lconque p du centre de l'arbre Peut-gire
de cisaillement deg fibres longitudins

Si pous ne considérons que la région de co
matérian dang laquelle la contrainte de cisaillement est Proportionnelle
& ia déformation, il est alors évident que les contraintes de cisaillement
dans les fibres lengitudinales varient linéairement avec la distance ay
centre de Uarbre. Il est clair que la distribution deg contraintes de cisajl-
lement est symétrigue par rapport 4 Paxe géométrique de Parbre. Eljes
ont I'aspect représents dans ia Fig. 5-9. Pour I"équilibre, 1z somme deg
moments de ces forces de cisaillement Téparties sur Ia section cireulaira
entiére est égale au moment de torsion appliqué. Dong la somme des
moments de ces forces et égale exactement au touple T représentd dans
la Fig. 5.7(5),

Nous avons donc :
Fig. 5.9

ol du est Iy surface de I'élément annulaire hachure représenté dans Ja Fig. &

~9. Mais les contraintes da
cisaillement sont proportionnelles 2 ia distance de I'axe, d'oq :

oo = rir = constante

axe de l'arbre, Noug

. ¥
T = f 1’(,,2)(1‘1 = Ef 2 da
b P A

.

T, . t
puisque ie rapport % ¢st constant, Maig I'sxpression j p2da est, par définition, je moment d'inertie
¢ 0
1). Ses valeurs pour des arbr,
La vaieur cherchée est done ;

T,/

= o

polaire de 2 section {voir le probiéme 5,

es cylindriques Pleins et creux so
données dans s probieme 5.1,

Etablir 'expression de Pangie de torsion d'un arbre cy-
lindrique en fonction du moment de torsion appliqué,

Admettre gue le comportement de l'arbre entjer reste
dans le domaine élastique

Soit L la longueur de Parbre, J le moment d’inertie po-
laire de a section, T le moment de torsion appliqué {supposé
constant le long de 'arbre) et G le moduie d’Elasticité en cisaii-

lement, Llangle de forsion pour une longueur £ est représenté T
par @ cdans Ia Fig. 5-10.

D'apsés Je probleme 5.2, poor les fibres extérieures on
£ = r, nous avons -

rEE a .= E':r_" Fig. 5-10

Chapitre 5/La torsion &7

T TrlS  TL dob 8= TL
Seai a I Ol = —_
Par définition, le module en cisaillement est donné par ¢ R, ar

¢ est exprimé en radians, done est sans dimension, On aurait un systéme cohérent d'unités
Noter que b A
en prenant Iqen kgem, L en cm, G en kgfem? et J en cm?,

1L peut &tre utdle de connaitre 'angle de torsion par unité de longueur. 11 est souvent appelé ¢ ot est
pei
onné par ¢ = ¢/L = T/GJ.

i i i issant sur un arbre en rotation, la puis-
i relation entre le moment de tor51‘on ag
ita(l}a;u;rgz;amse et la vitesse angulaire supposée constante, Admettre que le comportement
It
est totalement élastique.

. ; ) i la
i i ‘arbre, n la vitesse angulaire en tours/min et Cf
T le moment de torsion agissant sur l:rxr 3 i
'saﬁipglcoc::sidérons ce qui se passe pendant une minute. Pendant ce't intervalle de temll:s.dl’e ]m:;]e:r:t
gwst rs:;m effectue un travail dont la quantité est donnée par le produfr du moment par e; épla "
a;guTaire en zadians, soit : T. 2xn. Si T est mesuré en kg.cm, le travail estdcxpn?g d;l;gees_meme
i sfinition, si i i de 73500 kg.cm par seconde = . =
és. Par définition, si le travail est fait au tpux ¢ ‘ . :
215]:;23500 :Il(g.cmfmin, ;1 est équivalent 3 un cheval. La pulssance transmise par I'arbre est donc

T.27@ 71500 . CH
H=———  doh T =
450 000 2

olt # est exprimé en tours/min ¢t T en kg.cm.

i isai i duite dans un arbre de 45 mm de
uelle est la contrainte de cisaillement maximale pro . )
inumétre Ppar un mement de torsion de 10 000 kg.cm ? Q_uel est i'angle de tfrs;c;n ?gg.rkg/cmz
une longueur de I’arbre de 1,20 m ? Le matériau est l'acier pour lequel G = §,4 . .
Le comportement est totalement élastique.

D'aprés Ie probleme 3.1, le moment d’inertie polaire de la section est 1

DD = 45 = 402 emt
fh= DS = S S = 0.2 em

On 4 trouvé dans le probléme 5.2 que la conErai_nte de cisaillement
en forsion 7 i une distance © du centre de l'arbre dtait donnée par

e 580 kg em? -

7, =42 La tontrainte maximale de cisaillement se produit dans les fibres
4 s

extérieures, soit igi pour g = 225 ¢m

27 n
) ., = W = 360 kgiem?®
s 40,2

Done, Iy contrainte de cisaillement varie Ii.néai.rem'e_nt depuis 2éro au centre
de Parbre jusqu'd 560 kgfem? dans les fibres extérieures, comme le montre
la Fig. 5.7,

L'angle de torsion 6 sur une longueur de 1,20 m de {'arbre est : Fig.5-11

TL 10.000(120)

= —=—"""""_ _ 00355 radizns
TGS T 84 x 10°30.7)

indri iameétre
Considérons un arbre cylindrique plein et un autre arbre cyhn_dnque creux de glzllz;stge
intérieur égal aux 3/4 du diamétre extérieur. Comparer 135 Lzmd_s dedlonnng;eusr;usgla e
3 i harge de torsion do Y
<es deux arbres necessaires pour transmettre ufle [l : A ;
dition que les contraintes maximales développées dans les deux arbres soient égales, L
tomportement est totalement élastique.

T.p
{ 1sai é T, =——et la con-
Pour I'urbre plein de diamétre 4 la contrainte de cisaillement est donnée par o= ¢
: . .. . i
trainte maximale de cisaillement se produit dans les fibres extérieures ol p = /2. Da [z

ad3
Td/2y 18T on T__ g
Tmax = [BvETIv 8 Tiax 18

i S
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5.8.

Résistance des matériaux

Pour Varbre creux de dizmétre extérieur 5, la cortrainte maximale de cisaillement se produit éga-
lement dans les fibres extérieures of P = D/2. Donec :

” . D/ _ 16T ou T _ =(0.684)D%
maz T #{0.684) 3 - i6
Fo—@oy OO0 e

Mais le rapport Tyr_. est le mame pour les deux arbres, done : 0,684 07 = g3 oy b = 1,1354.
Ainsi :

D.4375D2 _ 0.4375(1.135d)"
E T g = 062

2 — 2
ripport des poids = 2—-%)-{:&- =

Le poids de I'arbre creux ne représente que 36,3 % du poids de 'arbre plein, ce qui illustre Pin-
térat du remplacement des arbres pleins par des arbres creux.

Un arbre creux en acier de § m de long doit transmettre un couple de 250 000 kg.cm.
L’angle total de torsion sur cette longueur ne doit pas dépasser 2,5° of la contrainte de
cisaillement admissible est de 850 kg/em?. Calculer les diamatres mntérieur et extérieur
de l'arbre powr G = 8,5.10% kg/em?. Le comportement est élastique.

Soit d_ le diameétre extérieur et d; le diamétre intéricur de V'arbre, Daprés le prebléme 5.3,
Pangle de torsion § est donné par § = TL/GS o § est exprimé en radians. Par conséquent, sur une
longeeur de 3 m, on a

i rad 250.000t300)

2.5 degrés x e degrés

. d'ol df — dt = 20600
wax%w-m

La contrainte maximaie de cisaillement se produit dans les fibres extéricures 0!'.1;9 = d, /2 Alors :

1 ”
Ty = — D) 850 = 220-0006L12) et 4 - = L4934,
7 n
3~ 4 3 — 4

Ainsi @ 1498 d, = 10600 et d, = 13,75 em. En substituant - d; = 11,1 em

Considérons un tube & parci mince sollicité en torsion. Etablir une expression approchée
du moment admissible de torsion Pour une contrainte pratique en cisaillement 7,, CONs-
tante. Etablir égaiement une expression approchée du rapport résistance-poids d’un tel

tube, On admet que le tube ne flumbe pas et que le matériau présente un comportement
élastique. :

Le moment d'inertie poiaire d’un arbre cylindrique creux de diamétre extérieur D, et le diamétre
T
intérieur Djest J= 5— (D: - D?)_ En appelant R le ravon extérieur du tube, D, = 2R et en notant
2
¢t I'épaisseur de la parol, I}, = 2R - 27 Le moment d’inertie polaire peut donc &tre éerit sous ia
forme :
J = %[(2}2)4 - @R-2tp = %[R* ~{R—] = %(43% — 6R2Z + 4R — 41y

= gmmme: = G(/B)% + 4{/RY — (3/RYY]

Puisque nous considérons. qu'il s’agit dun tube i paroi mince, nous pouvons négliger les carrés et les
Puissances supdrieures du rapport /R et 1’expression devient approximativement J = 27 R3¢

Le formule ordinaire de la torsion est T = T,//R. Pour un tube i paroi mince, elle devient
T=2aR%r,, ce qui est l& moment de torsion admissible,

Le poids W du tube est W = YLA, ol ¥ est le poids volumique du matériaw, L la longueur du
tube et 4 sa section, La surface est donnée par : -

A = R -2 = 2Rt — %) = -RIIYR (/)7

59

510
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En négligeant de nouveau le carréd du rapport /R puisque le tube est mince,

cette expression devient

A=2rRe
Le rapport résistance/poids est défini par TYW. Tl vaut :
T 2zRu., _ Ry,
W 2eReLy. . Ly,

Ce rapport 2 une importance considérable dans les projets d'avion.

Notons x la distance cormptée i partir de la petite base.
Le rayon d’une section située & une distance x de iz petite
base est :

o= g+ __ﬁ(b—La]x

ou L est la longueur de Iarbre. Fig.5-12
A condition que I'angle de conicité seit faible, il suffit

X (b —a}x
de considérer I'angle 49 de torsion de Pétément hachuré de longueur dx et de ayonr=g+ -——

L
Pour un tel éément, ie moment d’inertie polaire est :
+
= I pt = T o % (b —a)z
J = D g z [a. +55 jJ
Aftisi
.
de = Tdx

- t—alz |*
GE a‘l“T—‘]

L’angle de torsion sur une longueur £ s'obtient en intégrant ja derniére équation. Ainsi -

&:gfb dz A A AN 1 Bo 2L /12
GrJ, [Eﬁbﬁ_m:]* TG\ 35— [a+(b_q),,]3 T rh-a\ BT S
"L 2 o

51 b = 1,25, ceci devient : § = 1,404337L/Gra* Pour un arbre plein de rayon {,lg :

— TL 1.36602TL
" i T Tewm
G‘E(I.Ia)" ’

En wtilisant ces valeurs de ¢ et de @, on trouve :

0,03831
pourcentage d'erreur = ——— |0 = 2,731 %
1,40433

Un arbre cylindrique plein a un diamétre constant de 5 em et une longueur de 3 m. A
l'aide d'une courroie passant sur une- poulie fixée au milieu de larbre, on fournit une

o
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Résistance des my térizyx

Le schéma de corps libre de la région de gauche de longueur Ly a laspect de 1y Fig. 5-16(z),

En passant de |a gauche i la droite de Parbre, le moment de torsicn dans [a région centraje de
longueur L, est donné Par la somme algébrique deg couples 4 gauche de cette section, ¢'ested-dire
T - Ty, ; le schéma de corps [bre de cette région st Teproduit dans I Fig. 5.16(5),

Enfin le schéma de corps libre de ja région de drojte de lthgusur L3 a laspect de Iz Fig. 5-16(¢).

( /‘—‘Lz—*—f) /“*-Ls"“—;w)

&) O]
Fig.5.16

Soit 9y Pangie de torsion au point d'application de Tyoet @, langle pour 7,. En considérant leg
régions de longueurs Ly et L3, on a immédiatement :

T L

& = —GLTI (2)
TroL,

go= )

La position fnitiale de |3 génératrice sur la surface de I'arbre ast 1eprésentée par une ligne en trast
plein dans Ia Fig. $-16 et g2 position aprég déformation par une ligne discontinye. Er considérant 1,
région centrale ge longueur L4, on voit que l'angle de torsion de 1z partie droite par T3pport A la partie
Zauche est g, + 8,. Puisque [ couple produisant cetps déformation » pour valeur - 7. ona:

. _ (TI — TLJL::
oy = TG (4)

En résolvant V'dquation (1} avec équation (%), on trouve :

Ly+ i, L, L Ly + L,
T, = TI_—L— - Tzf et Ty = _'TLEL‘ +. Tg—i-——f
Il est intéressant d'examiner lo comportement d'une génératrice
de la surfage deo Parbre, A Porigine, ¢'étajs naturellement une droite Pas de
SUC toute la longueur 1, tandis qu'aprés Papplication des couples Ty ot Totation
Ta, eile 2 i'aspeet Teprésenté par Ig ligne brisée de la Fig. 5.17. Fig. 5.17

Soit un arbre Composite constityg Par un barreau plein ey alliage daluminium de 5 em
de diamétre de module G = 2.8 103 kg/em? placé 4 Pintérieur dun arbre eylindrique
CTeUX en acier de 6,5 cm de diamétre extérieur et de 5 cm de diamétre intérieyy de

Conirainte de cisaillement suy les fibres ext
de Taluminium, Le comportement est élastique,

. Appelong 7r le couple SUDPOTté par 'arbre en aluminivm et 73 le couple Supporté par I'agier.
L'équilibre statique deg moments autour de 'axe géométrique donpe -

T, +T =T = 14000
1 Z

ol T ast lo moement de torsion appliqué eXtérieurement, Cest la seule équation 3 partir de I statique
dont an dispose dans cg probléme. Comme elle contient denx inconnues Ty et T, il est Nécesszire de
la compiéter 3 Iaide d'upe équation tirée dog déformations de l'arbre, La Structure est done statiquement
ndéterminée, :

Chapitre 5/14 torsion 73

U est facile de poser une telle équation, puisque les deux matériaux sont ligs rigidement i leurs
angles de torsion doivent dont &tre égaux. Eg partant de la formuie § = TLIGJ, nous avons BUT \ing
longueur L de I'arbre :

7L T,
— Nt

= . ou T, = 0,187, B
(5 g s g - L :
28 x 1p 0% 84x10 37 [6.5F - (59

En résolvant celte équation ayec Iéquation statique, on obtient ;
T, = 2140 kg.cm (porté par I'asluminjum) et T, = 11860 kg.cm (porté Par Pacier)

La contrainte de cisaillement dag fibres extrémes de i’acier est -
(5 = 11.860(3,25) = 340 kgfem?,
T
= ST = (5%
7 L85 - (51%]

et la contrainte de ciszillement portée par Paiuminium est -

2 2
(th = 2140253 = 90 kgfom?,
T

= 5p
FoARl

Soit un barreay cylindrique plein sollicité en torsion. Le matériau est considéré commg
.élastique-tot;alement plastique. Le diagramme de contrainte de cisai.llement-déformation a
dene aspect représenté dans | Fig. 5-18(ay. Calculer la distagce a partir dy centre poyy
laquelle commence Pécoulement plastique di ay moment de torsion. Calguler aussi e
moment de torsion aVeC un comportement totalement plastique de Ig section,

v
'

duence, les déformations de cisaillement des fibres longity. }
dinales varjent linéairement ep fonction de Ia distance 3 [axe gy barreau, ;f
1

De la Fig. 5-18(5), on a pour p <,o: :
I=Te (ﬂ)fy»p
B

= constante. Le moment de torsion est donc :

r
Tr = f’:’gd&l
0

oft da se Tapporte i I'élément annuizire de Ia Fig. 59 du probléme 5.2 Ep utilisant les vaigurs ci-dessyg
de contrainte de cisaillement dang Ja région intérieure élastique. et dans la région extérieure Plastique,

et puu.r,o),a1 T,

ona :
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puissance de 65 ch. Cette puissance est utilisée pour entrainer deux machines, |'yp, 3
Vextrémité de gauche de 'arbre qui consomme une puissance de 25 ch et P"autye 3
l'extrémité de droite qui consomme les 40 ch restant, Caleuler la contrainte de cisaille,

&ra de corps libre de larbre de droite, Fig, 5-13(b) montre qu'une force tangentielle F doit
Un schéma

. le plus petit pignon. Pour I'équilibre, F = 2500/2,5 = 1000 kg,
sur

gle de torsion de {'arbre de droite est :

. . . N . 5} ,an

maximaie dans l'arbre, ainsi que l'angle de torsion relatif entre les deux extrémitég de e t i 2.500(90]

Parbre. La vitesse de rotation de arbre est de 200 tours/min st il est CONSEIUit en a4, b, =t 2P 00808 rad.
pour lequel G = 8,4.105 kg/em?. Le comportement est élastique. oo 4,

b4

4 10° = (3)*

3,3 x 32( )
) Dans ia moitié de gauche de I'arbre fous avons 25 ch, ce qui correspond 4 un couple T, dopp, i ibre de l'arbre de gauche est représenté dans la Fig. 5-13(c}. La force & est
par chéma de corps libre it pi C. Cette force est appliquée 4 12,5 cm
. ‘{ne?‘l sens opposé 4 celle agissant sur le petit pll'gnzn E:B u ecouple 12,5 (1 000) = 12 500 kg.om.
ggale © b de gauche ; elle impose donc sur larbre AB un couple 12, i 0,
de Lo 121&233?5 une otation de Textrémite & par rapport & Vextrémité 4 dgale & 0,
Ce coup.

71.600 x CH 71.600(600(25)

To= n 200

= 8.950 kg-cm

5000120
De méme, dans la moitié de droite, nous avons 40 ch, 0, = _.E_{M = {,0140 rad.

T
s gy
8.4 x 1 32{)

ce qui correspond 4 on ceuple T, donna par :

_ 71.600{40)

T,
z 200

= 14.320 kg-cm b
i i { E I'arbre
t noter soigneusement que cet angle de rotation , produit une rorazfo:;! :;seé:gielsiap;roit
- [t;-jfjaudunfait de la présence de l'engrenage. La rotaltiog d;(g‘glggi ::gpssrtt :cm: e aap
! imiti it 5: jon d'ensemble de X r
jameé it 5:1. Une rotation d'e ; : i
des d,;am:txl;:;u?:ﬁ;g?'d:S:nsemble de C1} est superposé le déplacement anguiaire de 0 par rapport i
cD Ac
té précédernment &, - . st
" I;_,'angle résultant de torsion de D par rapport & A est donc :  =(5)(0,0140) + 0,0808

La contrainte de cisaillement maximale s¢ produit donc dans les fibres extérieures de fa moitig
de droite et est donnée par la formule ordinaire de la torsion :

T, 14320 (2,5)
T ———

Te =— ou

e =7 = 583 kgfem?

T
— 5!
32 |
émités {ixeé ' indri is aux
. e i Sacti s fixées de V'arbre cylindrique scum
Les angles de torsion des extrémités de guche et de droite par rapport a 'axe sont respectivement Déterminer les couples de réaction aux extr’emlr,e ! Cylindrique soumis aux
uples représentés dans la Fig. 5-14(a}. L’arbre a une section co
co

950(150 5 omportement élastique.
0, = BV 14.320(150) gueur et présente un comp

- O o e 0pd17 rad.
8.4 % 105 = 53 s sy
x 32( ¥ 8.4 x |0 Ey) {5} ,
Fankhl
Puisque §, et 9
I'arbre est :

T T
51—
TI_\\ \"Tz \

b
@ )

2 sent dans le méme sens, Tangle relatif de torsion entre les deux extrémités de
-

=90, —4; = 00417 ~ 0,0260 = 0.0157 rad

5.1l . Considérons deux arbres cylindriques pleins aceouplés par des roues dentées de 5 cm et
de 25 cm de diamétre primitif, Fig. 5-13(a). On admet que les arbres son: maintenus par
des paliers de maniére i ne subir aucune flexion. Caiculer la rotation angulaire de D
extrémité de droite d’un ges arbres par rapport 4 A, extrémité de gauche de ['autre
arbre, lorsque un couple de 2500 kg.em est appliqué en D. Liarbre de gauche est en
acier pour lequel G = 84,105 kg/em? et celui de droite est en bronze, pour lequel
G = 3,5.10° kgfem? . Les métaux ont un comportement édlastique,

Fig. 5-14

cacti g iti irections représentées dans la
Les couples de reaction T, et Tp sont supposés positifs dans les directions rep
Fig. 14(b). D'aprés la statique :

TL=Ty+Tp=Ty =0 (1!

C'est la seule équation d'équilibre statique et connues. Le probléme est done
i le contient deux in k) .
quati q q’ el
statiquement indéterminé et il est nécessaire d'ajouter une autre équation basée sur les déformaticens du
La variation du ccouple avec la longueur de l'arbre peut 2tre representée par le tracé de la Fig 5-15

lem

> 100 ko
B —
Diaméire
prmicd ) b Ly ot Ly —eee— Ly ey
: ‘
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'
rn =

Fig. 515

Diainéire
enming $em

.

—d 23
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Contrairement aux sections circulaires étudides jusqu’ici, les sections de ce tube peuvent gauchir
dant 13 déformation, c'est-i-dire se déformer hors des plans initialement normaux 4 P'axe longitudinal
" Nous admettrons gw’il n'y a auvcune entrave i ce gauchissement, de sorte quil n'apparait pas

21 r
[ T £y r
= = w .
J:) (pl)-rwp da + J-D Tpode = =2 Pda + Typ f sda
1

e . be. . 2 A - ; f
- EJ‘ 2 Fpdp  r, frpzrp 4 = o fz 2\, L dz (t;ntraintes normales longitudinales. Co‘mme'la tubg est 4 paroi mince, i est lqg_lque d adme'tt_ra que
Pty " oy w2 3 A ?"Wﬂ rainte de cisaillement est tangente 4 la ligne médiane enire les surfaces intérieure et extérieure ef

?e‘:}lﬁts qu'elle est constante dans 'épaisseur. La contrainte de cisaillement a alors I'aspect montré dans
1 Fig. 5-19(a).

Isolons un éiément infiniment petit du tube, comme le montre la Fiz. 3-19(b). Une force de torsion
agit sur la face antérieure, comme indiqué et une force contraire F, sur la face postérieure. Il existe
églalemant des forces de cisaillement F, et F 4, gissant le long des faces longitudinales, comme le montre
s figure. Comme le gai._lchmsement est libre, 1’alcma!1t est en équilibre sous.la seule action de ces forces.
Pour U'équilibre tangentiel, on a 7, = F, et powr I'équilibre longitudinale 7y = F,. En admettant que
- toutes les contraintes de cisaiilement sont constantes dans I'épaisseur de la paroi mince et en posant T3
pour la contrzinte de cisaillement correspondant i Fy et T4 pour celle correspondant 4 F,, on a :
fs’idx = Tyigdx doh :

En résolvant par rapport 4 Pyt

o = [418-.‘3_11]”3
TTypl

qui est l2 distance i partir du centre pour laquelle commence I'écou

comportement totalement plastique 7 = Typ €0 tous les points de la

¢¢ qui donne pour le moment de torsion fotalement Plastique T :
P

lement plastique. Pour of
section, nous devons DPOs;

tenir o
er pl =

T, = Frdry,

T3h = 746, (03}

Les contraintes de cisaillement dans les coins de la face antérieure sont désignés par 1'3 et 7’4, comme
1e montre la Fig. 5-19(b). Des contraintes opposées existent sur la face postérieure, mais ne sont pas
eprésentées. Une é'quation d’équilib’re des moments autour de 'axe & normal 4 la surface de [’3lément
monire gue Ty = T3 Bt que T, = 7,, ¢'est-d-dire que les contraintes dé cisaillement sur deux plans per-
- pendjculaires passant par un point sont de grandeur égale. Ce fait est étudié avec plus de détail dans le
problame 8.17. L’équation (1) devient :

Le moment de torsion é&lasti i i
e torsion élastique maximal possible T, peut &t

fibres extérienres du barreay son: contraines au sy o I’Iare obtenu & partir du probléme 3.2, si lgg

toutes dans le domaine dlastique : Stelté et si les fibres intérieures sont alorg

T

= Im_
e = Fam

(2

o
iy = Tats 2)

C Un comportement tota.
un moment de torsion supérieur de 33 113 % au montlent

lastique sur les fibres extérieures.

Le produit de la contrainte de cisaillement par Pépaisseur est donc constant dans ce tube. Ce pro-
duit est appeié flux de cisaillement et est habituellement désigné par le symbole g, c'est-i-dire queq =TI,
Ainsi le flux de cisaillement est consrgnr pour un tube 3 paroi mince soumis 4 Ia torsion, bien que la
paroi du tube ait une épaisseur variable.

3.15. C‘ox;sidérons un tube ferme lon on de forme guelcon Wit
en torsio i "épai ble '
pérjphérj:' ;&;xﬁ'gme let montre la Fig, 5-]‘:9{0). L’épaisseur de la paroi ast varic;ble da:::tlea

', D constante le long des generatrices du tube, Déterminer | iati
flux de cisaillement dans ce tube, * variation du

g 4 paroi mince de secti

. Le flux de cisaillement est effectivement la force de cisaillement par unité de longueur d'arc le
lang de {a périphérie du tube et a pour dimension une force par unité de longueur.

Calculer le moment de torsion agissant sur un tube fermé 4 parci mince de section de
forme quelconque en fonction du flux de cisaillement et des caractéristiques géométriques
de la section.

Prenons ¢ezalement la section transversale définie dans le probléme 5.15 et caiculons le moment
autour d’un peint quelconque O de la force de cisailiement F, agissant sur l'élément infiniment petit
représenté dans la Fig. 5-19(b). La force F| peut étre exprimée par F, = qds, ol g est le flux de
cisaillement, ¢'est-3-dire la force de cisaillement par unité de longueur de périphérie, La Fig. 5-20
donne une vue le long de 1"axe géométrique,

gds

Fig.3.19

Fig. 5-20

Le moment de torsion autour du point O de Ia force de cisaillement qds sur I’élément est donné par
dT = rqds. Le moment résultant de toutes ces forces de ciszillement agissant sur la section est :

T = q§ru’s (7)

Dans cette équation, nous avons pu porter hors de l'intégrale le flux de cisaillement, puisque dans le

probléme 5.15, il a été démontré qu'l est constant dans le cas d'un tube paroi mince sollicité en
torsion,
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Mais le produit rds est le double de la surface
Done Pintégrale de 14

quation (1) est tout simplement la dow
médiane du tube. Cot

te expression appelée loi de Bredr s'éerit

T=24q

. ol 4 est la surface enciose par la ligne médiane-du rupe.
find : face de la périphérie sur Iaquelie a,

longitudinales.

517  Calculer 'angle de torsion par unité de long

uewr d'un tube fermé i paroi mince de sectioy -
de forme quelconque, en fonction dy moment de torsion, du module de cisaillement et

des caractéristiques géométriques de la section,

Contraicement au cas comportant une symétrie duy

dz
’ Géniratrice
probléme 5.1, les déformations d¢ cisalilement dans un tel

du triangle hachurs de base ds et de hauteur IR
ble de Iz surface enclose par la ligne

Il faut souligner qu’il ne s'agit pas de la sur-
gissent les forces telles que gds. L'équation (2) s'appligue seulement
dans le cas ol la Périphérie est continue, c'est-i-dire quil ne faut pas que le tube présente des fentes

tube ne varient pas iinézirement et forction de la distance de
Pélément 4 i'a

T
Xe géoméirique. 11 est préférabie de traiter ce

probléms en partant dy principe de la conservation de Iéner- \ \

gie. Examinons la distorsion de I'dlément de 13 Fig, 5-19(5)

du probléme 5.15, La Fig. 5-21 représente une vue de 1'éié- ¥

ment déformé le long de 'axe ¥, La déformation par cisaille- T
Ment esl ici aussi notée v, Dang le présent probi¢me, il suific
de considérer 1épaisseur ¢ de Pélément comme constante.

La seule force dont ie travail produit 1a configuration repra-

sentée est la force de cisaillement sur Ja face inférieure de Fig.5.21
élément, Cette force a une valeur initiale nuile et une valgur
finale de 7rdx, puisgue sa valeur moyenne est (7/2)t dx v ds. Mais
par 'ensemble de teiles forces sur la périphérie du tube par unjté

de longueur est :

-2 [rt)? ds
e w s

Mais nous savons d’aprés ie probléme 5.1% que g =

7¢ est constant, il peut done
Vintégrale, ce qui donne :

2 L ds

2G t

Le moment de torsion a une valeur init

de torsion par unité de longueur du tube, e travail fourni par

plement T0/2. En €galant au travail des forces internes donné par I'équation (1), or obtient :

Ty . 2 55‘&
2 T 2@ £
En substituant I valeur de ¢ de iz ioi de Bredt du probiéme 5.16 et en résolvant pour i, on obtient :
b R f
443G £

ol lintégration est étendue 3 la périphérie du tube.

5.18  Caleuler 'angle de torsion

par unité de longueur du tuhe i paroi minee de
tangulaire de Ia Fig. §5-22.

puisque G = 7/, ¢ travail effectué

Btre pris constant dang

fale auile et une valeur finale de 7. Sj ¢ représente 1’
le moment de flexion extérieur est

section rec-

519

5.20

5.21
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A
Pour plus de document gratuit visiter
o
}

—- i
l_ e
RIS 13 gmj_ 0,152 om
2 ' oA 25.4 em
I
H 0,127 cm for
! i
Fig.5-22 Fig.5.23

L'angle cherché de torsion est donné par I'dquation (3) du probléme 5.17. La surface A est s_i.m-
plement bh, c'est-d-dire la surface enclose par la ligne médiane du tube. Dans toutes les parties droites,

Pépaissenr de la parei est congtante et Uintégraie de 1'équation (3) peut donc étre remplacée par une
addition. Nous avons donc :

=L fd o T 3o resean
¢ = 4A25§T T WGt gz | T i

Considérons la section a4 paroi mince de la Fig. 5-23, qui est le bord d’'attaque d’une aile
d’avion. La portion courbe a pour longueur 81 cm et la surface enclosg est de 645 om*.
Le matériau est un alliage d’aluminium 2024 T.4 pour lequel la contrainte de c1sa_1ilement
adrissibie est de 700 kgfem? et @ = 2,8.105 kgjem?. Calculer le moment de torsion

admissible et aussi I’angle de torsion par unité de longueur correspondant au moment de
torsion.

On 1 vu dans le probléme 5.15 que le flux de cisaillement ¢ 2 pour valeur q =7 Li’l f:untrainte
de cisaillement admissible se trouve dans la région verticale et, en tenant compte de cette région, on
voit que le flux de cisaiflement z pour valeur -

q = 7t =700.0,127 = §89% kg/cm

La contrainte de cisalllement dans la partie courbe est également donnde par la méme équation et est :

T = $89/0,152 = 5810 kg/cm®

courbe

Le moment de torsion admissible est donné par Péquation (2} du probléme 5.16 et est :
T= 24q = 2{645) (889) = 114680 kg.cm

L'angle de torsion par unité de longueur est obtenu a partir de Péquation (3) du probléme 5.17.
Il a pour valeur :

T ds 114 680 [ 81 25,4

=— = + — ] = 0,00018 rad/cm
0,152 0,127

4426Vt 4(649)%0,28. 1 0%

Problémes supplémentaires

Soit un arbre plein cylindrique de 30 mm de diamétre soufnis i un couple
un angle de torsion de 3,38 degrés sur, une iongueur de 1,5 m. Caleuler le
matériau. Rép. : ¢ = 8.10° kg/om

T de 2500 kg.cm produisant
module de cisaillement du

Soit un arbre cylindrique creux de 12,5 em de diamétre extérieur et de 7,5 om de diamétre intérizeur.
On 2 trouvé expérimentalement une contrainte de ciszillement des fibres intérieures de 600 kgfom*.

. Al = 2
Quelle est la valeur de la contminte de cisaillement des fibres extérieures ? Rép, : 1000 kgfem
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5.22

5.23

§.24

5.25

5.26

5.28

Résistance des matériaux

Calculer la contrainte de cisallement maximale dans un arbre plezin de 10 em d
couple de 228000 kg.cm. Pour un acier avec G = 84,105 kegfem®, quel est I'an

¢ diamétre S0Umjy
de longueur ¢ Rép. ; 1160 kg,’cmz, 0,000276 rad/cm

gle de torsign ar eprésentés
" Rép. 1 Ty = 3636 keem,
Caleuler la puissance maximale en

: . cier
ch que peut transmettre un arbre plein en acier de 55 mm de g; Un arbre creux en a
métre 3 la vitesse de 250 tours/min, en admettant une contrainte pratique de 750 kg/em? 9 Rép
Un arbre d’hélice de navire a un diamétre de 35 cm. La contrainte prati
est de 500 kgfom? et I'angle de torsion admissible est de | de

que admissible en cisailte,
G = 84105 kg,‘cmz, caleuler le couple

gré sur 15 diametres de longueyr. 8
maximal que peut transmettre 'arbre. Rép. ; 4114000kg

Reprenons 'arbre du probieme 5.24, mais aléss d’un trou de
de contrainte pratique et dangle de tors
cité de charge de torsion ? De quel pe

: torsio
17.5 em sur toute sa iongueur, Leg dong
ion restent les mémes. De quel pourcentage est réduite 1y cap:l s . 482630 ke.cm,
urcentage est réduit le poids de I'arbre ? Reép, ; 6,25 %, - Rep.
Calculer e diamétre d'un arbre piein en acier transmettant 200 ch 3 une vitess
admettant une contrainte de cisailiernent de 8§50 ke
arbre creux en acier dont le dia
mémes conditions. Que! est |e T
arbres ?

e de 250 tours/min gy
2 . : . . . N

em”, Déterminer également les dimensicng d'up
mEtTe intérieur est les trois quarts du diamétre extérieur pour lpg
apport des angles de torsion par unité de longueur pour ces deuy
Rép. : giamatre 7.00 em diamétre extérieur 7,95 ¢m rapport 0,88.

Considérons un arbre plein cylindrique transmettant

'atbre nécessaire pour que : () 'angie de torsion ne
métres et que (4) la contrainte de cisaillement ne soit
pour lequel & = 8,4.10° kgfem?, Rép. :

180C ch i 350 tours/min. Caleuler 1
dépasse pas | degré sur un
pas supérieure 3 650 kg/e

& diamétre g,
e longueur de 20 gip
m*, L'arbre est on Et

Un arbre composite est constitud d'unpe barre pleine cylindrique de cuivre de 63 cm de longueur et g,
10 cm de diamétre, assemblée i une barre cylindrique pleine d’acier de 80 cm de langueur or de

11,5 cm de diamétre. Un couple de 120000 kg.om est appliqué i chaque extrémité de I'arbre. Caleyler
I contrainte de sisaillement Maximale dans chaque matérian et Uangle total de torsion de Iarbre enti
Pour le cuivre G = 4,2 1p° kgfem?, pour lacier G = 8.4 19 kg/em?

Rép.:dans e cuivre : 6i0 kg,‘cmz, dans zeier : 400 kg/cm2, 0 = 10,0256 rad

On peut considérer que l'arbre vertical de Iy Fig. 524 et les poulies qui soat clavetées dessug sont sans
poids. Larbre tourne avee une vitesse angulaire constante. Les ctforts sur Jes poulies sont indiqués et les
trois poulic“s sont clavetdes rigidement sur Iarbre, En considérant que la contrainte pratigue est égale §

330 kgfem?, caleuler le diametre nécessaire de Darbre cylindrique plein. Négliger la flexion de I'arbre
résultant de la proximité des poulies aux paliers. Reép. : 3,15 em

& = o
(s & &

)

K M=t G) cn—et} Crimi-3 ¢ - Te

Fig, 5-25

Fig.5-24

matériat possédant un sew

Chapitre 5/La torsion

oal ler les couples e Tei ¢ ! i i ¢ par les trois couples
. di faction aux extrémitées fixées de I'arbre cylmdnque chargé p

y : Fig. 5-25 L'arbre a une section constante sur toute sa longueur‘
dans la Fig. 2-22.

Tp = 13636 kg.em

15¢m

diamétre extérisur de 10 cm et un diamétre intérieu_r de 8 cﬂhi(s::}-ﬁut:.
imal gue I’Zr;:le peut transmettre en compgrtement fotalement plastique, en
o couple MAMITE ATF Wl de plasticité de 1S40 ke/cm?,

Rép. : 197694 kg.cm

i i i isafllement
i ion d7aile d'avion, La contrainie de cisa. I
ction 4 i mi de la Fig, 5-26 est une porticr e | inte. illement
La secton p?imfﬁ?{)mlf;/c:lz Lelf quatre parties de cette section d;sb;nte sog:l:uelzsrmls:e;z;em e
s o : i enne de cm. .
admissible indiqué ction a une hauteur moy > , ey
et ont 1s5 valeulrs Lﬁﬂe?{rﬁrsismg ainsi que l'angle de torsion par ¢m de longueur de la secti
maximal p
. P;end?e G = 2,8.10% kgfem?.
. 0,8,10 ~% rad/em

0,15 em

0.12 em 0lSem— |— 30cm
0,15 em ]
i
112 ¢m
Fig.5-26
.

i
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CHAPITRE ¢

Force de cisaillement et moment de flexion

DEFINITION D'UNE POUTRE

On appelle poutre une barre soumise i deg forces ou d des couples situés dans un plan con-
tenant l'axe longituding; de la barre. Ces forces sont considérées comme agissant perpendiculai.
rement 4 }axe longitudinai,

POUTRES CANTILEVER

On appelle poutre cantilever une Poutre maintenue i une extrémité seulement, mais de ma-

Fig. 8.1 représente ce type de poutre. L'extrémité de gauche P
peut fléchir librement, tandis que lextrémité de droite est p kg/em
maintenue rigidement., On dit habitueilement que ’extrémita ¥
de droite est “encastrée”. La réaction du mur qui encastre
Pextrémité de droite de Ia poutre est yne force verticale
associée & yn couple agissant dang le plan de Ia charge.

Fig, 6-1
POUTRES SIMPLES

Lorsqu’une poutre est Supportée librement aux deyx extrémités, on dit aw’il s'agit d’une
poutre sur appuis. Le terme “supportée librement.” impiique que les appuis d’extrémités peuvent
exercer seulement des forgeg sur la poutre 3 Fexclusion de moments. Il v’y a done aucune res.
triction 3 la rotation des extrémités de la poutre sur les appuis bendant le fléchissement, sous
I'effet des charges. Les croquis de la Fig, §.2. représentent deuy poutres sur appuis,

B faut observer que 'un des appuis ay moins doit pouvoir se déplacer horizoritaiement pour
au’il n’existe aucune force en direction de laxe de la boutre. 8i aucune extrémits ne pouvait se
déplacer horizonta]ement, il apparaitmit dans 1a poutre, une force axiale lors de Ia défarmation

La poutre de 1z Fig. 8-2(a) est dita soumise 3 une force coneentrée ; celle de 1a Fig. 6-2(b)
soumise d une charge répartie uniformément ainsi Qu’d un couple.

r, P kg/cm
"\
e e P

(a) (k)
Fip. 6-2

POUTRES EN PO RTE-A-FAUX

Une poutre supportée librement en deux points et dont une sxtrémite ou les deux s'étendent

Chapitre 6/Force de cisaitlement et moment de flexion 81

au deld des appuis est dite poutre en porie-d-foux i deux exemples sont domnés dans | Fig. 6-3,

Fig. §-3

POUTRES STATIQUEMENT DETERMINEES

Dans toutes les poutres définies ci-dessus, poutres cantilever, sur appuis ou en porte-d-faux,
les réactions des SUpports peuvent &tre calculées 4 1aide des équations de 1'équilibre statique.
La valeur de ces réactions est indépendante des déformations de Iz poutre. Ces types de poutre
sont des poutres statiquement détermindes,

POUTRES STATIQUEMENT INDETERMINEES

3i le nombre de éactions exercées sur la poutre est supérieur & celui deg équations de
I"équilibre statique, il faut compléter ces dquations par d'autres basées sur leg déformations de
la poutre. On dit dang Ce cas gue la poutre est statiquement indéterminge.

Une poutre cantilever Sur appui 4 autre extrémité, Fig, 6.4 (a), une poutre rigidement fixée
aux deux extrémitds, Fig. 6-4(5) ou une poutre reposant sur tropjs 4ppuis ou davantage, Fig. 6-4(¢),

sani toutes des exemples de Poutres indéterminges, Ce type de poutre sera étudié dans le chapitre 19,

P kgfem

(8) 1£53]

Fig. 6-4

TYPES DE CHARGES

-

b kgfem

de longueur de Ia poutre, ou encore en charges variant régu-

lidrement. 1n exemple de ce dernjer type de poutre est repré-
senté dans ki Fig, §-5, .

Une poutre peut aussi Btre chargée par un ceuple. La
grandeur de ce couple est habituellement exprimée en kg.m
ou en kg.em.

Fig. §-3
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FORCES ET MOMENTS INTERNES DANS LES POUTRES
Lorsqu’une poutre est sollicitée
cisaillement. Pour calcuier la

poulre, ii est nécessaire de
section. Cas grandeurs se cale

Exemple 1.

Uppesons que plusieurs forges ¢oncentrées aglssent sur o Cltre sur PPUis comme le représen
1 L) W ippuis ¢
S o f ntt 18sent I une pout ) t
P q € Ja

Fig. 6-6

Or désire &
gauche de la po

tudier leg contraintes internes gy
‘ utre. Pour le fajre
droite de [ egt enlev,
consiste en une force
de corps libre (e

t 1 NS 12 section en g

I T IMaginons que & ponere est coup o
€e. E_Ile doit &tre remplacée par Peffe,
verticale de cisaiilement F
la poutre, Fig. 6-6{4).

Située & upe distance x ¢
oupee en D et qug i 21t
] ie
L qu'elle exerg :
T et en un couple ey

2 extrémité de

de la poutre 4

e sur !g bartie i gauche de D, Cet effet
Presentés par des vecteyrs dans ie schémg

La foree Fp ot Jo intj

) T et le coupie W m J

sexercent les forces : Les quaen

n $quilibre |a portion d
dans le sens indiqué s

Pt p ANCité:
1> Py 1. Les quantités Fr et M sont considér

€ SUr jagquef
ur la figure. dueile

BE5 COmme positives lorsqueiles sons

MOMENT RESISTANT
Le couple a1 re i
M représenté ¢ - 3
Lo grod de M e catcz[l;s ]a: Fig. 6-6(b) ’est appeie le momen
noments de toytes le:

T s forces autour
figure est nulle, Alnsi ; du

Eﬂfﬂ = M- Rz +P1(:c—a) +P2

Le moment résistant
en A et par les force

(z=0) = 0 o

M =Rz~ Pilx—a) ~ Pafz—p)
M est done le mom

ent au point n engendré

nature sera étudige en détail dang Je chapitre 8

CISAILLEMENT RESISTANT

La force verticaie F

dans la section [, Potr r feprésentée dans |5 Fig. 8.6¢

PR B) est appelde le piga: fei
Péquiiibre des forces en direction ve:ti}cjzli’]e on acfsmﬁemem resistant
) : .

iR, = RL-TPL—PQ-FT— 0

FT = B - P — P,
ultante des contrainte
S contraintes sera ay,

Cette force Fo

est effectivernen 5
section verticale b la rés

en D. La nature de cel s de cisafllement distribudes sur Iy

diée dans le chapitre 8.

Chapitre 6/Force de cisaiilement et moment de flexjon 83

OMENT DE FLEXION

La somme algébrigue des moments des forces extérieures i un des ¢btés de la section D
ptour d'un axe passant par D est le moment de flexion en D. il est représenté par :

R — Piux—a)~ Palz— b)

ur le mode de charge considéré ci-dessus, Cette

extérieures.

FORCE DE CISAILLEMENT

quantité fait 'objet des problémes 6.1 i 6.12,

‘Ainsi le moment de flexion est en sens opposé du moment résistant, mais a méme grandeur. On
Pgerit habituellement aussi M.  Dans les caleuls, on emploie généralement de préférence le moment
de flexion au moment résistant, car il peut #tre directement représenté en fonction des charges

La somme algébrique de toutes les forces verticales sur un

cdté —le cdté gauche par exemple—

de la section est dit la force de cisaillement en cette section. La force de cisaillement est en sens
. opposé au cisaillement résistant, mais a méme grandeur. Elle es

t habituellement notée Fyp. Pour

¢ gauche de 1y poutr

le type de charges ci-dessus, c'est : B, ~P, — P,. On s'en sert usuellement dans les calculs de

préférence au cisailiement résistant. Cette grandeur fait Vobjet des problémes 6.1 4 6.12.

CONVENTIONS DE SIGNE

Les conventions de signe usuelles pour le force de cisalllement et le moment de flexion sont
représentées dans ia Fig. 6-7.

R ——

Moment positif

Moment négarif

L_J:]E

Cisaillement pasitif

Cisaillement négatif
Fig. 6-7

Un force qui tend i fléchir la poutre en donnant une concavité vers le haut est dite produire
un moment de flexion positif. Une force qui tend i donner du cisaillement dans la partie de
gauche et la poutre vers le haut par rapport d la partie de droite est dite produire une force
de cisaillement positive.

Une méthode plus simple pour déterminer le signe algébrigue du moment sur une section
donnée est de dire que les forces extérieures diriges vers le haut produisent des moments de
flexion positifs et les forces dirigées vers le bas donnent des moments négatifs,

EQUATIONS DE CISAILLEMENT ET DE MOMENT

Dl est commode et habituel d’introduire un systéme de coordonnées dans la poutre ayant
sOn origine i une extrémité de la poutre. Il est désirable de connaitre la force de cisaillement
et le moment de flexion en toutes les sections le long de la poutre et, dans ee but, on éerit
deux équations, I'une exprimant la force de cisaillement Fr en fonction de la distance, x par
exemple, d partir d’une extrémité de la poutre, l'autre dommant le moment de flexion M en
fonction de x.

DIAGRAMMES DE LA FORCE DE CISAILLEMENT ET DU MOMENT DE FLEXION

Les courbes représentant ces équations de Fr et de M sont dites les diagrammes de ia force
de cisaillement et du moment de flexion. Dans ces courbes, 'abcisse (horizpntale) donne la po-
sition de la section le long de Ia poutre et 'ordennée (verticale) représente les valeurs de la force

R S e

it SR e e ey
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Résistanca des matéripyx
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aphique de
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e reg
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la variation
de la poytre,
grandeuyrs,

ment de flexion, Ces diagrammes fo
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Iis sont commodes pour [z déterminati

présentation
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RELATIONS ENTRE [’
_ L'INTENSITE DE LA C
o HARGE, L
RCE D.E CISAILLEMENT ET LE MOMENT DE FLEXTON
La ’E(‘jlg 6-8 représente une boutre sur appuijs portant une‘
svmh;‘.udelstmbutmn varfable exprimge par p(x). Prenons un
: " d¢ coordonnées ayeq Porigine 4 Pextrémits de gauche

L noiong Par x les distancesg

des sections de {a poutre. Fig. 6-3
Pr)ur tou ' i .
te valeur ge %, la relation entre la charge P(x) et la force de cisailloment 7 est :
o :
o= ar,
dx

et le moment de flexion

M oest
M
o= aM
dx
Ces rejgtj : : .
et 6.4 4 6.12.10115 sont éablies dang le probléme 8.1, Poyr (g

applications, voir jeg problémes 6.4

NGULARITE
Paur Tacilitey |

a
duusons la fon

E oiut,ion de pro. Iémes
5 b comport: 2
) ; portant des forces concenirées af des mements,

falwy = (g —gpn

é ang I dses ; i

. o dane 1o Casriﬂp‘;n;ntgeaes: angulaires fzst nulle pour x < a et a ja valeur usuelle {x - a} pour
S luirgumenc ot positit. | . Clest J_a fonction de singularité oy fonetion g domaine limite Do?-x
Le Probiime 61 illustl y les paremh_eses anguiaires ge comportent comme deg parentheses c;rd' i
pes o charge.z i oret- celte fonction PoUr certaines vajaurs da 5 QUL servent 3 représenter imsa]ms

Poutre les piyg courants. Pour |eg applications, voir |eg prablémes 6.8 5 g §2
Problémes résolus
6.1

Etablir 15 relation
flexion ep tout po

entre Vintensité de |3 charge, la force de oigai
€ 3 cisaillermnent
nt d’une poutre. * 1o moment 4

e

Chapitre 6/Force de cispillement et moment de flexion
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Considérons une poutre portant un t
de la Fig. 6-9a). Elle est représentée sur
tous les types de poutre, Isoions de la po
libre. La force de cisaillement Fr agit sur
cisaillement change en généraj légérement et devient FT + dF.
le cOté gauche de I'élément et devient M + dM sur le coté
petit, on peut admettre que la charg
schéma de corps libre de cet élémen:
autour de G, ont a :

¥pe guelconque de charge transversale de g forme générale

- Le moment de flexion M s’exerce sur
droit. Puisque I'dlément dx est extrémement
e appliquée sur la poutre est uniforme et égale 4 p kgfem. Le

t a done I'aspect de la Fig. 6-9(b). Pour I'équilibre des moments

l a
IMy=M— (4 + AM) + Fpodx + pdx (dx/2) =0 ou dM = Fodx + S pldx)”

Comme le dernier terme est le produit de deex
qui n’en comportent qu'une. Donc :

différentielles, il est négligeable par rapport aux autres

@M = Frdx au Fr = dM/idx

La force de cisaillement est donc égale au taux de variation du

moment de flexion par rapport i x.
Cette équatien se montrera d'un intérér considd

cisailiement et du moment de flexion dans les cas 4
gue. d’aprés cette dquation lors a force fsai
poutre, la pente du diagramme

rable pour l2 tracé des diagrammes de la force de
<harges plus compliquées. It est dvident, par exemple,
Ve sur une certaine section de la
et égulement positive. Elle montre
Czulement qu'un changement

brusque de cisaiilement cerrespondant d une lorce concentrce, saccompagne
d’un changement brusque Jde la pente du disgramme du moment de fTexion.

L __. C
TN AN

Mament

de flexion

A

Fig. 610

En outre, aux points ou le cisaillement est nul,
nuile. En ces points o Iz tangente au diagra
une valeur maximale ou minimate,
28ro [a dérivée premiére d'une fon
parties de courbes de diagramme
des valeurs critiques aux poines o

la pente du disgramme Ju moment Jde flexion est
mme du monenr est horizontale, le moment peut prendre
Ceci résulte de la technique wsueile de calcu! consistant 4 cealer 3 *
clion pour en obtenir lo maximum ou le minimum, Ainsi, pour les
du moment de flexion représentées par la Fig. 6-10, il pewt upparaitre
et 8.

Pour obtenir la direction de 1z concavird
dérivée seconde de Af Par rapport i x, par exe
courbe du moment est concave vers ie haut et
cst négative, la courbe du moment est concave
maximum,

en ua point tel que 4 ou B, nous pouvons former la
mple ¢*/dx7, Si cette dérivie seconde oSt positive, la
le moment présente un minimum, $i lz dérivée seconde
vers le bas, comme en B, ot o moment présente un

I faut cependant bien noter que la méthode de caleul consistant 3 déterminer
4 partir de la dérivée premisre ne donne i

sement de la courbe du moment, s'ii en

eiiste un tel que C. Lorsqu'ur tel
étre calculé numériquement et comparé e

nsuite aux autres valeurs aui soat
Enfin, pour I"équilibre vertical de I'¢lément, on a :

point existe, le moment doit
peut-gtre critiques.

Pdx + Fp—(Fr +dFp) =0 ou  p= dFpjux

Cette relation sera utile pour le tracé des dizgrammes de force de cisafllement.

Soit une poutre cantilever portant une charge uniformément répartie de p
lindaire, Fig. 6-11(a). Ecrire les équations de la force de ciszillement et du
flexion en un point quelconque de la poutre. Tracer &
force de cisafllement et du moment de flexion.

kg par métre
moment de
galement les diagrammes de la
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p— X ——f P ke/m

OO, ,
—— ;T

(a}

. . ‘ment
harge verticale uniformémen
i is de 4 m de long portant une ¢ _ .
o Li_nedpogga ;;Ipzi;p;lgtre linéaire, Fig. 6-13{a). Tracer les diagrammes de la force d
¢nartie de 3 :
f:(-i:spail.lement et du moment de flexion.

i gacti &mités sont de
étrie, les réactions aux extrémi
utre est de 840 kg et, par symétrie, S ction: e ont e
kLa ﬁ:ifli t%tgrlxesigéergispgne section située a une dl?tance x c:lal |:1]‘l th;:x?;tzegteiog;uqui L force de
I s R {gébrique des forces i g ! N
‘ g Aty tres. On peut remplacer
90 b ot o o © é i 210 kg/m sur une longueur de x métres. :

: o . teur en tirets
e e o™ l?é::ft;g:tc dpe 210x kg agissant vers le has, comute le né:n;relj: ;'gfw RSk
o %h_zrg; Fgfbﬁa Cette résultante ne contient aucune charge i la droite .
de 1z Fig. 6- .
est alors

Fig. 6-11

i U rest pas nécessaire de déterminer les réactions Uencastrement, Noug prendrons I'axe de 1a

= Doutre comme axe deg x d’un systéme ayant SOn origine O 3 Pextrémité de gauche de 1 poutre, Poyr
caleuler la force de cisaillenent et Jo moment de flexion dans upe section 3 la distance x de ["extré-
mité libre, on Peul remplacer la charge répartie i I Bauche de cette s
le montre e VECLEUT en tirets de Iy Fig. 6-11(4), la

FT = (420 — 210x) kg

. . le en tous points
. tre, cette équation est valab
ety st oncentrée agissant sur la poutre, cett is Fon = 420 kg pour
résultante est upe force dirigée vers le bas de p.x Puisqud n emsw;fuctuz:eviiz;cte;ue la force de cisaillement varie linéairement depuis Fpr=4 g p
kg agissant au miljen de la distance de o 4 la section x. Noter qualcune charge 3 I3 droite de Iy sec- sur la longueur, Il es
tion n'entre dang le caleul de cette résultante. Celle-gf A I

poutre 4 gauche do Iy section, par r

g 3 * =0 jusqud F. =420 — 840 = — 420 k our x = 4 m. La variation de force de cisaillement sur
nisg P la
s’agit d T g
‘ g un cisaiilement négatif,

i émiteés, Fig. 6.14(a).
de la peutre est représentée par une droite reliant ces deux valeurs aix extr o
la longueur de la
Le cisaillement est nul au centre de la poutre.

2pport 4 la portion de droite. Suivant

La force de cisaillement dang ceite section x est 1z somme des forces 4 gauche de la section, Dang
te cas, ia somme eqt nx kg vers ie bas, Done ;

420 kg-m
i L z b z=2m
. =4 - g
Fr=—px kg . "gr”ﬁ‘n\,\” 5‘5 Moment /ﬂﬂm—!m

. . " £ i de [2] :

Cette équation mentre que le cisaillement est nul pour x = () o 4 POUT vajeur — pf, poyr x = L. Cisiliement r 0k flexion TL im 1 :
Puisque Fr est une fonction du premier degré en X, la courbe de Ia force de cisaillement est une droite
reliant ces valeurs AUX extrémités de |z poutre, Fig. 5-12(q) L'ordennée en un point de cette droijte K Fig. (&) [
inclinée est la force de cisaillement en ce poiny. Fig. (a2} :
E
ig. 6-14 o

o o Fig. la réaction de

& des moments de la réa L

. . i t la somme algébrique iculaire au plan :

pL pL? : Le morment de flexion dans la section x es d'un axe passant par 4 et perpendiculaire au p P

N R . passant p s . it

Y s i 2 o K artie de 21Cx kg autour d'un . itifs, on a : i

- szé:-;mm fomen d'Eb';EMOH ) 2201 k%’ L[;:ec,‘lgn::gg:csrcfcrces vers le hnu: donrent des moments de flexion pos
e [a higure.
Fig.6-12

M= 420x — 210x(x/2}) kpgm

Le moment de fexion en gette
de cette section autour d'un axe
somme des moments est donnée

equation est vaja SUr 13 1ongueuw T¢ de la poutre, Un notera que, puisque la charge
1 able la long r enticre de | t o] t h
Cette éq 10 st val q

i i s v/
& : iTets — agit 4 une distance x/3
iformément répartie, la résultante — représentée par le vecteur en tirets I3
. : i g T 5 . .
meme section x egr iy forces & giuche st i

Passant par le point

somme des moments des
A et Perpendiculaire yu plan de

A section x pour laquelle est calculé o
de A, clest-d-dire au miliew de la charge uniforme 3 la tgftjuci:{?c)iz:"‘E::":é;:ésenﬁé par une parabole le :
e [ s ; ent de PR . 1
& ” la Jpure. La le x:-mmcnt. L éguation ci-dessis monm:. q:: ;EP[:iZmle moment est nul 3 chaque extrémité et, «.ncri:‘mon
me de Par le moment de la resultante p.x kg autour d’un axe Passant par long de 1z poutre. Comme Ia pOutre,es § PpUS, résente un maximum au centre de la poutre
A, Clest : de la symétric de la charge, le moment de ﬂcx“":l P
M=~ pxix/2) X x=2m. Le moment de flexion en ce point est :
: prxix & My = 420{2) — 105(2)* = 420 kg.m
Le signe mains st nécessaire, puisque leg charges vers le bas donnent des moments de flexion négatifs. =
D’aprés cette equation, le moment de flexion est nuj & Pextrémité de gauche de la poutre et a pour
valeur — pr272 3 I'extrémité encastrée oy x =L La

Fig. 6-12(5). L'ordonnée en un point de cette parat

On notera que Ia charge uniforme vers le bag envisagée ici donpe une

du moment de flexion, Cecj pourrait se démontrer on Prenant la dérivée seg
X, qui dans ce cas particutier est —p. Puisque Ia dérivée seconde est négativ
quent que la courbe est concave ve

L Im —+
i i -15(a) porte une x
sur appuis de la Fig, 6, e un o
le b ¢, les régies du caloul ingj 6.4 ,i-}'?al%zui:;ticale I:c’:rc»is.sam: uniformément depuis zegs T ] - .
TS le bas. : - ; s | '
s d l'extrémité de gauche jusqu’s 1200 kg pa ok
i —

B P
lineaire 4 I’extrémité de droite. Tracer les diagram-

i

o) M

é iation du moment
d tes de la courbe parabolique de la Fig. 6-14(5) représentent la variatio
Les ordonné
de flexion le long de la poutre.
ion en ce point,
courbe concave vers g bas
onde de M par rapport 3

mes de la force de cisailement et du moment de

’::5;;;;7 777
flexion.
| : R,
Pour déterminer les réactions R, et R, Ia charge s 2, \
répartie entiére peut-tre remplacée par Sf'rzsgl:a:ﬁ:;gp q _— I-
i i i triangulair X i
an ceatre d’inertic du dlagm’mm“a 1 e o kg .
i g2 ie de zéro a I'extrémité de g .
Lm ) o Puisque la charge varie g 619
Fig. {g) P (b) )

Fig.6.13
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(6) Fig, 6.15 (e)

Tusqu’i 200 kg par m 4 Pextrémité de droite, 1% ité
, Uintensité Mmoyenne est ¢ i

f:il:;::nfﬂdf m. DC}F; Ia.charge totaie ost de 1200 kg appliguge :ie” m?d6ggoi1;§fdme algzifass&t ;:r ulr:eh

e 1éma Corps libre A utfliser pour [a détermination des réactions = g e 615;
Lapphcatzon des “quations de Péquilibre statique 4 cette poutrs zoﬁ: ?QS: :pgg?nl:; :ta?’ts p flga&);_;“b)'

On ne peut cependant pas uriliser ¢ é o ;
¢ ette résujtane é i isai

4t moment. On doit tenir compte de 1a charge réparti: }ejollr et d!: (_ilﬂgramme e chailloment .

mom, ! ; e de t caleuler |g cisaillement et i
ction § upe distance x de | extrémité ge gauche, Fig, 6-15 (e, Pour cette section x i!'jzlt‘::xr?s?tnét j:r e

se
charge p st obtenue 3 parrjr des triangles semblables 045 el OCL comme suit

B/x = 1200/3 oy, = {x/3) 1200 kefm

CXerce au centre dlnertic de i3 région trizngulyire

OAB 1o résentée c'est-d-dj ] n Htugé 3 X =T rde ) [, o
pres s 5 Ireé sur un pojnt SIUE & une distancs g
. ‘ e T de () L, fesultante (o cette Portion
de Lil.’ll’ge fepartie pst indigude par e vecteur gn tirets, Fig, G-} S1e)

AUCUNE portion de charge 3 Iy droite de . Cette force résultante o contient

On trouve alors aisément Iz force ye crsailiement en A

_ I rx
Fr =6t -4 (5 i ZOO)x =600 — g 42

et pour Je monment de Hexior en
M= 600x — — (‘ I ,.O(J) x (= ) = 6{30x — ‘—-_O .. 3
) 3 J 630 ¢ x

1 poutre. La foree de cisaillement Prisente
X =0 et de = 1200 kg bour x = 3 ;m
steme deard, s'évanouit ayy eXtrémitds

0 =600 — 200,2 SU x= )73 4
Le moment de flexion ep
s s, ML ce point se calcule €N portant cetis valeur dang Péquation 2énérale donnée
200
Hyoygs = 600(1,73) — T3 LT3 =690 ke

Le tracé de °8S équations du cisaiilement er gy moment est donng dans Ja Fig. 6-1¢

Ciiltement T
1200 kg
Moment
T de
. flexdon
Fig. 6.18

Chapitre 6/Force de cisgillement et moment de flexign 29

La poutre horizontale AD porte une charge uni-
formément répartie de 800 kg par métre lindaire
et également une force concentrée de 1500 kg

appliquée comme le montre 14 Fig. 6-17. Tracer AT BRI T
le diagramme de Ia force de cisaillement et celui T oD
du moment de flexion par parties.

D’aprés Ia statique, on peut écrire les équations
d*éguilibre suivantes :

M, = 4R¢ ~ 1500(3) — S00(5.502.75) = o
IF, = Ry+ 4150 — 1300 ~ 300550y — 0 Fi 6,17

]

dolR-= 4150 kg et Ry =1750 kg

Tragons un axe des x aver le point 4 comme origine. Pour écrire les équations de la force de cisaille
ment, I faut considérer trojs régions, i savoir AB BC et €. Les équations de Iz force de cisaillement sont :

Fr= 1750 — 800x kg pour 0<x<3m (£)
Fp = 1750 — 800x — | 500 kg pour 3 <k <4 2)
Fo=1750 — 8005 — 1500 + 4150 kg pour 4<x<55m (3)

Blaprés I'équation (1), Ie cisaillement rour ¥ =0 a pour vajeur | 700 kg. De méme, on trouve le g
salliement immédiatement § Ia gauche de la charge de 1500 kg en portant x = 3 m dang "dquation {1,

Le résultat est : — 630 kp. Le cisuillemeng immédiatement § |y droite de Ia charge de | 500 ke se calcule
en portant X = 3 m dang Péquation {2}, ¢ qui donne :
Fryesy = 1750 — S0043) — 1500 = — 2 130 kg

Le cisaillement immédiatement 4 ganche du point C est trouvé en portant x = 4 1 dans Péquation 12, ce
qui donne : .
Fresq = 1750 = 300041 — | 500 = — 1950 ke
Le cisuillement immédiatement 3 3 droite du point C se calcule en POTEINL ¥ = 4 m dapg I'équanon(.?),
ce qui donne -
Frims = 1750 — S00(41 ~ 1500 + 4150 = { 209 ke

Les ¢quations GHilhet 15 montrent clairement que '

les disgremnies de la force de cisaiilement SOt des droites 1750 &g
dans les trois régions. Les valeurs de cette {foree viennenr Cissillement __ |
d'étre caleulées, de sorte qu'elles peuvent otre représentées E T
en les refiant par des drojtes, ce qui donne e dizgramme
de la Fig, o-14,

Fig. 6-18

Pour le disgramme dy moment de flexion, on utilisera un mode de tracé différent dy précédent.
On considérera séparément chaque charge ef on tracera le mament de flexion dit 4 chacupe comme si
Wautres forces n'agissajent pas sur la, structure. On dijt que le disagramme du moment est tracé par parries.
Comme on le verra dans un chapitre ultéricur sur les deflexions des boutres, cette méthode est souvent
trés commode hien que le choix entre clje of enlre les tracsés de t¥pe classique présentés dans les pro-
blémes précédents dépende du but recherché pour 'établissement du diggramme. Co point sera développé
plus loin,

Partons de 1y g2uche de ia poutre vers la droite, On
peut considérer que e diagramme du moment se compose
de quatre parties. une due d la réaction R . la seconde due
4 ia charge uniformément répartie, la troisieme i la force de
1500 kg et la dernitre résuitant de [a réaction Reo Pour
touze section J la distance x du point 4, le moment de
flexjon do & R seulement est simplement 1750 x kg.m. i
Cette valeur est positive, puisque Ry est dirigde vers Je Fig. 6.19
haut, Cette MEMe expression vaut pour toutes les valeurs
de x le long de la poulre. "ast une fonerion du premier
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SEBLY UC L UONG I Moment de flexion dg 3 R, seule donpe une d
nul et en substituant * =550 m dans 'expression ci-dessus, on voi
point 2 a pour valeur : 962§ kg.m

- Le moment de flexio
seule paut étre Teprésenté par les ord

et egy ¢ ordonnées en esl mu puisqu il ¥ a une extrem Te. Le type 13gramme composé
D est lie, i t jté lib Let de d g
< ns €5 preceden 1en 27 chague point du
4 dent obtient en additionnant les ordonnées
da ) s s'ob en cin
es preolem:
résente

g ité nt ; enire §
i -d Entre 4 et B, la somme est composée de deux quantités seuleme

B i-dessus. .

d‘aga’;;n:mﬁs quantités et entre C et D de quatre.

et &,

T que le momenr de flexion an
T Pour toute secripn x, dii a
onnées du triangle de |3 Fig. 6-19,

cette force

SEARSEIC R SRR
is en B et en D et est 5 |
La poutre gﬁxe;z;u;eiipgxtfémités. Elle est sol. . TS
o p'orte;'une charge uniformément répartie de 77%%;. é 7 J
licitée p r métre linéaire, ainsi que par un ) o A s I
609 kgdpa2500 kg.m appliqué en C. Tracer las o o ———2, i
g?u];ixm?es de la force de cisaillement et du 7. Ry
nlzgment de flexicn.

=

&

Fim. 6-24 i

¢ : it suivantes
Les réactions sont données par les équations
équilibre statique :
d’EqI.lﬂJbr

TMp = 4R, — 2500 — 600(7)(2) = O, Ry = 2725 kg
(b z

LF, = Rg+ 2725 - 60007} = 0, Ry = L475 kg
Fig. 6-20

i cgi force de ciszillement
“origi oint A. Dans la région 458, la - cisailieme
| o i un axe des x avec |'origine au p AL ; e i liome
. Le moment qe fiexion sur ype section quelconque x e fong de 1 Poutre, dit i la seyle charge Introdu!sonﬁ dstance 5 G potm i ont iy ol 8 région 4B, I rars s
o e o e e & : st évidemment une force de 600x kg agissant 3
gauche de cette section, Cette résultante es
Nous azvons :

— 800x (x/2) kg.m
Cette eXpression disparajt pour x
&5t du second degra, la coUrbe es

=0 et apour valeur 17000 kgm pour x = 5,
t une parabole, Fig. 6-20(5),

1
Fp=—600r pour 0<x<150m (
— enl en ¢e point :
1,50 m dans cette équation. on obtient ia valeur de la force de cisaillemen P
" . ) . tant x = [,
En'.passa.n! de la gauche 3 Iz droite de Ja Poutre, Uinfluence de la charge de 1500 kg ne se manij- Bn
feste qu'i droite du point &, Des <& moment, pour toute
force seule, en ne re

— 900 kg. Le cisaillement ¢n ¥ = 0 est nul, bien enrendu.

ent section x, le moment de flexion dg d cette
nant pas compre Proviscirement geg dutres forces, est donng par

pour 3550,

CSUré 4 partir dy point 4. Pouyr y =

Dés que nous passons a oite de CRC R arat dans équ de farce de sisaille-
qi pi t d. quation la
droj 8. la réaction A/ PP
ment. Pour toute section & une distance x de A la force de cisaillement dans la region 80 s'obtient en
ionnar € rces appliquees al € de cetle N tte somme est
additi t les fo ppl & la gaucke d tte section. Ce

= 1500(x — 3) ke.m

' 3 m, le moment de flexion
t ) . - U d pour valeur - - 3750 kpm, L'expressian étant
du premier degré, lo moment de flexjon dg d cette senje force est done reprs ¢

- - 2
F — 600x + {475 kg pour 150<x <550 m {
= >

a unle tre dans ¢ i a foree de cisaillement, puisqu’il
otons ¢ Q iqué ‘e J s les équations de la fore e . i Q‘
i s couple appliqué en C n'eni pas Le | on,
N' qul.‘f}c[ de I!OI.'CE dans sucune direction, 1l entre cependant indirectement dans |"équation puis-
na qucun

Gacti ' x=1530metx=3550m
qu'il a une influcnce sur les valeurs des réactions Ry et Ry, En portant x
i ’ dans 'équation (2}, on a : k
B = — 13
B S ‘ Fremis= 575 ks el Fp_go= — 1825 kg
: | e i it & o se dans 'équation de
7 o . érieures § 3,5 [z réaction R, doit étre comprise d:zqs 1
o s de 1 aditimmant }"-Of m:-s a gauche de?la section x dans la région DF, on
1 ¢ la force de cisaillement. En additionnant les force fic
D f
trouve :
Fig, §.21

<7m (3
- +2725 ke pour  550<x
Fr=-—600x + 1475

flexion di 3 R seule. Comme
o produira un moment de flexion,

y =0 kg

Fre=ss =900 kg ot Fr .,
Cette Tx=8.8 5
force seute Rpoest

En portant x = 5,50 m et x = 7 m dans 'équation {3), on trouve :
= 4) kem pour 4 <x <550 m.
de flexion dn 3 la

4I59(5,50 —4) =203 kg.m. L'expression est du premier degré en x ; le dia
est également up triangle, Fig, .22

Les diagrammes des mo
Ont chacun été traces comme

sur la poutre. En fait, toutes les ¢

ments dus aux diverses charges
si chaque charge agissas seule

Eramme du moment dg 3 R

La force de cisaillemsnat en tout po_im le lon_gj de la
pouire est donné par une des trois équations (4’)., (2} ou
{3). selon la région dans laquelle se trouve le pein: x.

§75 kg
Cisaillement

1
Af_ﬁ?r%_i IS

harges agissent simultanément,
EUr vraie du momen: en toitt point est la

des quatre traces cidessus. On trace habitueile-
diagrammasg individuels comme le montre [a

de sorte que Ia vaj
somme algébrique
ment ensembie ces
Fig. 6-23,

Noter que les bases heriz
son: décalés pour évirer le che:
pas obligatoire, mais faciljte la

ontales de deyy petits triangles
vauchement deg figures, Cegj n'est
lecture, 2 somme algébrique deg

™ —_—
. ier degré en x dans 3 T
isque Fp est une fonction du premier ¢ dans 4 T
f:,:sls?égion: dans chacune, le tracé de la forge de ils::cltl:é S ' .
' i des ordennées zu = . 000 ks T
ment est une droite. Les va]eu? des oxire _—
égl é té obtenues par subs

ités de chaque région ont déji BLé T . - i
Elziti?m En 4B, ces points d’extrémité sont 0 et —900 kg Fig. 6.05
En .BLS, ce sont 575 et — 1825 kg, Enfin, pour DE, on

4 trouvé 900 kg ot 0. On peut porter ces vaieurs aux
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Ré:

points vorr
droite. (Vest

la poutre er =
a Fig, .25,

= ordonnées représentant ces valeurs sont reliées par une
La valeur fu il ux points # -7 n
centrévs Ay of g -

8 natureliement égale 4 la valeur des réactions cop-
‘5

14.700 kg-m

4

(5)

Fiz.5-26

Enaim
est prisc
la charge
A et on i
forees e
mament
la figure ot

F2r parties du mamen; de flexion, chaque
51 aucun_e 2ulre charge n'agissait sur la poutre, En commengant par
On censidére ne section 4 une distance x de l'exirémité de guliche
Sxloen en cette caction dg i la seule charge répartie, La résultante des
sec‘tron ESt iralguée par le veereur en tirets de la Fig. 5-26(q). Le
Lur d'un axe Pawiant par la section en x el perpendiculaire au plan de

charge, y compris les réactions,

PR ety = — 300x2 %gim pour O0<y<7m

iz :'_je.'uon de Ja charg,
e de drojte, ¥ =

Le disgr T 2¢ répartie seule ost une parzbole, Pour x = g
monment o - M oet iquation ci-dessus donne :
== 300072 = - 14900 ke.m

, le

Cette poriion 2z L

Toment de flexign présente ainsi Paspect de ta Figure 6-26(b),

2 droite de la poutre, le moment Jiy d la réaction R, nentre
€ nous 4TIvions 4 dee valeurs de x supérieurs 3 1,50 m. Alors, le mo-
autour dun axe Passant par Ja section x est donns par :

fr - 1.50) kgm

Puneie

peur 130<x<7Tm

2 du premier degri en x| |p moment de flexion dir 3 £
‘:in‘c» cquunon,rlu moment de flexion est nul pour x =
s Agm oau poing £ On obtie
XTI par une droite, Fig. 527

sente par
vakeur 1477
en relant o s

» seule est repri-
L350 m et a pour
nt le disgramme du moment da & Ry seule

2.500 kg-m

S

ol

Fig. 527
Fig. §-28(a)

?: droite cierla poutre, considérong maintenant le couple appliqué de 2500 kg.m
su.;s'f :iger:'“am: * du point 4, ol X e trcuve 4 la droite du point C ce

. er;“tousg n::edu mnmx-:\nt ,d"‘ !lex_lon. Bien ql:l’ll soit exact que le mement
roms points du Plﬂn‘, il Wapparait dans le diagramme du moment de flexion
STORS 28 valewrs de x supgrienres § 3 ™. En effet, le moment de flexion ne
_ﬂ_'_fiura FIENts des forces ef couples i gauche de lg section x considérée, Ce couple

G i presentée dans Iy Fig. 6.08y), Conformément 2 nos conventions de signe,

en pesitive. Pour ls conple 2ppliqué seul, nous avons -
I )

—t

2,500 kg-m
£t
Fig. 6-28(3)

il s’agic

M= 23500 kg.m

pour I<x <7

I une drojte horizonuale, Fig. 5-28(a).

lranen

Ces valours o

6.7.

Chapitre 6/Force de cisaitlement ot moment de flexion

Enfin, la réaction Ry
point 0. Pour une teile sact
Ry oscule est :

apparait dans le caleui du moment de

flexion des sections & la droite du
ion 4 une distance x 3 droite du point

4, & moment de flexion do i

H=72725(x =550 kgm  pour 550<x<7m
U point I, ce moment st nul et pour

r 4085 kg.m. Le diagramme du moment
p seule s'obtient en reliant ces deux valeurs d'extrémits,

Ce tracé est également une droite. A
* =7 mau point £, il a pour valeu
dil 3 la réaction R
Fig, 0.29.

Les quatre parties du disgramme du moment
de flexion sent finalement tracées ensemble, Fig, 6-30.
Les bases horizontales des parties ont été décalées

—} #0BS kgem
verticalement pour éviter e chevauchement des dia-

- 2.500 kg-m
grammes partiels. R110 kg-m
4 E
L’anelyse aurait pu 8tre aussi effectuée de
droite § gauche, Le diagramme par parties résultang 14.700 kg-in
aurait eu un aspect totalement différent. Fig. 6-20 _*

Etudier une méthode de représentation des forces de cisaillement et des moments de
flexion basée sur les fonctions de singularité.

Les techniques exposées dang les problémes précédents convienment bien iarsque fe:
d'une manidre continue le long de !a poutre. Mais, s'il existe des forees Loncentrées ou
concentrés, il faut éerire deux Squations distinctes de foree de cisaillement ot de
pour chaque région entre ces forces concentrées ou co
pas de difficuité de principe, cela conduit a des résuit
un chapitre witérieur, ces résultats sont particulitremer
flexion des poutres,

s charges varient
des moments
moment de flexion

S moments cancentrés, Bien que veci ne présente
ats trés incommodes. Comme nous fe verrons duns
it difficiles & manier dans le traitement de la dé-

Une représentation plus concise peul dtre obte
ou d domaine Whnité. Ces fonctions ont i
wette technique porte parfois le nom de mé

nue en introduisant les fonctions
appliquées par Macaulzy en 9]
thode de Macauley, bien que ces fonctions sient été difa
utilisges au 1997 uidele par A. Clebsch, Intcoduisens par définition les parenthéses angulaires <x — o>
et définissons cette quantité comme nulle si (x — a) < 0, clest-d-dire 51 ¥ < g4 et devenant (x - ) s

(x —¢} > 0 Cest-i-dire si x> 4. Ceia revient & définir une foncticn 3 domaire limité comme ayant

une valeur seulement dans le cas ol ["argument est positif. Lorsque 'argument est positif, les paren-
théses angulaires se comportent exactemen: comme des parenthéses ordinaires. La fonction de singularité :

dites de singularité
9 & Vanalyse des poutres ot

Falz) = {x—gapn
obiit i la lot d'intégration :

. .
(x —apm+t
—on = ETamEh =
jj-»(y " dy e pour =0 (1)
il est dgalement nécessaire de définir la loi d'intégration pour n = — | et m =7 ce qui se fait comme
Suit

:
J- W—ay~ldy =

-

d <
- = {G auand x < g )

1 quand z>q

f —a~dy = (p—gy-1

—=

(&)

Les fonetions <x —a gt < x g2

sont nulles partout sauf pour x =
que (2} et () sont valables.

¢ o0 elles sont infinies, de sorte

Les cing diagrammes de la i

2. 6-31 représentent les Fonetions de singuiarité de différents degrés
négessaires pour la représentation d

€5 types courants de charge de poutre.

93



https://book4yours.blogspot.com

- UL s eIy

—

Type de charge Fonction de singularité

Représentation graphique

moment concentrd

force concentrée
{fanction d’impulsion
ou delta de Diracy

charge uniformément
répartie
{fonction 3 gradins)

charge variant
lingairement

charge § varition
Quadrstique

(fonction daublet) 2@} = My —qy-2
]

ple) = Fy(z— a1

Plx) = pote—q0

Une fois les charges représentgesg par les f
caleuler les forces de cisaillement et les momen
appliquant les ragles d'intégration ci-dessus.

6.8,

Fig.6-31

onctions de singularité ci-dessus, it est alors possible de
ts de flexion en tous les powats le long de la poutre eq

unique de 2000 kg, comme e
warité, écrire les dguations de

Fig. 6-32

(b}

Chapitre 6/Force de ciszillement et moment de flexion 95

Lz figure montre gue les réactions R, et R, sont des forces concentrées. Imaginons que la poutre
soit infinie dans les deux directions. La poutre en 4tude correspondra a une partie de cette poutre hypo-
thétique, comme le montre la Fig. 6-32(b),

Sur la poutre infinie, il n’existe par de forces i gauche de Ry ni droite de R, de sorte que la force
de cisaillement et le moment de {lexion doivent étre nuls partout dams ces régions. Er utilisant la
Fig. 0-31 du probléme 6.7, on peut écrire la fonction charge-intensité :

Plx) =Ry x> — 2000 <x = 3037 + R, <x ~ 120! (3
Cette fonction contient toutes les valeurs de x i condition que les parenthéses angulaires soient inter-
prétées conformément au probiéme 6.7. Du probléme 6.1 :

=
p= a‘FT/dx d’ol1 : Fpo= J‘ pdx

En utilisant les lois d’intégration du probléme 6.7, on trouve pour le cisaillement Fp. :
Fri) =Ry x>~ 2000 <x —30>° + R, <x ~ 12020 (2

Egaiement d’aprés le probléme 6,1 :
X
Fy = dMjdx d'ol : M ‘—“f Fpdx

et on tire de |'équation (2) :
Mix) = R, <x> ~ 2000 <x — 30> + &, <y — 120> (3

On peut calculer R et R, a partir des équations (2) et (3) en remarguant que 7, (x) dispara:’t_pour
les valetirs de x légerement supérieures 3 120, ¢'est-d-dire pour les points situés immédiatement & la
droite de la réaction R,. Donc de équation (2)

Ry — 2000+ R, =0
ct, puisque le moment de flexion disparait aussi en ce point, d'aprés équation (J) :
Ry (120} —2000(120 ~ 30) =0

I s'en suit que : R, = 1500 kg et R, = 500 kg, Ces résultats aurajeat pu étre trouvés en utilisant un
raisonnement d'équilibre,

Les diagrammes de force de cisaillement of du moment de flexion peuvent alors étre tracés & l'aide
des équations (2) et (3). Ils sont représentés dans la Fig. 6-33.

;__ v 12000 kg ¥ i

[ ] ——Z
TISBO kg 500 ke
B [

1500 kg

Cisaillement -L 1500 e
D E

45000 kg.om

Moment de _I_F
flexion

Fig, 5-33
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96 Résistance des matérianx Chapitre 6/Farce de cisaillement et moment de flexion 97
. ) . o La Fig. 6-36(k) représente le schéma de corps libre. Il n'est pas nécessaire de calculer les réactions
6.9. Considérons une poutre cantilever sollicitée par un couple de 3000 kg.cm, comme le Fry et M. La fonction d’intensité de charge est :
montre la Fig. 6-34(a). A Iaide des fonctions de singularité, éerire les équations de la
force de cisaiilement et du moment de flexion én un point quelconque de la poutre E\®
: iani o = —Py—l — -z ~ I}t + Mye— Ly=2
et tracer les diagrammes de cisaillement et de moment. 7io) Pyt — 1y <“ 2> HEnE = LT+ Mila— Ly &
—_ x
oC—% T —_— o (. 3000%kg.cm j\ z Puisque Fp.= f pdx nous avons :
z——-} \LJBOOOkg.cm \{J oy ) JAN .
et g 2} = —Pupyl® — ¥ —= FEpir— L9 = Mm— -t 2
£80 cm (20m 180 cm 120em Ty e el P°< 2> Timem b ek “
(a} b
Fig. 6-34 En prenant un point immédiatement 3 la droite de £y sur la poutre hypothétique de longueur infinie,
on a, d'aprés ["équation (2) ;
La Fig. 6-34(b) représente un schéma de corps libre oG Fr, et M sont les réactions 3 Pencas- Fole
trement. La fonction d'intensité de charge est : Erp = P4+—5=
plx) = —3000 <x - 180>7% + F <x — 3005~ + M <x—300>72 N x
x Enfin, puisque M =f Frdx, ona:
Puisque F. =I dx, o : -
sq r=] # na _ Pq L\? Pols
Mz = Py — TA\E—3) + P+“§-/(ﬂr“fa)1 + M~ Ly® 2
Fle) = — 3000 <x = 180>7" + 7 <x — 3007 + M <x — 300> o)
En prenant un point immédiatement & la droite de En prenant de nouveau le point immédiatement 3 la droite du mur, on a :
-"-“ sur la poutre hypothétique de longeeur infinie, /—-= . )
ona Fpo =0, Ainsi : . I { z M, = PL 4 p;Lz
Frlx) = = 3000<x — 180> ) + ar, <x — 300>~ e 3000 kgoom ] N . .
) La poutre chargée er les tracés des cquations de cisaiflement et du moment sont representés dans
qui s'évanouit, conformément i notre définition de la Fig. 6-37.
la fonction <x —u>~! dans le probiéme 6.7 ] P
B ) s ‘L [ 180 cm 120 em
Enfin, puisque M=J‘ Fpdx, ona :
- Chsaillement B
L L C =z
Mlx) == 3000 <x — 180>° + | < — 30030 z z : Wow —
g T 15000 kg.em \_/ "D'”
En prenant de nouveau fe point situé immédiatement 3000 kg.om
a la droite du mur, on trouve : M, = 3000 kg.cm. ' Cisaii]-emenl
La poutre chargée et les tracés des courbes des Moment de tlexion @
gquations de cisuillement et de moment sont repré- Fig. 6-33
sentés dans la Fig. 5-35.
L 180 em . 120 em
N | , , | N,
6.10. Considérons une poutre cantilever chargée par une force concentrée et par une charge » 4 / —_
uniformément répartie sur la moitié droite de la poutre de la Fig. 6-36(a). A l'aide des de%?:l:; | - - A
fonctions de singularité, écrire les équations de la force de cisaillement et du moment ¥ 15000 ke.cm
de flexion en tout point de la poutre. Tracer les diagramines de eisaillement et de moment. pr . 2 R B
PL : 8
3 P ¢ ®)
Pg kafem 2y ke/om
¥ ¥ M, Fig. 6-37 Fig. 6-33
o z 6.11. Une poutre sur appuis est sollicitée par un couple de 15000 kg.em ; Fig, 6.38(z). A I'aide
L L 2 des fonctions de singularité, écrire les équations de la force de cisaillement et du moment
2 Z Fr de flexion en tout point de la poutre et tracer les diagrammes du cisaillement et du moment.
1
(a) @) La poutre est sollicitée par un seui couple et pour que I'équilibre soit réalisé, il faut que les réac-
Fig. 6-36 tions des appuis 4 et C forment un autre couple. Les réactions se présentent donc comme dans la
Fig. 6-38(b). Pour léquilivbre :
2MA=300 R — 15000 d’ol : R =350 kg
Les deux forces R sont donc les réactions nécessaires pour I'équilibre.
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4 Ionction iniensité de charge ogt -

PN =50 <> 4 5000 < — 180>2 4 50 <, == 300> !

(1)
.
Puisque : Fyp -:f Bdx, on obtient -
Frix)=—50<xn0 o 15000 <z — 18021 4 5 <x = 3009
)

Ciszillemant

6000 kg cm

x
De méme, Puisque A =f A

oa

74X, 0n obtient :

Mix}=—50<zmt 4 15000 <x — jggno

+ 50 <x — 390!

(3
La Fig. 6.39 Teprésente lag
de moment ;0N vop

Rne poutre, | diagramme g
saut brug

appliqué,

Moment de flexjon

Fig.6-39

6.12. Une poutre sur appys borte une foree co
BOC kg, ainsi qu’une charge

de longueur appliquée compe

A I'aide des fonctions de singu,

ncentrée e
répartie de 27 kg par em
le représente 15 Fig. 6-40.
larité, écrire les équationg
& cisaiilement et du moment de flexion en
tout point de la poutre o tra

cer les diagrammeg du i~
cisaillement ot du moment, t
Appliquons d'abord leg Principes de ja statique pour dérer. By : B,
miner les réactions R

27 kgfem

1 LR, On peyt derire ;

EM’G = 270 Rz — 2000(60) - 3240(2[0)=0 R2 = 2994 kg

IF, =RI—2000w3240+2964=0 R, =117 kg

En réaiité, | Zatoire de Jog dtablir ay début
utilisant Ia merp

ans fe probiéme 6.8,
large est ;

10N aurait py feg caleufer piug tard ap
ode employée d

La fonetion intensité ge cf

PlxX) = 2276< e m1 2000<Ix — gg»-1 _ 27<Cx — 15000 4 2994< - 27051 1)
X
En utilisane ja relation FT =f pdx, on obtient

Frix) = 2276<,29 _ 2000<x — g0 7~ 150> 4 2994<Cx ~ 37050

X
De nouveau, ep Partant de | Ielation Af :f Frdy, on Obtient :

Teprésenté par une droite in
276 pour =150 cm o
S tracé dapg |3 Fig, 641

Le point auquel Je cisaillemen; €5t nul soyg

SANE Fon = 0 dang i'é
T cette région, L’8quation (2} d

clinée joignan;
L de — 2994 pour

Ia charge

qUation dy
onne :

§ ¥ isai résents,
C’est le peint D dans le diagramme de cisaillement rep,

vaieur ;

On peut siors tracer le diag_ramme du mome;‘nt. {112?1 c;r;l-
se de deux droites dans la région de gauchp et la rég e
po]e et d’une parzbole dans la région de droite. Catte para :o
;i_sen[e une tangente horizunt_aie pour x = 16:) ;_tecdeifﬂ:;nme
représente dvidemment le‘maxlmum du mozmén . gr:
du moment est représenté dans ia Fig. 642,

On notera qu'il résulte du diagramme qu’i;' 'y ;a?ﬁ;;c ep;as
sai = 150. Puisque =
de saut du cisaillement pour x ) v f o
i ' donc pas de saut da
S peints de la poutre, il n'y g _ !
;(;Lr:ieledupdiagramme du moment en ce point. Il en résulte que

pour x = 150 cm.

2276 = 2000 — 27{x ~ 150) = ( d'oh

= leur 136560 kg.cm
& i ment est nul pour x = ¢ ot 3 paur va
5 Hquaton (j)t mg;l:r: q=uel51% TI?I est M = 161400 kg.cfn. Il_ast intéressant ::le.t calcté::er éemt e
5 L‘]aﬁlgllogl':fnpol-’int ol le cisaillement est nul, D’aprés Péquation (3) Ie moment en p
_pour x = s

Chapitre 6/Force de cisaillement et moment de flexion 99

X = 160 cm

pour
moment

= - 180) — 13,5010 = 162 810 kg.cm
Myoygo = 2276(160) — 2000(100) :

161400 kg.cm 162810 kg.cm

136 560 ¥z .cm

la droite et la parabole dn diagramme ont yne tangente commune

Probléemes supplémentaires

o 7 -

50 cm 150 cm

163 e¢m

270 e

Fig. 6-42

S poutres cantileve 5 rge TePrese nt les figures. Ecrire
Le: t. tilever des problémes 6.13 4 6.15 ont chargées comme le epresente E

5 cquatio a force de cisaliement et du momen € llexion ot e la poutre, Tracer ega-
uations de la force de cisaili tet ment de flexi en t poin P

les équa 5 d t t di T

lement les diagrammes de la force de cisaillement et du moment de flexion

6.13

Saf.

Cisaillement

Momen: de
tlexion

=—]DOkgpourU<.§<D,50m
=—300kgpour 0,50 <x << 1 m
==100x kgmpour 0< x < 0,50 m
= — 100x — 200{x — 0,50) kg.m
pour 0,50 <x <1 m

i e
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100;  Hésistance des matérioux Chapitre 6/Force de ciszillement et moment de flexion 10}
6.14. 6.17.
200 ke o ]
ERanaiit: Z
L r; e E
L—:.sn m‘“—ﬂL—I.SD -
Swl. Fr=—200x kg pour 0<x < [,50 m
earllement

Fr=—300 ke pour 1,50<x<3m

=
I

M = —100x% kg.m pour 0 < 1,50 m = 1750 kg pour 0 <x <1 m.
‘ M= = 300(x -~ 0.75) kg.m pour 1,50 <x < 3 m = 1750~ 1000(x — D kg pour 1 <x<4m
sgument de trrrr ’E"—.‘"L_' =—1250kgpour 4<<x <6 m
flexton Wb\]m kg =1750x kg.m pour 0 < x <1 m
225 kg-m T = 1750x —500(x — 1)* ke.m pour 1 <x <4 m
B . Moment de = .
Fig. 644 exion 12502 kgm pour 0 <z < 2m }
Fig, 647
6.15. 500 kg'm
00 ki-m -
IR
. T —x
Qy ! Z
S m———— 6.18.
Sal. ! Fr=0pour0<x<150m 430 kg-ma
Cisaiflcment w=-m " Fr == 600{x — 1.50) kg pour 1,50<x<35m - 1 =
- ]

500 kgam pour 0 < v < 1,50 m

M = —3500 - 300(x — 1 50)2 kgmypour 1,50<x<3,50m
Sol.
Moment de
Ilexion Cisaillement il i f L [H ! ‘ A
Fr =160 kg pour 0 < x < 2,50 m
g M =300 + 60x kg.m pour 0 < x < 2,50 m D
Fig. 645 b
. .\ \ 300 kg-m |,
Les poutres sur appuis des problémes 6.16-4 6,22 sont simplement suppattées aux extrémités st sont Moment de T
chargées comme le_ montrent les figures. Ecrire les équations de la force de cisaillement ef du moment de Mexion
flexion enr tout point de la poutre et tracer les dizgrammes de In force de cisaillement et du moment de flexion. Fig. 548
6.16
I"—“‘_‘ﬂ‘"—lm_ﬂL 6.19 600kg 1300 kg ¢
L L . I m-=f=1.50 2,50 m——oi ‘
L(lﬂkg(ml’ . ”H% o 200 kg ) J__ = e |
TE 1z | - -‘ ] ——=z
Y Sol.
Sel. Fr=1250— 100x kg pour 0 < x <2 m “ b T

i
1D ke mmﬁ‘m 4 Fp= 50— 200(x —2) kg pour 2 < x < 4 m L130 kg

Cisitzement |- 7T Fr=1130kg pour 0<<x < | m
25— \j\u\u 150 kg M = 1250x — 50x? kgm pour 0 < x < 2 m Cisaillement ¥ Fpr =530 kg pour 1 <x< 2,50 m
T © M= 250x - 2000x — 13— 100(x — 2)% kg.m Fr=—7170kg pour 2,50 <x<3m

peur 2 < x<4m M =1130x kgmpour 0<<x<1m

M = 1130x — 600(x — Dkg.m pour 1< x< 2,50 m
Moment de M =770z kgm pour 0 <<z < 2,50 m
flexion

Fig. 6-46 flexion
Fig. 649
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6.20).

1.800 kg-m
—

1.600 kg/m

Fr = 2800 = 1500x kg pour 0<x<3q

Fro=—12000 kg pour 3 < x « 4,50 m
M = 2800x — 3002 kem pour 0<Cx <3
M o= 2800x — 4800(x — 1,50) ke.m
pour 3<x <350y
M = 2000; kg.m pour 0 < ;7 < | m
Moment de
flexion
6.21.
Fpo= 8470 kg pour 0 < x <« 1,50 m
o Fr = 8470 — 10000 — 1200¢x — 1.50) kg
ol Pour 1,50 < x <5
g M o= 8470 kg.m pour 0 < x <« 150 m
Cisaillersent M = 84710y — 10006(x — 1 50) — 600(x — 1,50)% kg
PoUr 150<x <5
12705 kg [ i I8
Moment de 1 ENEE;
. v -
Nlexion '
Fig. 6-3
6.22.

x2
= 1500—?(1000) kg pour 0<x<3m

2
—1soo+2—(zooo; kg pour 0 <<z <3

x3
T =1500x*§(1000} ke.m pour 0 <x <3 g
3.000 kg-m _ : 23
Voment a. i _"l"""n....- M = 1560z ~ 1y 1900 ke pour 0 < 5 < 3
flexion
Fig, 6-52

Les poutres sur appuis des
comume e montrent les figures. Tracer
partics du moment de flexion.

6.24

—

Sol,

Cisaillenent

4
M% ke,
Momelnt de H YRR
flexion i 1.500 kg.m
<

Fig. 6-53

Pour les problimes

! ' , M1250 kg
-

Ciszillement

13 1350000 kg.cm
105000 kg.cm
L

Moment de Flexion

Fig. 6-53

6.25 3 6.28, appliquer les fonctions de singularité pour dcrire feg
de cisaillement et dy monent de flexion. Tracer jos diagrammes correspondants,
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problémes 6.23 et 6,24 sont en porte-d-faux auy extrémités et sont chargées
le diagramme de la force de cissillement ot également e dizgramme par

6.24 4
2000 kg
800 kg-m Fi
TR 4
A 1 W |
bt m ey 50 el By 5 :
= 5
3 ! i
Sof, 00 kg, ~ e i
fim,
Cisaillement { T? ‘ {11 i o - :
T
Moment ge
flexion

Fig. 6-34

équations dz la foree

625, l000ks 730k 1250 kg
f_so #50 % 50 ¥ 120cm -
or— ] ———
P =1750<x>""  1000<x - 6051 - 75pcy _ 12021
Réponse - 1350<x = 210370 + 1250 < — 330>~!
Fplx) = 1750<x>% - 1000 <x ~ 60> _ 750<Cx — 1200
T 750 kg = 1250<x - 210> + 1 250<x — 33050
1750 k,
1 : Mx) =1750<x>) — 1000<x - 60>! — 750y - 120>

- 1250<x - 210>! +1250<x - 330!
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4 kgfem

0 — ]
L_‘IS cm 150 cm__L?S ct_r_l_l
Réponse

257 kg Ir'\

Cisaillernent
27531 kg.em
12825 kg.cm

¥
343
N kg

19275 kg.cm

Moment
de flexion

Fig. 6-55

~T
/r\’ﬂ'rm 50 ka/m
L x

=
b3
b=l

o

L_Sm 3m__L_3m_J

Réponse

30 kg 165 k{l\
. H
Lisaillement L{—Nl 45 kg

W X
—

Moment de floxion

m

J‘j'“_-

Fipg. 6-57
4.28. 0.45 kg.om
5600 kgrem m—J-
o I/-‘ z

600 cm 600 em 300 em

21,5 kg TN
as 135 g

Cisaillement L.T_...__..___

Moment 4 06 ke.
de flexion ? £-om

Réponse

T !
12900 kx cm ’ 20:200 kyg.cm
2 .

Fig. 5-58

plx) = 257<x>"! — 4 — 7530 4 4y - 22550 4 343Cx - 262,831
Frixy=257<x>0 a4y - 7530 +4<x - 22530 + 24305 - 262,550
M) = 257>~ 2<x = 7537 + 2<x - 22557 4 343<x - 262,551

plx) =-—30<e>"! 0<x ~ 3> + 210 <x - g1
Frl) = —30<x>% - 5<x ~ 352 £ 210<x - g0
Mx) = —=30<x>! - 5/3<x — 13 4 210<x - g

plx) =—21,5<x>"! + 5600<x — 00>~2 + 156,5<x — 1200>"!

- 045< x ~ 120030 '
Frl) = —21,5<2>% + 5600<x — 600>~ + 156,5<x - 1 2000

— 0,45 <x — | 200>"
Mx) =—21,5<x> +5500<x - 600> + 156,5<x 1200 >
- 0,225<x - 1 200>%

CHAPITRE 7

Centres d’inertie, moments d’inertie et produits d’inertie des surfaces planes

MOMENT D’ORDRE UN D’UN ELEMENT DE SURFALE

Le moment d’ordre un d'un élément de surface autewr de tout axe
situé dans le plan de 1’élément est donné par le produit d2 k5 surface
de U'élément par sa distance & cet axe. Dans la Fig. 7-1, prr exempie,
le moment d’ordre un dQ, de I'éément da, autour de Izxe des x,
est donné par ;

dQ: = yda
Et autour de Vaxe des v par :

dQy = zda

Pour les appiications, voir le probléme 7.1. Fig. 7-1

MOMENT D’ORDRE UN D'UNE SURFACE FINIE

Le moment d’ordre un d'une surface finie autour de tout axe situé dans le plan de la sur-
face est donné par la sommation des moments d’ordre um zstour du méme axe de tous les
éléments de surface contenus dans la surface finie. Il est fiquermment ealculé & laide d’une
intégraie. En appelant @, le moment d’ordre un de la surfare finle :

Q = jd@;

Pour les applications, voir les problémes 7.1, 7.2 et 7.3.

CENTRE D’INERTIE D'UNE SURFACE

Le centre d'inertie* d’une surface est défini par les éguations :

_L”fi:& f“‘:g,

t==3 i ¥=—7F Y

dans lesquelles, 4 est la surface. Pour les applications, voir fes problémes 7.1, 7.2, 7.8, 7.10,
7.12, 7.13, 7.14 et 7.18,

Le centre d'inertie d’une swrface est le point dans leseel toute la surface powrait &tre con-
sidérée comme concentrée en laissant cependant inchangé ¥ moment d’ordre un de la surface
autour de tout axe. C'est ainsi, par exemple, qu'une plagee mince de métal resterait en équilibre
sur un plan horizontal en la supportant en un point situé directement en dessous de son centre
de gravité, g

Pour quelques surfaces, la position du centre d’inertis est évidente, Dans une figure symé-
trique, fels un cercle ou un careé, le centre d’inertie coinside avec le cenire géométrique de la
figure.

Ori désigne habituellement la position du centre d’inestie par une barre sur la coordonnée, Cest
ainsi que la coordonnée sur I'axe des x du centre d'inertie mt désignée par X.

* M.A.T, L2 contre d'inertic est trés souvent ppelé centre de sravitd et ces demx Enominations sont synonymes, Nous atiliserons
de préférence la premidre car, dans le domeine traité dans cet owvrage, la gaitaion ne joue awcun rdle dans la définition.
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MOMENT D’ORDRE DEUX ou
D’UN ELEMENT DE SURFACE

Le moment d’ordre
- dans le pian de la surface
distance 4 cet axe. Dans
Paxe des x est :

MOMENT D'INERTIE

deux ou momeng d’inertie
est donné par

dl.

¥ da
Et le moment d'inertie autour de Vaxe des v est :

dfy

2 da

MOMENT D'ORDRE DEUX OU MOMENT D

o# gbtient :

fdfy =

Pour les applications, voir les probiémes 7.4, 7.6, 7.7 et 7.9.

UNITES

Le moment d'inertie 4
en m* ou cm?.

THEOREME DES

AXES PARALLELFS POUR LE MO
FINIE

axe paralléle passant par le centre d'inertie de
le produit de la surface par le carré de la distance perpendi-
culaire entre les deux axes. Pour la surface de Ia Fig. 7.2, les
axes x5 et y, passent au centre d'inertie de la surface plane.
Les axes x et ¥ sont des axes paralléles 4 ceux ci-dessus et situds
i des distances T et ¥, des axes du centre d'inertie. Soit 4 |a

surface de la figure, pr et ])’c les moments d'inertie autour des

axes x et y. Nous avons aiore :
I = Ly + A{yy)?

I = Ly + Az

la surface, pius

Cette relation
7.8, 7.10, 7.11, 7.12, 7.13, 7.14 et 7.20.

SURFACES COMPOSEES

Le moment d’inertie d°

d’un élément de
le produit de la surface de ’élément par le
la figure précédente, le moment d’inertie 4r

"INERTIE D'UNE SURFACE FINIE

pour dimension [a quatriéme puissance d’une |

MENT D'INERTIE D'UNE SURFACE

est établie dans le Probisme 7.5. Pour les applications,

A5
une surface composée est 13 somme des moments d'inertie des surfaces

Chapitre 7/Centres d’inertie, moments d’inertie et produits d'inertie des surfaces planes
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' i, i 3 i éder & une intégration dans le cas
. Aussi, il n’est pas nécessaire de procé s
b 1’ense£?12tre divi’sées en rectangles, triangles, cercles, etc. . ., dont les moments indi
estpc?:r‘:nus. Voir les problémes 7.10 4 7.14.
80T .

swface autour de

tout a5
carré de 52 3§
autour dp .

2814 GIRATION .
= de Télément 0 D}? ani par [, le moment d’inertie d'une swface autour de l'axe des x, le rayon de
ésign: *

est défini par :

/A

T =

i i ié i ‘une longuewr et 4 !a dimension de la
i la dimension de la quatriéme puissance d’une ) ¢ b
squf,iis:n; d’une longueur, le rayon de giration a !a dimension d une longueur et
r‘ﬂz Sn cm ou en m. Il est souvent utile pour les comparaisons,
physique. Voir les Problémes 7.12 et 7.13.

!;y sont les coordonnées de 1'élément de surface de la Fig, 7.1.

ongueur, et s’exprim,

ODUIT D’INERTIE D'UNE SURFACE FINIE

e produit d’irertie d'une surface finie par Tapport aux axes X, ¥ dans le plan de la _?y.rfacis
onné par la sommation des produits d'inertie autour de ces memes axes de tous les élémen

face contenus dans la surface finie, Ajnsi :

I = f:ryda

‘aprés cette formule, il est évident que I, peut &tre positif, négatif ou nul. Pour les applications,
: les Problémes 7.15 et 7.17.

ITES

3 in . )
Le produit d’inertie a la dimension de la quatrieme puissance d'une longueur.
ne en m* ou en cm*,

Il s’exprime !

Fig.72 THEOREME DES AXES PARALLELES POUR LE PRODUIT IVINERTIE D'UNE SURFACE
’ FINIE

i Probiémes 7. Le théoréme des axes paralléles pour le produit d'inertie ’d’une su.rfaceA fin‘l_e enonce que le
Yol les Frobleme : Wt d'inertie d’une surface par rapport aux axes x, ¥ est égal au produit d’inertie au_tou:
dun systéme d’axes paralléles passant par le centre d'inertie de la surface, plus le ;l}rodLIlft dedlz
par les deux distances perpendiculaires de ce centrg AUX axes x et y. Pour la surface .
Fig, 72, les axes X et ¥, passent par le centre ‘d’inert:.e de la surface plane. Les z:ixes x te.re
sont des axes paralléles 4 ceux ci-dessus et situés a des_ disfancefs x, et y, des axes du c:n e
‘inertie. Soit 4 la surface de la figure et ‘rxc.vc le produit d’inertie autour des axes passant p
le centre d’inertie, on a alors :
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[11, = ‘rrc;!‘c + A.’El’ﬂ'x

Cette relation est établie dans le Probléme 7.16. Pour les applications, voir les Problémes 717,
7.18 et 7.20.

SURFACES COMPOSEES

Le preduit d'inertie d’une surface composée esh la somme des produits d’inertie des sur-
faces composant 'ensemble. Ainsi, il n’est pas nécessaire de procéder & une intégration dans le
<cas de surfaces pouvant Btre divisées en rectangies, triangies, etc... Voir les Problémes 7.17,
T.18 ot 7.20.

MOMENTS PRINCIPAUX D'INERTIE

En tout point du plan d'une surface, i} existe deux axes perpendiculaires autour desquels
les moments d’inertie de la surface sont maximaux et minimaux en ce point. Ces valeurs maxi-

males et minimales du moment d’inertie sont dénommées moments principaux d’inertie et sont
donnés par :

Udowe = ("’;;"“)Jf (250" + aar
g = (B3 0) = (520 4

Ces expressions sont établies dans le Probléme 7.19. Pour les applications, voir le Probléme 7.20.

AXES PRINCIPAUX

Les deux axes perpendiculaires passant par un point choisi et autour desquels les moments
d’inertie d’'une surface plane donnent un maximum et un minimum sont dénommés axes princi-
paux, Pour les applications, voir le Probléme 7.20.

Le produit d’inertie disparait si les axes sont des axes principaux. D'aprés lintégrale défi-
nissant le produit d'inertie d’une surface finie, il est évident que lorsque I'axe des x ou laxe
des y ou bien les deux sont axes de symsétrie, le produit disparait. Les axes de symétrie sont
alors les axes principaux.
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Problémes résolus

7.1.  Déterminer la position du centre d'inertie d’un triangle.

Introduisons le systéme de coordonnées représenté dans la Fig. 7-3.

L'ordonnée y du centre d’inertiz est définie par la relation :

fyda

¥ = a

Le plus simple est de choisir un éément tet que y soit constant dans tous les points de cet éiément.
La zone horizontale hachurée satisfait cette condition et la surface da de P’élément est égale & sdy.

Done :
J" yady

§ o= T

Le produit y 5 dy représente le moment d’ordre un de i"8lément autour de P'axe des x. D'aprés Ia régle des

triangles semblables 5/b = (h— y)/h.
En substituant cette valeur de s dans I'intégrale ci-dessus

1n b a d
J- vy (h—yldy

o I G

§o= e = “Jo Uy — 3% dy
2 N 2 /R w1
i Udlgizly — 318y = ;;:(g—“i/r = §h

A partir de la distance du centre J’inertie i chaque ¢Bté du triangle, nous pouvons déterminer
de fagon univoque la position du centre d’inertie.

¥y

— b —]

Fig.7-3 Fig. T-4

72 Déterminer la position du centre d’inertie dun demi-cercle,

Pour un tei contour, il est logique de choisit le systéme de coordonnées pelaires représenté dans
la Fig. 7-4, L’élément hachuré est approximativement un rectangle et sa surface a pour expression :
p d@ dp. L'ordonnée y du centre d’inertie est donnée par :

_ Jﬂyda ) J;Wjﬂ'r(psina)(pdadp)
S forfor/:da d

-
f [%/3); sing ds
0

-
f [o2/217 do
1]
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7.3

7.4,

Chapitre 7/Centres d’inertie, moments d'inertic et produits d’inertie des surfaces planes 1%
k1o

%af sin ¢ dg
a

—_—_—
rZJ’T
5 e
2 0

Par symétrie, on 3 natureligment : ¥ =

4r

i . e, face plane.
.o l1éles pour les moments d’inertie d uhe sur
i théoréme des axes para
tablir le
3= :

!
&
ElE3

!

]
1
[
o
=3
|

i centre
Ia Esenté la Fig. 7-7. Les axes X et ¥o passent par son :
5 o fane A représentée dans et . ¢ .
HSmt :uga;gsg,ﬂﬂﬂ est supposée connue. Les axes x ot ¥ sont situés respectivement i des dis
t:eé,::;es ¥, et xy des axes du centre d’inertie.
nces o

ent d’inertie autour de axe des x de I'élément de surface da est donné par :
Le monz

i = @ +y)2de

ent. d'inertie autour de P'axe des x de la surface entiére 4 est :
om:

I, = fa!I, = f (r+y)2de = f () da + 2 f viy'da + f W)Pde

La pr.emiére inzégrale de droite ost égale 4 3 fda =374, puisque ¥ est constant. La seconde

La surface hachurée de fa Fig. 7-5 e o
dont a découpé (2) up triangle de |5 ¢ sur
d'inertie des zones (2) et (3) op
nécessaire et upe addition suffir.

mpose d’un rectangle (/) de dimensiong 15 om s‘
7.5 em et (3) une zone en demj
t été déterminés.dans-les Problémes 7.1 of 7.2

» Une intépratio, %

égrale de droite est égale 4 : 2y, fy' da = 2y, (G} = 0, puisque Iaxe i partic duquel est mesurs
intégra

fy da
L'ordonnée y gy centre d'inertie est donpge par : y=
zone hachurée autour de P'axe des x. Op peut
rectangle, les moments d’ordre up du triangle

Le numéraceyr Teprésente g

) par le centre d'inertie de cette surface. La troisiéme intégrale de droite est égale a I .. qui
passe

i i ie. Donc :
’{st le moment d’inertie de la surface autour de I'axe horizontzl passant par le centre d’inertie u
ment d'ordre up de Ja ¢

mement d’ordre un gy

le calculer en Soustrayant g
et du demi-gercle, On obtient

b= L+ Al

Un raisonnement analogue dans l'autre direction montrerait que !

i 1 45)
BORISHT.S) = S7.5115)10) - 3OS ~ 22

L = I+ Afe?
. T & iqué & d faces pianes. On notera que l'un des axes
- ! 1 o éoréme des axes patalliles appligué & des sur aces p . ue
e 2 5”‘5)2 I Css‘tial;t:;:;u eéquatjon dsit passer par ie centre d'inertie de la surface. Le th?.nren;e peut e
_ e "inertie d’ i nt pas pa
D'Zioncer comme suit © Le moment d’inertie d’une surface par rapport 4 un axe ne passant pas p.
X da

De méme,

d'inertie de la surface est égal 3 la somme du moment d’inertie autour d’up axe pa}'allele pas:::t
‘ g . i : x e @inertic de la surface et dy produit de la meéme surface par le carré de fa distance en
I'abscisse ¥ dy centre d'inertie est donné par ¥ = par ke cenire
P

es deux axes.

il suffit de seustraire du mo
demi-cercle. On obtient :

Le moment d’inertic est toujours positil’ et présente un minimum pour les axes passant par le
centre d’inertic de la surface considérée.
{y

—o—‘b-r—-#‘

GLAIII:

1 1 B
(30NI511L5) — F7.5H15K2,5) — 575K (20)
= "u“_z"i 1 -
3 P - 2
{305 2{7,5)“5} 2r:(S)

= 1643 cm

Déterminer e momen
et paralléle 4 Iz base,

t d’inertie drup rectangle autour dhyp 4Xe passant par le centre

Introduisons e Systéme de coordonnées Teprésentd .dang la Fig. 7-6

de axe des x 2S5ant par le centze d’inertie est donné par : f .= 2 da. Par commodité, il estag
P P B ¢ ¥

50it constant dans out 'élément,

logique de considérer un lément te) que y
sentée posséde cette waractéristique,

: arz 12 ’
I, = f ¥hdy = b[%] = Lbks

=h/2

Fig. 77 Fig.7-8
La surface hachurée i'epr

-

" Trouver le moment d’inertie d’un rectangle autour d’un axe coincidant avec la base.
Le systéme de coordonndes représenté dans la Fig. 7-8 convient bien. Par définition, le moment

dinertie autour de Taxe des x est : I =fy2da. L'ordonnée y est constante en tous les points de

Vélément représentd, Doy :

A
I = f vhdy = Mk = g
0

Cette solution aurait pu également étre obtenue en a}:.vpliquant le thé_nréme des axles par?:::lzsuau
résultat dy Brobléme 7.4, 11 indique que le moment d’inertie par rappo,z:t ] I_a bas: est ?ﬂs;}tmde |
moment d'inertie par rapport 4 l'axe horizontal passant par le centre d'inertie et du pro
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surface par le & i Egi jame
p carré de la distance entre ces deux axes. Dong : En désignant par [ le diamétre du cercle, alors D = 2r et I = 7 0%164. Cette valeur est la moitié

de ceile du moment polaire d’inertie d’une surface circulaire pleine (voir le probléme 5.1).

= = A% - . .
Iz I + Alyy® = Tbh% + Bbh (-2—> = Lbk? Le moment d’inertie d’une surface en demi-cercle autour d’unt axe coincidant avec sa base est donc :
7.7, . . i 1ght =
Trouver le moment d’inertie d’un triangle autour d’un axe coincidant avec la base, = 2 TR

Intreduisons le systime de coordonnées de la Fig. 7.9, Le

moment d'inertie autour de la base horizontaje est : Y 7.10.  Calculer le moment d'inertie d’un profilé en T 5 et 4 e o
I = j‘ ¥ da : # g al;l_tou.r_ d’ur_\ axe horizontal passant par le centre Lr_ r‘_ m_‘—F z
' ' [ 1, ' . d’inertie, Fig. 7-12, “m{ o) L ®
hachugogg::%e J et constante en tous les points de Pélément Il est d’abord nécessaire de déterminer la position )
'_ ' _I;" z du centre d’inertie de la surface. Pour cela, prenons le @
PP —

h . systéme de coordonnées représenté. Par définition, I'or-
o= f s dy - donnée y du centre d’inertie est : *a
o Fig, 7-9 . 10 em
. . s yda
Selon la régle des triangles semblables, sfb = (h — y)h, done : s y= A
: u b 5 n 0 1 . , M
= = J; viplt~yldy = n [h f ¥rdy - I 38 tIy:’ = b Dans cette expression, le numérateur représents le =
o o moment d’ordre un autcur de l'axe des x de la surface —_
78 Tr R . entiére. On pent le calculer en multipliant la surface de ig. 712
axgu;;:salitmozn?m d ;neri;:e_ d’up triangle a‘utO}u d’un chacun des tprois rectangles 1, 2 et 3pcc|mposant e pro-
par le centre d'inertie et parzailéle 4 la base. filé en T par la distance 4 ["axe des x du centre d'inertie
i ‘gunsli:démns Paxe x; passant par le centre d’inertie et faisons du rectangle particulier. Ainsi :
cotnauder Laxe des x avec la base, comme le montre la Fig, 7-10, (BIA4N2) + (HIANT) + BiAK2y
: - N . s F= =47 cm
dpn sait, d'aprés e ‘Prablt_ame 7.1, que U'axe x, est situé 3 ’ 16)4) + (1404} + (6)(4}
lt{r]le 'Stamd‘* de lz base égale & k/3. Le théoréme des axes paral-
vles nous dit éga) : . . e s . N
“galement que : Le centre d'inertie est donc situé & 4,7 cm en-dessous de U'axe des x. Dans la Fig. 7-12, 'axe horizontal
I, = I‘c + Alyy)? Fig. 7-10 passant en ce point est désigné par xg. .
Mais 1 &6 déterming X ) - 1l existe plusieurs méthodes permettant de déterminer le moment d'inertie cherché, L'une de ces
o ;gsoudrc oﬁrn}f_ne dans le Prob}en’le 7.7 et A ainsi que ¥y (= 1/3) sont connus. Nous pouvens méthodes consiste & calculer le moment d’inertie autour de I'axe des x de la surface entiére, puis 4
pour linconnue recherchée "-\'G' En substituant : ’ appliquer le théoréme des axes paraliéles pour transtérer le résultat & Paxe X
1,,. 1 Y Le moment d'inertie autour de 'axe des x est la somme des moments d’inertie autour de ce
o= L+ s () ou I, = —opp - méme axe de chacun des trois rectangles composants. L'expression du moment d'inertie d’un rectangie
12 ¢ T 3 3 za bk - . X :
/ 36 autour d'un axe coincidart avec 53 base a ét¢ Etablie dans = Probléme 7.6. Notons qu'fl est plus com-
79 Trouve a . mode de subdiviser comme neus 'avons fait le profilé en T en trois rectangies plutdt que de toute
r le moment d’inertie d’un cercle autour d’un autre maniérs, parce que leurs moments d’inertie autour de 'axe des x a été caculé dans le Pro-

diamétre, bléme 7.6, Ainsi:

‘(_Z‘hoisissans l'%iémenl hachuré représenté dans la Fig. 7-11 T IR ST ARy = 2018 et
et utilisons un systéme de coordonnées polaires, Le rayen du ’

cercle est désigné par », On peut maintenant appliquer le théoréme des axes paralléles pour trouver le moment d’inertie

P autour de U'axe des x, de la figure entiére, ce qui donne -
our trouver f,, nous avors la définition i, :fyZ da, I, = Lg + Ay P 3.915 = Lg + 104i4,77, g = L617 cm®

Mais : y=psind et da = pdf dp. D'oh :

2T r ar
j; f elsin?e pdadp = f sin & de [Las)]
i) .
R o La position de l'axe est 4 : (14 — 4,7) = 9.3 ¢m en-dessous de I'axe horizontal passant par Je
= f‘f-”sinﬂs ds = T ’ centre d'inertie. Pour reporter le moment d’inertie connu depuis Faxe x5 jusqu’a laxe x,, on peut
4.4, appliguer le thécréme des axes paralléles. On trouve :

7.11.  Calculer le moment d’inertie du profilé en T du proviéme 7.10 azutour d'un axe hori-
zontal des x passant par son extrémité inférieure.

I

Fig. 7-11 L, = Lo + Aly,)? = L617 + 1049.3) = 10612 cm®

Il faut bien noter que I'on ne peut appliquer le théoréme des axes paralidles que si un des deux
axes concernés passe par le centre d’inertie. Il n’est pes possibie, par exemple, de transférer de l"axe



https://book4yours.blogspot.com

114  Résistance des matériaux

7.13.

des x 4 I'axe des x en ajoutant simplement dans le deuxiéme membre le produit de la surface pa‘l:_ le ‘
carré de la distance entre ces axes. La raison en est Qu’aucun de ces axes ne passe par le centrs d’inertis
de la figure,

Caleuler le moment d'inertie et le rayon
de giration du profilé en U de la Fig. _’]‘2"’! 10
7-13, par rapport 4 un axe harizontal
passant par le centre d’inertie.

8E® . @

Le centre d’inertie se trouve sur l'uxe

des ¥ et sa position est donnée par : Tom ! @ : .
S _ i i Fie 715
F== ig 7+

Le numérateur de cetie expression représente le moment d’ordre un de la surface autour de l'axe des
x. La surface entiére se compose des trois rectangles représeatés. Le moment d’ordre un de chacun de
ces rectangles autour de l'axe des x est donné par le produit de sa surface par la distance de son centre
d'inertie i l'axe des ¥. Donc :

2HI0I5) + (200201 + EHI0KS) _
TTRNION F QOND) + (108

e

L'axe horizontal pussant par le centre d'inectie est désigné par x.; dans la Fig. 7-13.

Il wst commode de cateular d'abord le moment d'inertie par rapport & l'axe des x. Pour chacun
des trois rectangles, le moment d’inertic autcur d'un axe passant par sa base est donné dans l Pro-
bléme 7.6 ot est égul d i, = bh3[3. Pour le profilé entier, on a :

1

I !
fo= (20100 + T + 0P = 1.387 cm*

Ll

Daprés le théaréme des axes purailéles :
Lo=ig+ A0 F. 1387 = 15 + 80BF et /g = 667 cm®

Le ruyon de giration par rapport 4 axe des T oSt e o= LA = /667788 = 2,89 cm.

Calculer le moment d'inertie et le rayon de giration du profilé en [ de la Fig. 7-14
autour d’un axe horizontal passant par le centre d’inertie.

Le centre d'inertie se trouve sur I'axe des ¥ et sa position
est donnée par :

Tvda
A

y=

La section entiére peut étre décomposée en cing rectangles et il
est possible d’obtenir le numérateur de la fraction ci-dessus par 8cm
une simple addition :

B4)2) + 22{4)(11) + B(4)(2) + 6(4)(20) + 6(4)(20)

M) + 22)(4) + @) + (6)(4} + (6)(d) r :
4¢cm : @

= 16,28 cm TL._E U D S

Fig.7-14

g

P =

e ) o]

L’axe horizontal passant par le centre d'inertie est désigné dans
la figure par x5,

Caleulons d'abord le moment d'inertie par rapport 4 laxe

des x. Le moment d’inertie de chacun des reczangl_us L, 2' et 3.
est égal &/, = bh3{3. Pour les rectangles 4 et 5, il est nécessaire

Chapitre 7/Centres d'inertie, mements d’inertie et preduits d'inertie des surfaces planes 115
P

de calculer d’zbord le moment d'inertie autour d’un axe horizontal *p passant par le centre d'inertie
de ces rectzngles ot ensuite d'appliquer le théorime des axes paralléles pour reporter le résultat sur
'axe des X

Pour la surface entiére, on trouve alors :

= (UBNBEP + 3227 + 18P + [(1/12y6147 + 2072
= 33800 ¢cm*

L'application du théoréme des axes parailéles donne. :
Le=Ig + Ay, P, 33.800 = Leg + 200010,28)2 0t 7, = 12,665 cm®,

Le rayon de giration par rapport 4 Iaxe des X osst
st = el = /12.665/200 = 7.96 cm

Caleuier le moment d’inertie autowr d’un axe horizontal passant
par le centre d'inertie de lg surface rectangulaire creyse de la
Fig, 7-15.

¥

}
e e

L2 position du centre d’inertie, qui se trouve sur Jaxe des y est N
A K 4 em
donnée par : *_
. Jryde oem
J=
A
‘f" Gk_i_r_ 5
Pour caleuler le numérateur, il suffit de soustraire du moment d'ordre un 10cm / =
du rectangle entier de 16 <m par 20 em awtour de Paxe des x, le moment ] 1;
d'ordre un du petit rectangle de 4 cm sur 6 em qui a &té enlevé. Ainsi : . 4 Lr_ -
- HON0I0) — (ayex 1 h) Fig. 713

= e ———————— = 976 cm
! H6N20) — (36

L'axe horizental passant par e centre d'inertie est désigné par ;.

Nous allons d'abord calculer le moment d’inertie du rectangle entier de 16 cm sur 2p om autour
de I'axe Tz, Cecd s'effectue en déterminang 1o moment d'inertic autour d'un axe horizontal passant par
le centre d'inertie de ce rectangle (en supposant que e (rou de 4 em sur 6 em n'existe pas}, puis en

transtérant le résultat sur axe des xp;. L'application du théoréme des axes parzlléles au rectangie entier
de 16 ¢m sur 20 cm donne ;

Lo = IA06)209 + (16n20)10 — 9.76) = 10.685 cm*

.On cbtient de la méme maniére le moment d'inertie du rectangle de 4 ¢m sur 6 <m oqui a &té
enlevé par rapport i Iaxe des X, On calcuie dabord ie moment d'inertic par rapport i I'axe hori-
zonlal passant par son centre d’inertie, puis on le transfére sur Iaxe des Xg- Cela donne :

Tia = (/1208061 + (N6NLE — 9.76)2 = 324 o

Le moment d'inertie de la surface creyse rectangulaire est alors :

fo = 10.685 ~ 324 = 10361 em*

Déterminer le produit d’inertie d"un rectangule par rapport aux
axes x-y, comme le montre Iz Fig. 7-16.

Utilisons la définition .’xy =fxy da et appliquons la A I’élément

hachuré de la figure. En intégrant ;

=k pr=p P —
Iy f ‘J zydedy = f [%-:' ydy
y=q r=0 ¥=0 =

_ b ¥2 i 7%
=S5 -8 »

Fig, 7-15
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7.16

7.17.

o

¥
1,25 cm
—_

12,5 cm

‘II.ZS cm
x*

Fig. 7-17

75 ¢m

®
—

Fig. 7-18

Etablir le théoréme des axes paralldles pour le produit d’inertie d’une surface plane.

Dans la Fig. 7-17, les axes *g el Y passent par le centre d'inertie de la surface A. Les axes x ety
sont situés respectivernent aux distances conpues ¥y et x| des axes passant par ¢ centre d’inertie.

Pour I'élément de surface da, le produit d'inertie par rapport aux axes x, » est donné par ;
dlyy = (2 + 2y + o) dz dy

Le produit d'inertiz par rapport aux axes x, p de la surface entidre est -

f iy, = _U {2 + &)y, + ') de dy
J'Jﬁ Ty d2 dy + fjl =y dzdy + ff xyy dedy + ff 'y’ de dy

Lz premiére intégrale du coté droit est ég’aie i;rlylA, puisque %, et y, sont constants. La seconde et

la troisiéme intégrales disparaissent, cor " et »" sant mesurss i partir d'axes passant par le centre d’inertie
de la surface 4. La quatriéme intégrale est égaie i I, , qui est l¢ produit d’inertie de la surface par
TApport aux axes passant par son centre d’inertie et paraliéles aux axes x,¥. On a ainsi :

Ty

Ly = 2l + L, (2)

Ce résultat est I'expression du théoréme des axes paraliéles pour le produit dinertie d'une surface plane.
On notera qu’il est nécessaire que les zxes *G. ¥ passent par le centre d’inertie de la surface. De méme,
Xy et yy ne sont positifs gue si les coordonnées x, ¥ ont par rapport au systéme x;, Y la position rela-
tive représentée dans la Fig, 7-17, 1 faut donc faire attention au signe ajgébrique de X etdey,.

Calculer I,y pour la corniére de la Fig. 7-18,

La section de la corniére peut étre décomposée en rectangles comme le montre la figure. D'aprés le
Probléme 7.15, on a pour le rectangle | :

Uyl = % (125" (12,52 = 61 cm®

Pour le rectangle 2, appliquens la formule (1) éu Probléme 7.16. Le¢ produit d'inertie du rectangle 2 autour
des axes passant par son centre d’inertie et paralléles aux axes x, y disparait, parce que ce sont des axes de

symétrie, Done pour le rectangle 2, !XG)’G = 0, Le théoréme des axes paralléles du Prebiéme 7.16 donne
done @ |

Uyydy = (4.365) (0,625) (1,25) (6,25) = 21,3 em®
Pour la corniére entiére, on a donc : )

I, =61 +21,3=82,3 cm*

7.18.
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(Saiculer le produit d’inertie de la corniére du Probléme 7.17 par rapport 4 des axes paral;
18les aux axes x, ¥ et passant par le centre d’inertie de la corniére.

i est d’zbord récessaire de trouver la position du centre d'inertie
de la section, c'est 4 dire de trouver x ety Ona:
5 = 12,51 (1,25) {0,625 + (6,25) {1,25) (4,375)
(12,5 (1,25) +(5,25) (1,25)
j= Q25 01,25 (6.25) + (6,25} (1,25) {0,625)
12,5y (1,25 + (6,253 (1,25}

= 1,87 cm

=437 cm

Appliquons maintenant le théoréme des axes paraliéles du Problime
7.16, cest-i-dire :

12,5 cm

!xy:xlylA +1

GG
Dans le Probiéme 7.17, on a trouvé ; Ixy =823 em*. Dong -

32,3 = (1,87) (4,37 (2342) + I

ol L= — 109 om?

Fig. 7-19

xEra

Considérons une surface plane A, pour laquelle I, 1, et I,, sont connus. Calculer les mo-
ments d’inertie le et Iyl ainsi que le produit d’inerije L », bour le systéme de coordonnées
¥y, ¥, Orlenté comme le montre la Fig. 7-20. Déterminer dgalement le maximum et le mi-
aimum de [xr

Fig. 7-20

Le moment d’inertie de la section par rapport i l'axe x, est :

I, = fﬁdﬁ = f(ycnsa—xsinﬁ)”du :

coszef-yzdﬂ, -+ sin2efzzdm - 2sin9c058f Xy da

i

I

t

I;cos?e + I, sin?s — 21, ain‘? cos §

< .
Jrz(1 4 ;cs‘ZH) + Iy<1 ;:)520) ~ I sin2
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L’équation (5} montre que !xl” disparait pour :

L = I +1.y I~ 1,
n = 3 /T e cns?ﬁ—fmsinza

On peut de méme obtenir Iyl en remplagant dans {"équation {4),8 par § + /2, ce qui donae :
I+ I, I.— 1,
L = (fTJ) - (—LE—J> c0s26 + I, sin2¢ ) (2)

s ?n ob‘,tient la valeur fie@ qu‘i rend le maximal ou mirimal en posant égaie 4 zéro la dérivée de
quation (/) par rapport 4 8. Puisgne L. 1, et Il,y sont constants, d'aprés 'équation (), ona:

o g2 = -

qui est identique 4 la reiation {3). Puisque I'éguation (3) définit les axes prEcipaux, il en résulte que le
produit d'inertie disparait pour les axes principaux. ’

Un profilé en Z en aluminium 6 Z 5.42 a les dimensions nomizsgles données dans la

i{ﬁ = =1 sme ) Fig. 7-22, Calculer I, I, et L, zinsi que le maximum et le mmimum du moment
ds T smE8 — 2 cos20 = g d'inertie par rapport aux axes passant par le point O.
En soivant : g2 = T _ _ @
¥
( 2 ) 8.9 crn___!

La représentation graphique de {"équation {J) cst donnée dans Ja Fig. 7-21 = T =

. ' I @ [ G|

i =

<

L, N - l

- - 7.5 cm
Cas 1 Cas 1 ; 0.9 crnI & l
i 721 ’ 59 -
. -7 CI
En portant dans Péquation {1} les valeurs de 28 fourrics par 'équation (2}, on obtient : Fig. 7-22
o+ TN
Bl = '\/ 3 @ 5
" La section peut dtre décomposée en rectangles 1, I et 3 comme le mmtice Ja figure. Pour caleuler 15

o . — e . X a T - ] A e Ao ra . . - |
j‘;n;i;ly?gtil:cd'f‘t‘ ::-gtl_'lecpolus se r.xdppurtc au Cas | et le signe moins au Cas . Ce maximum et ce minimum {gle:[d%ﬁn%ndizgtleu{j}‘ﬁ?‘lé:he r;s;ll;a[s cbtenus dans le Probléme 7-4. ainsi que le théoréme des axes paral

u e iNErGe correspondent aux axes défingg par I'éguation 13). O 5 2 ’, e o
dlinertie et les axes correspondant sont les axes {.)ri:'u:ip;uzx.q + On les appeie moments principaiee | M

alors détermine N = 3 = 3 = 4.
On peut alors déterminer ayyp & pastic de i I, = I (0.9) {13 + 2 !le (8} {0.9)" + (&) (0,9) (7,05} ; %69 cm
gy = { 5w I, = é (15) (0.9)° + 2 [% (0.9 (8)* +(0.9) (8) (445 | = 362 cm?
- = f (x cos 8 + v sin #){y cos & — x sin o) da ) On peut calculer le produit d'inertie par rapport aux axes x, y en apgiguant le théoréme des axes

paralléles pour le produit d’inertie donné dans le Probiéme 7.16. 1l fsut nomer gue le produit d'inertie
de chacun des rectangles autour d’axes passant par leur centre d'inertie et prailéles aux axes x, ¥ dis-
= cnszaf::yda - E-in%f 2y da : parait, pl}‘isque ce sont des axes de symétrie. D'aprés 'équation (1) du ProiEme 7.16, pour la section
en Z entiére, on 2 : ki

= | = 4
+ sine co”J‘ygda ~ SMCGSEI % da Ly = 2[(4,45) (7.05) (8) (09)] = 452 cm
Le maximum et le minimum du moment d'inertie par rapport aux aws passant pur le point O 1
= Infeos®e —sinZa) + =1} sine cose peuvent se calculer & I'aide de I'équation (4) du Probléme 7.19. Eile donne -
- g
L=hy o, 969 + 352 (968)° — (3627 s‘l‘
= ("‘*2—4) sinls + I, cosis (5) Uz max = 3 + — + {5 ‘ . E*;

min 13
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- 4
Uy dmix = 1445 om ¥ ,
= 4
(e dmin = 113 om y
L’orientation de ces moments principaux d'inertie s"obtient 4 7/__._’
l'aide de I'équation (3} du Prebléme 7.19, ce qui donne : ™~
452 DA% N
tg 28 = — ~————— = - | 489 7]
(969 - 352) “\jzs"
2 \\\
6=—-28" —118° () | /
les moments principaux d’inertie donnés dans les équations (/) /
et (2) correspondent aux axes. principaux donnés par 1'équation Fig. 7-23

{3). Ces axes principaux sont représentés en traits disconsinus
dans la Fig. 7-23.

Probléemes supplémentaires

7.21.  Trouver la position du centre d’inertie de la surface hachurée représentée dans la Fig. 7-24. Y s'agit d'un
demi-cercle dont on 2 enlevé une partie rectangulaire. Rép, : x=0, =560 cm

722 L
Lo e

7.22.  Trouver la position du centre d'inertie de la surface hachurée de la Fig. 7-25. Rép. : ¥=0,y=837cm

Fig. 7-24

¥ ) ¥

o
:tm 12em
;)

2em
] h ® g em—a]
Fig. 7-25 L—nncm—.-i-—_mem——l f . Fig. 726 em

12 cz-

7.23.  Trouver la position du centre d’inertie de la surface hachurée du rectangle qui subsiste aprés l'enidvement
du triangte équilatéral de la Fig. 7-26. Rép. : X =0, Yy =82 cm

15& \
-y ’ zq
\:}/ | Z
att—ene [ 2 o]

16 cm

Fig, 7-27 Fig. 7-28

7.24.

7.25.

7.26.

7.28,

7.29.

7.30.

et
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Caleuler le moment d'inertie d’un triangle équilatéral de 32 om de ¢oté autour d'un axe passant par
le centre d'inertie et paralléle i la base. Rép. . !xG = 374,1 em”.

Calculer le moment d’inertie d’un quart de cercle de tayon 4 cm autour d'un diamétre coincidant avec
un c¢oté du guart de cercle, Rép. :Ixc = 5027 cm".

Calewler le moment d'inertie de la figure en forme de diamant représentée dans Ia Fig, 7-27, par rapport
i laxe horizontal de symétric.  Rép. : Iz = 1365 cm®.

Se reporter 4 la Fig. 7-28. Calculer le moment d’inertie autour de 'axe des X de la portion hachurée
subsistant aprés l'enléva;nent du cercle de la surface carrée. L'axe X est axe de symétrie,

Rép. i Iy = 6126 cm

o0
—-<I4 cmr-—g Cmn—ni 4 e . " Yo
4 4
- 16 cm——rte—16 —
T cm[—‘ om; cmjcm _l‘u T
12 em cm
N |3 .
‘l 4 cmx R s
‘ ' _1_ z
4 em
Fig. 7-30 b—b—
e
Fig. 7-31
Fig. 7-29

Caleuler le moment d’inertie d’un profilé en I autour d’un axe horizontal passan{ par le centre d’inertie,
Se reporter 4 la Fig, 7-29. Quelle est la valeur du rayon de giration auiour du méme axe 7

Rép. 1 I, . = 3695 em*

e e = 4,80 cm

Trouver la position du centre d’inertie du profilé en U de la Fig. 7-30 et calculer le moment de la sec~
tion autour d’un axe horizontai passant par le centre d'inertie. Rép. :y=307 cm, [

Déterminer ie produit d'imertie d’un triangle par rapport aux axes X, y représentés dans la Fig. 7-31L.
Rép. 1 BRA2[24. :

Déterminer le produit d’inertie du triangle de la Fig, 7-31 par rapport aux axes X, et y,; passant par
le centre d’inertie. Rép. 1 —b2R2/72, : -

¥ ¥c
Soit' la surface plane représentée dans la Fig., 7.32. Calculer les
moments d’inertie et le produit d'inertie par rapport aux zxes Xg ET
et y¢; passant par le centre d'inertie. Calculer également le moment «
principai d’inertie. par rapport au ceatre d’inertie. ""‘17
p - = 4
Rép. : ng 39819 cm’ g
Loy = — 5832 emt n G zg
(Ixi]mu = 41223 cm* c
- 8 cm® :
I}‘G 14508 cm o 8 x
Uy dmin = 13104 cm* . e e —
750cm i3 em

Fig. 7-32

g = 1334 em®.
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‘NEUTRE

L'intersection de la surface neutre avec toute section droite de la poutre perpendiculaire &
axe longitudinal est appelé l'sxe neutre. Les fibres situées d'un coté de 'axe neutre sont
tes dans un état de tension et celles du ctté opposé sont toutes en compression.

CHAPITRE 8

Contraintes dans les poutres MENT DE FLEXION

La somme algébrique des moments des forces exbérieures i un c6té de toute section droite
ia poutre autour d’un axe passant par cette section est appelée le moment de flexion dans
te section. Cette notion est étudiée dans le Chapitre 8.

TYPES DE CHARGES APPLIQUEES syR LES POUTRES

Les forées ainsi que les cou 1 t t 'axe lo tudin. o
oupies ge rouy
5 ant dans un plan contenant 17 X I!gl‘ ina e la
1 . ii En,t aglr sur la Sktmctu:e. Les forces sont considérées agu: perpendiculairemlem a ‘ax
Ongltl-ld nal et, par 119 pOfJIESE, le plan contenant les forces est un plan de symétrle de la \ i
Poutre:

FLEXION ELASTIQUE DES POUTRES

Les remarques suivantes s’appliq{zent seulement si toutes les fibres de la poutre ont un com-

ortement purement élastique.
EFFETS DES CHARGES

'CONTRAINTES NORMALES DANS LES POUTRES

¢ (a) de produire des
nposer des contraintes nor.
diculaire 4 I'axe. Les dé-

Dans les poutres possédant un plan de symétrie lon-
gitudinal et qui sont sollicitées par un moment de flexion
M agissant sur une certaine section droite, la contrainte
normale agissant sur une fibre longitudinale i une distance
y de l'axe neutre de la poutre, (voir la Fig. 8-2) est
donnée par :

; llement sur toute section droj
flexions des poutres sont étudiées dans jes C(}):at;jg:slz p(fgti rliitpen

TYPES DE FLEXION

My
T

!a portion de la poutre ent ig. 8-1, par exempie

o bas est sollicitée en ﬂeml‘;en Izsuieu;f force.s dirigées vers | ot I représente le moment d’inertie de la surface de la

par des forces ne formant pas des coua zﬂexmn b roduite 4 section autour de l'axe neutre. Cette grandeur a été Fig.8-2
ordinaire. Une poutre sollicitée @ bes ost dlt,e flexion - ; étudiée dans le Chapitre 7. L’établissement de cette

équation est présenté en détail dans le Probléme 3.1,

Pour les applications,.voir les Problémes 8.2 & 8.16. Comme le représente la figure, ces contraintes
arient depuis zéro sur I'axe neutre jusqu’s un-maximum sur les fibres extérieures. Les contraintes
- sont de tension d'un cdté de l'axe neutre et de compression sur l'autre. On les appelle souveni

- .coniraintes de flexion ou contraintes de fibres.

- Une poutre sollicitée er Fig. 8-1

COMPORTEMENT DES POUTRES

I est mmode de considérer une
inales. Par hypothé .

' POSITION DE L'AXE NEUTRE

) co
mikces longitud
d dire qu'il n’existe

Lorsque la poutre a un comportement purement élastique, ’axe neutre passe par le centre
d'inertie de la section, De ce fait, le moment d'inertie [ apparaissant dans I'équation ci-dessus
.de la contrainte normale est le moment d’inertie de la section autour d’un axe passant par son
centre d’inertie.

MODULE DE SECTION

La valeur de l'ordonnée y des fibres extérieures est fréquemment désignée par c. Les con-

SURFACE NEUTRE traintes normales maximales sont alors données par :

o Dans une Dotutre, jl
Nl a une extension nj §
Cette surface porte le nom de gy

existe toujou_rs u . Me
ne surface i ; = =t
une cont contenant des fibres qui ne sont soumises ¢ =7

raction, done 3 i
aucune confrainte de tension i
rfece neutre de la poutre, o de compression.

QLE o = T
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Pélasticité en tens
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n de la Chﬂrge,
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2 je Probléme 8.19.

Chapitre §/Contraintes dans les poutres

ur une poutre de section rectangulaire, Yéquation ci-dessus de la contrainte de cisaillement

ast la contrainte de cisaillement sur une fibre i une distance y, de I’axe neutre et h la

ur de la poutre. La répartition de la contrainte de cisaillernent verticale sur la section rec-
ire est donc parabolieue, variant depuis zéro sur les fibres extérieures jusqua un maxi-

o sur I'axe neutre. Ceite expression est établie dans le probléme 8.18. Pour les applications,

Les deux équations ci-dessus de la contrainte de cisaillement donnent les contraintes de
ement verticale et horizontale en un poin$, comme cela a été exposé dans le Probléme 38-17,
ue les intensités des contraintes de cisaillement dans ces deux directions sont toujours égales,

t contraintes au senil de plasticité du matériau.

wx {o1ees verticaleg

'un 03fs A
..<ment dans cetie coté d'une see

] tion uelco
Cttion, Cette notio . ndue d

n 2 été exposde

a¥NT DANS LES POUTREG

o § i e e msaxllen‘-len,, "
Lo L TG Ces coniraint,
5 ooe Ge cisaillemeny
Jement S0r 3 secti,,

Considérons une courbe contrainte-déformation telle que
o de la Fig. 8-4, dans laquelle ia limite de proportionnalité
e seuil de plasticité coincident. Faisons 'hypothése que la
on plastique c’est-a-dire la partie horizontale de la courbe
4tend indéfiniment. Cette représentation conventionnelie du
ymportement d'un matériau duciile est dénommée compor-
ment élastique parfaitement plastigue. Ici a,, est le seuil de
lasticité du matériau et e, est la déformation correspondant
cette contrainte. Nous admettrons que les propriétés du ma-
riau en tension et en compression sont identigques.

i

FLEXION PLASTIQUE DES POUTRES
Les remarques suivantes s’appliquent au cas ou gquelques unes ou toutes les fibres de la poutre ~

-

- ——

eame S I Fig, 8.
e SIS et Paxe
an 2 Sordonnée y o

. s esume par [ L,
‘_\mp_;iz:smancey

I contrainte de cisaillement. Cette

tions, voir les Problémes 8.18 3

u’;édre un’de la région hachurée de’
e, en détail dang le Chapitre 7.

. -7} YIRS 2 moment
g, JE SEEET g été 4y,
W e S le mom,

rtte \\\\.\\:‘y\*‘*“?“ﬂﬁ =
Ly o TEEWE The i3 egp., s ;
ay ; ':jll’lte maximale de cisafilement se

r les fibres extérieures, la con-

- 12 4 i
2 ONtrainte normale varje depuis zéro

MPORTEMENT ELASTIQUE-PLASTIQUE

COMPORTEMENT TOTALEMENT PLASTIQUE

des contraintes est représentée dans la Fig, 8.6,

o,

]

Pour des moments de flexion suffisamment grands, les fibres intérieures d'une poutre sont
ntraintes dans le domnaine élastique, tandis que les fibres extérieures atteindront le seuil de plas-
ficité du matériau. La Fig. 8-5 représente une distribution des contraintes de ce genre.

Lorsque les moments de flexion continuent i augmenter, on s’approche d’un cas limite dans
quuel toutes les fibres sont contraintes au seuil de plasticité du matériau. Une telle répartition
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2 mise quid une compression ou A une tension axiale. En outrs, on fait I'hypothése qu’une section
POSITION DE L'AXE NEUTRE oo

normale & I'axe de ia poutre avant application de la charge reste plane ef normale d l'af:_e aprés
l:?: application. Enfin, on admet que le matériau suit la loi de Hooke et que iz modules d’élasticité
tension et en compression sont égaux.

Lorsque le comportement de la pouire est purement élastique, 1"

centre d’inertie de la section. Mais, le comportement plastique s'eten
vers lintérieur, I'axe neutre passe de sa

a%e neutre pasgy
dani des fihyeg ex;

RS

Considérons maintenant deux sections adja-
position initiale en une autre teile que i foree’ centes ag et b marquées sur le cdté de la poutrs
) résultante sur une section queleonque disparaisse. Cocj est etudié dans le Probléme § 29: B¢ dans la Fig. 8-8, Avant charge, ces sections sont
0 le cas limite du comportement totalement plastigue, P'axe neutre prend une position -te : LI ralléles. Aprés application de Lz r;hargz, ﬁgﬁi
i la surface entiére de 1a section est divisée en deux parties égales. Cette situation est &g sont encore platies, mais elies ont toum
dans le Probléme 8.27. . : '

‘par rapport & I'autre dans les positions repré.
=f$tée§ olt  est le centre.de courbure de la
’ : R ‘poutze. [l est évident que les fibres de Ia‘ face
BT érieure de la poutre sont en compression et
HonET TOTALENENT PLASTIQUE . 'qug celles de la face inférieure se somt iégérement
i . : ! é ion. 1i d est la
Le moment de flexion correspondant au comportement totalement plastique est g ; allongées et sont en tension, La ligne o
moment totalement plastique et il est désigné par M,. D’aprés la cour

L yace de la surface dans laquelle les fibres n'ont
dmi lus haut, il be contrainte.défy : sté déformées pendant la flexion. Cette sur- .
admise plus haut, il ne peut pas se développer de moment plus grand. dite la surface neutre et son intersection _ o ‘
L ; ’ e p' : HR Iﬂz:: T:: sections est dite 'axe neutre. Pour trouver Paflongement de %a fibre longitndinale & une distance
e P rot‘)leme 8.23 montre que, dang urie poutre de section rectangulaire, le momey . -av(mesuxée positivement vers le bas), on trace une ligne de paralléie i ae, En appelant » le rayon de
lement plastique a pour expression M, = bk, (4, ol b est la largeur de la poutre ot g chi o4
hauteur. -

courbure de la poutre fiéchie, les triangies semblables cOd et edf permetient de caleuler la déformation
‘de cette fibre :
& _ oy n
0 P

o : Les déformations dans les fibres longitudinales sont donc proportionnelles 4 leur distance y de I'axe
Problemes résolus . pentre. o )
Puisque la loi de Hooke est applicable, £ = g/e ou 0 = Fe. 11 en‘resultla 1mmed1atentent que s.
e : contraintes existant dans les fibres longitudinales sont proportionnelles i la distance ¥ de l'axe neuire :
8.1. Etablir la relation entre e moment de flexion en un point quelconque d'une pc;

ia contrainte de flexion en un point quelcongue de cette section. Admettre que:

By
de Hooke s’applique,

o

Considérons une poutre de section rectangulaixg,
ien que le raisonnement soit applicable i toute section

S : itudi étrie. Dans ce cas
' . possédant un plan longitudinal de symct_ne , R
- ’ " " L : I ces contraintes longitudinaies ou de flexion ont Paspect
e ] 3 P oo
(a) O] - i

Soit un &ément daz de surface 3 wne distance y de
‘axe neutre, La contrainte agissant suz dz est donnée

par I'expression ci-dessus et, en conséquence, la force
Fig. 87 sur cet élément est le produit de la contrainte par la
surface da, c’est-3-dire :
e Do Ey
La poutre représentée dans 12 Fig. 8-7(a) et sollicitée par les denx coupies M est dong’ : . Tda’ ®
fibre statique, Puisque le moment- de flexion z méme valeur en tous les points de Ia poutre : : ’
done sollicitée en flexion pure. Pour d & =

t ) SR Mais la force longitudinale résultante agissant sur Ia section est nulle (_dansl le cas de flexion pure).
P © 4 un axe longitudinal. Les foress recherchées deviennen| i ; Cette condition. s'exprime en intégrant toutes les forces ¢F sur la section

extérienres par rapport au Douveau. corps, bien que ce soient des effets internes par rapport :

initiale non coupie, . I

. - . . By _ Ef N

- ) . : K —Zdz = = | yda = 9§

Le schéma de corps libre de Ia portion de la poutre i gauche duy plan coupant présente I : - : - f L4 “ e

de la Fig, 8-7(b), 1l est évident que le moment A doit agir sur i 1 15

sorte que la portion de gzuche de la poutte soit en équilibre stati g ‘n asi = i intépral ésente le moment d’ordre un de la section par
€ ; L ; : 3 da = 0. Mais cette intégrale représ

section découpée représente Ueffet de 1a portion de droite de la poutre sur lz portion de gaueh . et évident que‘/‘ 4 =

aue la portion de droite a été enlevée, elle doit atre remplacée

qui est représenté par le moment M, Ce moment est la résultante des moments des forces agi - a . s 5 yd=0et

! perpendiculairement 3 la section découpée et dans le plan de [a figure: 11 est maintenant nécess : Ecrire f yda =34, ol y est la distance au centre d'inertie de Ia section. Il en tésulte que y4 =0

! faire certaines hypothésss afin de cennaitre la nature de la vadarion de ces forces sur la section :

fapport 4 'axe neutre, puisque y est mesuré & partir de cet axe. D'aprés le Chapitre 7, nous pouvons

5 infing : © Puisque 4 n’est pas nut alors 7 = 0, Done, 3 condition que la loi de Hooke soit applicable, I'axe neutre
poutre est ¢omposée d’ur nombre infini de fibres lon_git!l' Passe toujours par le centre. d’inertie de la section.
amment de toutes les autres et qu. e :

e cisailiement. Chaque fibre n Le moment de I'élément de force dFF par rapport & I'axe neutre est donné par :

' b
dMd = ydF = y(‘“pydﬂ)
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{Jn o’hnent la résultante des moments de toutes ces forces en intégrant sur la section entidre. Elle doit
atre Egale au moment de flexion M apissant sur cstte secrion st on peut done écrire :

M o= E—if_-da 6)
Mais ﬁ‘j ¥y da, on a done :
u o= % i

1 faut bien nloter que ce moment d’inertic de la section est calcuié par rapport a ’'axe passant par le
centre d'inertie de la section. Mais on a treuvé précédemment

Ey
= Z¥ s
s o= = ®)
En éliminant o des deux dernitres équations, on obtient :
_ My
¢ = 7 (9)

Cette formule donne les coniraintes de flexion dans la poutre, M est le moment de flexion autour dun

axevpass:mt par son centre d’inertie et y la distange a 'axe neutre (qui passe par le centre d’inertie) de
la fibre sur izquelle agit la contrainte :

. ia valeur c!e » pour les fibres extérieures de la poutre est fréquemment désigné par ¢, Sur ces
fibres, les contraintes de flexion sont maximales et on peut écrire pour elles :

- T = 7 i10)

Une poutre est sollicitée par un couple de 8000 kg.em & chaque extrémité, Fig. 8-10.

La poutre est en acler de section rectangulaire de 2 cm de largeur et de 4 cm de hauteur
Calculer la contrainte de flexion maximale dans la poutre et indiquer la variation de la '
confrainte de flexion sur la hauteur de la poutre.

8000 kg-cm K000 kgcm

Fig. 8-16 Fig. 8-11
D'aprés le Probléme 8.1, la flexion se produit par rapport i l'axe neutre noté A.N., qui passe

par le centre ’cl‘l::]ex-gie de la section. Le moment d'inertie de la section rectangulaire cmbrée aurour
de cet axe a été cziculd dans le Probléme 7.4 ef i} eat :

3
!
f=n = E(Z)M]J = 10,67 cm*

_ !’D’apré§ le Probiéme 8.1, la contrainte a une distance ¥ de Yaxe neutrd est donné par la formule
g = My/, VFxg.‘S-I L. lunc toutes les fibres longitudinales de la poutre 4 la distance v de 1'aXe neutre
sont soumises i la méme contrainte de flexion donnée par la formule ci-dessus. i

P}usque M et [ sont constants sur toule la longueur de la poutre, il est évident que la contrainte
de ﬂexloq maximale acquiert sa valeur la plus élevée sur les fibres pour lesguelles y est maximal. Ce
sunt‘las fibres de la lface supérictire et de la face inférieure de la pouite et d’aprés la direction r.epré-
sentée lljﬁ la charge, il est évident que les fibres supérieures sont en compression et les fibres inférieures
en tension. Pour les fibres inférieures, » = 2 c¢m et la tension maximale est :

3.4,
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3.000(2) LS00 kaicm?
= ——— = 1.500 kgicm?
10,67 = 1.500

e
-

Pour les fibres supérieures, ¥ peuwi-&ire considéré comme négacif et
onoa ol

i
i
2em

5.000(—2}
T

= —1.500 kgiem?

Les contraintes de pointe sont done de 1300 kgfcm? en i
tension pour toutes les fibres de la surface inférieure =t de iem
1360 kg/cm? en compression pour toutes les fibres de fa face
supérieure. Conformément & la formule o = My, la contrainte

de flexion varie lindairement depuis zéro sur l'axe neutre jus- 500

qu'il un maximum sur fes fibres extérieures, La variation sur gemt T4
la hauteur de la poutre peut étre représentée par le tracé de
1z Fig. 812, Fiz.8-12

Une poutre a une section circulaire de 18 cm de diametre. Elle est sur appuis & chague
extrémité et porte deux charges concentrées de 10000 kg chacune, appliquées a 30 cm
des extrémités de la poutre. Calculer la contrainte de flexion maximale dans la pourre.

Ici le moment n'est pas constant le long de 0600 kg 1400 kg A
la poutre, comme cela était le cas dans le Pro- - Hem
bléme 3.2. La Fig. 8-13 représente le mede de :

ﬂ 10 em "'—'

]‘ AN
charge zinsi que Ie diagramme du moment de /' ™ ¥
flexion tracé selon les méthodes du Chapitre 6. /Z‘W}/T/ i

B

On notera que la portion de la poutre entre les {
deux charpes dirigées vers le bas de 10000 kg g
ast dans I’8tat dit de jlexion pure et gue dans

toure cette répion, le moment de flexion est égal

10,000 kg

a @ (10000) (30) = 300000 kg.cm, M
. i
D’aprés le Probleéme 7.9, le moment d'inertie LD Moment de Dexion ;
de la section cireniaire hachurée autour de Paxe . 1
neutre qui passe par le centre d'inertie du cercle 300,000 kgrem i
est [ = nD¥64 = q(18)%/54 = 5150 cm? i, 813 v

] i
L2 contrainte de flexion 4 une distance p de laxe neutre horizontal teprésent€ est ¢ = Myjf. 11 est i
évident que les contraintes de flexion maximales apparaissent sur les fibres des extrémités d'un diamétre
vertical notées 4 et B, La contrainte maximale est 1@ méme sur tous les points znalogues entre les charges
appliquées. Au point B, y = 9 cm et la contrainte dsvient :

= M = 524 kgfcm? en tension
3150

An point A, la contrainte de compression a pour valeur 324 Xgfem®.

Une poutre cantilever en acier de 5 m de longueur porte une charge concentrée de 150 ke
sur son exirémité libre. La poutre a une section rectangulaire de 3 cm de largeur sur 3em
de hautewr. Déterminer la grandeur et la position des contraintes de flexion maximales de
tension et de compression dans la poutre.

En appliquant les techniques du Chapitre 6, on trouve pour ce type de charge un disgramme de
moment de flexion de forme trianguizire, avec un maximum an mur d'encastrement, comme le montre
la Fig. 814{z). Le moment de flexion maximal est simplement le moment de la force de 130 kg par
rapport i un axe passant par le peint B et perpendiculaire au plan de la Figure. Il a pour valeur :
150(500) = 75000 kg. cm.
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150 kg
Sm . i
— —— !
1 B
A :
|
15000 kg.em
]
: !
I ——— —
Moment de flexion 3 ¢m
(e} b
Fig. §-14

Lo contrainte de flexion i une distance y de l'axe fcutre qui passe par le centre d'inertie de la
on est 0 = MY/l 1a signification de y est donnée dans la Fig. 8-14(5). Dans cette expression, 7
le montent d'inertie de la section par rappott i i'axe neutre er il est -

1 1
Fm bl = (5)8) = 2133 em®
I i IZ[))(S) 2133 ¢m

Do @ Uencastrement, ol le moment de flexion est maximal, la contrainte de tension est maxt
ie ans tes fibres supérieures de 1a poutre et est Sgale &

L 1 :
:'EL_. = 300041 = 1.+035 kyem?*

7 133

_que tous festpoints de la poutre sont fléchis vers le bas, il est dvident quii sagit d’une contrainte
o e o e S N . .

censan. Sur les fibres inférieures adjacentes au mur, le contrainte maximale est de compression et

LosTEL €

oug valenr 1405 kgfem?,

:prenons le-Probléme 8.4 dans le eas ol la poutre rectangulaire est remplacée par un
e (i commerce en acler désigné par H 160. Les tahles de profilés indiquent qu’il
st J'un profilé en { A aile large de hauteur de 16 em et quil a un poids de 45,8 kg
m. Caleuler les contraintes de flexion maximales en tension et en compression.

contiennent des tables donnant les caraciéristiques des profilés du com.
une nomenciature abrégée est présentée en fin du présent chapitre.

ceite Lable, le moment dinertie autour de I'axe neutre est de 2630 om?. AN

e
12 contrainte de flexion a une distance » de I'axe neutre est donnée par
. Sur fes fibres extérieures v = ¢ et

f
!

1. seetion de cette poutre est représentée dans la Fig. 8-15. La flexion T_
fuit autour de l'axe neutre horizonrtal passant par le centre d'inertie. Les S em 4
gkt

i Fig. 8-15

s est dénommé le module de section et il est habituellement désigné par le symbole Z.
sont évidemment cm”. Dans la table abrégée, on trouve que Z = 329 cm?. 3i on ginté-

clll AUX contraintes de flexion dans les fibres extérieures, ce qui est fréquemment le cas

¢ sonl les contraintes maximales qui sont les plus importantes, il est alors commode d'utiliser
section, particuliérement pour les profilés normalisés,

¥
Le

]
1
I

a e

:l

Les contraintes dans les fibres extérieures de la section adjacente au mur sont données par ;

M 75.000 2
= e— = e = 1 298 kpjem?
¢ 7 9 228 kpfem

2
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lei aussi, puisque les fibres de Ja partie supérieure saflongent, la contrainge »sr de wnsion. Lar fibros
de la partie inféricure se contractent et la contrainte est de compression.

Une poutre de 2,30 m de longueur sur
appuis aux extrémitds poite une charge
uniformément répartie de 100 kg par } cm /
métre linéaire. La section est rectangulaire 77,7,};77 e ! /
de dimensions 6§ em sur 12 em. Déterminer ; e ? -
la grandeur et la position de Ia contrainte i +30m i T remie
de flexion maximale dans la poutre. Cal- 500 kg 300 kg

culer également la contrainte de cisaille-
Ment en un point a 2 em en-dessous de
la face supérisure de la poutre, & mj-
chemin entre les appuis,

Cn a montré dans ie Probléme 6.3 que s
diagramme du moment de flexion d'une DOUtre
SUr appuis portant une charge uniformément . .
répartie £t3it une parabole variant depuis zéro Moment de rlexion
qux extrémités de la poutre jusqu'd un maxinum

aw centre de la poutre. Le momenr de flexion au Fig. 514
centre de cette poutre a pour valeur :
Mooas = 30000.23) — 3000.623) = 3125 Kz-m = 3250 Ly-om

T

Le diagramme du moment de flexion est tracé dans la Fig. 8-16.

Puisque e moment maximal de flexion se produit au centre de fa pourre, cest dmalement on es
poiat, pour ¥ = 1,25 m que se irouve fa contrainte de flexion maximale, Pour toute fibre situds i
une distance v de Paxe neutre de la section, la contrainte de flexion esr :

o= Med = 31023 g

aorés e Probleme 7.4 le moment Jinertie est

: 1
= bl = 612 = ded e

Daone, dans la section centrale

La contrainte de flexion maximale apparait sur ies tibres extrémes supérienres ou inféricures. Pour
les fibres inférieurs, ¥ = 6 cm et o

7 = 31250061864 = 217 kgem?

L'observation montre que les fibres de la foce inférigure s'allongent; donc la contrainte est de tension
dans ces fibres. Dans les fibres supérieures pour lesquelles ¥ = =6 cm, i apparait une contrainre de
compression de méme vaisur.

R oun point situé & 2 om en-dessous de 1z face supérieure de la poutre dans cette section centrale,
la contrainte de flexion est :

5 o= 3L.2000—-4)864 = — 145 kgiem?*

On notera que y a été pris comme négatif dans ce caleul, puisque le point considéré se Touve au-
dessus de Paxe neutre, [l en résulte que la contrainte de flexion est de compression, comme le montrs
le signe moins final.

Reprendre ia poutre uniformément chargée du Probléme 8.6. Caleuler la contrainte de
flexion maximale dans la poutre en tenant compte maintenant de son poids s’ajoutant
4 une charge de 400 kg par métre linéaire, La poutre est en acier et pése 7.3 kgidm3.

La poutre a une section de 6 cm sur 12 cm ; le volume d'un métre de longueur vsr donc a2
(61112} {100} = 7200 cm3 dont le poids est de (7200) (0,0078) = 56,1 ke.

Dans le projet, le peoids de la poutre est appelé le poids mort ot symbolisé par PM. On zeurt
considérer que ce poids augmente ia charge utile de 300 kg/m symbolisée C.U. La charge répartie
a8t donc égale & 400 4+ 38,1 = 4356,1 kg/m.
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La charge totale sur la poutre est de (456,1) (2,50, = | 140 kg, Lesg réactions d'extrémité sonr done
de 370 kg chacune ei le moment de fexion au centre de la poutre est :

Moors = 3T0{1.25) — 3700623 = 356 kg-m = 33.600 kg-em

Le diagramme du moment de flexion 4 le méme aspect que dans le Probléme 3.6, mais avec une ardonnée
au centre de 356 kgom.

La contrawte de Hexion maximale se produit dans les fibres extérieures 4 mi-chemin entre les applis
et est donnée par ¢ = My/f avec ¥ = 6 cm comme auparavant, En substituant -

x=2

33.60006)/864 = 247 kgiem?

T =
La valeur précédente de 217 kgjem?, dans faqueiie le poids de la poutre érait négligé étair inféricure
de 12,1 % au dernrer chirffre, En pratigue, il est donc toujours nécessaire de tenir compte du poids de
la poutre.

Une poutre cantilever de 3 m de longueur porte une charge uniformément répartie de

2000 kg par métre linéaire. Lu contrainte pratique admissible est de 1400 kgjem?® en

tension comme en compression. La section est rectangulaire. Culculer les dimensions en
tenant compte du fzit que la hauteur doit étre double de la largeur.

Le diagramme du moment de fexion POUT une <harge uniforme sur
une poutre candiever u ¢té tracé dans le Probléme 6.7, Clest une paraboie
variant depuis zéro 4 lextrémité libre de la pouire jusqu’d un maximum
i Vencastrement. La Fig. $-17 représante poutre chargée et son dia-
gramme de moment de tlexion. Le moment maximal § Uencastrement
<st donné par :

Meaz = 6.000(1,50) = 9.000 kg-m = 900.000 kg-em

Moment de
flexion
On noters gue e probiéme a pour objet fa conception d'une poutre,
tandis que tous ies problémes précédents de ce chapitre nécessitaient 'zna-
lyse de contraintes duns des poutres de dimensions connues et SOUINISES- d
des types variés de charge. Pour la conception, il suffit de considérer |a
section dans liquelle le moment de fexion est maximal, dong celle a
. l'encastrement. Nous uvons donc i concevoir une poutre rectangulaire
capable de résister & un moment de flexion de 900000 kKE.cm avec un
maximum de contrainte de flexion de | 200 kgjem?,

Puisque la section deit étre rectanguliire. elle aura ['uspect de la
Fig. 3.18 ol la largeur est désignée par £ et la hawteur it = 25, en accord
avec la spécification. Le moment d'inertie par rapport i ['axe neutre pas-
sant par le centre d'inertie de la section est :
1 1 2.,
= —bh = —b(260 =25
12 3

12

i
AN, ,

Fig.8-18

Sur la section i encastrement de la poutre, la contrainte de flexion est ¢ = My/. La contrainte
de flexion maximale en tension apparait 4 la face supérieure de la poutre, puisque ces fibres s'allongent
légérement et sur cette face, ¥y = b ot g = 1400 kgfem?. Alors :

o
My .
5 ¥ 1400 & 900.0005
H 2
5
3
d'oi b =988 cin et i =26= 1976 om.

Choisir un profilé en I 4 ailes larges capable de porter la charge de la poutre cantilever
du Probléme 8.8. La contrainte
1400 kgfem2.

Le diagramme du moment de flexion est donc le méme que celui représentd dans la Fig. 8-17.
Lc moment de flsxion muximal apparait 4 I'sncastrement et, comme précédemment o pour valeur
200000 kg.cm.

pratique en fension et en compression est fixée &

e

.10,

Chapitre 3/Contraintes dans ies poutres  §33
Dans chaque section du prolilé, la contrainte de flexion sur une fibre 4
une distance » de Paxe reutre de la section est domnée par o = Myft. Sup- o,
POSORS que a poutre soit orientés comme le montre 1a Fig. 8-19. Les con-
trnir}tes dz tflexion maximales se produisent pour la valeur maximate de y sur
fes VIibras extérieures. Désisnons Pl ¢ wette valewr maximale de V.ot o és[ la
moitié de la hauteur de Iz poutre. On peut alors éerire 1o contrajute de rlexion
maximale sous la forme -

AL,

7
-
4

- Hoou
Ve T %

ol Z est te module de section de a1 poutre,

et Luidermere cquation denne Z = Mjo . o Le modute de sestion cherché s'obiient simplement en
wugm't le rnoment_ de flexion maximal par la contrainte pratique admissible. Pour la poutre caniilever
considérée, on obiient

g Mmoo
T % T TTagg T em

Donc une poutre répendant aux conditions
I est cerres improbable qu'il existe un profilé normalisé présentant exactement
Habituellement, on prend un profiis
que ne dépassern pas ainsi (a valeur

posfes aura un module de section de 043 cm® au minimum.
ce medule de section.
donpa_nr cetre valeur de Z ou une supérieure, lu contrainte prati-
sdmissible de 1400 kgjem?2.

_En se teportaat au w?le‘au abrégé des caractéristiques des profilés cn | 4 uiles larges de la fin Jy
chapitre, on voit qu'un prefilé convient. H présente un module de section de 7372 cms Cest le profilé
Je poids te plus bas ayant 12 module de section requis @ H 220, )

Un £l d'ucier de 0.4 mm de diaméire est enroulé autour d’une poulie e

n 38 cm de dia-
metre. Caleuler la conirainte :

maximale de flexion dans le fil, Prendre £ =12.1.10¢ kgjem”,

Puisque le rayon de courbure du £i} est constant ot Ggal i
19 em, Féquation (7) du Problame 3-1 montre que le moment
M= FEljp est canstant en tous les points du fil Le il s¢ com-
porte comme une poutre en flexion pure. La Fig 3-20 repre-
3eNte un croquis agrandi d’une portion du fil. Pour toute fibre
du fil & une distange »ode Paxe neurre, Idquation {3 du Pro-
bléme 8.1 donne pour la déformation normale ¢ ;

Fig. 5-20

é =

T e

20 g désigne le rayon de courbure de la poutre en ce point. -

Ce sont les fibres pour lesquelles ¥ est maximai,
plus forte déformation. Le rayon de courbure est
iayon devrait étre mesuré dans I'axe neutre du il
19 em, ce qui peut raisonnablement atre négligé,

donc d (0,04)/2 cm de 'axe neuire qui ont Iz
d’environ 19 cm. Pour une plus grande précision, ce
maijs la différence ne serait que de (5,04)/2 om sur

La déformation maximale des {ibres extérieures est :

04)/2
= &1—49—)'f—"= 000105

LCS, fibres longitudinales sont soumises 4 des contraintes de tension sur un des cotés du fif et de
COMPression sur l'autre, sans qu’il apparaisse d’autres contraintes. Pour trouver lz contrainte o, on peut
utiliser la loi de Hooke :

7= £e= (2] x 18%)(6,00105) = 2.205 kgfom?

C'est la valeur de la contrainte maximale dans lg fil.

La poutre sur appuis de la Fig. 3-21(a) potte une charge uniformément variable de valeur
maximale de p kg par métre 4 son extrémité de droite. Pour un profilé en [ & ailes targes
du commerce H 200 pesant 64.9 kg par métre, calenler Ia charge maximale pouvang atre
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appliquée en tenant compte d’une contrainte pratique admissible de 1250 kg/em®. en
tension et en compression. Négliger le poids de la poutre.

AN

(a) (&}

Fig. 8-21

Les réactions sont facilement caleulées i partir de p en remplagant la charge répartie par sa résul-
tante. Comme la moyenne de la charge répartie est p;2 ke/m agissant sur une lengueur de 6 m, cetye
résultante est une force de 6{p{2) = 3p kp appliquée au cenrre d’inertie du diagramme de charge trian-
guiaire, c'est-d-dire 4 4 m A droite de la réaction R|. Eile est indiquée dans lz Fig. 8-21¢(h). La statique
montre immédiatement que R, = pHg et Ro = 2p ks

. ...sasﬁ%ﬁﬁiﬁﬁg;‘ “:3; kgm

b3 464 m—d

Moment de flexjon

Cisatilement

fa) hi {c)
Fiyg. 3-22

Les diagramumes de lu force de cisaillement et du momen: de flexion pour ce type de charge.ont
été tracés dans le¢ Probléme 6.4, Prenons un axe des x coincidant avec la poutre et ayant son origine
sur I'appui de gauche, La régle des trizngles semblables montre qu'd une distance x 4 droite de la réace
tion de gauche, la charge a une intensité de {(x/6) p kg/m. Cette portion de I poutre chargée entre _la
réaction R, ¢t la section x est représentée dans la Fig, $-22(a). En appiiquant la méthode du Probléme
0.4, {a force de cisaillement Fposur b section & une distance x de Pappui de gauche est :

ltx) 1 ¥
o= - Cx o= — —pxt
fr=p slzle P3P

Cette équation est valable pour toures les valeurs de x et peut servir & tracer aisément le disgramme
de cisaillement de la Fig. 8-22(3).

Le point de cisaiilement nui est trouvé en posant :

ey B
pepxion,  ded x = 12 = 3464 m
12
Clest également le point pour lequel le moment de flexion est maximal.
Le moment de flexion M sur la section & une distance x de l'appui de gauche est donné par :
I x)_ X i <
= - ={= el & A
M= px =i = - o
Cette équation est ¢galement valable pour toutes les valeurs de x et permet de tracer le diagramme du

moment de flexion de la Fig. 8-22(¢). Au point de cisailement nul, x = 3,464 m. En substituant cette
valeur dans {'équation ci-dessus, on obtient le moment de flexion en ce point :

pm L 2 3 - -
Meczar = pii/12) - EP(\/IQJ) = 32/ 12 = 231p kg-m = 23ip kg-om

8.12.

8.13.
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Cest le moment de flexion maximal dans Ia poutre,

La contrainte de flexion Sur toute fibre 4 une distance v de l'axe neutre est donnge rar g = Myf,
D’aprés la table en fin du chapitre, e moment d’inertie de 1 pouire est égal 4 3950 em*. 1g CONIrainte
de flexion maximale apparait sur les fibres inférieures ol y = 10 om sur la section sur laqueile le moment
de flexion est maximal. Cette contrainte est égale 4 1250 kgfem? et par suite, o = v/l devient -

_ (231p) (10} —mn
1250 W ou »=3220 kg/m

f— b bt

N T
Vs | !
AN, AN //
h —i kR D
/ // i

, ||

v’
Y "
e}

Fig. 8-23 Fig. 8.24

Etablir le module de section d’une poutre rectangulaire.

Soit A fa hauteur de la poutre et b sq largeur. On admet que la flexion se
nentre passant par le centre d'inertie de la section. Le moment d'iner
= phh3f12.

produise autour de I’axe
tie par rapport & laxe neutre est

La distance des fibres extérieures & Paxe neutre est k72, habituellement désignée par o

Sur ces
fibres, les contraintes de flexion maximales sont données par :

- Me _ oy
Toax = T - E,;

Le rapport //e, déncmme module de section est habituellement symbolisé par Z. Alors : Tnax = MIZ.

Pour la poutre de section rectangulaire :

z = L _ bhnz _ ome
T T ¢ T TwE T G

Le module de section Z a comme unités cm3.

Une poutre de section rectangulaire doit étre découpée dans un rondin cylindrique de
diamétre D. Quel doit &tre le rapporc de la hauteur de la poutre a sa largeur powr abtenir
une résistance maximale en flexion pure ?

La section de la poutre est représentée dans ie croquis de lz Fig. 824, ol # est la hauteur de la
poutre et b sa largeur.

On admet que la flexion se produit par rapport 4 l'axe neutre horizontal représenté. Les contraintes
de flexion maximales se produisent sur les fibres extérieures de la section rectangulaire & une distance
772 au-dessus ou en-dessons de l'axe neatre, Les fibres situées 4 une distance ¥ de l'axe neutre sont
soumises & une contrainze de flexion g = My/ el I est le moment d'inertie de la section Tectangulaire
dutour de Paxe neutre et a donc pour valeur 543/12. Sur les fibres extérieures y = #{2 et en cet endroit,
les contraintes maximales deviennent :

o MR M -
Tmax = TR T BheE

Cette équation montre que le moment maximal i pouvant étre appiiqué sur 1z poutre pour une
valeur donnée de la contrainte de flexion maximale est :

M= g bAYE (

S
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8.14,

Pour obtenir le maximum de résistance, donc le moment maximal M, il faut rendre maximal e
produit bh2, puisque T max ©5f conmstant pour un matériau donné.

Pour obtenir une valeur maximale de ##A2 il faut UeXprimer en fonction d'une variable indépen-
dante, disons b, et ceci peut se faire en partant de la relation du triangle rectangle : b% + 42 =[?, Donc:
bt = WDE—b2) = pD - o
Le maximum de »A? s’obtient en égalant 4 zéro sa dérivée par rapport & & comme suit :

2
%i = E%(Mﬂ-—bﬂ) = DT3B = (M) - 35 = a2 _ gk — g

En résolvant, on trouve hfp = V2. Cest le rapport cherché pour que la poutre puisse supporter un
moment maximai M,

Notons que I’expression dans le dénominateur de Ia partie de droite de Uéquation (1), bA36 est
le moduie de section d’une poutre rectangulaire. Pour obtenir la résistance la Plus élevée d’une poutre,
c'est donc le module de section qui deit étre la grandeur qu’il faut rendre maximale.

Une poutre est soilicitée par une couple
de grandeur 50000 kg.cml.J La poutre est "o <5om 0900 kgem
formée par un profilé en T dont les di- n
mensions sont données dans la Fig, 8-25. E
Déterminer la valeur et lu position de Ia

contrainte de tension maximale, ainsi

que de la contrainte de compression

maximale, Fig. 8-25

0 est d’abord nécessaire de trouver ia position du centre dinertie de la section puisque Fon sait
que l'axe neutre passe par ce centre. Pour faire cette opération, prenons le systéme de coordonnées
¥, ¥ et precédons comme dans le Probléme 7. 18. L'ordonnée y du centre d’inerrie est donaée par :

-

ol le numérateur du terme de droite représente le moment d'ordre un de la section entidre autour de
I'axe des x, Le profilé en T peut &tre considéré comme compesé de trois rectangles indiqués par des
traits interrompus et cette expression devient :

10(2)(3) + [4(2)1)]2

T @ T g = AR em

Le centre d’inertie.est done situé a 3,22 cm au-dessus de 1'axe des x, Laxe horizontal passant par ce
point est noté xg, comme cely est porté sur la figure.

Le moment d'inertie autour de Paxe des x est la somme des moments d'inertie par rapport i ce
méme axe de chacun des troig rectangles composant la section. Ainsi :

{ 1
L= %(4)(2)’ + S0P + (4P = 688 om*
Le moment d'inertié autour de i'axe des *g; se caleule sn appliquant le théoréme des axes ‘paral-
leles. On obtient alors :

L=l AP, 688 = Lg + 365,228 @ [g = 315 om®
Pour la charge représentée, il est clair que les fibres en-dessous de l'axe X sont en tension et
que celles au-tlessus de cet axe sont en compression. Soient ¢ et ¢y, les distances des fibres extrémes

i 'axe neutre xg, comme représenté. 11 est évident que ¢t = 3,22 cm et &5 = 6,78 cm. La contrainte

- Chapitre 8/Contraintes dans les poutres 137

de tension maximaie apparait dans les fibres situées sur 85 et est donnée par ¢ = Moy fT ol T oest le
moment d’inertie de la sectior. La contrainte maximale de tension est :

g = Me/l = 50.000(3,22)/315 = 511 kegfem?

La _contrainte‘ de compression maximaje apparait dans les fibres en A4 ot est donnée par Me,/i.
Pour avoir un systéme cohérent de signes algébriques, il est nécessaire d’assigner tne valeur négative i
c1, buisqu'il se trouve sur le coté opposé de ¢, par rapport i l'axe x5, D'od ;
¢ = Mey/f = 50.000( — 6,78)/315 = —1.076 kg/iom?*

Le signe négatif indique que la contrainte est de COmpression,

Une poutre sur appuis est sollicitée par un couple de 250 kg.m conume représenté dans
la Fig. 8-26. La poutre est un profilé en U Calculer les contraintes de tension et de
compression maximales dans la poutre,

!-—-«——3m—f-——-4-—-'." 2m——-1 LE !
s 3em ¥ F/- {7 cmxa

ST T

..fm‘ 4 z

-1

g
£
LT

Fig. 8-25

Fig-3-27

Le diagramme du moment de flexion dans ce type particulier de charge a &té tracé dans ie Pro-
bléme 6.11. Il a Paspect représenté dans la Fig. §-27. '

I est ensuite nécessaire de trouver la position du centre d'inertie de 1 section, puisque l'axe
neutre passe par ce point, Elle a déja été fixée pour ce type de profilé dans le Probiéme 7.12, qui a
montré que ce centre est situé 4 3 em au-dessus de I'axe des x. Dans ce méme probléme, le moment
d'inertie de la section entidre autour de T'axe des x; a été trouvé égai & 667 cm9.

Dans l¢ présent probléme, il faut soignsusement faire la distinction entre les
moments de flexion positifs et négatifs. On peut aborder la question en prenant
une section de la poutre légérement 4 droite du point 2 ol est appliqué le couple
de 250 kg.m. Selon le diagramme du moment de flexion, le moment & cet endroit
est égal 4 — 150 kg.m ef, comme il est négatif, fa poutre est incurvée vers le bas
dans cette section, conformément 4 la convention de signe du Chapitre 6, Fig. 8-28,
Les fibres supérieures sont donc en tension et les inférieures en compression, Sur les fibres supérieures,
a4, la contrainte de flexion est donnés par g = Myji. Dong :

Fig. 8-28

T = 13.000(7)/667 = |57 kg/em?
Sur les fibres inférieures 5-b, la valeur de y doit étre prise négative dans la formule de la contrainte de
flexion, &t on a : R
o
gy = 15.000(—-3)/667 = — 67 kg/em?

II est maintenant nécessaire d'étudier les contraintes de flexion dans la section légérement i droite
du point B. Le moment de flexion est de 100 kg.m et, conformément 4 la convention de signe, la-
pottire est incurvée vers le haut en cette section, Fig, 8-29. Ici les fibres supérieures sont en compres-
sion et les fibres inférieurs en rension ; sur les fibres supérieures ¢, la contrainte de flexion est :

&, = 10.000(—7)/667 = —105 kgfem?
sur les fibres inférieures b-5, on a :
. . ;= 100000~ 3)/667 = 45 kg/om?

Fig. .29

I
i
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Les quatre valeurs ci-dessus contiennent les contraintes de tension et de compression maximales. La
tension maximale se produit dans les fibres supérieures immédiatement i la gauche du point B er vaut :
157 kgfem?. La compression maximaie se produit dans les fibres supérieures, meis immédiatement i

la droite du point B et vaut 105 kg,l'cmz.

Considérons la poutre en porte-d-faux chargée par les trois forces concentrées représentées
dans la Fig. 8-30. Elle est sur appuis et a la forme d'un profilé en T en fonte grise de
confrainte pratigue admissible de 350 kgfem? en tension et de 1400 kg/cm? en com-
pression. Calculer la valeur maximale admissible de P.

P i Eil
q 2 4 e E &
[
A . = T IE,, “"i n
4.7 cm
-~ 030 I-—uo m—-'“;g" T =
B B 3 cem
Fig. 8-30 Fig. 8-31

Par symétrie, chaque réaction R est égale 4 £/2. Le diagramme du moment de flexion consiste
en une série de droites reliant les ordonnées des moments de flexion aqux points A, 8, C, D et £. En
B, le moment de flexion est donné par le moment de la force P/4 agissant.en A autour d'un axe
passant par £. Done :

My = —(P/4){0,90) = ~0.90£/4 kg-m

En C, le moment de flexion est donné par la somme des moments des forces P/4 ef R = P/2 autour
d'un axe passant par C :

My o= —(PA)2,10) + (P/2)(1,20} = 0.30P/4 kg-m
Le moment de flexion en D est &gzl & celui de B par symétrie et l¢ moment aux extrémités 4 et £
est nul. Le diagramme du moment de flexion a I'allure indiqués dans lz Fig. 8-31.

Les caractéristiques de ce profilé en T ont déid &8 détermindes dans le Probléme 7.10. Lz dis-
tance des fibres extérieures de I'aile au centre d’inertie est de 4,7 cm et le moment d’inertie autour
de I'axe neuire passant par le centre d’inertie est de {617 em?.

Le plus simple est de calculer quatre valeurs de P basées sur les différentes contraintes de tension
et de compression maximales aux points & et C, puis de prendre les valeurs minimales. Prenons d'abord
le point B. Puisque le moment de flexion est négatif en ce point, la poutre est incurvée vers le bas,
Fig. 8-32, Il est clair que les fibres supérieures sont en tension et les inférieures en compression, Cal-
culeps dabord une valeur de P en supposant que la contrainte de tension adissible est de 350 kg/em2,
En appliquant la formule de Ia flexion @ = My// & ces fibres supérieurss, on trouve :

350 = (0,90P/)(100)9,3)/1.617 et P — 2700 kg

Caleulons ensuite une valeur de P en prenant une contrainte de compression admissible de 1400 kg/om?
dans les fibres inférieures. En appliquant de nouveau la formuie de la flexion, on trouve :

1.400 = (0,90P/4)(100)4,7/1.617 et P = 21400 kg

. Lompression
Tension i ; ; ;
; Compression ; Tensicn

Fig. 8-32 Fig. 8-33

8.17.
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Examinons maintenant le point C. Puisque ie mament de flexion est positif, la poutre est incurvée
vers le haut en ce point, Fig, 3-33, Les fibres supérieures sont en compression et les mférieurss en ten-
siot, Caleulons d’abord une vaizur de £ en admettant une tension admissible de 350 kg/em? dans les
fibres inférieures. La formule de la flexion donne :

350 = (0,30P/4)100)(4,73/1.617 et P = 16.050 kg

Enfin, prenons une compression admissible de 1400 kgfcm? dans les fibres supérieures. En appliquant
la formule de la flexion :

1400 = (0,30P/4N10009,3)1.617 &t P = 32450 kg

Le minimum de ces quatre valeurs est : P = 2700 kg, C'est donc la contrainte de tension aux
pownts B et D qui est le facteyr déterminant pour le maximum de charge admissible.

Dans une poutre sollicitée par des forces transversales perpendiculaires 3 I'axe de la poutre,
il y a apparition, non seulement de contraintes de flexion paralléles 4 I’axe de la poutre,
mais aussi de contraintes de cisaillement sur les sections de Ia poutre perpendiculaires &
son axe. Exprimer l'intensité de ces contraintes de cisaillement en fonction de la force
de cisaillement sur la section et des caractéristiques de la section.

La théorie qui sera développée sapplique uniquement i ung section rectanguiaire. Les résultats

de cette anaiyse sont cependant communément urdisés pour le caloul de valeurs approchées de la con-
trainte de cisaillement dans d’autres formes de section possédant un plan de symétrie.

Considérons un &lément de longueur dx,

découpé dans la poutre, Fig, 8-34, Appelons 4 J ot dst

* v BT s 1
M i moment de flexion 4 gauche de I'élément r 2
et M + dM, celui 4 sa droite, puisqu’en général ” iy
le moment de flexion change légérement lorsgue - - T————-—L AdY.
Pon se déplace d’une section d une section adja-
cente de la poutre. En mesurant y vers le haut a b
i partir de l'axe neutre, la composante de
flexion sur Ia section de gauche ¢« est donnée bz — b -
par :

L My Fig, 8-34
]

oft ] est le moment dInertie de la section entidre autour de I'axe neutre. Cette répartition des contraintes
est rgprésentée dans la Fig. 2-34, De méme, la contrainte de flexion sur la section de droite b-b est :

(M -+ dMyy
I

Etudions maintenant 'équilibre de 1¢1ément hachuré gcdb. La force agissant sur une surface da

de la face we est simplement le preduit de lintensité de la force par la surface. Done :

= My
eda = quu

La somme de toutes ces forces sur la face de gauche gc est obtenue par intégration et est :
¢ My
f 7 da
¥ .

D¢ méme, la somme de toutes les forces normales sur la face de gauche dd est donnée par :
< ]
f [Fi +Id¢’lﬂy da
¥n

Puisque ces deux forces ne sont pas égales, il est certajn qu'il existe une force horizontale addijtionnelle
agissant sur 1"élément hachuré pour maintenir I"équilibre. Comme on admet qu'aucune force horizontale
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n'est appliquée sur la face supérieure ab, la seule possibilité st la présence d'une force horizontale de cisail-
lement sur la face inférieure od. Cette force représents l'action de la portion inférieure de la poutre sur
I’élément hachuré. Appelons = la force de cisaillement sur cette face, comme cela est indiqué sur ia figure.
Seit & la largeur de la poutre & la position ol r agit. La force de cisaillement horizontale sur la face od .
est zlors 7 bdx. Pour ["équilibre de I'églément acdb, on a :

B ~¢ ar L
IF, = f %’LEU — J = diy ‘IdM)”da + rhdn = 0
g

e

» o= — D

En résolvant : _oldM et
b dr f yda

g

‘Mais d’aprés le Probléme 6.1, on a : Fp = dM[dx, ou Fp est la force de cisaillement (en kg) sur la section

aa. En substituant :
Frp (v
_
o= ij yda
uy

Dans cette derniére équation, I'intégrale représente le moment d’ordre un de la section hachurée
autour de I’axe neutre de la poutre, Cette surface est toujours la portion de 1a section au-dessus du niveau
auquel agit le ciszillement cherché. Le moment d'ordre un est parfois symbolisé par 0, auquel cas ia for-
mule ci-dessus devient :

. = FrQ
J:]
Les unités de p de ou de @ sont cm3.
La contrainte de cisaillement 7 ci-dessus agit horizontalement comme pe -4-4-'_
le montre la Fig. 8-34. Considérons cependant I’2quilibre de 1'8lément
mince mrop d’épaisseur ¢ découpé dans un corps ef sonmis i une con- dy Ve e
trainte de cisaillement 7, sur sa face inférieure, Fig. 8.35. Sur 12 face T2
inférieure, la force totzle horizontaie est T, tdx. Pour I"équilibre des dz

N .- . - . N N . N ettt ()
forces ¢n direction horizontale, il doit exister sur la face supérieure une Ty

force égale mais de sens opposé, puisque Uintensité de la contrainte de
cisaillement en cet endroit est aussi égale & Ty, Ces deux forces donnent
naissance 4 un couple 7, 7 dx dy. Pour maintenir 1"équilibre de I'élement,
une seule voie est possible, ¢'est qu'un autre couple agisse sur les faces latérales. Appeions 7, lintensité
de la contrainte de cisaillement sur ces faces. La force verticale sur I'une ot I"autre face verticale ‘est

Ty tdy. Pour I'équilibre des moments autour des centres de I"4lément, on a :

Fig. 8-35

IM, = +ldedy —rpbdypdz = 0 ou T = 7y

Nous amrivons ainsi 4 la conclusion intéressante que les contraintes de cisaillement sur deux plans
verpendiculaires quelconques en un point du corps sont égales. I existe donc, non seulement des con-
traintes de cisaillement 7 agissant horizontalement en tout point de la poutre, mais également des
coniraintes de cisaiflement d'dgale intensité agissant verticalement en ces mémes points.

En résumé, lorsqu'une poutre est sollicitée par des forces transversales, il apparait dans la poutre
des contraintes de cisaillement horizontales et verticales. Les coniraintes de cisaillement verticales ont
upe grandeur telle gue leur résultatante est égale exactement i la force de cisaillement Fp sur cette
section.

Déterminer la répartition de la contrainte de cisaiilement dans une poutre de section rec-
tangulaire en utilisant ’eéxpression de la contrainte de cisaillement établie dans le Probléme
8.17, Quelle est la contrainte de cisaillement maximale dans un barreau rectangulaire ?

Dans le Probléme B.17, la contrainte de cisaillement 7 & une distance Yo de l'axe neutre de la

poutre a &té trouvée dgale 4 ;

Fo e
_ T
T= ij yda
ki

oi Fpoest la foree de cisaillement sur la section ot & Ia largeur de la poutre # 'endroit oft agit T.
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—— ey
|
k _____T_ﬂ ALY - A
i

Fig. 8-36 Fig. 8-37

11 faut calcuier 'intégrale ci-dessus pour une section rectanguiaire. Soit k la hauteur de la section
et b sa largeur, Fig. 8-35.

L’intégrale représente le moment d'ordre un de la surface hachurée autour de I'axe neutre. Noter ¢
que cette surface s'étend du niveau sur lequet agit la contrzinte de cisaillement 7 cherchée jusqu’aux o
fibres supérieures extrémes de la poutre. De cotte mani¢re, nous trouvons la contrainte de cisadiement :
T sur foutes les fibres 4 une distance »o de Paxe neutre. Dans un cas aussi simple, i n’est pas néces-
saire d’intégrer. En effet, puisque nous savons que [intégrale représente le moment d’ordre un de la
zone hachurée autour de i'axe neutre, nous pouvons calculer ce moment en appliquant la définition
donnée dans le Chapitre 7. Elle indigue que le moment d’ordre un de la zone hachurée est simplement
le produit de la surface par la distance perpendiculaire du centre d’inertie de la surface & T'axe neutre.
Cette surface est donnée par : b(h/2 — Yol et la distance du centre d’inertie de la région ombrée 4

N 1/h . N .
laxe neutre est 3 ~+ yD). Par suite, lintégrale représentant i moment d'ordre un de la surface a

< Id ;
1,7k h _ 1ik2 g
f yda = 5&\§+y0)<§—yu> = glamwd)e

¥p

pour valeur :

st Ia contrainte de cisaillement 7 4 une distance Yo de I'axe neutre devient :

fel1, /82 N _ Fria
i é’i(fﬂu)} BEATEL

thte équation montre que la contrzinte de cisaillement sur la section varie paraboliquement depuis
un maximum sur 'axe neutre (yo = 0) jusqu’d zéro sur les fibres extérieuces de la poutre (yy = A/2).
Cette courbe est tracée dans la Fig. 8-37.

Sur l'axe neutre, yo = 0, la contrainte de cisaillement maximale donnée par la formule ci-dessus
est © T, = Frh?/8f. Mais pour une section rectangulaire, { = bh3/12. En substituant ;

28
2 b

Fpi?
8baI/12

Tmox

Done la contrainte de cisaillement maximale dune section rectangulaire est supérieure de 50 pour cent
4 la contrainte de cisaillement moyenne obtenue en divisant iz force de cisaillemnent - - par la sarface
bh de la section,

Une poutre de section rectangulaire sur appuis 4 ses extrémités porte une force concentrée
unique, Fig., 8-38(c}. Calculer la contrainte de cisaillement maximale dans la poutre, Cal-
culer également la contrainte de cisaillement en un point situé 4 2,50 cm en-dessous de
la face supérieure de la poutre en une section 4 50 cm & droite de la réaction de gauche.

3000 kg
F-—~—»2 m +1 m——-l r
{ — Cisaillement
- ' 10 em g
/7#%7 2,000 kg {:
| T
1000 kg 2,000 kg s cmeed
(a} 4
Fig. 8-38
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8.20.

La statique montre aisément que les réactions ont pour valeur 1000 kg et 2000 kg, comme indigué

sur la figure, Le diagramme de la force de cisalllement pour ce type de charge est tracé dans la Fig. 8-38(h).

L’examen du dizgramme révéle que la force de cisaillement a une valour maximale de 2000 kg pour
toutes les sections situdes i droite de la charge de 3000 kg. La contrainte de cisaillement moyenne sur
toute section dans cette région est obtenue simplement en divisant la contrainte de cisaillement pas la
section, ¢’est-d-dire ;

(?) = 2.000/5(10) = 40 kg/em?

D’aprés le Probléme 8.18, la contrainte de cisaillement maximaie est supérietre de 50 % i la vaieur
moyenne. Dol :

[Ty = (3/2)(0) = 60 kgrem?®

La costrainte de cisaillsment maximal apparait en tous les points de 'axe neutre de ia poutre i droite
de la charge de 3000 kg

Daprés le diagramme de cisailleraent, la force de cisaillement agissant sur une section 4 50 cm a
droite de la réaction de gauche est de 1000 kz. Le Probidme 8.18 a montré que la force de cisaille
ment 7 en tout point dans cette section i une distance ¥y de Paxe neutre est :

Fop gt N
= I
T 21(4 Fo.

En un point situé 3 2,5 cm en-dessous des fibres de la face supérieure de la pouire, yy = 2.5 c¢m. Nous
avons également £ = 10 cm ot § = bh3{12 = 416,7 cm®, En substituant

1.000 100
= (X 6.35) = 22.5 kgiem?
T 2(416.7)( P 6.25) = 22,5 kgiem
Soit la poutre en T portant la charge concentrée de la Fig. 8-39. Calculer la contrainte
de cisaillement maximale dans la pautre et également la contrainte de cisaillement i 2 cm
de la face supérieure de Ia poutre en une section & I'encastrement.

4000 kg 5 cm-4|-1 cn\l‘-—a em
. — T
150 —| . —~{it V —f
: cm AN, ! 9,3 cm
7| AN, i
4em W A 4.7 cm i
T_L—m-m-lﬁ cm-——-f—f i l
Fig, 8.39 Fig. 3-40

La force de cisaillement a une valeur constante de 4000 kg en tous les points de la poutrg, De
ce fait, il n'est pas nécessaire de tracer le diagramme de ciszillement.

De plus, la position du centre d'inertie et le moment d’inertic autour de 'axe d%pertie de ceite
section particuliére ont été déterminés dans le Probléme 7.10. Or a trouvé que le centre d’inertie &tait
situé 4 4,7 cm au-dessus de la face intérienre de la poutre et que le moment d'inertie antour d'aa axe
horizontal passant par le centre d’inertie avait pour valeur 1617 cm?,

La contrainte de cisaillement & une distance Yo de Paxe neutre passant par le centre d'inertie a
été trouvée dans le Probléme 8,17 :

FT v
= = d,
iR

L'examen de celte &quation révéle que la contrainte de cisailiement présente un maximum sur {axe
neutrs, puisqu’en ce point yg = 0 et que par conséquent, 'intégrale prend la plus grande valeur pos
sible. I n’est cependant pas nécessaire d'intéprer, car nous savons que dans ce cas, L'intégrale représente
le moment d’ordre un de la surface entiére entre I'axe neutre et les fibres extérieurss de la poutre

8.21.
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par rapport 4 l'axe neutre, Cette surface est la zone hachurée de la Fig. 8-40. On pourrait aussi trouver
la valeur de lintégrale en prerant.le moment d’ordre un de la zone non hachurée en-dessous de laxe
neutre par rapport d la ligne, mais ce caleul serait un peu pius difficile,

Le moment d’ordre un de la zone hachurée par rapport 4 I'axe neutre est

4{9,3)(4,65) = 173 em®

et la contrainte de cisaillement sur I'axe neutre oit b = 4 cm est obtenu par substitution dans la for-
muie générale ; aile est :

000
T= —— 173} = cpom?
1.617(4)“ 3} = 107 kpfem

Dans cette formule, on a pris b égal 4 4 c¢m, puisque cest Iz largeur de la poutre au point pour lequel
est calculée ia contrainte de cisaillement. La contrainte de cisaillement maximale a donc pour valeur
107 kg/cm? et elle apparait en tous les points de 'axe neutre sur toute la longueur de la poutre, puis-
que la force de cisailiement est constante sur toute la longueur de ia poutire.

Lz contrainte de cisaillement 4 2 om de la face supérieure de ia poutre est

également donnée par la formule : 6cmE4 G e
Fp 2Zem ‘% [
i Z‘Jl ydd r 9‘? em
) ) AN, {
L'intégraie représente lo moment d'ordre un de la nouvelie région hachurée de la

Fig, 841, autour de 'axe neutre. 1l n'est pas non plus nécessaire d’intégrer, puis- !
que 'on connait la coordonnée du centre d'inertie de la région hachurée, H est ]
situgé 4 8,3 cm au-dessus de 'axe neutre. Donc, le moment d'ordre un autour de

Uaxe nentre est : 4(2) {8,3) = 66,4 cm® et la contrainte de cisaillement & 2 cm

. Pl ig. 8-4
en-dessous des fibres supéricures est : Fig. 3-41

T = 4000 66,4) = 41 k 3
“m( 4} = gfemn

On a de nouveau pris & égal i 4 cm, puisque clest la largeur de la poutre au point o est évaluée ia
contrainte de cisaiilement. Puisque la force de cisaillement est égale 3 4000 kg sur toute la longueur
de iz poutre, ia contrainte de cisaillement & 2 cm en~dessous des fibres supérieures a pour valeur

41 kgfem? tout le long de la pouire,

Soit la poutre en [ de la Fig. 8-42 soumise a une foree de cisaillement de 14000 kg.
Caleuler la contrainte de cisaillement maximale et minimale dans l'ame de la poutre.

La contrainte de cisaillement en tout point de la poutre est :
_fr{

= | vdd i
B ror d g d*“
[ 2cm
. i . -
d'aprés le Probléme 8.17. Ici Yo Tepresente la position de la section sur laquelle N C |
agit 7 et il est mesuré a partir de laxe neutre. Dans cette expression, £ est le 1 14 em
moment d'inertie de toute la section autour de P'axe neutre passant par le centre oo
d’inertie de 1a section. On trouve facilement [ en décomposant ia section et rec- al| la i AV
tangles indiqués par des hachures et on a : H '
; . ) 14cm
L= 32 + 2[ 541602 + (16)2)158 = 17.152 em® |
12 12
v 2em
L’examen de la formule générale de la contrainte de cisaillement révéle i em Af
qu’elie est maximale pour Yo = 0, donc 4 'axe pentre. 11 nlest Das nécessaire 7 em
Q
d’intégrer pour obtenir Ja valeur de f »da, puisque cette intégrale représente
Fig. 8-42

Yo
le moment d’crdre un de la surface entre ye = 0 (axe neutre) et les fibres

i
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les fibres extéricures il est encore naturel d’aflmeDttr;:c
& avant application de la chz!rg‘e _le restent aprles.d_ o
¢ la poutre varient encere linéairement avec la dis-

. k o ; it fait céder
extérieures de la poutre. Cette surface est hachurée dans Iz Fig. 8.43. En prenant dr—‘—n cm e Bien que la flexion de la poutre ait fait o

: les 4 l'ax
le moment d’ordre un autour de I'axe figuire, nous avons pour cette surface : 77 g . e les sections planes de la poutre norma
(//////,//,///J : - qu
c bb :

les déformations normales des fibres longitudinales d
tzs;u;e de la fibre 4 l'axe neutre.

16 B s
d4 = 1411)7) + 17(2}15) = 608 cm o
]‘; y Lorsque le moment appliqué augmente,

les fibres extrémes de la poutre sont les Pf:‘r;‘ij:;:slf:léai
i intérieures va -
; © Y i rmales de toutes les fibres in! u
P, é k i i isai ! i : b atteindre le seul de plasticlte & lez colnté'?;l;eg T‘er neutre, comme le montre ia Fig. 8-46(). T‘?l{t[‘?
ar conséquent, la contral'nte maximate de c:saﬂl_ement dans 'ame apparait dans 4 K ement en fonction de ia (l:hstame e la les fibres intérieures au seull de plasticité, la plasticite
la section a-a le long de 'axe neutre et en substituant dans la formuie générale f tation suppiémentaire du moment porte le 25 in me le moatre la Fig. 8-46(b).
de la contrainte de cisailiement, on a : : ) . sugmentd t depuis les fibres extérieures vers les fibres {ntaneures. com T o taintes au souil de lastcité,
' v P;ogress;l}:nitc quand toutes les fibres {sauf celle’s sur l'axe neut;:} Sgﬁm(d Le moment correspondant
{Thnag = 00 (608) = 496 kg/em? A tion de 1a contrainte normale est Teprésentée dans la Fig. eut pas exister de moment plus
G TEN TSI = 496 kgfem la dmtncl]mnoge figure est appelé le moment fotalement piasr!q‘l;e.lll P1\1‘e p3-45€b)
au cas de ce tbe contrainte — déformation de la Fig. '
La contrainte de cisaillement minimale dans I'ame apparait en un point de dlevé daps lo cas G Pe e o
Fi ok

l'ame le plus éloigné de I’axe neutre, sur la section b-b. Pour la calculer, il nest

el

o - .
pas nécessaire d’évaluer I'intégrale f yda pour la surface entre b-b ¢t les fibres b A fr— T —§
v .

0
extérigures de la poutre. C'est la surface hachurée de la Fig. 844, U n'est pas
nécessaire d’intégrer, puisque Pintégrale représente simplement le moment d’ordre

un de cette zone hachurde par rappert 4 1'axe neutre, Cest : A

Axe

[16 . neutre
J rdAd = (17H2)(15) = 510 em’® P
1

La valeur de b est encore | cm puisque c’est la largeur de la poutre 4 ia position
olt est caicuiée la contrainte de cisaillement. En substituant dans la formuiz générale :

14.000
(I7.152)(1)

(hax = 1510) = 416 ke/em? e . {e) Hifet pleinemont

ine (b) Effet
@ El?siti.qpn}:l?::[fl:?.\lx Elasto-plastique plastique

On notera qu'il 0’y a pas une grande différence entre le maximum et le minimum de la con S lcs fibres extrémes : 5
de cisaillement dans I'ame de la poutre. En fait, on calcule seuiement une valeur approchée de la o PR Fig. 8-4
trainte de cisaillement dans I'ame des poutres en { de ce type. Cetfe valeur est obtenue en divisan
force totale de cisaillement F7 par ia section de Vame. Cette valeur approchée devient :

) 14.000 ‘ it disparaitre.

o 2 = = 437 kg/cm? 3 les sur la section doit disp: .
(e 33(1) &f la somlﬂ'lﬁ de:nfc:;:e; [;:C;;m£&‘3-46{b) revéle gue laxe neutre doit

'exa d 5 doit donc
: s de 'zxe neutre doil
Une analyse plus approfondie des contraintes de cisaillement dans une poutre en 7 montse q . le centre d'inertie de ce genre de section. i.a surface ag—desslu Probléme 8.27 que, dans le
lame verticale résiste & la majeure partie de & force de cisaillement Fr, alors que les ailes horizont S 1_::53&{ plaer iela surface en-dessous de cet axe. Toutefols, on_VeﬂEfl-b a:sm:t dépassé le seuil de plasticitd,
n’en supportent qu'une faible partie. Les différents codes ne spécifient que des vaieurs relativement: s e ?E‘i anéral d’une section non-symétrique lorsque certaines [l rzm i comportement pursment Slag
basses pour la contrainte de cisaillement des poutres en /. C'est ainsi que certains codes indiquent ) ;:a.s gsiticgn de I'axe neutre n'est plus la méme que celle obs{t;{ve&;t})e S cetion,
700 kg/fem? et d’autre 900 kgfom?. t?qg e, dans lequel U'axe neutre passe towjours par le centre 4ine
: r

Dans une pouire en flexiop pure, la s
Pour la section 3 double symétrie considéree,

: : j Fig. 8-46(b}, on a pour y <y
: FLEXION PLASTIQUE DES POUTRES A partir de s Tle ' - y
. . a _ _in T = - Py
Considérons une poutre de section de forme quelcongue & double symétrie Fig. 5-45( S y o om o

sollicitée en flexion pure, Le matériau a un comportement élastique-parfaitement plastig
et sa courbe contrainte-déformation a donc l'allure de ia Fig. 8-45(b) et les caractéristi
de contrainte déformation en tension et en compression sont identiques. Déterminer I

. LI ‘
ment agissant sur la poutre quand toutes les fibres a une distance y1 de laxe neutre e M o= J oyda = 2f ;—’lowy de + 2 f oyt Gt
atteint le seuil de plasticité. ‘ e

et pour y>>yy, ¢ = Gyp = constante. Ainsi ie moment de flexion est :
)

n

¥ <
= Bow f yida + 2oy, f ¥ da
# va ¥y

e gection rectangulaire quand toutes les

; . . - tre d e
'23. Déterminer le moment agissant sur une pou int le seuil de plasticité.

fibres 4 uné distance y, de l'axe neutre ont atte
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D'apres le résultat du Probléme 8.22, pour la forme géométrique de ia Fig. 8-47
847, on a :

)

2o, ‘ ey
P -y
Moo= T(:l:by‘;) + ggﬂ,,b(c_y‘)(_ZJ)

/

/oo b,
L\b == 51’1) Ty,

Dans le cas limite olt y; = 0, indiqué dans la Fig. 8-46{c) du Probléme
8.22, le moment totalement plastique de cette poutre rectangulaire est :

. bhz
My = bete, = o, ()

Fig, 8.47 -
I faut noter que le moment &astique maximal possible, & savoir quand les fibres extrémes ont

juste atteint le seuil de plasticité, toutes les fibres intérieures conservant un comportement Elastigue
(Fig. 8-46{a)) est :

bh2
M, = & w )

Ainsi, pour une section rectangulaire; i moment totalement plastique est pius slevé de 50 % que
le moment élastique maximal possibie.

8.24. Calculer le moment totalement plastique pour une poutre rectangulaire de section 2,5 cm

sur 5 cm en acier dont le seuil de plasticité est 2660 kg/em?. Comparer cette valeur ave
le moment élastique maximal possible que la méme section peut supporter.

Draprés {*équation (I} du Probléme 8.23, l¢ moment totalement plastique a pour valeur :

My =

2.5(5)%
7 4

. 2660 = 41 560 kg.em
Draprés Péquation (2) du méme probléme, e moment élastique maximal possible est ;

M,

9 5(532
= %— . 2660 = 27706 kg.cm

Il est évident que Mp est supérieur 4 M, de 50 pour cent.

8.25. Soit une poutre de section rectangulaire. Etablir la relation entre le moment de flexion

et le rayon de courbure lorsque toutes les fibres situées 4 une distance ¥, de I'axe neubr
ont atteint le seuil de plasticité. :

Comme dans le Probléme 8.22, nous admettrons que les sections planes
avant application de la charge restent planes et normales & I'axe de ia poutre
aprés cette application. Pour cefte raison, les déformations normales des fibres
longitudinales varient linéairement en fonction de la distance des fibres i l'axe
neutre. Donc en désignant par 0y la contrainte des fibres a une distance ¥y
de I'axe neutre-et par €. la déformation de ia fibre extréme, on a :

—

T &
R w Al _av |1
z ) .

Un élément initialement rectangulaire de Jongueur dx le long de 'axe,
Fig. 8-49(a} prend, aprés flexion ia forme de la Fig. 8-49(8). A partir de ce
croguis, on a :

Fig. 8-48

- 4 _ = (2)
P

8.26.
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da
R p7s € dx
[
AN
T ' da
{a) 1)
Fig. 8-49
dg Sup Typ
H — = = = == 2
Donc : o v Ty, (2}

puisque les fibres situées 4 une distance y, de Uaxe neutre obeiss'ent & lz loi de Hooke | 0., = Eeyp.
Selon le Probléme 8.23, le moment correspondant d ces déformations est :

3) Ty %)
1

b
M = (ﬁczyx“gif s

Done, d'aprés les équations (3} et (4) on a :

da Mo ()

dz Eby,ic® — fyi)

Finalement d'aprés les équations (2) et {5), on 2 :

S S (6)
£l (-;!i) - %ﬁ-‘

o,

=

dans lagueile, comme dans le Probiéme 8.23 M, = bh2 ﬂ‘yp,‘ﬁ.
C'est la relation cherchée entre le moment Qe flexion M ‘et 'le
rayon de courbure R. La courbe de U"équation (§) est donmée
dans ia Fig. 8-50.

Fig. 8-58

Soit une poutre de section rectangulaire ol b ='2,5 cm ef h = 1,25 cm. Eéle est egl a:::ier
pour lequel o, = 2100 kgfem? et E = 2,1.10° kg/em?. Caleuler le rayon de cour llJ)-l‘
correspondant au moment élastique maximal possible et &galement le rayon de courbure

pour un mowment de 2020 kg.cm.
Léquation (2) du Probiéme 8.23 a montré que le moment élastigue maximal possible était de :

_2,501,25°
- 6

M, . 2100 = 1365 ke.om

La courbure correspondant i ce moment se cafcule d’aprés I'équation (6) du Probléme 8.25 et egt :
1365
= 2.501,25)°
21a0s 23029 NARE

La 3 aprés le Probléme 8.23 est
leur de correspondant & wn moment de 2020 ,l_cg.cm: d’aprés l )

¥y =0 1; cm. Layéourbure correspondante se calcule par I'équation (6) du Probléme 8.25 et est !
1 ; -

=0,0006 ou R =625 em

.

1 2020 =0,0071 ou R =141 em
R~ 2,5(1,25)3 4040
2,1(10)° STy 3= 1365
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Etudions le cas le pius général d’une poutre dont la section est symétrique par rapport
d l'axe vertical seulement, Fig. 8-51(s). Déterminer la position de 1’axe neutre pour une
flexion totalement piastique, Fig. 8-51.

8.27.

,

Fig. 8-51

Biea que la position de I'axe neutre soit inconnue, appelons A, la surface Qe la portien de la
section en-dessous de cet axe et A,, Iz portion au-dessus. Fomme le montre la Fxg 8-51(5), toutes_ les
fibres dans 4, sont scumjses 4 une contrainte de tension égale au seuil fi'e p_la_lstmxte et toutes ies fxl{res
de 4, sont soumises 4 une contrainte de compression de valeur égale. L'équilibre horizontal de ces forces
conduit 4 :

aypidy —oypdy = 0 X @

d'ol : ) A, = Ay = A/2 &

3 i tement totaiement plastigue, Iazxe neutre
aft 4 est la surface totsle de la section. Donlc, dans un compert > t
divise la section en deux parties égaies. Ce résuitat est trés différent de celui d’une poutre en compor:
tement totzlement élastique, puisque le Probléme 8.1 montre gque dans ce cas, 'axe neutre passe par le
centre d'inertie de la section.

De méme, la somme des moments des contraintes de tension et de compression doit atre égale,
au moument appliqué M _, moment totalement plastique. Ep désignant par y, et y, les distances de ["axe
neutre aux centres dinertie des surfaces A et A,, la statique donne :

iy G (]
oy ddy + rrl,pAzyz = M, (3)
Qui, d’aprés Iéquation {2) devient :
A, .
G’yp—z‘(y]_"‘ ) = M, [£3]
i,

= ‘ ®)

%up
S+

Cette reiation est fréquemment mise sous la forme :

- P ()

(¥, + ¥3) est dénommé module de section plastique.

B[

dans laquelle Zp =

Cailculer le moment totalement plastique d’un profilé en T 8 WF 40 en acier dg senil de
plasticité de 2660 kglem?. Le comparer avec le moment élastique maximal possible que
‘peut‘. supporter le méme profilé,

D'aprés le Probiéme 8.27, le moment totalement plastique est donné par :

8.28

M, = oy

8.29,
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ol le7 est le module de section plastique. Les valeurs de Z_ sont rassemblées dans la table des profilés
américains en fin de chapitre. Pour ce profilé particulier, il st de Zp = 0,65.10% cm®. Dong :

My = 2860 (0,65) (10)® = 1729.10% kg.cm
Le moment éiastique maximal possible est M, = 9, Z ott Z est le module usuel de section, Done :

M, = 2660 (0,58) (10)3 = 1543.10% kg.em

) Pour cette section particuliére, le moment plastique est supérieur de 12,6 % seulement au moment
Clastique maximal, En fait, l¢ moment totalement plastique de la plupart des profilés 4 aile iarge dépasse

. d’environ 12 4 15 % le moment ¢lastique maximal possibie.

I i

2 (4

. Fig. 8-52

Considérons un profilé en T dong les fibres de 1’ame verticale, toutes 4 une distance ¥

de 'axe neutre ont atteint le seuil de plasticité, tandis que les autres fibres sont encore ;'
en comportement éiastique. Déterminer la position de I'axe neutre et calculer ie moment ;
correspondant a cette répartition de contrainte.

On peut situer l'axe neutre (désigné par I'inconnue c;) en étudiant les forces normales sur la sec-
tion, comme le monire la Fig, 8-52(b). La géométrie de la figure donne :

g, a, 12,5—¢
= ¥p E e e §
52 3 0 % v e ]
!
9% _ o o 0;]___10 TS
0 —e 7 7, e

Pour la foree résuitante qui disparait, on a ;

IFy =(e, =3 (25) gy, +y, (2,5}5’%&

i2,5—¢, . _J10—¢ _
l["__2y1 (12,5 — ) (7,5) ayp] [ 2 (10 —c)s o'yp] ! =¢

qui permet d’obtenir 'équation quadratique :
2,5 & —(5y, + 87,5 ¢ +25yT +672)=0¢ H

qui donne ¢, pour toute valeur spécifiée de ¥, . On 2 ainsi Ia position de Paxe neutre, Notons gue
puisque p; se trouve dans le dénominateur du calcul ci-dessus, Péquation ne doit pas Btre utilisée pour
troaver la position de ’axe neutre si ¥, = 0. Ainsi quand le comportement ese totalement élastique,
laxe neuwtre passe toujours par le centre d’inertie de la section. Lorsque la plasticité augmente, 'axe
neuire se déplace vers la position indiquée par I’équation ().
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Le moment correspondant aux contraintes de la Fig. 3.52(b) est donné par :

o
v ) K
=1 =0 2,5)dy +
‘j;yl wp P (2,5) dy J
4!
12,5—2y 125
+f Y ) Oy
I5=g o, TS

10—¢y
_ 10—
‘/u. 0= ¥ %y ) 5dy

i
@y, () (2,5} dy

o i
M=—yllﬂ [2,5—31 TL25y ] — ) F 250125 — ¢ P _35-(10 - c1}3]

Déterminer la position de 1'axe neutre du profilé en T du Probléme 8.29 lorsque le cop
portement est totalement plastique sur la section entiére. Calculer la capacité de suppo

un moment en comportement totalement plastique et comparer avec le moment élastigi
maximal possible.

Tup

Pig, 8-53
Dans ce cas, ies forces normales ont I'aspect de la Fig. 8.53(h), Pour {’équilibre des forces nond
sur la section, on a :

o 25 ¢ + [cryp (12,5 - 37,5 — % (10 —¢,)5]=0

d’olt on tire £, = ‘8,'."5 cm. Duqc, comme ceiz a été mentionné dans le Probieme 8.27, avec un com;
tement plastique, I'axe neutre divise la section en deux parties égales.

Le moment correspondant 4 ce comportement totalement plastique est :
Mp = f ay da
A2.5e) 10—y

<1 .
:jo‘ ay, () (2,5) dy +]0 0, ) (1,5 dy—fu

Pour ¢, = 8,75 ceci devient :

G, 0} (5) dy

M, = 144,5 g,

().

39,

Chapitre 8/Contraintes dans les poutres 151

La position de I'axe neutré dans le cas du moment élastique maximel possible sobtient en posant
= ¢, dans Iéquation (1) du Probléme 8,29. Cette position est ¢, = 7,67 cm ('axe neutre passe par
le centre d’inertie de ! section). Le moment élastique maximal possible est donné que l'éguation (2}
du Probleme 8.29. Il a pour valeur :

M,=83120,

Le moment totalement plastique dépasse cette valeur de 74 pour cent.

Probléemes suppiémentaires

Une poutre en titane, type Ti-6Al-4V a un seuil de plasticité de 8400 kgfem?, Sa section est rectan-
gulaire de 2,5 em sur § cmt.. La poutre fléchit autour d'un axe paraliéle 4 la face de 2,5 cm. Calouler
le moment de fiexion correspondant i la contrainte maximale de flexion qui est de 6300 kefem?.

Rép. @ 65.520 Kg.om.

Une poutrs cantilever de 2,70 m de longueur porte une force concentrée de 4000 kg & son extrémité
libre. Lz poutre est en acier de construction ¢t la contrainte de flexion ne doit pas &tre supérieurs 2
1250 kgiem?2. Calculer le diamétze requis dans le cas o4l la poutre est une barre cylindrique.

Rép, : 20,7 cm

Un profilé 10 WF 29 (pour les caractéristiques, voit le tableau des profilés américains en fin du chapitre}
est utiligé comme cantilever. La poutre a 150 cm de longueur et la contrainte de flexion admissible est
de 1260 kgfem?2. Calculer l'intensité maximale admissible de charge uniforme pouvant étre portée par

Iz poutre sur toute sa longueur. Rép. } 5% ke par cm

Une poutre en acier sur appuis aux extrémités a une longueur de 1,50 m. Elle porte une charge con-
centrée de 10000 kg a 60 cm d'un des appuis, La poutre esi de section rectangulaire de 10 cm de
large et de 15 cm de hautewr. Calculer la contrainte de flexion maximale apparaissant dans la poutre,

Rép, : 960 kgfcm?.

Soit une poutre constituée par un profilé H 180. Calculer les contraintes de flexion maximales pour la

. charge du probléme précédent. Rép. 845 kgfem?

- Une bande d'acier de | mm d’épaisseur ¢sf courbée en un arc de cercle de 70 cm de rayon. Calenier
.la contrainte de flexion maximate. Prendre E = 2,1.10% kgfcm?. Rép. : 1500 kglem?®

~ Une poutre en acier doit résister 4 un moment de fexion maximal de 550000 kg.cm. Déterminer le
L7 type de profilé i aile large le plus économique pour résister a ce moment. La contrainte pratique en

tension comme en compression est de 1400 kgjem?, Rép. + H 180

La poutre de la Fig. 8.54 sur appuis 4 ses extrémités porte deux charges symétriques de 6000 kg cha-
cune. Pour une contrainte pratique en tension et en compression de 1250 kgfem?, choisir le profilé 4
aile large le plus économique capable de supporter ces charges. Rép. H160

s 2

Fig. 8-34 Fig, 8-55

Considérons la poutre sur appuis portant la charge concentsée et la charge uniforme représentée dans

la Fig. 8.55, En prenant comme contrainte pratique en tension et en compression le chiffre de 1400 kg/cm?,

choisix le profilé i aile large capable de porter ces charges. Rép. H 200
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