Mathématiques 10eme Communes Générales— Production de Mathematikos — Avec les TICE, travailler moins et faire plus !

Classe : 10*™ Communes Générales

CHAPITRE 4

GEOMETRIE PLANE

Domaine : Sciences, Mathématiques et Technologies

Compétences : Résoudre une situation probléme

Composantes : Diagnostiquer la situation — probléeme et Partager les
informations relatives a une démarche.

Manifestations : Formuler le probléme, inventorier les différentes pistes de
solutions, appliquer cette piste et tirer une conclusion

Ressources éducatives : Professeur, éléves, matériels didactiques

Stratégies d’animation : Travaux en groupe (pédagogie active).
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Contenu

Séquence 1 : Vecteurs du plan (3 heures)
1) Représentant d’un vecteur et plan vectoriel

Approche 1 en groupe de travail

Soient A, B et C trois points quelconques du plan.

Consignes

1) Construire le point D tel que ABCD soit un parallélogramme.
On désigne par AB le vecteur dirigé par [AB] et DC le vecteur
dirigé par [DC].

2) Comparer les vecteurs ABet DC.

Syntheése Partielle 1

On dit que le vecteur DC estun représentant de AB.
Synthése Générale 1
Définition

1) Soit O un point du plan. L’application du plan? qui a tout
point M du plan associe I'unique vecteur déterminé par le

bipoint (O, M) tel que U = OM est un représentant de OM.

2) On appelle plan vectoriel V I'’ensemble des vecteurs du
plan.

Evaluation 1

Soit ABCD un rectangle. Préciser un représentant des

vecteurs suivants : A—B) et A—D)

2) Egalité de deux vecteurs

Approche 2 en groupe de travail

‘On considére les deux vecteurs du plan ainsi représentés
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Consignes

Comparer les vecteurs U et ¥

Syntheése Partielle 2

On dit que les vecteurs U et ¥ sont égaux.
Synthése Générale 2

Définition

Soient les vecteurs U de représentant (4, B) et v'de
représentant (C, D) tels que 7 = ABet % = CD.

On dit que U et ¥ sont égaux si et seulement si :

(AB) et (CD)sont paralléles
AB =CD
U et Usont de méme sens

Evaluation 2

On consideére la figure suivante :

A K B

C H D

Comparer les vecteurs : CH et ﬁ, AC et BD et AH et KD

Remarque

Le vecteur nul se note 0 et vaut 0 = A4 = d(4, A) pour tout
point A.

3) Opérations sur les vecteurs

Approche 3 sur 'opposé d’un vecteur

On considére le vecteur U représenté ci-dessous.

Consignes

Construire le vecteur —u

—3

b) Approche 4 sur I’addition vectorielle

Soient les vecteurs U et ¥donnés par leurs représentants
—_— R —
OA et OB comme l'indique la figure suivante.
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Consignes
Construire les vecteurs U + v et U — V.

A
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Synthése Générale 3
Soient U + ¥ et W trois vecteurs du planon a :
1)U + ¥ = ¥ + U (commutativité d’addition vectorielle)

2) (U + V) + W = U+ (D + w)(associativité de I'addition
vectorielle).

3)@+0=0+1% =1 (0 est le vecteur nul par I'addition
vectorielle)

4)U + (—%) = (- + %) = 0 (—7 est 'apposé du vecteurt)
Evaluation 3

Simplifier les expressions suivantes :
A=ti+5+(—sti+D)et B=T+)—]+ (@ -1

d) Approche 5 sur la multiplication d’un vecteur par un réel
non nul

On considére un vecteur U donné par son représentant AB
Consignes

. o o .3,
Construire les vecteurs 3u, —2u et;u

Synthése Générale 4

Soient U et ¥ deux vecteurs de plan et a et b deux réels non
nuls. On a:

lai=bi<a=boui=0
2ai=0<a=00ouii =0

3) 1.1 = U (1 est I’élément neutre pour la multiplication)
4) a(bu) = (ab)u

S5)a(i +7¥) =au + avet (a+ b)U = aii + bu

Evaluation 4
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1) Effectuer I'opération suivante :

— - 2 — -
A=3(u—5v)—5(§u—v)
2) Soient A, B et C trois points non alignés du plan.

Construire les points M et N dans les cas suivants :

WA = —2BC et NB = 245

4) Base du plan vectoriel
Synthése Générale 5
Définitions

1) On nomme base du plan vectoriel V tout couple de
vecteurs non colinéaire de V.

Soit le repére (0,1, ), ainsi le couple (7, ) est une base de V
2) Le vecteur W est la décomposition des vecteursi et ¥ si
W=uU+7v

3) Soit le vecteur U = xT + yj. Alors le couple (x,y) est
appelé couple de coordonnées ou simplement coordonnées

de U dans la base (). on noté U(x,y) ou i (;)

4) Soit le repeére (0,17,]) et A(a; b). Alors le vecteur 04 a
pour cordonnées (a, b) dans la base (7, ))

Evaluation 5

Soient lesvecteursd = 2T+ 2] etv = —1+7

1) Déterminer leurs coordonnées de ces deux vecteurs dans
la base (7, )).

2) Ecrire les vecteurs T et J en fonction des vecteurs i et ¥
3) En déduire les coordonnées de T et J dans la base (U, V)

4) Prouver que le couple (i, ¥) est une base du plan.

5) Combinaison linéaire de vecteurs

Approche 6 en groupe de travail

Soient les vecteurs ainsi représentés

Consignes

Ecrire le vecteur W en fonction des vecteurs 4 et ¥

Synthése Partielle 3

On dit que W est une combinaison linéaire de 1 et
Synthése Générale 6

Définition

Soient UL, ¥ et Wtrois vecteurs du plan.
Le vecteur W est une combinaison linéaire des vecteursi et ¥
s’il existe deux nombres réels a et b tels que

W = au + bv.

Les réels a et b sont appelés coefficients de i et de ©.
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Evaluation 6

Soient les vecteurs i et U telsque i = 2T —3jetv =17+
1) Montrer que les vecteurs U et ¥ sont combinaisons
linéaires des vecteurs T et J

2) Exprimer T et J en fonction de U et ¥.
6) Coordonnées d’une combinaison linéaire

Approche 7 en groupe de travail

On donne les vecteurs U (_1) et ¥ (3)

2 5
Consignes
Trouver les coordonnées du vecteur W = 2 — 77

Synthése Générale 7

Si U et ¥ sont 2 vecteurs du plan de coordonnées respectives
(x,y)et (x',y") et,b € R. Alors le vecteur wW=alu+
b¥ a pour coordonnée dans la base (7,7): w(ax + bx' ;ay +
by")

Evaluation 7

Soient les vecteurs ﬁ( 31) et v (—2,1)
- 2

Trouver les coordonnées des vecteurs suivants
N)W=1u+ 2V Q)w' =3U—7

7) Déterminant de deux vecteurs

Synthése Générale 8

Définition

Soient deux vecteurs Ui(a, b)et ¥(a’; b")

On appelle déterminant de i et ¥ le réel noté det (U ; V) tel

que det(t,?) = |‘; ‘2',| =ab' —a'b

Evaluation 8
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1) Trouver le déterminant des deux vecteurs suivants :
Uu(-3,2) et ¥(6,1)

2) On donne les points A(_zz), B((l)) et C(_45) dans le repere
0,7,)).

a) Calculer les coordonnées des vecteurs E;, AC et BC.

b) Montrer que les points A4, B, C sont alignés.

8) Colinéarité du deux vecteurs

Approche 8 en groupe de travail

On considére les vecteurs U(3, —2) et ¥(—6,4) et w(1,7)

Consignes
Calculer les déterminants det (u, ¥), det (U, w) et det(¥, w)

Synthése Partielle 4

On dit que les vecteurs U et ¥ sont colinéaires.
Synthése Générale 9

Définition

Etant donnés deux vecteurs i et ¥. On dit que U et ¥ sont
colinéaires (ou paralléles, terminologie non propice) si:

{ i=00ub=0
Il existe un k € R*tel que U = kv

Autrement dit % et ¥ sont colinéaires si det (U, v) = 0
Remarque

Lorsque U et ¥ sont colinéaires c'est-3-dire 3 k € R* tel que
U = kv alors :

- UetVsontde mémesenssik >0
- 1 et ¥ sontde sens contrairesik < 0

Evaluation 9

Etudier la colinéarité des vecteurs i = 21+ 3jet v =37 —J
9) Expression analytique de la colinéarité de 2 vecteurs
Synthése Générale 10

Définition

Soient U(x,y) et ¥(x',y") deux vecteurs plan. Alors U et ¥
sont colinéaires si det(i, ¥) = 0 c'est-a-dire

xx'
!

det(U,v) = =0,soitxy —x'y=0
W, v) vy y y

Evaluation 10

Soient les vecteurs U, ¥ et W de coordonnées respectives
dans les base (7,)): (—1; 2), (2; —4) et (1;y).

1) Vérifier que U et ¥ soit colinéaires

2) Trouver le réel y pour que les valeurs U et W soient
colinéaires.

3) Trouver alors les coordonnées de iidans la base (¥, W)
Séquence 2 : Barycentre (1 heure)
1) Barycentre

Approche 9 en groupe de travail

Soient A et B deux points quelconque du plan.

Consignes

1) Construire le point G tel que 2GA+3GE =0

2) Soit M un point. Exprimer en fonction du vecteur MG le
vecteur 2MA + 3MB.
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Synthése Partielle 5

On dit que G est le barycentre des points A et B effectués
respectivement des coefficients 2 et 3.

Synthése Générale 11
Définition du barycentre
i) Pour deux points

Etant donnés deux points A et B et deux réels a et 3 tels que
a+f #0.

On nomme barycentre de deux points pondérés
(4, a) et(B, B), le point unique G définie par aGA + BGE = 0

On dit souvent que G est le barycentre de A et B affectés
respectivement des coefficients a et S.

ii) Pour trois points

Nous pouvons étendre la définition du barycentre pour plus
de deux points. Ainsi on appelle barycentre de trois points
pondérés (4, a), (B, B) et (C,vy), le point unique G tel que
aﬁ+[36_§+yﬁf =6aveca+ﬁ+y¢ 0.

iii) Pour quatre points

De méme soient A, B, C et D quatre points du plan et
a,fB,v,6 quatreréelstelsquea+f+y+6 # 0

Il existe un point unique et un seul G tel que
aGA + BGB +yGC + 6GD =0 (lorsque a + 8 +y + 8 # 0)

Remarque

1) Si G est barycentre de (4, a)et (B, ) alorson a
aGA + ﬁﬁ =0 équivaut a dire que AG = a%ﬁ

2) G est barycentre de (4, a), (B, B) et(C, ),

(a + B +y # 0) équivaut a dire que

G=-—"t a5V ¢
a+pf+y a+B+y
c)Autre définition du barycentre

Etant donnés deux nombres réels a et f tels que a + 8 # 0.
Le point G est barycentre de (4, @)et (B, f) équivaut a dire
que pour tout point M du planona:

aMA + BMB = (a + B)MG
2) Propriétés du barycentre

1) Si G est barycentre de (4,a) et (B,B) aveca + 8 + 0
alors G est situé sur la droite (AB) c'est-a-dire :

-si a et 3 sont de méme signe alors G € [AB]
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-si a et § sont de contraire alors G & [AB]

2) Le barycentre de deux points reste inchangé lorsqu’on
remplace les deux coefficients par des coordonnées
proportionnels (non nuls). C'est-a-dire si G est barycentre de
(A4,a),(B,B),(C,6) ... Alors pour tout k # 0, G serait
barycentre de (4, ka), (B, kB), (C, ké), ...

3) Si A, B et C sont trois points du plan non alignés et si G est
barycentre de (4, a), (B, B)et (C,y) aveca + B +y # 0,
alors G est dans le plan (ABC)

4) Si G est barycentre de (4, a), (B, Bet (C, §) avec

a+pB+y+0etsia+ [ # 0ondésigne parHle
barycentre de (4, a), (B, B) alors G est barycentre de
(H,a + B) et (C,5)

Evaluation 11

1) Soit [AB] un segment. Construire le barycentre G des
points (4,3) et (B, 1).

2) Soit ABC un triangle quelconque. Construire le barycentre
Gde (4,2),(B,Det (C,—2)

3) On considere 4 points A, B, C et D non alignés du plan.
Définir et construire le pont G tel que

2GA—GB +3GC —2GD =0

3) Isobarycentre

Synthése Générale 12

Définition

On appelle isobarycentre des points A, B, C..., le barycentre
de A, B, C, affectés d’'un méme coefficient non nuls... c'est-
3-direGA+GB+GC+ =0

La propriété de I'isobarycentre est telle que si G est
I'isobarycentre de trois points non alignés A, B, et C.

Alors G est le centre de gravité du triangle ABC (point
d’intersection des médianes).

Evaluation 12

1) Soit ABC un triangle et E point défini par AE = %R‘)
Montrer que E est barycentre de A ,B et C affectés de
coefficients a déterminer.

2) ABC est un triangle quelconque. Construire I'isobarycentre
de ses trois sommets A, B et C.

4) Coordonnées du barycentre dans un repére

Approche 10 en groupe de travail

Soient A(—1,2) et B(3,1) deux quelconque du plan.
Soit G le barycentre du systeme {(4, 2), (B, —3)}

Consignes
Déterminer les coordonnées de G.

Synthése Générale 13
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Soient A(x,, v4) et B(xg, yg) deux points du plan trouvons Définitions
les coordonnées de G tel que
-Expression algébrique

aGA+BGE=0, (a+B#0 )
) Etant donnés O, A et B trois points du plan non alignés et

Soit G(xg, V), G étant barycentre de A et B d’aprés ce que i et ¥ 2 vecteurstels que OA = 7 et OB = D.
précede AG = %ﬁ = On appelle produit scolaire du vecteur i par le vecteur ¥ et
a+h on note 4. ¥ le réel tels que :
(XG—XA) =_F (XB—xA) B S
Y6—YA a+B \YB—YA - Siu=0etv=0 ,uv=_0
B B axap+Bx N - N
xczmxB_mxA"i-xA _ xc=#ﬁ3 - Siu #0etv#0
B, B SOIty 4y 4By
YA = GigYB T arpYa T Va Y6 = T oip Soit H le projeté orthogonal de B sur (0A)
Ces coordonnées sont également appelées moyennes - Si 04 et OH sont de méme sens
pondérées des coordonnées de A et B. § .0 = 0A.0OH
~N
De méme pour le barycentre G des points % B
(A4,a),B,B)et(C,y)aveca+pB +y +#0ona: n .
) 7
g
iG=—"F aps— Y 4¢ R -
a+p+y a+p+y 5 0 H O
axp+Bxp+yxc E - Si 04 et OB sont de sens contraires
A 4 a+pB+y ‘o = s
d’ou les coordonnées de G sont G (ayA+ﬁyB+Vyc> £ u.v=-0A.0H
a+p+y E.
3 g
Evaluation 13 E B v
@
1) Soient les points A(3, 2)et B(—1,4). E >
Déterminer et construire le point G tel que G soit barycentre % i
de (4,2) et (B,—1) ° H o A
2) Soit le triangle ABC tel que A(—1,0), B(2, —3) et C(3,4). P E . ) o
Déterminer les coordonnées de I'isobarycentre des points A, ? -Expression trigonometrique
>
B, et C. §- B
Séquence 3 : Produit scalaire (4 heures) /:/
1) Expression algébrique et trigonométrique 0 H A >

a) Approche 11 en groupe de travail Dans le triangle OHB, rectangleen H, on a :

Soit ABCD un parallélogramme tel que AB = 7, AD = 3 et
la hauteur DH = 2.

Consignes

Calculer le produit AB.AD

= 2 avec « = (i, 9)
cosa =_—aveca = (i,
Alors OH = OB. cos (i, )

Par suite L. ¥ = 0A. OB cos(uU, V)

D C .
Evaluation 14
A On considére un triangle ABC rectangle en A tels que
" ° AC = 4, BC =5 etl'angle (ﬁ’), C_A)) = 45°, Calculer CB.CA
Synthése Partielle 6 Remarque
O_n)dit que AB.AD est le produit scalaire des vecteurs AB et Lorsque (U, ¥) = 90° = g radian alorsu. v = 0

AD.
2) Norme d’un vecteur

Synthése Générale 14
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Synthése Générale 15
Définition
Etant donné i(x,y) un vecteur du plan.

On appelle norme de i et on note |||, le réel positif ou nul
défini par |[i]] = /x* + 2
Remarque

Dans I'expression du produit scalaire en désignant par

0A = |||l et OB

||Z]] alorsona:

¥ = [l 1171l cos (i, v)

<l

3) Distance de deux points définies par leurs coordonnées
Synthése Générale 16
Définition

Soient A(xy,, v4) et B(xg, yg) deux points du plan. Alors la
distance de A a B est le réel positif noté d(4, B) ou

simplement AB et vaut d(4, B) = /(x5 — x4)? + (V5 — ¥4)?

Evaluation 15

Calculer la distance des points A et B définis par

A(2,0) et B(—1,5)

3) Autres expressions du produit scalaire
1) Soit ABC un triangle quelconque

C

A B
Alors on a le produit scalaire

— _— AB*+ AC*- BC?
AB.AC = >

2) Soient i et ¥ deux vecteurs du plan. On a également :
- o> 1 — ->112 =12 =112
u.v = (lla+ol* - llzll® = 171

Evaluation 16
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1) On donne les vecteurs suivants :
i=20—Jetv(—1,1) etw(/3,1)

Calculer ||u]], [|7]] et ||W]|

2) Soit ABC un triangle tel que

AB =5, AC=4etBC =5

Calculer le produit scolaire CB.CA

4) Propriétés du produit scalaire
Pour tous vecteurs i, ¥ et v’ du plan

- — = - =
wv=0u=00uv=0

el

1)
UV =01
3) Si i et ¥ sont orthogonaux alors 4.7 = 0
4) Pour tout vecteur 1 on a: U. U = ||u]|?(c'est-a-dire u?* =
|li]|* appelé carré scalaire)
5) Pour tous vecteurs U, ¥ et k € R*

(kw). v = d. (kV) = k(. D)

- o

6) (U + V)% =u’+2uU.v + v°

7) (U —V).(U+ V) =u*—v?

I—J’I

<l

8Yu.(W+v") =uv+
9) [wv| < Il
5) Orthogonalité de deux vecteurs

Approche 12 en groupe de travail

Soit ABC un triangle rectangle en A tel que AB = 3, AC = 4
et BC = 5. Calculer le produit scalaire AB.AC

Synthése Partielle 7

On dit que les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.
Synthése Générale 17
Définition
Etant donnés 1 (x,y) et B(x’,y") deux vecteurs du plan. Les
vecteurs U et ¥ sont orthogonauxsi . v = 0

Evaluation 17

a) Montrer que les vecteurs % (1, —1)et #(—1,—1) sont
orthogonaux.

b) Soient i et ¥ deux vecteurs tels que
u.v=+2,|ull=2et |7l =1

Calculer cos(i, ¥) puis en déduire I'angle (1. )

6) Expression analytique du produit scalaire
Synthése Générale 18

Définition
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2) Etant donnés 7i(x,y) et ¥(x’,y') deux vecteurs du plan

x !
Si ﬁ.ﬁzO@(y).(;,)=0<:>xx’+yy’=0

Cette relation se nomme expression analytique du produit
scalaire.

Evaluation 18

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7). Soient
les vecteurs U(2,1), ¥(3,—6) et w(x, 3)
1) Calculer U. v

2) Trouver x pour que U et W soit orthogonaux.

7) Usage du produit scalaire :
i) Relation métrique dans un triangle : Théoréme d’Al Kashi

Soit ABC un triangle quelconque. En désignant par BC = a,
AC=b etAB =c

B C
Ona:a? = b%*+ c? —2bc.cos A
De mémeona: b? = a® + c? — 2ac.cos B et
c? = a?+ b* — 2bc.cos C

Evaluation 19

Soit ABC un triangle quelconque tel que BC = 5, AB=7 et

I'angle B = 30°. Calculer la mesure du coté AC.
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iii) Produit scalaire et lieux géométriques

Approche 13 en groupe de travail

Soient A et B deux points distincts du plan.

Déterminer la position du point quelconque M distinct de A
et B tels que MA et MB soient orthogonaux (m. MB = 0)

Syntheése Partielle
On dit qu’il s’agit d’une ligne de niveau (niveau 0)
Synthése Générale 19

Lignes de niveau

1) Ensemble E des points M du plan tels que MA.MB = k
Etant donnés A et B deux points du plan et I le milieu de[AB].

Le point quelconque M tel que MA.MB = k est tel que
1*cas:sik =0

Ona:MA.MB = 0, alors le triangle AMB est rectangle en M
2*me Cas:sik = 0

En se servant de la relation de Chasles, puisque I est milieu
de [AB], c'est-a-dire JA+1B =0

On obtient :
MA.MB = (Ml + TA)(MI + TF)
= MI? + MI.IB + IA.MI + TA.1B

On sait que MI.IB=TA.Mi =0etIA=1IB = %alors
MA.MB = IM? + IA.1B

Puisque 1B = —I4 alors

MA.MB = IM? — IA.IA = IM? — [A%orIA = % d’ol
MA.MEB = IM? — %

- 2
On obtient ainsi MA.MB = k = IM?* — % =k
m? =k +22
4
L’ensemble des points M du plan cherché est :

2
a)Sik + % < 0 alors le point M n’existe pas, autrement dit
E=0

b) Sik + ATBZ = 0 alors M est confondu avec I, c'est-a-dire
E ={I}

2
c)Sik+ % > 0 alors E est le cercle de centre I et de rayon

R= |k+ % (28me théoréme de la médiane)

Evaluation 20

On considére un segment [AB] tel que AB = 6 cm.

Déterminer et construire 'ensemble des points M tels que :

1) MA.MB =2 Z)Wf.W:T1

2) Ensemble E des points M du plan tels que MA? + MB? = k

Etant donnés A et B deux points distincts du plan. On
considére I'isobarycentre G des points A et B, c’est a dire que
G est barycentre de points pondéres (4,1) et (B, 1) avec

1+ 1 =2+ 0.Pourtout point Mdu planona:
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., .2 — 2
MA? + MA* = (MG + GA)” + (MG + GB)
= MG? + 2MG.GA + GA? + MG? + 2MG. GB + GB?

Alors MA? + MB? = 2MG? + GA? + GB® + 2MG (GA + GB)
on sait que :GA + GB = 0 alors

MA? + MB? = 2MG? + GA? + GB2. On a ainsi :
MA? + MB? =k © 2MG?*+ GA*> +GB* =k >
2MG? = k — GA? — GB?

__ k—GA*-GB?
N 2

k—GA*-GB?
2

MG? .On pose a =
Alors on aura MG? = a
L’ensemble E des points M du plan est tel que :
a)1%cas:sia <0

Alors M n’existe pas en d’autre terme E = @
b)2®mecas:sia =0

Alors M est confondue avec G c’est a dire E = {G}
c)2®mecas:sia >0

L’ensemble des points M est le cercle de centre G et de
rayon R = Va

Evaluation 22

Soient A et B les points du plan de coordonnées respectives
(1,2)et (—2,—2)

Trouver et dessiner I'ensemble des points M tels que

MA?+ MB* = 10

3) Ensemble E des points M du plan tels que MA? - MB? = k

On considére deux points distincts A et B et I le mileu de
[AB].

On peut écrire
MA? — MB? = (MI + IA)* — (MI + IB)?
= MI? + 2MI.TA + I1A> — MI? — 2MI.1B — I B>
Puisque IA = IB = [A2— [B2 =0 etIA = —IB
MA? — MB? = MI? — MI? + 2M1.14 + IA? — 2M1.(~TA) — IB?

= 2MI.1IA + 2MI.1A

= 4MI.TA
i — — — B
On a également Ml = —IM et IA = -5
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Alors MA? — MB? = 4(—IM) (_A;B’)
= 2IM.AB

On désigne par H la projection orthogonale de M sur (AB)

Onaalors MA? — MB? = 2]IH. AB

MA? — MB? = k=2TH.4B = k=TH = %

D’ou I'ensemble cherché est la droite perpendiculaire a la
droite (AB) et passant par le point H.

Evaluation 23

Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan
dans les cas suivants :

a) MA* — MB? =8etAB =2

b) MA% — MB? = 10 et A(—1,0) et B(1,1)

4) Ensemble des points M du plan tel que U.OM=k

Etant donnés le repére (0,1,)) et le vecteur U
L’ensemble des points M tels que 7.0M = k est tel que

Soit le point A tel que 04 =1 eton désigne par (D) la droite
(OA). Pour tout point M du plan de projeté orthogonal H sur
(D), on 1. OM = OA. OH alors

k
04

i.0M = k=0A.0H = k = OH =

L’ensemble E cherché est la droite passant par H et
perpendiculaire a (D).

En d’autre terme E est la droite perpendiculaire a la
direction de U

Evaluation 24

1) Déterminer et construire I'ensemble des points M tels que
UOM =4 avecu=21—7]

2) On donne le point A(2, — 1) et le vecteur (1, 3) dans un
repere (0,7,))

kétant un nombre réel, on note (E}) I'ensemble des points M
du plan tels que #. AM = k

Trouver et construire I'ensemble (E},) des points M du plan
telque k =3

5) Ensemble E des points M du plan tels que % =k

1¢cas:sik=0

Y4~ 0= MA=0.cCesta-dire M = A E = {A}

MB
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2! cassik =1

M2 =1= MA = MB.

MB

Alors E est la médiatrice de [AB]
3*mecas:sik ¢ {0,1}

1)pourk < OalorsE =@

2) pour k > 0 alors 2 = k = MAz = k? = MA* = k*MB? >
MB MB

MA? — k*MB? = 0. On alaforme a® — b®> = (a — b)(a + b)
MA? — k?MB? = (MA — kMB)(MA + kMB)

Ona:MA?—k?MB?>=0

(WA — kMB) (A + KMB) = 0 alors {4~ kME =0
MA + kMB =0

On désigne par G; le barycentre le barycentre de (4, 1) et
(B,—k) et G,le barycentre de (4,1) et (B, k)

On peut écrire MA — kMB = (1 -k)MG, et
MA + kMB = (1 + k)MG,. Alors MA? — k*MB? = 0

(1 - k)MG,.(1 + k)MG, = 0= (1 — kD)MG,.MG, = 0 =
MG,.MG, =0

Alors I'’ensemble des points cherchés est le cercle de
diamétre le segment [G;G,]

Evaluation 25

Déterminons I'ensemble M des points du plan dans les cas
suivants :

MA
MB

a)

2 b)%:—z

Séquence 4 : Les droites dans le plan (4 heures)
1) Rappel sur les droites

Approche 14 en groupe de travail

On considére les équations suivantes :
(E1):x+2y+1=0et(E2):x*—y+1=0

Consignes

Compléter les tableaux suivants correspondant a E1 et E2:

(E1)

(E2)

X -2 0 1 2

Yy
1) Tracer les graphes correspondants a ces deux équations.
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2) Conclure.

Synthése Partielle 8

L’équation (E1) est I'’équation d’une droite et (E2) n’est pas
I’équation d’une droite.

Synthése Générale 20

-Par deux points distincts, on peut mener une et une seule
droite.

-Par un point, on peut mener une infinité de droites.

-Une droite est algébriquement donnée par son équation
cartésienne.

2) Points alignés

Approche 15 en groupe de travail

On considére les vecteurs AB (_2) et AC ( 6 )

1 -3
Consignes
Construire AB et AC puis calculer det(ﬁ, ZE)

Synthése Partielle 9
On dit que les trois points A, B et C sont alignés.
Synthése Générale 21

Etant donnés trois 4, B et C trois points du plan.
A, B et C sont alignés ou qu’ils sont sur une méme droite

équivaut a dire que les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
Autrement dit A, B et C sont alignés si det(ﬁ, A_(f) =0
Evaluation 26

On donne les points A, B et C de coordonnées respectives
(—4;2);(2;5)et(0;4).

Démontrer que ces points sont alignés.

3) Equation d’une droite
a) Définition

On nomme équation cartésienne d’une droite, toute
équation de laformeax + by +c =0 (aveca,betc € R
et a et b non tous nuls).

Evaluation 27

Parmi les équations suivantes, préciser celle qui sont
équation d’une droite :

a)—2x+y+1=0b)V2x—y=0c)x*—y+8=0

b) Tracé d’une droite

En général on trace une droite a travers le tableau de valeurs
(tableau a double entrée en x et y).
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Evaluation 28

Tracer les droites d’équations :x +y + 2 = 0 et y = x dans

un repére orthonormé.

Remarque

1) Les droites d’équation x = k avec k € R sont paralleles a
I’axe des ordonnées et les droites d’équationsy = k aveck €
R sont paralléles a I’axe des abscisses.

2) Etant donnée une droite (D) d’équation cartésienne
ax+by+c=0

a) Le point M (a; ) appartient a la droite (D) si
ac+bf+c=0
b) Les coordonnées d’un point quelconque M de (D) sont :

C_baa ) aveca € R ou M( cobE, B) Avec B ER

a

M(a;

Evaluation 29

1) Tracer dans un méme repére les droites d’équation :
x==-2,x=0,x=1y=-3,y=0ety=5

2) On considére la droite d’équation cartésienne
2x+3y+1=0

Prouver que le point A (1; —1) appartient a cette droite et
trouver un autre point quelconque de cette droite.

c) Vecteur directeur d’une droite

Synthése Générale 22

Définition

Etant donnée une droite (D) d’équation cartésienne
ax + by + ¢ = 0 (avec a et b non tous nuls).

Un vecteur directeur de la droite (D) est le vecteur i =
(-b;a)

Remarque
Le vecteur directeur de la droite (D) est parallele a (D).

Evaluation 30
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Trouver un vecteur directeur de la droite (D) d’équation

3x+4y =0

d) Vecteur normal d’une droite

Définition

Etant donnée une droite (D) d’équation ax + by + ¢ = 0. On
nomme vecteur normal ou perpendiculaire a la droite (D) le
vecteur de coordonnées ¥(a; b).

Evaluation 31

Trouver le vecteur normal de la droite d’équation

x+2y+12=0

e) Coefficient directeur d’une droite

Définition

Etant donnée une droite (D) d’équation ax + by +c = 0.
L’équation de cette droite peut étre écrite sous la forme y =
Zx—Zen posant m =2 etp = —Zona:

b a b b

y = mx + palors le réel m est appelé coefficient directeur de
la droite (D) et p I'ordonnée a I'origine.

Evaluation 32

On donne la droite (A) d’équation cartésienne

x + 2y + 1 = 0. Trouver le coefficient directeur de (A).

colinéaires. On a : AB (y

det(m, ﬁ) =0

det(m, ﬁ)

Remarque

1) Dans un repére orthogonal le coefficient directeur d’'une
droite est également appelé pente de la droite ou
coefficient angulaire de la droite.

2) Soit (D) la droite d’équation cartésienne ax + by +c =0

On peut mettre cette équation sous la forme
(D): y = mx + p, que I'on appelle équation réduite de (D)

f) Construction et équation d’une droite définie par deux
points distincts Aet B

A

/ A(x4,Y4)

»
»

M(x,y)

o
@ / B(x5,¥y8)

Soit (D) la droite passant par les points

A(xy,v4) et B(xg, yg).L’équation cartésienne de (D) est telle
que : soit M (x, y) un point de (D) les vecteurs AB et AM sont

Xp — Xy
B — YA

) et AM (; : ;2) alors

_ x_xAxB_xA|_
1Y = Yay¥p —yal

S x—x)Wp—ya)— @ —ya)(xg —x4) =0
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Aprés développement on obtient une équation cartésienne
de (D)

(D) : (Vg —ya)x + (x4 —x)y — Xaxp + xgY4 = 0

Evaluation 33

En remplagant p par son expression, on a
y = mx + y, — mx, d’ou I'équation de (D)

D):y=mx+y, —mx,

Evaluation 35

Dans les cas suivants, construire la droite (AB) qui passe par A
et B puis déterminer une équation de (AB)

i) A(1,5) et B(—1,3) i) A (‘?“g) B (3‘72)

Ecrire une équation de la droite (A) passant par le point A de
coefficient directeur m dans les cas suivants :

NA(=3,00m=2  i)A(-3,-2m = %

g) Construction et équation d’une droite définie par un
point et un vecteur directeur

<
S

e

Soit (D) la droite passant par A(x,,y,) et admettant %i(a, b)
comme vecteur directeur. Alors une équation de (D) est telle
que :

Soit M (x, y) un point de (D)
Les vecteurs AM et % sont colinéaire, c'est-a-dire
det(m, ﬁ) =0=>

X=Xy a
Y= Ya bl ™~
Soit (D) :bx —ay +ay, —bx, =0

Evaluation 34

i) Détermination graphique du coefficient directeur d’'une
droite du plan

Evaluation 36

Soit la droite (D) ainsi représentée :

A

\4

(D)

Trouver le coefficient directeur de (D).
j) Retrouver une équation a partir des données graphiques

Evaluation 37

Déterminer une équation de la droite (A) passant par

A(3,—2) et de vecteur 1(1,2)

Soit la droite (D) passant par les points A(—1,1) et B(1,2).

Déterminer une équation de (D).

h) Construction et équation d’une droite définie par un
point A et le coefficient directeur

Soit la droite (D) d’équation y = mx + p qui est sécante a
I’axe des ordonnées. Le réel p est appelé ordonnée a

I'origine. Le vecteur directeur de cette droite est (1, m).
A

P (D)

-p

/

Si la droite (D) passe par A(x,,v,) m € R étant le coefficient
directeur de (D), alors on peut écrire :

»
»

Ya=MXy+P>DP =Y —MXy

k) Droites paralleles

Etant données (D) et (D’) deux droites d’équations réduites
respectives (D):y =mx +pet(D):y =m'x +p’

(D) et (D’) sont parallelessim = m’

Evaluation 38

Les droites suivantes sont elles paralleles ?
a)(D):3x—y+5=0,(D):—3x+y—=2

b)(A): —x—y—-1=0,A):x—y—-1=0

1) Droites perpendiculaires

Etant données (D) et (D’) deux droites d’équations réduites
respectives (D):y =mx +pet(D'):y=m'x +p’

(D) et (D’) sont perpendiculaires ssim.m’ = —1
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m) Droites sécantes

Etant données les droites (D) et (D’) d’équations respectives :

ax+by+c=0etax+by+c =0

1¢" cas : Si (D) et (D’) sont paralléles

Alors elles n’ont pas de points d’intersection
1°" cas : Si (D) et (D’) sont non paralleles

Alors (D) et (D’) se coupent en un point unique.

Ce point a pour coordonnées les solutions du systeme
d’équation formé par les deux équations.

Evaluation 39

On donne les équations des droites (D;) et (D,) par leurs
équations.

Préciser si elles sont sécantes ou non.

Si elles sont sécantes trouver leur point d’intersection dans
les cas suivants :

a)(D):4x—6y+1=0 (D;):2x—3y+5=0

b)(D):x+y=5(Dy):2x+y—4=0

n) Equation paramétrique d’une droite

i) Approche 16 en groupe de travail

Soit la droite (D) passant par A(1, —2) et dirigé par le
vecteur 1(—1,3)

Consignes
1) Pour tout point M (x,y) de (D) prouver que les vecteurs

AM et 1 sont colinéaire c'est-a-dire AM = tii.
2) Exprimer les coordonnées de M en fonction de t.

Synthése Partielle 10

On dit que cette expression ainsi est la représentation
paramétrique de la droite (D).

ii) Définition

Etant donnée une droite (D) passant par les points A(X,4,V,4)
et de vecteur directeur 1i(a, b). Pour tout point M(x,y) €

(D), on appelle représentation paramétrique de (D) dans le
X =x, +at

y =y, + bt ou t estun
- JA

repere (0,1,]), le systéme {

parametre réel.

Evaluation 40

Déterminer une représentation paramétrique de la droite A

passant par A(—1,5) et dirigé par le vecteur (1,—1)

o) Equation cartésienne d’une droite a partir de I'équation
paramétrique
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Evaluation 41

Trouver I'équation cartésienne de la droite (D) de

x=14+3t

représentation paramétrique {y — 24

p) Représentation paramétrique d’une droite a partir de
I’équation cartésienne

Evaluation 42

Trouver une représentation paramétrique de la droite (D)

d’équation cartésienne x + y +1 = 0.

q) Appartenant d’un point a une droite définie par sa
représentation paramétrique

Evaluation 43

Soit la représentation paramétrique de la droite (A)

=2-3t
{x avect € R

y=1+6t

Les points A(2, —3) et B(4, —3) appartient—ilsa (A)?

Séquence 5 : Cercle du plan (3 heures)
1) Equation d’un cercle

Approche 17 en groupe de travail

Soit I'ensemble des pointsM (x, y) vérifiant I’équation

(E):x*+y*—6x—4y+9=0
Consignes
Prouver que le point A(3,0) vérifie également (E).

Syntheése Partielle 11
On dit que le point A est sur le cercle d’équation (E)
Synthése Générale
Définition

Etant données A un point quelque du plan et run nombre
réel strictement positif. On nomme cercle (C) de centre A et
de rayon r I'ensemble des points M du plan tel que
d(A,M) =r.

Remarque

Un cercle est entiérement définie par :

-Son équation cartésienne de la forme x*+ y? —6x — 4y —9 =0
-Son centre et son rayon

-Son diametre
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2) Cercle défini par son centre et son rayon
Soit A(xy,y,) un point du planetr € R}

Le cercle (C) de centre A et de rayon r est 'ensemble des
points M(x,y) du plan tels que d(4,M) =r

Ord(A,M) =/(x —x2)% + (y — y4)?

dAM)=r>

Va2 + -y =7

Soit (x — x4)% + (y — yu)? =717

X2+ Yy = 2x0x — 2y, + x5+ ¥ P =12 =0

On note C(4, 1) le cercle de centre A et de rayon r

Evaluation 44

Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C) de centre

A(—1,2) et de rayon 3.

3) Cercle défini par son diameétre

Etant donnés A(x,, y,)et B(xp, yp) deux distinct du plan.
Le cercle (C) de diamétre [AB]. Ce cercle a pour équation
telle que :

M

Soit (x,y) € (C). On remarque que le triangle AMB est
rectangle en M, c'est-a-dire que le vecteur AM et BM sont
orthogonaux, c'est-a-dire que AM.BM =0

— (X — X — (X=X
AB( A)etBM( B)

Y —Ya Y — Y
— X —X X —X
AM.BM=0=>< A)( B):o
Y — YVa Y — Y

(x—x)(x—xp) + Y —y) ¥y —ys) =0
x>+ y? = (g +y)x — a + Y)Y + x4 + yayp = 0
D’ou I'équation du cercle (C)

Evaluation 45
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Soient les points A et B de coordonnées respectives (1,-1) et
(2,0). Trouver I’équation cartésienne du cercle de diameétre
[AB].

Remarque

Le centre I du cercle de diamétre [AB] est le milieu du

xXpAt+txXp
segment [AB] ayant pour coordonnées | (YAin>

2

4) Cercle défini par son centre et un point quelconque sur le cercle
M
A

Soit (C) le cercle de centre I(a, B) , A un point de (C)
et M(x,y) un point de (C).Ona:

r = IA le rayon de (C) ot

Soit{ e

r= \/(XA —x)%+ (yy —y)*alorsIM =r =
Ja—a?+ - =r

D’ou I'équation de (C) : (x — a)? + (y — B)? = 1*

Evaluation 46

Trouver I'équation du cercle de centre I(—3, —2) et passant
par A(1,0).

5) Etude du cas général

1) Etant donné un cercle (C) et M(x,y) un point de (C). Il
existe trois nombres réels p, q et € tel que pour M € (C) on
a:x*+y*+px+qy+£=0

2) Soit M (x, ¥) un point vérifiant x* +y* +px+qy+£=0
L’ensemble de ces points M peut étre :
-soit un cercle, soit un point ou soit I'ensemble vide
6) Reconnaissance d’un cercle (décomposition canonique)
Soit I'équation (E) : x> + y* + px + qy + £ =0
On transforme (E) sous la forme
(E) :(x — @)? + (y — B)? = R, ainsi on distingue 3 cas :
1¥cas:siR< 0

L’ensemble des points M (x, y) vérifiant (E) n’existe pas c'est-
a-direE=0

2 cas:SiR=0

L’ensemble des points M cherché est le point/ («, ) c'est-a-
direM =1

3¢mecas:siR > 0

L’ensemble des points M cherché est sur le cercle de centre
I(a, ) et de rayonr = R
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Evaluation 47

Trouver I'ensemble des points vérifiant les équations
suivantes :
a)x*+y*+2x—2y—20=0

b)x*+y*—4x—6y+13=0

x*+y*—4x+5=0

7) Détermination du cercle passant par 3 points
quelconques

Etant données A, B et C trois points non alignés du plan, il
existe un et un seul cercle passant par ces trois points.

1°" cas : si les deux points sont diameétres du cercle

On trouve I’équation du cercle telle que AM.MB =0
C'est-a-dire :
X +y? = (x4 +y)xX — (Va + Y)Y + Xaxp + yayp = 0

Evaluation 48

On donne les points A(1, —2)et B(0,5). Soit (C) le cercle de
diametre [AB]. Déterminer une équation de (C).

2%mecas : si deux points ne sont pas diamétre du cercle

B

Dans ce cas le centre du cercle est le point de concours des
trois médiatrices des trois cOtes du triangle ABC .

Pour trouver les coordonnée du centre I on cherche les
équations de deux médiatrices et leurs points
d’intersections est le point I.

Evaluation 49
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Déterminer I’équation cartésienne du cercle (C) passant par

les points A(—2,3), B(4,1) et C(—5,—1)

8) Position relative d’un cercle et d’une droite

@ .

(A) est extérieur a (C) (d > R)

(/)
N>

(A) coupe (C)enAetB(d < R)

D

(A) est tangente a (C) (d = R)

1)

2)

3)

Evaluation 50

1) Construire le cercle (C) de centre I(—3,2) et de rayon 3 et
la droite (D) d’équation cartésienne (D) : x +y+1 =10

2) Etudier la position relative de (C) et (D).

Histoire de mathématiciens
Al — Kachi

Al-Kachi ou Al-Kashi, le natif de Kashan. De son nom

complet Ghiyath ad-DinJamshidMas ud al-Kashi (Ghiyath ad-
Din: « secours de la religion », Mas'ud: « heureux »,Jamshid:

« Yama le brillant » en persan)

Il est mathématicien et astronome perse

(vers 1380, Kashan (Iran) - 1429, Samarcande (Ouzbékistan)).
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