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Programmes de mathématiques de la 10¥™ année commune générale
Trigonométrie

» Utilisation des matériels de géométrie :

* Rapports trigonométriques dans un triangle rectangle,

» Changement d’unité en trigonométrie :

* Présentation a I’aide de symétries des rapports trigonométriques des angles remarquables de
mesures comprises entre 0° et 180° (Utilisation du cercle trigopnométrique)

* Relation fondamentale de la trigonométrie.

* Rapports trigonométriques des angles complémentaires, supplémentaires.
« Résolution de problemes pratiques liés a la trigonométrie.

Calcul dans R

* Pratique des opérations et des inégalités portant sur des nombres réels, en particulier les
décimaux et les rationnels.

« Intervalles de R ; valeur absolue et distance sur la droite numérique ; Résolution graphique
de I’équation x appartient a R, |x-a|] = a.

 Majorant, minorant, maximum, minimum d’un sous-ensemble de R.

* Calcul approché : approximation décimale d’ordre n, arrondi d’ordre n, encadrement d’un
nombre réel, ordre de grandeur d’une valeur numérique. On effectuera une mise au point des
connaissances sur les nombres réels :

* Différentes écritures d’un nombre réel ;

* Savoir reconnaitre si un nombre est rationnel, décimal ou entier. On s’attachera a apprendre
aux éléves a organiser un calcul, un calcul approché :

¢ Choisir un programme de calcul adopté au probleme.
* Choisir les écritures des nombres réels ou les valeurs approchées qui conviennent.

* Présenter convenablement le résultat (savoir déceler et écarter tout résultat aberrant). Il ne
s’agira pas de recherche systématique d’un majorant, d’un maximum etc. mais plutot
d’apprendre aux ¢€leves a reconnaitre si un nombre réel est un majorant ou un minorant d’un
sous-ensemble donné de R.

Equations du premier degré et du second degré a une inconnue dans R (formation et
résolution)

D. Rappels et compléments des propriétés de
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R. - Propriétés de la valeur absolue d’un réel :

E. Calcul de distance de deux nombres réels

- Propriétés des intervalles de R (centre, rayon, longueur).

F. Résolution graphique d’équations de la forme [x —c | = a

G. Résolution d’une équation du second degré a une inconnue dans R, calcul du discriminant.

H. Résolution dans R de quelques équations irrationnelles du type  \ (ax+b)=cx +d. I.
Résolution graphique d’inéquations de la forme : [x —c [<a; [x —c|>a; [x—c|<a; [x—C|
>0

J. Inéquations du type : f(x) < a ou f(x) < g(x)

K. (Résolution graphique ; f et g étant des fonctions definies dans le programme)
L. Grandeurs proportionnelles (directement ou inversement)

Résolution graphique dans R2 d’équations et inéquations

Systémes d’équations dans Rz et R 3 :

* Interprétation graphique des inéquations et systémes d’équations, résolution

* Initiation a la programmation linéaire : probléme d’optimisation et de minimisation
* Mise en équation d’un probléme pratique puis résolution

* Proportionnalité et pourcentage

Fonction numérique d’une variable réelle.

* Diverses déterminations.

* Détermination graphique d’images

* Variation d’une fonction numérique

Etude de cas simples : x > ax+b; x->x2; x- 1/x;X-x

mLes fonctions polynomes :

mLes fonctions rationnelles : x -»(ax+b)/(cx+d) ; x -» (ax2+bx+c)/(ex+f)
Géométrie plane

* Caractérisation des vecteurs du plan

* Barycentre de 2 a 4 points du plan.

» Caractérisation du produit scalaire de 2 vecteurs du plan
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* Résolution des problémes de calcul de distance.

* Droite dans le plan

* Cercle dans le plan

Logique :

* Les connecteurs « et », « ou », « hégation »

* Les quantificateurs : « quel que soit /pour tout(e) », « il existe »

» Notion d’exemple, notion de contre-exemple, notion de vérification, notion de deduction,
notion de conjecture, notion d’équivalence.

Transformations et isométries du plan
» Homothétie ponctuelle

* [sométries du plan

Géométrie dans I’espace

* Activités pratiques dans 1’espace

* Figures géométriques dans 1’espace
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Séquence 1 : calcul dans R
I.  Rappels et complément des propriétés de R
1. Rappels sur les ensembles
Définition
» L’ensemble des entiers naturels est noté : Ntel que : N =4{0,1,2,3,4 ... ... + oo}

» L’ensemble des entiers relatifsestnoté : Ztelque : Z = {—oo...; —2; 0; 1; 2; ...+ oo}.
» L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que : Q = {S avecP €Z;q€ Z*}

On appel ensemble des nombres réels, I’ensemble des nombres rationnels et irrationnels on la
noteparIRdonc:Nc Z c Q c R.
Remarque
R est le plus grand ensemble ; R= ]—oo; +oo[; —co est appelé moins infini, +oo est appelé plus
infini.
R+= [0; 4+oo[ I’ensemble des nombres réels positifs.
R.= ]—o0; 0] I’ensemble des nombres réels négatifs.
R'= R — {0} I’ensemble des nombres réels privés de zéro.
2. Ecriture décimale — Nombres décimaux

Définition : x étant un nombre réel quelconque, x est un nombre décimal s’il existe un entier
relatif p tel que x = ;—2 n € Z*. L’ensemble des nombres décimaux est noté ID et nous avons
NcZcDcQcR
3. Rappels sur certaines opérations dans R

a) Quotients
Définition
Soit a est un nombre réel et b un nombre réel non nul. On appelle quotient de a par b le nombre
réel g tel que : a = bg. On Ienote%;a e Reth € R*
Propriétés

Pour tous nombres réels a, b, cetd avec b= 0etc# 0 ona:

a [ ad+cb
‘LE d bd
+c
£ 2p_2r¢
b+b b
£ ax<=%
d d
a (o} ac
_X_ —
*_b d bd

Page 6 sur 137




[Titre du document]

+ Sideplusc#0 ona:

oo

b) Puissance
Définition
Soit a un nombre réel, n un entier naturel non nul. On appelle a a la puissance n, le nombre reéel

notéa"telque:a™ =a Xxa X a X .. a.

. 1
Sia#0,a"=—; a’=1
a
Propriétés
Pour tous entiers relatifs n, m et pour tous nombres réelsa, bon a:
e a"xaMmM=a"*m
e a"xb"=(axb)"
e al=a

o (i)n =2 avech #0 @)m=a"
b bn

N . .
. (-a)”={ an51'n est 1mpa1re
a’ sin est paire
a® _ n-m
[ ] a_m =Qa

c) Racine carrées
Définition
Soit a un nombre réel positif. La racine carrée de a est le nombre réel noté v/a dont son carré est
égale a.
Propriétés
Soient a et b deux nombres réels positifs et n un entier naturel on a :

e Vaxb=+ax+b

a_va
=22 (b 0)

(Jay = Va
Ja+ b #va+b

1

[ ] \/a:aE

Remarque

e +/an’ade sens que si a est positif.
e Vae RietVYxeR;x¥*=a=x=+aoux=—/a

Comparaison de deux nombres réels
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Regle
Pour comparer deux nombres réels, on peut utiliser I’un des procédés suivants :
e Etudier le signe de leur différence ;
e Les comparer a un nombre intermédiaire ;
e S’ils sont strictement positifs ; comparer leurs carrés ; leurs racines carrées ou leurs
inverses.
Propriétés
Soient a; b et c des nombres réels
Sia>0; b>0etc>0;
e a <b ©a®<b?
e a<b a+Va<vb;
e a<bh & L > l;
a b
Sia<0;b<0etc<0;
e a<b o a*>=b?

1 1
e a<b = - 2;;

Il.  Propriétés de la valeur absolue
1. Définition
Soit x un nombre réel la valeur absolue de x est le nombre réel positive noté |x| tel que :

|x|:{xsix20
—xsix <0

2. Propriétes

Soient x et y deux nombres réels on a :
° [x]=0;
e |x]|=0= x=0;
e |x|=|y] = x=youx=—y;
o |xxy|l=Ix|x]yl;

x|

« [l=0r =0

o Vx* =|x|;
e Va>0,|x|<a © —-a< x <a
I1l. Distances de deux nombres réels

a) Définition
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Soit x et y deux nombres réels. La distance de x a y est le nombre réel positif noté d(x;y)
définitpar : d(x; y) = |x — y|.

b) Propriétés
Soient x et y deux nombres réels :

e d(xy) = 0 d(x; y) =d(y; x);

e d(x;y)=0= x=y d(x;y) <d(x;z)+d(z;y)
IV. Propriétés des intervalles de R
Définition
Soient a et b deux nombres réels avec a < b. On appel intervalle a, b I’ensemble des éléments
compris entre a et b.

7. Centre et rayon d’un intervalle

Soit a et b deux nombres réelsavec a < b :

» Le centre de ’intervalle a ; b est le nombre réel C tel que C = %b

> Le rayon de ’intervalle a ; b est le nombre réel r tel que r = b;—a
2. Réunion et intersection d’intervalle dans R
Soient I et J deux intervalles de R.
» La réunion des intervalles I et | est I’ensemble des nombres réels qui appartient a I ou
aJ.Elleestnotte IUJ ={x e R,x Eloux €] }.
» L’intersection des intervalles I et J est I’ensemble des nombres qui appartient a la fois
aleta]. ElleestnotteINJ={xeR,x€letx €]}
V. Résolution d’équation avec valeur absolue
7. Equationdutype |[x —c| =71 (r>0)
Soient ¢ un nombre réel et r un réel positif. Pour tout nombre réel x, ona:
lx—cl=r © d(x;c)=r
Sx—c=rou-(x—c)=r
Sx=c+roux=c—r
S={c—r;c+r}
2. Inéquations avec valeurs absolue
e Inéquationdutype:|x—c| <r(r>0)ou|x—c| =>r (r>0)
Soit ¢ un nombre reel et r un réel positif. Pour tout nombre reel x, ona:
Vi lx—¢c| £r © dx;c) <r

S —1r <x—c<r
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Sc—rs<xs<c+r
S xe[c—r1; c+ r]. D’oul’ensemble solutionestS = [c—1; ¢+ 7].
Vilx—c| 2r & dx;¢c) =r

S x=2c+roux<c—r =>8=|—-o;c—r|U[c+ T; +o].
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Exercices
Exercice 1
1. Calcule
3
A—(7+9) (1+1>-B—3 7-C—6+3-D—4+2-E—E-F—1
~\3 4/ \2 S 2 T S B
9 4
G % H t+s I z_g J=4 1
= - = ; = ; = )(—’ = ;
7 12 Il 142
4 3
1+1—+§
2
L=
6 3
2+z_3
2. Calcule
A=32%x34; B=34—-1x342; C=(5-2)5;
7—3 a2
D = (-2)5x (=2)*; E=;; F=a*xb*; G=;
Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, détermine des encadrementsde: x + y; x — y; xy; g ; x°

a) 2,1<x<22et33<y<34
b) 3<x<-let5<y<8
) 6<x<-—-2et —2<y<-1

Exercice 3

On donne les intervalles suivants: A =[-2; 1[; B=]—1; 4+o[; C =] —; 2]; D =
10; 5];E=[-4;4]; F=]—-1; 6]

a) Détermine le centre, le rayon et I’amplitude des intervalles A, B, C, D, E et F.
b) Représente les intervalles A, B, C, D, E et F sur un axe.
c) Déterminer:AnB; CND; ENF; AUB; CUD; EUF.

Exercice 4

1. Simplifie les expressions suivantes :
X = 25— 3v20 + V75
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Y = 3V44 — 511 + 8V121
7 = 5V18 + 3V8 + 74128

2. Ecris les nombres sans radical au dénominateur

5 V7 —4 5 -2 3
A=—;B=3—;(=———; D=—;F= ——; F = ————;
V8 V2 V3 ++/27 V2 -1 14++/11 V7 =245
3—1 1-2v6
G=\/_ ;H=—\/_
V3+1 V6 -5
Exercice 5

Le périmeétre d’un rectangle est compris entre 72,8 cm et 73,2 cm. Sa largeur est comprise

entre 14,1 cm et 14,2 cm.

a) Donne un encadrement de sa longueur.

b) Donne un encadrement de son aire.
Exercice 6
Résous dans IR
(E1):16 — x| =3; (E2):|x— 3]|—1=0;(E3):|2+ x| =5;
(E4):|12x —1|=2; (E5): |4x — 4| —8=0; (E6): |x — 2| = —4;

2 7
(D):lx— 2| <5; (2):[x + 6] > 2; (I3):|§—x|<g;

(I14):18—x|=1;(5):|5— 2x|—4<1; (I6):|2x + 1|+ 1> 3.
Exercice 7

Donne I’écriture scientifique des nombres suivants :

A= 321,76 x 10*; B = 0,943; C = 12,82 x 10 ~2; D = 234267839 ;
E = 0,00023 x 10~*; F = 2314,003 x 10°; ¢ = 0,001 x 0,6 x 103.
Exercice 8

Donne les formes simplifiées des expressions suivantes :

~ 35x10°x21x37%x5? B_(3x10‘3)3 C- 310 x 7
- 12 X 7 X 49 x 34 T J9x10f 1073 x 25’
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D=122X3x5—-2%x42x2; E= (3%x16)*x27—-1x%5
Exercice 9

Ecris chacun des nombres ci-dessous sous la forme 2™ x 3™ x 5P x 79 avec m, n, p, q entiers

relatifs.

25 x 573
5x15%*x147°%; 25x772x10%; ——
6 > ’ 0'34X21‘7

Exercice 10

Compare les nombres réeels suivants :

a3 -@et% 2v10et11:2—10V7et2 —8V1l:5—+3et5++3

7 17 ' 151

Exercice 11

Soient a et b deux nombres réels telsque : a > —1etb > 2.
Quelestlesignedea+ b? 2a+ b? a— 3b7?

Exercice 12

Vérifie que :

1+2 1+3\/1+4\/1+7w/(1+4)2=3

4+3\/8+4\/9+5 (2 + 6)2=4

Exercice 13

Ecris les nombres suivants sous la forme a x 10™ avec a € Z,n € Z
24,543 ; 432000000; 0,00321; 0,76503

Exercice 14

On consideére le tableau suivant
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a b lal |b| laxbl lalx|bl la+bl |l
+ |b]

4 7

-2 5

6 -3

—1 -8

a) Compléte le tableau ci-dessus

b) Compare dans chaque cas: |a X b| et |a| X |b|; |a + b|et|a| + |b|.
Exercice 15

Ecris sans le symbole de la valeur absolue les nombres suivants :

2—-13 5
11— V2|5 12V3 = 3] | =73 ‘T‘ S 15+ 71 |z.5— 3
Exercice 16
Soit y un nombre réel positif :
. CA1+y-1 _ 1
Démontre que : v = T

Exercice 17
Donne I’écriture fractionnaire des nombres suivants
a=628..;b=2,16..,c= 7,142...; d= 32,5..;e= 4,20...; f = 1,256.... ;
g=5271..;h= 21,3241 ..
Exercice 18

Lancée le 24 Aolt 1994, la sonde Agent H arriva a proximité de la planete Neptune (4,5
milliards de km) le 28 Aodt 2021.

Combien de temps les signaux émis par la sonde ont-ils mis pour parvenir aux antennes de

réception situées sur Terre sachant que ses signaux voyagent a la vitesse de la lumiere ?

Donnée : vitesse de la lumiére : 300000km/s.
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Exercice 19

Le QG de I’'UEPM (Union des Enseignants pour la Promotion des Mathématiques) est construit

sur un triangle isocéle et rectangle ayant une aire de 3,92 m?.
Détermine a 1 cm preés, les dimensions de ses cotés ?
Exercice 20

Pour tout entier n, on considére les nombres :

1 [\t 1-vE\" : :
F, = 7 [( > ) - (T) ] (nombres de Fibonacci)

L,= (“f)n - (1_2‘/3)n(nombres de Lucas)

Vérifie que, pourn = 0; 1; 2; ces nombres sont des entiers.
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Corrections des exercices
Exercice 1
1. Calculons

Dans cette partie nous utiliserons les propriétés des quotients

> A= (42— (1) = (D24 29) o (b ) () (1)
3 4 2 3x4 3X4 2X1 1x2 12 2

_55_3 _SSx2_ 12x3 _110-36 _ 74 ., _37
T12 2 12x2 2x12 24 2477 T 12
23 9 27 27
> E =3 ==Xx=-= = E=—
2572 10 10
143 Bama w37
— 4 __ 1X4 4X1 4 — 4 __ — —
FH=m=nsa = == =7 =7
4 1X4 4Xx1 4 4
1 1 1 1 1
» k= T = T =T 1 = T = T
1+ 3 1+ 3 1+ 3 1+I 1+§
4 4 5+12 17 17
1+m 145 = =
3 3
1 1 1 25 25
14+ 25417 4242’ 42
25 25 25
2. Calculons

Utilisation des propriétés de puissances
A=3>x3%"=32**=3°
C = (5—2)5 — 5(—2)><(5) — 5—10
D= (-2)*x (-2)* = (=2)*** = (-2

Exercice 2
Dans chacun des cas suivants, déterminons des encadrementsde : x + y; x — y; xy; i ; x°
a) 21<x<22et33<y<34

2,1 <x <22

X+ y: +
33<y <34

54<x+ y<Db6

Cherchons I’encadrement de —y

33<y<34 = -34<-y<-33
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2 1=x=C2,2
X— V. -34<—y<-33
—-1,3<x— y=<—1,1

2, 1=x=12,2
XV 33<y<3d
6.93 <x.y<7.48

Cherchons I’inverse de y

1 1

33<y<34=—<-<—
Y 34y 33
21<x=22

o2 _i_a

hY 3.4 ¥ 3.3

x2:(2,1)% < 2% < (2,2)2
441< x* < 4,84

Exercice 3
A= [-2;1[; B=]—-1; +o

a) Déterminons le centre le rayon et I’amplitude

—2+1 1+2

A= [-2; 1[:lecentre c = =_71;Ierayonrszg;l’amplitude:l=1+2=3

B =]—1; +oo [ cen’est pas possible car b n’existe pas

b) Représentation

c) Déterminons
ANB=]—-1;1[etAUB= [-2; 40|
Exercice 4

1. Simplifions :

X =2V5- 3v20 + V75
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X=2V5-3V4x5+V25x%x3

= 2v/5—3vV4 x5+ V25 x /3

= 2vV5 - 6V5 +5V3 = —4V/5 4+ 5V3
X =—-4/54+5V3

Y = 3v44 — 5V11 + 8V121

= 3vAx 11 — 5V11 + 8112

= 3V4 x /11 — 5V/11 + 88

= 611 — 5V11 + 88

Y =11+ 88

2. Ecrivons les nombres sans radical au dénominateur

4.5 _5xV8 58

V8 VBxv8 8

5  5(W2+1)  5/2+45  5V2+5 5V2+5

YT T (E-0ME) (e 2-1 1 =SV

po 3 3(y7+25)  _ 3V7+6V5 _3W7+6V5

S V7-2v5 (VI-2B)(VT+2V5) (Vi) - (2vB): 720
_3V7+6V5
- -13

Exercice 5

Soit p le périmétre du rectangle, L la longueur, [ la largeur et s son aire.
72,8<p<732; 141<1<14,2 <L<??

a) Onsaitp=2x (L+1) = L= g — L donc on fera un encadrement pour avoir L

728 p 732 p
72B<p<T732 = —-<o<—-= 364<5<366 (1)

141<1< 14,2 = —-14,2 < -1l < —14,1 (2), formons un systéeme avec le (1) + (2)
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36,4 < § < 36,6
+
—142 < -1 < —14,1
222 < g— 1< 225

=>22,2<§—1<22,5

= 22,2<L<225
b) Son aire
S = L X [ on fait de la méme maniére que a) mais cette fois c’est le produit de L par [.
Exercice 6
Résolvons dans IR
(E1):|6—x|=3 © 6 —x=30ub— x=-3
& —x=3—60u-x=-3—6
& —x=-30u-x=-9
© x=3oux =9doncS = {3; 9}
(E2):|x—=3|—-1=0¢&|x— 3|=1
& x—3=1oux—-3=-1
©x=1+30oux=-1+3

©x=4oux=2doncS = {4; 2}

1
(E9:(2x 1] =2 & |2(x—3)| =2
21| 1| 2
S 2 x— 5| =
21 |x - 5
2| 1| 2
= — —| =
73
| 1| 1 ! 1 ! 1
Lt —_ = = Lt —_—_- = —_—_= -
X > X > ou x >

1
= x=1+§oux=—1+§
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2+1 —-2+1
L = =
X 5 ou x >

3 -1 3 -1
= x=—oux=—doncS:{— —}
2 2 2

2}
(I1):|x—2]<5 & -5<x—-2<5
© 5+2<x-2+2<5+2
©-3<x<7 & S=[-3;7]
(I2):|x+6]|>2 & x+ 6>20u-(x+ 6) > 2
S x>2—6oux+ 6< -2
©x>—-4oux< —-2—-6
© x>—-4oux< —8 © S=]—o0; —8[U] —4; +oo]
Exercice 7
Donnons I’écriture scientifique des nombres suivants
A= 321,76 x 10* = 3,2176 x 10? x 10* = 3,2176 x 10°
E = 0,00023x107* = 23x107*x107*=23%x10"8
F =2314,003 x 101° =2,314003 x 103 x 101° = 2,314003 x 103

Exercice 8

Donnons les formes simplifiées des expressions suivantes

A= 35x103x21x373x5%2 _ 5x7x(2x5)3x3x7x373x5%2 _ 5x7x23x53x3x7x373x52
- 12x7x49x3%4 3x4X7X7x7x3% 3x34x73x22

_ 55x72x23x37?
35x73x22

=55x7%x23x372x37°x7 " 3x2 72
A = 5°x7"1x2x377
D =122x3x52x42x2 =(3x4)>X3xX52X6X7x2=3?X4°X3X52X2X3X7X2
=3%%24x52x2x7x2
D =3*x25x52x7

Exercice 9 : méme procéder que 1’exercice 8
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Exercice 10

Comparons les nombres réels suivants :

11 35 11 35 11x17-35x7 187-245 —-58
> et 2 2 = ===

: <0
7 17 7 17 7x17 119 119

11 35 11 35
S > —o<=
7 17 7 17

> 2V10et11: (2v/10)%= 4x10 =40 et 11%= 121
40<121 = 2+/10<11

Exercice 11

Soient a et b deux nombres réels telsque a > —1etb > 2.

Lesignedea+ b:

a=-1
+
b=>2
a+b=>1

a+b=>1= a+ b estpositif.

Exercice 12

Vérifions que : |1 + 2 1+3\/1+4\/1+7«/(1+4)2=3

1+2 1+3\/1+4\/1+7 (1+4)2?=[1+2 1+3\/1+4/1+7\/(5)2

:\/1+2\/1+3\/1+4\/1+7x5
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=\/1+2\/1+3 1+4v1+35

:\/1+2\/1+3\/1+4\/%

=\/1+2x/1+3\/1+4x6

:J1+2\/1+3V1+24

:J1+2 1+ 3v25

=1 + 21 + 3x5

=V1+2V16
=1+ 2x4
-3

1+2 1+3\/1+4\/1+7\/(1+4)2=3

Exercice 13 : de la méme maniére que I’exercice 7.
Exercice 14

a) complétons
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a b |al |b] laxb| la|x|b] |a+ b| |af+ |B]
4 7 4 7 28 28 11 11
-2 5 2 5 10 10 3 7

b) Comparons :
» a=4etb=7:|laxb|=|a|X|b|=28et|la+ b|= |a|+ |b| = 11
» a=-2etb=5:|laxb|=|a|x|b|=10et]|a+ b| < |a| + |b|

Exercice 15

Ecrivons sans le symbole de la valeur absolue les nombres suivants :
> |1 —+/2|: cherchons le signe 1 — /2
12=let (vV2)’=2 =1 —-+2<0donc [1— V2|= —(1—-+2)=+2-1
> |2_2—‘/§ : cherchons le signe de 2 —v/3
22=4et(\3)2’=3=4>3=2>+3donc2—+3>0

|2—\/§ _2-/3
2 2

Exercice 16

Soit y un nombre réel positif :

. J1+y—-1 1
Démontrons que : > =
y J1+y+1

L cherchons a rendre rationnelle
J1+y+1
1 1+y-1 1+y-1 J1+y-1  1+y-1

Tyl (o)1) (Jiry) -2 1ty y

Dot 1+y-1 1
ou y  Jity+1
Exercice 17

Donnons 1’écriture fractionnaire des nombres suivants

a=68.. = 10a=68,8..
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= 10a — a = 68,8 — 6,8
= 9%9a= 62 =a= %
b= 2,16..= 100b = 216,16 ...
= 100b — b = 216,16 — 2,16

= 99b = 214

214
=1 b = —
99

c=7142...= 10c = 71,42 ....= 1000c = 7142,42 ....
= 1000c — 10c = 7142,42 — 71,42

= 990c = 7071

7071
" 990

Exercice 18
d= 45x10°kmetv =3 x 10°km/s

Le temps mis est :

d d
v=—= t= —
t v
4,5 x 10°

=t =———+
3 x 105

=t=15x10%s

Exercice 19

B
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Le triangle est rectangle et isocéle. Soit s 1’aire du triangle : s= 3,92m?

xX.X x?
S=—5=S5=3

= 3,92 X2 =x2
= 7,84 =x
= /7,84 =x0u-/7,84 = x;

= x = 2,8m =~ 3 m car la distance est toujours positive
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Séquence 2 : trigonométrie

Utilisation des mateériels géométrique

B
Triangle rectangle
On appelle triangle rectangle, tout triangle comportant un angle

A C

de 90°. On peut le construire a partir de la régle et du rapporteur.

B
Triangle isocéle
Un triangle isocéle est un triangle dont deux cotés ont la méme mesure.
On peut le construire a ’aide de la régle et du compas. A c

Triangle équilatérale

B
C’est un triangle dont les trois cotés ont la méme mesure.
On peut le construire a 1’aide d’une régle et d’un compas.
A I C
B
A C

Triangle rectangle isocéle

Il s’agit d’un triangle a la fois rectangle et isocele.

On peut le construire a 1’aide d’une régle et d’un compas.

Remarque : dans un triangle ABC ; la somme des angles intérieurs est égale a 180 degré
A+B+C=180°

Rapports trigonométriques dans un triangle rectangle

B
Soit ABC un triangle rectangle en A.
., cOtéopposé AB . cotéadjacent AC
sinC = —=—etcosC = - S —
hypothénus BC hypothénus  BC
B = coté opposé  AC tcos B = coté adjacent AB
SmE = hypothénus BCe st = hypothénus  BC A ]
A coté opposé  AB . coOtéadjacent AC
tanC = =—etcotanC = =

coté adjacent AC coté opposé AB

- coté opposé  AC . co6téadjacent AB
tanB = — - =—etcotan B = —— — = —
coté adjacent AB cOté opposé AC
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Théoreme de Pythagore

Dans un triangle rectangle, le carré de I’hypoténuse est €gal a la somme du carré des deux autres

cotés. Dans le triangle ci-dessus, ona: BC? = AB? + AC®.
Changement d’unité en trigonométrie

Cercle trigonométrie : le cercle trigonométrique dans un repére (0;7; ) est le cercle de centre

Oetderayonr = 1.

1
-1 O r 1
-1
Unité de mesure d’un angle : il y a trois unités de mesure a savoir le degré, le radian et le
grade.
d T g

180°  mradian _ 200gradian
Par ailleurs il y a les sous multiples du degré : 1° = 60’et1’ = 60".

Présentation a I’aide de symétries des rapports trigonométriques des angles remarquables

de mesures comprises entre 0%et180°
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Tableau trigonométrique

a en 0°

degré

a en O

radian

sina 0

cosa 1

tana O

cota Impos-

Sible

Remarque:VaelR; ona: —1<sina<let—1<cosa<1

30°

ol _

Nlél N| =

“| %

&

—90° = —=

45° 60° 90°

T T T
4 3 2
V2. 431
2 2
vz L o
) 2
1 /3  Impos-
sible
1 V3 0
3

120°

135°

~|F

150° 180°
5w s
6
1 0
2
NE!
2
V3 0
3
—+/3  Impos-
sible
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Relations trigonométriques

Rélation fondamentale de la trigonométrie : sin*a + cos?a = 1

. . P 1
Autre relation en trigonométrie : 1 + tana = .

Angles associés

Angles opposes

Angles opposes

Angles complementaires
Angles dont la différence
estm

Angles dont la différence

est =
2

{

{

{sin
co

sin(

et 1+ cotan’a =

osta

—a =—Sina
S—a =cosa

T—a)=sina

cos(m—a) =—cosa

. T
Sin (E - CZ) =Ccosa

7-[ -
cos (E - a) =sina

sin(m + a) = —sina
cos(m+a) =—cosa

. T
Sin (E + CZ) =Ccosa

Cos (

g+a) =—sina

sin

2

(l.

Rapports trigonométriques des angles complémentaires et suplémentaires

Angles complémentaires : deux angles sont complémentaires si leurs somme est 90°ou§

radian.

Angles suplémentaires : deux angles sont suplémentaires si leurs somme est 180%ou 7 radian.
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Exercices

Exercice 1

Construire un triangle ABC rectangle en B a I’aide de la régle et de I’équerre. Montre

I’hypoténuse ainsi que les c6tés adjacent et opposé suivant I’angle C.

Exercice 2

1. le quel des rapports sin C; cos C; tan Cet cot € il faudra
utiliser pour calculer AB ?
2. En déduire AB.

Exercice 3 A

1. Place le point H sur AB tel que CH et AB soient orthogonal.

12cm
2. Détermine CH. 307
Exercice 4 ¢
A B?
1. Place le point B sur la figure tel que ABC
10cm soit un triangle rectangle en B.
2. Détermine AB et BC.
C

. A 10cm B

Exercice 5

NE

1. Place le point H sur [AB] sachant que (AB) L (CH).

2. Détermine CH.

Exercice 6

Soit OlJ un triangle rectangle en J tel que O] = 2,5cm et O = 5,8cm.

Trace ce triangle et détermine IJ.
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Exercice 7

Complete le tableau suivant
Degré 30

Radian

NI

Grade 50

Exercice 8

Converti pour compléter le tableau ci-dessous.
Degré 5
Minute 3000

Seconde 36000

Exercice 9

Compléte le tableau suivant
aen 0° 30° 45° 60°
degré

aen

radian

sina 0

>3
~| S

cosa

tana

cota

Exercice 10

70

NS

35

2,6
500

4326

120° 135° 150° 180°

. , . . 4
. Soita e |—Z;Z]| détermine cos a sachant que sina = -.
1. Soit >33 -
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I~

2. Soit a €[0; ], détermine sin a sachant que cosa = —

5
. , . 4
3. Soitae [—gg] détermine tan a sachant que cos & = -.
Exercice 11
1. Donne la nature de ce triangle aprés luis avoir donné un nom.
. 2. Réponds a la question posée par la figure.
C
Tlem 3. Détermine le troisieme angle.
Exercice 12

Détermine une valeur approché a 10~2 prés de

la mesure de : HBC; ABC et ABH.

Exercice 13

Lo T —T 51 41 .. 8m 7T -7 . 10w
Calcule : sin{—=); cos(—); tan—; cot—; sin—; cos—; cos|(—]); sin—.
3 4 4 3 6 6 6

6
Exercice 14
1. Détermine le complémentaire des angles suivants : 30° ; 45° ; 13°; 79° ; %%%
2. Détermine le supplémentaire des angles suivants : 30° ; 45° ; 143° ; 97°; %g%ﬂ

Exercice 15

Détermine les angles d’un triangle sachant que les trois angles sont des entiers naturels
consécutifs. Trace ce triangle et donne sa nature.

Exercice 16
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"

NB : les murs du géant sont orthogonaux par rapport a I’horizontale.

Exercice 17

4km

4km

\a\q
N
Y

hY

P 3km

Donne un nom a ce triangle puis détermine sa nature.
Réponds a la question posée par la figure.
Détermine la mesure de chaque angle de ce triangle.

> w0 np ke

Détermine le périmetre de ce triangle.

Exercice 18

im

12m
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Yacoub et Abdou sont volontaires pour une course dont le gagnant aura une récompense de
15000FCFA. Sur des distances de moins de 100m, Yacoub est plus doué qu’Abdou ; mais sur
des distances de plus de 100m Abdou est plus redoutable. La course se fait ainsi : au signale les
deux coureurs décollent au méme point et ne vont pas dans le méme sens. Chacun doit faire le
tour du terrain rectangulaire ci-dessus pour arriver au point de départ. Le premier arrivant est

le gagnant de la course. Qui est plus favorisé par cette course.

Exercice 19

Alors que le cortége du président N golo tournait la tour de la pyramide ; il fut atteint a la téte
par une balle qui voyageait a 2Km/s provenant du géant immeuble Tindi. Sachant que le
président se situait a 100m de I’immeuble, la balle a parcourus 113m pour atteindre sa cible.

Détermine 1’angle du tireur (sniper) comme indiqué dans la figure.
NB : les murs de I’immeuble Tindi font 90° avec 1’horizontale.

Exercice 20

Détermine le nombre de triangle dans cette figure.
Combien y a-t-il de triangle rectangle ?

Combien ne sont pas rectangle ?
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Exercice 21

Un bateau contenant des touristes embarqua a un point d’embarquement du fleuve Niger et se
dirige orthogonalement vers le pont FHAD. Au bout de 3km parcourut, il fait un virage de 90°
a droite ou il parcourut encore 1km. Suivant quel angle il doit virer & droite & nouveau pour

arriver tout droit sur le point d’embarcation.

Fleuve Niger

P
0
n
I’

F
H
A
D

Embarquement

Exercice 22

—l 4km

A I’occasion du 70"*™ anniversaire de Chérif Ousmane Madani Haidara, I’association Angar
Dine décide d’entourer entiérement leur terrain triangulaire a 1’aide des dattiers. Ainsi, 1’on
plantera un dattier a chaque 4m a partir d’un sommet. Sachant que chaque plante coite
4500FCFA, combien dépensera I’association pour obtenir le nombre de plante nécessaire pour

entourer tout le terrain.
Exercice 23

Pour que les rayons du soleil ne touchent pas Hitler, il faudra planter orthogonalement une
plaque a 25m devant ce dernier. Sachant que les rayons frélent la terre suivant un angle de 15°.

Détermine la longueur minimale de la plaque pour que les rayons ne touchent pas Hitler.
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25m

A\
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Corrections des exercices
Exercice 1

On construit un triangle ABC rectangle en B a 1’aide de la régle et de I’équerre puis on montre

I’hypoténuse ainsi que les c6tés adjacent et opposé suivant I’angle C.

Coté opposé

1. le quel des rapports sin C; cos C; tan Cet cot € il faudra

utiliser pour calculer AB ?
il faudra utiliser sin C pour calculer AB.

2. En déduire AB.

V3 AB
2

inC =— = sin60°=— = =—=AB =2V3
°
sin sin 2 2 cm

Exercice 3

1. Place le point H sur AB tel que CH et AB soient orthogonal.

12cm|

S 307
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2. Détermine CH.
Onsaitque A+ B + € = 180° = A + 30° + 90° = 180 = A = 60°.

. ~ CH . CH V3
smA=E=>sm60°=—=>

CH
- 7_E=>CH—6\/§cm.

Exercice 4

1. Place le point B sur la figure tel que ABC soit un triangle rectangle en B.

2. Détermine AB et BC.

cos A =52 = cos12° =2 = cos 12° = 22 = AB = 10 cos 12° = AB = 97,81cm.
sin4 = 2- = sin12° = 2= = BC = 10sin 12° = BC = 20,79cm.

Exercice 5

1. Place le point H sur [AB] sachant que (AB) L (CH).

A B

H
-

2. Détermine CH.

= CH s CH T
tanB = o tans =—= CH = 5tanz = CH = 5cm. (AB = 10cm = HB = 5cm)
Exercice 6
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Soit OlJ un triangle rectangle en J tel que O] = 2,5cm et O = 5,8cm.

Trace ce triangle et détermine IJ.

0

2,5cm 5,8cm

—

012 =02+ 1J2 = [J2 = 01> — 0J2 = [J2 = 5,82 + 2,52 = [J? = 33,64 + 6,25 =
IJ? = 39,89 = I = 6,31cm.

Exercice 7
Complete le tableau suivant

d r 30

r
180 =« 180 =

s
6

d g 30 g 100

= - = ﬁg:
180 200 180 200 3

d _r_d _; d _1_ o

180 7 180 m 180 2 -
T

r g > 9

_ = L == =1

200 7200 97100
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Degré 30 90° 45° 180 70
7
Radian w T T n 71
6 2 4 7 18
Grade @ 100 50 @ @
3 7 9
Exercice 8
5% 60
1°> 60" et5°>x =>x = = x = 300
5 x 3600
1°—>3600"et5°—>x=>x=sz=18000
1x 3000

1°—>60’etx—>3000’=>x=T=x=50

, , 60 x 3000
1" - 60" et 3000 —>xﬁx=fﬁx= 180000
1° = 3600" et 36000 = 1 x 36000 = 10

- - = — =
et x X 3600 X
1 x 36000

1" - 60" et x - 36000 = x = T: x = 600

Degré 5 50 10 1,20 8,33

Minute 300 3000 600 72,1 500

Seconde 18000 180000 36000 4326 30000

Exercice 9
Complete le tableau suivant

e 1% action : convertir tous les angles en radian.

71
40

35

2,6
156

9360
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a en 0° 30°
degré

a en O

ol _

radian

sina O

N =

cosa

tana

cota

45°

NS

~|

60°

R

~| G

9(° 120°

i 21

2 3
1

e 2°™ action : sinus et cosinus sont réciproques

a en 0° 30°
degré

a en O

ol [

radian

sina 0

N| =

cosa 1

~| G

tana

cota

e 3™ action:tana = —— et cota =
cosa

a en 0° 30°
degré
a en O .
. 6
radian
sina 0 1
2

45°

N N

~| 3

45°

NI

~| )

60°

oG i

N =

60°

w3

~| 3

cosa

sina

90° 120°
i 2T
Z 3
1
0
9(° 120°
E 2T
2 3

135°

135°

135°

150° 180°
5t T
6
150° 180°
5w T
6
150° 180°
S5n T
6

Page 41 sur 137




[Titre du document]

cosa 1 V3 V2 1 0
2 2 2
tana O V3 1 V3 Impossi.
3
cota Impossi. 3 1 V3 0
3

o 4™ gaction : la ligne 90° est comme un miroir qui refléte les différentes valeurs a droite.
Toutes les images changent de signe sauf la ligne sinus.
a en 0° 30° 45° 60° 920° 120° 135° 150° 180°
degré

a en O i i w e 2 3n S i
radian 6 4 3 2 : E 6
sina 0 1 V2 NEE V3 2 1 0
2 2 2 2

cosa 1 V3 V2 1 0 _1 V2 V3 | -1

2 2 2 2 2 2
tana O V3 1 V3  Impossi. —/3 -1 V3 0

3 3
cota Impossi. /3 1 NEE N —+/3  Impossi.

3 3

Exercice 10
1. Soitae [—%%] détermine cos a sachant que sina = g

2
. 4 16
Ona:sm2a+cosza=1=>(§) +cosza=1:>c052a=1—2—5

9
=>cosza=g = [cosa =

N 3 s
ou cosa = —¢ rejete

2. Soit a € [0; ], détermine sin a sachant que cos a = —%.

2
. . 2 . 4
Ona:sm2a+cosza=1=>51n2a+(—§) =1$sm2a=1—£
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. 21 . 21 . V2T .o
=>sm2a=5 = sina = —jou sina = ———rejéte.

3. Soit a € [—m; 2r], détermine tan a sachant que cos @ = %-

1+ tana = = 1+tan’a = ! =>tan2a=§—1=:>tan2a=i
cos’*a 4\? 16 16
5
Y w4 7 N 3
:tanazzre]eteoutanaz—z
Exercice 11

1. Donne la nature de ce triangle aprés luis avoir donné un nom.
Ce triangle est rectangle en B. B
2. Reépondre a la question posée par la figure. C

=28 cosAi= 2 A= cos1 > = A= 56940 6
cos —AC cos —11 = CoS 11 = ’

11lcm

3. Détermine le troisieme angle. A
Ona:A+ B+ C=180°= 56,94°+90° + C = 180 = C = 33,05°.
Exercice 12

Détermine une valeur approché a 10~2 prés de
la mesure de : HBC; ABC et ABH.

tan HBC HC tan HBC L6
= — =
an BC an 37 A

ABC = tan~" (32) = HBC =23,38° 1';"\

S AC L6+ 12
tan = ﬁ = tan = T = 1,6m ’

Exercice 13
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Lo T -7 51 4T .. 8m 7T -7 .. 10w
Calcule : sin{—=); cos|—); tan—; cot—; sin—; cos—; cos|(—); sin—.
3 4 4 3 6 6 6 6
.5 . 3 3
i T o V3 . - Jin V2 . 57T san sm(§+7”) cosTn
Sin —3 =—sm§=—7, COoS 7 =cosz=7,tan7= 7 — e —37 —
COST COS(E+T) - SlnT
_g =1 cot m_ % Cos(ﬂg) = _Cosg 2 = V3, sin & — sin i~ sin (n + n) =
2 3 sint osin(m+l)  -sing 30 37776 T3 3)
2 3 2
\/§ 7T T \/5
—sin-=——; cos—=cos(mr+—-)=—cos—=——;
2 6 6 2
(—n) T V3  10m 57 ( N 27T> _2m V3
cos|— ) =cos—=—; sin—=sin—=sin|r+—)=—-sin—=——
6 6 2’ 6 3 3 3 2
Exercice 14

1. Détermine le complémentaire des angles suivants : 30° ; 45° ; 13° ; 79° ; gg%
x+30°=90°=x=60°;x+45°=90°= x =45°;x+13°=90°=>x =77°;

x+79°=90°=x=11°; x+-=-=x=0;x+ - =-=x=
3

10°

2. Détermine le supplémentaire des angles suivants : 30° ; 45° ; 143°; 97° ; %;g;%ﬂ.

x +30°=180° = x = 150°; x + 45° = 180° = x = 135°;x + 143° = 180° = x =

37°;x+97°=180°=>x=83°;x+§=n=>x=§ ;x+§=n=>x=2?ﬂ;x+4?n=
s

T=Xx=-.
5

Exercice 15

Détermine les angles d’un triangle sachant les trois angles sont des entiers naturels consécutifs.

Trace ce triangle et donne sa nature.

Soit x le plus petit des angles. On a:x + (x +1) + (x + 2) = 180° = 3x + 3 = 180° =
x = 59°

Donc les trois angles sont : 59° ; 60° et 61°.

Exercice 16
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a
w

NB : les murs du géant sont orthogonaux par rapport a I’horizontale.

Soit x I’angle demandé, on a tan 65° = 1x—0 = x = 10tan 65° = x =21,44°

Exercice 17

1. Donne un nom a ce triangle puis détermine sa nature.

B

d4km

dlkm

sk ]

Le triangle ABC est rectangle en C.
2. Reépond a la question posée par la figure.
Soit x le coté demandé. D’apres le théoréme de Pythagore on a :
AB? =AC?’+BC?’= (x+4)>=324+4>=x>+8x+16=25=x2+8x—-9=0
A= b? —4ac = 8% — 4(1)(—9) = 64 + 36 = 100

X, = -b—vVA _ —-8—/100 — 9 ¢IN:x,

2a 2

1

_ —b+VA _ —8+V100 _
- 2a 2

Donc x = 1km.
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3. Détermine la mesure de chaque angle de ce triangle.

D’aprés la figure, C = 90°

4 4 o 4 o
sind = 1B = sind = Yo = sind = A = A =sin™?! <§> = A =53,13°
A+B+C =180°= B =180°—53,13°—90° = B = 36,86°
4. Détermine le périmétre de ce triangle.

P=AB+AC+BC=5+3+4 = 12km.

Exercice 18

im

12m

Yacoub et Abdou sont volontaires pour une course dont le gagnant aura une récompense de
15000FCFA. Sur des distances de moins de 100m, Yacoub est plus doué qu’Abdou ; mais sur
des distances de plus de 100m Abdou est plus redoutable. La course se fait ainsi : au signale les
deux coureurs décollent au méme point et ne vont pas dans le méme sens. Chacun doit faire le
tour du terrain rectangulaire ci-dessus pour arriver au point de départ. Le premier arrivant est

le gagnant de la course. Qui est plus favorisé par cette course.

11 faut tout d’abord connaitre la distance minimale parcouru par les deux coureurs. Pour cela il

faut connaitre le périmétre du triangle.
Soit x I’hypoténuse du terrain. D’aprés le théoréme de Pythagore on a :
x? =12% + 312 = x? = 1105 = x = 33,24m ou x = —33,24m réjété
Alors le périmétre est P = 12 + 31 + 33,24 = 76,24m.
Donc la distance minimale parcouru par les deux coureurs est proche de 76,24m.

D’apres ce résultat, Yacoub est plus favorisé par cette course.
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Exercice 19

Alors que le cortége du président N’golo tournait la tour de la pyramide ; il fut atteint a la téte
par une balle qui voyageait a 2Km/s provenant du géant immeuble Tindi. Sachant que le
président se situait a 100m de ’immeuble, la balle a parcourus 113m pour atteindre sa cible.

Détermine 1’angle du tireur (sniper) comme indiqué dans la figure.

NB : les murs de I’immeuble Tindi font 90° avec 1’horizontale.
Soit x ’angle du tireur. On a : sinx = 19  x =sin~?! (ﬂ) = x =62,24°
113 113

Exercice 20

Détermine le nombre de triangle dans cette figure.
Il y’a 6 triangles dans cette figure.
Combien y a-t-il de triangle rectangle ?
I1 y’a trois triangles rectangles.
Combien ne sont pas rectangle ?

Il y’a trois triangles non rectangles.
Exercice 21

Un bateau contenant des touristes embarqua a un point d’embarquement du fleuve Niger et se
dirige orthogonalement vers le pont FHAD. Au bout de 3km parcourut, il fait un virage de 90°
a droite ou il parcourut encore 1km. Suivant quel angle il doit virer a droite a nouveau pour

arriver tout droit sur le point d’embarcation.
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Fleuve Niger

P
o
n
t

F
H
A
D

Embarquement

Soit 6 I’angle a la quel le bateau doit virer pour arriver droit sur le point de départ.
Ona:tanf = % =0 =tan"}(3) = 0 = 71,56°

Exercice 22

—l 4km

A T’occasion du 70"™ anniversaire de Chérif Ousmane Madani Haidara, I’association Angar

Dine décide d’entourer entiérement leur terrain triangulaire a I’aide des dattiers. Ainsi, 1’on
plantera un dattier a chaque 4m a partir d’un sommet. Sachant que chaque plante coite
4500FCFA, combien dépensera I’association pour obtenir le nombre de plante nécessaire pour

entourer tout le terrain.
11 faut tout d’abord connaitre le périmétre du triangle.
Soit x I’hypoténuse du terrain. D’aprés le théoréme de Pythagore on a :
x%2 =32+ 42 = x? = 25 = x = 5km ou x = —5km réjété
Alors le périmétreest P = 5 + 3 + 4 = 12km.

Ensuite on convertit 12km en m. 12km =12000m

12000m

On divise par 4 ; —— = 3000
a4m
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Donc il faut trois plantes. D’ou 1’association Angar Dine dépensera 3000 X 4500FCFA =
13500000FCFA.

Exercice 23

Pour que les rayons du soleil ne touchent pas Hitler, il faudra planter orthogonalement une
plaque a 25m devant ce dernier. Sachant que les rayons frolent la terre suivant un angle de 15°.

Détermine la longueur minimale de la plaque pour que les rayons ne touchent pas Hitler.

1,6m

25m
La longueur du plaque est x + 1,6.

Par ailleurs tan 15° = 2x—5 = x =25tan15°= x = 6,69m

Alors la longueur du plaque est x + 1,6 = 6,69 + 1,6 = 8,29m.
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Séquence 3 : équations-inequations-systemes

l. Equation du premier degré a une inconnue dans R
1) Définition : on appelle équation du premier degré a une inconnue dans R toute équation
de la forme (ou qui peut se ramener a la forme) ax + b = 0ou a # 0 ; a et b sont des

réels sont des réels.
Exemples: 2x +5=0 ; _71+3x=1—x etvV2 =+/3x

2) Reésolution : soit (E) : ax + b = 0 avec a # 0 une équation du premier degré.

(E) admet une unique solution x = —

Exemple : résous dans R les équations suivantes : 3x + 6 =0; 1 —5x =x + 2;

?X—§=5X

N.B : la précision de I’ensemble dans lequel (N ; Z ; D ; Q ; R) se fait la résolution est trés

important pour écrire I’ensemble solution de 1’équation.

1. Equation du second degré a une inconnue dans R
1) Définition : on appelle équation du second degré a une inconnue dans R toute equation
pouvant s’écrire sous la forme ax®+ bx + ¢ =0 ol a # 0 ; a; b et ¢ sont des réels.
2x2—3x+ 1= 0; —§x2+\/§x= Set6+3x(x—2)—2x(x—4) =0 sont des

exemples d’équations du second degré a une inconnue dans R.

2) Reésolution : soit (E) : ax® + bx + ¢ = 0 avec a # 0 une équation du second degré.

Pour résoudre dans R 1’équation (E), on procede comme suit :

> on calcule tout d’abord le discriminant A = b? — 4ac ;

—-b—V/A etx, = —b+VA

» si A > 0 alors (E) admet deux solutions x; = ;

2a

» si A = 0 alors (E) admet une solution double x, = % X

» si A < 0alors (E) n’admet pas de solutions.
Exemple : résous dans R les équations suivantes :
2x>4+3x—5=0; —x2—2x+3=0;4x*4+4x+1=0; —-5x2+2x—4=0
II. Inéquation du premier degré a une inconnue dans R

Page 50 sur 137




[Titre du document]

1) Définition : soit (E) : ax + b = 0 avec a # 0 une équation du premier degré.

En remplacant I’égalité de (E) par I'un des signes d’inégalités (< ; <; >; =) nous aurons une

inéquation du premier degré a une inconnue dans R.

2) Résolution

a) Signe du binéme (ax + b)

ax+b=0:>ax=—b:>x=7
X —b
—00 e + oo
ax+b signe contraire de a signe de a

Dresser le tableau de signe des bindmes suivants : 7x + 4 ; V5 — 2x et 2 + x

b) Meéthode pratique : soit (I): ax+b <0 ou a # 0 une inéquation du premier
degré. Pour résoudre (1) on procede comme suit :
> on étudie le signede ax + b ;

> puis on en déduit I’ensemble solution.

N.B : les inégalités (< et <) font référence au signe moins (—) et les inégalités (> et >) au

signe plus (+). Les intervalles seront fermés si I’inégalité est large et ouvert si elle est stricte.

V. Inéquation du second degré a une inconnue dans R

1) Définition : soit (E) : ax® + bx + ¢ = 0 avec a # 0 une équation du second degré.

En remplagant I’égalité de (E) par 1’un des signes d’inégalités (<; <; >; =) nousaurons une

inéquation du second degré a une inconnue dans R.

2) Résolution
a) Signe du trindbme (ax? + bx + ¢)
ax’*+bx+c=0;A=b*-4ac

» Si A > 0alors on adeux solutions x; et x, ; SUPPOSONS x; < X,
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X —o0 X4 X5 + @

ax®+bx + ¢ | signede a Osigne de — a ) signe de a

» Si A = 0alors on a une solution double x

X —o0 Xp + oo

ax®+ bx + c signe de a signede a

» Si A < 0alorsiln’y a pas de solutions

X —00 + oo

ax®*+ bx +c signe de a

b) Méthode pratique

Pour résoudre I’une des inéquations (ax*+ bx + ¢ < 0;ax* + bx + ¢ < 0;ax? + bx + ¢ >
0;ax? + bx + ¢ = 0) on étudie le signe de ax® + bx + ¢ et enfin on en déduit ’ensemble

solution.
V. Autres types d’équations et d’inéquations

Exemple 1 : les équations rationnelles.

x?—x—1

. / - - -3 2—
Résous dans R les équations suivantes : —— = =— ; =2x+3
4x—-8 3—x x+2
. 5z . . x-3 2—x
Resolvons dans R I’équation : — = —
4x—-8 3—x

D,={x/x e R;4x -8 #0et3 —x # 0}
4x—8=0=2>24x=8=>x=2;3-x=0=>x=3; douD,=R—-{2;3}

x—3 _2—x
4x -8 3—x
= —x?4+6x—9=—-4x>+16x—16=>3x>—-10x+7=0

=>x-3)3—-x)=0Ux-8)(2—-x)

x; =1letx, =§;donc5={1; é}
Exemple 2 : inéquations rationnelles.
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, .y . . 2x—-8 1 +1 2 8
Résous dans R les inéquations suivantes : — ad <—; === >
xX“+5x—6 x+2 X x+1 xX°+x
, ., . +1 2 8
Résolvons dans R I’inéquation : — — — > —
X x+1 X“+x

D,={x/x€R;x#0;x+1#0etx*+x+0}=>D,=R—{-1;0}

x+1 2 8 x2+1 8 x2+1 8
_ > = > = - >0
x x+1 x2+x x(x+1) x?+x x(x+1) x(x+1)
x> =7 -0
i—
x(x+1)
x2—7=0=2x=—Toux =7
X —oo —\ﬁ -1 0 ﬁ + o
x*—7 + — — — +
( )
X - - - + +
(
x+1 - - + + +
{
x(x+ 1) + + — + +
x> —7 + - .
x(x + 1) N B
S=]—o00; —\7] U] = 1;0[U [V7; +oo[
VI. Equations irrationnelles du type vax + b = cx + d
cx+d=0
\/ax+b—cx+d:{ax+b:(cx+d)2
Exemple

Résous dans R les équations suivantes : V3x+7 =x+1;(x+ 1) —V4x — 15 = 4
B x+1>0 x> -1 x €[—1; +oof
v3x+7_x+1:>{3x+7=(x+1)2:>{x2—x—6=0:>{x1=3;x2=—2

Donc § = {3}
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Q(x) =0

En général, \/P(x) = Q(x) = {P(x) =[Q(x)

2 ou P(x) et Q(x) sont des polyndmes.
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Exercices
Exercice 1

Résous dans R puis dans Z les équations suivantes : 3x +2 =2x+5;5x +3=2x - 6;

54 x=2:74+3x=—-4:9—3x=15+2x; x+4 =2 X2 _ l.x+z_ —3xi4
3 7 —x+4+3 2

Exercice 2

Vérifie si les réels —2; % ;1ety/2 sont solutions des équations (E) et (E’) définies
respectivement par: (E): —2x+1=2—-3x et(E’):3+4x =8

Exercice 3

Un pére de 45 ans a deux fils Ali et Moussa d’ages respectifs 12 ans et 16 ans. Dans combien

d’années 1’age du pére sera la somme de I’age de ses fils.
Exercice 4
On donne les polyndmes P(x) = x(x + 2) —x — 2 et Q(x) = 4x* — 2x + (2x — 1)2.

a) Factorise P(x) et Q(x).
b) En déduis les solutions de 1’équation P(x) = 0 puis de Q(x) = 0.

Exercice 5

1) Résous dans R les équations suivantes :
a)x*—13x+12=0;b)2x2—4x+2=0;¢)3x2+x+1=0;d)7x*+9x + 2 =
0;e) —3x*+x +4=0; Hx*+4x +4 =0

2) Résous dans R les inéquations suivantes :

Q) —x2—3x+4>0; b)x*+4x+4<0;¢)2x*—2x+3>0;

Exercice 6

Résous dans IR les équations suivantes en utilisant 1’étude du signe du bindme :

a) —2x + 1<0; b)5 4+ 3x>-5 ;¢) =2 <21 ;) 2,3
—x+3 2 -5 2
. 4-3x . (5x +5)(4x+ 2) x?—x—4
&) 2x —DBx+2)>0; f) 7= <0 5 9) 2> 0 h) 5> 0
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C ) (x—=5)(x2—12x+24) >0

N1 1
—+-—==
xX—2 xX+2

alo

Exercice 7
Résous dans R les équations irrationnelles suivantes :
1) VB3x+1=3-x; 2)x—V2x+1=1;3)V-xZ+4x+5=x—6;
DVIx—3+3=2x;5)Vx*+1—-2x+1=0
Exercice 8

Aboubacar posséde d’un jardin rectangulaire dont la longueur est le double de la largeur et un
champ de forme rectangulaire dont 1’aire est le double de ’aire du jardin. Le périmetre du
champ est égal a celui du jardin augmenté de 44 métres. L aire du champ étant égale a 64m?,

calcule les dimensions du jardin puis celles du champ.
Exercice 9

Moussa dépense dans un premier magasin le quart de la somme dont il dispose. Dans un second
magasin, il dépense la moitié du reste. Et apres avoir ensuite acheteé un objet a 500F, il lui reste
400F.

De quelle somme disposait-il au départ ?
Exercice 10

Fatoumata dépense le quart de son salaire a la nourriture, le tiers de son salaire a la location et

il lui reste la somme de 50000F. Détermine le montant du salaire de Fatoumata.
Exercice 11

Soit ABC un triangle rectangle en A. Détermine les dimensions de ABC sachant que les

mesures de ses cOtés sont trois entiers consécutifs.
Exercice 12
Trouve le nombre naturel dont son triple diminué de quatre vaut son double augmenté de cing.

Exercice 13

1) Deux capitaux dont la différence est 25 000F et dont le rapport est 3. Quels sont ces

deux grandeurs ?
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2) Trouve deux nombres sachant que leur rapport 3 et leur somme 22 440 F.

Exercice 14

P - 3 .
1) Une personne dépense le quart de son salaire pour son loyer, les ~ pour sa nourriture.

Il lui reste 594F pour les autres dépenses. Quel est son salaire ?

2) Trouve deux nombres naturels pairs et consécutifs dont leur somme vaut 206.

3) Mamadou a ajouté 17 a son age puis a multiplié ce résultat par 2 et a trouvé 48. Quel
age a-t-il ?

4) Dans un jardin, le tiers de la surface est recouvert par des fleurs, un sixiéme par les
plantes vertes et le reste, soit 150m?, est occupé par la pelouse. Calcule I’aire de ce

jardin.
Exercice 15
Un magicien demande a un spectateur de :

e Choisir un nombre ;
e Le multiplier par deux ;
e Retrancher 3 a ce produit ;

e Multiplier le tout par 6.

Le magicien annonce comme résultat 294. Détermine le nombre choisi par le spectateur.
Exercice 16

Deux ouvriers mettent 12 heures pour cultiver un champ. Combien d’heures mettraient quatre

ouvriers pour cultiver le méme champ.
Exercice 17

Quatre dactylos ont mis 8 heures pour toper un rapport de 160 pages. Combien de temps

mettraient six dactylos pour toper ce méme rapport ?
Exercice 18

Un robinet qui débite 18 litres a la minute met 28 heures pour remplir un bassin. Quel temps

mettrait-il si son débit était de 42 litres a la minute ?

Exercice 19
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Un camion pesant a vide deux tonnes doit passer sur un pont limité a six tonnes. Détermine le
nombre de caisses maximales de 118 Kg peut-il transporter sur ce pont sans risque de

surcharge ?
Exercice 20

Une cartouche d’encre noire pour imprimante achetée en magasin cotite 17,9€. Achetée sur un
site internet, la cartouche colte 16,5€ mais il y a des frais de port, d’un montant de 4,9€ quel
que soit le nombre de cartouches achetées. A partir de combien de cartouches achetées 1’achat

sur internet est-il moins cher qu’en magasin ?

Exercice 21 (source CIAM)

On consideére I’équation (E): ﬁ + x_iz = % +

o=

a) Précise les contraintes sur I’inconnue x
b) Trouve une solution de 1’équation (E’) qui soit un nombre entier.

c) Reésous (E) dans R.

Exercice 22 (sur internet)
Deux commercantes ont 30000F et 10000F .sachant que leur capital a chacun augmente chaque
semaine de 5000F.

Au bout de combien de temps le capital de la premiere sera-t-il égal a la moitié de la seconde ?

Exercice 23 (source CIAM)
On dit qu’un rectangle est d’or lorsque le rapport de la longueur a la largeur est égal au rapport

du demi-périmétre a la longueur.

Trouve les dimensions de tous les rectangles d’or dont la longueur dépasse exactement la

largeur de 2cm.
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Corrections des exercices
Exercice 1

e 3x+2=2x+5>23x—2x=5-2=x=3;doncS; = Sg = {3}

5 2 5 2 5 -12 -12 3 -36
e Sx+4==x=-—4Dx=—Dx=—XZ=—
3 7 3 7 3 7 7 5 35
-36 -36) . —36
R 5= {2 Zezos, =
35 Sr 35 ) ' 35 S2=10
x+2 —3x+4 24

= T=>2(x+2)=—5(—3x+4):>—13x=—24=>x=—

-5 13

Skz{ﬁ}etSZ =0

x+2_l
- x+3 2
D,={x/xeR ; —x+3 # 0} =R —{3}
**2 1l o+ +33x=-1 !
_— - = — = = -1 = = — —
—x+3 2V X x *=73
1
SR:{__} et SZZQ
3
Exercice 2

(E) : —2x + 1 = 2 — 3x; vérifions si les réels —2 ; % ; 1 et /2 sont solutions de (E).

e Pour x=-2: -2(-2)+1=2-3(—2) =5 =8fausse; donc —2 n’est pas
solution de (E).

e Pour x =§ =2 G) +1=2-3 G) = —% = —% fausse ; donc z n’est pas
solution de (E).

e Pourx=1:-2(1)+1=2-3(1) > —1 = —1vraie ; donc 1 est solution de (E).

e Pourx=v2:-2(v2)+1=2-3(V2)=>-2v2+1=2-3V2 fausse ; donc

V2 n’est pas solution de (E).
Exercice 3
Soit t le nombre d’années ou I’age du pére sera la somme de 1’age de ses fils.

45+t)=(12+t)+(16+t) > —t=—-17 =t = 17.D’ou dans 17 ans ’dge du pére sera

la somme de 1’age de ses fils.
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Exercice 4
SoitP(x) =x(x+2)—x—2

a) Factorisons P(x)
Px)=x(x+2)—x—2=x(x+2)—(x+2)=(x+2)(x—1)
b) Résolvons dans R I’équation P(x) = 0
PxX)=02x+2)x—1)=0=2x+2=00ux—1=0=>x=-2o0ux=1
Dou S ={-2;1}
Exercice 5
1) Résolvons dans R les équations suivantes :

a) x2—13x+12=0;A=(—13)%2 — 4(1)(12) = 169 — 48 = 121

—(-13)-v121 _ 13-11 _
2(1) -2

_ —(-13)+VT2T _ 13+11 _ 12
2(1) 2

A>0,Onax1= 1,XZ

Donc S = {1;12}

b) 3x+x+1=0;A=(1)2-4Q3)(1)=1-12=-11
A<0,doncS =0
C) x>+4x +4 =0;A=(4)?2-41)@)=16—-16=0

A=O,ona:x0=%=—2;5={—2}

2) Reésolvons dans R les inéquations suivantes :
Q) —x2—-3x+4>0
—x?2=3x4+4=0;A=(-3)2—-4(-1)4)=9+16 =25

_ (325 _3-5 .. —(=3)+V25 _ 345 _
1= 2.1y — -2 15x, = 2(-1) -2 4
X —00 —4 1 + oo
—x?-3x+4 - + -
S =[-4;1]

b) x*+4x+4<0
XCrdx +4 = 0:A=(4)2—4(1)(4)=16—16=0

—®_ _

A=O,ona:x0=2(1)—
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X —00 -2 + oo

x%+4x + 4 + +

S=0
c) 2x2—2x+3>0
20% —2x +3=0;A = (=2)2 — 4(2)(3) = 4 — 24 = —20

x —00 + o
2x*>—2x+3 +
S =]-o0; +oof
Exercice 6
Résolvons dans R les inéquations suivantes :

a) —2x +1<0;-2x+1=0=>-2x=-1=>x=

X
—00

2
—2x+1 + -
s=fp
=|—: 400
2‘

b) 5+ 3x>-5210+3x>0;10+3x=0=3xr=-10=x = —

X —-10
10 + 3x — +
s=[22. . [
= |—: (e}
3 )

c) 2x—1)(Bx+2)>0

(2x—1)(3x+2)=0:>2x—1=00u3x+2=0=>x=%0ux=_?2

+ oo
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2x —1 - — +
3x + 2 - + +
(2x —1)(3x+ 2) + - +

5=l o5
= |—00:— —: 400
’3 2)

) 4—-3x
(x+2)(4- 2x)

4-2x=0=>x=2

<0;4—3x=0=>x=§;x+2=0=x=—2;

X 4
— -2 — 2 +
(0/e] 3 (o]
4 —3x + + — —
x4+ 2 — + + +
4 —2x + + + -
(x+2)(4—2x) - + + -
4 — 3x — + — +
(x+2)(4—-2x)
4
S=[—2;§]U[2;+00[
X+2 —3x+4 x+2 —3x+4 —13x+24 . _ _ ﬁ
e) :>T=>:—T>O=>_—10>0,—13x+24—0$x—13
X 24
—13x + 24 + —
—13x + 24 - +
—-10
s ] 24
= |—00 ' —
" 13
x+2 1, _ . _ _
f) _x+3<E,D,,—{x/xE]RZ, x+3+#0}=R—-{3}
22 i X2 1o 20 3x4+1=03x="2; —2x+6=0>
- x+3 2 —x+3 2 —2x+6 3
x=3
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X -1
— — 3 +
(00} 3 o
3x+1 - + +
—2x+6 + + -
3x+1 — + -
—2x+6
Exercice 7
Résolvons dans R les équations irrationnelles suivantes :
_ 3—x=0 —-x=-3 x <3 )
1) “3x+1_B_x:}{3x+1=(3—x)2:>{x2—9x+8=0:>{x1=12x2:8’
S ={1}
B _ x+1=>0 x=-1
2) x—\/2x+1—1:>\/2x+1—x+1=>{2x+1:(x+1)2:>{xz:0=>
x=>-1 —
{x=0:5_w}
-6>0 x=6
N —; =x— X N
) VoxPHAx+5=x-621_ 12 4 4y 15 (x—6)2 7 |2x% —16x+31=0
x=6
{ 8—vZ 8+V2 > § = {8+ﬁ}
X1 =55 X = 2
2x—32=20
4) V7x —3+3=2x=>V7x—-3=2x-3> 7x—3=(2x—3)2=>
3
2x >3 x=3
= = =S = {4}
4x* —19x +12 =0 X =25 x=4
2x—12=20

5)Jﬁ+1—2x+1=0:¢ﬂ+1=2x—1:{

1

2x > 1 X = 4

= =85 =1-

3x2—4x =0 xlzo;xzzs {3}
Exercice 8

2+1=0Qx—-1)>%"
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Soient L la longueur du jardin et [ sa largeur ;ona: 2L = L.

Soient x et y respectivement la longueur et la largeur du champ ; ona:xy = 2LL .
Deplusona:2(x+y) =2(L+1)+44etxy = 64.

Calculons :

e Les dimensions du jardin
2Ll=64=>L1=32=221°=32=>1*=16=>1=4m;L=2l=8m

e Les dimensions du champ

x+y=234 ) _ P o _
{xy:64 >t°—34t+64=0=>1¢t;,=2;t,=32;x=32mety =2m.
Exercice 9

Soit S la somme que dispose Moussa.
S—2S—2R—500=40000R =2§.
4 2 4

85—-25-3S

S — is - ZS =900 = =900 = 3S = 7200 = S = 2400. Donc Moussa disposait

2400 francs CFA au départ
Exercice 10
Soit T le salaire de Fatoumata.

1 1 12T — 3T — 4T
T — ZT — §T = 50000 = 1 = 50000 = 5T = 600000 = T = 120000

Le salaire de Fatoumata est 120000F.

Exercice 11

Soient z; z + 1 et z + 2 les dimensions de ce triangle.
(z+2)2=Z+1)?*+2°=2272*-22—-3=0=>2z =-1;z,=3;0naz=3.
D’ou les dimensions de ce triangle sont : 3 ;4 et 5.

Exercice 12

Soit u ce nombre naturel ;3u —4=2u+5=>u=9

Exercice 13
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1) Supposons A et B ces deux grandeurs telles que A > B.
A—B =25000et2=2=44—-98 =0

{A — B =25000

44— 9B = 0 = A = 45000 et B = 20000

2) Soient x et y ces deux nombres avec x < y.
x+y=22440et§=§:>9x—2y=0

{x +y = 22440

9% —2y=0 = x = 4080 ety = 18360

Exercice 14

1) Soit A son salaire.
Aotp g gean BAT AT o) 4~ 1848F
4 7 28
2) Supposons a et b ces deux nombres avec a = 2netb =2n+2oun € N.
a+b=4n+2=206=>n=>51,d’oua =102¢etb = 104.

3) Soit t I’age de Mamadou.

2(t +17) =48 = t = 7, I’age de Mamadou est 7 ans.

4) Soit A I’aire de ce jardin.

A ta Yty 5o BATOATSA o A= 300
376 18

Donc I’aire de ce jardin est 300m?.
Exercice 15
Soit t le nombre choisi par le spectateur.
[(tx2)—3]x6=294=t=26

Exercice 16

4x12

Soit t ce temps ; t = = 24h.

Exercice 17
Soit x ce temps ; x = % = 12h.

Exercice 18
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Soit t ce temps. Calculons d’abord la contenance L de ce basin.

30240

L =18x1680 =302401;t = =720 min = 12 h.

Exercice 19

Soit n le nombre de caisses maximales.

118n + 2000 < 6000 = n < 33,89 = n = 33.
Exercice 20

Soit m le nombre de cartouches a partir du quel I’achat sur internet est moins cher qu’en

magasin.
16,5m+49<179MmMm=>m>35=>m=4
Exercice 22

Choix de P’inconnue :

Soit x le nombre de semaines nécessaires.

Traduction du probléme

Augmentation du capital de la 1% commercante= 30000 + 5000x

Augmentation du capital de la 2°™ commercante= 100000 + 5000x
On aainsi : 30000 + 5000x = %(100000 + 5000x)

La résolution :

1
30000 + 5000x = 5(100000 + 5000x) < 60000 + 10000x = 100000 + 5000

< 10000x — 5000x = 100000 — 60000 < 10x — 5x = 100 — 60 < 5x = 40

5x=40=>x=4?0=8

Conclusion : Au bout de 8 semaines, le capital de la 1% commercante sera égal & la moitié de
la 2°™ commercante.

Exercice 23

Soit x la longueur en cm du rectangle.Comme elle doit depaser la largeur de 2cm, alors x €

12; +oof
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Mise en équation :

SiL=xalorsl=x—2

Le rectangle est d’or si et seulement si :xxTz = x+z_2
X x+x—2 x 2x —2
x—2 x (:)x—2= X Sr=E--De

X’ =2x>—4x—-2x+4=x>*—6x+4=0
x> —6x+4=0
A= b2 — 4ac = (—6)% — 4(1)(4) = 36 — 16 = 20

—b—vVA —(—6)-v20 6—-2V5
2a 2(1) 2

=3-5¢]2; +oof

x1=

—b+VA —(—6)++v20 6+2V5

2a 2(D) g =3+¥s

x2=

Conclusion Un rectangle d’or dont la longueur dépasse la largeur de 2cm a pour longueur L =

(3 +v5)cm et pour largeur I = (1 +V5)cm
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Séquence 4 : systémes d’équations et d’inéquations
1. Systémes d’équations du 1°" degré a deux inconnues
a. Définition : on appelle systémes lineaires (S) de deux équations a deux inconnues, le

systeme défini par :

(S):{

b. Résolution algébrique

ax+ by =c

; ,oua,b,c, a’ b etc sont des nombres réels.
ax+by=c

Méthode de déterminant

ax+by=c

Soit (S) le systeme défini par : {a,x +by=¢

Le déterminant du systéme (S) est :D = |Z, £,| =ab' —a'b

. _|c b _ ’ _la cl| _ / I
Ona.Dx—|c, b,l—cb’—cb etD, =7 | =ac-a’c

On a Trois cas :

SiD # 0,D, # 0etD, # 0 alors il existe une unigque solution au systeme (S):

D, Dy
= —et = —
=DV TD

SiD=0cetD, # 0ou D, # 0 alors le systeme (S) n’admet pas de solution
SiD = 0etD, = D, = 0 alors le systeme (S) admet une infinité de solution
c. Résolution graphique
L’existence de solution d’un systéme linéaire (S) de deux équations a deux inconnues dépend
de I’intersection des deux droites (D1) et (D2) vérifiant chacune I’une des équations du systéme.
Trois cas peuvent alors se produire :
e Les droites (D1) et (D2) sont sécantes. Il existe alors une unique solution au systeme :
les coordonnées du point d’intersection de (D1) et (D2)
e Les droites (D1) et (D2) sont strictement parall¢les. Il n’existe aucune solution au
systeme
e Les droites (D1) et (D2) sont confondues. Il existe alors une droite solution au systeme
2. Systemes d’inéquations du 1°" degré a deux inconnues
a. Définition : un systéme (S) d’inéquations linéaires a deux inconnues x et y est de la
forme :

():{ax+bySc

oua,b,c,a', b’ etc’ sontdes nombres réels.
a'x+by=>c

b. Résolution : Partage du plan par une droite
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La droite déquationax + by +c =0 partage le plan en deux demi-plans ouverts :
L'un est I'ensemble des points du plan dont le couple de coordonnées (x;y) Vérifie
ax+by+c<0

— L'un est I'ensemble des points du plan dont le couple de coordonnées (x; y) Vérifie
ax+by+c=>0

3. Systemes d'équations linéaires a trois inconnues

Définition

Un systeme (S) de trois équations linéaires a trois inconnues x, y et z est de la de la forme :

ax+by+cz=d
a'x+b'y+c'z=d oua,a,a”’,bb,b", cc’,c",dd etd’ sontdesnombres réels
a’'x+b"'y+c"z=d"

N.B : résoudre (S), c'est trouver tous les triplets (x,y, z) qui Vérifient les trois équations du

systeme (S) soit par la méthode de substitution ou par la méthode de pivot de Gauss.

Page 69 sur 137




[Titre du document]

Exercices
Exercicel
. . 4x + 2y =10 C+V3)x+2y=1
1. Résous les systemes (S { et (S’
Y ®) Sx+3y=3 ( ){x+(2—\/§)y=2

3x+y—z=6 3Ix—2y—z=11
2. Resous les systémes (S){ x+2y+z=4 ; { 2x —5y—2z=3
—2x+y+z=-1 —5x —y+2z=-33

x+y=3 _{x+4y—620{x—y2—1

3. Reésous graphiquement les systémes :{Zx +ty=4 2x—y+3>0lx+y<1
4. Résous et discuter suivant les valeurs du parametre réel m les systemes suivants :

{mx+y=2m—1_ {—2x+m2y=m
x+my=1 ' (x—-my=1—-m

Exercice 2

Résous les systémes suivants dans R? ou dans R3

1{2x—\/§y=0 2){0,2x+0,5y=0 ){5x+2y=14 4){3x+5y—5=0

V3x -3y =—-1 X—y=6 2x + 5y =14 2x —3y =2
3,3y = 2x—y+z=7
3x+y—5=5 oXx—3y=1 _
Nextzy=10 D) may_, Ny xtay-z=60
— =1 —x+y+2z=11

Exercice 3
a) Montre I’égalité (x + y)? = (x — y)? + 4xy
b) La différence de deux nombres a et b est 6 et leur produit est 216. Détermine ces deux
nombres.

c) Trouve les dimensions d’un terrain rectangulaire de périmétre 44m et d’aire 120m?.
Exercice 4

Trouve la masse de chaque objet (boule, cylindre et cdne) sachant que dans chaque cas la

balance est en équilibre.

w2 2

Exercice 5
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Une salle de cinéma contient 150 places. Une entrée a plein tarif colte 45F, et une entrée a
tarif reduit 30F. La salle est pleine, et la recette est de 6000F. Combien y a-t-il de spectateurs

de chaque catégorie ?

Problémes pratiques : au marché 3 clientes Fanta, Salimata et Mariam achétent les mémes
variétés de fruits.

Fanta achete 2 ananas, 5 mangues et 4 papayes et paie 620 F CFA, Salimata achete 3 ananas, 5
mangues et une papaye et paie 530 F CFA et Mariam achete 1 ananas, 7 mangues et une papaye
et paie 430 F CFA.

Quel est le prix d’un ananas, d’une mangue et d’une papaye ?
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Corrections des exercices

Exercice 1

4x + 2y =10

1. Résolvons le systéeme (S) { Sx +3y = 3

Méthode de déterminant : det(s) = |§ 23| =12-10=2,

Dx=|§0 §|=30—6=Z4,
Dy =]t P|=12-50=-38
Le systéme admet une seule solution x = —%— =22 — 12 ety = Dy
Y Tl z Y= e
S ={12;-19}

4x + 2y =10 (1)

Méthode mixte : { 5x+3y = 3 (2)

- d4x + 2y = 10
3 { Y {—12x—6}r= —30

2 10x+6y=6

Sx +3yv =3

—2x=-24=>x=12

=2_-_19
2

Remplagons x dans 1’équation (1) par sa valeur, on a:4(12) + 2y =10 & 2y = -38 =

y=-19dou S = {12; —19}.

x+y=3

Reésolution graphique du systeme : {Zx ty=4

Soit (D) la droite d’équation : x +y = 3

. X o 1
Sirx=0=>y=3,;

. v 3 2
Six=1=y=2

Soit (D’) la droite d’équation 22 x +y = 4

Siix=0=>y=4 * 0 1
Six=2=y=0 ¥ 4 2
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Le point d’intersection de (D) et (D) est la solution du systéeme : S = {1; 2}

{x+4y—620
2x—y+3>0

Représentons graphiquement les droites d’équations :
(A):x+4y—-6=0 et (A):2x—y+3=0

Les solutions de la premiére inéquation correspondent au demi-plan fermé de frontiére (A) ne

contenant pas 0 ; les solutions de la deuxiéme inéquation correspondent au demi-plan ouvert de

frontiere (A") qui contient 0.

Les solutions du systéme correspondent aux points de la zone colorée sur la figure.

st (AD
(a) :

Résoudre le systeme

3x+y—z=6 (1)
x+2y+z=4 (2)

—2x+y+z=-1 (3)
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A TI’aide de I’équation (1), exprimons z en fonction de x etde y : z = 3x + y — 6, expression
que I’on substitue (remplace) a z dans les équations (2) et (3):

{x+2y+(3x+y—6)=4 .t{4x+3y=10
—2x+y+Bx+y—-6)=-1 x+2y=5

On résout comme on veut ce dernier systeme : il admet une solution unique : x =1, y = 2.
Onen déduit: z = -1

Le systeme admet une seule solution: x =1,y = 2 etz = —1

Exercice 5

Soient x les spectateurs qui entrent en plein tarif et y les spectateurs qui entrent en tarif réduit.

La salle est peine et il y a 150 places nous pousse a écrire x + y = 150. La recette est 6000F,

une entrée a plein tarif est 45F et a tarif réduit est 30F nous pousse a écrire 45x + 30y = 6000.
On forme un systtme d’équation a [D’aides des équations trouver. On a:

{ x+y=150 (1)
45x + 30y = 6000 (2)

On peut résoudre cet systéme a I’aide de plusieurs méthode :

Méthode d’addition

—45{ x+y =150 N {—45x — 45y = —6750
1 (45x + 30y = 6000 45x + 30y = 6000

—15y = -750 =y =50

—30{ x+y=150 {—30x —30y = —4500
1 45x + 30y = 6000 45x + 30y = 6000

15x = —1500 = x = 100

Meéthode de substitution

{ x+y =150 (1)
45x + 30y = 6000 (2)

Dans (1),ona:x+y=150=>x =150 -y

Remplagcons x par sa valeur dans (2): 45x+ 30y = 6000 = 45(150 —y) + 30y =
6000 = —15y = —750 = y = 15.
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Onremplacey parsavaleurdans x = 150 —y.Ona:x =150 —y = x =150 - 50 => x =
100.

Méthode mixte

—45{ x +y =150 {—4—5x — 45y = —6750
1 (45x + 30y = 6000 45x + 30y = 6000

—15y = =750 = y =50

On remplace y par sa valeur dans (1) x + y =150.0na:x =150 —y = x =150 - 50 =
x = 100.

Méthode du déterminant

{ x+y=150
45x + 30y = 6000
_ |45 30| =30 —45=—15
150 = 150 x 30 — 6000 = 4500 — 6000 = —1500
6000 30
= 150 | _ 6000 — 45 x 150 = 6000 — 6750 = —750
v = las 6000
x=2="B%_ 100ety =2 == 59
D —-15 D -15

Méthode de comparaison

{ x+y =150 (1)
45x + 30y = 6000 (2)

Dans(l)ona:x+y =150 = x=150—y

_ 6000-30y
45

Dans (2) ona: 45x + 30y = 6000 = 45x = 6000 — 30y = x

6000—30y

On a: x=x=150—y = = 6750 — 45y = 6000 — 30y = 15y = 750 =

Page 75 sur 137




[Titre du document]

Dans (1),ona:x+y =150 =y =150 — x

Dans (2), on a: 45x + 30y = 6000 = 30y = 6000 — 45x = y = 6002;459:

On a: y=y=> 150 —x = 22=%% — 4500 — 30x = 6000 — 45x = 15x = 1500 =
x =100
Meéthode graphique
{ x+y =150
45x + 30y = 6000
o)
16
1004
a0
] 5
-100 -50 o 50 100 15 200 250 300 350
_50-

Résolution de problémes pratiques

Au marché 3 clientes : Fanta, Salimata et Mariam achetent les mémes variétés de fruits.

Fanta achete 2 ananas, 5 mangues et 4 papayes et paie 620 F CFA, Salimata achete 3 ananas, 5
mangues et une papaye et paie 530 F CFA et Mariam achéte 1 ananas, 7 mangues et une
papaye et paie 430 F CFA.

Quel est le prix d’un ananas, d’une mangue et d’une papaye ?

Solution

Mise en équation

Soit x le prix d’un ananas, y celui d’une manque et z celui d’une papaye.

Page 76 sur 137




[Titre du document]

e Laphrase Fanta achéte 2 ananas, 5 mangues et 4 papayes et paie 620 F CFA se traduit
en équation par : 2x + 5y + 4z = 620 (1)
e La phrase Salimata achete 3 ananas, 5 mangues et une papaye et paie 530 F CFA se
traduitpar: 3x + 5y +z =530 (2)
e Laphrase Mariam achéte 1 ananas, 7 mangues et une papaye et paie 430 F CFA par :
x+7y+z=430 (3)

2x +5y +4z =620 (1)
Ainsi de (1), (2) et (3) on a le systeme (S){3x + 5y +z =530 (2)
x+7y+z=430 (3)

Résolution
A T’aide de 1’équation (3), exprimons x en fonction de y et de z: x =430 -7y — z,
expression que 1’on substitue ( remplace ) a x dans les equations (1) et (2):

{2(430—7y—z)+5y+4z=620 .t{—9y+22=—240
3(430 -7y —z)+ 5y +2z=>530 —16y — 2z = =760

On résout comme on veut ce dernier systéeme : il admet une solution unique : x = 90, y = 40.
On en déduit : z = 60.

Conclusion : le prix d’un ananas est 90F, celui d’une mangue est 40F et celui d’une papaye est
60F.
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Séquence 5 : fonction numérique d’une variable réelle

) Généralité
1) Définition
Si A et B sont ensembles non vides. On appelle fonction de A vers B toute correspondance

qui ; & chaque élément de A associe un ou zéro élément de B.

Vocabulaire et notation
On dit que f est une fonction de A vers B qui ; & x, associe f(x). A est ’ensemble de départ, B
est I’ensemble d’arrivée de f.
Onnotef:4— B
x = f(x)

f(x) est I’image de x par f et x est appelé I’antécédent de f(x)
2) Graphe d’une fonction

a) Définition
Le plan est muni d’un repere.
On appelle graphe d’une fonction f définie de A vers B I’ensemble de couples
(x; y)eAxBtelsquex € Aety = f(x)€B.
L’ensemble des point p(x; y) € Cf est appelé courbe représentative de f.

3) Ensemble de définition d’une fonction
Définition
Soit f une fonction définie de A vers B.

On appelle ensemble de définition de f I’ensemble des éléments qui ont une image par f.
L’ensemble de définition de f est noté Df.
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Df = {0;1; 2}
Remarque : toute fonction polyndme est définie sur R.
Toute fonction de la forme f(x) = % ; ou A et B sont des fonctions polyndmes ; est définie

si B(x) # 0.

Toute fonction de la forme f(x) = \/m avec A une fonction polyndme est x définie si
A(x) = 0.

4) Détermination d’une fonction

Il existe plusieurs facons de déterminer une fonction

a) Par table de valeur
x -1 0 1 2 3 4 5 6

f(x) 5 -3 2 5 7 10 12 15

La premiére ligne est I’ensemble de départ et la deuxiéme ligne est I’ensemble d’arrivé. Ainsi :

f(1)=2; f(3)=7 et I’antécédent de 7 est 3

b) Par un diagramme

E F
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E est I’ensemble de départ et F est ’ensemble d’arrivé. Ainsi: I'image de 0, let 2 sont
respectivement a, b et e.

c) Par une représentation graphique

La figure si dessous represente une fonction. Les images de 1 t -2 sont respectivement 4.

d) Par formule explicite
f(x) = x* — 2x + 5 est la forme explicite de la fonction f. Ona f(1) = 4 et f£(0) = 5.
5) Fonctions égales sur un ensemble
Définition
Soit f et g deux fonctions définies sur un ensemble E. On dit que les fonctions f et g sont

égales sur E ou qu’elles coincident sur E lorsque pour tout x € E; f(x) = g(x)
I1) Composition de fonction
1) Schémas de calcul associé a une fonction

Un schéma de calcul ou un organigramme indique les différentes étapes d’exécutions d’un

programme de calcul d’une fonction.

Exemple : dresse le schéema de calcul associé a chacune des fonctions f et g définie par :
fx)=2x+3;9(x) =(@x—1DVx+2.

2) Composition des fonctions

a) Définition
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f étant une fonction de E vers F ; g une application de B vers G, la fonction notée gof de E
vers G est définie par gof : E £ F— G
x = (gof)(x) = glf (x)]

I11) Etude graphique

1) Image et antécédents d’un nombre
Le plan est muni du repere (0; I; J)

Lecture d’image

6l Y 6l Y
5 5
(D)
4 (Cy)
M2
M1
M f(a) 4 M
24 2
X X
0 0
4 ) 4 0 / 2 3 3 4 3 0 i ) H 4
a I al a?
a
Figl Fig2

Dans la Figl, I’image de a par f est f(a) (ordonnée du point M). L’antécédent de f(a) est a.
Dans la Fig2 les images de a1, a2, a3 sont 3.

2) Image directe d’un ensemble
Définition : soit f une fonction numérique d’une variable réelle définie de A vers B et E une
partie de A.
On appelle image directe de E par f ; ’ensemble des images par f de tous les éléments de
E. On lanote f(E).
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3) Image réciproque d’une fonction
Définition
f est une fonction de A vers B et F une partie de B.

On appelle image réciproque de F par f, I’ensemble F* des antécédents par f de tous éléments
de F.

4) Variation d’une fonction

a) Minimum et maximum d’une fonction
Définition
f est une fonction numérique d’une variable réelle définies sur un ensemble E et a est un

élémentde E. Sipourtout x e E; f(a) < f(x), ondit que f(a) est le minimum de f sur E.
Sipourtoutx € E, f(a) = f(x), on dit que f(a) est le maximum de f sur E.
b) Sens de variation d’une fonction

Il s’agit de la croissance, de la décroissance ou de la constance d’une fonction sur un intervalle.
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Définition

Soit f une fonction numérique définie sur intervalle K.

On dit que f est croissante sur K (respectivement strictement croissante sur K) lorsque quel que

soitUetV e K

U<V = f(u) < f(v) (RespectivementU < V = f(u) < f(V))

jo

On dit que g est décroissante sur K (respectivement strictement décroissante sur K) lorsque

pourtoutuetveK; U <V = g(u) = g(v) (Respectivementu <v = g(u) > gv).
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On dit que f est une fonction constante sur K lorsque ; pour tous éléments u et v de K, si

fw) = f).

f(u) )

-4 -3 -2 -1 0 1 2

On dit que f est une fonction monotone sur K lorsqu’elle est :

- Soit croissante sur K

- Soit décroissante sur K
On dit que f est une fonction strictement monotone sur K lorsqu’elle est :

- Soit strictement croissante sur K

- Soit strictement décroissante sur K
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Exercices

Exercice 1

Si1: f estune fonction définie sur D et x un réel de D.
Compléte : f(x) est... .... de x .

Sy: C est la représentation graphique d’une fonction f dans un repere (O ; 7’; 7). M est un point
de (C).

Complete : si x est I’abscisse de M alors ’ordonnée de M est ..........
Ss: - Dans quel cas une fonction affine f: x = ax + b est strictement croissante sur R.
- Dans quel cas une fonction affine f:x = ax + b est strictement deécroissante sur R
Ss : f est une fonction définie sur | ; U et V deux réels de | tel que U < V.
Compléte avec I’un des signes suivants <; =; > ou <

e Sif eststrictement croissante sur | alors f(U) ... ... f).

e Si f est strictement décroissante sur | alors f(U) ... ... f).
Exercice 2

Précise dans chaque cas I’ensemble E des valeurs de x pour lesquelles f(x) existe. Cet

ensemble est appelé réellement ensemble de définition de f.

) fW=x—-1 b)f() ="+ 0 f() = 5= d) f(x) =om
&) f() = V=2x+3 Nf(0) == O f) =V —x ) f() = ==

Exercice 3

Détermine 1’ensemble de définition de cette fonction dont voici sa courbe représentative dans

un repére orthonormé (O, 7, J).
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Exercice 4

Pour chaque cas suivants, la courbe (C) est la représentation graphique d’une fonction f sur
[—4; 4].

Résous alors graphiguement les équations ou inéquations proposees.

a) f(x)=0, b)f(x)>0,¢)f(x) <0

. T T ; ; T
/3 -z -1 o 1 =) 3 ES
—1

b) f(x)=-1,b) f(X)>-1, ) f(x)<-1
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-3

Exercice 5

On sait que la courbe ci-dessous représente une fonction f:x — ax? + bx + c. On se propose

de calculer les réels a, b et ¢ en utilisant les informations fournies par le graphe.

1) a- Détermine I’expression de f(x) ?
b- Déduise-en la valeur de C ?
2) a- Compleéte :

- Le point B est sur la courbe donc f(...) = -
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- Le point A est sur la courbe donc f(...) = -+

b- Déduisez-en que a et b sont solutions d’un systéme de deux équations a deux

inconnues.
c- Trouvez a et b.
Exercice 6

Dresse le tableau de variation de la fonction f dont la représentation graphique est la suivante.

Exercice 7

Une fonction f a pour tableau de variation :

1) Trace une courbe C pouvant correspondre a ce tableau.
2) Quel est le maximum de f sur [—1,4] ?

3) Quel est le minimum de f sur [—1,4] ?

Exercice 8
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a) Démontre que la fonction f : x — x? — 6x est strictement croissante sur [3,+oo| et
strictement décroissante sur |—oo, 3].

b) Démontre que la fonction f : x » x? + 2x est strictement décroissante sur [—oo, —1]
et strictement croissante sur [—1, +oo].

c¢) Démontre que la fonction f : x — —x? + 8x — 1 est strictement croissante sur |—co, 4]

et strictement décroissante sur [4, +oo.

d) Démontre que la fonction f : x — —x? + x + 3 est strictement croissante sur ]—oo, %]

et strictement décroissante sur E +oo[.

Exercice 9

2

-0 - 4 1
On considere la fonction f : x 2’;_1 etg:x—»2x—1.

1) Détermine les ensembles de définition respectifs de f et g .
2) Les fonctions f et g sont—elles égales ?

3) Lafonction g est-elle un prolongement de la fonction f ?

Exercice 10
Soit f: R~ R definiepar f(x) = |2x + 1| + |1 — x|.

a) Ecris f sans le symbole de la valeur absolue.

b) Etudie le sens de variations de f puis construis sa représentation graphique dans le plan
muni d’un repére orthonormé (O, T, J).

c) Trouve graphiquement I’image directe par f de [2; 5].

d) Trouve graphiquement I’image réciproque par f de [2; 5].
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Corrections des exercices

Exercice 1

S1: f(x) est appelé image par f de x.

Sz : Si x est I’abscisse de M alors I’ordonnée de M est f(x).
Sz : la fonction affine f : x = ax + b est:

v Strictement croissante si a > 0.

v' Strictement décroissante si a < 0.
Sa: - SiU <V etf eststrictement croissante sur | alors f(U) < f(V)
- SiU <V et f eststrictement décroissante sur | alors f(U) = f (V).
Exercice 2

Précisons I’ensemble de définition des fonctions suivantes

) fO)=x2-1; D) f) =242 0 f) = o= ;o) f) ==

x? x241
a)D; =R b) Df = R — {2} ¢) Dy = R—{-V3;V3} d) D;=R
e) f()=v-2x+3 ;) f(x) =v%; 9) f(x) =VxZ—x; h)f(x) = v%

3
&) Dy = |-5] ) Dy = 1=1; +ool g) Dy =1-29,0] U [1; +oo]
h) Dy = ]—00;0[ U ]1; +oo[
Exercice 3

L’ensemble de définition de cette fonction est : Dy = [—4; 3]
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Séquence 6 : géométrie plane
I.  Caractérisation des vecteurs du plan
1. Définition
Un vecteur est un segment de droite orienté qui a pour caractéristique une direction, un sens et

une longueur.

2. Représentant d’un vecteur, plan vectoriel

AB est un représentant du vecteur u si et seulement si :

e Ladirection de u est celle de la droite (AB);
e Lesensduvecteur i vade A vers B ;

e Lalongueur du vecteur i est la longueur AB du segment [AB].
On appelle plan vectoriel, I’ensemble des vecteurs du plan. On le note V.
3. Egalité de deux vecteurs

Deux vecteurs, 1 de représentant le bipoint (4, B) et v de représentant (C, D), sont égaux si et

seulement si :

B
¢ les droites (AB)et (CD) sont paralléles, i D
O AB =CD,
A Ui
C

O Les vecteurs u et v ont le méme sens.
4. Opération sur les vecteurs
a. Addition de vecteurs

Soient 1, U et w trois vecteurs du planon a:

» U+ v =7+ U (commutativité de ’addition vectorielle)

=l
=l
=
=l
+
=18

=

=L

> U+v)+w=1u+ @+Ww) (associativité de I’addition vectorielle)
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— — e

> U+0=0+u=1u (0estlevecteur nul, soit A est un point du plan on a : 44 = 0)
> U4+ (-u)=-u+8=0 (—u est Popposé du vecteur i, ces deux vecteurs ont la
méme direction, la méme longueur, mais sont de sens opposé).

b. Multiplication par un scalaire

Soient i et ¥ deux vecteurs du plan et a et b deux nombres réels non nuls, on a :

% a(bu) = (ab)u
% a(U+7v)=au+av
* (a+b)U =au+ bu

¢c. Combinaison linéaire

Soient u(x;y), v(x'; y") et w(a; b) trois vecteurs du plan, a et 8 deux nombres réels. Si au +
pv = w , on dit que w est une combinaison linéaire de 1 et ¥ . Dans ce cas les coordonnées

(a; b) de w sont telles que a = ax + Bx' et b = ay + By'.
5. Déterminant de deux vecteurs

Soient u(x;y) et v(x’;y") deux vecteurs. On appelle déterminant de u et ¥ le réel noté
!

x| _ ' 1]
,—Xy _yx.

|x
y

det(u; v) tel que det(d; v) = y

6. Colinéarité de deux vecteur

Deux vecteurs % et ¥ sont dits colinéaires s’il existe un nombre réel k tel que & = kv. Autrement

dit deux vecteurs u et v sont colinéaires si et seulement si det(u; v) = 0.

Il.  Barycentre de deux a quatre points du plan

1. Point pondéré

Soit A un point et @« un nombre réel. Le couple (4; a) est appélé point pondéré. a est appelé

coefficient de pondération ou le poids du point A.

2. Barycentre de deux points pondéreés
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Définition : soient A(x,; y,4) et B(xp; yg) deux points du plan ; a et 8 deux nombres réels tels

quea + p # 0.

—

On appelle barycentre de (4; a) et (B; ) le point unique G (xg; y¢) tel que aGA + BGB = 0.
Autrement dit pour tout point M du plan aMA + BME = (a + B)MG .

On note G = bar {(4; @), (B; B)}.

Remarque : dans ce cas AG = G:%BZL? et Le point G est sur la droite (AB). Si a et 8 sont de

méme signe alors G € [AB] ; si a et 8 sont de signes contraires alors G & [AB].

axa+fBxp
X6 = a+p
Les coordonnées de G sont données par
_ ayatBys
Yo a+f

Isobarycentre : on appelle isobarycentre des points A, B , le barycentre de A, B affecté du

méme coefficient non nul. Si I = bar{(4; ), (B; @)} alors TA + IB = 0,dans ce cas I est le

milieu du segment [AB] .
3. Barycentre de trois points pondérés

Définition : on appelle barycentre de trois points pondérés (4; a), (B; 8), (C;y), I'unique
point G tel que «GA + BGB + yGC =0;aveca + B +y # 0.

On note G = bar {(4; a), (B; B), (C;y)} .

B B Y TR
a+B+VAB + oy AC .

Remarque : on a 4G =

Si G(x¢; y¢) est le barycentre du systeme {(4; @), (B; B), (C;y)} avec A(xy; va), B(xg; yg) et

__axp+Bxp+yxc
. X6 = a+p+y
C(xc;yc)alorsona:  ayatByptyve
Y6 = a+pB+y

Propriété : si G est barycentre de (4; a), (B; B), (C;y), etsia + B # 0 sion désigne par H le
barycentre de (A4; a), (B; B) alors G est le barycentre de (H; a + B) et (C;y).

Isobarycentre : si I = bar{(4;a),(B;a),(C,a)} alors TA+IB+IC=0; I est
I’isobarycentre de A, B, C et c’est le centre de gravité du triangle ABC.

4. Barycentre de quatre points pondeérés
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Définition : soient A(x4; v4), B(xg; v5), C(xc; ve), D(xp; yp) des points et «, B, y, 6 des réels.
On appelle barycentre des points pondérés (4;a),(B;B),(C;vy),(D;8), I'unique point
G(xg; ye) tel queaEZ+ﬁGT§+y56+66D =6;aveca+,8+y+6¢ 0.

Remarque : on a

X, = axa+PBxp+yxc+bxp
G =
N — ) — a+p+y+6
AC=—Pt B+ AC+—5 TDet pry .
a+B+y+8 a+f+y+8 a+B+y+8 _ ayatByp+yyct+dyp
Yo a+p+y+6

Propriété : le barycentre reste inchangé lorsque 1’on multiplie les coefficients par un méme
nombre réel non nul. C'est-a-dire si G est barycentre de (4; a), (B; B), (C;y) ... alors pour tout
nombre réel k #= 0 G est barycentre de (4; ka), (B; kB), (C; ky) ...

Isobarycentre : si I = bar {(4; a), (B; a), (C; @), (D; a)} alors I est I’isobarycentre des points
A,B,C,DetIA+1B +1C +1D = 0.

I11.  Caractérisation du produit scalaire de deux vecteurs du plan

1. Expression algébrique

Définition : soient u et ¥ deux vecteurs du plan de représentants respectifs (0, A) et (0, B). H

le projeté orthogonal de B sur la droite (OA).

B

<4

) H-L A

On appelle produit scalaire du vecteur % par le vecteur ¥ le réel noté i - v

OH x 0A

il - ¥ = OH X OA est I’expression algébrique du produit scalaire.
Remarque

— SiH € [0A)alorsu - ¥ est positif (-7 > 0),onau -7 =0H X 0A

— SiH ¢ [0A) alors i - v est négatif (il - v < 0),onau - v = —OH x 0A

— Si H € [0A) et H coincide avec O alorsu - ¥ = OH x 0A = 0. On dit que i et ¥ sont
orthogonaux.
2. Expression trigonométrique
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Soit u et v deux vecteurs non nuls de représentant (O, A) et (O, B). Le produit scalaire de
etV estdonnépar:i-v = 0A X OB X cos(AOB).

En effet dans la figure précédente OH = OB x cos(AOB) ;oru - v = OH X OA.

3. Expression analytique

Soient u (;) et v (;:) deux vecteurs dans une base orthonormée (0,1,]).Ona: - v = xx’ +

4

yy .

4. Norme d’un vecteur

Soit un vecteur i de représentant (A,B). On appelle norme de 1, la distance d(A, B) = Vu?.

On la note [|u]|.
Remarque : V12 = Vi - U ; u? est appélé le carré scalaire de % ; ||| = Vu2 et u? = ||u]|>.

a. Expression analytique de la norme dans une base orthonormée
Dans V muni d’une base orthonormée, soit le vecteur U (i )

Ona: ||u|| = x? + y? (a vérifier apres avoir calculé u.u)
b. Vecteurs unitaires colinéaires a un vecteur non nul
Soit v un vecteur unitaire colinéaire a u.

Puisque ¥ = ku

1
llll

Onallkul| =1= |k| =

\ 1 1
D’ousz ouk = —_——
i Izl

- - 1 —_ - 1 - 7 - 7z = N =
Enfinv, = =u etv, = ¥ Sont les deux vecteurs normes colinéaires a u.

5. Propriétés du produit scalaire et de la norme
Pour tout vecteur u, v et w pour tout réel k :
P) u.v=v.1u

P2) d.(v4+W)=@W+wW).u=v.u+w.i
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P3) (ku).v = . (k?) = k(u. V)

Ps) (U+ )%= [u+ 7%= ull*+2u.7 + ||9|* = 4* + 2u. D + 9>
Ps) 4.0=0

Pe) (i —V)(U + v) = U — v = ||ul|* - [|9]|?

P7) (@ —¥)? = [lu - l1* = [lull* — 24.¥ + ||5]|®

U

1 — - — -
u.v =S (lll* + 190° - Il — 511*)

Pour tous vecteurs u et v de V et pour tout nombre réel k :

@l =0 ; lil=0=d=0
Il = 1=l 5 |lkall = k]Il

On dit qu'un vecteur u est normé, si ||u|| = 1.

Le couple (i, v) est une base du plan si 1 et ¥ ne sont pas colinéaires.

La base (u, v) est dite orthonormée si |||l = ||¥]| = 1etu.v = 0

IV. Résolution des problémes de calcul de distance

1) Relation métrique dans un triangle rectangle

Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC). On a les relations

suivantes :
2
BC? = AB> + AC%?: AB?=BC x AH; AB x AC = BC X AH : %:%; AH? =
BH X HC:
1 1 1

B H C
2) Produit scalaire dans un triangle quelconque
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Dans le triangle ABC ci — dessus désignons par AB = ¢, AC = b, BC = a, mes(BAC) =
A ; mes(ACB) = C et mes(CBA) = B, alorsona:

a’? =b?+ c? — 2b X ¢ X cosA

b? = a% + c? — 2a X ¢ X cosB

c2=a%+b%?—-2axbxcosC
Cette relation s’appelle Relation d’AL KASHI.

V. Droite dans le plan
1. Equation d’une droite

a. Alignement de points

Trois points A,B,C du plan sont alignés s’il existe un réel k tel que AC = kAB.
Remarque : si A, B, C sont alignés alors :
— Les points A, B et C appartiennent a une méme droite.
— Le déterminant du vecteur AB et AC est égal & zéro (dét (AB, AC)=0).
b. Vecteur directeur d’une droite

Définition : un vecteur directeur d’une droite (D) est un vecteur non nul dont la direction est

celle de la droite (D).

Sur la figure ci — dessous u est un vecteur directeur de D
A /
/
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Remarque

Si U est un vecteur directeur d’une droite D, et ¥ un vecteur colinéaire a u alors ¥ est aussi un

vecteur directeur de D.
c. Equation cartésienne d’une droite

Soit (0,7,7) un repére du plan et (D) une droite, soit a, b, ¢ trois nombres réels tels que a # 0
oub # 0.Légalit¢ ax + by + ¢ = 0 est appellée une équation cartésienne de la droite (D).

Les coordonnées (x,y) de tout point M appartenant a (D) vérifie I’équation ax + by + ¢ = 0.
i’(‘a”) est un vecteur directeur de la droite (D) ; m = % est appelé coefficient directeur de (D).

L’équation réduite d’une droite (D) s’écrit sous la forme y = ax + B. Dans ce cas a est appelé

coefficient directeur de (D) et B I’ordonné a I’origine.
N. B : 7i( ) estaussi un vecteur directeur de (D).

¢+ Détermination d’une équation d’une droite passant par deux points distincts
Soient A (;ﬁ) et B (;i) deux points distincts de la droite (D)

- Sixy, = xg, alors une équation de la droite est x = x,

YB— YA

- Si x, # xg, alors on calcule le coefficient directeur a tel que: a = —
B~ *A

puis la valeur de b telleque : y4 =ax, +b ou yp =axg+b.
y = ax + b est une équation de (D) .
% Détermination d’une équation d’une droite parallele a une autre droite
Soit la droite (D) d’équation: y = ax + b. Pour déterminer 1’équation de la droite (D’)
passant par A(;ﬁ) et paralléle a (D) on cherche uniquement la valeur de b’ telle que : y 4 =
ax,+ b’.Danscecasy’= ax + b’ estune équation de (D’) .
2. Droites paralléles — Droites perpendiculaires

a. Droites paralléles

Pour deux droites D et D’ d’équations données de vecteurs directeurs respectives U et v et de

coefficients directeurs respectifs m et m’ alorson a:

v Sidét(u,v) = 0 alors on dit que D et D’ sont paralléles.
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v' Sim = m’ alors on dit que D et D’ sont paralléles.
b. Droites perpendiculaires

Pour deux droites (d) et (d’) d’équations données de vecteurs directeurs respectives U et ¥ et

de coefficients directeurs respectifs m et m’ alorson a:

v' Siu.v = 0 alors on dit que les droites sont perpendiculaires.
v' Sim xm' = —1 alors on dit que les droites sont perpendiculaires.

3. Représentation paramétrique analytique d’une droite
Le plan étant muni d’un repére (O; 7,7). Soit (A) la droite passant par le point A (;g) et dirigé
x = ka + x,

y = kb + Yo est une representation

par le vecteur () et k un réel. On dit que le systéeme {
paramétrique de la droite (A) dans le repére (0; 1,)).

4. Intersection de deux droites
Soient (D) et (D") deux droites du plan.

e Si (D) et (D") sont paralléles et non confondues alors leur intersection est vide
((D)n(D") =9).

e Si (D) et (D") sont paralleles et confondues alors leur intersection est (D).

e Si (D) et (D) nesont pas paralléles, elles sont dites sécantes et leur intesection est un
unique point.

% Détermination des coordonnées du point d’intersection de deux droites :

Soient (D) et (D’) deux droites sécantes et d’équations respectives:y = ax + bety’ =
a'x + b’. Pour déterminer les coordonnées du point d’intersection des droites (D) et (D),

y=ax+b

y —ax+b Le couple solution de ce

on résous le systeme formé par les deux équations : {

systeme constitue les coordonnées du point d’intersection.

VI. Cercle dans le plan
1. Définition

Le plan P étant muni d’un repére orthonormé (O ;77 ).

Soit Q(a, b) un point du plan et r un réel strictement positif.
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On appelle cercle (C) de centre Q(a, b) et de rayon r , I’ensemble des points M (x, y) du plan
tel que d(QQ, M) =r.
2. Propriété
Soient A et B deux points distincts du plan, (C) le cercle de diamétre [AB] . Pour tout point
Me(C)ona:MZ-Wzo.
3. Equation du cercle (C) de centre Q(a; b) etde rayonr
Soit M (x; y) un point du plan.
Me () sdQM) =r
S J(x—a)2+ (y—b)2 =1
e (x—a)+ (y—b)? =r?

S x?—2ax+a’+y?—-2by+bi=r
S x?—-2ax+a?+y*—2by+b>—r=0
Posons: A= —-2a;B=—-2b;c=a?*+b*—r.

Alors I’équation devient :

x2+y2+Ax + By +c = 0 qui est I’équation cartésienne du cercle]
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Exercices

Exercice 1

On donne les points A(7*); B(7); €(3).

Détermine le point D pour que ABCD soit un parallélogramme.
Exercice 2

1) Dans chacun des cas suivants, construis i + v :

2
o —
—

b)

\

c) Les deux vecteurs sont paralléles :

~
u
—
v

—

d) Les deux vecteurs sont paralléles et de sens contraires :

ﬁ\‘
\
2) soit les vecteurs ¥ et w deux vecteurs du plans :

\-ﬁb

=|
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a) Construis ’opposé —v du vecteur ¥ .
b) Construis le représentant du vecteur w qui a pour origine I’extrémité du vecteur v.

c) Construis les vecteurs 3v et —2w .

Exercice 3

ABC est un triangle rectangle en A. Placer les points M, N, P, Q tels que :
AM = AB + AC; AN = AB — AC; AP = CA + BA; AQ = AC — AB
Exercice 4

g =2(2Y. 2(3). =1
1) Dans la base (Z,) on donne les vecteurs %(3) ; %(°) ; w(3).
a) Calculer les déterminants suivants : dét (i, V) ; dét (U, w) ; dét (v, w).
b) Calculer : dét (u,—v) ; dét (v,u) ; dét (u + v, w).
c) Soit £(3). Trouver x pour que Z et ¢ soit colinéaires.

H T > H =2 =3
2) Leplan vectoriel V est muni d’une base (7, ). Soit les vecteurs (%) et #(3)
a) Démontrer que (i, V) est une base de V.

b) Quelles sonts lescoordonnées des vecteurs 7 et j dans la base(u, V) ?

c) Soit d(%) et b(7?) dans (Z, /). Quelles sont les coordonnées des vecteurs d et b dans la base
(U, v).

3) On donne les points suivants : A(%); B(3); C(2; —5) et D(—6; 1)

a) Placer chacun de ces points dans un repére orthonormé (0;7, ).

b) Déterminer les coordonnées des vecteurs AB,AC,BC, DB, BA, DA et DC.

c) Calculer le déterminant des vecteurs dét(ﬁ, R) ; dét(ﬁ, D_ﬁ) ; dét(ﬁ, m) ;
dét((DC + 4B), BC) et dét(DE, (DC — DA)).

d) Les points A, B et C sont — ils alignés ? D, A et C sont — ils alignés ?

Exercice 5

Soit A(1;5) et B(—2; 1) deux points du plan muni d’un répére orthonormé.

1) Construis le point G tel que 2GA +3GB = 0.

2) Soit M un point du plan. Exprime en fonction du vecteur MG le vecteur 2MA + 3MB.

1) Simplifier les écritures suivantes :
Exercice 6
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1) Simplifie les écritures suivantes :
a) U—5V+20QU+3W)-5(W-7).
b) 4( U-V)- 4(3U—2V)+%
c) U+2(V+3W)-+2(20 +3V

3V).
1

2) Soient U(7%); V(%) et W(E) trois vecteurs de v.
4

a- Déterminer les coordonnées de :

U+vV ; U-V ; U+V+W ; §ﬁ+W c 3U- 2V
b- Construire un représentant des vecteurs dans un repére :

ug; V., W, U+V ; U-V ; U+V+W,; -U-V-W
Exercice 7

Parmi les vecteurs U et V indiqués ci-dessous, dis ceux qui sont colinéaires puis précise s’ils

sont de méme sens ou de sens contraires.

a) U=21 -7 et V=-7+j

b) U=7-7 et V=-1+]

c) U=21 -7 et V=12871-47

d) U=="1+3] et V=1 44
e) U=3i—-7 et V=237+3]
f U7 et V(i

9) UC et 7(%)

h) U(C3 et 46

Exercice 8

Soient Uet V deuxdewv danslabase (i) ) tel que:
U=@m+1)7 + (m-1)] et V=7 +27.

1) a) trouver les coordonnées de U etV dans la base @ 7).
c) Trouver le réel m pour que U etV soient colinéaires. Préciser leur sens.

2) On suppose que m = 2. Trouver les coordonnees de U dans la base @ 7).
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Montrer que ( U ; V) est une base de vquel’on notera B’ = (U ; V).
3) a)ondonne W = 37— 27, trouver les coordonnées de W dans la base (7; J)
Puis dans la base B’ = ( U; I7).
b) on donne w=50 =+ V, trouver les coordonnées de W’ dans la base
B’= (U ;V) Puisdans labase B =(7; J).
Exercice 9

—

On donne les normes suivantes ||T]| = vZ; |[V]| = 2;a =Z

1) calculer: U -V

2) En déduire les valeurs de :

— -

(U + V3 (0-V):(20-3V); (U+2V)s(20-V); |20 -3V];
1T -Vl

Exercice 10

—

On donne les normes suivantes ||U]| = v2; |[V|| =5 et UV =7

<!

- =

Onpose:7 =4U -V et j =—3U + V.

Montrer que (7 ;) est une base orthonormé du plan .
Exercice 11

1) Déterminer puis construire le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :
1- Gi=Bar{(A;-3);(B;-2);(C;3)}

2- Gz=Bar{(A;2);(B;-3);(C;4)}

3- Gz=Bar{(A;-3);(B;-2);(C;5)}

2) Déterminer si possible les coordonnées du barycentre G dans chacun des cas suivants :
1- Gi=Bar{(A;5);(B;2)}avec: A(1;1)etB(-1;2)

2- Go=Bar{(A;3):B;-8)}avec: A(0;3)etB(4;5)

3- Gs=Bar{(A:1);(B:5)}avec: A(§ ;1) etB(—; 2)

4- Gs=Bar{(A;-3);(B;-2);(C;3)}avec:A(-1;0); B(1;2)etC(2;3)

5- Gs=Bar{(A;2);(B;-3);(C;4)}avec: A(-5;3); B(-2;2)etC(2;6)

6- Ge=Bar{(A;-3);(B;-2);(C;5)}avec:A(0;0); B(1;7)etC(-2;3)

Exercices 12
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Soit ABC un triangle de dimensions : AB=9cm ; AC=6cmet BC =12 cm.
Soit I le milieu du segment[BC] et G le point défini par AG + BG +CG =0 .
(On ne demande pas de faire la figure pour le moment).

1) Montrer que AG = 2GI.

2) En déduire queZE = %Zf. Faire la figure en plagant le point G.

3) Placer le point D définit parDG = %Ef.

4) Justifier que (DG) est paralléle a (BI) et que DG =4 cm.

Exercices 13
Le plan P est muni d’un repére (0 ; 7; 7). On donne les points A(~ i) ; B( i) ; C(g) .

1) Montrer que les points A ; B et C ne sont pas alignés.
2) G est le point du plan tel que 3GA — AB +2BC =0.
Montrer que G est le barycentre des points pondérés : (A, a); (B,b); (C,c)oua,betc
sont des réels que 1’on déterminera.
3) Ondonnea = 2; b = —1letc = 2.
a- Construire G’ barycentre des points pondérés : (4,2); (B,—1); (C,2).
b- Vérifier cette construction par le calcul des coordonnées de G’ dans le repére
(0; T ).
4) Déterminer le centre de gravité du triangle ABC.
5) Que signifie I (isobarycentre des points pondérés (A, 1) ; (B, 1)).

On fera une démonstration.
Exercice 14
Détermine une équation réduite de chacune des droites suivantes :

1)(Dy):2x+y=3 ; 2) (D2):2y=-x+3 ; 3) (D3):-y=-2x-4
4) (Ds):2x+ y-5=0 ; 5) (Ds) passe par A(Z) et de pente — 2

6) (Ds) passe par B(;) et de coefficient directeur% .

Exercice 15
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1) Détermine une équation de la droite (D) passant par les points A et B dans chacun des cas

suivants :

a- A(D) et B(é) . b-A(°) et B(}) ; c-A(TY) et B(p)

3 2 4
Py . 2 2 . -1 5
c- A(3) et B<_21> ;e A(_32> et B(i> ; -A(T)) et B(Y).
2) Déterminer une équation de la droite (D’) paralléle a la droite (D) et passant par le point A

dans chacun des cas suivants :

a- (D): y=-x+letA(7) b-(D):y:2x+%et A).
b- (D):yz-gx-l et A(C)) d-(D)iy:§+29t AL
d- O): y=xet A(P®) ; f(D):y=-xV3+1et A(F).
Exercice 16

Soit un triangle ABC tel que : A(_,) ; B(3) etC(7)}).

1) Déterminer une équation des médiatrices du triangle ABC.
2) En déduire les coordonnées du centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Exercice 17

-

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;7; J).
On donne les points A(3) ; B(7.) et C(?) .

1) Donner I’équation réduite de la droite (AB). Quel est son coefficient directeur ?
2) Donner une équation de droite passant par C et de coefficient directeur % :

3) Montrer que ces deux droites sont sécantes et déterminer algébriqguement puis

graphiquement les coordonnées de leur point d’intersection.
Exercices 18

-

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;7;J).

On donne les points A(*); B(})
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1) Donner une équation cartésienne du cercle (C) et de diamétre [AB].
2) Soit (D) la droite passant par C(_*,) et de vecteur directeur U( ).

Donner une équation cartésienne puis paramétrique de (D).

3) Déterminer les points d’intersections de (C) et (D).

Exercices 19

-

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;7; J).

Donner une équation cartésienne :

1) De ladroite (D) passant par A(%) et de vecteur directeur U(%).
2) De lareprésentation paramétrique :
frR—R

t->Gt+1; —t + 2)

3) De la droite perpendiculaire a (D) : 2x - 3y + 4 = 0 et passant par K(}) .
4) Ducercle de diamétre[AB] ; avec A(%) et B(j) .

5) Du cercle de centre A() et de rayon v2 .

Exercice 20

-

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;7;J).

Déterminer I’ensemble des points M(’; ) vérifiant les équations de cercles suivants :
1) (C):x?+y?-4x+6y—-3=0 ; 2) (C):x*+y?+x-1=0
3)(C): x*+y*+1=0 . 4) (C):2x?+2y?-4x+6y—1=0
5)(C):-x2-y? +3x+§y_3:o © 6) (C):x2+Vy?-4x+6y-3=0

Exercices 21

-

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;7; J).
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On donne le cercle (C) et la droite (D) d’équations respectives :
x> +y* —4x —2y-8=0 et 2x-3y + 1 =0.

1) Construire le cercle (C) et la droite (D) dans le méme repere.
2) Construire les deux tangentes au cercle (C) paralléles a la droite (D).
3) Déterminer les coordonnées d’un point et d’un vecteur normal de chacune d’elles.

4) En déduire les équations de ces deux tangentes.
Exercice 22

On considére un parallélogramme ABCD et on appelle I le point d’intersection des segments

[AC] et [BD].Onpose: U= AB et V= AD.
1) Exprimer AC et BD enfonctionde U et de V.
2) Que représente le segment [AI] dans le triangle ABD ?
Calculer A enfonctionde U etde V.

3) Calculer: AB?; AD?; AC? et BD? enfonctionde U etde V .
4) Montrer que 2(AB? + AD?) = AC? + BD?

BD?

5) Déduisez-en que : AB? —AD? = 2A1>— —

Exercices 23

Soit ABC un triangle et H le pied de la hauteur issue de A.

1) Montrer que AH2 = CH » HB — AC « 4B.
2) Déduisez-en que le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si :
AH?>= —HB x HC =HB x HC.

Exercices 24

Soit ABC un triangle et H le pied de la hauteur issue de A.

1) Montrer que BC « BH = BA? — AC « BA.
2) Déduisez-en que le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si :
BCxBH =BAZ
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Séquence 7 : logique
I-Définitions

> La logique est la science qui nous permet de discerner le vrai du faux, autrement dit la
science de la raison.
» Une proposition est une phrase (ou une affirmation) qui est soit vraie soit fausse mais

pas les deux en méme temps.

Exemples

e Tout nombre impair est premier ;

e Pour tout entier naturel n, 2n > 0 ;

o 23=6;

e llpleut;

e Il existe au moins un réel x tel que v3x + 2 = 3.

» Le principe de la logique est le principe du tiers exclu c’est-a-dire, qu’il n’y a pas de

troisieme valeur.

I1-Connecteurs logiques

Soient P et Q deux propositions. D’apreés ce qui préceéde, les valeurs de vérité d’une proposition

sont : soit vraie (V) ou soit fausse (F).

1) Le connecteur « non » (négation)
a) Définition : la négation d’une proposition P est aussi une proposition qui est vraie
quand P est fausse et fausse quand P est vraie. On la note =P qui se lit « non P ».

Table de vérité

p -P
F |4
4 F

b) Exemples
Trouve la négation des propositions suivantes :

e P «tous les nombres sont impairs »

e (Q «+/2n’est pas rationnel »

2) Le connecteur « et » (conjonction)
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a) Définition : la conjonction de P et Q, notéeP,Qest vraie si P et Q sont toutes vraies
et fausse dans tous les autres cas.

Table de vérité

P Q PpQ

F F F

F %4 F

vV F F

vV %4 vV
b) Exemple

Si P est la proposition « ce nombre est pair » et Q la proposition « ce nombre est premier » alors

la proposition P,Qest vraie si le nombre est 2 et est fausse pour tout autre nombre.

3) Le connecteur « ou » (disjonction)
a) Définition : la disjonction de P et Q est fausse si P et Q sont toutes fausses et vraie
dans les autres cas. On la note P,,Q et se lit « P ou Q ».

Table de vérité

P Q R,Q
F F F
F |4 %4
|4 F %4
|4 |4 %4
b) Exemple

Si P est la proposition « cette carte est un as » et Q la proposition « cette carte est ceeur » alors
la proposition R,Q est vraie si la carte est un as ou bien un coeur(en particulier elle est vraie

pour l’as de coeur ».

4) Le connecteur « si...alors » (implication)
a) Definition : la proposition P = Q est vraie si P est vraie et Q est fausse, elle est

vraie dans les autres cas.
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Table de vérité

P Q P=Q

F F vV

F %4 %4

vV F F

%4 %4 %4
b) Exemples

Détermine la valeur de vérité des propositions suivantes :

. 2
. Sleranrs;—ieZ;

e Sin € Nalors G)n <1

5) Le connecteur « est équivalent a » (si et seulement si)
a) Définition : P et Q sont équivalentes si elles ont la méme valeur de Vérité et on
écrit P & Q.

Table de vérité

P Q P=Q

F F vV

F %4 F

V F F

%4 %4 %4
b) Exemple

e 7 est un nombre impair si et seulement si n* est impair.
s
° cosaZO@ae[O;;].

I11-Quantificateurs

1) Quantificateur existentiel

Le quantificateur existentiel note 3, signifie que « il existe au moins un...tel que... ».

Page 111 sur 137




[Titre du document]

Exemples

a) Montrer qu’il existe x tel que 1 — 2x < 0.
b) Prouver qu’il existe au moins t tel que v/t est un entier.

2) Quantificateur universel
Ce quantificateur, noté v, signifie que « pour tout... » ou « quel que soit... »
Exemples

e Pourtoutz,z+2<z+7.

e VreN:v2r+1=>1.

IV-Notion d’exemple et de contre-exemple

1) Notion d’exemple
Il s’agit de prouver qu’une proposition est vraie ou qu’elle est fausse.
Soit Q « la somme de deux nombres impairs est toujours pair »
Exemple:1+3=4;45+13=58;107 +59 = 106

SoitP«siae Qetb e Qalorsa+beQ»

. 3 7 3 7 6+35 41
Exemple :soienta =-etb=-;a+b==+-=—=—€Q
5 2 5 2 10 10

2) Notion de contre-exemple

Pour montrer que la proposition « Vx P(x) » est fausse on doit déterminer au moins une valeur

de x qui ne la vérifie pas. On dit qu’on a trouvé un contre-exemple.

Soit P «tout nombre premier est impair ». La proposition P est fausse car 2 est premier mais

non impair.
V-Notion de déduction et de conjecture

1) Notion de déduction

Le principe de déduction signifie qu’a partir d’une formule générale nous pouvons en déduire

un cas particulier.
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Exemple : (a+b)" = Yi_o(})a*b™ *(formule du bindme de newton); vérifier cette

propriété pour n = 2 puis pour n = 3.
2) Notion de conjecture
Une conjecture est une proposition supposée vraie sans aucune démonstration.

Exemple 1 : Tout nombre naturel pair supérieur a 2 peut s’écrire comme la somme de deux

nombres premiers. Conjecture de Golbach

Exemple 2 : 1l existe toujours un nombre premier entre net (n + 1)? . Conjecture de Legendre
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Exercices
Exercice 1
Dis si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1) Tout nombre naturel est réel.
2) Vx€ER,x*=0.
3) Laterre est ronde.
4) (2x5%)%=2x58,
5) 3t €R 1+t ==(t+0)
6) Tout nombre impair est premier.
Exercice 2
Trouve la négation des propositions suivantes :
e P «les nombres réels sont aussi rationnels »

2y+3
4

e Q«3iy2+y=

»

e R«Vx€[4;16],2<Vx<4»

e T «Je suis faché(e) »
Exercice 3
On donne P « ce nombre est premier » et Q « ce nombre est impair ».
Trouve la valeur de véritt de PAQ ; PV Q ;P = Q et P & (Q dans les cas suivants :

a) Le nombre choisiest5 ;
b) Le nombre choisi est 2 ;

c) Le nombre choisi est 9.

Exercice 4

Trouve cing(05) exemples de la proposition suivante : T «si a € Qet b € Qalorsa+ b €

Q»
Exercice 5
Soit Q « tout nombre rationnel est décimal »

Démontre que la proposition Q est fausse a 1’aide de trois(03) contre-exemples.
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Exercice 6

Dis si les énoncés suivants sont des propositions puis indique la valeur de vérité de ceux qui

sont des propositions :

a) M. TRAORE enseigne les mathématiques.
b) C’est la maison la plus belle de Bamako.
c) Ségou est une région du Mali.

d) 3x =45.

e) 5+4=8.

f) Ce fleuve traverse le Mali.

g) Quelle heure est-il ?

Exercice 7
Ecris les phrases suivantes a I’aide des quantificateurs :

1) Tout nombre réel est inférieur a 4.
2) Le carré de tout nombre réel est positif.
3) Il existe un nombre naturel tel que vaut —100.

4) L’opposé d’un entier relatif est aussi un entier relatif.
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Corrections des exercices

Exercice 1

1) Vraie,eneffet Nc R;

2) Vraie, en effet le carré de tout nombre est positif ;
3) Vraie, cela est une Vvérité genérale ;

4) Fausse, en effet (a X b)* = a™ X b™;

-1—5 _—1445

5) Vraie, 1+t=-=t2+t—1=0=1t = ett, ===

6) Fausse, en effet 9 est impair mais non premier.

Exercice 2

—P « les nombres réels ne sont pas aussi premiers »

2y+3

_»
4

—Q«Vx,2+y+

—~R«3Ax€[4;16],2>Vx > 4»

YV V V V

=T « je ne suis pas faché(e) »
Exercice 3
On donne P « ce nombre est premier » et Q « ce nombre est impair ».

Q) PAQ=V;PVQ=VP=Q=VetP=Q=V
b) PAQ=F;PVQ=VP=Q=FetP=Q=F
c) PN\Q=F;PVQ=FP=Q=VetPSQ=F

N.B : on peut se référer aux tables de vérité des différents connecteurs.

Exercice 4
2 5 7
7 31373 Q
3 —-20+3 17
Fohtis 5 =5 e
> 2+6:32+42:ﬁe(@;
7 7 7
> —124+4=-8€Q;
> 2432817 cq.
5 4 20 20

Exercice 5
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2 =5 140 . . o]
5 77 €t 555 sont des nombres rationnels mais ce ne sont pas des décimaux. Donc la

proposition Q est fausse.
Exercice 6

a) Oui, elle est vraie aussi.

b) Non (c’est un jugement).

c) Oui, elle est vraie aussi.

d) Non, en effet cette expression prend les deux valeurs de vérité selon les valeurs de x.
e) Oui, elle est fausse aussi.

f) Non, en effet cet énoncé n’est pas précis.

g) Non, en effet les interrogatives ne sont pas des propositions.

Exercice 7

1) VxeR,x<4,;
2) VXER,x*>0;
3) 3x€eN,2x =—100;
4) Vt,t€eZ = —t € L.
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Séquence 8 : transformations et isomeétries du plan

Transformation

Une transformation T du plan est une application du plan dans lui-méme qui a tout point M on
associe un point M*. T: M — M'.

M’ est I’'unique image de M et inversement.

La translation, la rotation, la symétrie centrale, la symétrie orthogonale et ’homothétie sont
tous des transformations.

Isométrie

Une isométrie est une transformation qui conserve les distances. Les translations, les rotations,
les symétries centrales et les symétries orthogonales sont des isométries.

Propriétés

Une isométrie conserve : les distances, les aires, le parallélisme, I’orthogonalité, les angles
géomeétriques, le milieu, I’alignement, le milieu, le contact...

On parle de déplacement quand les angles orientés sont conservés. Il s’agit des translations,
des rotations et des symétries centrales.

On parle d’antidéplacement lorsque les angles orientés sont transformeés en leurs opposes. Il
s’agit des symétries orthogonales.

» Homothétie ponctuelle

Une homothétie h de centre O et de rapport k du plan est une transformation tel que a chaque

point M du plan on associe M’. on a OM = kOM'.

M # O et O est le point invariant. Les point O, M et M’ sont sur la méme droite.
Sik>1,0M <OM'etsi0<k <1;0M > O0M’, alors I’homothétie n’est pas une isométrie.
Elle ne conserve pas les distances et les aires, mais conserve les autres propriétés des isométries.
Les homothéties de rapport k = 1sont des isométries. Alors M et M’ sont confondus.

Les homothéties de rapport k = —1 sont des rotations d’angle 180° ou encore des symétries
centrales.

Si I’on veut calculer le rapport d’une homothétie transformant A et Ben A’ et B’ ;
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* Isométries du plan

Translation : une translation t de vecteur % est une transformation qui donne ’image d’un
point par le vecteur i. Onat: M — M’ tel que MM’ = u.

L’image d’un triangle est un triangle

L’image d’un cercle est un cercle

Image d’un segment est un segment
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Si A’ et B’ sont les images respectives des points A et B par une translation alors le quadrilatére
AA’B’B est forme un parallélogramme. La translation n’a pas de point invariant. La translation
d’une droite est une autre droite.

L’expression analytique de la translation t de vecteur 1 (a; b) est donné par : {;, i ;C]-_II__%
Rotation :une rotation r de centre O et d’angle 0 est une transformation qui donne 1’image d’un
point par un angle. r : M — M’ tel que OM = OM’ et MOM' = 6.

L’image d’un triangle est un triangle

L’image d’un cercle, d’une droite et d’un segment par une rotation est respectivement un cercle,
une droite et un segment. Le centre O est le point invariant par une rotation.
Soit la rotation R de centre w(a; b) et d’angle 8 et R’ la rotation de centre O du repére et

d’angle 0 et encore t la translation de vecteur u(a;b). Si R est la composée de R’ et t

4

o . . ) (x"=xcos@ —ysinf +a
(R = R'ot), son expression analytique est donné par : {y’ — xsin®+ycosd + b

Symétrie centrale : une symetrie S de centre O est une transformation qui définit un point par

un point: S : M — M’ tel que OM =— OM’.
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L’image d’un cercle, d’une droite et d’un segment par symétrie centrale est respectivement un
cercle, une droite et un segment. Le centre O est le point invariant par une symétrie centrale.
Symétrie orthogonale : une symétrie S de centre la droite d est une transformation qui définit

un point par une droite S : M — M’ tel que d est la médiatrice du segment [MM'].

A B__“F B’ A

L’image d’un cercle, d’une droite et d’un segment par une symétrie orthogonale est
respectivement un cercle, une droite et un segment. Le centre d constitue I’ensemble des points

invariants par une symétrie orthogonale.
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Exercices
Exercice 1 : a I’aide de la régle et du compas, trouve 1I’image du triangle IJK par la translation

de vecteur u.

=l

Exercice 2 : détermine ’image du triangle LMN par la translation du vecteur AB al’aidedela

regle et de I’équerre.

>/

Exercice 3 : détermine 1’image du cercle ci-dessous par la translation de vecteur —.

~ @

Exercice 4 : détermine I’image du rectangle ACDB par la symétrie de centre O.

C D
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Exercice 5 : détermine I’image du cercle C par la symétrie de centre O a I’aide de la regle et

du compas.

.O

Exercice 6 : apres avoir donné un nom au parallélogramme, trouve son image par la symétrie

orthogonale d’axe A. Contrdle a I’aide d’un rapporteur et dire s’il s’agit d’une isométrie.

Exercice 7 : détermine un triangle dont ABC est son image.
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Exercice 8 : détermine I’image du quadrilatére ACBA par la rotation de centre O et d’angle

30° puis I’image du quadrilatére LIJK par la rotation de centre O et d’angle -45°

I

A B

Exercice 9 : Hachir, Modibo et Tidiane veulent la méme image du triangle ABC par rapport a
0.
e Hachir estime qu’il faudra trouver I’image du triangle par la rotation de centre O et
d’angle 180°.
e Modibo pense qu’il faudra trouver I’image du triangle par la symétrie de centre O.
e Tidiane quant a lui, croit qu’il faut plutdt trouver I’image du triangle par I’homothétie
de centre O et de rapporta k = —1.

Est-ce qu’ils parlent de la méme image ?

B

A C

Exercice 10 : détermine les images de la figure par I’homothétie de centre O et de rapport

1 o L , : , C
k=2k= > k = —1. Dire a chaque fois si la figure s’agrandi, ou se démuni et s’inverse.
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Exercice 11 : détermine I’image d’ de la droite d par la translation de vecteur AB et I’image d”’
de d par la symétrie de centre A et ensuite I’image d1 de d par la symétrie axiale d’axe (AB) et

enfin I’image d> de la droite d par la rotation de centre B.

d

-

B

A

Exercice 12 : trouve les coordonnés du vecteur de la translation qui transforme A(;) en B( ?,).
Exercice 13 : soit f I’application qui au point M(x;y) associe le point M'(x";y") avec

{x’z—y+1
y =x+2

fest-elle une isométrie ? un déplacement ? un antidéplacement ?
Exercice 14 : soit f D’application qui au point M(x;y) associe le point M'(x";y") avec
{ x' =x 43y

y' =vV3x+y++3

e Détermine I’image des points A(_Ol), B(\/%) par f.
, . 5. , . . 1 2
e Détermine I’image réciproque des points C (0), D( \/5) par f.

e Détermine les coordonnées du points invariant de f.
Exercice 15 : soit la figure ci-dessous tel que AB=2AC et | milieu du segment [AB] et J la
symétrique de C par rapport a A. soit S la transformation tel que : S(I) = C et S(A) =J.

e Détermine le rapport et I’angle de S.

e Soit Cqy le cercle de diamétre [IC] et C: le cercle de diamétre [A]]. Montre que le centre

Q de la transformation S appartienta C; N C,.
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C

Exercice 16 : Soit ABCD un carré de centre O et de c6té 9 cm. On note | et J les milieux

respectifs des cotés [AB] et [BC], puis E et F les points d’intersection de la droite (AC) avec

respectivement les droites (DI) et (DJ). La perpendiculaire en E a la droite (AC) coupe (AB)

en H ; la perpendiculaire en F a la droite (AC) coupe (BC) en G. On considere alors le
quadrilatére EFGH.

1) Construction Tracer le carré ABCD et les points | et J en vous aidant du quadrillage

de la copie (un carreau de la copie correspond a une longueur de 5 mm). Compléter la

figure par une construction a la régle et au compas. On laissera apparents les traits de

construction.

2) L’objectif de cette question est de prouver que EFGH est un carré.

a)

Montrer que le point E est le centre de gravité du triangle ABD. En déduire la
valeur du rapport = puis prouver que = = 1
pport ——-puis p que —— = <.

Montrer que AE = 3 /2 cm.

Quelle est la nature du triangle AEH ? Justifier la réponse. En déduire que EH =
3+v/2cm.

On rappelle qu’une diagonale d’un carré est un axe de symétrie de ce carré.
Indiquer, sans justification, les symétriques respectifs des points E et H par rapport

a l'axe (DB). En déduire les longueurs FG, FC puis la longueur EF.

e) Conclure sur la nature du quadrilatere EFGH. Justifier la réponse.
Exercice 17 : soit f I’application qui au point M(x;y) associe le point M'(x";y") avec
{x’ =x+2
y=y+1
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Montre que la fonction f est une translation dont on précisera les coordonnées du vecteur.

Détermine 1’image des pointsA (g), B(;) par cette translation.
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Corrections des exercices

Exercice 1

]{9

:
r K
\\
\\
., \\
.,
\\ \\
\\
J’
Exercice 4
,I
/
* ’ I
B : I '
______ -~ "'——
_________________ -~ & -
’_-’ ,t \N'\
-
—"‘-‘ A
J—‘
“—
—”—’— ,
D’ -

Exercice 10 : détermine les images de la figure par I’homothétie de centre O et de rapport

1 . . . . . , . .
k=2k= > k = —1. Dire a chaque fois si la figure s’agrandi, ou se démuni et s’inverse.
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Si k = 2; la figure s’agrandi.

Sik = % ; la figure se démuni.
Si k = —1; la figure s’inverse.

Exercice 12 : trouvons les coordonnés du vecteur de la translation qui transforme A(3) en
2
B(2).

!
: . : - . X'=x+a
L’expression analytique de la translation t de vecteur u(a; b) est donné par : {

y =y+b

2=1+a a:]. — .
{_3 —c4p {b __g alors u(1; —8).

Exercice 15 : soit la figure ci-dessous tel que AB=2AC et | milieu du segment [AB] et J la
symétrique de C par rapport a A. soit S la transformation tel que : S(I) = C et S(A) =J.

e Déterminons le rapport et I’angle de S.

Soit k le rapportde S,ona k = g2
1A AC

Soit a ’angle de S, ona a = (m, ?j) = %

e Soit Cqle cercle de diamétre [IC] et Cz le cercle de diamétre [A]]. Montrons que le centre

Q de la transformation S appartient a C; N C,.
OnasS() =C= (ﬁfﬁ) =§ - donc Q € C;.
OnaS(4) =] = (ﬂﬁj) =§ ;donc Qe C,.

Alors Q e C; N C,. Or S(A) # A alors Q est le second point d’intersection de Ciet Co.
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C

Exercice 17 : soit f I’application qui au point M(x;y) associe le point M'(x’;y") avec

{x’ =x+2

y=y+1

Montrons que la fonction f est une translation dont on précisera les coordonnées du vecteur.
x'=x+2 , ) ) , . -

Y =y +1 est I’expression analytique d’une translation de vecteur u(2; 1).

Déterminons I’image des points A((l)), B(;) par cette translation.

{x’=1+2=>{x’=3=>A,(3)
y =0+1 y' =1 1

{x’=1+2:{x’=3=>3,<3)
y =3+1 y' =4 4
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Séquence 9 : géométrie dans I’espace

1)  Reégle de base de la géométrie dans I’espace
e [l existe une et une seule droite de I’espace passant par deux points distincts.
e Il existe un et un seul plan de I’espace passant par trois points non alignés.
e Sideux plans distincts ont un point en commun, alors leurs intersections est une droite.
e Tous les résultats de geométrie plane (Thales, Pythagore, Théoremes des milieux,

etc...) sont applicables dans chaque plan de 1’espace.
Vocabulaire

e Lorsque des points appartiennent a un méme plan, on dit qu’ils sont coplanaires.

e Lorsque des droites sont contenues dans un méme plan, on dit qu’elles sont coplanaires.
Remarque

e Deux points, trois points sont toujours coplanaires. L’utilisation de ce qualificatif n’a

donc de sens qu’a partir de quatre points.

Problématique : ABCD un tétraédre.

A I milieu de [AB].
J milieu de [AC]

K milieu de [AD]
M milieu de [BD]
N milieu de [CD]

I milieu de [BC]

1°) Détermine l'intersection des droites (ABC) et (IJK).

2°) Démontre que les droites (I]) et (MN) sont paralléle.
3°) Démontre que la droite (I]) est parallele au plan (BCD).
4°) Démontre que les plans (IJK) et (BCD) sont paralléles.

5°) Détermine les droites D, et D, d'intersection des plans (ACM) et (BCD) puis (ACM)
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(JK).
6°) Démontrer que les droites D, et D, sont paralleles.
Solution de la question 1

1) Position relative de deux droites

D, N

D, D,

Propriété : deux droites de I'espace sont :

e Soit coplanaires (elles sont alors sécantes
ou paralleles)
e Soit non coplanaires.

Attention : dans I’espace deux droites non paralléles ne sont pas nécessairement sécantes.
Théoreme : deux droites paralleles a une méme troisieme sont paralleles entre elles.

D.

I

Py

D,

I11)  Position relative d’une droite et d’un plan
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Propriété : Une droite et un

Plan de I'espace sont :

;‘/ \f / e Soit sécantes
. e Soit paralleles

Théoreme: si une droite D est paralléle & une droite A d’un plan P alors la droite D est
parallele au plan P.
Exemple : question 3.

IV)  Position relative de deux plans

Propriété : deux plans de I’espace sont :

e Soit sécantes

e Soit paralléles
Théoréme : si deux droites sécantes (d’un plan) sont paralléles a un autre plan, alors ces
deux plans sont paralléles.

Exemple : question 4
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-
L

P,

Théoréme : deux plans paralleles a un méme troisieme sont paralléles entre eux.

Exemple : question 5

=

Py

Théoreme 6 Un plan Q sécant a deux plans strictement parallele P1 et P2 les coupe

suivant deux droites paralléles (D, et D,).

Démonstration du théoréme :

D, P D, D, et D, sont deux droites coplanaires

/ (dans le plan Q) donc D; et D, sont soit
Q . o
// paralléles, soit sécantes.

Si elles sont sécantes alors il existe un
point M, telque M = D; N D, et

) . appartient a la fois a P; et P,. Ce qui est
puisque P; et P, sont paralleles.

Exemple : question 6.

V) Orthogonalité de deux droites

Deux droites D, et D, sont orthogonales si et seulement si leurs paralléles passant par un
point quelconque sont perpendiculaires.
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D,

Exemple : montre que, dans le cube ci-contre

Les droites (BE) et (DG) sont orthogonales.

B C
A/
- -
wﬁ
E F

Deux droites orthogonales a une méme troisieme ne sont pas nécessairement paralléles.

Exemple : (AE) orthogonale a (EF) et (AE) orthogonale a (HF) et pourtant (EF) et (HF) ne

sont pas paralléles.
VI)  Orthogonalité d’une droite et d’un plan

Définition : on dit qu’une droite D, est orthogonale a un plan P lorsque D, est orthogonale a

toute droite du plan P.
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Théoreme : (important)

Lorsqu'une droite est orthogonale a deux droites sécantes d'un plan, elle est orthogonale a ce

plan. (Ainsi deux droites suffisent!!!)

Exercice 1 : donne sur le cube, un exemple d'une droite D orthogonale & deux droites

coplanaires mais qui n'est pas orthogonale au plan que ces deux droites définissent.

Exercice 2

E F

1) En utilisant le triangle DHE montre que (AF) est orthogonale a (HD).
2) De méme, en utilisant le triangle DHG, montre que (FC) est orthoganle a (HD).
3) Endéduire que (HD) est orthogonale au plan (ACF).

VII) Plans perpendiculaires

Deux plan P1 et P2 sont dits perpendiculaires lorsque I'un contient une droite orthogonale a

l'autre.

Exemples et remarques : les plans (CDFG) et (ABCD) sont perpendiculaires car par exemple

la droite (DF) qui est contenue dans le premier est orthogonale au second.

Lorsque deux plans sont perpendiculaires, il existe dans chacun d'eux des droites non

orthogonales a l'autre : par exemple la droite (FC) n'est pas orthogonale au plan (ABCD).

Exercice 3

H G

Page 136 sur 137




[Titre du document]

1°) Les droites (AB) et (HG) définissent-elles un plan? Si oui nomme ce plan.
2°) Les droites (AB) et (CG) définissent-elles un plan? Si oui nomme ce plan.
3°) Cite trois droites paralléles a (FG).

4°) Cite trois droites sécantes a (FG).

5°) Cite trois droites non coplanaires a (FG).

Exercice 4

Sur la pyramide SABCD a base rectangulaire ci-dessus, H est le pied de la hauteur.
Donne les positions relatives des droites suivantes.

1°) (AB) et (CD) ;  2°) (SA) et (BD): 3°) (HA) et (SC): 4°) (BH) et (DB).
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