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PREFACE

Dans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et I'approfondissement des mathématiques
,apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu’elles sont dans 1'ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voild pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, a organiser des

réunions de concertation sur les probldmes posés par I'enseignement des mathématiques qui
Jouent un réle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de I’avenir.

’ La pollection Inler-ﬁ?ricaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux éldves
del Enseignement Secondaire des pays francophones d'Afrique et de I'Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternslle qui a abouti, au mois de juin 1992, a I'élaboration et 2

l'adopliqn par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I'Enseignement
Secondaire.

Elle a pour objectifs majeurs :

- l‘harmoni_sation de la pédagogie des mathématiques et 1a mise 2 la disposition des éléves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— l'acquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d'analyser une situation, de conjecturer des hypothéses et de les valider ou non
I’épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modales mathématiques qu'ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

- lal diminution du coit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve : un élave,
un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’'enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s’ap-
puient sur I'environnement des éldves pour les motiver, les faire agir, les amener a comprendre et
a agir de nouveau, de maniére autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément 2 notre conception de I'enseignement des mathématiques, nous n’avons pas
voulu présenter les legons sous forme d'exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des éléves.

Insérés dans les legons, des exercices d’application immédiate permettent l’assimilation des
notions étudiées. Placés & la fin des chapitres, des exercices d’entrainement et d’approfondisse-
ment permettent aux éléves d'éprouver leur compétence et aux professeurs d'évaluer leur ensei-
gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de ’Education dans les
pays francophenes d'Afrique et de I'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Francaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux & I’attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éléves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu’ils voudront bien nous faire et,
par avance, nous les en remercions.

Saliou Touré
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Angles inscrits et
polygones réguliers

1
I- objet de ce chapitre est de compléter la propriété de I'angle
inscrit et de 'angle ou centre associé vue en classe de 3¢, puis de
I'exploiter dans de nombreuses situalions, notamment pour réali-
ser des constructions et rechercher des lieux géométriques.

On établira un résultat important : le théoréme des sinus.

Enfin, une bréve étude des polygones réguliers débouchera sur
quelques applications trigonométriques.

ANGIES INSCHLS coourrssessmsrnsssmmsmnsnsmvsnsisssssmssmssonsassassriss

Lieu géométrique des points M

tels que mes mB =82 aviiniaaaiineseieaes 11
Quadrilatéres Inscriptibles......... coreeenennees 13
Relations métriques dans un triangle ........ 17
PENOTEE TERMIEIS nconaermemmmsismmmssensmsmemsemsibonas, -~ 00

Angles Inscrits et polygones réguliers 7
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—1.1. Angle inscrit défini par une corde et un point

mmmmmmm Angle au centre et arc de cercle intercepté

* Sur un cercle, une corde [AB), qui n'est pas un diametre,
détermine deux arcs :

— celui dont la longueur est la plus petite est noté AB;
- l'autre est noté AB,

L'angle AOB est appelé éngle au centre. On dit qu'il intercepte l'arc AB.

* Lorsque [AB] est un diameétre, l'angle AOB est plat ;
on dit qu'il intercepte l'un ou l'autre des demi-cercles d’extrémités A et B. A

mmmmmm Angle inscrit et angle au centre associé
Soit (¢) un cercle de centre O, [AB] une corde, M un point
de (¢) distinct de A et B.

» AMB est appelé angle inscrit dans le cercle (6).

» L'arc de cercle d'extrémités A et B ne contenant pas M est
appelé arc 1n{ercepté par l'angle inscrit AMB.

« L'angle r}_[_@ est appelé angle au centre associé 2 l'angle
inscrit AMB.

Remargues

* L'angle inscrit AMB intercepte :
- I'arc AB lorsqu'’il est aigu (figure 1) ;
- I'arc AB lorsqu’il est obtus (figure 2).
* L'angle au centre AOB intercepte dans tous les cas de figure I'arc AB.

(6)

Fig. 2

mmmmmmm  Relation entre angle inscrit ef angle au centre associé

I
i
|
3'. g
|

Folipt .—.._.\.—:.-v-r

. 51 AMB mtercepte l arc AB _Si M{B mtamepte l'arc AB ;
i I 2 .1
alors mes AMB = -— mes AOB.— -alurs mes AMB 180 _? mes ADB

permmee R Ay T L { e W ¥ £

=

L..,_.. ol i e L.

B s

Ce rhéonémr’ a é.ré demantré en c.'asse e lm:s,"éme

1. Le terme « théoréme » esl communément utilisé pour désigner « une propriété importante ».

8 Angles inscrits et polygones réguliers
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—L.2. Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangente

mEmmmm Introduction

Soit [AB] une corde d'un cercle (€ .
variant sur AB. e (€) et M un point

Lorsque M prend des positions M,;, M,, M, etc. de
plus en plus proches de A, la figure ci-contie sugge-
re que la demi-droite [MA) « s'approche de plus en
p!us » de la demi-tangente [AT) en A au cercle (€).
L'angle AMB garde une mesure constante et
« semble s'approcher » de TAB.

Nous allons démontrer que l'angle TAB a la méme
mesure que les angles AM, B, AM,B, AM,B, etc., ce
qul nous permettra d'étendre la notion d'angle ins-
crit & cette position limite.

mmmmmm Extension de la notion d'angle inscrit

%S,‘_iit [AB] une corde d'un cercle (6), qui n'est pas =

‘un diamétre, [AT) la demi-tangente en A 2 (€)
‘contenue dans le demi-plan de frontiére (AB) ne
‘contenant pas O, [AT’) 'autre demi-tangente en A.

one o TAB-Lues K08

Démonstration guidée
Soit I le milieu de [AB].
« Démontrer que (OI) coupe [AT) en un point C.

et mes TAB=180°- Zmes AGB.

M,

M,

(€)

e En utilisant les triangles AOC et AIC, démontrer que AOI et CAB admettent un méme angle pour

complémentaire. .
+ En déduire que mes TAB = 5 mes AOB.

» Comparer les mesures des angles T'AB et TAB. Conclure.

rques

« En considérant que TAB et T'AB sont des angles inscrits interceptant respectivement AB et AB, I'énon-
cé du théoréme du paragraphe 1.1 englobe tous les cas de figure. Nous utiliserons dorénavant cette

convention.

e La propriété s'étend au cas ot [AB] est un diamétre.

En effet : mes AOB = 180° et 5i [AT) et [AT’) sont les demi-tangentes en A au cercle,

alors mes TAB = mes T’AB = 90°.

Angles inscrits et polygones réguliers *)
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—1.3. Conséquences

Proprietés A ety ]
2. Des angles inscrits qui interceptent deux arcs

de méme longueur ont g‘léme mesure.
_ M

'1. Des angles inscrits qui interceptent le méme
' arc ont méme mesure.

| T B

4. Si M est un point de l'arc AB et N un point de

' 3. La bissectrice d'un angle inscrit partage l'arc M |
l'arc AB, alors AMB et ANB sont supplémentaires.

 intercepté en deux arcs de méme longueur.

__1.4. Travaux diriges

pEmEmEE Soit A et B deux points d'un cercle (%),
(<6) tels que : AC = AC' = AB. (BC)et (BC') recoupen

les triangles ACD et AC'D' sont isocéles,

C et C' deux points distincts de ]a tangente en Aa
t (€) respectivement en D et D'. Démontrer que

Hypothéses® Conclusions
(CC)) est la tangente en A a (%€). ACD est isocgle.
AC = AB = AC". ACT' est isocéle.

B, D, D' appartiennent 3 ().
B, C, D sont alignés.
B, C, D' sont alignés.

S olution guidée

On va chercher & démontrer que : mes ACD =mesCAD et mes C'AD' = mes AC'D".
Démontrons d'abord que : mes C'AD' = mes ACD'.

o Quelle égalité d'angles I'hypothése AB = AC’ permet-elle d'écrire ?

« Comparer les mesures des angles ABD" et C’AD".

e Conclure.

Démontrons que : mes ACD = mes CAD.

« Trouver un autre angle inscrit dans (6) qui intercepte le méme arc que l'angle C'AD.
 Comparer les mesures des angles C'AD et CAD.

 Comparer les mesures des angles ACD, CBA et ABD.
» Conclure.

2, On appelle « hypothéses » (6165 qui, si
ypothéses » des propriétés qui, si elles sont vérifides, induisent de nouvelles propriétés appelées « conclusions ».

10 Angles inscrits et polygones réguliers
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il xercices ezozssinmmmrss o s

1.a Seit A, B, C trois points distincts d'un cercle. La tangente en C 2 (€) coupe la tangente en A
A’ est le milieu de I'arc intercepté par BAC. a (%) en un point M et (AB) en un point N.
B’ est le milieu de I'arc intercepté par ,f\_g(_:_ Démontrer que le triangle AMN est isocéle.
C' est le milieu de I' arc intercepté par ACB. (On pourra utiliser la tangente en B a ().}
Démontrer que les droites (AA'), (BB') et {CC')
S R e 1.d  On considére la figure A

ci-contre :

1.b  Uncercle (€") de centre O est tangent intérieu- M
rement en A A un cercle (€) de centre O. Une
droite passant par A coupe (€) en M et (6') en /
M. Démontrer que la tangente en M 2 (€) est ‘
paralldle 2 la tangente en M’ & (€'). -+ =B

T A

1.c  Soit (€4) et (¢) deux cercles concentriques de (AT) est perpendiculaire a8 (AA), M est un
centre O et de rayons respectifs distincts R et point quelconque de l'arc interceplé par BAA'.
R’ tels que R’ < R. Soit A et B deux points dis- Comment faut-il choisir I'angle AOB pour que
tincts de (%) non diamélralement opposés, C mes BMA’ = mes BAT ?
un des points d'intersection de (OB) et (€"). Quelle est alors la mesure de ces deux angles ?

—92.1. Etude préliminaire

A B
Soit A et B deux points distincts et (@) une droite passant par A
distincte de (AB). Justifier la propriété suivante : il existe un et un
seul cercle (€) passant par B admettant la droite () pour tangen- @)
teen A.
1% cas : (D) est perpendlculalre a (AB). 2¢ cas : (D) n'est pas perpendiculaire a (AB).
(@) (6)

(2)

—2.2. Détermination du lieu géométrique des points M
tels que mes AMB = 0°

Le lieu génmétnque des pnmts M Iels que mas AMB 9“ est ln réunion de deux arcs de cercla i
stéh‘iqueg pa:r rapporl é (AB) : A ; ea

Lo =

P
ESmt A et B deux pumts distmcts B un nombre réal tal que l} < 9 < lnﬂ
{
!

;_‘_‘—'—-—-
-Ensemble de points vérifiant une propriété.

Angles inscrits et polygones réguliers 11
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D émonstration guidée

Soit (P) et (P') les deux demi-plans de frontiére {.ﬂfB).
Soit T un point de (P') tel que : mes TAB = 6°.
Cherchons d'abord I'ensemble des points M de (P) tels que mes AMB=g. ™

Considérons un point M de (P) tel que mes AMB = 6°.
« Démontrer que le cercle circonscrit # AMB admet (AT) pour tangente en A.

o Déduire du paragraphe 2.1 que M appartient a un cercle () fixe.
On démontre ainsi que tout point M de (P) vérifiant mes AMB = 6° appartient (6).

Réciproquement, tout point de (P)N(%) vérifie mes AMB = 6° (propriété 1 du paragraphe 1.3).
Le lieu des points M de (P) vérifiant mes AMB = 6° est donc l'arc de cercle (P)N(6).

On démontre de la méme fagon que le lieu des points M de (P') tels que mes AMB = 6° est un autre
M

arc de cercle.

+ Démontrer que ces deux arcs de cercle sont symétriques par rapport (AB).

* Peut-il y avoir sur la droite (AB) des points M tels que : mes AMB =6°7 ®

___________

+ Conclure.
@ A

Ces deux arcs de cercles sont appelés arcs capables d’un angle 6°,
d’extrémités A et B.

__9 3, Construction

Soit deux points A et B et un angle de mesure 6° tel que : 0 < 6 < 180.
Voici le film d'une construction du lieu géométrique des points M tels que : mes A

12 Angles inscrits et polygones réguliers
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* Justifier cette construction.

Exemple
Pour 8 =120,0na:

120°

O

F%E xercices A A AR AR

2.a

Soit (€) un arc capable d’angle 6°, d'extrémités

1. On considére un point N a l'intérieur de (€)
et n'appartenant pas a la droite {(AB). La demi-
droite [BN) recoupe (4) en un point P. ___

a) Comparer les mesures des angles BAN et

b) En déduire que : mes ANB > mes APB.

2. On considere un point N’ & I’extérieur de (%6)
et n’appartenant pas 2 la droite (AB). Soit (")
I'arc capable d’angle AN’B, d’extrémités A et B.
On admettra que (€) est & l'intérieur de (6").
Démontrer que : mesAN'B < 0 {on pourra utili-
ser la question précédente).

3. Déterminer I'ensemble des points M du plan
telsque :

Soit ABC un triangle. Construire 4 la régle et au 2.d
compas le lieu géométrique des points M du AetB.
demi-plan de frontiere (AB) contenant C tels
que : mes AMB = mes ACB.
2b  soit aBC un triangle tel que AB = 6 cm, BAP
BC =4 cm et mes ABC = 40°.
Construire 2 la r3gle et au compas un point M
tel que mes AMB = 45° et mes BMC = 60°.
2.c  ABCDE est un pentago- E
ne régulier,
Déterminer et tracer A D
I'ensemble des points
M tels que : .
mes BMC = mes BAC. B c

b) mes AMB < 8.

a) mes AMB » 8.

-

R e T T T e
..J.:iNon convexe, non croist

Pour le quadrilatére ABCD :

e Les sommets opposés A et C
n'appartiennent pas a un méme
demi-plan de fronti¢re (BD).

» Les sommets opposés B et D
n'appartiennent pas 4 un méme
demi-plan de frontiere (AC).

Pour le quadrilatére ABCD ;

s Les sommets opposés A at C
appartiennent & un méme
demi-plan de frontigre (BD).

¢ Les sommets opposés B et D
appartiennent & un méme
demi-plan de frontigre (AC).

Pour le quadrilatére ABCD :

* Les sommets opposés A et C
appartiennent & un méme
demi-plan de frontidre (BD).

* Les sommets opposés B et D
n'‘appartiennent pas 2 un méme
demi-plan de frontiere (AC).

Angles inscrits et polygones réguliers 13
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R emarques

o Ces trois cas s'excluent mutuellement. Un quadrilatére est donc soit convexe, soit croisé, sojt p,
! n

convexe et non croisé.
e L’ordre dans lequel on écrit les sommets est essentiel. On peut remarquer, par exemple, que : ABcp

est convexe si et seulement si ACBD est croisé.
e La somme des mesures des angles d’un quadrilatére convexe est égale a 360°. Pour le démontrer, i] syy.

fit de décomposer le quadrilatére en deux triangles.

e I T

-

Los propriétés (p), (g}, () suivantes

Am datgns o ot convers. o
' [p) : Les quatre c6tés de ABCD ont méme longueur.. el s s bl
! (q) : Les cotés opposés de ABCD sont deux a deux paralléles. = 0=

%o Conelde

" (r) : Le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.
* * Si (p) est vérifide, alors (q) est vérifiée : on dit que (p) implique (q).

. On note : (p} = (q). i : S :
- Pour que (q) soit vérifie, il suffit que (p) soit vérifiée : on dit que (p) est une condition suffi-
~_'sante pour que (q) soit vérifiée. ; I

~ 8i(q) n'est pas vérifiée, alors (p) ne peut pas étre vérifiée (puisque (p} implique (q)) : il faut
~ donc que (q) soit vérifiée pour que (p) le soit ; on dit que (q) est une condition nécessaire
pour que (p) soit vérifiée. : Sider o SEiE M) g

"o (g) = (1} et (1) = (g) : on dit |
_lement si (r) est vérifi '

. Onnote: (q)
~ Lorsque deux con
f ~_suffisante pour g

k

o

__3.9. Quadrilatére croisé inscriptible

e est dit inscriptible s'il existe un cercle passant par ses quatre sommets.
car il n'existe qu'un seul cercle passant par trois points non alignés.

le sont dits cocycliques.

Un quadrilatér
Si ce cercle existe, il est unique
Des points appartenant & un méme cerc

Th

granT—

)

Un quadrilatére croisé est inscriptible si ef seulement si
 deux de ses angles opposés ont méme mesure. ;

i'
Les deux autres angles opposés ont alors méme mesure.

Démonstration guidée

Soit ABCD un quadrilatdre croisé.
« Démontrer que si ABCD est inscriptible, alors mes A = mes T On a aussi mes B = mes .

On suppose que mes A = mes C.
« Démontrer que C appartient & un arc du cercle circonscrit au triangle ABD.

¢ Conclure.

‘ as particulier

Un guadrilatére croisé ayant deux angles opposés droits
est inscriptible.

14 Angles inscrits et polygones réguliers J
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—3.3. Quadrilatere convexe inscriptible

' Théoréme

' Un quadrilatére convexe est inscriptible si et seulement si deux
| de ses angles opposés sont supplémentaires.

Les deux autres angles opposés sont alors supplémentaires.

Démonstration guidée

Soit ABCD un quadrilatére convexe.

* Démontrer que si ABCD est inscriptible, alors mes A = 180° ~ mes C. On a aussi mes B = 180° —
mes D,

On suppose que mes A = 180° — mes C.

* Démontrer que C appartient 4 un arc du cercle circonscrit au triangle ABD.
e Conclure.

‘ as particulier

Un quadrilatére convexe ayant deux angles opposés droits est inscriptible.

—23.4. Travaux dirigés

EENEEESE 1. Soit A et B deux points d'un cercle (‘6) non diamétralement opposés. On choisit un
point M sur (€) n'appartenant pas a AB. Les tangentes en A et B au cercle (€) se coupent en un point N.

Trouver la longueur de l'arc AB pour que mes AMB = mes ANB.

Hypothéses

A, B, M appartiennent a (“6).
AB n'est pas un demi-cercle.
M & AB.

(NA) est la tangente en A a (6). (“6)
(NB) est la tangente en B a (‘6).

Solution guidée
Soit O le centre de (6).

« Exprimer mes AMB en fonction de mes AOB.

* Exprimer mes ANB en fonction de mes AOB.
« Calculer mes AOB pour que mes AMB = mes ANB.

« Démontrer que la longueur de AB est égale au tiers du périmétre de ().

EEEEEEN 2, Soit ABC un triangle et H son orthocentre. Démontrer que les symétriques de H par
rapport aux trois cétés du triangle appartiennent a son cercle circonscrit (6).

On fera la démonstration dans le cas ot H est @ I'intérieur de ABC.

Angles inscrits et polygones réguliers 15
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Aucun des c6tés du triangle ne jouant un réle particulier, il suffit de démontrer que le symétrique H' ¢,
H par rapport a l'un des cotés, par exemple (BC), appartient a ().

Hypothéses Conclusion

A, B, C appartiennent a (€). H' appartient a (6).

H est l'orthocentre de ABC.
H est intérieur au triangle.
H' est le symétrique de H par rapport & (BC).

Solution

A ;
(€)

[]
S
11 suffit de démontrer que le quadrilatdre ABH'C est inscriptible.

HI

« Démontrons d'abord que ABH'C est un quadrilatére convexe.

H' étant le symétrique de H par rapport A(BC),HetH' n'appartiennent pas au méme dem'i-plan de
frontidre (BC). H étant intérieur au triangle, A et H sont dans le méme demi-plan de frontiére (BC).

Donc A et H' ne le sont pas. H étant intérieur au triangle, A’

appartient a [BC], donc B et C ne sont pas

dans le méme demi-plan de frontidre (AH'). ABH'C est un quadrilatére convexe.

« Démontrons que ABH'C est inscriptible.

mes BIFC = mes BHC car les deux triangles BHC et BH
mes BHC = mes B'HC' car les angles BHC et B'HC'

D'oit : mes BH'C = mes B'HC'.

Le quadrilatere AC'HB’ est inscriptible car les an
Les angles BAC et B’HC' sont donc supplémentaires.
Les angles BAC et BH'C le sont aussi puisque mes B

Le quadrilatere ABH'C est donc inscriptible.

H' appartient donc a (‘6).

'C sont symétriques par rapport & (BC).
sont opposés par le sommet.

gles AC'H et AB'H sont droits.

——

H'C = mes B'HC'.

WExercices AR A ARG A FF A

3.0 Démontrer que les seuls parallélogrammes ins-
criptibles sont les rectangles.
Quels sont les losanges inscriptibles 7

3.b Démontrer qu'un trapize est inscriptible si et
seulement si il est isocéle.

3.c  Sur la figure dessous:
A’ est le symétrique de A par rapport a (0B):
A" est le symétrique de A par rapport a (0C);
A" est le symétrique de A par rapport a0,

B
AI

A
o

C
A/ I
A“

Démontrer que les angles A"AA' et A"AA’
sont supplémentaires.

16 Angles inscrits et polygones réguliers

3d

3.e

Soit ABMC un quadrila- M

tére inscriptible tel que B
le triangle ABC soit iso-

ctle en A.

Démontrer que la droite

(MA) est la bissectrice A
issue de M dans le tri-

angle BMC. C

Soit (€) un cercle, A et B deux points de (€)¢!
F le milien de l'arc AB. -
On considere deux points G et H de l'arc AB.
les cordes (GF] et [HF) coupent respectivemer!
le segment [AB] en K et L.

1. Parmi les angles
des triangles AGF et
KGB, déterminer
ceux qui ont méme
mesure.

2. Démontrer que le
quadrilatdre KLHG
est inscriptible.

|
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4.1, Sinus d'un angle

On a défini en classe de troisiéme le sinus d'un angle aigu. Nous allons étendre cette définition 2 un
angle quelconque.

C Soit BAC un angle.

Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB), K le projeté ortho-
gonal de B sur (AC), # l'aire du triangle ABC.

28l =HC x AB =KB x AC

HC _ KB

On a donc : A = AR

Nous admettrons que ce rapport ne dépend que de la mesure
de I'angle BAC et pas du choix des points A, B, C.

E emarques

s Pour un angle aigu, cette définition correspond ¢ Le sinus d’un angle obtus est égal au sinus de
a celle donnée en classe de troisiéme. son supplémentaire.
g C
B
s H H A -
sin BAC = 4. sin BAC = sin HAC

AC
* On peut démontrer, mais nous admettrons, que deux angles ayant méme sinus ont méme mesure ou
sont supplémentaires.

—4.2.. Aire d'un triangle

Angles inscrits et polygones régquliers 17

Scanned by CamScanner



D émonstration

Soit H le pied de la hauteur issue de C.
AB x HC
2

On saitque : o =

D'apres la définition précédente, que 7A soit aigu, obtus ou droit, on a toujours : HC = AC sin BAC.

C C C

A i
H A=H

On en déduit que : o = —;- ABxACsin A = -:1,2— be sin A.

sant successivement

On démontre de méme les deux autres formules, en intervertis
les roles de A et B, puis ceux de A et C.

‘dans une démonstratio

D émonstration
¢ Démontrons que : L B s ghe .
" sin A sin B sin c 24 . B
eut s'écrire : 254 = be sin A =acsin B=absin C.

La propriété du paragraphe 4.2 p

En divisant chacun des membres par abc, on déduit de ces égalités :
2¢4 _ besin A _ acsinB _ absin C
abc  abc  abc abc
T — sinA _sinB _sinC _ 2d
Apres simplification on obtient : L2 m e o = o
D'od : ., . I S abc
sin A sinB sinC 24
« 1l reste & démontrer, par exemple, que : 2_ =2R
sin A

a somme

Un triangle admet toujours un angle aigu car si ses trois angles étaient tous droits ou obtus, 1
t aigy-

de leurs mesures dépasserait 180°. Quitte a changer les notations, on peut supposer que Aes

18 Angles inscrits et polygones réguliers
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Désignons par O le centre du cercle (¢), H le projeté orthogonal de O sur (BC).

Le triangle OBH est rectangle en H.
Donc : BH = BO sin BOH.

Cr, BH=Z et BO=R

A

(€)

Donc : a = 2R sin BOH.
mes BOH = mes A , donc : sin BOH = sin A.

: Dot : a=2Rsin A .

B H C -
Dol : = = 2R.

sin A

Soita,b,c,d, ... des jots de méme nature.
Si on sait que nécessairement l'un des objets a, b
{ tien en généralité en supposant que c'est a qui vér
_ vérifiait (p), il suffit de renommer les objets ¢
'qu'on avait appelé. r se ramener au cas ¢

) S =3
e LB ST N S o e e

Remaraue

On peut vérifier que chaque terme des égalités écrites représente des objets de méme nature : une mesu-
re de longueur. C'est ce qu’on appelle vérifier I'homogénéité de la formule. Cette vérification permet de
rectifier des erreurs éventuelles.

SRR

Par exemple, —2_ est de nature différente de 25t pop B représente une mesure de longueur
sin A abc sin A

. 24 . , . g "
mais pas —— qui est le quotient d'une aire par un volume, donc l'inverse d’une mesure de longueur.

4.4, Travaux dirigés

On reprend les notations des paragraphes 4.2 et 4.3.

EENEEE 1. Soit ABC un triangle, [AH] la hauteur relative & [BC].
AH

Démontrer que : R = e ——— A
2sin B sin C
Hypothéses Conclusion c b
[AH] est la hauteur relative a [BC]. R= ziI"I 2]
R est le rayon du cercle circonscrit a ABC. 2 sinB sinC - .
Solution 2
.~ AH _cxsin B - c _
R e _— 2 sin B sinC 2 sinB sinC 2sin C
H
or, —_ =2n Donc: R = f}-ﬁ.n.
sinC 2 sin B sinC
L~ s~ a+b+c

BENEEE 2. Soit ABC un triangle. Démontrer que sinA + sin B + sinC = 24 —
Solution guidée

* Calculer sinA, sinB, sinC en fonction de a, b, ¢ et o.

* Ajouter membre 2 membre les relations trouvées.
+ Conclure.

Angles inscrits et polygones réguliers 19
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V//AExercices B AR A P AARTT A s,

4.0 On garde les notations du § 4.3. Déterminer 4b  Un triangle ABC est tel que :
tous les triangles ABC pour lesquelsa=R =1 BC = 5, mes ABC = mes ACB = 30°.
at b = ¢, Calculer le périmétre de ce triangle, son aire ¢

le rayon de son cercle circonscril. O étant |
centre de ce cercle, calculer mes BOC.

Définition

e R e T

J

k 101.3_151“18;.!:1_1:-._ gl e XL LR

. i SOy i i
| SN J i e e L L B R A R e T S - Sl i

ERSOL A Sun s TR B st

AP

pmmmmm Exemples

® O O €

Pentagone Pentagone Hexagone Heptagone Heptagone
non étoilé étoilé non étoilé étoilé

__5.9. Constructions

pmmmmm Historique

La construction a la régle et au compas des polygones réguliers est un sujet qui date de I'Antiquité. On
trouve déja dans les Eléments d'Euclide (II1° sigcle av. ].-C.) une construction du triangle équilatéral_. du
carré, du pentagone régulier, de I'hexagone régulier et du polygone régulier & 15 cotés et on 'y explique
comment on peut construire a partir d'un polygone régulier a n cotés un polygone régulier & Zn cotés.

Bien que beaucoup de mathématiciens se soient penchés, depuis, sur la question, aucune découverte
importante n'a été faite avant la fin du 18¢ sigcle o Karl Friedrich Gauss (1777-1855) démontra en 179.
a I'age de 19 ans, que l'on pouvail construire  la régle et au compas un polygone régulier a 17 cttés. Cing
ans plus tard, il découvrit une condition suffisante pour qu'un polygone régulier quelconque so
constructible. On démontra en 1837, grace notamment a Pierre Laurent Wantzel (1814-1848), que 13
condition suffisante trouvée par Gauss était aussi nécessaire.

Il serait trop complexe d'énoncer ici ce résultat. On se contentera de retenir ce qu'on peut en déduire
pour les polygones réguliers ayant 12 ou moins de 12 cotés :

« les polygones réguliers 2 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 cotés sont constructibles a la régle et au compas ;

o les polygones réguliers & 7, 9, 11 cotés ne le sont pas.

smmmmmm Construction du pentagone régulier

Vous avez déja appris, dans le premier cycle, 2 effectuer a la régle et au compas la construction du trt

angle équilatéral, du carré, de I'hexagone régulier et & en déduire, en doublant le nombre de cétés. cell
de l'octogone et du dodécagone réguliers.
Nous proposons ici une construction du pentagone régulier.
20 Angles inscrits et polygones réguliers
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Programme de construclion

1. Construire un cercle (‘6) de diameétre [A'A]. A" g
2. Construire un point A" appartenant a (4) et 4 la médiatrice de 2N (@)
[A'A].

3. Construire le point d'intersection M de [OA) et du cercle
ayant pour centre le milieu I de [OA'] et passant par A".

C
4. Construire les points d'intersection B et E de (¢) avec la per- A'< | : L
D

pendiculaire & (OA) passant par le milieu ] de [OM].
5. Marquer C et D sur le cercle en reportant la longueur du seg-

ment [AB] a partir des points B et C. ‘k
ABCDE est un pentagone régulier.
D émonstration guidée

Prenons comme unité dans le plan le rayon du cercle : OA = 1.

m

* Expliquer pourquoi il suffit de démontrer que : mes AOB = 72°.

J5-1
—

On admet que cos 72° =

* Démontrer que : cos AOB = O].
» Calculer IA".

* En déduire la valeur de OJ.
» Conclure.

—5.3. Travaux dirigés

EEEEEEE 1. Utiliser la construction précédente pour déterminer les valeurs exactes
de cos 36° et sin 36°.

Solution guidée

A
* Démontrer que : cos 36° = % et sin 36° = %{- :
¢ Calculer JA.
* En utilisant le triangle O]B, calculer BJ.

* En déduire BA.

5—/5 ‘

3+/5 5+ 1 X
* Démontrer que : cos 36° = BJ_ = J_4 et sin 36° =J’ A

BEEEEN 2. Soit un pentagone régulierl non étoilé ABCDE inscrit dans un cercle de rayon R.
Calculer en fonction de R la longueur « de chacun de ses cotés et son aire =l.
Utiliser les valeurs exactes de cos 36° et sin 36° calculées ci-dessus.

S olution
Soit 1 le milieu de [AB), Posons : h = OL.
mes AOB = ?’—t:_)ﬁ = 72°.

Donc ; mes A0T = 36°.

Angles inscrits et polygones réguliers 21
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Dans le triangle AOI rectangleen I, on a:

5-5-

I

h = R cos AQOI

IA=Rsin AOl =R

5-J5

s On en déduit :a=AB=21A =R 3

¢ L'aire du triangle AOB est :
iy % [BedE [8=28. . B GaeziE
.sﬁ—zah—?R\[ 8 J 2 = B 10+2E.

P —
* L'aire du pentagone est donc : & =54 = 5% \/ 10+2/5 .

Remaraue

La distance h est appelée apothéme du polygone rég
qui passe par I, est tangent a la droite (AB] car (OI) est perpendiculaire a (AB). On

fagon en se placant dans chacun des triangles isocéles de sommet O ayant pour
polygone régulier, que ce cercle est tangent @ chacun des c6tés.
L’apothéme d’un polygone régulier est le rayon du cercle inscrit
cercle circonscrit @ chacun des cotés du polygone.

ulier ABCDE. Le cercle de centre O et de rayon h,
démontre de la méme

base un des cétés du

: c’est aussi la distance du centre du

WE XTI CICOS BZr s P o o AR o o A A F A

5.@a Construire & la régle et au compas un décagone 5.e  ABCD est un carré de centre O et de c6té a. On
trace les cercles de centres A, B, C, D et de

régulier.
méme rayon OA.

5b calculer I'apothéme, le périmétre et l'aire d'un
hexagone régulier inscrit dans un cercle de

rayon A.

5.c  Soit un pentagone régulier non étoilé inscrit
dans un cercle de rayon H. Calculer l'aire de la
couronne dont les frontigres sont le cercle ins-
crit et le cercle circonscrit au pentagone.

5.d  Surla figure ci-dessous, ABCDEF est un hexa-
gone régulier inscrit dans un cercle de rayon R.
Calculer 'aire de la surface coloriée.

e B
/ 1. Démontrer que les huit points d'intersectio?
de ces cercles avec les cotés du carré forme?
\ A un octogone régulier dont on calculera le
E

/ et I'apothéme.
F

D
2. Méme question avec le polygone formé P!

les points d'intersection de ces cercles avec

=
prolongements des cotés du carré.

292 Angles inscrits et polygones réguliers J

Scanned by CamScanner



\\\

APPRENTISSAGE

Angles inscrits

1 T étant un point de
la tangente en B au cercle A
(T = B), exprimer la mesure B (ﬂ
de TBA en fonction de 8.
(Il y a 2 cas a envisager.)

2 Les arcs AB et AC ont méme longueur, (AM) et
(BM) sont les tangentes respectives en A et B au cercle.

A
Calculer les mesures des angles du quadrilatére CAMB.

3 Soit (6) un cercle de diametre [AB], C un autre
point de (€) et I le milieu de I'arc BC. La tangente en I
au cercle coupe (AC) en D. Comparer les angles des tri-
angles AIB et AID.

& Soit ABCD un rectangle tel que BD = 2AB et (€)
le cercle circonscrit 8 ABCD. Les tangentes en A et D au
cercle (€) ont pour point d'intersection M et coupent la
droite (BC) respectivement en N et P. Démontrer que le
triangle MNP est équilatéral.

5 Soit deux cercles (6) et (6') de méme centre O
et de rayons r et r' tels que r < r', A un point de (€'). Une
droite (A) tangente 4 (€) coupe le cercle (€') en deux
points M et N. On fait varier (4) de fagon a ce qu'elle
reste tangente au cercle (6) et de fagon 2 ce que Aet O
appartiennent & un méme demi-plan de frontiére (MN]).
Démontrer que MAN garde une mesure constante.

6 Soit (¢) un cercle de diamatre [AB], C un autre
point de (€). Une droite perpendiculaire a (AB) coupe
(AB) en C', (BC) en A' et (AC) en B'.

1. Démontrer que les trois triangles ABC, A'B'C et A'BC'
sont semblables.

2. Soit I le milieu de [A'B’]. Démontrer que (CI) est tan-
gente au cercle (°6).

: 7 Soit deux cercles (€) et (¢'), de centres respec-
tifs O et O, sécants en deux points A et B. On appelle
C le symétrique de B par rapport 2 O et C' le symétrique
de B par rapport 2 0"

1. Démeontrer que C, A, C' sont alignés.

2. Soit M un point de (‘¢), distinct de A et B, apparte-
nant au demi-plan de frontidre (AB) contenant C. On

“Exercices T’

appelle M’ le point d'intersection de (AM) avec (€').
Démontrer que mes CBC' = mes MBM".

3. Soit M un point de (€], distinct de A et B, apparte-
nant & l'arc d’extrémités A et B ne contenant pas C. On
appelle M' le point d'intersection de (AM) avec (€).
Démontrer que mes CBC' = mes MBM',

4. Que peut-on dire des angles du triangle MBM' lorsque
M parcourt le cercle () privé des points A et B ?

8 Soit (€) un cercle de centre O et [AB] une corde
telle que la tangente en B & (6) coupe (OA) en un point
C. Comment faut-il choisir la corde [AB] pour que le tri-
angle ABC soit isocéle 7

On distinguera le cas ot AOB est aigu et celui ot il est
obtus. ;

9 Soit () un cercle de centre O et de rayon R, M
et N deux points qui décrivent le cercle (€) de fagon a
ce que la distance MN reste toujours égale a R. On
cherche & déterminer le lieu géométrique du point d'in-
tersection P des tangentes en M et N au cercle (6).
1. Pour M et N donnés sur (‘6), démontrer que P appar-
tient & un cercle (€') que 'on déterminera.
2. Réciproquement, P étant un point de (€¢’), démontrer
qu'on peut trouver deux points M et N de () tels que P
soit le point d'intersection des tangentes en M et N au
cercle (). Conclure.

Arcs capables

10 Construire l'arc
capable d'un angle de /)
mesure 26, d'extrémités
A et B, inclus dans le
demi-plan de frontiére
(AB) contenant M.

11 La figure est
constituée d'un demi-
cercle de diamé#tre [AB]
et d'un arc capable d'ex-
trémités A et B de mesu-
re 60°, Calculer h. A B

12 Soit A et B deux points distincts.

A toute demi-droite [AP), on associe, lorsque c'est
possible, la demi-droite [BT) incluse dans le méme
demi-plan de frontiére (AB) telle que :

mes ABT = 120° — mes BAP .
1. Pour quelles positions de |AP), [BT) existe-t-elle ?
2. Soit M le point d'intersection de [AP) et [BT).
Déterminer et tracer le lieu géométrique de M.

13 Soit [AB] un segment et P un point tel que
I'angle BAP soit aigu. Construire a la régle et au compas
un point M du plan tel que :

mes AMB = mes MAB = mes BAP .
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Quadrilatéres inscriptibles

18 Soit A, B, G, D quatre points du plan, deux a

deux distincts, tels que : mes ACB = mes ADB. Les
points A, B, C, D appartiennent-ils toujours 4 un méme

cercle ? Sinon, dans quels cas est-ce vral 7
A

15 Les tangentes en
B et C se coupent en D.

Existe-1-il des cas de figu- B c
re ou ABCD est un qua-
drilatere inscriptible ?

16 On considére le quadrilatare ABCD suivant.

A

B C

Construire un point M tel que mes AMB = mes ADB et
mes DMC = 90°.

17 Soit (€) et (€) deux cercles de méme rayon,
sécants en A et B. Une droite (), passant par A, recou-
pe (6) en E et (¢') en E". La droite symétrique de (%) par
rapport a (AB) coupe {(€) en F et (¢') en F'. Démontrer
que le quadrilatére EE'FF" est inscriptible.

On pourra envisager deux cas de figure.

18 Soit un demi-cercle de diamétre [CA] O le
milieu de [CA], B le milieu de l'arc AC, P un point de
I'arc AB et I le milieu de I'arc PB. Les droites (CP) et
(OI) se coupent en un point M. - )

1. Déterminer les mesures des angles BPC et BMC .

2. En déduire que le quadrilatére OCBM est inscriptible
dans un cercle dont on précisera un diamatre. .
3. Quel est le lieu du point M lorsque P parcourt I'arc AB?

19 Soit () un cercle de centre O et [ABI] une
ne soit pas un diamétre. Soit I le

milieu de [AB). On appelle respectivement A.TetB
les projetés orthogonaux de A, I et B sur un diamétre
de (‘¢). Comparer les mesures des angles AOB et A'IB".

20 Soit (€) un cercle de centre O et [AB] une
rcle. On choisit deux points M et N sur
droites (AM) et (BN) se coupent en P et
les droites (AN) et (BM) se coupent en Q. Démontrer
que Je quadrilatére MPNQ est inscriptible si et seule-
ment si [AB] est un diamétre de (€).

On distinguera le cas oit M et N sont dans le méme
demi-plan de frontiére [AE] et celui ot ils ne le sont

pas.

corde de ce cercle qui

corde de ce ce
(€) tels que les

21 Soit ABCD un trapéze isocéle de bases [AB] et
[DC] (AB < CD). Les droites (AC) et (BD) se coupent en
M. Les droites (AD) et BC) se coupent en N.
1. Démontrer que ABCD est inscriptible.
On appelle O le centre de son cercle circonscrit.
2. Démontrer que les quadrilatéres AMOD et AOCN
sont inscriptibles.

24 Angles inscrits et polygones réguliers

Relations métriques

22 Déterminer la
longueur de chacun des
cbtés du triangle ABC.

23 Déterminer la
longueur de chacun des b b
cotés du triangle ABC
sachant que son aire est
égale a 2, B

24 Soit ABC un triangle isoctle en A tel que
l'angle A mesure 30° Sachant que le rayon de son
cercle circonscrit est égal a 1, calculer la longueur de

chacun de ses cotés et son aire.

a ¢

25 Soit ABC un triangle. _
Démontrer que ABC est rectangle en A si et seule-

ment si sin? A = sin? B +sin? C.

Polygones réguliers

26 Un polygone ayant six cités de méme lon-
gueur est-il nécessairement un polygone régulier ?

27 Déterminer la longueur de chacun des cbtés
d'un hexagone régulier dont l'aire est égale 2 1. Quel est
le rayon de son cercle circonscrit 7

28 Construire a la régle et au compas un décago-
ne régulier inscrit dans un cercle de rayon 5 cm.
Déterminer une valeur approchée & 1072 prés de son

périmétre et de son aire.

29 Un pentagone régulier non étoilé a pour aire
10 e¢m? Quel est le rayon de son cercle circonscrit ?
Quel est le rayon de son cercle inscrit ?
On utilisera les valeurs exactes du sinus et du cosinus
de 72° et 36° données dans le cours.

30 Soit un polygone régulier non étoilé a n cotés
inscrit dans un cercle de rayon R (n entier naturel supé-
rieur ou égal 4 3).

On appelle a la longueur de chacun de ses cotés, h son

apothdme et S son aire. On pose 0 = li()° .

1. Calculer a et h en fonction de R et 0,
2. Calquler S de deux fagons différentes et en déduire
que : sin26 = 2 sind cosH.

31 Calculer 1a longueur de chacun des cotés.
I'apothéme et l'aire d'un polygone régulier & 12 chtes
inscrit dans un cercle de rayon 1. En déduire les
valeurs exactes de cos 15° et sin 15°,

‘ 32 Construction approchée de I'heptagone régulie”
Soit (O, A, A") un repére orthonormé, (€) le cercle ¢°
centre O passant par A, A" le symétrique de A’ par 1aP"
port & O. La droite passant par A" et le milieu I de [OA
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s en M. La parallsle & (A"M) passant par
Be i%ﬁ%?ﬁ;ir%ﬁ' en N. OE appelle H et !(llas projetés
orthogonaux de M et N sur (OA) et J le milieu de [HK].
La perpendiculaire en ] & (OA) coupe I'arc AA' en B.
L'objet de I'exercice est de démontrer que la longueur
du segment [AB] est trés proche de celle des c6tés d'un
heptagone régulier inscrit dans le cercle (8) et que donc
on obtiendra une figure trés proche d'un heptagone
régulier en reportant sept fois la longueur du segment
[AB] sur le cercle,

1. Vérifier & l'aide d'une calculatrice que : 41-(‘]{E
est une valeur approchée de cos -“% 41,2 x 107 prés.

2. Quel est le coefficient directeur de chacune des
droites (A"I) et (ON) ?

En déduire que KN = 2 OK et HM = 2 [H.

3. Calculer OK.

4. En considérant le triangle OMH, calculer OH.

5. En déduire que O] = -4——';-(‘:—5 . Conclure.

APPROFONDISSEMENT

33 Un point M décrit un arc capable d’un angle
de 60° d'extrémités A et B. Déterminer le lieu décrit par
le centre O du cercle inscrit dans le triangle AMB.

On rappelle que le centre du cercle inscrit dans un tri-
angle est le point d’intersection des bissectrices.

34 Un point M décrit un arc capable d'un angle
de 45° d'extrémités A et B. Déterminer le lieu décrit par
l'orthocentre H du triangle AMB .

35 Calcul de cos 72°.
Soit ABC un triangle isoctle en A dont l'angle au som-
met mesure 36°, On appelle M le pied de la bissectrice
issue de B, H et K les projetés orthogonaux respectifs de
M sur (AB) et (BC). On pose a = BC.
1. Démontrer que les triangles ABM et BCM sont isa-
celes.

2. Calculer AB en fonction de a et cos 36°, puis MC en
fonction de a et cos 72°.

En déduire que cos36° = % + cos 72°.

3. Calculer BK en fonction de a et cos 36°, puis KC en
fonction de a et cos 72°.

En déduire que cos 36° = 1 — 2 cos? 72°.

4, Déduire des questions 2. et 3. que cos 72° est solution

de l'équation : X2 + % X~ —}i- =0.

5. (Question ne pouvant étre traitée qu'aprés I'étude du

chapitre sur les polyn6mes). En déduire la valeur exac-
te de cos 72°.

36 Soit ABC un triangle tel que son orthocentre H
et le centre O de son cercle circonscrit (4) soient situés
a lintérieur de ABC. On appelle A', B', C' les pieds des
hauteurs issues respectivement de A, B, C.

1. En considérant la demi-tangente (AT) en A A (4)

située dans le demi-plan de frontidre (AC) ne contenant

pas B, démontrer que ;
mes BAA' = DAC

En déduire le théorame de Nagol e

les angles BAC et A'AD ont méme bissectrice.

2. On se propose de démontrer que les droites (OA) et
(B'C’) sont perpendiculaires.

a) Que peut-on dire du quadrilatére BCB'C' ?

b) En déduire que (B'C') est parall2le a [AT).

¢) Conclure.
3. On se propose de démontrer que 'orthocentre H du
triangle ABC est le centre du cercle inscrit dans le tri-
angle A'B'C'. o e

a) Comparer mes ABB’ et mes AA'B".

b) Comparer mes AA'C’ et mes ACC',

¢} Conclure.

37 Soit ABC un triangle et (€) son cercle circons-
crit. A tout point M de () distinct de B et C, on associe
le centre N du cercle inscrit dans le triangle MBC.
Déterminer et construire le lieu du point N lorsque M
parcourt le cercle () privé de B et C.

38 Calcul d'une valeur approchée de .

D
Soit un carré ABCD inscrit !

dans un cercle de centre O A D

et de rayon 1.
o]
1. On appelle ¢, la lon- Af—fr—— G
gueur de chacun des cotés
du carré ABCD.
Calculer c,,. B C
By

2. On considére les milieux respectifs A,, B,, C,, D, des
arcs AB,BC,CD, DA et on appelle ¢, la longueur de cha-
cun des cdtés de l'octogone régulier AA BB,CC,DD,.
Calculer c,. Vérifier que :

2
¢, = J - 2\f 1- 5};-
3. On_continue en prenant les milieux respectifs des
arcs AA,, A,B, BB,, ..., DD,, D,A et on appelle c, la
longueur de chacun des cdtés du polygone régulier 3 16
cotés obtenu. Démontrer que :

T e?
C.
6= Jz—z\h—%

4. En continuant ainsi de suite, on obtient les nombres
€3, €4 --- » €, OU ¢, est la longueur de chacun des cdtés
du n'*™° polygone régulier obtenu au bout de n étapes.
a) Quel est le nombre de cotés du n'*™¢ polygone 7
b) On note p, son demi-périmetre. Calculer ¢, en fonc-
tion de c,_, et p, en fonctionde netc,.
¢) Donner des valeurs approchées de c,, ¢,, c;, ..., Cg,
puis de p,, p,, P, ... Pg. Que constatez-vous ?
Expliquer.

39 Soit ABC un triangle isocle de base (BC).
On pose a = BC, b = CA = AB.
Soit r le rayon de son cercle inscrit, R celui de son
cercle circonscrit et 8§ son aire.

L'objet de I'exercice est de démontrer que le triangle
isocéle ABC est équilatéral si et seulement si R = 2r.
1. Démontrer que si le triangle ABC est équilatéral,
alors R = 2r.
2. On suppose le triangle ABC isocdle.

244
a+2b’

a) Démontrer que r=

Angles inscrits et polygones réguliers 23
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ab?
b) Démontrer que R= v i
a
c) Démontrer que €OS B= =5
~ 4b%-a?
En déduire que  sin? B = —aF

puis exprimer si? en fonction de a et b.
d) Déduire des questions a), bjet ¢jque
le triangle ABC est équilatéral.

si R=2r, alors

B0 D'aprés un article de Tangente
(N° 30. Jan.-Fév. 1993}.
Un rayon lumineux entre dans un ce
et se réfléchit en un autre point A,
en A, un miroir plan positionné suivan
A, au cercle.

rcle en un point A,
comme s'il y avait
t la tangente en

D'apres la « loi de réflexion », on sait que l'angle « d'inci-
dence » AyA,0 a la méme mesure que l'angle de

« réflexion » OA M.
1. Démontrer que I'angle d'incidence est égal 3 OAGA,.
On appellera désormais 6 la mesure en degrés de cet
angle. Calculer en fonction de 6 la mesure a en degrés
de l'angle de déviation PAM (cf. figure).
2. Le rayon de lumiére aprés s'éire réfléchi en A, va
continuer 2 se réfléchir en un point A,, puis en d'autres
points A;, A, etc. Le rayon de lumizre va ainsi décrire
une ligne brisée.

a) Démontrer que cette ligne brisée est

segments de méme longueur.
b} Démontrer que si 6 = 54, alors le rayon de lumiére

décrit un pentagone régulier et ressort en A,
c] Démontrer que si 8 = 18, alors le rayon de lumiére
suit la trajectoire indiquée sur la figure ci-dessous.

Le polygone ainsi décrit est appelé pentagone régulier

étoilé.

3. Dans le cas ol 8 = 54, le
rayon de lumiére a fait une
seule fois le tour du cercle
en décrivant un polygone
régulier & 5 colés avant de [
ressortir. Calculer en fonc-

tion de n la valeur de 8
pour laquelle le rayon de Ag
lumigre fait une secule fois
le tour du cercle en déeri-

vant un polygone régulier &
n colés.

?._D;;ns lecas olt 6 =18, le rayon de lumigre a fait deux
ois le tour du cercle en décrivant un polygone régulier

constituée de

26 Angles inscrits et polygones réguliers

étoilé A 5 cotés avant de ressortir. Démontrer g,
ue le rayon de lumiere fasse deux fois le tour due

en décrivant un polygone régulier étoilé 3 n cé’;‘ercle

faut que n soit impair. Calculer la valeur de g c.;}s' i

pﬁur

pondante. Tey,
B1 (D'aprés Le trésor de Tonton Lulu,
vol 1, Editions Archiméde).
On considére un pentagone
régulier ABCDE inscrit dans B
(‘€)

un cercle (€). La longueur ¢
de chacun de ses cOtés est 1
(cf. figure). "
On appelle diagonale tout
segment dont les extrémités
sont des sommets non
consécutifs. On désigne par
d la longueur de chacune
des diagonales.
1, a) Quelle est
tagone ?

b) Démontrer que

caté [ED].

¢) D'une manigre générale,

nant les diagonales d'un pentagone ré

16 peut-on énoncer ?
2. a) On prolonge les cotés [BC] et [ED). On appelle A

le point d'intersection des droites (BC) et (ED).

la mesure de chacun des angles du pen-

la diagonale [AC) est paralléle au

quelle propriété concer-
gulier non étoi-

(‘@)

Al

Déterminer les angles du triangle CA'D. Quel est sa
nature ?
b) Démontrer que ACA'D est un parallélogramme. En
déduire que A'C = AD = d.
c) On appelle B' le point d'intersection des droites
(AE) et (CD). Déterminer les angles du triangle ADB'
puis ceux du triangle A'CB’. Déterminer A'B" en fonc-
tion de .
d) On prolonge tous les cotés du pentagone ABCDE.
On obtient un pentagone A'B'CD'E'. Démontrer qué
A'B'CD'E' est régulier. Quelle est la longueur de ses
cotes ? Quelle est la longucur de ses diagonales ?
3. a) Démontrer que A'CEB' est un trapéze. En déduire
qued? =d+ 1.
Le nombre d est appelé nombre d’or. On le rencontt®
dans de nombreux probléemes. On lui accordait 0V
Mayen-Age un caractére divin.

:E,'a suite du probléme a pour objet de démontrer P
absurde que ce nombre est irrationnel.
On suppose donc que d peut se mettre sous la form®

d'une fraction irréductible : d = £ .
i
b} Démontrer que : pg = (p - ¢) (p + ¢).

c) En raisonnant sur la parité de p et g, trouver
contradiction. Conclure.

une

|
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Vecteurs
et points du plan

ous allons préciser et compléter la notion de vecteurs déja

abordée dans le premier cycle. Nous apprendrons ensuite ¢ utili-
ser le calcul vectoriel pour résoudre des problémes variés de géo-

méirie plane.

i,
1. Vecteurs ..., e 28
: 2. Mesure algébrique ...............ccoccoveeriieiiiiiiiniens 36
i M P -

Vecteurs et points du plan 27
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__1.1. Définitions et premieres propriétés

mwmmmm Définitions et notations
s Soit (A,B) un couple de points, ¢ la translation

transformant A en B.
L'ensemble des couples (M,N) ou N est I'image de A N/

M par ¢t est le vecteur AB. / /

« On appelle plan vectoriel l'ensemble de tous les

z

vecteurs du plan et on le note V. Les élements de 7
¥ sont en général notés par des Ig&treasmmontées //

) et (M,N) sont des représentants du vecteur i

d'une flache: @ ; b ;...; u ; v ; w ;etc
— —>
« Sur la figure ci-dessus : @ = AB = MN. On dit que (A,B

« Tout vecteur a une infinité de représentants.

mmmmmm Conséquences immédiates
Propriété fondamentale

T S T AT

E,'Pour-inﬁt point 0 ett tVect ur o, -
il existe un et un seulpoml M ;

—

ftel que ‘ (‘ﬁf =u.

Démonstration
OM =  signifie que M est I'image de O par la translation de vecteur 4.

Donc, M existe et est unique.

s 5 e

e R ar.
« AC =-_BDP,';_:=
té a été vue en classe ‘g{e quatriéme.
' Y
et norme d'un vecteur

W
o 5

e

3

mmmmmem Direction,_sens
ey -L.::-"_.

i

AR J
Soit &7 un vecteur non nul. LA

Soit (M,N), (M, NY), (M"N"), etc., des représentants de u.

L " " |
« Les droites (MN), (M'N'), (M'N"), etc. sont paral- MT M "",‘r———-----'“N
leles ; elles définissent une direction appelée e S, )
direction du vecteur 4. £ oo T
e La translation qui transforme M en N, M’ en N',
M" en N", etc., définit sur cette direction un sens M pic )
de parcours appelé sens du vecteur . N:' /
* MN = M'N' = M"N"= .... Cette distance ne dépend g e
pas du représentant du vecteur u. ~N—

u

28 Vecteurs et points du plan

Scanned by CamScanner



On appelle norme de « la distance AB ou (A,B) est un représenlnnt dn . On la note : || H

Prop rlele 2

| II ex:ste un et un seul vecteur ayant une d:rechon dnnnee, un sens donné et une norme dnnnée.

oSk

S e il e

Cette propriété est admise.

Ezmargues

elZll=0 o #=T0.
En effet, O a pour norme 0.
Réciproquement, si ||d|| = 0, alors tout représentant (M,N) de u u est tel que : MN = 0.
On en déduit gque M est ega! a N et donc que test le vecteur nul.

* Pour tout vecteur v : |-t |l = IZ]l.
En effet, si (A,B) est un représentant de © (B,A) est un représentant de — -u.
BA = AB, donc ||-Z || = |I]l.

* Deux vecteurs de méme norme ne sont pas nécessairement égaux.

1.2, Calcul vectoriel

muEmmmm Somme de vecteurs

Soit ¢ et v’ des vecteurs, A un point.
D aprés la propnéte fondamentale, il ¢.-iste un seul point B et un seul point C tels que :

AB u et BC = C
Démontrons que le vecteur AC ne dépend pas du choix de A. /

Soit A' un autre point, B' et C' tels que :
— — e .
AB =u et BC =v. v c

—_— —_— — —-
Ona: AB=AB'et BC= B'C". - o A
De la propriété 1 § 1.1, on déduit : AA' = BB’ et BB' = CC". =
Dot : AR =CC' et AG= AT, 2N

Ce résultat légitime la définition suivante.

Defmlhon

(T e g

T e mr——

.onpose u-l-u-AC

I 3
L T PRRCRE L CN B ettt S L

Relahon de Chasles

. _AC."I

e -.-.Q.-—-—-'a RS < A I s

C‘ette propnété est une canséque.-nce immédiate de la définition.

b e S AT ey e s U
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Démonstration

Soit (A,B) un représentant de u, [B C) un représentant de v.

(A,C) est un représentant de i+ v
D’aprés l'inégalité triangulaire pour les distances, on a:

AC < AB + BC.
Dot : I+ oIl < N1+ 101l

ombre réel

mmmmm  Multiplication d'un vecteur par un n
'Définition i

| T
'+ Soit i un vecteur non nul, A un nombre réel non nul.

Gk
/u/'

Le vecteur A est le vecteur qui a :
— pour direction celle de i ;
— pour sens celui de i si A est positif, celui de - i si A est négatif ;

— pour norme [Al || |I.
P 1AL e I e X <0 -

'+ On pose, par ailleurs, pour tout vecteur i et tout nombre réel A :

Ous= H-et 20 = 0.

R emarque

Par définition, pour tout vecteur oA
On n’oubliera pas la valeur absolue. Pour e 0et

II= Ill e Il
A < 0, I'égalité |IAm)| = M)l est fausse.

gommmm Calcul vectoriel

Propriétés’

pour tous numbres réels Aetp,ona:

?Pm.u- tous vecteurs i, vet 10,
(2 (u+v]+w—u+{v+w} ;

J(‘l] w+p=r0+0 s .
A Doa W E=AR T S e AT =i A0
() AGD =OxWE o @ 1EsE |

Ces propriétés sont admises.

Ces propriétés permettent de justifier les r3gles usuelles de calcul sur les vecteurs.
Notamment, les propriétés (1) et (2} permettent de justifier la régle suivante : pour calculer une sommé

de plusieurs vecteurs, on peut déplacer et regrouper les d:fférents termes.
Les vecteurs (i + v)+ weta+ (v + w)se notent : U+ 0 + W

Exempfe
4u-v+ 5w+3v—2{u+3wJ
= 41— D'+ 610 + 30— 2t - 2(310 ) d'apres (4)
= 4% — U+ 61D + 30— 2U - 61 d'aprés (5)
= 45— 10+ 6w + 30— 21 = 615 d'apres (6)
= (4 - 2¢) + (30" 10") + (610 — 610 ) d'apres (1) et (2)
=(@-2) +(3-1)0" + (6 -6)w d'aprés (3)
= z;:{ +20 + 0w
:2;:6125:} d:aprés la définition de A avec A =0
d'aprés (4)
30 Vecteurs et points du plan J
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En pratique, on saute les différentes étapes du calcul et on écrit directement :
40 -0+ 6w +30—2(+3W) =4U— 0+ 6w + 30— 21 — 6W

=2u + 20

=2(u +0)

Propriétés

[ —— S

A o e
=5 | Ry f R Y

] ?Gz’:“ffcbl= Oou =0
La propriété (7) est une conséquence immédiate de la définition. La propriété (8) lui est équivalente
comme nous allons le voir dans le point de logique qui suit.

— R A Vs e

T [ e e
Avs

1

e E‘fwﬁm%*‘- S

o ik}

‘ﬂ‘-'":‘jnf 2

Exemples

* La négation de (x inférieur & y ou égal a y) est (x non inférieur 2 y et différent de Y). Donc, la négation
de (x < y) est (x > y). On démontre de méme que la négation de (x < y) est (x = y).

* Lanégation de (-1 <xetx<1)est(-1>xoux=1).

Donc, la négation de (-1 <x < 1) est (x <-1oux = 1).

...1.3,. Combinaisons linéaires

umsmmm Combinaisons linéaires

Yecteurs et points du plan 31
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. . e =h o -
on appelle combinaison linéaire de n vecteurs iy, Uy, Uy, ..., U, toy, v
C.
Ags Agy ooer Ay SONE des nombres réels, appels, il

D'une maniére plus générale,
teur de la forme A, + Ayily + Agliy + ... + Aptty 00 Ay,
ficients.

pmmmmm Vecteurs colinéaires

Définition

!Des vecteurs i et © sont dits colinéaires dans les deux cas suivants: -
i . | _ B
i . n

}ip_tsque 'un d'eux au moins est 0

o

A |

~ ou bien

lorsquils ont méme direction.

Remarque

0 est colinéaire a n'importe quel vecteur.

S ———————

R S
Soit u et v deux v

'if et ©'sont colinéaires si et seulement si il existeun

nombre réel A tel que T T

cteurs.

B e

Cette propriété est une conséquence immédiate d'une propriété vue en classe troisieme.

Remaraue

Si @ et 7' sont colinéaires et ©'# U, il existe un nombre réel A unique tel que : u = AV.

Propriéeté 2

pm—

' et ¥ sont colinéaires
£

Cette propriété peut s'exprimer ainsi :
= ot 0'sont colinéaires si et seulement si il existe un couple (A ; p) # (0 ; 0) tel que : Atd + po = 0.

Démonstration

« Supposons que i et v soient colinéaires.

D'apres la propriété précédente, il existe un nombre réel A tel que : v=AU ou u=Av.

On en déduit : A —18'= 0 ou 14-Av'= 0.

Ce sont bien des combinaisons linéaires nulles de if et v’ dont les coefficients ne sont pas tous nuls-
» Supposons que : A& + v'= 0, ol A et p sont des nombres réels non tous les deux nuls.

Quitte a changer les notations, on peut supposer que A # 0.

On en déduit que : &=~ {— v,

D'od, d'aprés la propriété précédente : i et v’sont colinéaires.

32 Vecteurs et points du plan ‘
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= —— = e = —
s ?,,_”,..-.-,.- T H"w_,.,“ T T T W e T

'S¢ it wetv deux vecteurs. Aet X deux nnmi:red néels. Les cleux ﬁnnnbés sulirmts snn! éqtu#nlents

T Y et e e et 1 8 ST PR
o

;
a (1] u at v sont nnn mlinéaires.

(2]_ luﬂw = ﬂ =_b__ ?'«= -g_a._n.,_.

D émonstration

(2) signifie qu'il n'existe pas de combinaison linéaire nulle de « et v’ dont les coefficients ne sont pas
tous les deux nuls. La propriété 3 est donc une autre formulation de la propriété 2.

pemmmmm Vecteurs directeurs d'une droite

En classe de troisiéme, on a appelé vecteur directeur d'une droite () tout vecteur AB tel que () et (AB)
soient paralléles La direction d'un vecteur non nul i étant celle de toute droite (AB) ou (A,B) est un
représentant de , cette définition est équivalente 2 la suivante.

Dehmhon _

Dn du‘a que {%] est dirigée par u.. ;

Remarques

* Si (%) est une droite dirigée par u, les vecteurs directeurs de (%) sont les vecteurs ku oii k est un nombre
réel non nul. Une droite admet donc une infinité de vecteyrs directeurs tous colinéaires entre eux.
* Si A et B sont des points d’'une droite (%) dirigée par i, AB et u sont colinéaires.

pmmmmmm Vecteurs unitaires

Deﬁmhon g

D émonstration
Tout vecteur colinéaire 3 i est de la forme A& ol A appartient a R.
el =1 o AIdl=1
o M= —
e |l
1
—__?.— ou A=——.
fle |l Iz It

Il n'y a donc que deux vecteurs de norme 1 colinéaires a E'que l'on convient d'écrire :

- -k
— et — ——.
e Ml llec |l

Remarques 77 &)

* Une droite admet deux vecteurs directeurs unitaires opposés.

g
[ ] ) Il P r‘ (g)
Choisir I'un d’eux revient a orienter la droite. -
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n triangle

.y 1
memmmm Caractérisation vectorielle du centre de graviteé d'v
A

Soit ABC un triangle, A", B, C' les milieux respectifs
de [BC], [CA]), |AB].

On sait, depuis le premier cycle, que les médianes
[AA'], [BB') et [CC'] sont concourantes en un point G,
appelé centre de gravité, qui vérifie :

T R T -
AG = AA';BG = - BB'; CG = 3 CC.

Nous allons voir une autre caractérisation de G.

Propriéete

Le centre de gravité d'un triangle ABC est l'unique point G tel que : GA +GB +GC=0.

Pémonstration guidée

Soit G le centre de gravité de ABC.

¢ Démontrer que : AG = %i{g’ :

« En déduire que : GA + 2GA’ = 0, puis GA + GB + GC = 0.

Démontrons que le point G est unique. Soit M un point tel que : MA + MB + MC = 0.

» En faisant apparaitre le point G a l'aide de la relation de Chasles, démontrer que : 3MG = 0.
* En déduire que M = G.

* Conclure.

1.4, Travaux diriges

EEEE 1. Sqi_t.ABCD_:mﬂPadrilatére_.*l %nnmb};e rgfl non nul et différent de 1, M, N, P, Q les
points tels que : AM = AAB, BN = (1-2)BC, CP =ACD, DQ = (1 - A)DA.

Démontrer que MNPQ est un parallélogramme.

Solution 5 . )

MN =MA :AB iPN .

=-AAB +.“;B +{J - A)BC Q

=(1=2) _("L+B +BC)

=1 = XJAC. % N
On calcule de la méme maniére d-:ﬁ
QP =(1-2AC. M
D'ol : MN =Q_15 MNPQ est donc un parallélogramme.

B

EEEEER 2. Soit A, B, C trois poinis non alignés.
Déterminer l'ensemble des points M tels que : ||1\3f3 + M_ﬁ + M_& | =12
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§olution guidée
—, —_ —
L'expression MA + MB + MC suggere d'utiliser le centre de gravité G du triangle ABC.
. - . — — e —
« En introduisant G, & l'aide de la relation de Chasles, démontrer que : MA + MB + MC = 3MG,
¢ En déduire : ||m+ MB + N—Iéllr- 12 < GM = 4.

» Conclure.

EEEEEE 3. Construire deux vecteurs « et v'tels que || — o'|| = 1 et ||7']| = 1. Quelle valeur maxi-
male peut prendre ) ?

Solution

Esquisse Analyse

* li-7|| =17l = 1. Donc, les points A et B sont sur le cercle de centre O
et de rayon 1.

* On constateque : u=(d—v) + i':

* On peut donc construire dabord v et u — v, puis faire la somme de ces
deux vecteurs pour obtenir wu.

Programme de construction

* Choisir arbitrairement deux points A et B distincts sur le cercle
de centre O et de rayon 1

a C0nstrmre u tel que : U= OA +OB.
En posant v = OA,ona:0B=i-7,
Dob: l[u- &l =I5 =1.

Construction

Il semblerait géométnquement que la norme de u sera maximale lorsqu'on aura: & - 0 = o.
Cest-a-dire : v =2v. Dansce cas : ||¢ || =

Démonlrons donc que, pour tous vecteurs u et v vérifiant les hypothéses, on a: [|Z || <
u=(u-v)+v = |dlsld-2l+lIvl o aprés l'inégalité triangulaire ;
— - = —
= |lulls2 carlu—-vll=|lv]l =1

%&Exercices A A o AR T A A A

l.a  Calculer | [l [IE'll, @ + 7'l @ et 5’ 6tant les  1.c  Soit & et &’ deux vecteurs non colinéaires, A, B,
vecteurs représentés sur la figure ci-dessous. C lrms points tels s que
1 AB--—2u +30; AC Su — 4v.

(Les carrés 1 Poj.u' tous nombrei{éels iet u'._.cn considere le

du quadrillage point M tel que : BM = Au + po.

ont pour aire 1.) = Quelles relations doivent vérifier A et § pour
que :

,,..a»'-"':—:r 1) A, B, M soient alignés ?

2) ABCM soit un parallélogramme ?

1b 1 1.d  Soit A et B deux points distincts, 1 le milieu de
ﬁ:llt :Bg lgl llc:-ll:rt]lil;' BT LSl el O [AB). Déterminer l'ensemble des points M du

BA' = JLBC CB' = ACA : AC’' = AAB plan tels que :
Démontrer que les triangles ABC et A'B'C' ont 1) AM + BM soit colinéaire 4 AM —BM ;

méme centre de gravité. 2) [|AM + BMlI= 1

Vecteurs et points du plan 33

Scanned by CamScanner



—2.1. Présentation

Sait A, B.C trois points.

Ona: AB + BC = AC. Par contre, AB + BC n'est égal 2 AC que si B appartient 2 [AC].

Nous allons définir un nouvel outil qui permettra de préciser non seulement la distance entre deyy
points A et B d'une méme droite, mais aussi leur position relative.

Définition

Soil (%) une droite orientée par un de ses deux vecteurs dnmcieurs umtalres ;. o s
A et B étant deux points de (@), on appelle mesure algéhnque de (A.,ll) LSRRIy
relatwement a t. l'unique nnmbre réel, noté AB lel que AB AB ‘;-.

Exemple

Soit (@) une droite et i I'un de ses vecteurs directeurs unitaires.
On considere les points A, B, C, D, E suivants :

A F C D B
i - .
Relativement 2 7 :AB = Q.BC--S CD = ;DE_-_:_ 4;AE=2.
Relativement 2 =7 :AB=-9;BC=5;CD=-2;DE=4;AE =—2.

Remarques

* Ces mesures sont dites algébriques car, contrairement aux distances, elles peuvent étre négatives.
* Soit A, B deux points d'une dro:fe (@) et T I'un de ses vecteurs directeurs unitaires. Les mesures algé-

briques de (A, B), re]ahveme-nra i et a ~i'sont opposées. En effet, si AB est la mesure algébrique de (A,B)
relativement @ i, alors : AB = AB i

={-AB)(-T).
* AB ne peut étre définie sans que la droite (AB} ne soit crientée.

—2.2.. Propriétés

COHSE uences 1mmelaies

e —

'.Smt {%) une droite onentée par un de ses deux vecteurs dlrecteurs umtalres i -
:Puur tous pmnts A B, C de (%), tout nnmbre réel }k ona:
(1) |AB| = AB (2) BA=-AB;
:.,{3) lorsque A et B sont distincts : ' :
' » AB = AB si et seulement si AB at i'sont de méme sens ;
s AB =- AB si et seulement s: ABet i 'sont de sens contraires ;
(4 AB=0 & A=B; (8 AC=MAB & AC=1AB;
() AB+BC=AC (relation de Chasles),

5

¥

Démonstration

Toutes ces propriétés se déduisent immédiatement de la définition. Nous ne démontrerons que les
propriétés (1) et (6).
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(1) AB =[|AB| = |AB 7| = | AB| |7 = | AB)
(6) AC = AB +BC

= ABi+BCT

= (AB + BO)i,
D'od, par définition : AC =AB +BC.

Bgma rques

e La rei:ation AB +BC = AC na de sens que sj les points A, B, C sont alignés.

* La relation AB + BC = AC n’est vérifiée que si B appartient & [AC). Par contre, AB +BC = AC est vraie
pour tous points A, B, C d"une droite (9).

La propriété suivante permet d'effectuer certains calculs sans préciser l'orientation choisie sur (2).
Pro . ﬂete

bnques sont indépandants de l'onenlatiou de la druite. %

Démonstratlon

Les mesures algébriques relativement a i et & —i sont des nombres opposés. Donc, d'aprés la régle des

signes, le produit (respectivement le quotient) de deux mesures algébriques relativement a 7 est le méme
que celui relativement & —7.

W.E X I CICeS Boor i s o iimsa  am

2.a  Lire sur le graphique AB, AC, BC. 2.c  Est-il possible de trouver trois points A, B, C
-8 c R d'une méme droite tels que :
i AB=BCet AC=-47

2.d  Déterminer relati ta 7 puisa~i:
2.b  Sur une droite orientée par un vecteur direc- d g i st “ﬁ“ﬁ‘ PEN =
teur unitaire i, placer trois points A, B, C tels AB, AC, AB x AC, Yol

que: AB=-3; AC=2. —+B A C
Calculer CB. s

3.1, Bases de V'

memmmm Coordonnées d'un vecteur

llldenx vectmm non mlinésims y ; :
Pour tnnt vectaur u. ll existe un at un mﬂ coupla de nembm rﬁe!s (x y) tel que: u = .rT+ yj

Cette pmpnété signifie que tout vecteur peut se décomposer de fagon unique comme combinaison linéai-
re de 7et de j, pourvu que ceux-ci ne soient pas colinéaires.
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Démonstration

« Soit it un vecteur. Démontrons que u
Soit (0.1}, (0.)), (O.M) des représentants respectifs des vecteurs i, i, J &, H le projeté de M i

parallélemen! a (on, Kle projelé de M sur [O]] pﬂfﬂ”élﬂment a (OI).
Si M est sur (Ol), alors K est en 0 et OM = DH- Si M est sur (0]), alors Hest en O et OM = Ok,

OHMK est un parallélogramme.

s . ' - g 4
> est combinaison linéaire de i et j.

Si M n'est ni sur (OI) ni sur [0]).
On a dans tous les cas : DM OH + OK N

e

Ol et OH sont colinéaires et Ol £ 0. Donc il existe un nombre réel x tel que : OH = x O],

1l existe, pour la méme raison, un nombre réel y tel que : OK = y OJ.

On en déduit : OM = <Ol + y O] Cest-A-dire : if = xi + w‘ K\

« Démontrons que cette décomposition est unique.
— -
Soit (' ; y') un couple de nombres réels tels que : & = X' + yJj.

&l

B=xT+y] = xi+y=xT+yj
= [x-—x’]?+[y-y'ﬁ'=ﬁ
= x-x'=0ety-y=0 Kl

= x=x'ety=y.

Le couple (r ; y) est donc unique. o 7 I —

La propriété précédente justifie les définitions qui suivent.
‘Définitions '

. 'Ihnt couple (1 A } de vecteurs non colmémres est nppelé hase de ‘V ':_ '-};“.-
I-Smt{:,J]unebasede?'etuunvecteur ' ol
Le seul cnupln de nnmbres réels (.t 7)) vénﬁant u xi. + _l,u Jest appelé conple de cnordonnéas de i

danslahase @, _})

On berit - (7) dans (-_;-}‘_'_

Eemargue

Dire « on munit¥ de la base (T, ') » signifie que, sauf mention contraire, les coordonnées de tout vec
—r -
teur de v sont exprimées dans la base (i, j ). On écrit alors simplement : i G)

Démonstratlon

Ona:u=xi+yf et W=xT+y7J

U+ =(xl+yj)+ (xT+y7T) AW =AlT+yl)
={.t+x']?+[y+y’}}.' ==l,r?+34ﬂ:

D'oll le résultat.
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pmmmmmm Bases orthonormées

e []gu.x vecteurs sunt nrthogonaux si leurs d:rectmns sont perpandmulajres ou sl l'un au moins est nul
Lnrsque vetv o sont orthogonaux, on note : & L v, 2 ;

. Une base est dite nﬂhnnormee lorsqu'elle est cunshtuée de deux vecteurs umtmres orlhugonnux.

(i, J) est orthonormée si et seulement si i L j et |7 = =1

r,_-,.wm_m—-,..—,-rw-..-. R e e AT

;Smt u et 0 deux vet:leurs A et " deux nomhres réeis

I. A= I A e PN P R Lot e S S FELT Y

Demonstratlon

AR
e SLRs S A b e

Si les vecteurs AW et pv sont tous les deux non nuls, leurs directions sont respectivement les mémes
que celles de i/ et ¥, ils sont donc orthogonaux.

Si 'un des vecteurs A ou po est nul, la propriété est évidente.

R emarque

En utilisant les normes de deux vecteurs u et & de V"

pour écrire le théoréme de Pythagore et sa réciproque,
on obtient :

ELY o [ZIP+[F12 = + 2|2

[ + v

g

mmmmmmm Expression de la norme dans une base orthonormée

Pro nriete

Démonstration guidée

= i i
Ona:u=xi+yj

- -+
* Que peut-on dire des vecteurs xi et yj ?

* En utilisant la remarque précédente sur le théoréme de Pythagore, démontrer que :
21/ = el [ + [gf 7P

* Conclure.

Eemargue

Cette propriété n'est pas applicable lorsque la base n’est pas orthonormée.

—a3.2. Déterminant de deux vecteurs

I a été admis en classe de troisime que deux vecteurs (y) et u (J) sont colinéaires si et seulement

sixy’ - yx’= 0. Cette propriété nous conduit 2 introduire un nouvel outil mathématique : le déterminant.

Vecteurs et points du plan 39

Scanned by CamScanner



Définitions .
Sﬂil {l ,J ] une base de vV, u (I’_) etu' Q ) deux vecteurs.
On appelle déterminant de (i, i) relativement a la base (i

.Un note : det (u, u") =xy’ - yx.

, 7)) le nombre réel xy’ - yx’,

WL i XX

i e la facon suivante : ’

Pour calculer un déterminant, on dispose les coordonnées deuetu'd ¢ 71
On effectue les produits des coefficients suivant les diagm}ales comme x x

l'indique la figure ci-contre, puis la différence de ces produits. e
» o g
. = 3 , :

On écrit : det (if, u”) = | XX =xy - yx'. Y

Soit (i’ ._: j') une base de V.

Deux vecteurs sont cohnealres si'et seulement si leur délermmant est nl!l

Démonstration

Soit u (y) et o (g) {{z:ux:ecteurs. o

* Démontrons que si u et i’ sont colinéaires, alors det (u, u) = 0.
~S8iu'=0, alors x = y = 0. On a bien det (%, i) = 0.
- 8i i/ # 0, alors il existe un nombre réel X tel que i’ = ALl
{j' = »}3 =  det (& &) = xAy - yhr

= det (&, & = 0.
* Démontrons que si det (u, «”) = 0, alors @ et &” sont colinéaires,

Lorsque i = 0, il est évident que « et &’ sont colindaires. Supposons u # 0.

—Six =0, on pose : I'..-~—

det (i, u)=0 = xy'—yx'=0
= xy'-ylx =0 car x"=)x
= ¥Y-yh=0 car x#0
= Yy =Aiy.

Dot : u' = Au,

= Six =0, alors y # 0. On obtient le méme résultat en posant : A = ay-
u et " sont bien colinéaires.

—3:3.. Repéres du plan

mapm=m Une autre présentation

il[g, I.]) est un repére du plan, alors, les points O, I, ] n'étant pas alignés, le couple {af tﬁ] est une bas?
Rémproquemenl pour tout point O et toute base (I’.'j'] de vV
que : Ol = iet 0] J (O, 1,]) est un repére du plan.

Un repére peut donc atre aussi défini par la donnée d'un point et d'une base de V.

+ il existe un couple unique de points (L) tels
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* On appelle repére du plan: AR T S - Mrp ok
' - ou bien un triplet (O, I, J) de points non alignés; '

| = ou bien un triplet (0, 7, j) o O est un point et (7,7) une base de 7.
~* Le point O est appelé origine du mpére.. Fi g e e R A SR

M () dans (0, £7)  signifie  OM (¥) dans (& )

| signiﬁaf_ 6_]';1=.I.‘?+U}+

Eemargues

* Un !'__?Pél' e (O, ?,? ) est orthonormeé si et seulement si la base (i, }') lest.
* (O, i) est un repére de I'axe des abscisses et (O, j') un repére de I'axe des ordonnées.

mmmmmm Calculs dans un repére
Propriétés S

R o e

Q) si A.(yA)_et B (yg) da__n:s;.{._O. 6 alor_s; .gl_li :(,Un:'_!_ln) d.aps (i,7)

@ sia (;:) et B (/1) dans (0,7, 7) et si M est le milieu de [ABI,

Xy X
alors M Yya i Vg dans (O, i, ).
2

iiqx Xp xg

(3) SiA (y:). B (yﬂ) etC (yc) .
: : Xy +apt e Y 7
3 E =h ek .

812_1'%-.‘3_'_ fysa gy o 9ans (0080 ) i

Les p}oén’érés (1) et (2) ont été démontrées dans le premier cycle.

dans (O, i"..}'"] et si G est le centre de gravité de ABC,_'

Démonstration guidée de la propriété (3)

Ona:(ﬁ+5ﬁ+§é=ﬁ: o I

« En introduisant O 2 l'aide de la relation de Chasles dans la somme GA + GB + GC, démontrer que :
0G = %— (O_); + O_ﬁ + (J_é).

—_— =

— —
e Quelles sont les coordonnées des vecteurs OA, OB, OC, 0oG?7?

e Conclure.

gmmmmm Caractérisations vectorielles d'un segment, d'une demi-droite

Soit A, B deux points distincts. Un point M appartient au segment [AB] (respectivement 2 la demi-droi.
te [AB) ) si et seulement si l'abscisse de M sur la droite (AB) munie du repére (A,B) appartient 2 l'inter
valle [0 ; 1] (respectivement est positive). i

A | AP B

ol |AB,
: :
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— —
IM e€[AB] ¢ 11 exlste t appartenant a [0 1] tel que AM tAB
MEe [AB) < ilexistel nppanenanl a IR* lel que : AM tAB.

Ces propriétés sont des conséquences 1mméd1ates de la déﬁmtmn d un segment et d une demi. ~drgit,

3.4, Travaux dirigés

mEEEE 1, On considére la figure ci-dessous :
ABCD est un carré ; BCE et CDF sont des triangles équilatéraux. Démontrer que A, E, F sont aligngs

Solution guidée " .
On considére le repere (B,C,A). E
« Quelles sont les coordonnées de A, B, C,D 7
e Calculer les coordonnées de E et F. E
+ Déterminer les coordonnées deAE etAF.
* Démontrer que det [Eﬁ,A_F") =

* Conclure.

EEEEEE 2. Soit un triangle ABC, J le milieu de [BC].

M est un point de (A]) distinct de A et tel que ] ne soit pas le milieu de [AM].
(CM) coupe (AB) en P et (BM) coupe (AC) en Q.
Démontrer que les droites (PQ) et (BC) sont paralléles.

Solution guidée

Vérifier que si M est en ], alors (PQ) et (BC) sont confondues.

On suppose que M est distinct de ] et on se place dans le repére (M, B, G).
* Quelles sont les coordonnées de M, B, Cet ] ? B / :
* Démontrer que les coordonnées de A sont de la forme F‘" .aveca#0etaz1.

* Déterminer les coordonnées de P, point d'intersection des droites (CM) et (AB).

* Déterminer les coordonnées de Q, point d'intersection des droites (BM) et (AC).

e Calculer les coordonnées des vecteurs BG et I-’a

» Conclure.

Eemargues

* 5i] est le milieu de [AM], les droites (BM) et (AC] sont paralléles, de méme que (CM) et (AB) ; les points
P et ) n'existent pas.

* Si M est en A, les points P et Q sont confondus.

WE XETCICeS Boors st s i

3.0 Le plan vectoriel ¥ est muni d'une base (7, J). 1. Démontrer que (i, ©') est une base de Y.

Soit ] (2 2. ecteurs
T T T e
o5, ) s don [, -9 3. Soit @ (2 dans (7 7). Quelles sont Ie5
det (u, ) ; det (&, v'-5) ; det (& + 315, 25°—a). 3) ( ) &ns{:j Que
3b = coordonnées das vecteurs @ et b dans la bas®
-0 Le plan vectoriel ¥ ¢st muni d'une base (i’ 7. (w,v) 1

Soit les vecteurs i ( ) v (2)
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APPRENTISSAGE

Vecteurs

1 On donne la figure suivante :

A C D B
Compléter les égalités : _'
BD =..AC; E&:Xb _fl:fﬁj "ﬁ=.,_ﬁ-(’3;

n donne ; SU =-g-3_'f Compléter :
TU=..T .U_'E'=_§.S_'F=T_ﬂ

3 Soit ABC un triangle quelconque.
1. Construire les points D et E tels que : AD = B
— —
et CE = 2BA.
2. Démontrer que D est le milieu du segment [CEJ.

|

oy

& Soit ABC un triangle quelconque.
Construire les points M et N tels que :
AM +AN = AB
AM-AN = AC
5 Soit ABCD un quadrilatére dont les cotés [AD)
et [BC] ont pour milieux respectifs I et J.
Démontrer que : 21] = AB + DC.

6 Développer et réduire :
@=7u—- 40+ 3+ 30) — 5(20 - 5)
B'=a(2u’-2") - 4(3i'-5") + 30’
C'=2u'- 3(50°— ii') + 4 + 20)
d=u+2(30°+ b ) - 5(2i + 35)

- = - %
7 On considere trois vecteurs ir, o'et i tels que :
e e — =
{ u+v-2w=0
e T S =
u-v+w=10 .
- g
Démontrer que les vecteurs i et o°sont colinéaires au
vecteur ip,

8 Soit ABC un triangle et I un point de (AB).
1. La parallgle & (BC) passant par I coupe (AC) en J.
La paralltle & (AB) passant par | coupe (BC) en K.
La parallgle & (AC) passant par K coupe (AB) en L.
Démontrer que L =1 si et seulement si I est le milieu de [AB].
2. La paralléle a (BC) passant par L coupe (AC) en M.
La parall3le & (AB) passant par M coupe (BC) en N.
Démontrer que les droites (IN) et (AC) sont paralldles.

9 Ondonne un rectangle ABCD. On considére un
Point quelconque M situé & l'intérieur du rectangle,
bords compris. On trace les droites (4) et (A") passant

\
\

“ Exercicesz—~

par M, respectivement paralléles a (AB) et & (AD). ()
coupe (AD) en E et (BC) en F. (4'} coupe (AB) en G et
(DC) en H.

Efnst_llaim le représentant dorigine A du vecteur
EH +GF.
Méme question avec un parallélogramme.

10 Soit un triangle ABC, M et N les milieux res-
Pectifs des segments [BC] et [AC).
E est le symétrique de B par rapport a A, et F est le
symétrique de A par rapport 2 M.
Démontrer que N est le milieu de [EF).

11 Soit ABCD un quadrilatére. I, LKL MetN
sont les milieux respectifs des segments [AB], [BC].
[CD), [DA), [AC] et (BD].

1. Démontrer que les segments [IK], [JL) et [MN] ont
méme milieu G,

2. Démontrer que GA+ GB+ GG+ Gb= ©.

12 Soit ABC un triangle, M un point n'apparte-
nant ni & (AB), ni 2 (AC), ni a (BC).
1. Construire les points A', B’ et C' tels que MABA',
MBCB' et MCAC soient des parallélogrammes.
2. Démontrer que M est le centre de gravité du triangle
A'B'C.

13 Soit ABC un triangle, B' et C' les milieux res-
pectifs des segments [AC] et [AB]. k est un nombre réel,
D et E sont les points du plan définis par AD = k AB et

CE = kCA. Iest le milieu de [DE].
Démontrer que B', C' et I sont alignés.

14 Soit ABC un triangle.
M est le milieu de [AB] et I est le milieu de [MC),

; : — 1 =
1. Construire le point K tel que : CK = = CB.
2. Démontrer que les points A, I et K sont alignés.

15 Soit ABC un triangle.
1. Placer les points I, ] et K tels que :

—

BI=3-BC ; CJ=1-CA et AK=2 AB.
2. Démontrer que ?es peints 1, ] et K sont alignés.

16 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points M et l':_.I tels que :
A_’M = —%ﬁ?ﬁ et m =—£ AC.
2. Démontrer que (MN) et (BC) sont paralldles.
3. Soient S et T les milieux respectifs de [BC] et [MN].
Démontrer que les points A, S et T sont alignés.

17 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points M et N tels que:

AM =L AB et AN=3AC
2. Démontrer que (BN) et (MC) sont parallbles.

18 Soit ABC un triangle, A', B', C' les _mi]lieux res-
pectifs des cotés [BC], [CAl, [AB], M un point intérieur
au triangle ABC et A", B", C" les symétriques respectifs

de M par rapport 3 A', B, C.

Vecteurs et points du plan 43

Scanned by CamScanner




1. Démontrer que : AC" = CA’
2. Démontrer que les droites (
concourantes.

AA"), (BB") et (CC) sont

49 Sur la figure ci-dessous, les trois cercles ont

méme rayon et pour centres A, B,C.
O est un point commun aux trois cercles.

1. Que représente le point O pour le triangle ABC ?
2. Quelle est la nature des quadrilateres AOBF, AOCE et

BOCD ? g
3. Démontrer que : DE = BA.
4. Démontrer que O est 'orthocentre du triangle DEF.

20 Sachant que [&']| = 207, fee’| = Jyv'll et 0% 0,
quelle relation peut-on écrire entre les deux nombres
réels x et y 7 Les vecteurs &’ eto’ sont-ils nécessairement

colinéaires ?

01 Soit &' et 5" deux vecteurs tels que [i[] < 3 et
|6l < 2. Démontrer que |[2a"- 307 < 12.

Bases et repéres

22 On donne le
triangle ABC et G son

centre de gravité.
Quelles sont les coor-
données des vecteurs :

BC, AN, CA, GC,
1. dans la base (AB, AC) ?
2. dans la base (GB,G_ﬁl 7 A

23 Soit ABCD un parallélogramme. F est le
milieu de [AB)] et DH = HG = GF.

A f B

44 Vecteurs et points du plan

1. Que peut-on conjecturer sur les points 5
2. Calculer les coordonnées des vecteyrs ﬁf‘

dans la base (AD, AF).
3. Démontrer la conjecture.

9: Sﬂild[T.]') ung base de v.

ans chacun des cas ci-

%. 5'] es:: une base df: Te:f%l;i;iiﬂoe?fz; 21;8 leco
des vecteurs T, J. = 47 + J, 3T+ 2] dans cette E;S:n
1@, o) = (.0 :
2. @, 0) = (-1 =)

3. [l._l'.l?} ={2r,—n;

4. (@,0) = (T, 7+7)

@5 Soit (7', J') une base de .
1. Démontrer que :
[?1‘ }:T;t {2?1 2}‘]! {T._ TP T+}‘] e" U’I = r) SQ]'II dts
bases de V.
2. Soit i’ (g) ot o (g:) deux vecteurs donnés par Joy,

coordonnées dans (7, J) . .
a) Calculer les coordonnées de u et de o dans chacune
des bases :

T+ I 7). (272D, T-T. T+Net( -7)

b) Calculer det (@ o) dana chacune de ces bases.

3. Démontrer que : si det (&, v’) = 0 dans l'une des bases,
alors det (i@, &) = 0 dans les autres bases.

Q6 (7, 7) et (i, ') sont deux bases de V" telles que:
P=Lld+i et d=T+2]
Déterminer les coordonnées des vecteurs Tet J'dansla
base (i, o), et les coordonnées des vecteurs it et o dans

la base (7, J)-

27 Soit ABCD un parallélogramme de centre 0.
Les points E, F, G et H sont les milieux respectifs de

(AD], [AB], [BC] et [CD].

Justifier que {E_ﬁ. E_ﬁ} est une base de V.
Déterminer dans cette base les coordonnées des vec:

teurs E_ﬁ. ]:Z-ﬁ, E.Té, ﬁ. FTé. E(E et C?f)

G-C?
-ACQIEE

£
Npy

28 Soit A et B deux points distincts.
1. Démontrer qu'il existe un unique point G du plan te
qua:Sﬁ-—ZEﬁ:ﬁ. =4
(On pourra exprimer le vecteur GA en fonction de ABJ
2. Le plan est rapporté au repére (O, T

Démontrer que le vecteur OG est une combinais®?
linéaire des vecteurs OA et OB.
1 -2
On donnse A(z) et B(-—S)'
Placer le point G et calculer ses coordonnées.

_ 29 Soit le parall§logramme ABCD et 1 le point
d'intersection de ses diagonales.

1. ]ustil_ier que (K’B,X'n} est une base de V.
Eétannmar dans cette base les coordonnées
u défini par :

i’ = AC + BD + 3(CB - BA) + 2(AD - DC) - 200

2. Construire le point E défini par : AE=AB-AD
= —

Les vecteurs CB et CE forment-ils une base de V!

du vects¥!

7

y
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3. Donner les coordonnées des points B, C, D, E ot I
dans chacun des reperes (A, B, D) ot (B, AD . AC).

30 Le plan est muni du repére (O, 7", .

On donne le point A('g . les vecteurs it =
— * b
v =1-J.

U+ J ot

1. Démontrer que (&', ©') est une base de v,

2. Quelles sont les coordonnées de et de j"dans la base
@,v)?

3. Un point M a pour coordonnées {.r,y] dans le repere
(0, T, j) et (x',y") dans le repere (A, &, 3").
Exprimer x” et y' en fonction de x et de y.

31 % est muni de la base (7", ).
Dans chacun des cas ci-dessous, les vecteurs ii'et § "ont-
ils la méme direction ? Si oui, préciser s'ils sont de
méme sens ou de sens contraires.

Lit () e 2°(3):
2.i(3)et #(5):
3.7 () et #(_3p)

a.i(J)et (2). @R

{On discutera suivant les valeurs de a).

32 On considére un triangle ABC et les vecteurs
u et o'définis par :

=(3-J2)AB+AC et 5=7AB +(3 - 2)AC.
Les vecteurs u' et 0 sont-ils colinéaires 7

33 ¥ est muni de la base (i', j).
1. Calculer : det (7", 7). det (=5, 2J) et det (7= "7+ J).
2. Soitu’ (g) etd’ (;)deux vecteurs quelconques, et k un
nombre réel.
a) Comparer det (¢, &) et det (@', ). .
b) Calculer det (ki ') en fonction de det (@, &).
c) Soit w ( e). démontrer que :

det (16, '+ 0') =det (10, u') + det (10,0).

34 ¥ est muni de la base (7", J).
Dans chacun des cas ci-dessous les vecteurs it et o'sont-
ils colinéaires 7 Si oui, préciser s'ils sont de méme sens
ou de sens contraires.

1.u'=37-2f et p'=—90"+6]
2.0=T+J et o=31-4]
u=(1-,2)T+] et o=~—1 +(1+ .-"2-]}'
4.u'= 1+ qf et v=al +J

(On discutera suivant les valeurs du nombre réel a).

APPROFONDISSEMENT

35 Soit ABC un triangle de centre de gravité G, |
le milieu de [BC].

1. Démonlrar T que pour tout point M du plan :
* MA +MB +MC a MG,
* 2MA — MB—MC:zIA.

2. Qull est lensamble des putnts M tels que les vecteurs
MA + MB + MC et 2 MA - MB —MC soient colinéaires ?
3. O_uol est lensemble des pmnts M te]s que :

IMA +MB + MC I =] 2MA -MB - MC | ?

36 Soit ABCD un parallélogramme de centre O.
1. Démontrer que : OA + 0B +0C + 0D = 0.
2, Démontr&r T que pour tout pmnt M:
MA + MB +MC +MD = 4 MO.
3. Y a-t-il dautres pom!s M de @ tels que :

MA +MB +MC + MD = .
4, Détermmar le pomt M tel el que :

—

Me®, MA+MB+MC+MD BD.

37 Soit ABC un triangle.
1. Démontrer er qu 'il existe un unique point D tel que :
DA +DB -DC = 0,
Construire le point D.
2. Démontrer T que pour tout point M du plan,on a:
MA + MB —MC = MD.
3. Déterminer le point M tel que :
M € @, MA + MB - MC = CB.
4. Délermmer le pomt M tel el que :
Me @, MA + MB - MC = AB.

38 Soit (@) et (') deux droites sécantes en O et
M un point n'appartenant ni & (@), ni a (@').
Construire un point N de (2) et un point P de (@) tels
— —» — o,
que :OM +ON + OP = 0.

39 On considére deux points A et B tels que :
JAB| =

1. Conslruire un point M tel que :

[AM]| = 3 et |AB + AM] = 2.

{On pourra introduire le point B’ tel que (AR’ = -AB.)
2. Peut-on construire un autre point M répondant aux

mémes conditions ?
3. Peut-on construire un point M vérifiant :

|AM]| = 3 et |AB + AM| =82

B0 1. Soit le pentagone ABCDE. Soit 1,], K, L et
M les milieux respeclifs des cbtés [ABI], [BC], |CD],
[DE| et [EA]
Démontrer I'égalité : MA = JT+ LK.
2. Construire un pentagone dont on connait les milieux
des cbtés.

81 Soit ABCD un parallélogramme et les points
1 et] milieux respectifs des segments [AB] et [CD].
1. Démontrer que les droites (ID) et (JB) sont parallales.
2. Construire les points M et N tels que :

— 1 —F -r 2 3

AM = = AC et AN= ?.-\L.

Démontrer que les points M et N appartiennent respec-
tivement aux droites ([D) et (JB).

3, Démontrer quo MINJ est un parallélogramme.

4. Soit E le point d'intersection des droites (ID) et (BC).
Démontrer que B est le milieu du segment [CE].

82 Soit (2,) et (2,) deux draites sécantes en O, M
et N deux points distincts.
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@,) et B de (Eblllels que :
2.0A -0B =MN ;
4.:;.-6+Eﬁ3 =MN.

Construire les points A de (
e — —F

1.0A +OB = MN

3.0B-0A = MN

&3 Soit (€) un cercle de centre O, M un point
intérieur a (€) et (@) une droite passant par O et ne
contenant pas M.

Construire des points A de (@) et B de (%) tels que :
I.CT}L + O_fi = S'M :
2.0A -OB = OM.

&4 Le plan est muni du repere (O, L J).

K est le point de coordonnées (a.b) et S la symétrie de
centre K.

1. Le point M de coordonnées (x.y) a pour image par S
le point M' de coordonnées (x’.y’).

Exprimer x' et ' en fonction de x et y.

2. Soit fT'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M de coordonnées (x.y) associe le point M' de
coordonnées (x',y’) tel que :

X=-x+cet yy=—y+d

Démontrer que [ est une symétrie centrale dont on pré-
cisera le centre.

#5 1. Soit A, B deux points distincts.
a) Placer les paints C et D tels que :

AC=2AB et AD =2AB,
b) Comparer CA o DA

CB DB
¢} Soit I le milieu de [AB] ; exprimer IA2 et IC x ID en

fonction AB, conclure.
d) Calculer AB et Q__B_ :
AC

en déduire que: —=— =-1. 4 L

Note historique

Les anciens utilisaient beaucoup les mesures algé-
briques et notamment les relations suivantes.

Soit A, B, C, D quatre points alignés, distincts deux a
deux, et I le milieu de [AB].

On dit que les points A, B, C, D forment une division
harmonigue ou que D est conjugué de C par rapport @

A et B lorsque : CA __DA (1).

CB DB
On dit que les points A, B, C, D vérifient la relation de
Newton lorsque : 1A2 = IC x ID {2).

46 Vecteurs et points du plan

On dit que les points 1

A, B, ™
Descartes lorsque : Gl Vérifient la refqy;
2 1 ; ‘on g,

AB AC ap
2. Le but de cette question eiLthe 3
lence des relations (1), (2) et (3).

démomrer ]’équ.
En reprenant les données o

de la note histarique .

a) Vérifier que :
1) e CB __DB
CA DA
- @ = EE
AC BC

b) Démontrer I'équivalence des relatjons (1)

(On pourra introduire Je point I & I'vide de T 2,

de Chasles dans la formule de la divisjop han?l Telatign
c) Démontrer I'équivalence des relations (1) BIDFif?ueJ.
pourra introduire le point A a I'aide de Jq re!ag.a] {on
Chasles dans une formule équivalente 4 celle d o de

P : ela g
sion harmonique). di

86 Soit A, B, C trois points non alignés ¢ [,
centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. 0, note
respectivement a, b, ¢, p les distances BC, AC, AB ¢,
périmeétre du triangle ABC.

1. Parmi les vecteurs Fl ET Ef peut-il y en avoir deyy
colinéaires ? - N
2. Soit D le point tel que : AD = b AB + cAC.
Démontrer que les vecteurs AD et Al sont colinéaires,
{On pourra introduire les points B et C” tels que :
— —_— — —
AB'=bABet AC'=cAC).
3. a) Démontrer qu'il existe un réel o tel que :
— — _—
(a-b-c)IA+bIB+cIC=T.
b} Démontrer de méme qu'il existe un réel B tel que:
alA+(B-a-c)IB+cIC=T0.
c) Démontrerque :a =B =p.
d) En déduire que :
alA+bIB+cIC=T0.

Application
4. Dans le plan muni du repre orthonormé (O, .J)

on donne AG), B(;), C(i’) et on appelle (€) le cercle
inscrit dans le triangle ABC.

a) Déterminer les coordonnées du point K cen
et faire une figure.

b) Quel est le rayon de (€) ?

c) Tracer le cercle (€).

tre de (€)

et
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Angles orientes
Trigonomeétrie

Quand on dit que Bamako a pour longitude 7°55" et pour lati-
tude 12°34", cela ne détermine pas exactement la position géo-
graphique de cette ville. Il faut compléter : 7°55' de longitude ovest
et 12°34' de latitude nord. De méme, si on dit & une personne :
tourne de 45°, elle ne sait pas dans quel sens il faut le faire.

C'est pour plus de précision que I'on va, dans ce chapitre, définir
un nouveau fype d'angle : les angles orientés. On va aussi appro-
fondir la trigonométrie.

1. Compléments sur les 8ngIes -.......oocoovvrrirrrrniiine. 48
2. TAGONOMELNE ..o 53

Angles orientés — Trigonométric 47

Scanned by CamScanner



1.1. Radian

gemmmm Mesure d'un angle en radian
Dans le plan od une unité de longueur a été choisie, on considére un

cercle de centre O et de rayon 1.
Le périmatre de ce cercle est 27,

quart de cercle -[2;-
On définit une nouvelle unité de mesure d'angles pour que, sur un

cercle de rayon 1, l'arc de cercle MN et I'angle au centre MON qui l'in-

tercepte soient mesurés par le méme nombre. 4

la longueur du demi-cercle =, celle du

— o,

r.de I'arc in

=

Définition

| La mesure en radian d'un angle MON est éga
‘cercle de centre O et de rayon 1. On la note:

; : A ol Yk O e S T T R
i e A T e e B e iy S A0 N e L b i e wt N S e L el

Dans la suite de ce cours, sauf précision contraire, les mesures des angles seront données en radiap,

mmmmmmm Mesures en radian et mesures en degré

mesures en degré | 180 | 90 | 60 | 45 | 30 0 X | C’est un tableau de proportionnalits

n
mesures en radian n —g— -113- % 'g- 0 y Y= 180"

Cette relation permet de calculer x en fonction de y ou y en fonction de x, donc de convertir les degrés
en radian et les radians en degré.
Exemples

La mesure y, en radian, d'un angle de 75 degrés vérifie : y = 1% x 75 Dod: y= 15——;

La mesure x, en degrés, d'un angle de 1,24 radian vérifie : x = 3%)- x1,24. Do : x = 71.
De méme, 1 radian vaut 57° & 1° prés par défaut.

Propriete

Sur un cercle de rayon R, la longueur de larc

intercepté par un angle au centre de mesure «
radian est Ra.

§

Démonstration
Sur un cercle, on sait que la longueur x d'un arc est proportionnelle A la mesure en degré de langle &
centre qui l'intercepte. On vient de voir que la mesure en degré est proportionnelle a la mesure en radian-

Ainsi la longueur d'un arc est proportionnelle 4 la mesure en radian de I'angle au centre qui linterce? .

lt':-rsquel I'angle au centre a pour mesure =, I'arc intercepté a pour longueur xR (coefficient de prope”
tionnalité : R). On a donc : x = Ra.

48 Angles orientés — Trigonométrie
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1.2. Angle orienté de deux vecteurs

gpammmmm Présentation

Soit (w, ') un couple de vacleurs non colinéaires, X et Y tZ’/’u"’v

les points tels que : OX = £ et oY = v,

Désignons par M et N les points d'intersection respectifs
des demi-droites [OX) et [OY) avec un cercle de centre 0.

MON et NOM désignent un méme angle. L'arc MN peut

dtre « parcouru » de M vers N ou de N vers M.

—F

M

Pour rendre compte de cette situation, on définjt un nou-

veau type d'angle appelé angle orienté S pour lequel les
angles construits & partir des couples (i, v)et (v i ) seront

considérés comme étant opposés.

|Définition

-

‘Soit (, ©) un -:ouple de vecteurs non nuls x etY les’ poinls Iels que Ox u el OY =0 Sml M et
‘N les points d'intersection respechfs des deml-drmtes IOXJ et IOY] avec un cercle de centre 0 :
~* L'ensemble des couples (u, v') de deux vecleurs non colmés:res  pour Iesquals I'arc MN garde la
‘méme mesure et est parcouru dans Ia méme sens de M vers N est appelé angle nrmnté ut nnté [u.

L. L‘ensemhle des cunples (v ] pour Iesquels les veclaurs u et
‘T 'sont colinéaires et de méme s sens, est l'angle orienté mul i
* L'ensemble des cuupl&e [u. ) pour lesquels les vecleurs u et %
D sont colméau'as et de sens contralres. ast l'angle nrienté plat. o

o ABA0)

* Le couple de vecteurs [OM ON] est un représentant de I'angle (t:;}

* Les angles orientés {u, v) et {v. u ) sont dits opposés.

—1.3. Orientation du plan

memmmm Cercle orienté

Le déplacement d'un véhicule autour d'un rond-
point donne l'idée de deux sens de parcours sur tout
cercle du plan.

Sur un cercle donné, il existe deux sens de parcours.
Sur la figure 1, les deux cercles sont orientés dans le
méme sens. Sur la figure 2, ils sont orientés en sens
contraires.

ssmmmm Plan orienté

Orienter le plan, c'est convenir que tous les cercles
Seront orientés dans le méme sens.
Ce sens est appelé sens direct (ou positif, ou trigo-
nométrique). Le sens contraire est appelé sens indi-
rect (ou négatif ou rétrograde).

n choisit en général comme sens direct le sens
indiqué sur |a figure ci-contre : le sens inverse des
aiguilles d'une montre.

Il'en sera ainsi dans Ja suite de ce cours.

@) Q@

fig. 1 fig. 2

Cercles orientés Cercles orientés
dans le méme sens en sens contraires

Sens inverse de celul des aiguilles d'une montre

Angles orientés — Trigonométrie 49
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(OA,OB), (ED,EC) sont des représentants de I'angle droit indirect.

mmmmmm Repére orthonormé direct D .
Sur la figure codée ci-contre, il y a deux angles orientés droits opposés . o
{E_CI':E“ﬁ}. (O_ﬁ.DR] sont des représentants de I'angle droit direct. &

¢ B

Définitions'

Soit le repére orthonormé (O, i, j).

——

Le repére (O, i, j) est direct si l'angle G0 Le repére (O, : il est mdlrect si l'nngle (:,J ]
est I'angle droit direct. U fihs o e est l‘angle dl'ﬂlt lﬂdm S -Jj

PR £11 SRHIR TR AR PR ASE bR SR e S e

Exemple
A B

Sur la figure ci-contre, ABCD est un carré inscriptible dans le cercle de
centre O de rayon 1. E est le symétnque de O par rapport a (BC).

Les repéres orthonormés (O,B,A), (O, DD. OC]. (E.B,C) sont directs. 3

Les reperes orthonormés (O, O_ﬁ dﬁ]. (0.D.A), (C,0.E) sont indirects.

Trouver deux autres repéres orthonormés directs et deux autres repéres
orthonormés indirects sur cette figure.

__1.4. Mesure principale d'un angle orienté

mmmmmm  Définition
On verra en classe de premigre que l'on peut définir plusieurs mesures pour un méme angle orienté. En
classe de seconde nous allons définir I'une de ces mesures appelée mesure principale.

Dehmhan NS

-

_..---..,,

* si (0]{ OY] est l'angle nu! Mes (OX OY)
-SI{DX %,0%) esllangle plat Mes (OX, mr)_n, Pl S S

. sn [Dx (JY] n'est ni nul ni pla!

(S ———

Mes (ox 0Y) = mes XOY 1nrsque le sens du dép]acement
_de M vem N sur I'arc MN est le sens direct (ﬁg '.I}

}-Mes [DX DY] = - mes XOY lorsque le sens du déplacemenl
deM v_e_rs N sur l'a;c_MN est le sens indirect (fig. 2).

e
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E emargue

Un triangle ABC est dit de sens direct si, sur le cercle circonscrit parcouru dans le sens direct & partir de

A, on rencontre d'abord B puis C.
De méme un polygone convexe inscriptible ABCDE est dit de sens direct si, sur le cercle circonscrit par-

couru dans le sens direct & partir de A, on rencontre dans I’ordre B puis C, D, E.

i S T e A L e e e S e N e e O e B e e e e S e B S

C’est un conséquence immédiate de la définition.

Remamues

* La mesure principale de I'angle plat orienté est n (et non - x).
P}ar conféquenr la mesure principale d’un angle orienté est un nombre réel appartenant & !'intervalle
-n; T
* L’angle droit direct a a pour mesure pnnmpafe <~ L’angle droit indirect a pour mesure principale - -72‘-

* Si I'angle orienté (ﬁ' v ) est différent de I’ ang!e plat, alors Mes (_' u})=-Mes (_' J.
* On définit de maniére analogue la mesure principale en degrés d’un angle orienté. On la note : Mes® (i, © ).

Exemples
* MNP est le triangle rectangle isocele de sommet M représenté sur la figure.
Ona: Mes(MN,MP) “T ; Mes°(PN,PM) =45 ;
Mes [PN, MN] = —--4—.
* ABC est le triangle équilatéral représenté sur la figure.

Soit O son centre de gravité et H le pied de la hauteur issue de A. A
Ona: Mes(AB, EC’}=-1§~ . Mes(BA, BC) = —E ; Mes(CB, ﬁ]=--’§- : A&
B H C

—_— — —k — =
Mes(OH, AB) = -%_ i Mes(HB, HA) = -2 ; Mes(OH, AC) = % ;
Mes°(OB, OA) = — 120.

mmmmmm Propriété fondamentale

Prop rlere

Etant dnnné un ;un;hr;ré;;c;;pp;r;e;mté l';l;tenralle Jm; n] et une demi dmite IDXJ 2 11 existe u une
mule demi-droite [OYJ telle que Mas (ox OY) a e : - £ i

e L A

T ¥ A

Demonstratlon

On trace un cercle de centre O. Soit M le point d'intersection de ce cercle

avec la demi-droite [OX). D'aprés la définition, il existe un seul point N i
du cercle tel que Mes(ﬁfvl,ﬁ} = o. En effet : »
*Si o =0ou o =m, N est I'unique point du cercle tel que mes MON = .

*Sia € ]0;xn[, Nestle poml que I'arc MN soit parcouru de M vers N

dans le sens direct et mes MON = c.

*Sia € J-n;0[, N est le point tel que I'arc MN soit parcouru de M vers N dans le sens indirect

et mes MON = - 0.

La demi-droite cherchée est [ON).
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mmmmmm Angle orienté et applications du plan

Soit A, B, C trois points non alignés, fune application du plan dans lui-méme, A’, B’, C', les images res.
pectives de A, B, C par f. Nous admettrons les résultats suivants :

T Festune andlafion . fiest une symétrie orfhogonale . f esf une syméfrie cenralal)
(D) A
A : A

- = — — =
(A", A'C’) et (AB, AC) (A8, AT) et (AB,AC) (A'B',A'C") et (AB, AC)
sont égaux. sont opposés. sont égaux.

On peut retenir ces propriétés sous la forme :

P

* La symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son oppos
' La translatml} et {q symétne centrale conservent les angles or:entés;__-'."-

S W .

B emarque

k') 3

—

(&, 0)=@0) | ksoetk'>0: (ki kD) = (it &)

En particulier, pour tout nombre reél k
non nul : (ki, kv') = ﬁ:..:-?}

"/’/'E Xercices Bz AT oo o A AT o o

1.a A l'aide d'un rapporteur dessiner un angle de 1 1d
radian.

1.b  Compléter le tableau de correspondance :

Degrés | 60 | 75 | 36

Radians Elis]| 2

R L
7

1.c  On considére un triangle isocéle ABC tel que
Mes®(AB, IE] = 100. Calculer les sommes :

o= —> —» —_
* Mes® (AB, AC) + Mes® (CB, B.CA) + Mes® (BA, BC) ;

-"'_""' .----n_.

* Mes®(AB, AC) + Mes"(CA CB) + Mes®(BC, BA).

52 Angles orientés — Trigonométrie

Dans le plan orienté, on B
donne I'hexagone régu-

lier ABCDEF de centre

O représenté ci-contre. D

Donner les mesures en
radlans des angles

ABC AEC DBA, BDF,

Donner les mesures principales en radians des
angles orientés :
————

E F

o
) £
) §

B' Dl- x — — =
ED, _:\l : OC, OF)
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Defmmon I8

Lﬂ le étant muni d'“ll mpém orthnnormé direct IO A B], on appelie t:amla tngonomélnque la
cercle de centre 0 de rayon 1. & :

i y
s = S

e S R I e lia oS

A tout point M du cercle trigonor_x_l_ét__xique. on associe le nombre o mesu-
re principale de I'angle orienté [CTA.D—IGI}.

Réciproquement, 4 tout nombre réel & de l'intervalle |- n ; 7] est associé
le point M du cercle trigonométrique tel que a soit la mesure principale

de l'angle [OA OM]

M est appelé image de a sur le cercle trigonométrique.
On convient généralement de nommer A' I'image de n et B' celle de —%—.

Exemples

2.9 Utilisations du cercle trigonométrique

EEEEEE 1. Sur les figures ci-dessous, le point M est l'image du nombre réel o appartenant a
1- n ; nl. Dans chaque cas, placer sur la figure I'image du nombre  indiqué.

N

p=n-o

Angles orientés — Trigonométrie 53
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A- Al A A'
B' B'
e | =1
B_E, a B EHI

ESEEEEN 2. Pour quelles valeurs de o appartenant a ]-n ; n], le nombre B tel que B = 1t + o est-il la
mesure principale d'un angle orienté 7

Mémequestmnlnrsque[i-n o [‘.-—--—Gt B= -2-'”15

—2.3.. Cosinus, sinus d'un angle

mmmmmmm Cosinus et sinus d'un angle orienté B

Soit M un point du cercle trigonométrique appartenant a I'arc AB. Qlq--M

Dans le triangle OMP rectangle en P, on a vu que '
COSADM—% et 51an%_?)—;J-d. & E‘I i

Or OM=1. of P

Donc : cosAOM OP et sinAOM = 0qQ.

cos AOM et sin AOM sont respectivement l'abscisse et I'ordonnée

de M dans le repére (O, A, B) . B

Définition

1oy

?Un angle nnenté [" v ] de mesure pnnclpale el étnnl donné smt M l'lmnge de o ok

a sur le cercle tnsonoméh'lque ;’.'-ﬁ e e - S |

;.Smt P et Q les projetés onhogonanx de M respeclivamant sur {M‘) et [BH ].__
Le cosinus et le sinus de l'angle onenlé [_', v) ou cle sa mesum pnnmpnle o
'sunldéﬁmspnr : COS (u. v]zcosu'.= {JP etsm [u. v] =smn—DQ ]

Dans le repére (O, A, B)on a: M (g?;:* g)

L. Quel que soit le nombre réel o dans l"lnter\ralle }- monls

> -1<coso=<1 ' L ';-1-ssinu-sl (i LA cus‘a-t-sm’a =l1-_ii
-Deplussiuatn:' e e O : ;
i m[—u):tu:u AT 'Bi_n{-'iu]'--uinu.*' 5 J

NP RIS St SRR P e e e L R L SR B2 8 et S _ -

Démonstration

* L'abscisse et I'ordonnée de tout point du cercle trigonométrique sont comprises entre — 1 et 1.
Donc:-1=<cosa<ilet—1s<sinoa=<1,
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*M (cos o:) . Donc cos?a + sin?o: est le carré de la norme du vecteur OM. B

sin o ;
D'od : cos?a + sina = 1, Q- M(a)
¢ Les images de o et — o sont symétriques par rapport & (AA'). T N

M'(- o)

P TP

"

Ly

mmmmmm  Signe du cosinus et du sinus °
B B B
M(e) =719
] a
A’ {2 NN\ .
A— 5 A A A
BI
x€jo; & o)l inl o €J-n; -l
cPsu:-»[! cosa<0 cosa>0 cos <0
sina>0 sina>0 sina<0 sina <0
mmmmmm  Cosinus et sinus d’angles remarquables
Mesure principale 0 6 i 3 5
: 3 J2 1
cosinus 1 Y 5 > 0
: 1| 2| B
sinus 0 2 2 > 1
mmmmmmm Cosinus et sinus d'un angle non orienté
A tout angle non orienté, de mesure o appartenant & [0 ; ], on peut associer un point M du
demi-cercle trigonométrique AA’ contenant B. .
1% cas : AOM est aigu.
oM = OP _ op = OF ; inAOM = ME - 0q =00Q. . 4
cos AOM oM OP =0P ; sin OM Q =0Q.
2°¢ cas : AOM est obtus. : A' 5 A
Par définition et extension, on pose : P
cosAOM=0P=-0OP ; sin AOM = 0Q = 0Q. B
3% cas : AOM est droit. ” &
cosAOM =0 2 sinAOM =1.

Al
B emargues P o) A

» Le sinus d‘un angle non orienté est toujours positif.
* cosAOM<0 < AOMestun angle obtus.
cosAOM>0 ¢ AOM estun angle aigu.
cosAOM=0 ¢ AOM estun angle droit.
* Deux angles supplémentaires ont méme sinus et des cosinus opposés.

— —

* On peut démontrer que : cos AOM = cos {CTA.CE':J} et sin AOM = |sin [55,55»1}[.
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9.4, Lignes trigonométriques d'angles associeés

mmmmmms 1. Cosinus et sinus d'angles associés

a est la mesure principale d'un angle orienté. Dans les cas suivants,
demandés en fonction de sin o et cos o.

B\\_ﬂ g™ |
)

exprimer les sinus et cosinyg

A A'/ A
/0‘
BI

o) =

(@]

B’ B'
cos (- cos(m+c)=... cos(n—-a)=
sin{-o) = ... sin{m+a)=.. sin (T —o) = ..
B
-g-_u g I \
|.‘ 4
/ \ ¥
A =T }“ i e g
_ja l‘..

B BI B' U.

@ (5-0)=-

sin (—{‘!—— a)

Q

I‘I

(&

o]

w
N

+
<&

]

i
.
3
—
ol
+
B
I

mammmm 2. Construction de points images

1°) Placer sur le cercle trigonométrique les points images des
nombres suivants :
g: X . T .20, 2%.3n. 3m.5n, 5n,_m .5m._5m
? 2' R i i il v sl S L e
2°) En déduire les sinus et cosinus de ces nombres.
3°) Pour quelles valeurs de o a-t-oncosa=07?

Pour quelles valeurs de o a-t-on sin =07

—2eD. Tangente d'un angle orienté

Définition _
st T —a— —— T e r\-l
met un angle or:enté [u v ] non drmt de mesure prmctpale a [a ;t et o 'T] SRR Ot
'La tangente de cet angle unente ou de sa mesure prmmpale est déﬁme par tan [u. v } = tan o= %‘;—%, ~
o 7 cernanhia b A e A R S S A A e e aia
B
mmEmEE |nterprétation geomémque M
Q- :
Soit un angle orienté non droit de mesure principale o. A
Soit M l'image de o sur le cercle trigonométrique. Al o) — 1
La tangente en A au cercle trigonométrique et la droite (DM] sont
sécantes en un point T. On munit la droite (AT) du repere (A, OB).
- Démontrons que : tan a = AT, B

56 Angles orientés - Trigonométrie
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« Justifier que la tangente en A et la droite (OM) sont sécantes,

» Lorsque le nombre réel o appartient a l'intervalle [0 : %[. démontrer que tan o. = AT. (On utilisera le
théoréme de Thalés dans le triangle OAT). Conclure,

* Lorsque le nombre réel o n'appartient pas a I'intervalle [0 ; Z-[, 2 I'aide des trois figures ci-dessous,
conclure.

By It B ¢
T G Q
. [}
A A A \ A
P [o}
Cr | R,
%
g 4
B‘ Bl
.
a € -5 0l o€ ]-’—2‘-; 7l

N Tl a3 W A=W N - P A ey . — =

Propriéte
£ T

Quel que soit le nombre nombre réel o de I x] tel que o= & et o~

N - R e e e e i 2 e

Démonstration guidée
Calculer 1 + tan?c. en fonction de sin « et cos «.

—2.6. Travaux dirigés

mmmmmm Tangentes d'angles associés

a est la mesure principale d'un angle orienté non droit.
Dans chacun des cas suivants, effectuer les calculs demandés en fonction de tan a.

GE]—‘E:—%[U]—%:%—[U]-E-;rcl:tan[—a]:.., ;
a€l-Z;olulo: E(ulF;nl:tan(F-a)=... 5 a€l0;F{U)F;nl:tan(n-c)=.. ;
ae]—n;—%[u]—%;o]:tan(n+a.]=.u:&E]—ﬂ:—-g-[ul-lzt-;ﬂ[U]U:%[Etm[%+0¢)=----

ME XETCiCeS B A s o A o o

2.c  Compléter le tableau suivant en utilisant éven-

2.0 En s'aidant éventuellement du rapporteur, pla- :
tuellement la calculatrice.

cer sur le cercle trigonométrique les points

associés aux angles orientés dont les nombres = o = & =
suivants sont les mesures principales en .

radians : sin o

2 ; -2¢ :;_" . 1,4 ; —08. cos o

’ tan o

2b Compléter le tableau des signes suivant :

3 0 3 & 2.d  Combien existe-t-il d'angles orientés dont le
- R 2 2 cosinus est 0,6 7 Lire une valeur approchée de
signe de si leurs mesures principales sur le cercle trigono-
rohidid i métrique. Vérifier & l'aide de la calculatrice.
signe de cos a Combien existe-t-il d'angles orientés dont le
signe de tan a sinus est— 0,4 7
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_ Exercices

Pour tous les excrcices ci-dessous le plan est
orienté dans le sens direct.

Angles

__ 1 Surun cercle de centre O et de rayon 3 cm, l'arc
AB a pour longueur n cm.
Quelle est la mesure en radians de l'angle AOB ?

2 Sur un cercle de centre O et de rayon r cm,
l'arc AB a pour longueur 2r cm. Déterminer une valeur
approchée de la mesure en degrés de l'angle AOB.

3 On donne les figures suivantes :

long. AM : R long. AM : 2R 10_1‘1_5;.&?& :3R
1. Dans chacun des trois cas, calculer mes AOM, le péri-
metre et I'aire du domaine grisé.
2. Construire dans chacun des trois cas un rectangle
dont un des c¢8tés a pour mesure R et ayant méme péri-
metre et méme aire que la partie grisée.

8 On donne deux
cercles concentriques de
rayon Het 2R.

Quelle relation doivent
vérifier les mesures en
radian o gt B des angles
AOB et COD pour que les
aires des domaines colo-
riés soient égales ?

Construire ces domaines lorsque les aires
2
sont égales & ’% "

5 Soit ABC un triangle équilatéral direct. Donner
es mesures principales en radian des angles orientés
(AB, AC) et (CB, CA).
6 Soit un triangle ABC, H son orthocentre.

On pose : Mes (AB, E(E] o.
Dans chacun des quatre cas de figure indiqués,
répondre aux questlons suivantes :

1, Calculer Meas [HB, HC}.
2. SeitH'le syméLrique de H par rapport & la droite (BC).

Calculer Mes (H'B, H‘C] En déduire que A, B, H', C sont
cocycliques.

58 Angles orientés — Trigonométrie

/////////;/;

\\Y

7 Sur la figure ci-
contre, les points A, B, C,

D et D' appartiennent a un A
méme cercle de centre O.

On pose :
Mes [.‘Tﬁ.ﬁi]: .

Exprimer en fonction de o :
B

Mes (D'B, D'C) ; Mes (DB, DC) ; Mes (OB, OC)

8 ABC est un triangle équilatéral tel que :

Mes [ﬁfl. A'II) = — X Donner les mesures principales

——— -.-'_‘-g—
— — — —

9 On considere le

trapdze rectangle ci-contre. A B
Calculer les mesures prin-
cipales des angles : T

©C,DA) ; DA, DB)

T e D ¥ ¢
(BD, BC) ; (BD, DB)

10 On considere la A

figure ci-contre. D E
Calculer les mesures prin-
cipales des angles :

= = i B Y

(AB.AE) ; (AE,AD); DB, BC) ; (AD, CB).

11 Le plan étant étant muni du repére orthonor-
mé direct (O, 1, ]), on considare le point A( )
1. Construire le point B tel que:

AB = 2 et Mes (O], AB) = -5
2. Construire le point C tel que :

CB=2e:Mes[ET.K.ETE)=?§-‘.

3. Calculer Mes (C?f. B_C'f) 5
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12 Soit ABC un triangle.
1. Démontrer que ce triangle est isocdle, de sommet
principal A, si et seulement si :

Mes {BC,BA] Mes [CA CB]
2. Démontrer que ce triangle est équilatéral si et seule-

ment si : Mes [B_{E B_..A} = Mes (CA, C_ﬁ) = Mes [Kf;, K{;,‘

13 Soit un cercle de centre O et de rayon 1. A et
B sont deux points du cercle tels que l'anglagaﬁ soit
un angle droit.

Calculer le périmatre du A
segment de cercle* limité
par la corde [ABI.

* On appelle segment de
cercle, le domaine limité o] B
par la corde [AB] et I'arc

AB.

Trigonométrie

14 Combien ensle-l-ll d'angles orientés dont le
cosinus est égal 4172 -- T

Combien ex1ste-t il dangles orientés dont le sinus est
égala17a L > 7
15 Soit x un nombre de lintervalle }- x ; ol

tel que : cos x = -:—i‘-,- Déterminer la valeur de sin x.

16 Pour tout nombre réel x appartenant & l'inter-
valle }- % : x|, on définit les nombres A(x) et B(x) par:

Alx) = cos (-x) + sin (—x) + sin (x=x) + cos (r=x) ;

B(x) = sin x + sin E%-—x) + COS [% —x) - cos (x—%].
Mettre Alx) et B(x) sous la forme la plus simple pos-

sible.

17Démontrer que :
4 _
cosl—o- + cos 10 + cOs _ﬁ- + COS 10

18 x étant la mesure principale d'un angle orien-
té, démontrer que :
(cosx +sinx)2=1 +2sinx cosx ;
{cosx-sinx)i=1-2sinx cosXx ;
cos*x + sinfx = 1 - 2 sin?x cosix;
cos'x — sinix = coséx — sin’x;
sinir — cosir + 2 cos?x = 1.

19 x étant le mesure principale d'un angle orien-
té non droit, démontrer que :
tan?x — sinx = tan®x sin’x.

20 ¢ étant la mesure principale d'un angle orien-
té, démontrer que :
lt+cost=0;
l1=s5int=0;
-1=s3+cost-3sint =7

21 Calculer cos x, sachant que :

I3

: n
sinx=%2 gt =-<x<m,
2 2

22 calculer sin % ot tan -15‘— sachant que :

et fan 5= sachant que :

23 calculer sin = io .1

T JIU +2.J'§ .

L T

et tan = sachant que :

24 caleculer cos = 12 13

sin % ——M
12— 4 °

25 Calculer une valeur approchée de x sachant

T T = e
que.smx——?et na<x < 7

26 calculer une valeur approchée de x sachant

que EOSI:—% et —g—<.t<".'t.

27 calculer une valeur approchée de x sachant
1

que: tan.x= -z et —m<x<- %
28 ¢ 6tant la mesure principale d'un angle orien-
té, résoudre le systdme d'inconnues x et y :
xcost+ysint=1
xsint—-ycost=1.
29 Soit un nombre réel oitel que: 0 < < %
Soit ABC un triangle isocéle de sommet principal A tel
gue : Mes Lﬁiﬁ) = 2o.
H et I sont les pieds des hauteurs issues respectivement
de A et B.
On pose : a = AB.
1. Démontrer que : BC = 2a sin a.
2. Démontrer que : Bl = BC cos a.
3. Démontrer que : Bl = a sin 2c.
4. En déduire que : sin 2¢ = 2 sin o cos o.

30 Démontrer que: si ABC est un triangle rectangle,

cos?® A + cos? B + cos? C C=1

“lms{ sin? A +sin? B +sinZ C = 2.

APPROFONDISSEMENT _

31 Seit un triangle ABC.
1. Quel est I'ensemble des points M tels que :

Mes (MA, MB) = Mes (CA, CB) ?
2. Quel est I'ensemble des points M tels que :
Mes [ﬁ.ﬁ;. I\Tﬁi] =—Mes [E.z; Eﬁ] ?
321. Soit A et B deux points distincts et o un

nombre réel appartenant a ]0 ; x|.
a) Quel est le lieu des points M du plan tels que :

Mes uﬁ’a.ﬁa] =qaf?
b) Quel est le lieu des points N du plan tels que :

Mes[ﬁﬁ.ﬁﬁ] =a-n?
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2. Soit A, B, C, D quatre points distincts non alignés.
Trouver une condition nécessaire et suffisante portant

— = i
sur Mes (CA, CB) et Mes (DA, DB) pour que les quatre
points A, B, C et D soient cocycliques.

33 On donne un triangle ABC de sens direct.
Démontrer que :

e o] me— L
Mes (AB, AC) + Mes (BC, BA) + Mes (CA,CB) = .
Que vaut cette somme si le triangle ABC est indirect 7

34 Soit un demi-cercle de centre O et de diametre
BC = 2, A un point de ce demi-cercle tel que COA soit
aigu. On note H le projeté orthogonal de A sur (BC) et
celui de O sur (AB).

B ] ¢

o H

— —p
o est la mesure principale de I'angle (BC, BA).
1. Démontrer que 1 est le milieu de [AB] et que
OH=cos 2 a.
2. Exprimer AB en fonction de cos a.
3, Démontrer que : BH = 2cos?a et OH = 2cos?o. - 1.
4. En déduire que :

2 cosZza +1
COs“0 = —2‘ H
sino = 1 - cosZo
2
ication : L. cost;sink et sin
5. Application : calculer cos—¢-; coss= ; sin et sing .

35 Pour la figure ci-dessous, on pose :
Mes (OA, CTE!] = 2o et Mes (5!3.613} = 2B.

0‘\\—_

D

—

Calculer Mes (ID, TA) en fonction de « et B.

36 La petite et la grande aiguille d'une horloge
sont exactement superposées & midi juste.

60 Angles orientés — Trigonométrie

Trouver 2 quelle heure (2 Ja seconde prés) ces deyy
aiguilles seront & nouveau exactement superposées,
Combien de fois, entre midi et minuit, se trouvent-e]leg

exactemenl superposées 7

37 Soit o € ]- % ; 5. M est son image sur l

cercle trigonométrique. On appelle A I'image de 0. T est
le point d'intersection de (OM) et de la tangente en A
au cercle trigonométrique.

1. Faire une figure. .
2. Calculer l'aire du triangle OAT en fonction de a.

3. Calculer, en fonction de @, l'aire de la région du plan
limitée par les segments [OA], [OM] et I'arc AM.
4. Démontrer que : [of < |tan o]

38 Soita € ]-—% : L[, M est l'image de 2a sur le

cercle trigonométrique. On appelle A 'image de 0, A’ le
symétrique de A par rapport a O.
1. Calculer, en fonction de o, la mesure principale de

OA, AM). .

2. Dans le triangle AA'M, calculer AM en fonction de
sin Jof. -

3. Quelle est la longueur de l'arc AM 7

4. Démontrer que : sin |o] = [sin o]

$. Démontrer que : [sin o = |of.

39 Soit ABC un triangle isoctle de sommet A tel

que : BC = a et Mes [}_3_51. E_(’f] = 2?" La bissectrice de
l'angle ABC coupe le cété [AC] en D. Faire une figure.
1. Démontrer que : AD = BD = a.

2. Démontrer que : AB = 2a cos% et CD = 2a cos

En déduire que : cos X — cos 21 S O

3. On appelle H le projeté orthogonal de A sur (BC).
Calculer BH en fonction de a de deux manigres diffé-

2n
=,

rentes et en déduire que : cos% cos 2?“ =%.

4. En remarquant que (x + y)? = (x — y)® + 4xy, calculer:
n Zn

cos - et cos . 3

5. Calculer sin—g—-.

B0 Une piste circulaire de centre O a un rayon de
100 m. Un cycliste M part d'un point A de la piste 2
I'instant ¢ = 0. Un autre cycliste N part au méme
moment d'un point B situé 100 m en avant. On suppo-
se que les deux cyclistes M et N roulent respectivement
a des vitesses v, et v, (exprimées en m/s).
1. Les deux cyclistes roulent dans le sens direct.

a} Calculer Mes [ﬁfvl.D_I:]] en fonction de ¢.

b} Le cycliste M passe au point B & l'instant ¢ = 10 s et
double N 2 l'instant ¢ = 60 s. Quelles sont les vitesses
respectives de M et N 7

¢) Au bout de combien de temps les cyclistes seront-ils
diamétralement opposés sur la piste ?

2. v, et v, ont les valeurs trouvées A la premigre question.
M roule dans le sens indirect et N dans le sens direct. Au
bout de combien de temps vont-ils se croiser ?
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Produit scalaire

produit scalaire est une « opération » qui & deux vecteurs

du

P"?{"l associe un nombre réel. Ses propriétés, simples et faciles @
utiliser, en font un instrument privilégié du calcul vectoriel, notam-
ment dans la détermination de distances et d'angles et la résolu-

tion de problémes d'orthogonalité.

1. Déﬁnitions et premiéres propriétés .......oocevveveeneenne

2. Propriétés du produit scalaire ...........ccccoivinnns
3. Relations métriques dans un triangle ............ccoeveee

B, Forme analytique du produit scalaire ............ccoveeeee
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Fig. 1 Fig. 2
L'énergie dépensée pour déplacer le wagonnet du point A au point B dépend de la lu;_lgueur de [AB], de
l'intensité de la force F exercée sur la corde, mais aussi de la direction dans laquelle F s'exerce. En phy-

sique, pour évaluer cette énergie, on introduit la notion de travail. 4 F, B

On décompose la force Fen F = f‘; +F, 'J
Par définition, le travail W de la force F est dans le cas de figu-
re ci-contre : W = |[F[| x AB = |F|| x lAB]| x cos 6. _ 5?

Le travail est proportionnel a H]?I" (F, n'apporte aucune contribution au déplacement). C'est pourquoi
dans le cas de la figure 2, pour une force de méme intensité, I'homme est plus efficace. Imaginez ce qui
se passerait si 'homme tirait dans une direction perpendiculaire a (AB), parallle 2 (AB).

L'objet de ce chapitre est de mathématiser cette situation.

—1e2. Produit scalaire de deux vecteurs

= R e
u.v se lit « u scalaire © ».

Remarques

* Dans l'introduction, on a donc : W = F’A_g

* Dans la définition, le plan est supposé orienté. Cependant, comme I'angle orienté (u, v') n’intervient

que par son cosinus dont la valeur est indépendante de I'orientation du plan, on aurait pu définir le
produit scalaire dans un plan non orienté.

Exemples
Soit & et ¥’ deux vecteurs tels que : [ = 2 et |[7]| = 1.

* SiMes(u,v) = -%‘-, alors u.v = 1. e SiMes(u,v) = --1‘3-. alors .o =1,
e SiMes(u,v)= %ﬂ', alors o= - /3. * Si Mes (u, v) =-’2‘—, alors w.v = 0.

Propriétés

A AR e

(1) Pour tous vecteurs il et 7: wo=va
(2)  Pour tous vecteurs et v': [u.v| < [ |[¢']
1(3)  Pour tous vecteurs /et nonnuls:

Fs e u et vsont colinéaires et de mé@me sens si et seulement si ii.5'= I 2] 5 _
\ ... . * uetDsontcolinéaires et de sens contraires si et seulement si w.v'=~ ||| [7].

et A e e A P

R W PR

A A s
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Démonstration

Les deux premmres propriétés sont évidentes lorsque I'

supposons w#0et U U

— —
un des vecteurs u ou v est nul.

(1) Zo=[II cos(f; v) et Ui = o] &l cos (&,

u).
Or:cos(w, v) = cos(ﬁ’).
D'od: uv=row,
(2) Pour tous vecteurs et v, on a |cos(:'ﬁ;] | =< 1.

D'od [ | ¥ cos (i, 3) < &) |5 Il
o @@ <R —
* uet v sont colinéaires et de méme sens sj et seulement si Mes (¢, ) =0
——— ——
Mes (7, ') =0 <« cos(&, v)=1

(3)

———
& @] 7] cos (&, ) = 2] 7]
& @5 = |7 7).
* U et ¥ sont colinéaires et de sens contraires si et seulement si Mes (&, v ) =
g 5o
Mes (u, v) =7t < cos(u, ) = -1
& | 1]l cos (&, v') = - |2 I
—— -1 =
e uwo =-|ulfo].

—lea3. Carré scalaire

Définition

Démonstration
Si ©=0,la propriété est évidente.

— i 1= 55 =12
Si w0, alors ©2=wuu= [[Z] ] cosld, &) =[]

—1.4.. Interprétation géométrique
Remargue

—_— — —
Pour tout point A et tous points B et C distincts de A: AB.AC = AB x AC cos BAC.

_..--——-._

En effet : || AB| = AB; l|AC|i AC et cos (AB,AC) = cos BAC.
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Démonstration ok
Si A = C, alors H = A = C. La propriété est vérifiée car AG = 0 et AH=0.

Supposons : A # C (A # B par hypothase).
Envisageons trois cas de figure.

* BAC est aigu ou nul.

(H € 1AB)) c AB.AC = AB x AC cosBAC
= AB x AC cosHAC car H € ]AB)
= = AB x AH
A - >~ B _ S —_— —_
H = AB x AH car AB et AH sont de méme sens.
+ BAC est obtus ou plat.
(H & (AB)) AB.AC = AB x AC cosBAC
C = AB x AC (- cos H"K{-Z] car BA-'_E et HAC sont supplémentaires
=—AB x AC cos HHK(':
" =~ AB x AH
H A =AB x AH car AB et ATl sont de sens contraires,
* BAC est droit.
—_— el —
(H=A) AB.AC = AB x AC cosBAC
c - —— e,
=ABx ACx0 car BAC est droit, donc cosBAC =0
=AB x AH car AH = 0.
& ~B
H=A
Remargues
Soit A,B,Ctelsque: A2 Cet A#B. ;
: —  — —r — —_— — "
* Puisque AB. AC= AC. AB, on peut aussi calculer AB. A : K.»
en projetant B orthogonalement sur (AC) : ' C..-"
AB.AC= ABxAH= AK x AC,
oil H est le projeté orthogenal de C sur (AB) et
K est Je projeté orthogonal de B sur (AC} A — > B

* AB.AC ale méme signe que cosBAC et ne s'annule que si cos BAC s'annule {puisque B+ A et C2 A).
On a donc :

A=

5 SoitA B.C unatra pnints tals quaAatB

: ; < if
,_‘EBL_E?'{ . AB x_l_ﬂ_lu_‘j!‘ji et H’ sont les projetés Orthognnuux mpecuts deCetDsur(AB). J

R

Cette propriété généralise la propriété précédente.
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Pémonstration

Soit E le point tel que .CE = AB. ED
Soit K liprojeté ortEogonal de D sur (CE). ) K
Ona:AB.CD = CE.CD g 5 e
PEIEER) . S
H H

1.5, Travaux dirigés

EEEETE 1. On considére la figure ci-dessous us c'est-a-dire celle de la premiére page de ce chapitre.
Calculer @.v’et une valeur approchée de Mes(u v') 4 107 prés.

Solution
_ 1 C
e dv’= ABx AH =5x2 = 10. 1 |2/
o v’ = [l ]| |o]| cos () ©).
Do : cos(if, v) = = 1{1 . /
el s el
o'l = AH2 + HC? = 4 + 16 = 20. = "
s S A H w B
Dou: [v|=2,5 et cos(i, v)= ‘%
A l'aide d'une calculatrice ou d'une table trigonemétrique, on trouve mes BAC = 1,11. Mais, il y a deux
{
angles orientés opposés ayant pour cosinus ‘%

——

Compte tenu de la figure, on a : Mes(u, v') = 1,11.

EEEEEESE 2, Soit ABC un triangle tel que : BC = 2 et BA = 1. Le pied H de la hauteur issue de A est
tel que : BH = -—;—B_(i Calculer : BA.BC ; CA.CB ; AB.AC. Calculer les arrondis d'ordre 2 des mesures
en degrés des angles A, B et C.

Solution guidée

A 1 —_ o — e
: * Justifier que : BA.BC =BH x BC.
 En déduire que : BA.BC = —%.
¥ SRS C Ic
- - - T el
B » Démontrer de la méme maniére que : CA.CB = 16

3
* Soit K le projeté orthogenal de B sur (AC). Démontrer que : AB.AC = (AC + CK) AC.
* Démontrer que : AB.AC = AC? - CA.CB .
* A l'aide du théoreme de Pythagore, calculer : AH? En déduire que : AC? = %3
* En déduire que : AB.AC = —
* En exprimant cos A en fonclmn de AB.AC, AB et AC, vérifier que : mes A = 32,57°,
* Vérifier de la méme fagon que : mes B'= 131,81° et mes C = 15,62°.

* Vérifier les résultats sachant que la somme des mesures en degrés des angles d'un triangle est 180°.
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Fﬁ’//‘E XETCICOS B/ o o/ A 7o 7=~ o 7

v ilaté
l.a Calculer i'5"sachant que : @] = 2 ; [P = 1 : 1.d ABCestun triansl';éﬂlla {al de cbté a.

a
Mes (i, 0) = 2% Démontrer que : AB.AC = 5
] 3 .

l.e Soit un cercle (¢), A et B deux points diamg.
1.b  scit ABC un triangle isocéle telque: _ tralement opposés de (€) et M un point exg.
AB = AC =3 et mes A = 30°. Calculer AB-A . rieur 2 {(8], n‘ﬂppmenant pas A Iﬂ. d.rl}lte (ABL
Les droites (MA) et (MB) recoupent (%) respec.
l.c  Soit i un vecteur donné de norme 1. " tivement en C et D. En calculant de deuy
Déterminer tous les vecteurs o’de norme 1 tels maniéres le produit scalaire MA.MB, démop.

que : 9= 1. trer que : MA x MC = MB x MD.

Propriété

‘Pour tous vectewrs Wet Bona: dv=0 & WLT.
Démonstration

Rappelons que © et 7' sont orthogonaux si et seulement si leurs directions sont perpendiculaires ou si
I'un d'eux est nul.

Siu'=0ou v'=0, la propriété est évidente.

Supposons : & # 0 et v'# 0,

€o=0 o [(][F]cos v)=0
' S - -
< cos(u,v)=0 car |20 et o' 0
< Mes(u, 5’]:%- ou Mes(u, B’):._%
o
< ulo

E‘('1] Soit (@) et [93_'.) ﬂeui.dioifes de vecteurs directeurs respectifs wet v:
- (2)L(@) = wo=o.

(2)  Soitles points A, B, C, D, avec A # Bet C#D : (AB) L (CD) & AB.CD = 0.
;'[3] Soit les points A, B, M, avec A # B: : ;

. Mappartient au cercle (¢) de diamétre [AB] si et seulement si MA.MB =
Démonstration

Les propriétés (1) et (2) sont évidentes.

(3) Si M = A ou M = B, la propriété-est évidente. Supposons : M # A et M = B,

On sait que_,M @_pam'ent a (€} si et seulement si (MA) et (MB) sont perpendiculaires, ce qui est équi-
valent & : MA.MB = 0.
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2.2. Regles de calculs

pemmmm Propriétés fondamentales

Définir une “0‘“'9“9_“ _ﬂpéfﬂtiﬂn » dans l'ensemble des vecteurs du plan ne serait pas trés utile si on ne
pouvait l'utiliser conjointement avec celles que l'on connait déja : I'addition vectorielle et la multiplica-

tion d'un vecteur par un nombre réel. Les deux premidres questions auxquelles on se doit donc de
répondre sont les suivantes :

¢ Qu'advient-il du produit scalaire lorsqu'on multiplie I'un des vecteurs par un nombre réel ?
» Qu'advient-il du produit scalaire lorsqu'on remplace I'un des vecteurs par une somme de vecteurs ?
Dans les propriétés que nous allons énoncer ci-dessous, il est essentiel de faire la distinction entre :

¢ le produit de deux nombres réels a et b noté ax b ou ab ;

+ le produit d'un vecteur « par un nombre réel a noté ai ;

» le produit scalaire des vecteurs u et v noté ir.v.

kro

prietés
Pour tous vecteurs

u, v, u’, v’ et tqﬁl-ng;nﬁm réel 1.0:}3

@ drs (= 608) =T
(B uE+D)=uv+uv’ ([@+ )0 =uo+dw.
Notation

On notera simplement AZ.%" la valeur commune des trois expressions : (A%).? ; w.(AD) ; A(.D).
P p

Démonstration guidée

« Vérifier ces propriétés lorsque l'un des vecteurs est nul ou lorsque A = 0.

Supposons les vecteurs @, b, i’, v et le nombre réel A non nuls.

(1) Cette propriété a déja été démontrée au paragraphe 1.2.

(2) Soit (A,B) un représentant de u, (A,C) un représentant de v et (A,D) un représentant de ALL
¢ Démontrer que :

a) (Aid).7'= (LAB) AH ; S
b) Mi.7) = M AB x AH). o/
* Conclure.

s Pourquoi a-t-on : Z.(A¥’) = (A0 ).¥?

* Pourquoi a-t-on : (Wo)u= AMve)?

* Conclure que : Z(A?) = Mu.D).

(3) Soit (A,B) un représentant de %, (A,C) un représentant de v
et (C,D) un représentant de v

* Démontrer que : &0+ D) =AB (AH + HK).

* En déduire que : &.(0+ D') = AB.AC + AB.CD.

* Conclure.

(4)  * Démontrer la propriété en utilisant les propriétés (1) et (3).

Bmmmmmm Conséquences

A partir des propriétés précédentes, il est possible de développer un grand nombre d’expressions. Voici
celles que I'on rencontre le plus fréquemment.
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Propriétés
5Pl:-m:' tous vecteurs u, v, i’ et v, ona:

(1) @+ D) D) = Tl s T U bl
2) (@W+7)P=u? 2uv+0?; ' : ' Sl
' {SI) (W-0) = u2-2u.v+v?; i : SR A _ 3 A

@ W-)E+ D) =u-o.

Démonstrations
(1) W+ D)@+ )=w(@+o)+ou +0) d'apres (4) du paragraphe précédent
=wd +UD+ DU+ DD d'aprés (3) du paragraphe précédent.

On démontre les autres 2 partir de celle-ci et des propriétés du paragraphe précédent.

Remargue

Les « régles de calcul » du produit scalaire ressemblent & celles de la multiplication dans R.
Cependant cette ressemblance a ses limites.

On sait que pour tous nombres réelsa et b : ab =0 = a=0ou b=0. - onr o Vs i
Or, on a déja vu que si u et v sont des vecteurs : u.v = 0 n'implique pas que u = 0 ou ©'= 0 mais seule-

by
ment u l p.

Autre expression produit scalaire Sl
Pour tous vecteurs et 7, ona: &5 =2 (i + T - [ E- [T,

Démonstration

C'est une conséquence immédiate de la propriété (2) ci-dessus :
(C+P)=u?+2uv+0? = |ju+ P2 = | + |o]? + 2u.e.
D'od @5 =L@+ 71 - 21 - ¥R |

B emarque

L’intérét de cette formule est de fournir une expression du produit scalaire ne faisant intervenir que des
normes.

9.3, Travaux dirigés

EEEEEEE 1. Soit ABC un triangle rectangle en A,
H le projeté orthogonal de A sur (BC).
Démontrer que : BAZ = BC xBH.

Solution

+BC.BA = BC xBH car H est le projeté orthogonal de A sur (BC).
*BA.BC =BAZ car A est le projeté orthogonal de C sur (BA).

Or: BC.BA = BA. BC.

On a donc : BAZ = BC xBH.
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2. Dans la figure ci-contre :

17
.AB=17;Bc=12;CD=16; o B
« ] est le milieu de [DC]. )
(AB) et (DC) sont perpendiculaires a (BC). 19
pémontrer que les droites (Al) et (BD) sont perpendiculaires.
_ DL e
Solution | 16
L'égalité BD = BC +CD fait apparaitre deux vecteurs orthogonaux dont on connait la norme :
. —F —_— —
Al BD - ALBE +CD),
=ALBC +4 L D
=BC? + ALCD car les projetéi Oltglogonaux de A et I sur (BC) sont respectivement B et C.
Utilisons le méme _Eroc_t?_gé pour calculer AL.CD :

AL BD = BC? + (AB +BC + CI).CD
=B02+ﬁﬁ+%ﬁ+a.ﬁ
=122-17x16 + 0 + %xm
=0.

Donc : Al L BD. Les droites (Al) et (BD) sont bien pei‘pendiCu]aires,

ME XCTCICOS Borr /i o i

5 = 2 =9 at T : Retrouver la propriété suivante : le parallélo-
2a g:l dnlnne _JE 1=42.[p] =2 st Mes (5)=3 gramme ABCD est un losange si et seulement si
culer : Lo, (AC) L (BD).

En déduire les valeurs de :
@+ 02 (- 0% (20— 30)7 ; (@ +20).(2- ©). 2e ABC est un triangle tel que AB = 3, AC = 6 et
AB.AC =10.

2.b  Trouver une condition nécessaire et suffisante 1. Développer { AC_ ABR.

pour que : [f"+ o] = | + [I2. 2. Calculer BC.
2. soit ABCD un carré, 1 le milieu de [BC] et ] le 2.f Soit deux vecteurs if et v tels que [if || = V2,
point tel que CJ =1TCD' lo=5 e wv=7.
=* - - — —
Démontrer que ([A) L (I]). Onpose: {'=4d -7 et J=-3u+70.
Démontrer que (7, 7) est une base orthonormée
2.d  Soit ABCD un parallélogramme. du plan.

Démontrer que : ACBD = AD? — AB2,

—3.1. Relations métriques caractérisant un triangle rectangle

On sait que la relation BC2 = AB? + AC? est caractéristique! d'un triangle rectangle en A.
La propriété suivante donne deux autres relations caractéristiques d'un triangle rectangle en A.

1. La relation BC? = AB? + AC? est dile caractéristique d'un triangle rectangle en A car c'est une condition nécessaire et suffisante pour que
le triangle ABC soil rectangle en A. [Les triangles rectangles en A sont les seuls triangles vérifiant cette relation.)
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Soit ABC un triangle, H le projeté orlhngonnl de A sur [BC). :
Les énoncés suivants sont équivalents :

(1)  ABC est rectangleen A ;
(2) BC?= AB?+ AC?;

(3) BA?=BHxBC;

(4) AH? = -HB x HC.

Démonstration guidée

On a démontré dans le premier cycle que : (1) & (2).

Dans le premier exercice du paragraphe 2.3, on a démontré que : (1) = (3).

e Justifier que : (3) = HA? + HB? =BH x BC.

* En remarquant que BH x BC = BH? + BH x HC, démontrer que : (3) = (4).
Démontrons que : (4) = (1).

* A V'aide d'un développement ]usuﬁer que; | HA.(AB + AC) = —2 HAZ

* En remarquant que HB.HC = {HA + AB] [HA + AC), démontrer que : HB xHC = AB.AC - AH2,
¢ En déduire que : (4) = (1).

On a démontré successivement que : (1) = (3) ; (3)=(4) ; (4)=(1).

Ces trois implications entrainent les trois équivalences suivantes :

MeE) ;3 Ble@) ; @eO)

F'P&iﬁ;.‘lﬁémop r que trois prc
f trois nnpl:cahons smvantes

ilena e R L L e S e e e

‘Soit ABC un triangle queiconque
‘On pose:a= BC;b=AC;c= AB
‘Ona: a’:bz-i-cz ZBccosA.

Démonstration
—
a? = BC?
= (AC — AB)?

— — — —
= AC? +AB% - 2AB.AC
= b? + c% - 2bc cos K
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Remarque

« Ce résultat, connu sous le nom de théoréme d'A] Kashij
» 8énéralise le théoréme de Pythagore a un tri-
angle qUEfm"qUE En effet, dans le cas d'un triangle rectangle en A, le terme 2bc cosy:'l s’annule et on
retrouve : a?=b?+c2

« AB.AC = bc cos A. On a donc : AB.AC = _2_(,52 +02 - u"")

o De méme, on a les relations : b2 = a? + ¢2 _ 34, cos B;

?=a?+b?-2abcos T
o Ces relations permettent, entre autres,

de déterminer les mesures des angles d’un triangle dont on
connait les longueurs des cétés.,

__3..3... Theoreme de la medmne

T T —p s o

' Soit ABC un trismgla quelconque el [AA'] la o édlana TR
‘relative A [BCl.Ona: | i , erle s

1) ABZ+ AC* = ZAA'Z BC _
(2 ABAC 2 & BC2 A

Demonstration 3u1dee
(1) * En utilisant 'égalité AB2 +BT(52 = {A_ﬁ' +.e§'-f3)3 + {ﬁ' +,£"&_’f‘_“.]2 , démontrer que :
ABZ +AC2 = 2AA2 + AB2 4+ AC2 + 2:@'.'.[5(‘13 + Ef:].

¢ Que peut-on dire de : AB+ AC?

* Exprimer A'B? et A'C? en fonction de BC2.

* Conclure. )

() » Déduire de (1) que : -(AB? + AC? - BC?) = A2 - BC.

* Conclure en utilisant la deuxi2me remarque du paragraphe 3.2.

Pmu: JdévelopperfjABz 11 est souvent utlle dmtmdmrp ' :
: lier. Un peu d! expénence perrnet de choisir h bllam' '

' On peut cependéﬁt retenir que Iorsqu une expressmn est d type _MA’ “MBZ _’m_._ a mterél A
'[ mtrndu:re le mlhau 1 de {AB] De. merne lorsqu une expresmnn est du ype MA + MB + MC
ou MAZ + MBz + MCz ona mlérét & mtmdmre le cantre de grav:lé G du lrtang!e ABC.

i i s L T T A SESE A eI
!_ ot s i i CH e oA SR A R RR Y B

el PSRN ‘__'i._..

* Le triangle étant quelconque, les médianes [AA’], [BB’] et [CC'] jouent des roles symétriques. On a
donc aussi :

2887 + ACC_ paz 4 pe? ; 20C% + AF_ ca? + CB.

* Ces rel'atmns permettent de calculer fes longueurs des médianes d’un triangle dont on connait les lon-
Bueurs des célés.

—3.4, Travaux diriges

EEEEEE Soit ABCD un quadrilatére convexe tel que : AB =1; BC =2 ; mes A=s0;
mes B = 120° ; mes C = 60°. Calculer les arrondis d'ordre 2 de DA et DC,
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Solution guidée
La figure est constituée de « deux triangles accolés » : ABC et ADC.

Dans ABC, on connait l'angle B et ses deux c6tés adjacents, on peut donc calculer AC en utilisant I

théordme d'Al Kashi.

e Démontrer que : AC = /7.

D Dans ADC, on connait AC. On peut aussi déterminer
l'angle D opposé a [AC] car la somme des mesures des
angles d'un quadrilatére convexe est 360°.

’ v = » Démontrer que : mes D = 100°.
1 120° 60° ‘ Pour déterminer les autres cotés du triangle, il faudrait
‘ connaitre un autre angle, par ef_g_r_np]e ACD. Pour cela,
B 2 C il suffit de déterminer l'angle ACB.

On pourrait utiliser le théoréme d'Al Kashi dans le triangle ABC puisqu'on connatit la longueur des
trois c6tés. Comme on connait aussi 'angle B, il est plus simple d'utiliser le théordme des sinus..

* Démontrer que : mes ACB = 19,11°.
¢ En déduire que : mes ACD = 40,89°.

e En utilisant le théoréme des sinus dans le triangle ADC, vérifier que : DA = 1,76 et DC = 1,69.

WE X T CICOS BLor s o LA A AR A o A A A A

3.0  Soit ABC un triangle tel que : 3.c  ABC est un triangle tel que : AB = AC = 2BC.
AB=AC=4etBC=3. Déterminer les mesures des angles de ce triangle.
Calculer la longueur de chacune des médianes.

3.d Soit ABC un triangle, A' le milieu de [BC], B'

3.b scit ABCun triangle tel que : celui de [CA] et C' celui de [AB].
AB=4;AC=7; mes A = 120°. Calculer BC. On posea=BC, b=CA, e= AB.
Déterminer les angles B et C. Calculer la lon- Exprimer AA'2 + BB'Z + CC" en fonction de a,
gueur de chacune des médianes. b, c.

it () et (5 ) dans une base arthonormee (7). On @ : &t = xc't yy'.
Démonstration
u=xi+ wi et u=xT+ y'i

' = (xi+ yj ).(x'T+ y'j).
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péveloppons a l'aide des propriétés du produit scalaire : &.5"

L 2 o o
wu =xx'ic+xy’i j+yxlj.i +yy'j?
puisqueé (i, j) est une base orthonormée : i2 = |[{)2 = 1; 2 = |t =1 et T.] = . T=0.

[l reste : T’ = XX+ YY"

Pémonstration

-1 ++{0
Onsaitque : i (0) et j (1)

D'aprds la propriété précédente, on a : u.

Eid
i=xX1+yx0=x et Uj=xx0+yx1=y.

emaemaas

+ La formule U.u" = xx'+ yy' permet de retrouver facilement I'expression de la norme d’un vecteur dans
une base orthonormée et I'expression de la distance dans un repére orthonormé :

soit E'(';) dans une base orthonormée, ||| = vx? + y?;

soit A(;r:) B(;g) dans un repére orthonormé, AB = u"(xB =x P +(yg - ya P

* Soit ﬁ'(‘;) dans une base orthonormée. Le vecteur 5'('{:’ )est orthogonal a u.

En effet : u.v = al- b) + ba = 0.

4.2, Travaux dirigés

. ; 1 5
EEREEEE 1. Dans un repére orthonormé on considére les points A(g). B( ), C(D).

1
Déterminer la mesure de chacun des angles du triangle ABC.

Solution

AB=1(1-3)% +(1-2)2=5
AC=V(5-3)2 +(0-2P=22
BC=V(5-1) + (0-1)*= A7

—p —

ABAC=ABx ACcos A & C0S A= 25=F
h(-2\ | 2(2

R8(2): 5(2)

—_— e
ABAC=-2 = cos A = f10

10 _ _ —— )

Il suffit d'utiliser une calculatrice ou une table trigonométrique 4pour déterminer mes A : mes A = 108,4°.
~ {2\ . A&

;0“ peut déterminer de Ja méme fagon mes B : BA(j) ; BC(—])'

BA.BC=7 = cos B = ﬁgg

mes B = 40,6°.

] - C

* On pourrait encore déterminer de la méme fagon mes C mais il est plus rnnpide d'uliliser qli{} la sEmme
des mesures en degré des angles d'un triangle est égale & 180 : mes C = 180° - 108,4° — 40,6° = 31°.
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. i —{3 l
EEEEEEE 2. Dans une base orthonormée (i, j ), on considére le vecteur "(4)‘ ||
|

1°) Trouver les coordonnées d'un vecteur non nul v orthogonal a u.

2°) Trouver les coordonnées du vecteur i de norme 1, culméalre auetde méme sens que u. Trouver
les coordonnées du vecteur j' de norme 1, colinéaire a v'et de méme sens que v.

3°) a) Soit w( ) dans (:._,r ). Trouver les coordonnées de o dans la base G v J i

b) Soit 13(;) dans (i, j ). Trouver, en fonction de x et y, les coordonnées de w o dans la base (i”, j7).

Solution .
1°) On remarque que le vecteur t_:'(_;) est orthogonal a ﬁ'(4).

297" = L et
: |n” Tk

vi PR L 3/5 -, (—4/
liél=191=5 = " (32) et " (3/5)

3°) a} (i", j”) est une base orthonormée, dong :

lg(x:)dans (i"J) o x=Bi e y=w) o x'=12 ¢ y'=23,
Yy 5 :

- —b =P — =F — ’ ' it
b)w(';:)dans (i',j'] = x'=w.i' et y':lDJ’ o ox =E.'E.;-—égm et y'= us Y .

Eemgrgue

On aurait pu choisir pour v tout vecteur colinéaire & celui choisi dans la solution ; toutefois, quel que

soit ce choix, le vecteur j~ ne pouvait avoir comme coordonnées que (_;';5 ou (_‘g 155)

WE XCTCICOS BZor s sttt o i

Sy 1 -2 5
4.a Calculer w.v'dans chacun des deux cas de fign- A(.':l)' B( 1 ). C(_3)
e :‘:I-dBSSDUS. 4 Démontrer que ABC est un triangle rectangle
] § en A. Déterminer les longueurs des trois cotés
1 o \ _I }_l et les mesures en degrés des trois angles de ce
o T O O \|=l 1 triangle.
el \* _)17
|t : ?J Il - .
| r EEE Sl 4.c  Soit x un nombre réel. On considere dans un

repdre orthonormé (O, 7, j') les deux points :
4.b  Dans le plan muni d'un repore orthonormé A(:_) et B('_:)

-+ : 3 ‘ -_—
(O, T..) on considere les points : Déterminer x pour que : mes AOB =%

74 Produit scalaire
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ZE xercices

Utilisation des définitions

1 Calculer : . —‘
u.a; = N
Wb ' ‘/1/”"
u.c. @ = |

u -

2 Calculer i’ et o]l sachant que :
[l = |07 : Mes(a, 97) = -?—:;- etup = 2.
3 Ealt:_!:l'-ler ; A 1
AB.AC
AD.CB
AC.
AB,

o &)

B - C

8 soit A, B, C trois points tels que :
AB=2;AC=,3etAB. AC=3.

1. Calculer mes BAC.
2. Construire C connaissant A et B.

5 Soit u'et v° deux vecteurs.
On pose : a = Mes (i6:0).
1. Dans le cas ot [’ = 2,3, [0l = 3. u:%.
calculer w’v!
2. Dans le cas on &.0'= -;— o= %‘ lle’ll = 2.
calculer || Donner, & l'aide de la calculatrice, une
valeur approchée de || & 1072 pres. 2
3. Dans le cas ob &.6= 3. ] = 2, ol = 1'5-
déterminer lal.

6 Soit (€) un cercle de diametre [AB], Hun point
de (AB], (%) la perpendiculaire 2 (AB) en H.
Soit M un point de (€).
La droite (BM) coupe (%) en N.
1. Démontrer que . BM.BN = BN.BA. s
2. En déduire que le produit scalaire BM.BN reste
constant lorsque M décrit (€).

7 Soit ABC un triangle isocéle de sommet A tel
que : AB = 3 et BC = 4. Soit H le projeté orthogonal de
A sur la droite (BC), K le projeté orhogonal de H sur
(AC).

Calculer AH. Calculer AK. AC de deux manires diffé-
rentes et en déduire la valeur de AK.

\\\"

_ ~_

B Soit [0X) et [OY) deux demi-droites telles que
I'angle XOY soit aigu et A un point de [0X) distinct de
0. On considare :

* A’ le projeté orthogonal de A sur (0Y) ;

* B le projeté orthogonal de A' sur (OX) ;

* B’ le projeté orthogonal de B sur (OY) ;

* C le projeté orthogonal de B' sur (OX).

1. Démontrer que : OB? = OA”. OB".

2, Démontrer que :0A.OC = OA". OB".

3. En déduire que OB est la moyenne géométrique de
OA et de OC.

On appelle moyenne géométrique de deux nombres
réels positifs a et b le nombre Jab.

9 Soit (€) un cercle de centre O et de rayon r. On
considdre sur (6) deux points A et B et leurs symé-
triques respectifs A’ et B' par rapport 2 O.

1. Démontrer que :

—_  —% — — — — s g

AA.AB =BB'.BA' et AA" AB_T BfE;BA._b 5

2. Démontrer que les sommes AA'. AB' + BB'. BA et

— - —  —

AA'. AB + BB’. BA' sont constantes lorsque A et B par-
courent ().

Utilisation des propriétés
A

—

10 Calculer AB. AC.
4 b
B 5 C
11 Soit A(;) et B(?) dans le repere orthonormé

(0.7 ).

Démontrer que le triangle OAB est isocéle. Evaluer les
angles de ce triangle.

4 D

12 ABCD est un rectangle.

Calculer AC. DB. 5 1

B C

13 Que peut-on dire des points A, B, C lorsque :
—r — — —
AB?+AC?+2AB.AC=07?

oy

44 Les droites (@) et
(@) sont-elles perpendicu-
laires 7

~1(D)

(@) -

415 Que peut-on dire des trois vecteurs u, v'et
ol ——
lorsque : it.i0 = 0.0 7 G
Représenter trois vecteurs u, v et w vérifiant cette rela-
tion.

Produit scalaire 75

I

Scanned by CamScanner



16 Soit ' et o'deux vecteurs tels que :
1l = J2 ;o] = 2 et Mes (w,7) = %.

Calculer : (26’ =0") ; (0’ - 20.(310+ D) ; (3u +0)%

17 Soit «’et v deux vecteurs tels que :
] =1et|p] =2et Mes (1, ¥) = %

Calculer : (& + 02 ; (@ - o). +0) (2 +0).(i - 30).

48 Soit et o"deux vecteurs tels que : [l = 2 ;
(2i= 5. + 0) = 2 ; Mes (£, ¥) = %~
Calculer [&.

19 Soit et v"deux vecteurs tels que :
[l = 2/l - 6 et &2 -2 =09.
Calculer : i et [,

20 1. Soit i et v deux vecteurs non nuls.
Démontrer que : [i]] = [p]] & (&-0) L @' +0).
2. Déduire de la question précédente qu'un parallélo-
gramme est un losange si et seulement si ses diagonales
sont perpendiculaires.

IDémonstration de propriétés

21 Soit ABCD un carré, I le milieu de [AB] et ]
celui de [BC). Démontrer que (A]) et (DI) sont perpen-
diculaires.

292 Soit ABCD un carré.

On considére le point B’ de [CD] c D
et le point C" de [AD)] tels que :
CB' = 2 CD et AC’ = AD. B

1. Les droites [BB’) et (CC') sont-
elles perpendiculaires ?

2. Calculer une valeur appro-
chée 2 10~ pr2s de mesB'BC".

C

23 Soit ABC un triangle équilatéral de coté 1. Les
points ‘A’, B’ et C' appartiennent respectivement aux
segments [AB], [BC] et [CA] et sont tels que :

AA = BB’ = CC' =%.

1. Calculer le produit scalaire : AB, AC.
— _— —+ =

Que peut-on dire de BC.B'A’ et CA.C'B" ?

2. Quelle est la nature du triangle A'B'C' 7

248 Soit un rectangle ABCD. On considére :
* sur la demi-droite [AD), le point B' tel que AB' = AB ;
e sur la demi-draoite opposée a [AB), le point D' tel que
AD’ = AD.
1. Démontrer que (BD) L (B'D’).
2. Que représente D pour le triangle BB'D" 7
En déduire que (DD’) L (BB').

25 On donne un carré ABCD et un point M de la
diagonale [BD). On désigne par H et K les projetés
orthogonaux respectifs de M sur (AB) et (AD).
Démontrer que : (HK) L (CM).

76 Produit scalaire

26 Soit A et B deux points donnés du plap tels
que AB = 3. On appelle O le milieu de [AB].
1. Pour tout point M du plan, calculer MA_MB en fonc.

tion de la distance OM.
2. En déduire le lieu des points M du plan tels que

MA. MB = 4.

27 On considére, dans le plan rapporté 4 un rep.
re orthonormé (O, T. J), les points :

-1 1 1 2
A7) B(%)- (o) P(5)
1. Démontrer que ABCD est un parallélogramme.
s Déterminer les longueurs de ses cotés et évaluer ses

angles. )
3. Vérifier que la somme des carrés des diagonales esy

égale & la somme des carrés des cotés.

28 Dans une base orthonormée (1, J'), on consids.
re les vecteurs : 1
(-2 o ' by
a(3) o'(3) o (--1—)'
1. Calculer : 2
3’ + 20 : 3+ 207 ; [13i - 20l
2. Calculer :
3Tl + 2087 ; 13i + 207 : [l3e— 20"
3. D'une manidre générale, quelles conditions doivent
vérifier deux vecteurs u et v pour que, quels que soient

les nombres réels positifs a et b :

lla”+ b5l = alir’| + bl ?

(Géométrie analytique

29 On considére un carré ABCD. Soit I un point
de [AB], ] un point de [BC], K un point de [CD], L un
point de [DA] tels que : Bl = C] = DK = AL.

Le but de l'exercice est de chercher la nature du qua-
drilatére IJKL.

On pose AB = a et Bl = x.

1. Calculer IJ en fonction de a et x. Calculer de méme
JK, KL ot LI. Qu'en conclure en ce qui concerne la natu-
redelJKL?__ :

2. Calculer 1].1IL.

En déduire que 1JKL est un carré.

30 On considére, dans le plan rapporté & un repé-
re orthonormé (O, T, J), les points :

AR BC%): oF) o(%)

Démontrer que ABCD est un losange.
Evaluer mes ABC et mes BAD.

31 On considbre, dans le plan rapporté a un repd-
re orthonormé (O, 1, j), le point A tel que : OA = Jet
Mes (i; OA) =-’::—.

1. Calculer les coordonnées de A.
2. Calculer les coordonnées du point H, projeté ortho-
gonal de A sur la premidre bissectrice (droite d'équd”
tion y = x).

n

3. En dé6duire la valeur exacte de cos g -
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Relations métriques

32 sSoit ABC un triangle, H le projeté orth
de A sur (BC). Pgonal
pémontrer que si ABC est rectangle en A, alors -
1 1 1 '
— ——  —
AB? AC? AH?
33 Soit ABCD un parallélogramme.
1. Démontrer que : 2(AB? + AD?) = AC? + BDZ.
Enoncer ce résultat sous forme d'un théorame conce
nant les parallélogrammes. T
2.0ndonne: AB=4, AD=2, BD=5,

Cj}guler ~_AC, puis les mesures en degrés des angles
BAD et DAC.

34 Soit ABC un triangle, I le milieu de [BCl.Hle
projeté orthogonal de A sur (BC). '
1. Démontrer que : AC? — AB2 = 2 BC. Al
2. En déduire que : AC? - AB2 = - 2 BC x[H.

35 Soit ABC un triangle isoc2le en A et M un
point du c6té [BC]. _
Démontrer que AM? — AB2 = MB xMC.

36 Soit ABC un triangle tel que : mes A = 60° ;
AC=3;AB=5.
On appelle H le rayon de son cercle circonscrit et S 1"ai-
re de ABC. BN
Déterminer BC, B, C, Aet S.

37 Soit ABC un triangle. On appelle S son aire.
On pose :a=BC; b=CA;c=AB.
On sait que: mes A = 45% b = 3 et § = 3. Déterminer la
longueur de chacun des c6tés et les angles de ce triangle.

38 Pour déterminer la distance entre deux
poteaux M et N, on s’est placé en deux points A et B
distants de 20 m tels que M et N soient situés dans un
méme demi-plan de frontitre (AB). A I'aide d'un ins-
trument de visée, on a déterminé les mesures en degrés
des angles suivants :
mes MAN = 50° ; mes N&E‘:—- 45°;
mes MBN = 40° ot mes MBA = 30°.

1. Construire la figure (on s'aidera d'un rapparfe:fr).
2. Pour calculer MN, on peut procéder comme suit :
a) calculer AM dans le triangle AMB ;

b) calculer AN dans le triangle ANB ;
¢] calculer la distance MN dans le triangle AMN.

APPROFONDISS

39 Soit et & deux vecteurs non colinéaires.
1. Démontrer que si i5 est colinéaire ameta v,
alors o = 0. B
2. Démontrer que si w est orthogo
alors & = 0. (On pourra remarqu
base de V et calculerw?.)
3. Application i
i i i tels
Soit ABC un triangle. Délennglﬂr g%s’{po:lts
AM_BM:OB‘A v = e
Lorsque M # A, que représente M pour le triangle ABC?

nal a wetd 'E.'.
er que (i, v ) est une

que :

80 On considere un triangle ABC et M un point
quelconque. e —
1. Démontrer que ﬁ:ﬂ. ﬁf: +MB.CA + h_l'f: Kﬁ =0.
2. Soit H le point d'intersection de deux hauteurs.
Démontrer en utilisant la premiére question que H
appartient aussi & la troisidme hauteur,

81 Soit (€) un cercle de_diamétre [AB], C un
paint de (¢) distinct de A et B. A tout point M distinct
de A, on associe le point d'intersection N de (AM) et de
la perpendiculaire & (AB) passant par C.

1. Démontrer en utilisant plusieurs fois l'interprétation
géométrique du produit scalaire que :

AM AN = AC%
2. Réciproquement, soit M un point du plan distinct de
A tel que : AM AN = ACZ. M appartient-il & (€) ?

B2 Soit (4) un cercle de centre O et de rayon r, M
un point quelconque du plan.
1. Soit [IJ] un diamatre de (€). Démontrer que le produit
scalaire MI. M] ne dépend pas du diamatre [1]] choisi.
2. Une droite passant par M coupe (¢) en deux points P
et Q. Soit P' le symétrique de P par rapport a O.

— — — =
Démontrer que : MP. MQ = MP. MP".

3. En déduire que h-TPh"‘.['Q reste constant lorsque P
décrit (4).

B3 Une droite (@) coupe un cercle (€) en deux
points A et B. Une autre droite perpendiculaire a (2)
coupe (2) en I et (%€) en deux points C et D.

Démontrer que la médiane issue de I du triangle AIC est
la hauteur issue de I du triangle BID et réciproquement.
(On pourra utiliser la 3° question de I'exercice n® 42}

B8 ABC est un triangle rectangle en A. Soit [AH]
la hauteur relative au cété (BC], M et P, les projetés
orthogonaux de H sur (AB) et (AC) respectivement.

Démontrer que : BM? + CP2 + 3AH? = BC2.

45 Dans un triangle ABC, on considére les
milieux respectifs I et ] de [BC] et [AC]. On pose :
BC=a, AC=hb et AB=c,

Démontrer que AL B] = a?+ b?=5c2

86 On considére un cercle (4) de centre O ot de
rayon R. Soit M un point intérieur a (), {A) une droite
passant par M. (A) coupe le cercle (¢) en deux points A
et B. La droite (A') perpendiculaire en M & (A) coupe (6)
en deux points C et D. On désigne par H et K les
milieux respectifs de [AB) et [CD] et on pose : d = OM
1. Calculer en fonction de d le nombre réel : .

: OH? + OK2,
2. En utilisant le théoréme de la médiane d i-
angles AOB et COD, calculer en fonction d:nds (la?sf;rlle
nombre réel : AB? + CD?,
3. Calculer, en fonction de R, le nombre réel :

MA? + MB? + MC? + MD?2,
87 Droite d'Euler

Soit ABC un triangle. On considére A" B' C
milieux respectifs de [BC], [CAJ, [AB]. . B, C les
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Soit H 'orthocentre, G le centre de gravité et O le centre
du cercle circonscrit au triangle ABC.
1. Démontrer que :
OA + OB + OC = 30G
- i —

=0OH+ HA+2 OE.
En déduire que le vecteur 3 OG - OH est orthogonal au
vecteur BC. T
2. Démontreg que le vecteur 3 OG — OH est orthogonal
au vecteur CA, @ i
3. Démontrer que : OH = 3 OG. En déduire que O, G et
H sont alignés (la droite passant par O, G et H est appe-
lée droite d’Euler). .
Démontrer que : AH = 2 OA".

/8 On donne un triangle ABC et le point A’
milieu du cété [BC).
1. Démontrer que :
AB? - AC? =2AA.CH
—p e el
=BC.BA — CB.CA.
2. En déduire I’équivalence des trois énoncés suivants :
a) le triangle ABC est isoctle en A ;
b) A’ est le projeté orthogonal de A sur (BC) ;
¢} BC.BA = CB.CA.

&9 On considere un triangle ABC. On construit le
carré ABFE situé dans le demi-plan de frontidre (AB) ne
contenant pas C et le carré ACGD situé dans le demi-
plan de frontiere (AC) ne cunieninz pas B.

1. Comparer les angles CAE et BAD. . . _,
2. Comparer les produits scalaires AC. AE et AD. AB.
3. Soit M le milieu de [BC]. Calculer AM. ED. En dédui-
re que la médiane [AM] du triangle ABC est hauteur du
triangle AED. . e

4. Démontrer que les angles DAE et BAC sont supplé-
mentaires. S -

5. Comparer les produits scalaires AD. AE et AB. AC.

6. Démontrer que les droites (CE) et (BD) sont perpen-
diculaires.

50 On se propose de démontrer que la somme des
carrés des longueurs des quatre c6tés d’un quadrilatére
est supérieure ou égale A la somme des carrés des lon-
gueurs des deux diagonales.

1. Soit ABCD un quadrilatére. On considere le point E
tel que BCDE soit un parallélogramme.

Démontrer que : (AB + CD).(AD + C_ﬁ] = AE?,

2. Démontrer que : o

AC? + BD? = 2AB? + AD? + BC? - 2 AB.AD ~ 2 BC. BA.

AC? + BD? = 2CD? + CB? + AD? — 2 CB.CD - 2 DC. DA,

78 Produit scalaire

En déduire que : T
AC? + BD? = ABZ + BC? + CD? + AD?~ AB.AD -BC, B}
—CB.CD -DC. DA. el
_ Déduire des questions précédentes que :
;Dz +AC? = :"&lclliz + BC? + CD? + AD? Conclure.
4. Peut-on avoir
BDze+ AC? = AB? + BC? + CD? + AD*?
Enoncer le résultat sous forme de théoréme.

59 On considére un triangle ABC et (A) une droj.
te passant par le sommet A.
. ]EI;' est le projeté orthogonal de B sur (A).
* C’ est le projeté orthogonal de C sur (A).
« B” est le projeté orthogonal de B’ sur (AC).
e C” est le projeté orthogonal de C' sur (AB).
« (B'B") et (C'C”) sont sécantes en I.
Le but du probléme est de démontrer que (Al) est per.
pendiculaire a (BC).

—_— — 5 ——|-I ._*'

1. Démontrer que :ﬁ_ug.élf F_n_léA_L(E =f_’\_§ AC.
2. Démontrer que : AC.Al =AC.AB’ = AC'.AB".
Conclure.

|
!

52 On considere un triangle ABC tel que BC=a,
AB=cet AC=b.
1. Démontrer qu'un point M est sur la bissectrice de A
si ot seulement si :

AM(-E- AB - -E- AC] =0,
2. [AA’] est la médiane relative 2 [BC].

Démontrer que A’ est sur la bissectrice de A si et seule-
mentsib=c.

53 Formule de Héron d’'Alexandrie.
Soit ABC un triangle.
Onpose:a=BC;b=CA;c=AB.
On appelle p son demi-périmatre et S son aire.
On se propose de calculer S en fonction de @, b et c.
1. Démontrer que cos A = —blz‘i:—_“z .

En déduire sin2 A en fonction de a, b, c
2, Démontrer la formule de Héron d'Alexandrie :
S={plp-ap - b)p- .

3. On appelle r le rayon du cercle inscrit dans ABC.
a) Démontrer que S = pr.

b) En déduire que r = ,1'_’ (p-al)p - b)p=- o ;

¢) On appelle R le rayon du cercle circonscrit 2 ABC.
Calculer R en fonction de a, b, c.
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Droites et cercles
dans le plan

n géoméirie plane, le cercle et la droite jovent un réle privilé-
gié. Nous allons, dans ce chapitre, compléter leur étude. Nous
introduirons notamment deux notions ufiles :

= les représentations paramétriques de droites ;
— les équations cartésiennes de cercles.

Do DIOIES .ooooveiivicecreeeeeeeetee e e ses e ssrenseeenenees B0

2. COTEIRSG ..ovuswiioss i R S T Nt bt s e s A e 89

Droites et cercles dans le plan 79
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~ Droites
—l.1. Vecteur directeur et vecteur normal

Ty a4 -__ = A G
B S ey =

mmmmmm  Utilisation d'un vecteur directeur d'une droite

Prop rletes -

S
Soit (@) et (ED'] deux dm:les ayanl respeclivement wet u’ pour wrteurs directeurs. )
| 'On a les propriétés suivantes :

5:{1] @NE@ o u et u culméalres ;

,l(zl @)1l (@) < u_l.u. '

uetu’ ayant respectivement pour d:recnons ceHes dp [@3] et( } ces pmpnétés sanr éwdentes

Pronete e 3B R

]
Pour tout point A et tout vecleur i non nul, i
i
i

‘F. ........

4 P b PR,
R

i l.l existe une et une seule droite passant par A et dirigée par i, e

La démonsfmnon de cette propneté est :mmédmte pmsqu ‘on smr qu il existe une et une seu.'e dro.lte
passant par un point donné et paralléle a une droite donnée.

Smt [ED] une drmte de vecleur dlredeur u et A un pnmt de {EB}
Pnur tout pomt M du pian. ona: :

M E [9:] a AM et w colinéares.

e e o e e e bt i et B 4 oA g P B i S L TR e S

o IR s s i e il B e g e i e e L et s Wil

Démonstration
=
Soit B I'unique point du plan tel que: AB = it.
La droite (AB) est paralléle a (2) et contient A, c'est donc (D).
On a démontré en classe de troisiéme que pour tout point M :
M €E (AB) & A_I:'I et AB colinéaires
& AM et & colinéaires.

D'ou le résultat, puisque (@) et (AB) désignent la méme droite.
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Soit (D) uneé droite et i un vecteur non nul ; on déduit de Ja démonsrmnon précédente que ¥ dirige (D)

siel seulement si il existe deux points A et B de (D) tels que AB =

gammmm Vecteur normal

et X e e

b5

Toute droite (3) admet une infinité de vecteurs normaux tous colinéaires entre eux. Il suffit de considé-
rer tous les vecteurs directeurs d’une droite perpendiculaire a ().

On a les J:*t-)priétés smvantes 1 : W
[:l] {‘?D] ff @) & n et n’ cohneau'es Ao
[2] @1 (@'] c:o n (LTI o 55

I:é;-dlrectmns demetn’ étant respectwement perpendlcuimres a ceHes de (D } et @ ), ces pmpnétés

sont évidentes.

Puur tnut pomt A et tout vecteur 7 non nul,
il existe une et une seu]e droite passant par A et de vecteur normal 7.

st immédiate puisqu’on sait qu il ex:ste une et une e seule droite

ia démonstration de cetté ropriété e.
e diculaire @ une droite donnée.

passant par un point donné et perpen

Soit (%) une droite, 7 un vecteur normal a (@) et A un point de (@).

Pour tout point M du plan, ona: g
_ ME (@) < AMln.

Démonstration

* SiM = A, la propriété est évidente.

* SiMx A, AM et 7t sont orthogonaux si et seulomo
re, si ot seulement si M appartient a (%), unique dr
celle de 7.

nt si leurs directions sont perpendiculaires, ou enco-
oite passant par A et de direction perpendiculaire
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1.2, Equations cartésiennes d'une droite

Dans ce paragraphe, le plan est muni d'un repére (O, i J.

mmmmmmm Exemples introductifs

* Désignons par (9,) la droite passant par le point A(g) et dirigée par le vecteur & 2

Soil M( ) un point du plan. Cherchons une condition nécessaire et suffisante portant sur le couple (x ; y)

pour que M appartienne & la droite (%,).

Ona: Me(®,) < AM e_t_f:' colinéaires
< det (AM, u) =0

x=-3 3
y-2 1

= x-3-3(y-2)=
= xr-3y+3 =0.

- = . x -1
* Le repere (O, i,j') étant orthonormé, on désigne par (2,) la droite passant par le point B( 1) et de vec-

teur normal ' ) Soit M(* y) un point du plan, on cherche une condition nécessaire et suffisante por-

=

tant sur le couple (x ; y) pour que M appartienne 2 la droite (%,). @y)
Ona: ME(@,) < BMLR
= BM.E.= 0 B ..+1

o —4x+1)-(y-1)=

& —4x-y-3=0. /CTO 7
Flb

pmmmmm Cas général
‘Theoréme

rLe plan estmum d‘un reperﬂ {0. :._r} el Ak . 5
‘ s Tlom ;et c tels que. puur !nut pn:nt M

S ' :M'ema'aﬂbyw—a '
[2} Smt a,betc des nombres réels tels que H [a. b] * [D (1) Bl 'i i e |
' l'ensemble des pumts M ) tels que m: + by-%: '_.c = ﬂ est une"'drulte dmgée pnr u (';’) ::-::_ i

Démonstration quidée

(1) Soit A xu) un point de (2), ﬁ(%) un vecteur directeur de (9) et MG) un point quelconque.
4]

« Calculer det (AM, ).

« En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que M appartienne a (2).

(2) Soit (E) 'ensemble des points M(;) telsque: ax + by +c=0.

On va démontrer que (E) n'est pas vide.

« Démontrer que, dans le cas ol a # 0, le point de coordonnées {—EC; 0) appartient & (E).
 Démontrer de méme que, dans le cas ol @ = 0, le point de coordonnées (0 ; —--ﬁ-] appartient  (E).
On désigne par (x, ; y,) une solution de I'équation ax + by + ¢ = 0 et par A le point de coordonnées
(x,: y,)

* Soit E’(-ab) : démontrer que, pour tout point M(; ,on a: det (AM, @) = ax + by +c.

* En déduire que (E} est une droite de vecteur directeur F:’(:f’).
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el

BRI L MR A P e T

e Soit (@) une droite admettant ax + by + ¢ = 0 pour équation cartésienne. Pour tout nombre réel k non
nul, kax + kby + ke = 0 est une autre équation cartésienne de (B). Toute droite admet donc une infi-
nité d’équations cartésiennes.

« Soit (%) une droite d'équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 dans le repére orthonormé (O, %)
n (g est orthogonal & & (_ab), donc 1 est un vecteur normal a (%).

* Soit (3) une droite d'équation cartésienne ax + by + c = 0. Toute droite (D') paralléle a (D) admet une
équation du type ax + by + d = 0 (puisqu’elles ont méme vecteur directeur). On peut déterminer le
nombre réel d en substituant dans I'équation de (@'} les coordonnées d’un point de (2°).

mmmmmm Equation réduite
On a vu en classe de troisidme que toute droite non parallzle & I'axe des ordonnées admet une équation
cartésienne du type y = mx + p. Cette équation est appelée équation réduite de la droite.

m est le coefficient directeur et p I'ordonnée a l'origine.
Toute droite parallzle & 'axe des ordonnées a une équation réduite du type : x = g.

Soit (®) une droite d'équation réduite y = mx + p.

ﬁ'(:l est un vecteur directeur de (?), A (g) appartient & (D). )
On en déduit une construction simple de (@) (cf. le point méthode qui suit). // [/

2
7T

P /0 T

1. Du nom de René Descartes [1598-1650), pare de la géométrie analytique.
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Le plan est muni d'un repere (O, T:_T}
Pour construire .laidi-oite (@) passant par A
et de coefficient directeur m, on peut :

[' — placer le point A ; _

- — construire le point B tel que AB=T7+ mj

T :
' La droite passant par AetB est alors la drmte ('E'D]

v

|
[
L
i
;
T
i
1

(%)
'Dans un repére orthonormé direct (O, i, j ), une droite (@), non PO
paralléle a l'axe des ordonnées, de vecteur directeur u i tel que - -
Mes[:. _.] o, a pour coefficient directeur tan o.. SRS e | \__.<f

Démonstration guidée \
¢ Donner les coordonnées du vecteur en fonction de o. .
II_??_II " (@) @)

La paralléle () a_q_gn] passant par O a méme .

vecteur unitaire —;:;- que (D).

ey

« En déduire une équation de (2').

o~ =
» Ecrire I'équation réduite de (2’). \i \_.\‘\/f
1 ¥ \

e En déduire le coefficient directeur de (D).

Remarque

g
Soit (D) une droite dirigée par U avec Mes(i, ) = o D'aprés la démonstration précédente, F(t'::z c;) est
le vecteur directeur unitaire de () de méme sens que u.

1.3, Travaux dirigés

EEEEEEE 1. Le plan est muni du repére (O, ?,’f]
Soit A(_";) et BG) deux points du plan, (2,) et (D,) les droites d'équations cartésiennes respectives :

3r+y-3=0 et x-2y-1=0.

1°) Vérifier que A € (2,). .
2°) Déterminer les cuordonnées de C, point d'intersection de la droite (2,) avec la droite (,) passant

par B et paralléle a (9,).
3°) Démontrer que (2,) est une médiane du triangle ABC.

Solution

1°)3x2-3-3=0.Donc: A € (2,).

2°) U (';1) est un vecteur directeur de (3,).

(D,) est paralléle a (@,), donc (D,) est la droite passant par B(i) et dirigée par .
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Pour tout point M(;), ona:
M E (@,) © det (BM,d) =0
< 3x+y—10=0.
Soit (x, y) le couple de coordonnées du point C.

o |

x=3
Donc (3,) et (2,) sont sécantes en C(g)

y=1.
3°) Soit I le milieu de [AB).
(2
Ona.l(m). 2-2x-1 ~1=0.Donc, 1€ @,).

@
I
0

,
v
A

+

(D3)

(9,) contient le point C et le milieu I de [AB]. Donc (@,) est la médiane passant par C du triangle ABC.

EEEEEEN 2. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 4 7).

. 1 3 -1
On donne les points A(z), B(l) et C(—i)'

1°) Justifier que A, B et C sont non alignés.

2°) Déterminer les coordonnées de l'orthocentre H du triangle ABC.

Solution guidée
1°) = Calculer det [A_ﬁ,ﬁ‘é].
* Conclure.

2°) » Déterminer des équations cartésiennes des hauteurs (@)
et (D) du triangle ABC passant respectivement par B et C.
(Dg): —2x—3y+9=0;
(De): 2x-y +1=0.

* Calculer les coordonnées du point d'intersection H de (@)
et (%c}

On trouve :

(On pourra contréler graphiquement ce résultat.)

Eemargue

Il est souvent utile de faire une figure pour contréler ou conjecturer des résultats de calculs.

—1.4. Représentations paramétriques d'une droite

mummmmm  Exemple introductif

-, i 2 2 3 i
Le plan est muni d'un repére (O, 7. 7). On considere les points A(-—S) et B(_5) et on désigne par (D) la

droite (AB). -
On veut déterminer les couples de coordonnées des points C et
respectives — 1 et —:Z‘,— dans le repére (A, B) de la droite (2).

— Xpn— 2
-A—C’.=_F = 'rc_z_ 1 -ﬁfﬁ:%f ﬁ{ o 3
Yyo+3=2 UD"B
Xp = o
o f %=1 ﬁ{ =73
Yo =~ 1. 8 Yp="
3
Donc : C(_ll). Donc: D 13
3

D d'abscisses
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* Plus généralement, si M(;) est le point d'abscisse ¢ dans le repére (A, B) de la droite (2), on a :

AM =t AB ﬁ{ c:a{

y+3=-2¢ =-—3-2L

mmmmmm Cas général

Le plan est muni d'un repére {0 1, J ] R
‘Soita, b, x o Y, des nnmhres réels tels que : {a b} Y {D 0). , s
L'ensemble des points M[* pour lesquels il existe un nombre réel ¢ vériﬁant {

‘estla drmte (‘363 passant par le pnint A( ) et dmgée par le vecteur w (g) CRedded
. _ ﬂ e - N [ he ¢

x x+at
y y°+bt :

D¢ monstration
Soit A(J ) ( ) et (@) la droite de repere (A,u).

Pour tout point M( ) du plan, on a:

MeE (@) < AM et © colinéaires .
& il existe un nombre réel ¢ tel que AM = tir.

) — _ X = xn-.at X=x_+ al

Or: AM-=tu w{ gy bt ﬁ{y:y:+bt-
i g X=x +at

Denc: M € (@) <« il existe un nombre réel ¢ tel que:{ @

y=y,+ bt

| Le plan esl muni d'u.n repere (0. 1,;-], '_ .'-' i

On dit que le systeme {

dans le repere [0 t,J]

Remaraues

* Si M j est un point de (@), le nombre réel t vérifiant { j ;O I gﬁ est unique ; c’est I'abscisse du point

M dans le repére (A, u) de la droite (%). On dit que M est Ie point de paramétre t.

* Une droite (%) admet plusieurs représentations pamméi‘nquf.'s, chacune étant déterminée par le choix
d‘un point A sur (%) et d’un vecteur directeur u de (®).

—l.2. Exemples d'utilisations des représentations paramétriques
Le plan est muni d'un repére (O, Z 7.
mmmmmm Démontrer qu'un point qppurﬁent ou n'appartient pas @ une droite

Soit (D) la droite de représentation paramélnque{ 2 % 31 £ (¢ € R) et deux points A( ) et B(_?’l).

0=1-2t

5= 72 43¢ admet une solution.

Le point A appartient & (@) si et seulement si le systéme {

86 Droites et cercles dans le plan

l

—

Scanned by CamScanner



1
t=—

Or: { g - é : g: i { 2 | Donc ce systéme n'a pas de solution et A & (D).
- 1

Le point B appartient & (®) si et seulement si le systdme { Q] e admet une solution.

-1=2+3t
Or: {3= 1-2¢ & t=-1. Donc ce systdme admet une solution et B € ()
' 1t=2+9t =—1, ystdme adme .

mEmmmm Trouver une équation cartésienne d'une droite définie par une repré-
sentation paramétrique

On considére la droite (@) de représentation paramétrique {'t " g : g: (t € R).
On veut trouver une équation cartésienne de (). e

$1™ méthode

La droite (@) passe par le point A(El) et est dirigée par (_52)

On procéde comme précédemment en utilisant l'équivalence : M € (@) < det [A_I\}'L &)=10
* 2° méthode (élimination du paramétre)

Soit M(;) un point de (@), il existe donc un nombre réel ¢ tel que : { f: = ; : gi
Onadonc: 2xr+5y=2(-1+5¢) + 5(3 = 2¢) = 13.

Donc () a pour équation cartésienne : 2x + S5y-13=0.

mmmmmmm Trouver une représentation paramétri
équation cartésienne
On considere la droite (®) d'équation cartésienne 6x — 5y+5=0.

On vérifie que (D) passe par E(g) et est dirigée par w (g)

Donc : {‘; ) g: (¢t € R) est une représentation paramétrique de (@),

que d'une droite définie par une

—1.6. Travaux dirigés

EEEEEEE (O, i, j) est un repére du plan, Etudier les positions relatives des droites (2,) et (D,) de
représentations paramétriques respectives :

=3t Lfx=1+3¢L ;
@):{y2 752 CER et @):{IZ1% e

et déterminer, s'il y a lieu, les coordonnées de leur point d'intersection.
Solution guidée

& i sgempes et B |-
31(_21) dirige (%,), uz(_i,) dirige (9,) et det (u,,u,) = | 2 o l=-4

Les droites (2,) et (@,) sont sécantes car det (U,,i,) # 0.

On cherche les coordonnées de I(;). point d'intersection des droites [@1] et [932].

* 1™ méthode
Ona:l€ (@,) et I € (D,). 1l existe donc deux nombres réels r et s tels que :

x=3-r x=1+3s

M  {32l1%a o {3 =i 2a.
1
Le couple (r ; s) vérifie donc le systéme : (s=-%
~1+ 2r=4-2s 2s + 2r =5. r=.
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m:u::- N

D'od par substitution de r et s dans I'un ou l'autre des systémes (1) :

y =
4
§ ; 4 N
Les droites (2,) et (@,) se coupent donc au point I g | 9
e & '3
2

¢ 2¢ méthode
Vérifier que 2x + y — 5 = 0 est une équation cartésienne de (D,).
(2,) et (2,) sont sécantes en I, donc I appartient a (2,).

Il existe donc un nombre réel ¢ tel que : {;::11-:3:3 (1).
Deplus:IE[%I] < 2vx+y-5=0 )
o 2(1+31)+4-2t-5=0 7
< 4t+1=0
- o]
e L= e

3 Scut par exemple. deux'dioztes (QD} ot [Qb
L repéres respecnfs (A1) et (A
r ‘Les paramé_tms_ de L dans chacune ~des deux représenta-
: tmns paramé i ues: assomées aux'-repéres (A _’} et (A'-,__J. )

WE X@ICICES Brts i o i R o o s

l.a Le plan est muni d'un repére orthonormé 1.b  Le plan est muni d'un repére (0, 7. 7).
(0, 7). Soit (2) la droite de représentation paramétrique :
Donner une équation cartésienne puis une représenta- {'; g'; 2 (« € R).
tion paramétrique des drmE;; : (_1) Parmi les points suivants : ﬁ ( (3) A ( )
1. passant par les points A{_) et B : 2
5 1 ﬂ(-:a)!,t 1. A _21 2+{[3

2. passant par le point C( CIZ) trouver ceux qm appartiennent h Ia drmte [‘3&}.

et dirigée par le vecteur E(;) ;
y l.c Le plan est muni d'un repdre (O, T 7).
3. passant par le point D( 42) et dirigée par le vecteur 7’ Vérifier que les droites (D) et (2') de représentations
paramétriques respeclives :
4, passant par le point E( )et dirigée par le vecteur J'; (@) - { = "“L (k € R) et (@) ; {" - 2i +1 (teR)

sont sécantes et trouver les coordonnées de leur point

5. passant par le point F(-sa) et de vecteur normal E'(g)‘ dintersection
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—2.1.. Exemples introductifs

Dans ce paragraphe, on utilisera essentiellement les expressions analytiques de la distance et du produit

scalaire. C'est pourquoi on se placera toujours dans un repare orthonormé (0,1, /') puisque ce n'est que
dans un tel repére que ces expressions sont connues.

Les résufrars suivants ont été établis précédemment.

- Cercle defini par un de ses diametres 1 Cercle de son.
Solt A et B deux points dlstmcts du plan, So:t I un pomt du plan,
() le cercle de diamatre [AB. R un nombre réel strictement positif,
Pour tout point M, on a : (6) le cercle de centre I et de rayon A.
ME (@) o MA. MB = 0. Pour tout point M, on a:
MeE(€¥) & IM=R
& IM? = R2,
M M
B
A
() (€)
Exemples
» Equation cartésienne du cercle de diamatre [AB] | » Equation cartésienne du cercle de centre I(;z) et
Oﬂ A(_zl) Et B(_Sz)t de I'B‘_I,I'OII 2.
Pour tout point M(;), ona: Pour tout point M(;). ona:
M € (€) & MA. MB = 0 ME (6) & IM2 = 4
Sx+1)x-3)+y-2)y+2)=0 e+2)+(y-3)2=4
o +yt-20-7=0. Sxl+y+4x—6y+9=0.

—.2. Cas général

Prop rletes

B B o e
B——— W A e

Leplanastmnni d'un repére orthonormé (0 I,J] ' i b S e LIRS e A &30
[’1] Soit [‘G) un eorcle il exurln des nnmhres réels a, b etc tel.s que. pour tout pmnt M(y) !
;' - ) ' ME[‘E}:;’+33 Za.r 2by+c 0.

E{Z] soitﬂrbutcdesnnmbmréels, i : e 5

tels que ok y _ 2ar- 2by +c= ODest:
da, i : 0
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Démonstration quidée

(1) Soit (6) un cercle, I(E) son centre et R son rayon. Soit M(;) un point quelconque.
e Calculer IM2,

* En déduire que : M € (4) < 12+ y?—2ax—-2by+a’+b*-RE=0

(2) Soit (E) I'ensemble des points dont les coordonnées (x ; y) vérifient : x? + y? — 2ax - 2by + c = 0.
Soit M(;) un point quelconque.

* Vérifier que : % + y? = 2ax - 2by + c= (x - a)? + (y—-b)2 -a? - b* +c.

* En déduire que : M € (E) & (x-a)? + (y-b)2=a?+ b -c.

* Trouver la nature de (E) dans les trois cas suivants : @ + b2 —c<0;a?+b?—c=0;a%+b*-c>0.

Remarque
Soit (¢) I'ensemble des points M vérifiant x? + y? - 2ax - 2by + ¢ = 0.

On sait que () est soit vide, smt un point, soit un cercle. Si I'on connait deux points distincts de (%),
alors (€) est un cercle.

—2.3.. Travaux dirigés

EEEESEE 1. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, j).
On donne les points A(El), B(g) et C(_12
1°) Démontrer que les points A, B et C sont non alignés.

2°) Déterminer les coordonnées du centre I du cercle () circonscrit au triangle ABC.
3°) Déterminer une équation cartésienne de (‘€).

Solution quidée

1°) ® Calculer det (ﬁ-ﬁ. Eﬁ) et conclure.
2°) » Déterminer des équations cartésiennes des droites (p) et (D), médiatrices respectives des seg-
ments [AC] et [AB].
» Déterminer les coordonnées du point L.
3°) ¢ Calculer le rayon du cercle (6).
» Donner une équation cartésienne de (€).
* Controler graphiquement les calculs.

EEEmEmmE 2. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7).
On donne les points A(_:’;). B(:g)

Soit (€) le cercle de diamétre [AB].
1°) Donner une équation cartésienne de ().
2°) Déterminer les points d'intersection du cercle (6) avec la droite (2) passant par C( )

et dirigée par ﬁ'(_‘la)

Solution
1°) Pour tout point M(;). ona:
ME (6) © MA-MB =0

o (x-3)x+1)+y+1)y+3)=
o a2+ yt-2x+4y=0.
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2*]{;‘“)f

Soit MG) un point de (@) ; il existe donc un nombre réel ¢ vérifiant {

D'ol, par substitution de t dans (1) : {

Donc (€) et (9) sont sécants en C(_:“;) et D 1

=1+ 1

-1-3¢

ME(€)=x?+y? -2 +4y =0

S 1+ +(-1-302-2(1+¢)+4(-1-3t) =0 -
J

& 10tE-6t-4=0

A= 5&2—35-2=U
U ] [

ﬁﬁ[[t 3) ﬁl]_u

o 5(t-1)(t + -%-): 0

< (=1 ou

f=—=,

L B | )

1

3

5

5

Remargue

Pour déterminer les coordonnées des points d'intersection d'un cercle (€) et d'une droite (%), il est en
général plus facile d'utiliser une représentation paramétrique de la droite (%) plutét qu‘une de ses équa-

tions cartésiennes.

= 2
—_g4 OU

=

(¢ € R) est une représentation paramétrique de la droite (%).

x=1+1

y=-1-3¢ ()

(‘)

e enfes

ME X @I CICeS B i i o i aairs s o o am

2.a

2b

2.c

Le plan est muni dun rep2re orthonormé
©, %7

On considére les points A(_z.l) et B(g)

1. Trouver une équation cartésienne du cercle

de centre A et de rayon 3.
2. Trouver une équation du cercle de centre B

passant par A. _
3. Trouver une équation du cercle de diamétre

[AB].

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(©, ¢ 7).

Déterminer l'ensemble des points M(;) véri-
fiant les équations suivantes :

1.2+ -6x—4y-3=0;

2.2 +yt-4x+6y+15=0;
3..r2+yz—?.rf:-3+2§ﬁ+5=ﬂ.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, T' T'). Tracer et trouver une équation du

cercle (€) de centre A g dans chacun des cas

suivants :

a) (%) est tangent & l'axe des abscisses ;

b) (€) est tangent & 1'axe des ordonnées ;

c) (€) est tangent 2 la droite (%) d'équation :

2vr+3y+1=0.

2.d

2.f

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, T 7). On considdre le point A 32) et la
droite (@) d'équation =2x + y + 4 = Q.

1. Tracer le cercle (€) passant par A et tangent
a (D).

2. Trouver une équation de (‘6).

Le _Blan est muni d'un repére orthonormé
(0. 7 7). i 4

On considére les points A( 1 ) et B(:])'
Déterminer et construire 'ensemble des points
M tels que : MA.MB = -1,

Le plan est muni dun repére orthonormé

.77, N e
On considére les points A(Tz ) et B(ﬁ)

1. Déterminer une équation de l'ensemble (€)
des points M tels que : MA? + MB? = 76.

En déduire que (€] est un cercle dont on déter-
minera le centre et le rayon,

2. Soit I le milieu du segment [AB]. Démontrer
que pour toul point M du plan, ona:

MAZ + MB? = 2 MI? + 26.

Utiliser cette propriété pour retrouver les
résultats de la premidre question.
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[E quations cartésiennes
de droites

T Le plan est muni d'un repere (O, T 7).
Parmi les points A(g) B(_;) C(_{l). D(g) E(_;?).
F(g) G(_;). H(g). préciser ceux qui appartiennent
aux droites d'équations cartésiennes :
(B,):2¢v=3y+5=0; (@,):3x—2y+4=0;
(@;):4x +3y+1=0; (@y):—x-2y+8=0.

2 Le plan est muni d'un repére (O, 7’ J'). Dans
chacun des cas suivants, déterminer une équation car-
tésienne de la droite (%).

1. (2) passe par A(_zl) et B(}l).

2. (%) passe par C(_zs) et est dirigée par F(,})

3. (@) passe par D(_sl) et est paralléle 2 la droite d'équa-
tion cartésienne 7x —4y + 3 =0,
3 Le plan est muni d'un repére orthonormé

(0, T, 7). Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation cartésienne de la droite (@).

1
1. (%) passe par A(-%-) et admet r?(_27) pour vecteur
normal. N

2. (2) passe par B(‘;) et est perpendiculaire & la droite
d'équation 3x + 5y — 8 = 0.

3. (@) est la médiatrice du segment [CD] ol C(an)

et D(g).

& 1. Soit A, B et C trois points disgi_r*lcts.
Démontrer que le vecteur AC AB + AB AC dirige la

bissectrice de BAC.
2. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 7, J).

Trouver une égquation cartésienne de la bissectrice de
BAC dans chacun des cas suivants :

; A(j). B(-;) ot c(g) ;
() (e c(32)
{3 off )

3 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(O, ©7.7), on considre les points A('_':) B(g), C(j) et

5 5 0
les vecteurs 6'(3) et r?(_sa).

92 Droites et cercles dans le plan

ZExercices

1. Sur une figure soignée, représenter la droite (AB), ]

point C, les vecteurs i et n-

Quelles conjectures la figure suggére-t-elle ?

2. Déterminer une équation cartésienne de (AB).

3. Les conjectures établies & la premire question sont-

elles vérifiées 7

6 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(0, 7.7, on considere la droite (3) : — 2x + 3y — 6 = 0.
1. Déterminer une équation de la droite (2'), image de

(%) par la translation ¢ de vecteur E'(_iz).

2. Déterminer une équation de la droite (2"), image de

(@) par la symétrie S, de centre n(_ss).

3. Déterminer une équation de la droite (2'"), image de
(%) par la symétrie orthogonale S d'axe la droite de
repere (O, 7).

7 Le plan est muni d'un repzre (O, 7, J).
Etudier les positions relatives des droites d'équations
cartésiennes :
[‘_7!‘11) t3x+6y—-5=0;
(@) :x+2y+5=0;
(Zg) i ax~y+1=0;

(@) :x=2y+4=0;
(@) :~x~5y+3=0;
(Bg) : 7x— 14y + 8= 0.

8 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, T, 7). Dans chacun des cas suivants, les droites (@)
et (2') sont-elles perpendiculaires ?
1.@):2x-3y-5=0; (@'):6x+4y—-3=0.
2.@):-x+2y-8=0; (D):2c—-y+4=0.

3.@):5x-6y-2=0; (@):F-L-1=0
id -i_—q; =
{EA‘)).? 2+2 0.

_? Le plan est muni d'un repére orthonormé direct
0.7 ).
Dans chacun des cas suivants, déterminer 1'équation
réduite de la droite (@) :
1. (@) est la droite passant par A(‘;) et de coefficient
directeur 6 ;

2. () est la droite passant par B(‘fa) et dirigée par un

4.(2):7x+3y-5=0:

-
vecteur o' vérifiant Mes (T, i) =%.

10 Soit (@) 1a droite de coefficient directeur m
b .1."',\).
passant par A(yﬁ
1. Démontrer que (2) admet pour équation :
¥ = y,u) = mlx - x,).
2. Déterminer l'équation réduite de (@) dans les cas sui-
vants :

m=2 at A(;) tm=-1 et A(_{?)‘

11 Le plan est muni d'un repare (O, 1, ). "
1. Soit (D) : y = ax + b une droite dirigée par ﬁ'('ﬂ)-
(e # 0). Exprimer a en fonction de a et f.

2. Déduire du graphique ci-dessous les équations
réduitﬂs de [@‘L {%2]' (931 et [@{]
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1_1 2 Le plan est muni d'un reptre orthonormé

(O, T, 7)) direct.
1. Calculer les coordonnées des vecteurs directeurs uni-
taires de la premiere bissectrice (droite d’équation y = x).
On appelle ' celui pour lequel : T &> 0.

& . = Py =
Soit I et A les points tels que : Ol = T'et OA =&’
2. Démontrer que ©'+ u est un vecteur directeur de la
bissectrice de 10A.

3. En déduire la valeur exacte de lan-g-.

13 Le plan est muni d'un repare (O, ©. 7).
Dans chacun des cas suivants, étudier les positions
relatives des droites (@) et {2') et déterminer, s'ily a
lieu, les coordonnées de leur point d'intersection :

1.B):2x-y-5=0et (D):7x+y-4=0;
2.@):=5x+2y—7=0et (B):3x—-y+4=0;
3.(2):3x-7y—-2=0 et (2'):18xr-56y—-12=0;
4. (2):5xr + 7y—1=0 et (D) :4v-11y-34=0.

Représentations paramé-
triques de droites

14 Le plan est muni d'un repére (O, T 7).
Dans chacun des cas suivants, donner une représenta-
tion paramétrique de la droite (D) :

1. (2) passe par A(—az) et B(;) :
2. (2) passe par C(El) et est dirigée par F(‘:) ;
3. (@) passe par D(fz) et est paralldle a la droite d'équa-
tion2x-y-6=0,

15 Le plan est muni d'un repére orthonormé
0.7 .

Dans chacun des cas suivants, donner une représenta-
tion paramétrique de la droite (@) :

1. (%) passe par A(‘;) el est perpendiculaire 3 la droite
d'équation —x + 5y —8=0; :
2. %) est la médiatrice du segment [BC] ol B("z)

et c(fz).

16 Le plan est muni d'un repere (O, T, J).
Trouver une représentation paramétrique de la droite
(@) dans chacun des cas suivants :

1. la droite (@) passe par A("f‘) et a pour vecteur direc-

14

2. (%) est la droite passant par A(_.lz) et B(_ll) :

3. (D) a pour équation cartésienne : x — 2y + 5 = 0.

17 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0. 7. 7). Dans chacun des cas suivants, déterminer une
représentation paramétrique de la droite (%) :

1. (@) est la droite passant par A(_al) et de coefficient
directeur—1;

2. (@) estla droite passant par B(_34) et dirigée par un

vecteur  vérifiant Mes (7, 1) = —%“.

18 Le plan est muni d'un repare (O, T, 7).
On considere la droite (@) de représentation paramétrique :

x=—2+ 3t
{y = 1 -4t [t = R]
1. La droite (%) passe-t-elle par A(_iz) t Par B(jl) ?
Par C (f,) ?

2. Quel est le point de (@) qui a pour abscisse 0 ? Quel
est le point de (@) qui a pour ordonnée 0 ?
3. Donner une équation cartésienne de la droite ().

19 Le plan est muni d'un repare (0, . ). On
considere les droites (2) et (2') de représentations para-
métriques respectives :

x=—2+ 3¢ x=1-1¢
{y= 2t eeR o {y=b+mt (t € R)
ot m et b sont des nombres réels.
1, Peut-on trouver des couples (m ; b) tels que (@) et (')
soient paralléles ?
2. Peut-on trouver (m ; b) pour que (@) = (@) ?

20 Le plan est muni d'un repere orthonormé
direct (O, i} ). Dans chacun des cas suivants, détermi-
ner les coordennées du vecteur directeur unitaire i de
la droite (@) vérifiant . T"= 0, puis calculer la valeur
exacte, ou & défaut une valeur approchée en radian, de
Mes (T, ') :

1{%){;:tf (tER);
2, [@1{32_22'_;: (tER);
3. tm{;:fl:‘{& (tER);
4.(@]{;:;ji: (t ER).
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21 Le plan est muni d'un repére (O, ?'f]
Représenter graphiquement les droites :

3 L[z
1. (@) passant par A| 2 | et diripée paru 30 ;
4

X =
2. (@) =
{ ys= Sn +t \57

22 Le plan est muni d'un repdre orthonormé
(0. ¥ 7). Trouver un vecteur directeur puis une repré-
sentation paramétrique de la bissectrice de BAC dans
chacun des cas suivants :

A A e
24(3)-2(35) (%)
3. AG). B(g) ot c(g)

23 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, T Dans chacun des cas suivants, étudier les posi-
tions relatives des droites (@) et (2') dont on donne les
représentations paramétriques. Lorsqu'elles sont paral-
leles, préciser si elles sont disjointes ou confondues.
Lorsqu'elles sont sécantes, préciser si elles sont per-
pendiculaires ou non.

(t € R).

1{323:3: tER) ; {;:ﬁi;i (t € R).
2. {y 1‘2: (tER) ; {‘;:I'g (t €R).
LEIIE wem ¢ 3L wem
4{; f+§: teR) ; {;:i:gi (¢t € R).

24 Le plan est muni d'un repére (O, 7, 7). On
considére les dmﬂes (@) et (2') de représentations para-
métriques respectives :

PIity (ERm @ {y—3+2t (t € R).

(@) et (@) sont-elles paralléles 7 Trouver les coordon-
nées de leur point d'intersection s'il y a lieu.

{x=z+3¢ x=1-t

25 Soit (@) et (2') deux droites sécantes en O, A
un point de (@) distinct de O et u un vecteur directeur

de (D).

(@

1. Soit M un point de (2'). Démontrer que M = O si et

seulement si AM et & sont colinéaires.

2. Le plan est muni d'un repére (O, T, 7°). Utiliser le
résultat précédent pour calculer les coordonnées du
point d'intersection des droites (2) et (2') de représen-
tations paramétriques respectives :

{x=—2+3t (teR) et {.‘L’:l—t

y= 1-4t y=3+2¢t (CER.
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26 Le plan étant muni d'un rep2re orthonormg
(0,7 7), on consmdém les droites

- 3t _
@,): { IO LER) et (@):-3r+ayso,

1 le pomt A( ) appartient-il & (%,) 7 Appartient-i] 3
(@,)

2. ]usnfier que (D,) et (B,} sont perpendiculaires.

3. Déterminer les cnordonnées de leur point d'intersec-

tion.

[Equations cartésiennes

de cercles
27 Dans un repere orthonormé (O, 7.7, on donne
les points :
1+ ‘{-zi 1 1- '& . 1- '%-3'
SR O R IR L Y
2 2
J3

i
1 x 2
E(U) D F

g

Démontrer que ABCDEF est un hexagone régulier.

28 Le plan est muni d'un rep2re orthonormé

(0, )

1. Trouver une équation cartésienne du cercle (€) de
centre O et de rayon 5.

2. Trouver une équation cartésienne du cercle (€') de

centre A(s) et de rayon 3.

29 Le plan est muni d'un repere orthonormé

©, %71

1. Trouver une équation cartésienne du cercle (€) de
-2 1
centre A( 1) et passant par B| - |.

2. Donner les coordonnées du point C diamétralement
cpposé 3 B,

30 Le plan est muni d'un repére orthonormé

(0. T.7). ..
On consideére les points B( ) et C( )

Trouver une équation cartésienne du cercle de diamétre
[BC). Préciser les coordonnées du centre de ce cercle,
ainsi que son rayon.

31 Le plan étant muni d'un repére orthonormé

(O, T, 7). on considere les points A( ) B(—Sl) et le
cercle (€) de diamatre [AB].
1. Déterminer une équation cartésienne de (€).

2, Les points O, C(_;). D(g) appartiennent-ils 2 (€) 7

32 Le plan est muni d'un repére orthonormé

.71
Déterminer 'ensemble des points M ) vérifiant :
1.2+ -4r+6y-3=0;
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2__r2+yz—-4.r+6y+13=0:

3. W=2)x+1)+yly-1)=0;

4. T+ 3P -6Br+1=0;

5. x24+ 2 +3x-7y+8=0;

6. (r—yllr+y)+ 22 =x+y+1;

7. {x+y + k)* = Zxy (ol k est un nombre réel donné);

8. 2%+ y? — 2kx—4ky + 4k? + 1 = 0 (od k est un nombre
réel donné).

33 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(O, %, j). on considere le point Q(i)
Soit M(’;) un point du plan.
1. Exprimer QM? en fonction de x et y (on préférera une
Jorme développée).
2. Déterminer le centre et le rayon du cercle () d’équa-
tion: x% + y% - 6xr - By = 0.
3. Soit (€) l'ensemble des points M du plan dont les
coordonnées vérifient : a2 + y? — fr — 8y = 0.

a) Les points O et Q appartiennent-ils a (%) ?
b) Construire (€).

348 Dans un repére orthonormé (O, i, 7), on donne

O X W

les points : A( 3) ; B(l) : C(—l)’

1. Démontrer que I'ensemble des points M du plan tels
que MAZ? + MB? + MC? = 50 est réduit  un point G qui
est le centre de gravité du triangle ABC,

2. Déterminer 'ensemble (%) des points M du plan tels
que : MA? + MBZ + MC? = 77,

Que représente G pour (%) ?

3. Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que :
MAZ + MB2? + MC? = 47,

4. Déterminer 'ensemble () des points M du plan tels
que : ZMA? - MBZ-MC?=1,  _  _,

Que représente le vecteur 2 OA — OB - OC pour l'en-
semble (¥] ?

[ntersection de droites
et cercles

35 Le plan étant muni d'un repere orthonormé
(0, T. J'), on considare :
¢ la droite (@) : 5x+y—-6=0;
* le cercle (%) de centre A g et de rayon 2.
Déterminer les points d'intersection de (¢) et (D).

36 Tangentes a un cercle paralléles a une droite
donnée, i
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, IJ']
On donne le cercle (€) et la droite (9) d'équations :
24yt —4x-2y-8=0 el 2x—-3y+1=0.
1. Faire une figure. Construire les deux tangentes au
cercle paralliles a (@).
2. Déterminer les coordonnées d'un point ot d'un vec-
teur normal de chacune d'elles. En déduire les équa-
tions de ces deux tangentes.

_,31 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(O, 7. J), on considere les points :

AG): 5(3) <(5)

1. Démontrer que A, B, C sont non alignés.

2. Trouver une équation du cercle (€] circonscrit au tri-
angle ABC. .

3. Déterminer les points d'intersections de (%) avec

I'axe des abscisses.

APPROFONDISSEMENT

38 Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(0, T, 1), on considere le point A(i) et le vecteurﬁ'(g).
Soit M(’;) un point du plan.

1. Déterminer graphiquement les coordonnées des
points B et B' images respectives du point A par les
translations de vecleurs_ﬁ:el -

2, Exprimer le nombre AM. n'en fonction de x et y.

3. Tracer la droite (%) : 3x+ 4 y-10=0.

4. Soit (¢) l'ensemble des points M du plan tels que :
Jx+4py-10=0.

a} Les points O, A, B, B' appartiennent-ils a (%) 7

b) Soit H le projeté orthogonal de M sur (BB'). Ou le
point H se trouve-t-il lorsque M € (€) 7

¢} Hachurer (€) en noir.

5. Soit (€’) l'ensemble des points dont les coordonnées
vérifient: 3x + 4 y — 10 < 0.

a) Les points O, A, B, B' appartiennent-ils a (8') 7

b} Donner une condition nécessaire et suffisante sur H
pour que M appartienne a (§’).

c) Hachurer (¥') en bleu.

39 Le plan étant muni d'un repére orthonormé

(0, 3 }), on considere le point A('al) et la droite (@) :
xX+y-2=0.

A tout point M de (@), on assacie le point N tel que :
AN =2 AH - 3 AK ot H et K sont les projetés orthogo-
naux respectifs de M sur I'axe des abscisses et I'axe des
ordonnées,

1. Déterminer une représentation paramétrique de ().
2. Calculer les coordonnées de N en fonction de celles
de M.

3. Déterminer le lieu (@') des points N lorsque M par-
court ().

A0 Le plan est muni d'un repere (0, . 7).
Soit (#) la droite d'équationx -~y -1 =0et (%) la droi-
te d'équation 2v + 3y — 7 = 0.
1. Déterminer le point d'intersection A de ces deux droites.
2. Démontrer que les équations ;
(Ze+3y=-7+2(x—-py-1)=0et
(2x + 3y - 7) - 3(x — y - 1) = 0 sont celles de deux
droites passant par A.
3. Démontrer que pour lout nombre réel A I'équation
(2x + 3y = 7) + Ax—~y=1) =0 est celle d'une droite
passant par A.
4. Démontrer que pour toute droite distincte de (@) et
passant par A, on peut déterminer A pour que I'équation
de cetle droite soit de la forme ci-dessus.
5. On considére les droites (4,) et (4,) d'équations res-
pectives :x =4y + 1 =0et 3x + 5y — 13 = 0. Donner les
déquations des droites distinctes de (4,) passant par le
peint d'intersection de (4,) et (A,).
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A1 Tangente & un cercle en un point de ce cercle.
Le plan est muni d'un repdre orthonormé (O, 7. J).
On donne le cercle d'équation :

22+ 2+ 2¢-6y—-15=0
1. Vérifier que le point A(_zl) appartient au cercle.

Faire une figure. Construire, sur cette figure, la tangen-
te en A.

2. Déterminer une équation cartésienne de cette droite.
On démontrera que cette équation peut se mettre sous
la forme :

XX + Yy, + (c+x,) -3y +y,)-15=0.
3. Généralisation.
Soit (%€} le cercle d'équation :
24+ yt-2ax-2by +c=0
et A(;:) un point de (6).
Démontrer que la tangente 2 (€) en A a pour équation :
v, + Y, —alr +x,) =Dy +y,)+c=0.

(On dit qu°on a obtenu I'équation de la tangente & par-
tir de celle du cercle par dédoublement.)

_.4_2 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, 1, j‘].
1. Déterminer une équation cartésienne du cercle (6) de
centre Q(f) et de rayon ;"3‘

2. Soit A(g) et B(-la). Démontrer que la droite (AB) est

tangente au cercle () en un point K dont on détermi-
nera les coordonnées. _
3. Déterminer une équation de la droite (%,) tangente

au cercle (€) en I(_ll) et vérifier que cette droite passe
par le point B.

4. a) Déterminer une équation de la droite (%,) passant
par A et tangente au cercle (€), autre que (AB).

b) Soit C le point d’intersection des droites (@,) et (D,).
Démontrer que le triangle ABC est rectangle en C et
déterminer une équation du cercle circonscrit a ce tri-

angle.

43 Le but du probléme est de fournir une métho-
de pour obtenir facilement une équation de la tangente
commune au point de contact de deux cercles tangen!s.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, T.’}’].

Soit (€) et (€’) les cercles d'équations respectives :
(x—2)2+y+3)?2-4=0;
(x-5)%+(y-1¢-9=0.

1. Démontrer que (6) et (¢’) sont tangents en un point

A dont on déterminera les coordonnées.

2. Vérifier que I'équation
(x—2)2+y+3?-4 —[(x=52+y-1)*-9]=0

est une équation de droite et que cette droite passe par A.

3. Vérifier que cette droite est une tangente commune

aux deux cercles.

B8 Le plan est muni d'un repére orthonormé
0,4,
1. Soit M(;) un point. Démontrer que :
||O_I:*I]| =1 & Il existe un réel ¢ de l'intervalle }- x ; n]

x=cost

telque:{y=sint.
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2. Soit r un nombre réel strictement positif. Déduire de
la question précédente le lieu (€) des points M(;) pour

lesquels il existe un réel ¢ de l'intervalle |- = ; 7] tel que ;
x=rcost

{ y=rsint’

3. Soit a, b, r trois nombres réels tels que : r 5 p,

Déduire de la question précédente le lieu (€’) des

points M(;) pour lesquels il existe un réel ¢ de I'inter-

x=rcost+a
valle |- = ; n] lﬂlque:{y:.rsin!+b'

x=rcost+a
Lesysl‘éme{yz rsint+hb

paramétrique du cercle de centre Q({;:) et de rayon r.

est appelé représentation

4. Application
On considére dans le plan un cercle (€) de centre O, un

point A de (6). A tout paint M de (‘€) on associe le point
— — —

Ntel que: AN =20M + 5 OA.

En choisissant un repére d'origine O, déterminer le lieu

géométrique des points N lorsque M parcourt (€).

45 Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 5, 7).
On considére le cercle (6) et la droite (%) d'équations
cartésiennes respectives :
(@) : v+t —dx+2y-20=0;
(@): x—y+4=0
1. Donner les éléments caractéristiques du cercle (€).
2. Trouver les points d'intersection A et B du cercle (€)
et de la droite (&)
3. Soit A un réel quelconque. Vérifier que la courbe (€,)
d'équation &% + y? — 4x + 2y — 20 — A(x — y + 4) = O est
un cercle qui passe par A et B.
4. Soit E un point quelconque du plan. Existe-t-il un
cercle passant par les points A, B et E ? (On discutera
suivant la position du point E).
5. Montrer que tout cercle passant par A et B a une
équation cartésienne du type :

e —dr+2y-20-Afx—y+4)=0

6. Application
On donne E(g)

Vérifier que les points A, B et E ne sont pas alignés.
Utiliser les résultats ci-dessus pour trouver une équa-
tion cartésienne du cercle circonscrit au triangle ABE.

46 Puissance d'un point par rapport & un cercle.
Soit un cercle (€¢) de centre Q et un point M extérieur a
ce cercle. Une droite quelconquo (%) passant par M
coupe (‘6) en deux points A et B.
On se propose de démontrer que le nombre réel
MA x MB est indépendant de (%). Ce nombre est appe-
Ié puissance du point M par rapport au cercle (6],

1. Soit r le rayon de (@), (T ) une tangente & (‘¢) passant
par M et T le point de contact.

Démontrer que : MT? = MQ? = 12,

2. Soit A et B les points d'intersection avec (6) d'un®
droite passant par M ot A' lo point diamétralement
opposéd Asur(€). _, . _, _,

a) Démontrer que : MA.MB = MA.MA"

b) En déduire que : MA x MB = MQ? - r%,
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Homothétie —
Rotation

La symélrie centrale, la symétrie orthogonale et la translation
sont des applications qui conservent les distances. On va éludier
deux applications dont 'une ne conserve pas les distances ; les
configurations associées ne sont cependant pas nouvelles ; on
reconnaitra les configurations de Thalés.

1. Homothétie .....cceen. s R "OR
2. Propriétés de 'homothétie ..o, 100
3. Caractérisations d'une homothétie ..........c.......... 105
B Rotabioh wisssssammmmmmremmssmsonsasassissy 08
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wJ.1.. Définition

memmmmm Introduction

Considérons les deux « lettres F » ci-contre.

Les distances n'étant pas conservées, aucune
translation, symétrie centrale ou orthogonale, ne A
transforme l'une des deux lettres en l'autre. -

Sur la figure, on a joint A et A".
* Joindre d'autres points qui se correspondent. <
On lesnotera Bet B, Cet C' ..,
Que peut-on dire des droites (AA’), (BB’) et (CC') ? L~
» Trouver une relation entre les vecteurs AB et |~
A'B’; entre les vecteurs CB et C'B". L~

e Trouver d'autres vecteurs vérifiant la méme relation.

S I

» Définition et exemples

Deflmhon SRR,

R P T

On note généralement hiox l homothéne de centre D et de rapport k

Exemples

« On a construit, ci-contre, les images A’ et B’ des B o7 |

points A et B par 'homothétie de centre O et de B W
; N

rapport — % et les images M’ et N’, des points M

et N, par I'homothétie de centre I et de rapport 2. A

e Si k =1, chaque point est sa propre image. Cette ;
application est appelée application identique et 0 M=M
est notée Id.

« Si k =~ 1, 'homothétie de centre O et de rapport

—1 est la symétrie de centre O car: OM’ = — OM. M fe) M

1.2, Conséquences de la définition

Pro ruete I i

Un pmnt M, snn lmage M’ par une hnmuthétie et le cenlm 0 de cette homnthéhe sant ahgnés %
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Démonstration
. g ' =g - f——
Puisque OM' = kOM, les vecteurs OM’ et OM sont colinéaires. Donc, les points O, M, M’ sont alignés.

Vocabulaire

Un point est dit invariant par une application f de @ dans ® lorsqu'il est sa propre image. Il est immé-
diat que O est invariant par hio k-

Pronete . =

A T AT A A e DT T e e St A

. Le seul pomt mvarlant, par une homothétm de mppart d.ﬁérenf d’e 1 gst sun centre__ 7

= T BRSBTS R TR S e R N e B L

Demonstration
Soit h 'homothétie de centre O et de rapport k.
Mestinvariant parh < M= h(M)

= ﬁid = ké_h:‘.[

& (1-koM=3

= -
< OM=0 cark=z1
& M=0.

Le seul point invariant par h est son centre O.

Remarque

Tout point est invariant par I'application identique.

b i e

Démonstration i
Soit h et k' les homothéties de centre O et de rapports respectifs k et i

_h(M) < OM =kOM
= @:—}c—c’_}.’-{' Cﬂrk#o

< M=hM)

Tout point M’ est I'image par h d'un point unique M et l'application qui & M’ associe M est h’.

Deflmhon det ke DS A e

‘pour laquelie tout pomt M’ est l’:unage d'un umque

.:Tdule a lmalmn du plan dans lui-méme
| 4 f et l‘apphcatinn qu; a M’ associe M est appaléa transfor-

5 pmnt M est appelée transformaunn du plan

‘mation réczpruque daf LB S

ion réciproque hg,1).
(o est donc une transformation ayant pour transfolrmatmn proque o, 1,

Remarque

Les translations et les symétries sont aussi des transformations du plan. Par contre, les projections ne
sont pas des transformations du plan.
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—1.3. Travaux dirigés

EEEEESS Soit ABCD un trapéze de bases [AD] et [BC] tel que AD # BC.

hétie transformant A en B et D en C.

1°) Démontrer qu'il existe une homot
3 hétie transformant A en C et D en B.

2°) Démontrer qu'il existe une homot

Solution
1°) Si I'homothétie existe, son centre doit étre aligné, d'une part avec A et B
O d'autre part avec D et C. C'est donc nécessairement le point d'intersection Q
I de (AB) et (DC).
% Utilisons la formulation vectorielle des propriétés de Thalgs.
Al D Dans le triangle OBC, puisque (AD) // (BC), il existe un nombre réel k tel que :
A I
/ 4 \ 0oC
/N OB=kOAet OC=kaD on k=28 =20
! .)/ H‘_& 0OA DD
g ] “&C L'homothétic de centre O et de rapport k transforme A en B et DenC.

prostes == 2u] On démontre de méme que lhomothéhe de centre O, point d'intersection

“de {AC) et FBD) et de rapport k’ = 8—;:& = g_z transforme A en Cet D en B,

WE X @I CICOS B s o A o S T

1.0 Construire les images des quatre sommets d'un 1.¢  Dans la figure ci-dessous, on a : AO = OB = BC

parallélogramme ABCD{ par I'homothétie de ; C[} ?}?E 9‘&‘:;0 =dDEI = Eg' i‘f'D' =DE’
fr {5 e . . oit h Fhomothétie de centre O et de rapport -1,
centre A et de rapport e e Thomicthd h, 'homothétie de centre O et de rapport - 2,

lie'de centre A et de rapport = —-. h, 'homothétie de centre O et de rapport -3,
h, I'homothétie de centre O et de rapport - 4.
1.b  Soit un triangle ABC, A’ le milieu de [BC] et G Déterminer les images de A et A’ par ces homo-
son centre de gravité. théties.

Démontrer que I'homothétie i de centre G et de
rapport -% transforme A en A'. Trouver les

images de B et C par h.
Démontrer qup 'homothétie ii* de centre A et

de rappor! - 3 transforme G en A’,
Définir les homothéties réciproques de h et k",

Soit h une homothétie de rapport k, M’ et N’ les
- images respectives par h de deux points quel-
‘conques MetN, Ona: MN' = kMN. 0

100 Homothétie — Rotation
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Démonstration

Soit h homothétie de centre O et de rapport k. Soit M ot N deux points quelconques, M* et N' leurs
lmages pﬂr h 01’1 a.

OM' kDM . b — i i .
{ Gr=koh = ON-OM'=kON-OM) ; don:  MN =kMN.

-2.2. Images de figures simples

lll_ Imuge d une drotie d'un SEQment d'une demi-droite, d'un cercle

= e aapat _;1!.-:-.:: ";.,'-f' P rATE non ':f“_'_""‘f' A ;!‘.' 2 i".“" i Hjﬂ
_ Soit h une homothétie de rapport k, A’, B’ et r IES unages respecuves de A, B {A # B) etl par h |
e) ] image de la droite (AB) est la droite (A’B’) et (A’B’) est parallele é (AB) ;

(2)  Timage du segment [AB] est le segment [A'B'] ;
(3)  limage de la demi- droite [AB) est la derm droite: [A'B'] s

(4)  limage du cercle de centre I et de rayon r est le cercle de centm I el de rayon lk|

Démonstration guidée

(1)

* Démontrer que : (AB)//(A’B’).

¢ Démontrer que tout point M de la droite (AB) a

son image M’ sur la droite (A'B’). . 8 ()
* Démontrer que pour tout point N’ de la droite \\
(A'B*), il existe un point N de la droite (AB) tel (@
que N’ = h(N). Al M B'
* Conclure.

On démontre de méme que I'image de la demi-droite [AB) est la demi-droite [A’'B’) et que I'image du
segment [AB] est le segment [A'B’).

On rappelle qu'un point M du segment [AB] est défini par : AM = t AB avec t € [0 ; 1].
(4) Soit un cercle (€) de centre I de rayon r.

L'homothétie de centre O et de rapport k trans- M
formeIenr.

Soit M un point, M’ son image par h. 2. :
* Démontrer que:IM=r o I'M'= ]ft|

On rappelle que : |\ @ || = A i ]I
* Conclure.

| Tnute homothétw transfunne trois points alignés en trois points alignés.

Oﬂ retient cette propriété en disant que toute homothétie conserve I'alignement.
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Exemple

On considare deux cercles de centres O et O’ sécants en M et N. Soit P le point diamétralement opposg
4 M sur le cercle de centre O et Q le point diamétralement opposé & M sur le cercle de centre O". Nous
allons démontrer, en utilisant une homothétie, que les points P, N et Q sont alignés.

O et O’ étant A égale distance de M et N, (00’) est h
M la médiatrice de [MN]. Elle coupe [MN] en son N
milieu I. o1l p
Le tableau de correspondance ci-contre donne .
les images de O, I et O' par I'homothétie h de | N
centre M et de rapport 2. 0] Q
P N Q

Les points O, I, O’ étant alignés, leurs images P,
N et Q le sont aussi.

e s e L3 -..-.', : e P :-':;‘_--.ﬁ.' Ry dtdlnt =30 1
o E e L R L S '.-'J__-r." b A “'.."-'.-'"J.'lr.-'-.‘.'- .Q"'v.\ et i
‘Pour démontrer que des points sont alignés, on p
H ¥ T '-'.:_ ey '.._‘-I" y o
: ::mot.h :_l. 2.8 q!:n 15 A néa; . it
S S O N e e S A S S R e T g e O S SSa

mmmmmm Conservation du parallélisme, de I'orthogonalité, du milieu

Propriétés

Toute homothétie transforme :

(1) deux droites parallgles en deux droites paralléles ;

(2) deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires ;

(3) le milieu d'un segment en le milieu du segment image. s i A
On retient ces propriétés en disant que toute homothétie conserve le parallélisme, I'orth ogonabréerf;
milieu.

Démonstration
(1) Soit (@) et (A) deux droites paralleles. Leurs images (2°) et (A”) sont respectivement paralléles &
(@) et (A). Comme (@) et (A) sont parall2les, il en est de méme pour (2’) et (A"). .

(2) On démontre de méme que deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites per-
pendiculaires.

(3) Soit [AB] un segment, I son milieu, A, B’ et I' leurs images respectives par une homothétie de
rapport k. D'aprés la propriété fondamentale :

A + e’ =kTA+kIB
=k [I_t{ + I_ﬁ]
=0 car, I 6tant le milieu de [(AB], TA+1B=0.
I' est donc le milieu de [A'B’].
Exemple

Soit un triangle ABC et A’'B'C’ son image par une homothétie h.
On se propose de démontrer que I'image de l'orthocentre de ABC est I'orthocentre de A'B'C’.

Limage par h de la hauteur issue de A est la droite passant par I'image A’ de A et perpendiculaire 8 I'ima- .

ge (B’C’) de (BC). C'est donc la hauteur issue de A’ du triangle A'B'C’. On démontre de la méme fa'(;c:n
que les images des deux autres hauteurs de ABC sont les hauteurs issues de B’ et C' du triangle A'B'C
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L‘1magﬂ du point d'intersection H des trois hauteurs du 1rmngle ABC est un point H' qui appartient donc
aux trois hauteurs du triangle A'B'C’.

L'orthocentre H du triangle ABC a donc pour image I'orthocentre H' du triangle A'B'C'.

On retient cette pmpnété en disant que I"'homothétie conserve If--: ang.’es orientés.

Démonstration : B A
D_'_a:prbs la Proprié}é l'onda:nentale : o s
C'A'=kCA et C'B' = k CB.

On en déduit que : (C'A", CB") = (CA, CB). ¢ g

Remarque A

Puisque I"homothétie conserve les angles orientés, elle conserve les mesures des angles non orientés.
Un triangle et son image par une homothétie sont denc semblables.

emmmzm Longueurs et aires

[Prop rlete ' '

IR e R ST Y TS

Smt h une homothétle de rapport k

i (1)  L'image d'un segment de lungueu st un s
= (2)  L'image d'une figure d'alre .94 est une ﬁgure d'alre'Hsﬁ

...... it e e 2 B L

(1) est une conséquence immédiate de la propriété fondamentale. Nous udmr‘ttmns Irr propnetﬁ (2)
que nous illustrerons par I'exemple qui suit.

Bl
Lxemple _ 4

Soit ABCD un rectangle. On a construit les images
respectives B’, C’, D' de B, C, D par I'homothétie de
Centre A et de rapport %— Comparons les aires des
deux rectangles ABCD et AB’C'D’.

L'aire 1 de ABCD est égale 2 AB x BC et celle &' de
AB'C'D’ est égale a % AB x % BC. Soit ' = % . 0 &

DI
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—2.3. Travaux dirigés

MESEE  Soit [OI] un segment tel que OI = 3. Soit (¢) le cercle de centre I et de rayon 1, h I'home.
thétie de centre O et de rapport — 2, A un point de (%), (2) la tangente en A au cercle (6).

1°) Définir et construire I'image (%6’) du cercle (€) et I'image A’ du point A par Ir.,
2°) Démontrer que l'image par h de la droite () est la tangente en A’ au cercle (€’).

Solution

1°) On sait que (') est le cercle de centre I', image de
Ipar h,etderayon:}|-2/x1=2.

2°) Désignons par (@’) l'image de (@) par h.

A appartient & (®)N(6), son image A’ appartient
(2')N(€"). (D) étant tangente en A A (€), (1A) est per-
pendiculaire a (2). L'homothétie conservant l'ortho-
gonalité, (I'A’) est perpendiculaire 2 (3').

A’
Ainsi, (') est la droite passant par le point A’ de (4’) et perpendiculaire & (I'A’). C'est (1a) | (ra)
donc la tangente en A’ 4 (€’). @) | @)

Eemargue

D’une maniére générale, on peut démontrer que, par une homothétie transformant A en A’ :
— une droite et un cercle tangents en A ont pour image une droite et un cercle tangents en A’ ;
- deux cercles tangents en A ont pour image deux cercles tangents en A'.

Pour retenir ces propriétés, on dit que I'homothétie « conserve le contact ».

WE X €T CiCeS B s o R

2.0 Soit un parallélogramme ABCD, O son centre, 2.c  Soit ABC un triangle et E un point du segment

B’ le symétrique de A par rapport A B et D' le [AB). La droite paralltle 4 (CB) passant par E
symétrique de A par rapport 3 D. Démontrer coupe le cdté [AC] en F. Déterminer la position
que les points B’, C, D’ sont alignés. de E pour que l'aire du triangle AEF soit le

) quart de celle du triangle ABC.
2.b  Un éleve a construit, au crayon, les images A'
et B’ de deux points A et B par I'homothétie de 2d oo considére les deux parallélogrammes

centre O et de rapport — 0,5. Malheureusement, ABCD et AB’C'D’ dessinés ci-dessous (le point
un coup de gomme intempestif a effacé les C’ est aligné avec A et C).
points O et B”. Reconstruire ces points dans les Démontrer que les droites (BD) et (B'D’) sont
deux cas de figure proposés ci-dessous. parall2les,

Premier cas :

B C

i DI

Deuxiéme cas :
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3.1. Diverses caractérisations d'une homothétie

D'apres la définition, une homothétie différente de l'ide

nti i
ot de son rapport. Nous allons d té est caractérisée par la donnée de son centre

ans ce paragraphe donner d'autres caratérisations d'une homothétie.

EEEEEEE Homihehe définie par son centre, un point et son image

L A

Soit trois points alignés O, A, A", deux a deux distinct's;. 7

1l existe une homothétie et une seule de centre O qui transforme Ko A
Démonstration

Les trois points O, A et A’ étant alignés, les vecteurs OA et OA’ sont colinéaires. Le vecteur OA étant
non nul, il existe un nombre unique réel k tel que OA’ = kOA. kst diffsrentde 0 sinns. A sigait égal

a 0. A’ est donc I'image de A par I'homothétie de centre O et de rapport k. Remarquons que : k = %é
A

Exemple

Dans le parallélogramme ABCD ci-contre de centre

0, les trois points A, O, C sont alignés : A B

* C peut étre considéré comme l'image de A par

I'homothétie de centre O et de rapport — 1 ; &

* O peut étre considéré comme l'image de A par

I'homothétie de centre C et de rapport-;— :

* D peut étre considéré comme l'image de O par
I'homothétie de centre B et de rapport 2.

Construction

h étant I'homothétie de centre O transformant A en A', on veut construire 'image d’un point M distinct
de O et de A.

Distinguons deux cas.

1°) M n'appartient pas a la droite (OA).

» Construire la droite passant par A’ et parallzle a (AM).

* Marquer le point d'intersection M’ de cette droite avec la
droite (OM).

(OM) et (A'M’) sont sécantes car (OM) et (AM) le sont par
hypothése.

L'image de M appartient & (OM) (car il est aligné avec 0 et M),
h(M) appartient aussi a l'image de (AM) qui est la droite pas-
sant par A’ et parallzle a (AM). Donc h(M) = M".

2°) M appartient a la droite (OA).

* Construire I'image N' d'un point N n'appartenant pas a (0A)
en utilisant la construction précédente.

* Construire le point d'intersection M’ de (OA) avec la paral-
Iéle a (MN) passant par N'.

En faisant deux fois de suite le raisonnement précédent, on
démontre que M’ est I'image de M par h.
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mmmmmm Homothétie définie par son rapport, un point et son image
Propriété 7
Soit un nombre réel k différent de 0 et 1, deux points A et A'._ S .
11 existe une homothétie et une seule de rapport k qui transforme A en A'. Bise o

Démonstration
Soit O un point .
— —
A’ = h(D.k)[A] = OA' = ;t. DA
=3 5.& +AA = —kAO
o  (1-k) AD =AA’
o AO0=-1_ AN cark=#1.
1-Fk
—
Pour A, A’ et k donnés (k # 0 et k = 1), il existe un seul point O tel que : AO = —fc AR Tl y a donc
qu'une seule homothétie de rapport k qui transforme A en A",

emmmzem Homothétie définie par deux points et leurs images

Sml quatre puints A B A‘ B’ tels que (AB]!I{A'B’] et A'B' #. AB S
Il existe une homothéne et une seuIe qm iransforme A en A’ et B en B’

FEiFE ]

Démonstration
Si une telle homothétie existe, d'aprés la propriété fondamentale, son rapport ne peut étre que le
— —
nombre réel k tel que A'B’ = k AB (k # 0 et k # 1). L'homothétie recherchée ne peut étre que 'homo-
thétie h de rapport k transformant A en A’, ce qui démontre l'unicité de h.
Pour démontrer que h convient, il reste a vérifier que h(B) = B". Soit O le centre de h.
(-)_ﬁ' = C-]:‘;' + A-.TE’
—_— —
= kOA + kAB
= kﬁ'ﬁ.

h transforme bien B en B’.

Remarques B

» Lorsqu’on oriente les deux droites (AB) et (A'B’) par le K‘O
P A‘B‘
AB
« Lorsque les droites (AB) et (A’B’} sont disjointes, le centre
de I'homothétie est le point d’intersection des droites
(AA’) et (BB’).
* Si A'B’ = AB, une homothétie transformant A en A’ et B
en B’ aurait pour rapport 1 et serail donc égale a I'appli- A A

cation identique. Si A = A', Id convient. Sinon, il n'y a
aucune homothétie répondant a la question,

On peut remarquer que la translation de vecteur AA’ trans- B B’
forme Aen A’et Ben B,

méme vecleur unitaire, on a :

Bl
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3.9. Travaux dirigeés

gEEEEEE 1. CO.HS'Wire I'image du point M par I'homothétie de rapport k
qui transforme A en A’

Solution 1
On prendra par exemple k = — e
premi¢re méthode N _ Deikibini indiksde

i 1 ! . AVRAY i e
Oncanatruit lepoint M: tol que s AM" 5 kAM. On construit le centre O défini par: AO = 1.l 7 AN

Puis, on construit le point M' tel que : OM' = k OM.

2 M

O

’ T N

M A

Al

smmmmm 2. Homothétie définie par deux points A et B, et leurs images A' et B'

On donne les quatre points A, A’, B, B’ tels que (AB)//(A’B’) et AB # AB'. Soit i 'homothétie qui trans-
forme A en A’ et B en B,

M étant un point donné, construire l'image M’ de M par h dans les deux cas suivants :

1°) a) M n'appartient pas a la droite (AB) ;

b) M appartient 4 la droite (AB).

M
A B M
A B B' A
A B'
figure 1 figure 2
B M
A
A B B' A M
Al B’
figure 3 figure 4

2°) Reproduire les figures ci-dessous et construire, pour chacune d'elles, le point M’ correspondant.

Solution guidée
1°) ) » Démontrer que : (M'A’) // (MA) et (M'B’) // (MB).

* En déduire la construction de M".
b) e Choisir un point auxiliaire C n'appartenant pas a (AB) et construire C' & l'aide de la question

précédente. h est aussi I'homothétie transformant A en A’ et G en C
* Démontrer que M n'appartient pas & (AC).
* En déduire la construction de M’.
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3.b On donne les deux rectangles ABCD et CB'A'D’
comme indiqué sur la figure ci-dessous.
Ona:AB=4,BC=2,CD'=2,CB' =1,
Démontrer qu 'il existe une homothétie de

g centre C qui transforme le rectangle ABCD en

3.a Construire dans les cas de figures ci-dessous
les images du point M par I'homothétie de
centre I qui transforme A en A’

1 cas le rectangle A'B'CD’. On donnera le rapport de
cette homothétie.
- A B
A | Al
2° cas C D'
D
M A | Al

B’ Al

—.1. Définition

m=mzmm Introduction

Considérons la « lettre F » ci-contre et les deux
droites (%) et (9') sécantes en O.
Soit S¢g, }et S(g) les symétries orthogonales d'axes

respectifs (9 et ).
On considére la transformation « S(g) suivie de
S »-

Sur la figure, on a construit les points A’ et B’
images respectives de A et B par cette transforma-
tion. Construire les images d'autres points de la
figure, puis celle de la « lettre F ».

Démontrer que : OA = OA’; OB = 0B’ et OC = OC’,
etc.

Comparer, & l'aide d'un rapporteur ou d'un com-
pas, les angles orientés (OA,0A’), (OB,0B’).

mumzmmm Définition et exemples

Définifion

Soit O un point, o un nombra réel apputanant & l'intarvalle ]— T n]
On appelle rotation de centre O et d'angle o l'appllcation du plan
dans lui-méme qui, a tout point M associe le point M tel que i
: -slM 0, alors M’ = =M; :

~$iM#0, alors OM' = OM et Mes (o

On note généralement T(0.a) la rotation de centre O et d’angle c.

108 Homothétie - Rotation
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gxemples

» On a construit ci-contre I'image A’ du point A par la rotation de ! = /M
centre O et d'angle % et 'image M' du point M par la rotation de 3

centre I et d'angle — %

. S5 ous _g., la rotation est aussi appelée quart de tour direct. i

e Sia=-— % la rotation est aussi appelée quart de tour indirect. =

» Sia=0,la rotation de centre O et d'angle 0 transforme tout point M en lui-méme, c'est donc l'appli-
cation identique.

* Si a =7, la rotation de centre O et d'angle =« est la symétrie N o N

centrale de centre O. U

)4

4.2, Conséquences de la définition

Le seul point invariant par ii'_rié_jifﬂlt'ation li'ang'lé':'ili'o:r': x_lull;ésltl'.'lé'_ﬂf_:elitfe: decette 'iétat_idn.
Démonstration

Soit r la rotation de centre O d'angle o non nul. D'aprés la définition on a : r(O)= O. Le centre de la
rotation est un point invariant.

Cherchons tous les points du plan qui sont invariants par r. Soit I un point distinct de O.

{l)=1 {OI = e qui est impossible puisque I'angle est non nul
= E—] — — c :
Mes (O, Ol) =« ; 4 P

Donc O est le seul point invariant.

Propriete'2™

La mlatim;-.esi uneu'ansformanon duplan e

La transformation réciprogue de ro est lavotationrio, .

Démonstration
1l est immédiat que O est le seul point dont l'image est 0.
Soit M et M’ deux points distincts de O.
M'=roqM) « { e ! { s EJE}L-:' =- © M=ro,-q M)
' Mes (OM, OM') = & Mes (OM’, OM) = - &
Donc, tout point M’ est I'image d'un et d'un seul point M. La rotation est donc une transformation du

plan. L'application réciproque de r(g, o) st 1a rotation r(o, - ay

—4.3. Exemple de décompositions d'une rotation

Soit S(q) et Sigy) deux symétries d'axes respectifs (@) et (D ) %er- i
Pendiculaires en Q. On peut démontrer que l'apphcat}on « d_[@l .
suivie de S(@ » est la symétrie centrale de centre O, c'est a dire 0 / (%)
une rotation d'angle plat. ) i / I
Dans l'exercice suivant, on va étudier l'application « S(g) suivie M M
de Sig » dans un cas o les droites (@) et (2') ne sont pas per- (2")
Pendiculaires.
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EEEEEEE On considére un hexagone régulier ABCDEF de sens direct, de centre O.

1°) Soit (@) la médiatrice de [AB] et (') la médiatrice de [BC]. On considére I'application « S(g) suivie

, 2
de S(g,) ». Démontrer que cette application et la rotation r de centre O d'angle 3 transforment de 1o

méme maniére les points A, B,C, D, E, .

2°) Trouver deux autres droites (A) et (A’) telles que I'application « S(s) suivie de S(ay » et la rotation r
transforment de la méme maniére les points A, B, C, D, E, F.

3°) Trouver encore deux autres symétries orthogonales avec lesquelles on obtient le méme résultat,

Solution & 5

@) S@)
c T B

1°) En utilisant I'appli- Bh N
cation « Sig) suivie de
Sigy » d'une part et r A
d‘autre part, on a: F

E

D

C

mEOOE >
HoOEHO O e

7~
e

St Siar S S
2°) Soit (4) la droite (FC) A 3°) Soit (5) la droite (EB) Pl

et (A’) la droite (AD). En A E C et (8’) la droite (FC). En A C C

utilisant  successive- utilisant successive- B B D

ment les deux symétries B D| D ment les deux symé-

Sia) et San d’'axes (A) et C Cc E tries 3[51 et S d'axes C A E

(A’), on obtient les D B F (8) et (8'), on obtient les D F F

tableaux de correspon- tableaux de correspon-

dance ci-contre. E A A dance ci-contre. E E A
F F B F D B

On dit qu'on a décomposé la rotation en deux symétries orthogonales, et cela de trois manigres. On
démontre qu'il y 2 une infinité de fagons de faire cette décomposition.

.4, Propriétés

On admettra les propriétés suivantes :

- Etant donné deux droites (@) et (3’) sécantes en O, I'application « S(g) suivie de S;g » est une rota-
tion de centre O.

- Etant donné une rotation r de centre O, on peut trouver deux droites (A) et (A"), sécantes en O, telles
que la rotation r soit I'application « S(,) suivie de Sy ».

IPropriétéltfondamentalel

Soit r une rotation d'angle @, A’ et B’ les images respectives -

par r de deux points quelconques A et B,
Ona:
A'B’ = AB
et Mes [XB’, ATE!'] = 0.
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On appeﬁe isométrie! toute transformation du plan dans lui-méme qui conserve la distance, c'est & dire
ui transforme tout segment en un segment de méme longueur. La rotation est une isométrie. La transla-
tion, la symétrie orthogonale sont aussi des isométries. L'homothétie n’est pas, en général, une isométrie.

__4.5. Images de figures simples

gzmmmm Images d'une droite, d'un segment, d'une demi-droite, d'un cercle

Toute mtatinn transfurme Toae :
(1] une droite en une droite ;
(2) unsegmentenunsegmenl 3 7
(3)  une demi-droite en une demi d:mte i

(4 'un cercle en un cercle de méme r_ay_un.

Démonstration

On sait que toute rotation peut se décomposer sous la forme « Sig) suivie de Sg » ol (D)et (2’) sont
des droites sécantes. Or, une symétrie orthogonale tranforme une droite en une droite, un segment en
un segment, une demi-droite en une demi-droite, un cercle en un cercle de méme rayon. Il en est
donc de méme pour toute rotation.

mmmmmm Conservation du miliev d'un segment, des angles orientés, du parallé-
lisme, de I orthogonahfe

Pro . neies i;'"- P2

Tuute rotaﬁnn transfurme ;.
(1)
(2 un angle nnenté sn_‘un angle nrien'lé égai P
(3)  deux drmtes pa.ralléles' en deux drmtes para]lé!ns Sl
{4]_ de'ﬂx droites perpendwulaires en daux drmtes parpendwulaires

Demonstratlon
Toute rotation r peut se décomposer sous la forme « S(g) suivie de Sg ».
Comme les propriétés (1), (3), (4) sont vérifiées pour Sg; et S, elles le sont pour r.

Une symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé. Donc, « Sg) suivie de Sg) »
transforme un angle orienté en un angle orienté égal. La propriété (2) est donc démontrée.

1. Le mot | ie vi i s
sométrie vient du grec iso qui signifie méme et metron qui signifie mesure.
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__4 4 Travaux dirigés

t de démontrer qu'une rotation peut étre définie par la donnge de Quatyy
uit es )

Le but de l'exercice qui s
points.

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, M le point du segment [CA] te] gy,
BESES %o u

=1 AB.
CM = 1 CA et M’ le point du segment [AB] tel que AM’ = 3
3

1°) Trouver une rotation qui transforme C en A et M en i!:n.nant e Bu W e W
2°) Démontrer qu'il n'existe aucune autre rotation trans

. M'etMen A.
3°) Démontrer qu'il existe une et une seule rotation transformant C en

Solution guidée  intersec.
1°) Le centre d'une telle rotation est nécessairement le point dinters
tion des médiatrices de [AC] et [MM'].

La figure permet de conjecturer que la rotation de centre O, centre de
gravité du triangle équilatéral, et d'angle %;-5 convient.

* Démontrer que r(g, ) transforme C en A.
in
":i"'o

* Démontrer, en utilisant la propriété fondamentale, que : rg 25 M)=M'.

* Démontrer que l'angle orienté [ﬁ.ﬁ] a pour mesure

2°) Soit r une rotation transformant C en A et M en M'.
* Quel est son centre ?

* Quel est son angle 7

= Conclure.

3°) ¢ Calculer la mesure principale de I'angle orienté [ﬂ,ﬁ}.

* Trouver une rotation transformant C en M’ et M en A.
* Démontrer qu'il n'y a pas d'autre rotation transformant C en M’ et Men A.

E"///,..E xercices s

4.0 Soit O et A deux points donnés. Construire 4e Surla figure ci-contre,
I'image de A par la rotation de centre O d'angle OAB est un triangle
30®. isocéle en O et ABCD

est un parallélogram-

4b  Démontrer que I'image d'un rectangle par une e,
rotation est un rectangle. 1. Construire le point
Que dire de I'image d'un carré par une rotation 7 E, image de D par la

rotation de centre O
4.c  Construire I'im ‘ qui transforme A en B.
tion de centre Sg;.;;ll: frf:ffa (2) par la rota- 2. Démontrer que le tri- A
angle BCE est isocdle.
g @)
/ 4f surla figure ci-contre,
ABCD est un carré de
4d

ABCDE est un penta one i
s dimcIt’. gone régulier de centre O

1. Déterminer les images res
A,B,C,DetE par I'applica
de Sy ».

2, Quelle est la nature et
ments caractéristiques de |’

pectives des points
tion f: « S[QM suivie

quels sont ]eg élé-
application f?

112 Homothétie - Rotation

centre O

et Al = B] = CK = DL.
1. Déterminer une rota-
tion qui transforme (A.
L])en (B, ], K).

2. En déduire que le
quadrilatére IJKL est
un carré.
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ZExercicesT_Z

APPRENTISSAGE

[Homothéties

1 Traduire par des égalités vectorielles les
phrases suivantes :
1, « M’ est 'image de M par I'homothétie de contre O ot
de rapport 3 » ;
2. « Le point C a pour image D par I'homothétie de
centre S et de rapport-5- » |
3. « Lhomothétie de centre I et de rapport - 3 transfor-
me AenB »,

2 Interpréter, en utilisant une homothétie, les
égalités vectorielles suivantes :

B—(.:=4Ef;l ' 2hTN=—5ﬁP ;%R_§=E&.

3 Soit h 'homothétie de centre I et de rapport - 2,
A, B’, C les images respectives de A, B, C par h.
Compléter les égalités vectorielles suivantes :

B'=..1;:CPF=..CB;AB=..AB

B Soit A, B et Ctrois points deux A deux distincts.
Déterminer dans chacun des cas suivants le rapport de
I'homothétie de centre A transformant B en C.

1. AC+3AB=T0.

— —_— ==
2. BC—-4BA=0.
3. BC = 2 BA.

5 Soit A, B et C trois points deux & deux distincts
tels que AC = 5 BC. Déterminer le rapport de :
1. 'homothétie de centre A qui transforme Cen B ;
2. I'homothétie de centre B qui transforme A en C;
3. 'homothétie de centre C qui transforme A en B.

6 On considere un trapéze ABCD de bases [AB] et
[CD] et M un point du plan. Construire l'image de M par
I'homothétie qui transforme A en C et B en D.

T On considére la figure suivante :

A e 1“ B e e ai Y ,C

1. Trouver le centre de 'homothétie de rapport 3 qui
transforme B en C. y
2. Trouver le centre de I'homothétie de rapport — 2 qui
transforme A en C. 2 :
3. Trouver le centre de I'homothétie de rapport - qui
transforme A en B.

8 Soit ABC un triangle, H son orthocentre, O le
centre du cercle circonscrit, I le centre du cercle inscrit.
Une homothétie h transforme le triangle ABC en le tri-
angle A'B'C’, Définir les images des points H, O, L.

9 Le plan est muni d'un repére (O, fj']
Soit M(;) Calculer les coordonnées du point M’, image

de M par I'homothétie de centre O et de rapport 3.

10 e plan est muni d'un repére (O, i)
On considere l'application h du plan dans lui-méme,
qui & tout point M de coordonnées (x ; y) associe le
point M' de coordonnées (— 5x ; — 5y).
Démontrer que h est une homothétie de centre O dont
on précisera le rapport.

11 Le plan est muni du repére (O, i)
On considere I'application h du plan dans lui-méme,
qui & tout point M de coordonnées (x ; y) associe le
point M' de coordonnées (2x — 1 ; 2y + 3).
1. Démontrer qu'il existe un unique point I tel que
A) =L
2. Démontrer que /i est une homothétie dont on donne-
ra le centre et le rapport.

12 Le plan est rapporté & un repere (0, 7.7 ).
1. Soit f la transformation du plan qui a tout point M de
coordonnées (v ; i) associe le point M' de coordonnées
(-2x+3;-2y-6).
Démontrer que f est une homothétie dont on détermi-
nera le centre I et le rapport .
2. Déterminer, en fonction de x et y, les coordonnées du
point M", image du point M par la transformation réci-
proque de f,

Rotations

13 Soit OAB un triangle isocéle de sommet prin-

cipal O, tel que : Mes (OA, OB) = 7::—.

1. Déterminer les points :

ro.n/a)lA) et rio, _qy4)(B).

2. Construire, & la régle et au compas, les points :
no,-wa)A) i rona)B) ;5 ra, awe)B);

78, - aws)l(A) i 78, swe)(0) ; riA, -3ws)O)

1 iﬁ?jt ABCD un rectangle tel que :
Mes (Kﬁ,gb] = %
Construire a la régle et au compas l'image de ce rec-
tangle par la rotation de centre A et d'angle 2?“

15 soit (4) une droite et O un point extérieur A
cette droite.
1. a) Construire I'image (A') de (A) par le quart de tour
direct de centre O. On écrira et justifiera le programme
de construction.
b} Soit & un vecteur directeur de {A) et &’ un vecteur
directour de (A'). Quelles sont les mesures principales
possibles de l'angle orienté (i, i") ?
2, Mame question avec le quart de tour indirect de
centre O,
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146 Soit (A) une droite et O un point extérieur &

cette droite.
1, a) Construire 1'imaﬂge
centre O et d'angle & On

gramme de constructi:;g:. ,
b) Soit it un vecteur directeu 1 ve
d)i]ractau: de (A"). Quelles sont les mesures principales

: W 2
ossibles de I'angle orienté (i, U ]..
zp. Mémes questions avec la rotation de centre O et

. n
d angle ~a-
17 Soit ABC un triangle équilatéral tel que :
Mes [Eb, KEI] = %, G son centre de gravité et A', B, C
les milieux respectifs des segments [BC]. [AC), [AB].
1. Quels sont les points r(B, 1/3)(C). (A, =3)(B),

ric, n3)(A) 7 _ _
2[.Cl'}|té$érminer le centre et l'angle d'une rotation qui

transforme Aen B, Ben Cet Cen A.

3. Construire les points P, Q et R tels que P= ra, 7/3)(C),
Q = ric, r/3)(B), R = 1, ar3)(A)- _

Démontrer que le triangle PQR est équilatéral.

(A") de (&) par la rotation de
écrira et justifiera le pro-

r de (&) et &’ un vecteur

18 Soit A et A’ deux points distincts et r une rota-
tion d'angle %Lransformant Aen A

Construire & la régle et au compas le centre de cette
rotation.

19 Soit ABCD un carré tel que Mes (AB, AD) = L.
On note E, F, G et H les milieux respectifs des segments
[AB], [BC], [CD] et [DA].
1. Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme A
en D et B en A. Déterminer son centre et son angle.
2. Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme B
en D et A en A. Déterminer son centre et son angle.
3. Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme A
en D et G en F. Déterminer son centre et son angle.
4. a) Démontrer qu'il existe une rotation qui transforme
A en D et G en E. Déterminer son centre.
b} Soit o la mesure principale de son angle. Démontrer
que tan == 2. En déduire, 2 l'aide d'une calculatrice,
une valeur approchée de o.

20 Soit (2) et (2’) deux droites perpendiculaires.
[lé l;]étermmer quatre rotations qui transforment () en
2. Quel est l'ensemble des centres des rotations qui
transforment (@) en (2') ?

21 Soit ABCD un trapéze isoctle de bases [AD] et
[BC] tel que : Mes (BC, BA) = =

B C
1. Trouver une rotation t
« ransfi
Préciser son centre et son anglu(:mant i

114 Homothétie — Rotation

22 Soit ABCD un carré tel que Mes ( Ak Kbh]
Définir le centre et I'angle des rotations :

« Siap) Sulvie 40 Siup)
o S:ADJ suivie de Siacy » +
« S{ACJ suivie de S(BD) ».
23 Soit ABC un triangle équilatéral 1e) que
Mes (,{B'ff(:] - ’:_ G son centre de gravité et 4 B,
les milieux respectifs des segments [BC], [AC), [AB]'
Déterminer trois couples de droites ((A), (A%) tels quels
. ' 2?'C E] ' "
rotation de centre G et d'angle = soit lapplicatign
« S{d] suivie de Sm') B,

=z

28 Soit ABC un triangle équilatéral direg @
son cercle circonscrit, M un point de ACet[ e Poizlu dg
segment [MB] tel que MI = MA.

1. Démontrer que le triangle AMI est équilatéra).

2. Déterminer l'image de I par la rotation de centre 4

transformant B en C.
3. En déduire que : MA + MC = MB.

25 soit OAB un triangle non isocale tel que ;
Mes (OA, OB) = 3. Soit O;, O, les points de (OB) tls
que: O,B=0,B = 0A.
1. Démontrer que s'il existe une rotation transformant
A en B et (OA) en (OB), alors :
a) son centre est sur la médiatrice de [AB] ;
b} l'image de O est soit O, soit O,.
¢) En déduire que son angle a pour mesure % ou- %’t
2. Démontrer qu'il existe deux rotations et deux seule-
ment transformant A en B et (OA) en (OB). Construire
leurs centres et donner leurs angles.

26 Le plan est rapporté au repére orthonormé
direct (O, I, ]).
Soit r la rotation de centre O ot d'angle ~37-'- M un point
de coordonnées (x ; y) et I', ', M' les images respectives

del,], M parr.
1. Démontrer que le repére (O, I', J') est orthonormé

direct.

2. Démontrer que le point M’ a pour coordonnées (x; ¥)
dans le repére (O, I', J).

3. Exprimer, en fonction de x et y, les ¢
M' dans le repere (O, 1, J).

APPROFONDISSEMENT

27 Soit () une droite, A un point de (?) &ta]:;n
point de la droite perpendiculaire & (@) passant P&t

On construit le point C tel que : AC =3 AB.
1. Construire la Id)mite @1, cilmage de (D) par Yhomothé:
tie de centre B et de rapport - 2. hét
2. Trouver le lieu des centres de toutes les' homot
de rapport — 2 qui transforment (9) en @)-

gordonnées de

ies

de
28 0n considére deux carrés ABC}?{PT:.EEQ
méme sens et tels que : (AB) // (MN]) et transformen! le

1. Peut-on trouver des homothéties qui ire Jeurs
premier carré en le second 7 Si oui const
centres.

2. En est-il de méme pour deux rectangles ?
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99 Soit A un nombre réel strictement positif et
oints O et O' tels que 0Q' = 2R. On considére les

d:ﬁeg («¢) de centre O et de rayon R et (€') de centre O'
c
et g(;rrnﬂg:ﬁei qu'il existe deux homothéties h, et h, qui
1. forment () en (6 "). Déterminer les rapports de ces
"a?nathé”es et construire leurs centres.
]:;usoil A et B les points communs aux cercles (6) et
(cé.]J Ay et Ay les images respectives de A par h, et h,,
p. et B, les images resPectwes de B par h, et h,. Quelle
est la nature du quadrilatére A,B,A,B, ?

30 Droite d'Euler
Soit un triangle ABC, G son centre de gravité, H son
orthocentre et O le centre du cercle circonscrit. Soit h
Ihomothétie de centre G et de rapport -5

1. Déterminer les images par h des hauteurs du triangle
ABC.

2. Démontrer que les points O, G, H sont aligPés.
Trouver la relation qui existe entre les vecteurs GH et
GO.

Lorsque le triangle ABC n’est pas équilatéral, I'unique
droite qui contient O, G et H est appelée droite d'Euler.

31 On considere le trapéze ABCD de bases (AB]
et [CD]. Les droites (AD) et (BC) se coupent en O et les
droites (AC) et (BD) se coupent en O'. Démontrer que la
droite (00" coupe les bases du trap&ze en leurs milieux.

32 Soit (@) et (@) deux droites parallles, (A) et
(4", deux autres droites parallzles telles que :
* (%) et (A) sont sécantes en A ;
s (2') et (A") sont sécantes en A'.
1. Trouver le centre de 'homothétie de rapport 2 qui
transforme (&) en [(@') et (A) en (A").
2. Déterminer le lieu des centres des homothéties trans-
formant (%) en (%) et (A) en (A).

33 surla figure ci-dessous, (2) et (%) sont deux
droites paralléles, M et M’ sont deux points du plan.
Démontrer qu'il existe une unique homothétie transfor-
mant M en M’ et (&) en (Z').

Construire le centre de cette homothétie.

M

38 On considere un triangle ABC. Une droite (&)
parallgle 2 (BC) coupe les cotés [AB] et [AC] en P et Q.
Déterminer la position de la droite (4) pour que l'aire du
triangle APQ soit égale & celle du quadrilatére PQCB.

A
P /\o (a)

35 Soit [AB] un segment de milieu O. On consi-
dere les cercles (6) et (4’) de diamatres respectifs [AO]
et [AB]. Une droite passant par A coupe (6) en M et (4")
en N. Démontrer que M est le milieu du segment [AN],

36 Soit ABCD un parallélogramme et [ un point
de la diagonale [BD]. La droite (Al) coupe (BC) en ] et
(DC) en K. Démontrer que : IA% = I] x IK.

37 Soit ABC un triangle. On construit extérieure-
ment & ce triangle le carré BCDE. La droite (BC) coupe
les droites (AE) et (AD) respectivement en P et Q. Les
perpendiculaires & (BC) en P et Q coupent respective-
ment les coHtés [AB] et [AC] en S et R. Démontrer que
PQRS est un carré.

38 soit A, B, C trois points non alignés. A tout

point M du plan, on associe l_(ipﬂiﬂ}_ M’ défini par :
3 AM’ - 2 AM = BC.

1. Expliquer pourquoi a tout point M correspond un
point M’ unique. On définit ainsi une application f du
plan dans lui-méme. Déterminer les images de A, B, C
par f.
2. Trouver un point invariant par f.
3. Démontrer que f est une homothétie dont on donne-
ra le centre et le rapport.

39 Soit ABC un triangle, A’ le milieu de [BC]l, M
un point de [AA'] distinct de A et A". Les parallgles a
(AB) et (AC) passant par M coupent (BC) respective-
ment en P et Q. Démontrer que A’ est le milieu de [PQJ.

B0 Soit un triangle ABC et H son orthocentre. On
note r le quart de tour direct de centre A et ' le quart
de tour indirect de centre A.

1. Construire B', C' et C” tels que : B’ =r(B), C" = r(C),
C’ = r'(C).

2. Démontrer que (BC) est perpendiculaire a (B'C”)

3. Quelle est 'image de la droite (AH) par 'homothétie
de centre C’ et de rapport 2 %

4, Démontrer que (AH) est une médiane du triangle AB'C’.

81 Soit ABC un triangle isoctle de base [BC], O le
centre de son cercle circonscrit.
1. Déterminer la rotation de centre O transformant A en
C. Quelle est I'image de B par cette rotation 7
2. Soit M un point du segment [BC]. La parallele a (AC)
passant par M coupe (AB) en D et la parallele a (AB)
passant par M coupe (AC) en E. Démontrer que E est
limage de D par cette rotation. En déduire que la
médiatrice de [DE] passe par un point fixe quand M
parcourt le segment [BC].

A2 A lextérieur d'un triangle direct ABC, on
construit les carrés ACDE, ABGF, BHIC.
1. Déterminer la rotation transformant le triangle ACI
en le triangle DCB.
En déduire que (Al) est perpendiculaire a (BD).
2. Démontrer que les droites {CG) et (AH) sont perpen-
diculairaes.
3. Construire I'image du triangle AFE par le quart de
tour direct de centre A.
4. Démontrer que l'image K’ du milieu K de [EF], par ce
quart de tour, appartient a la droite parallele 4 (BC) pas-
sant par A.
En déduire que (AK) est une hauteur du triangle ABC.
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3 Soit (‘6) un cercle de centre O et A un point de
ce cercle. A tout point M de (6) on associe le point M
tel que AMM' soit un triangle équilatéral de sens direct.
1. Vérifier que le point M' est I'image du point M par la
rotation de centre A et d'angle L
2. Déterminer et construire le licu des points M’ lorsque
M déerit (€).

B8 ABC et ADE sont deux triangles rectangles
isoctles en A et orientés dans le méme sens.
Démontrer que les droites (BD) et (CE) sont perpendi-
culaires et que BD = CE.

(On pourra remarquer que les points A, C, E sont les
images respectives des points A, B, D par une transfor-
mation simple).

A

D

A5 ABCD est un parallélogramme de sens direct.
On construit, extérieurement 4 ce parallélogramme, les
carrés ABEF et CDGH, puis le triangle OAD rectangle
isocile en O.
o

H

1. Démontrer que les images des points A, B, F, E par le
quart de tour direct de centre O sont respectivement les
peints D, G, C, H.

2. En deduire la position relative des droites [OE) et
(OH). '

86 Soit (6) un cercle de centre O, M un point de
(%€) et A un point du plan.
Déterminer et construire l'ensemble des images du
point A par les homothéties de centre M et de rapport
— 2 lorsque M décrit (%6).

B7 Soit (€,) et (¢,) deux cercles de méme centre

O et de rayons respectils A et 2R. Soit A un point de
(6,) et r la rotation de centre A et d'angle %

116 Homothétie - Rotation

t exercice est de construire un triangle éq ;.
if::::ﬁd,i;é tel que A et B appartiennent & M;E C
appartienne @ (6,). ‘

1. Déterminer et construire l'image (T) de (6,) par » "
démontrer que (I et (%6,) sont tangents en un point
2. Les cercles (€;) et (F) se coupent en A et en yy
deuxidme point B. Démontrer queé le triangle ABC g
équilatéral et calculer AB en fonction de R.

B8 Dans cet exercicei ond l:hei‘clfle g détermine,
lications du plan dans lui-méme transfo;.

:::ﬁsul:ﬁ: Uroite (2) en une droite (&) parallele 3 (z).
Soit f une telle application.
1. On suppose que toute dmi-te [@J_} est sa Propre image
par f. Démontrer que f est I'applicatien identique du
plan. (Pour tout point M du plan, on pourra considérer,
les images de deux droites sécantes en Mj..
On suppose dans la suite de I'énoncé qu'il existe une
droite (@) dont l'image (2') par f ést strictement parall3.
le 2 (@). Soit A’ et B’ deux points distincts de (2') et A et
B deux points de (@) telles que flA) = A’ et fiB) = B,
2. Démontrer que A et B sont distincts.

3. On suppose dans cette question que (AA) et (BB')
sont sécantes en un point O.

a) Démontrer que (AA’) et (BB') sont leurs propres
images par f.

b) En déduire que O est invariant par f et que O est dis-
tinct de A et B.

¢) Soit M un point du plan n'appartenant pas a (AA),
Démontrer que l'image M’ de M par f est le point d'in-
tersection de (OM) et de la droite parallgle a (AM] pas-
sant par A'.

d} Soit M un point du plan appartenant  la droite (AA")
privée de O. Démontrer que l'image M’ de M par festle
point d'intersection de (OM) et de la droite paralléle d
(BM) passant par B'.

e} Déduire des questions précédentes que f est 'homo-
thétie de centre O appliquant A sur A’

4. On suppose dans cette question que (AA') et (BB')
sont paralleles.

a) Démontrer que AA =BB

b) Soit M un point du plan n'appartenant pas  (AB) et
M’ son image par f. Démontrer que MM’ = AA. (On
pourra considérer les images par f et par la translation
de vecteur AA’ des droites (AM) et (BM).)

¢ Soit C un point du plan n'appartenant pas 4 la droite
(AB) et C' son image par f. Soit M un point du plan
appartenant & (AB) privée de A. Démontrer que les
droites (AM) et {CM) ne sont pas confondues. En rai-
sonnan! comme 3 la question précédente, démontrer
que MM’ = AA",

d) Quelle est l'application f 7

5. Quelles sont les applications du plan dans lui-méme

qui transforment toute droit ; i Jui est
parallzle ? 8 en une droite qui
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Géométrie
de l'espace !

; c:?s.le premier cycle, on a découvert quelques propriétés de
géométrie de l'espace & l'occasion de I'étude de certains solides. |
Cette année, nous allons adopter une présentation axiomatisée |
qui compléte cefte étude. |

SOMMAIRE ' | b

1. Positions relatives de droltes
et de plans de I'@5PACE .ooovvoererrneeisinsi .. 118

Q. Etude du parallElisme ..o 194
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G [ A
I'espac

1.1 Introduction

mmmmmmm Un peu d'histoire

On peut dire qu'Euclide, mathématicien grec qui a vécu vers 295 av. J.- C. et fondé I'école malhéf'matiqug
d'Alexandrie, est le législateur de la géométrie. Deux philosophes grecs, a peu prés contemporains (vers
350 av. J.- C.) s'étaient intéressés & la démonstration. « Savoir ¢'est connaitre par le moyen de la démons-
tration » écrit Aristote (384 - 322 av. J.- C.) qui met en place les fondements de la logique. La fagon dont
doit se dérouler une démonstration est décrite par Platon (427 - 347 av. J.- C.) dans « la République » : il
constate que la démonstration s'appuie sur des « éléments connus » ou supposés tels, dont on déduit les
résultats cherchés.

Mais que doivent étre ces « éléments connus » ? Euclide dans ses « Eléments de géométrie », qui est son
ceuvre universellement connue, pose les fondements de sa géométrie (la géométrie euclidienne) en choi-
sissant ces points de départ appelés axiomes. Dans le langage actuel, on dit qu'il a axiomatisé la géomé-
trie.

D'autres choix d'axiomes peuvent conduire & la géométrie euclidienne ou a d'autres géométries dites non
euclidiennes comme les géométries de Riemann (1826 - 1866) ou de Lobatchevski (1793 - 1856).

mmmmmm Axiomatisation de la géométrie de I'espace

Pour les besoins de ce cours, nous avons choisi les axiomes qui suivent.
L'espace € est un ensemble infini de points admettant des sous-ensembles infinis appelés droites et

plans qui satisfont aux axiomes suivants.

“Axiomes =

(A1) Par deux points dlstmcts A et B de %, il passe une droite
unique notée (AB). .

‘(A2) Par trois points non alignés A, B et C de %, il passe un plan
unique noté (ABC).

(A3) Si A et B sont deux points distincts d'un plan (%),
' alors (%) contient la droite (AB).

(A4) Tout plan (?) partage I'espace ¢ en deux demi-espaces %, - /@( R\\/
. et 4, non vides tels que : B

* €, €, et (%) sont deux a deux disjoints ; ;
B, UE,U(P)=%; 8 B
« si A et B sont deux points de €, alors €, contient [AB] ; \

» si A et B sont deux points de %,, alors %, contient [AB] ; A( V

* si A et B sont des points appartenant respectivement a ¢,

et €, alors [AB] et (?) ont un unique point d'intersection C. Ag \
(AS) ll..gs théorémes de géométrie plane sont vrais dans tout plan de & B.“/ By
- _lespace.
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Remaraues

« Les deux demi-espaces €, et €, intervenant dans (A4) sont appelés demi-espaces ouverts de frontiére
(?). Les ensembles €, U (P) et 6, U (P) sont appelés demi-espaces fermés de frontiere (P).
« Lorsque deux points appartiennent I'un a €, I'autre & %, on dit qu‘ils sont de part et d'autre du plan

().

._1.2. Positions relatives d'une droite et d'un plan

: E‘lant donné une droite (@) et un plan (%), les différentes pusmons relanves sont :
m (@) est incluse dans (). '
| (2) L'intersection de (@) et de (%) est redmte aun pomt

3 (%) et {Q‘v’) sont disjoints. ' :

UJ @

__'-.."-' 5 _i
TR Auctm pomf commun g

(%)
B A B

............. I (S N i B e e i
y --=

(@) C (@) (@) N (2) = (A} @) @)=

Démonstration

Si les cas (2) et (3) ne sont pas réalisés, alors (@) et () ont en commun deux points distincts A et B,
d'apres l'axiome (A1) les droites (@) et (AB) sont confondues et, d'aprés l'axiome (A3), (@) est incluse
dans (%).

Cetre pmpnéfé justifie les définitions suivantes.

(1)  Ondit qufune droite (%) est paralléle & un plan (?) lorsque (@) est incluse dans (?) ou

i lorsque (%) et () sont disjoints,

| (2)  On dit que le plan (?) est sécant a la droite (%) au point I lorsque l'intersection de (@) et de
(@) est réduite au point L.
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—J1.3. Positions relatives de deux plans

P e I e ey e e v  —
w

[Etlmt donné deux plans (?) et (&T.
i'{l) ~ {9} et (2) sont confondus. ; or
@ L'intersection de (@) et (2) es! une ﬂ.ro:ta.
(3) @ et (91] sont disjnmts, P ok

paltlat =

23 posnis omrrii'.ths non ahg

Y L

WEP;Q?’E' _Er,g' T
'i"‘\ e L E

() =(2) (P) N () = (D)

Cette propriété est admise. Elle justifie les définitions suivantes.

IDéfinitionst =
(1)  Deux plans confondus ou dlsmmls sont dits paralléles
(2) Deux plans non paralléles sont dlts séca.nts leur mtersechon est alurs une drmte.

__1.4. Positions relatives de deux droites

mmmmmmm Droites coplanaires, droites non coplanaires

L'axiome (A4) permet de justifier l'existence de 4 points non copla-

naires!.
Un solide a quatre sommets (non coplanaires) est appelé tétraddre.

Soit ABCD un tétraddre. Démontrons que les droites (AC) et (BD)

sont non coplanaires.
Raisonnons par l'absurde. Si un plan contenait les droites (AC) et

(BD), il contiendrait les points A, B, G et D. Ce qui est contradictoi-
re. Donc (AC) et (BD) sont non coplanaires.

{Propriefe i _

1. Coplanaire signifie « situé dans un méme plan ».
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Démonstration

Soit (2) et (2') deux droites non coplanaires. On veut démontrer que (%) et (2') sont disjointes.
Raisonnons par I'absurde et supposons que (@) et (2°) ont un point commun L.

* 5i (2) et (2°) ont un autre point commun J, alors (@) et (2') sont confondues.

* Supposons que I est le seul point commun a (@) et (@'). Soit ] et K deux points distincts de 1, appar-
tenant respectivement & (@) et (9'). D'aprés les axiomes (A2) et (A1), 1, ] et K sont non alignés et défi-
nissent un plan. D'aprés I'axiome (A3), (@) et (@’) sont contenues dans (JK).

Dans les deux cas, on a démontré que (D) et (3*) sont coplanaires, ce qui est contradictoire.
Donc () et (2') sont disjointes.

pommmm  Résultats & retenir

On déduit des propriétés précédentes et de I'axiome (A5), le tableau suivant donnant les différentes posi-
tions relatwas de deux droites.

r e e oy

b l@', et (2') sont o Ly . [@)et {913') sontcoplanaires - ]
non c0p|c1na|res R (95} et [QB’J sont (@) et (@') sont confondues ou'
Rins st - s_g_;ar_i_t_e_}_s_.__c_l_ans (o5 sirictement puralléles dans {9")I

/9( ({ﬁy /("—*—-{Eﬂ}
(©) L & ) /

[ ) S,

............

@)yNn@)=9g (@) N (2" ={1} ()Y N {Eb') =& ou (@) = (E'EI')

Les propriétés précédentes justifient les définitions suivantes.

ID&finifions

(1)  Deux droites sont dites paralléles lnrsqu slles sont confondues ou bien lorsqu‘elles sont
_ coplanaires et disjointes. :
(2)  Deux droites sont dites sécantes lorsque leur in!ersectmn est réduite a un point.

Remargue

Deux droites disjointes ne sont pas nécessairement paralléles, elles peuvent étre non coplanaires.
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| (1) Il.exisl.e un seul plﬁn contenant trois points non alignés.

(z2) 1l existe un seul plan contenant une droite et un point
extérieur a cette droite. ' i

(3) 1l existe un seul plan contenant deux dro:les éétgntes.'

'(4) Il existe un seul plan contenant deux drunes kti"it’:iﬁl_,l_igl}t_' i

paralléles.

D émonstration
(1) C'est I'axiome (A2).

(2) Deux points distincts de la droite et le point extérieur définissent un plan unique d'aprés (A2).

Ce plan contient bien la droite d'aprés I'axiome (A3).

(3) On se raméne au cas précédent en choisissant sur I'une des droites un point extérieur a l'autre.

(4) Cela résulte de la définition du parallélisme de deux droites et de (2).

—1.2. Travaux dirigés. Section plane d'un solide

Considérons un pavé droit ABCDEFGH en bois (fig. 1).
On décide de scier le « coin » B suivant les chemins [I]] et [IK].
Une fois le « coin » tombé, il reste le solide de la figure 2.

Les faces rectangulaires ABCD, ABFE et BCGF ont pris les formes indiquées sur la figure 3.

Une face supplémentaire apparait sur le solide (qui n'est plus un pavé) ;

face IJK.
On l'appelle section plane du pavé ABCDEFGH par le plan (IJK).

EDEEEE  Soit un tétraédre SABC et trois points distincts des som-
mets du tétraédre tels que :
I € [SA] ;] € [BC]; K € [AC] ; (JK) est non paralléle & (AB).

1°) Justifier que les points I, J, K définissent un plan (%) sécant aux
quatre plans contenant les faces du tétraédre.

2°) Construire sur la figure en perspective ci-contre la section plane du
tétraédre par le plan (%) ; on justifiera cette construction.
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Solution

1°) L], K, définissent bien un plan (). En effet, s'ils étaient alignés, I appartiendrait  la droite (K]) _donc
au plan (ABC). Par suite, S, point de la droite (Al), appartiendrait au plan (ABC), ce qui est exclu puisque
SABC est un tétraddre.

J est un point commun & (?) et (ABC). I appartient a () et n'appartient pas & (ABC). Donc, (?) et (ABC)
sont sécants,

On démontrerait de méme que (P) est sécant aux plans (ABS), (ACS) et (BCS).

2°) On va successivement déterminer les intersections de (?) avec chacune des faces du tétraédre, en
commengant par les faces sur lesquelles on a le Plus de renseignements. Pour cela, a chaque étape, on

repérera soigneusement tous les points du plan (%) appartenant & une méme face. On sail que deux

plans sécants se coupent selon une droite. Donc les intersections de (®) avec les faces du tétraédre sont,
au plus, quatre segments.

5
* (ABC) contient : A, B, C, J, K. L]
(%) contient : I, |, K.
Donc : (ABC) N (?) = (JK).

A
. H B
* (SAC) contient : S, A, G, I K. AL: B "““‘“““v
(?) contient : I, ], K. K f ; C 4
C

Donc : (SAC) N (#) = (IK).

* (SAB) contient : S, A, B, I

(%) contient : 1, ], K.

I est donc un point commun & (SAB) et (P) .

Cherchons un autre point commun 2 ces deux plans.

Les droites (JK) et (AB) du plan (ABC) se coupent en un point H qui est
donc commun a () et (SAB).

Donc : (SAB) N (?) = (IH).

Dans le plan (SAB), la droite (IH) coupe le segment [SB) en un point M
qui est donc commun 2 () et (SBC).

¢ (SBC) contient : S, B, C, J, M.
(?) contient : I, ], K, H, M.
Donc : (SBC) N (2} = (JM).

e La section plane recherchée est la région du plan () délimitée par le
quadrilatére convexe MIK].

WE XTI CICOS Lo At o o A o o A

l.a  Soit une pyramide réguliére SABCD a base car-
rée ABCD, de centre O. Soit M un point de
[SO]. Déterminer lintersection de la droite
(AM) avec le plan (SBC).

1.b Soit ABCDEFGH un pavé', M, N, P des points
distincts des sommets appartenant respective-
ment & [AE], [BF), [CG] tels que (MN) et (NP)
ne soient pas paralldles aux arétes, Justifier que
les plans (MNP) et (ABC) sont sécants et
construire leur intersection.

e .
1. Un pavé est un solide & six faces dant chacune est un paralldlogramme.

Géométrie de 'espace 123 I

Scanned by CamScanner



'Parun point donné de I'espace, il passe une el une sanle dl'Oltﬂl:_":'.'l' __ﬁ’_______————-
paralléla a une droite donnée',. g e ____,_,_1——-—"/(_&_]'
D émonstration

Soit A un point et (@) une droite de (€).

* Par définition, deux droites parall2les qui ont un point commun sont confondues, donc si A appar-
tient a (@), alors (@) est l'unique droite de (8) passant par A et parallzle a (D).

* Si A n'appartient pas a (@), il existe un plan (%) unique contenant A et (). Toute droite passant par
A et parallele a (@) sera contenue dans (). Dans le plan (?), d'aprés 'axiome (A5), on peut appliquer

la propriété suivante : il existe une et une seule droite passant par A et paralléle & (2). La propriété est
ainsi démont.rée

R

S: deux dm:les sont paralléles, lout plnn coupanl l'une cnupe (‘-313)\ \E@
l'autm Sy e iy T \ \
Cette pmﬁrfé.t-é. est admise. | = \ \

Pro o riél'é 3

Deux druites pnralléles é une méme tmlsiéme sont paralléles -

D émonstration guidée 0 =

Soit (D,), (D,) et (D,) trois droites telles que (2,)//(D,) et ._ : :

(@ )(2,). Dn cherche a démontrer que (‘Ebt}ﬁ(‘.’b,) T o ] ) B .T
e Vérifier que la propriété est vraie lorsque deux des droites P e ““- / 24
@,), (@,) et (D,) sont confondues. T e A

Nous supposerons dorénavant les droites (D, ), (D,) et (D,) deux h deux dlstlnctas

Soit A un point quelconque de (2,) et (?) I'unique plan contenant (2,) et A.

« Démontrer en utilisant la propriété 2 que si (P) est sécant a (D,), alors (P) est sécant & (D,) et & (D).
* En déduire que les droites (2,) et (2,) sont coplanaires.

e A l'aide d'un raisonnement par I'absurde, démontrer que si les droites (2,) et (@,) du plan (¥) sont
sécantes, alors la propriété 1 est contredite.

* Conclure.

Conséquence q

:neux druites mplanaims raspacu\ramant pu‘n!lﬁlu a daux drnites non parnlléles snnt sécnntes :

7. Dans sa construction axiomatique de la géométrie plane, Euclide avait choisi cette propriété pour axiome. Elle est restée connue sous le
nom d"axiome d'Euclide.
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2.9 Parali¢lisme d'une droite et d'un plan

Pro orietél ]

Une droite (2) est paralldle & un plan (2) i et seulement si il existe dans (#) une ? gruite parallélo & (@).

(%)
Démontrons d'abord que si (2) contient une droite (A) parallele a

A ml/
(@), alors (D) est paralléle a (P).

» Démontrer que le plan (2) contenant (@) et (A) est sécant & (P) et déterminer !'intersection des plans
(P) et (2).

* Démontrer que si (@) et (P) avaient un point commun, il appartiendrait a (4).

Démonstration guidée

* Vérifier que la propriété est vraie lorsque (@) est incluse dans (P).

s

Nous supposerons dorénavant que (?) ne contient pas la droite (%).

» Conclure.

Réciproquement, démontrons que si (@) est paralléle a (%), alors (?) contient une droite (A) paralléle & (22).
Soit A un point quelconque de (%) et (2) le plan contenant (%) et A.

* Démontrer que les plans (P) et (2) sont sécants.

Soit (A) leur droite d'intersection.

* Démontrer que (@) et (A) sont disjointes.

= Conclure.

emargue

Au cours de la démonstration, on a établi que si une droite () est paralléle a un plan (?), toute droite
paralléle a (2) et passant par un point de (®) est incluse dans (®).

Si. une :irmté [‘3)] est parallele a un plan (?P] alurs touta drmte pnra]léle a (@') est paralléle é {QP} o

Démonstration 4
Soit (') une droite paralléle & (2). D'aprés la propriété précédente, le |
plan (?) contient une droite (A) paralléle & (%) donc & (2'). On déduit

de la méme propriété que (3') est paralldle a (P). 55

emargue .
Deux droites paralléles @ un méme plan (%) ne sont pas nécessairement paralléles entre L //
elles (Cf. figure ci-contre). :

Proprieté 3
Ung droita ];ur'alléle a deux plans sécnnu ast parall&le a laur drnite d mtersection. A5k
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D émonstration

Soit (D) une droite parallgle 2 deux plans (%) et (2) sécants suivant
(A). On veut démontrer que (2) et (A) sont paralleles. Soit A € (4),
d'aprés la remarque qui suit la propriété 1, la parallgle a (@) pas-
sant par A est incluse dans (?) et (2). Cette droite est donc (4).

2.3, Parallélisme de deux plans

e o

sécnntes entre elles

el Pt R

Demonstratlon swdee

* Vérifier que la propriété est vraie lorsque (2) et (2) sont confondus.

Nous supposerons dorénavant que (?) et (2) sont distincts.

traires (@) et (4) de (P) sont paralltles a (2). E
Réciproquement, on suppose maintenant que (%) contient deux droites

sécantes (D) et (4) paralléles a (9).

» Raisonnons par I'absurde. Supposons que (%) et (2) sont sécants suivant une droite (') ; 2 l'aide de
la propriété 3 § 2.2, démontrer que (&) et (A) sont paralleles & (4').

e Conclure.

Demonstratlon :
Soit (#,) et (#,) deux plans paralleles a un plan (2,), (2) et (4) deux 1 T
droites sécantes incluses dans (#,). Démonltrons que les plans (P, ]
et (#,) sont paralléles. Raisonnons par I'absurde ; s'ils élaient !
sécants, d'aprés la propriété 3 § 2.2, les droites sécantes (&) et (L\.] :
seraient paralleles a la droite d’intersection de ces deux plans.

Ce qui est une contradiction avec le fait qu’'elles sont sécantes.

Par un point donné de l'espace, il passe un et un seul plan paralléle 4 un plan donné.

@) A

D émonstration { /43 ><

Soit () un plan et A un point , Choisissons deux droites sécantes (%) Ot BB O\ savceeeanannnsnss

(A) dans (). Soit (%) et (4') les droites respectivement paralléles a (%) | /g ></

et (A) passanl par A. (%) el (A") sont séecantes en A (cl. conséquence du |
§ 2.1). Le plan (2) déterminé par les droites (%°) et (A’) contienl A el
deux droites sécantes paralleles a (?). Donc (2) est parallele & (?) d'aprés la propriété 1.

1l reste 3 démontrer que (2) est unique. Soit (2’) un plan passant par A et parallgle a (#). (2) et (2) sont
parallgles d'apres la propriété 2. Ayant A en commun, ils sont confondus. (2) est donc unique.

126 Géométrie de I'espace I
Scanned by CamScanner



Propriéte 4
,l Si deux plans sont pnrnlléleﬁ 3 _ :
(1) tout plan sécant a I'un est sécant a I'autre et les droites
| d'intersection sont paralléles ;
(2) toute droite paralléle a I'un est paralléle a 'autre ;

) toute droite sécante & I'un est sécante a l'autre. =~ /é(_\ :

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur.

—2.4. Travaux dirigés

EEEEEEE 1. Dans la figure ci-contre, ABCD est un tétraédre et I un point du segment [AB] distinct
de A et B.

1°) Démontrer qu'il existe un seul plan (?) passant par I et paralléle
aux droites (BD) et (AC).

2°) Construire les points d'intersection respectifs J, K et L de (?) avec
les droites (AD), (BC) et (CD).

3°) Démontrer que IJLK est un parallélogramme.

Solution guidée
1°) « Démontrer que le plan (?), s'il existe, contient les droites paral-
leles & (BD) et (AC) passant par L.

+ Démontrer que ces deux droites définissent le plan qui convient.

2°) » Démontrer que les plans (?) et (ABD) sont sécants, et que leur droite d'intersection est parallle
a (BD).

 En déduire la construction de J.

e Déterminer de méme les intersections du plan (®) avec les plans (ABC) et (ACD).

¢ En déduire la construction de K et L.

3°) o Justifier que [, J et K sont non alignés.

* Démontrer que les droites (IK) et (JL) sont paralléles.
» Démontrer que (KL) est parallele a (BD).

« Démontrer que les droites (I]) et (KL) sont paralléles.

» Conclure que IJLK est un parallélogramme.

-

EEEEE 2. Soit (?) et (2) deux plans strictement parallé]es‘,
A et B deux points distincts de (%) et C un point de (2).

.
1°) Démontrer que les plans (2) et (ABC) sont sécants et détermi- /é(

ner leur droite d'intersection (4).

e
L #

1. Strictement paralidle signifie paralidle et disjoint.
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2°) Soit D un point de (A) distinct de C tel que (BD) et (Ap) soient
sécantes en un point H, K un point de (2) non situé sur (a). Df:mﬂnlrer
que (HK) est sécante & (?) en un point I n'appartenant pas a (AB).
3°) Démontrer que (Al) et (KC) d'une part, (KD) et (BI) d'autre part
sont paralléles.

Solution guidée
1°) » Démontrer que (ABC) est sécant a (P).

* En déduire que (ABC) est sécant a (2) suivant une droite (4) paral-
lele a (AB).

2°) « Démontrer que H n'appartient ni a (2) ni a (#).
* En déduire que (HK) est sécante a (2) puis a ().
* Démontrer que (HK) est sécante 3 (ABC) en H.

* En déduire que [ n'appartient pas a (AB).

3°) * Démontrer que (ACK) est sécant a (2) suivant une droite que
l'on déterminera.

* Démontrer que (ACK) est sécant a (?) suivant une droite que I'on
déterminera.

* En déduire que (Al) et (KC) sont paralléles.

* Procéder de méme pour démontrer que les droites (KD) et (BI)
sont paralléles.

BHEEIEEE 3. Soit (?) un plan, (%) une droite sécante i (P) et
ABCD un parallélogramme dont les sommets n'appartiennent
pas a () et tel que (%) soit sécante a (ABC). Les droites paral-
léles & (%) passant respectivement par A, B, C et D coupent ()
respectivement en A’, B’, C' et D",

On cherche a démontrer que A’B’C’'D’ est un parallélogramme.
1°) Démontrer que les points A’, B’, C’ et D’ ne sont pas alignés.
2°) Etudier la position relative des plans (ABA’) et (CDC’) puis
celle des plans (ADA’) et (BCB’).

3°) Conclure que A’B’C’D’ est un parallélogramme.

Solution guidée
1°) * Démontrer que si les points A', B’, C’ étaient alignés, alors la droite (3) serait paralltle au plan (ABC).
* En déduire que les points A, B’, C’ sont non alignés.
2°) « Démontrer que les plans (ABA’) et (CDC’) sont paralldles.

* Etudier de méme la position relative des plans (ADA') et (BCB).
3°) » Démontrer que les droites (A'B’) et (D'C’) sont strictement parallgles.
* Démontrer de méme que (A'D’) et (B'C’) sont strictement paralleles,

¢ Conclure.

Remarque

L'application de (€) dans lui méme qui, a tout point M de (€), associe le point d’intersection M’ de (?)
et de la droite passant par M et paralléle a (%) est appelée projection sur le plan (%) parallélement a la
droite (9).
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EEEENEE 4. Sur la figure ci-contre, les points A,
B, C appartiennent au plan (?) et ne sont pas ali-
gnés, le point S n'appartient pas a (%), et les points
A', B', C' appartiennent respectivement aux droites
(SA), (SB) et (SC).

Les points A', B', C' sont-ils alignés 7

Solution

Si les points A', B', C' étaient alignés, alors le point
S et la droite passant par A', B', C' délermineraient
un plan (%) qui contiendrait les points A, B, C.
Ces trois points appartiendraient 3 I'intersection

des plans sécants () et (?') et seraient donc ali-
gnés, ce qui est faux.

WE XCTCICRS B i e o

2.d

2.0 Soit un tétraddre SABC, I le milieu de [BC]. Par
un point M de [SA), on mene la paralléle (4) &
(Al
1. Démontrer que la droite (A) est sécante au
plan (SBC).
2. Démontrer que la droite (A) est incluse dans
le plan (SAI).
3. Construire, sur une figure en perspective, le
point d'intersection N de (4) avec la face SBC.
On justifiera la construction.

2e
2.b  On considére deux plans strictement parallles
(@) et (2). Soit A et M deux points distincts de
(#), B un point de (2), I un point du segment
[AB] distinct de A et B.

Démontrer que la droite (IM) est sécante au
plan (2). Construire, sur une figure en perspec-
tive, I'intersection de la droite (IM) avec le plan
(2). On justifiera la construction.

2.c G

P 2.f

Reproduire la figure ci-dessus et construire la
section du cube ABCDEFGH par le plan pas-
sant par le point I et parallgle au plan (PQR).

Soit un pavé ABCDEFGH.

Soit I et J les centres respectifs des parallélo-
grammes ABCD et BCGF.

1. Démontrer que la droite (I]J) est sécante au
plan [EFG).

2. Construire, sur une figure en perspective, le
point d'intersection de la droite (I]) et du plan
{EFG). On justifiera la construction.

B C

Sur la figure ci-dessus, [I]} est un segment de la
face ABCD et [LK] un segment de la face EFGH
du pavé ABCDEFGH.

Les points I, J, K et L sont-ils coplanaires ?

M et N sont des points E H
situés respectivement
sur les faces ABFE et

DHGC du cube. A E 6 ‘N
Construire la section |, |

de ce cube par le plan |~ Fi____l___.
paralléle a la droite

(BC) et contenant les . « %

points M et N.
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Fxercices

JAPPRENTISSAGE"

Perspective cavaliére

On reverra les régles de la perspective cavaliere
présentées dans le premier eyele.

1 Représenter sur une feuille non quadrillée un
cube de 7 cm d'aréte en perpeclive cavalidre avec
a=60%et k =2

2 Représenter sur une feuille quadrillée (0,5 x 0,5)
une pyramide réguliére, & base carrée de 6 cm de coté,
et de hauteur 10 cm en perpective cavalidre avec a = 45°

_ 42
et k= 2

31La figure ci-contre A
est le début de la repré-
sentation en perspective
cavalidre d'un prisme
droit dont une base est le
triangle ABC et dont une
aréte latérale est le seg- A
ment [AA’). Achever cette
représentation. B
Lorsque les dimensions
d'un solide ne sont pas
connues le code (o, k)
n'a pas a étre précisé. ¢
& Le parallélogramme ci-dessous est la représen-
tation en perspective cavalidre d'un carré situé dans un
plan horizontal. Déterminer, par le calcul, le code de
celte perspective cavaliére, c'est-d-dire l'angle des
fuyantes et le coefficient de réduction, [AB]. vu de face,
est dessiné en vraie grandeur.

D

A 4 B

5 ABC est un triangle équilatéral de c61é 6 cm.
1. La figure ci-dessous est la représentation en perspec-
tive cavaliére de ce triangle, lorqu'il est situé dans un
plan horizontal , le c6té [BC] étant vu de face.

///%
. 3 H 3 .

Préciser le code de cette perspective cavaliére.
2. Représenter ce triangle en perspective cavali¢re avec

le code (o = 45°, k = 1? ), lorsque la hauteur [AH] est

verticale et vue de face, le support du cdté [BC) est per-
pendiculaire au plan vertical de face.
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ID émonstration de propriétés

6 Soit une droite (2) et un point A n'appartenap
pas (). Soit (?) le plan défini par (2) et A, B un poiny
n'appartenant pas au plan (%).

Démontrer que les droites (%) et (AB) ne sont pas copla.
naires.

Sur la figure ci-dessus, SABCD est un tétraddre, L est
un point de JSA[, M'un point de |SC| et N un point de
ISBI.

Les droites (MN) et [BC) se coupent au point H, les
droites {NL) et (AB) se coupent au point I, les droites
(LM) et (AC) se coupent au point J.

Démontrer que les points H, I et ] sont alignés.

8 Soit un cube ABCDIJKL. A, D, K définissent un
plan (P).
1. Démontrer que ] appartient 2 (P).
2. Démontrer que les centres des faces ABJI et DCKL
appartiennent a (P).

9 SABCD est une pyramide, de sommet S, de
base le parallélogramme ABCD ; O est le centre de cette
base. Soit ] le milieu de l'aréte [SA].

1. Démontrer que les droites (C]) et (SQ) sont sécantes.
On désignera par K leur point d'intersection.

2. Démontrer que les triangles SAC et SDB ont méme
centre de gravité.

10 Ssoit un prisme droit ABCDEF, a bases triangu-
laires ABC et DEF. I et ] sont les milieux respectifs de
[AC] et [DF].

1. Déterminer la nature du quadrilatére IBE].
2. Soit O le point d'intersection des segments [IE] et
[IB]. Les droites (AQ) et (FC) sont-elles sécantes ?

D étermination
d'intersections

Pour chaque construction demandée on donnera un
programme de construction justifié.

11 Sur la figure ci-dessous les points A et B

appartiennent a (?), les points C et D n'appartiennent
pas a (%), les droites (AC) et (BD) sont sécanles en 0.
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Construire le point d'inter-
section de la droite (CD) et
du plan ().

12ABCD est un
tétraddre. L est un point
de la droite (BD), M un
point du segment [CD] et
Nun pointdelaface ABC, L B
ces trois points n'étant pas
alignés. Construire la sec-
tion du tétraddre ABCD
par le plan (LMN).

D
M

O
A
C

13 On considére un tétraddre SABC. Soit E, F. G
des points distincts des sommets respectivement situés
sur les segments [SA], [SB], [SC]. On se place dans le
cas ou les droites (EG), (EF), (FG) sont sécantes au plan
(ABC).

1. Démontrer que les plans (EFG) et (ABC) sont sécants
selon une droite (A). Construire cette droite sur la figure.
2. Soit O le milien de [EG]. Démontrer que la droite
(S0) est sécante au plan (ABC). Construire le point K
d'intersection sur la figure.

3. Soit P le centre de gravité du triangle EFG.
Démontrer que la droite (SP) est sécante au plan (ABC)
Construire le point I d'intersection sur la figure.

18 0On considére un pavé ABCDEFGH. Soit I un
point de la face ABFE, et | un point de la face DCGH
(voir figure). On se propaose de construire sur la figure
en perspective proposée, le point d'intersection P de la
droite (I]) avec le plan (BFH).

1. Les droites parallzles 2 (AE) menées respectivement
par I et ] coupent respectivement les segments [EF] et
[GH] en I et J' et les segments [AB] et [CD] en I" et J".
Démontrer que le quadrilatére I"I']'J” est un parallélo-
gramme,

2. Démontrer que les segments [HF] et [I'T'] se coupent
et construire leur point d'intersection O sur la figure.
3. En déduire la construction de P.

150n considére un tétraddre SABC et un plan
(2) défini par trois points M, N, P tels que :
ME ([SAletMzA ,M=S;
N et P ne sont pas situés sur les arétes du tétraddre ;
N appartient 4 la face SBC et P 2 la face SAC
%gﬂ:]? et (SC) sont sécantes en I extérieur au segment
Cl:
Efg]] et [AC) sont sécantes en R appartenant au segment

1. Démontrer que le plan (2) est sécant aux quatre faces
du tétraddre.

2. Construire, sur une figure en perspeclive, la section
plane du tétragdre par le plan (2).

APPROFONDISSEMENT

16 Soit un pris-
me droit ABCIJK A base
triangulaire. On le I
représente en perspec- E
tive cavaligre de sorte
que la face ACKI soit
de face et que la base
soit représentée parun
triangle ABC dont les
dimensions sont :
AB=25cm;
BC=3.5¢cm; ar” e
AC=5,5cm. A ¢

:,-‘.....-_---__-.------ -
-

i

La hauteur [Al} du prisme est de 7 cm.
Sur les arétes [Al] , [B]] et [CK] , on place trois points E,
F GtelsquelE=1¢m,]JF=3,5cm et KG = 2 cm. Ces
trois points définissent le plan (EFG). Soit M un point
de |Al]. Déterminer lintersection du prisme avec le
plan [P} passant par M, paralléle a4 (EFG) dans les cas
suivants : 1.IM=3cm:

2.IM =5 cm.

17 1. Construire un octaédre régulier de 6 cm
d'aréte d'aprés le patron ci-dessous. Déterminer le
nombre de faces, d'arétes, de sommets de ce solide.

2. Dessiner ce solide en perspective cavaligre.

{x et k sont laissés a I'appréciation du dessinateur.)

18 Soit une pyramide SABCD telle que la base
ABCD est un parallélogramme de centre O.
Une droite (A) située dans le plan (ABC) tourne autour
du point O. Lorsqu'elle n'est pas paralléle aux cités du
parallélogramme, elle coupe respectivement (AD) et
(BC) en M et N, (AB) et (CD) en P et Q.
Déterminer la soction de la pyramide par le plan défini
par les droites sécantes (A) et (SO). On distinguera les
cas: M€ JAD| ;M= A ;M =D : M extérieur & [AD].

19 Soit un prisme droit ABCDEFMNPQRS ayant
pour base un hexagone régulier. Soit O le centre de la
base ABCDEF.

1. Démontrer que les portions de plans définies par les
triangles SFC, DQA. REB ont pour intersection un seg-
ment [OT] dont on précisera l'extrémité T.
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2. Démontrer que les droites (QA), (RB), (SC), (MD),
(NE) et (PF) sont concourantes.

20 Une pyramide de sommet S a pour base un
parallélogramme ABCD de centre O. On désigne par I et
] les milieux respectifs des arétes [SB] et [SC].

1. Quelle est la nature du quadrilatere AIJD ? Soit P le
point d'intersection des diagonales [A]] et [DI] du qua-
drilatére AlJD.

2. Soit I' et J' les intersections avec le plan (ABC) des
paralldles & (SO) menées par [ et ]. Préciser leur posi-
tion sur le plan de base.

3. Démontrer que P appartient a (SO).

4. Déterminer l'intersection du plan (Al]) et de la droi-
te (SO).

21 On considere un pavé droit ABCDOPQR. Soit
E le centre de la face PQRO et I le centre de la face
CDRQ, M le milieu de [RD] et N le milieu de {OR].

B C

1. o) Déterminer le point d'intersection F de la droite
(BE) avec le plan (ADR).

b) Déterminer le point d'intersection ] de la droite (BI)
avec le plan (ADR).

¢) Démontrer que D, R, F sont alignés, ainsi que O, R, J.
2. On donne AO =a, AD=a/2, AB=h.

a) Dessiner en vraie grandeur la face AORD (on prendra
a = 4 cm pour le dessin). Placer sur la figure les points
M,N,F,].

b) Démontrer que le triangle AMN est rectangle.

3. Soit V le volume du pavé et v le volume du tétraddre
BAF].

a) Calculer V et v en fonction de a et h.

b) Vérifier que %’ =2,

22 Soit un pavé ABCDEFGH, P le centre de la
face ABCD.
1. Déterminer le point I, intersection de la droite (HP)
avec le plan (ADF).
(On pourra s’intéresser a I'intersection des plans (ADF)
et (DBF)).
2. a} Dessiner, en vue de face, HFBD. Placer P et I.

ID
b) Calculer T

(On pourra considérer les triangles IPD et IHF.)
3. a) Déterminer le point ], intersection de (EP) avec le
plan [ADF]. ” 1

b) Démontrer que ‘AD= T

23 Soit SABCD une pyramide régulidre 2 base
carrée ABCD, I le milieu de [AB], ] le milieu de [CD] et
O le centre de ABCD.

1. a) Déterminer la section E de la pyramide par le plan
(%) contenant (I]) et parallele a la face SAD.

132 Géométrie de I'espace

b) Quelle est la nature de la section £ 7
2. On donne AB = 2a et 05 = a/2. Calculer le Tapport
des aires de I et de SAD.

98 Soit un pavé ABCDEFGH. On sait que Jeg
faces de ce solide sont des parallélogrammes situgg
dans des plans deux & deux parallles. M est un poiny
du plan (ABC) strictemen® intérieur au parallélogram.
me ABCD, N est un point du plan (ADH) strictement
intérieur au parallélogramme ADHE.

1. Démontrer que les trois points A, M, N définissent un
plan. Démontrer que ce plan est sécant & chacun des
plans supports des faces du pavé.

2. Dans chacun des trois cas suivants, construire sur |a
figure en perspective proposée la section du pavé par le
plan (AMN). On justifiera la construction.

1*" cas G

25 Soit un pavé ABCDEFGH.
Soit M un point de la face ABCD et N un point de la
face ADHE, comme l'indique la figure ci-dessous.

1. Démontrer que le plan (AMN]) est sécant au plan
(ADG). Construire leur droite d'intersection sur la figu-
re reproduite a une plus grande échelle.

2. Démontrer que la droite (MN) est sécante au plan
(ADG). Construire leur point d'intersection sur la figure-
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Ensemble des
nombres reels

Dans ce chapitre, aprés avoir précisé la notion de nombres
réels, nous réviserons quelques régles de calculs, quelques pro-
priétés sur les inégalités et la notion de valeurs approchées d'un
nombre réel.

Y i T e e RO

r e
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1. Nombres rationnels et irrationnels ... 136
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N

Dans ce chapitre et pour toutes les constructions géométriques, on supposera qu‘une unité de longuey,
a été choisie dans le plan.

e

__] Nombres rationnels_ e
—1.1. Nombres rationnels

Soit (9) une droite munie d'un repere (O,]).
On dira qu'un nombre x est constructible si on peut construire, en utilisant uniquement une régle et un
compas, le point de (%) d'abscisse x.

Dans les classes antérieures, on a vu que les nombres entiers relatifs sont constructibles : tout nombre
entier relatif n est représenté par le point obtenu en reportant a 'aide du compas | n | fois la distance O
a partir de O (sur la demi-droite [OI) si n est positif, sur la demi-droite opposée a [Ol) si n est négatif).

bt Y i S

irrationnels

— - - v = ()
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Un nombre est rationnel lorsqu'il peut s'écrire sous la forme : ola€ Zeth e N*1,
Démontrons que ces nombres sont constructibles.

Soit % un nombre rationnel strictement positif.

a
b

* Construire sur (%), a la régle et au compas, les
points A, A, ..., A, d'abscisses respectives 2, 3, ...,
a dans le repére (O,1).

* Sur une droite (2'), sécante en O avec (2}, placer
un point B, distinct de O ; construire ensuite, a la
régle et au compas, les points B,, B,, ..., B, d'abs-
cisses respectives 2, 3, ..., b dans le repére (O,B,).

* Construire enfin, a la régle et au compas, le point
d'intersection M de (%) et de la droite paralléle a
(B,A,) passant par B,.

(D)

OB
* Que vaut le quotient des distances _OBb ?

* Que vaut la distance OA , ? 1

» A l'aide du théoréme de Thalés, démontrer que : OM = »?—) )

Si -?— est un nombre rationnel strictement négatif, démontrer qu'on peut se ramener au cas précédent en
2}
construisant le symétrique de M par rapport a Q.

En déduire que tout nombre rationnel est constructible.

1.2, Nombres irrationnels

Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de nombre constructible qui n'est pas rationnel : \ 2.

memmmmm  Construction de [ 2

D'apres le théoréme de Pythagore, la longueur de I'hypoténuse d'un K
triangle rectangle isocele de cité 1 a pour mesure 42,
Pour construire sur (%) le point d'abscisse f:'!, on construit donc un

triangle rectangle OIK isoctle en I. Le cercle de centre O et de rayon
I'hypoténuse de ce triangle recoupe la demi-droite [Ol) au point M

®) I M (@)
d'abscisse 2. 0 1 J2
1. N* désigne I'ensemble des nombres entiers naturels nen nuls.
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pmmmmmm [rrationalité de J/ 2

. A, @
» Supposons que J2 soit un nombre rationnel. On peut alors trouver une fraction irréductible - telle
que : -g— = 2. On en déduit que ; a? = 2b%

Les tableaux suivants donnent le chiffre des unités de a? et de 2b? en fonction du chiffre des unités des
nombresa et b :

Chiffre des unités
a 0 1 2 3 4 5 6 7 8
a? 0 1 4 9 6 5 6 3 4 1
Chiffre des unités
b___ |30 1 9 3 4[5 6 7 8 9
b |EESD 1 4 9 s sl 6 9 4 1
o | o | o 8 8 9 vl ¢ 8 8 e

a?® = 2b? ne peut étre vrai que lorsque a et b se terminent par 0 ou lorsque a se termine par 0 et b par 5
Dans les deux cas, a et b seraient alors tous les deux multiples de 5, ce qui est contradictoire puisque =
est irréductible.

Ainsi.lsi J2 était un nombre rationnel, on aboutirait 2 une contradiction. 2 est donc un nombre irra-
tionnel.

T T S = e -
= . . . Bt

T e L . N — - G © v

La méthode de démonstration précédente est appelée raisonnement par I'absurde.
Son principe est le suivant : pour démontrer qu'une proposition (p)? est vr: ;
B0 cetopraposton (nenp)iset e =i o

| —on cherche & en déduire une proposition (g) que 'on sait fausse.
Ainsi, lorsque I'on y parvient, on aboutit 2 une contradiction et on a démontré que (non p) est
fausse, Clest--dire que (p) estvraie, T

Exemple
Dans la démonstration précédente :
(p): « J2 est un nombre irrationnel » ;

(non p) : « J2 est un nombre rationnel » ;
(q) : « il existe une fraction irréductible %, ol a et b sont tous deux multiples de 5 ».

E emargue

Parmi les nombres irrationnels, il en existe qui ne sont pas constructibles, par exemple le nombre n. Ce
résultat fut laborieux a obtenir.

En effet, le probléme de la constructibilité de n, connu sous le nom de quadrature du cercle, préoccupa
de nombreux mathématiciens depuis I'antiquité jusqu’au xix° siécle. C'est un des problémes les plus
célebres de I'histoire des mathématiques et un de ceux qui ont fait couler le plus d’encre. Ce n’est qu’en
1882 que Lindemann le résolut complétement en démontrant que n n'est pas constructible.

—1.3. Ensemble des nombres reels

L'ensemble des nombres rationnels et des nombres irrationnels est appelé I'ensemble des nombres réels
et est noté R. Il posséde les propriétés suivantes : _

- & tout point M d'une droite (%) munie d'un repére (O,1), on peut associer un unique nombre réel appe-
¢ abscisse du point M dans le repre (O.1) ; _

= réciproquement, pour tout nombre réel x, il existe un unique point M de () admettant x pour abscis-
se dans le repere (O,1).

2. Une Proposition est une phrase qui est soit vraie, soit fausse.
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N

Autrement dit, 'application de (2) dans R, qui & tout point associe son abscisse dans (0,1), est une bijec.

tion de (@) dans R.
o | M (D)

-

0 1 X R

On note R+ l'ensemble des nombres réels positifs, c'est-3-dire 1'ensemble des abscisses des points de |,
demi-droite [OI). .
On note R- l'ensemble des nombres réels négatifs, c'est-a-dire 'ensemble des abscisses des points de |,

demi-droite oppasée & [OI).
On a donc : R+ UR-=R et R+ NR-= {0}

De méme, on note respectivement R*, R+ et R= l'ensemble des nombres réels non quls. I'ensemble deg
nombres réels strictement positifs et 'ensemble des nombres réels strictement négatifs.

Rappelons qu'on désigne par :

* N I'ensemble des nombres entiers naturels ;

e 7 'ensemble des nombres entiers relatifs ;

e @ l'ensemble des nombres rationnels.

Par définition de ces ensembles,ona:NC Z C Q CR.

—1.4. Travaux dirigés

EEmEEE 1. Utiliser le raisonnement par I'absurde :
1°) pour démontrer que {3 est un nombre irrationnel ;

2°) pour démontrer que 2 + 5, f3-2 et ,(51 = sont des nombres irrationnels.

3
Solution guidée
1°) S'inspirer de la méthode utilisée pour démontrer que {2 est irrationnel.

2°)Onpose A=2+ J3. Exprimer J3 en fonction de A.

A l'aide d'un raisonnement par l'absurde, démontrer que A est un nombre irrationnel.

Procéder de méme pour les deux autres nombres.

EEEmEE 2. Démontrer que si a est un nombre réel (e > 0) constructible, JE est constructible.
Solution guidée

Soit [AB] un segment de longueur a.
o Tracer & la régle et au compas le point C de la demi-droite [AB) tel que : AC=a + 1.
e Tracer un demi-cercle de diamétre [AC]. 0@

La droite perpendiculaire en B a (AC) coupe ce
demi-cercle en un point M.

o Justifier que : mes BAM = mes BMC.
. BM _ BC
* En déduire que : BA - BM' . A\
* Conclure. A 5
—1.5. Rappel sur les calculs dans R
les nombreés

Les définitions et propriétés de ce paragraphe ont été données dans le premier c_!fcfe pour
rationnels ; elles s'étendent aux nombres réels. Nous les rappelons sans justification.
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puzmmm Quotients
Defmhn

;r'g;o“ a-_un nombre réel b un nomhre réal non nul
‘ Le quntient de a par b nst I‘unique nombre réel .t- tel qu >+ b

Rmam

= n‘adesensquesib# 0.

irunr lous nnmhms rénls a, b c et d tnls que b -d ue soiant

: c ad+b¢ s SRR :
Fu, -E b —J E : ' Sl _“____ d Sbd
;si de plus cza&'ﬂ__;- _ e

Em' |

mmmmmmm Puissances

Deflmhon _

f""':

‘s Soit @ un nombre réel n tm nombre entler naturel non nul.-

| :
Onpose a"=axaxax ..xa.

£ - n facteurs
|

{'Daplussna;to nnpose a"‘ -—,—lela"—.l  ::

Pro pri etes

ll’mu- tous nomhres entners relaufs m,. n et p | tous q_nﬁbm rééis ;inn mﬂs u,: b.ona: A
I[l) a’" aﬂ = a_nl-l-rl ; i J ELAlC & [3] . mr i

{(41 (ab)" a"b"‘ B

emmmmmm Racines carrées

_Définition

Snit a un nnmbre réel pnsmf Ao
-"t_l esi l'unique nombre réal positif dont le nnrré est a.l_.

Remargue

Ja n'a de sens que si a est positif.

?mn' tous nombres'réels pnsiti[s a, b et pnur tout no-hre antiar naturul n,ona: %

*tu Ju—b'

i 4'5 @

E: E (aib:tﬂ) 3 3 (-Gl" J_

AL LT I I A e B e e A L LIRS =T AN TR e A S R e
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Remaraue

Ja + b est en général différent de Ja + b ; par exemple : Jo+16 = B+ fi6.

Propriétée

' Pour tout nombre réel positif a et tout nombre réel x, on a : iy

x’ga 'ﬁ'x='.5 6u.r=-_-ﬁ'- ke

WE xercices WW/W/M

l.a Calculer les nombres suivants en présentant
les résultats sous la forme « la plus simple pos-

sible » :
1i,1_1 .8 4 . _ 7,7,
37276 ' 5 Jgo ' 11 132 °
107
_400 175 . _4
0,5 ~ 18000 ' 107 °
3

1.b  Soit a, b et ¢ trois nombres réels deux a deux
distincts. Simplifier les expressions suivantes :
[

a -
@—bla—d b-ab-0  (c-alc-b"
a N b’ i c
@—bla-90 B-ab-d (c-alc-b)’

1.c  Ecrire les nombres suivants sans dénominateur

1d

le

ot a I'aide de puissances entidres de nombres

remiers :
25 143 . ..32:: . .é._ ax i *
x - TCRL V7 R VY

Ecrire les nombres suivants sous la forme :
a + b/n, ol a et b sont des nombres rationnels

etneEN:

1 . B 1
1-45 -8 ° 4__1 ]
1-/5

1. Mettre les nombres réels 4 + 2,5 et 9-45
sous la forme (a + bJc)? olt a, b et ¢ sont des
nombres entiers.

2. Ecrire les nombres suivants sous la forme
a + b/c, ol @, b et ¢ sont des nombres entiers :

he2fi  : yJa-4af5 .

__9.1. Inégalités dans R

Nous avons utilisé dans les classes précédentes des relations du type « est in férieur ou égal a ». L'objet
de ce paragraphe est de définir ces relations et de rappeler leurs propriétés.

{De&finiTionsMEE

Soit a et b deux nombres réels ;

gmmmmm Définitions et propriétés immédiates

. * a est inférieur ou égalab  signifieque b - a est un nombre réel positif ;
| » a est strictement inférieur a b signifie que b -  est un nombre réel strictement positif.

Remarque

< et 2 sont les symboles d'inégalités larges ;
< et > sont les symboles d’inégalités strictes.
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Proprietés

Pour tous nombres réels a, bet c, on a : :
1) asa; : |
;(3] as<h et b<c = a<e, ) e -

Remarque

Seule la propriété (3] reste vraie pour les inégalités strictes.

pmmmmm Ordre et opérations dans R

Toutes les propriétés suivantes restent vrajes
tés strictes correspondantes.

Proprictes TR NRGe
Soit a et b deux nombres réels,

si on remplace partout les inégalités larges par les inégali-

l(“ Eourtout nombre réel.c; nsb = a+csb+c., =
@ Pourtoutnombroréelc20:  ash = acshe |
Puurtoulnomhmréalcsn--""' .

![3] Enparhcuher' o

Pro . rletes

‘(ﬂPourtuusnnmhres réels a,b cetd | asb elcsd =& a+c5b+d.-.‘l ;
[EJPourtougnombmnéelsu.b cntdppsltlfs ¢ asbatc<d = ;i,.acﬁbd.

ACENL RS D i St )

Remarque

Il n’existe pas de régle pour « soustraire » ou « diviser » membre @ membre deux inégalités ; I'inégalité
obtenue peut en effet étre vraie ou fausse, comme le prouvent les exemples suivants :

253 . 2 3 . 2568 2 .6
{155 maw?—lzs—SetTa?, {355 etz-sss-s.et?s-s—.

Pro rletes

1 | Pour tous nmnbras réels a et b positifs"'

| Pum- tous numhres réels a et b stnr:tement posmfn

e o o e i LS e e e st S e B SR ETOL TR

emmmmmm Partie entiére

On admet que, pour tout nombre réel x, il existe un unique nombre entier relatif n vérifiant n<x <n + 1.
Cette propriété est illustrée par la figure suivante :
O I M (D)

&

Last

4 -3 -2 -1 0 1 g 3 x4 5 R
ou (%) est une droite munie d'un repere (O,1). Le point M de (%), d'abscisse x, est situé entre deux points

de (), d'abscisses entiéres consécutives n et n + 1,
Par exemple
B<B7<9 : 3<n<d4 ; -2<-2<~-1 ;080<1 ;-65-57< -5 ;| -4s-n<-3.

1-& pnrtle eunéra d'un nombre réel x ast le nombra antier relalifn vériﬁant n s x<n+ 1.
Ellu est nutén E[x] : ' '
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Exemples

E(8,7)=8; E(n)=3; E(-2)=-2; E(0)=0; E(-57)=-6; E(-n) = - 4.

2.2, Travaux dirigés

mesmmm 1. Comparaison de nombres

Comparer les nombres réels suivants :

o 5 ., 7 3 4 34 . 8 81 77
1 342 . 3 4_4 34 .8 . 81 . 12
)zt ¢ -y et-g 5 ety i -5 oo
2°) 5013 et18 i let 1 : 2-2ﬁ et2-3/3.

17 12/2
Solution guidée

Selon les cas, on choisira une technique de comparaison parmi celles rappelées ci-dessous :

Dans la comparaison de deux nombres réels, il peut étre intéressant d'utiliser la calculatrice pour conjec-

turer ou vérifier le résultat.

gmmmmm 2. Encadrement d'une somme, d'vne différence

Soit a et b deux nombres réels vérifiant: b<a
Donner un encadrement de a + b et de a — 2b.

Solution guidée

Poura + b :

1™ méthode

Démontrer que : 3 < a < 6.

En déduire que : 6 <a + b < 11.

Pour a - 2b:

1 méthode

Démontrer que:3<a <6 et —10<—2b<-6.
En déduire que : -7 <a-2b<0.

<b+1 et 3<b<hb.

2¢ méthode

Démontrer que : 2b<a+b<2b+ 1.
Démontrer que: 6 < 2b et 2b+ 1 <11,
En déduireque:6 < a + b < 11,

2¢ méthode
Démontrerque : —b<a—-2b<1-b.
Démontrerque: —5<-b et 1=-b<-2.
En déduire que : =5 <a-2b<-2.

Les deux méthodes donnent des encadrements distincts pour a - 2b. On choisira le second qui fournit
un résultat plus précis.
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gmmmmm 3. Encadrement d'un produit, d‘un quotient
Soit a et b deux nombres réels vérifiant: 1 <a<2et-5<b< -4.

Donner un encadrement de -‘-%’-.

Solution guidée

re :
{’érfilli:hgs“e : a;},b = % + ‘}—) . éznmﬁ:ﬁfieque :2<~-(a+b)<4.
Démontrer que : _;’ S % <L : Dénlmntrer succlessivemenl que:4 <-ab<10
Encadre:: successi:emezt;;b, -4T et % . et T < - Et!B < = 1 !
En déduire que : R En déduire que : 1< a:b -y

B T b ettt i L ————— aitan ST . =
- e e ey o et

e e e e i o P S

 Pour encadrer un produit, on peut utiliser des encadrements oi ne figurent que des nombres |
. positifs et multiplier membre & membre les inégalités de méme sens donnant I'encadrement de |
- chaque facteur du produit. e ST s
I_’ou_rt_efnc?d:er__un quotient, on peut utiliser des encadrements o ne figurent que des nombres |
Epositifaiol 120 b S MG AN s e e s e R R s
. —encadrer le numérateur; .

be encadrer l'inverse du dénominateur ; ~ o 0
| — multiplier membre & membre les inégalités de méme sens ainsi obtenues. -

3t l

Bt SE AL P L AD = i T E i h o NL v : :
e seam nt . e e e e L el e e -

mmmmmm 4. Partie entiére et encadrement, approximations décimales

1°) Seoit x un nombre réel.
a) Démontrer que : x -1 < E(x) < x.

b) Démontrer que : - % <x—Elxr+ —%—) < —1-.

2
2°) On donne n = 3,141 592 653 5...

E(10%n) at E(10%x) +1
103 103

d'ordre 3 par défaut et par excés de m. ]
b) Exprimer de méme les approximations décimales d'ordre 5 par défaut et par excés de n en fonc-
tion de E(10°n).

3°) Soit x un nombre réel et m un nombre entier naturel.

E(10™x) _ E(10m9)+ 1

—_— gt —/——.
1om 1qm

Que représentent e et d pour le nombre réel x ?

a) Vérifier que : sont respectivement les approximations décimales

On pose:d =

Solution quidée
1°) a) Poser n = E(x) et utiliser les inégalités : n Sx <n + 1.
b) Poser p = E(x + —;-) et utiliser les inégalités : pSx + % <p+1.
2°) a) Vérifier que : %@: 3,141 et _}:-:[1_(‘):%)3 = 3,142.
3°) Démontrer que : d < x < e et e —d = 10™™, Conclure.
d“e ool ii. L'objet de ce travail dirigé est de constater que l'intervalle [0 ; 1] contient une infinité
rationnels.

On considére I'ensemble A des nombres de la forme q,/2 o1l g est un nombre rationnel strictement com-

Pris entre 0 et J_é_

1) Démontrer que A est inclus dans [0 ; 1].
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2°) Démontrer, a I'aide d'un raisonnement par I'absurde, que tous les éléments de A sont des nombres
irrationnels. .

3°) Sachant que l'intervalle ]0 ;l-[ contient une infinité de nombres rationnels, démontrer que A
contient une infinité d'éléments.

Solution

2
1°) Si x est un élément de A, il existe un nombre rationnel g tel que : x = glzeto<g< 2
en multipliant les membres de cette inégalité par J2, on obtient : 0 < x < 1.
Ainsi, tout élément de A est 6lément de [0 ; 1] et 'ensemble A est inclus dans l'intervalle [0 ; 1].
2°) Si x est un élément de A, il existe un nombre rationnel non nul ¢ tel que x = a/2. donc {2~ -f?
Par conséquent, i x était un nombre rationnel, /2 le serait aussi, ce qui est faux ; le nombre x est
donc irrationnel. Ainsi, tous les 6léments de A sont des nombres irrationnels.

3°) L'intervalle ]J0 ; ?l contient une infinité de nombres rationnels ; de plus a deux nombres “‘f“c’“'
nels distincts de cet intervalle correspondent deux éléments distincts de A. L ensemble A contient
donc une infinité d'éléments.
Pour démﬂntrer -.q
[ tnut élémen da '

EEEEEEE 6. Soit p et ¢ deux nombres rationnels tels que p < ¢ ; nous allons construire un nombre
irrationnel compris entre p et g.
Soit k un nombre irrationnel compris entre 0 et 1.

1°) Démontrer que k(g - p) est un nombre irrationnel compris entre 0 et g — p.

2°) En déduire que p + k(g - p) est un nombre irrationnel compris entre p et g.

Solution

19) k= Em—%)- donc si k(g — p) était un nombre rationnel, k le serait aussi, ce qui est faux ; k(g - =pl
q

est donc un nombre irrationnel.

Deplus:0<k<1 = 0< Kg-pl< g-p car p < q.

2°) Ajoutons p a chaque membre de l'inégalité précédente, on obtient : p<p + kig-p) < q.
De plus k(g — p) est un nombre irrationnel, donc p + k(g — p) l'est aussi.

o] K | P M Q
0 k 1 P

kg - p)-
q-p
2.3, Majorant et minorant, maximum et minimum
d'un ensemble
Denmons

—— RS —————— P e e—

q

x=p+k(q-p)

— e s a A e T
g

Soit A un sous-ensambln’ non vide de R. RIS
'+ On dit qu'un nombre réel A est un ma}nrant de A si. ..ﬂ. est supérieur ou égal a tous las éléments

Ede A. Un ensemble qui admet un majorant est dit majoré. :
+ On dit qu'un nombre réel m est un minorant de A si m est Mférieur ou égal a tous les éléments de A.

\Un ensemble  qui admet un minorant est dit minoré.

S

e T N e e "t e A e e

3. Un sous-ensemble d’un ensemble E est une partie de E.
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Exemples

« 7, Q et R ne sont ni majorés ni minorés. N est minoré par 0, — 1, - n, mais n'est pas majoré.
« Soit a un nombre réel, l'intervalle |- « ; a[ 4 est majoré par @ mais n'est pas minoré.

B emargue

Un sous-ensemble majoré {FBSPECHVf?mEannIROFé) de R admet une infinité de majorants (respectivement
mmorants}_. En effe{. si .efl esl‘un majorant (respectivement m est un minorant}, tout nombre supérieur @
A (respectivement inférieur @ m] est aussi un majorant (respectivement un minorant).

Soit A un sous-ensemble non vide de R. , : .
« Lorsqu'il existe, le plus grand élément de A est ap[iel'é-makimum de A.
. Lor'squ_x_-il'existe. le plus_petig élément de A est -'#'iipe:lé minimum d" A':-_'_ ,

Exemples
* Toute partie finie®> de R admet un maximum et un minimum.

* Les maximum et minimum du segment [0 ; 1] sont respectivement 1 et 0.

* Soit x un nombre réel ; E(x) est le maximum de l'ensemble des nombres entiers relatifs inférieurs ou
égaux a x.

* Soit @ un nombre réel ; I'intervalle - e ; a| n'admet pas de maximum.

Démontrons-le par l'absurde. Supposons que |- = ; a[ admette pour maximum le nombre réel M.
Al appartient & |-« ; a| donc : M < a.

a+ A . N [T . A E P
L* -2 appartient a I'intervalle U ; «l, P M A

5 PP rvalle M ; al,ona: M < S <a & aedl. =
a + u'[l{. ']

est donc strictement supérieur a Al et appartient 2 ]-c; al,
ce qui est contradictoire puisque M est le maximum de |- e ; al.

Donc |- e ; al n'admet pas de maximum.

Eemargues

* Lorsqu'il existe, le maximum (respectivement le minimum) d'un sous-ensemble de R est unique.

* Soit A un sous-ensemble non vide de R et Ml un nombre réel. M est le maximum (respectivement le
minimum) de A si et seulement si Al est un majorant (respectivement un minorant) de A appartenant
a A.

* Un sous-ensemble majoré (respectivement minoré) de R n'admet pas nécessairement de maximum
(respectivement minimum) : 'intervalle |- == ; al ci-dessus en est un exemple.

—2.4, Travaux dirigés

EEEEEEN Soit A I'ensemble des inverses des nombres entiers naturels non nuls.

1°) Démontrer que 1 est le maximum de A. o
2°) Démontrer que I'ensemble A est minoré, mais n'admet pas de minimum.

Solution guidée
1°] « Démontrer que 1 appartient 3 A. g
* Soit n un nombre entier naturel non nul. Démontrer que : == s1.

* Conclure.

—————
1. Les intervalles Je— : af . Je : af, Ja ; —f et Ja ; =] seront désormais notés J— e ;al , J-=;al.Ja:+ =l et fa;+=[.

3 Une partie finie d'un ensemble est une partie qui contient un nombre fini d'éléments.
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2°) « Démontrer que 0 est un minorant de A.
« Supposer que A posséde un minimum m ; ;
— justifier l'existence d'un nombre entier naturel non nul n tel que : m = i

ot 1 .
- justifier que : —— € A;

. 2
- démontrer que : o= < —;
— conclure.

WE XCT CICRS Bt/ i s o A7~ s

P 4- - ; 2e Ondonne:1.414< ,E < 1,415
50 CDT:I»HM e -170ﬁ 4Bl 1,732 < {3 < 1,733 et 2,236 < {5 < 2,237,
J5=2 st 2-J3 1. Donner les meilleures approximations déci-
@ males que 1'an peut cbtenir pour chacun des
nombres :

2.b  Trouver un encadrement de /17 aprés avoir cal-

6 E E—ﬁ ; vfé+ﬁ
culé [4,1)% et (4,2)%. Wiz T R 5
; 2. Vérifier les résultats & 'aide de la calculatri-
2.c 1. Calculer (3 - /2)2. Comparer les nombres co.
Y11-6/2 et 3- /2.
2. Comparer les nombres 1 - JE et -\’6 - 2.."5. 2F  On considere l'ensemble B des nombres réels
puis les nombres 4/ (m — Jozetn- Jo. pouvant s'écrire sous la forme = 1 I ol n est
un nombre entier naturel quelconque.
2.d Ondonne:1,732</3<1,733 et 1. Démontrer que B admet 0 pour minimum.
-2,719 <a<-2,718. 2. Démontrer que B est majoré par 1 mais qu'il
1. Donner un encadrement de a,3. n‘admet pas de maximum.
2. Donner un encadrement de a?,

La valeur absolue a été définie en troisiéme en terme de distance. Cette notion est I'objet ci-aprés d'une
nouvelle définition ainsi que d'un approfondissement.

3.1, Définition et propriétes

] P - —

Soit a un nombre réel. Leplus grand des deux :nombi'i}é réels a et - a est _aﬁﬁélé valeur absolue de
En et est noté |al. e : o

PRSPl tC o Lol Z i3
Exemples

'Iﬁ—2|=ﬁ—2 car 2-J7505{7-2

e[3-n=n-3 car 3-n<0sn-3.

Remarque

Cette définition est équivalente & celle donnée en classe de troisiéme.
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Propriétes

Pour tous nombres réels a, b et tout nombre réel strictement positif r, on a :

(1) |a]20; (2)|a]=0 & a=0;
(3)|al= I-al; a si a20
e (4) lal={ ;
(5)|a]=1b] & a=b ou a=-b; sa sl a0
(6) /a2 = |a|; (7) |ab = |a]|b];
e 1 1. ! |al
S b 0, - ¥ a = b4
@sibeo. 3= | ©Sib=0, |$|=p g |
(10) a + B| < || + |b| (inégalité triangulaire) ;  (11) el s eriis i
Démonstration

Nous démontrerons seulement les propriétés (10) et (11), les autres étant admises.

(10) Par définition de la valeur absolue,ona:a<|a;b<|b|;-a<|a|; - b <|bl|.
Donc:a+bg|af+ bl et —(a+b)<|a|+ b

la + b| étant le plus grand des deux nombres a + b et — (a + b), on déduit des deux inégalités précé-
dentes que : |a + b| < |a] + |b|.

(11) L'inégalité |a| < r signifie que le plus grand des deux nombres a et — a est inférieur ou égal a r, ce
qui équivaut a dire que les deux nombres a et — a sont inférieurs ou égaux & r.

asr a
—-—acsr } |

Onadonc:la<r ﬁ{

I!"'l

| %
] R
<

& —~r<asr.

Fi
1

—3.92. Distance de deux nombres reels

mmmmmm Définition
Soitx et y deux-nomhres- réels. i SRR B -y
. Le nombre réel Lt- y| est appelé di'st'ance_de Tet g vl S

B emarque

Soit () une droite munie d’un repére (O,1). Pour tous points M et N de [3), d'abscisses respectives x et
Y, on a vu en classe de troisiéme que : MN = |x - y|. Ceci justifie le terme employé.

-'—R

mmmmmm Valeurs approchées
| Définition _
' Soit x et y deux nombres réels et € un nombre réel strictement positif.
B est une valeur approchée de x a € prés signifie que |r- y|<e.

L_OI‘ note =X = y _E‘.._l-_'-__;l'r_és_:_le nom}_r_ré € est appelé incertitude de cette vﬁlaur approchée.
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4 appartient a cet intervalle

Exemples
* 1,166 € — < 1,167 - % demplitude 0,000 —
g e +—R
peut étre illustré par le schéma ci-contre : 1,166 7 1,167
4 107 pras.

donc tout nombre réel y de l'intervalle [1,166 ; 1,167] est une valeur approchée de s
« 3,141 59 < 1 < 3,141 60, donc tout nombre réel de l'intervalle (3,141 59 ; 3,141 60) est une valeur appro-

chée de x 2 1075 pres.

Bemargues

e Soil x un nombre réel et m un nombre entier naturel. Les approximations décimales d‘ordre m par

défaut et par excés de x sont des valeurs approchées de x a 10°™ prés.
e Soit x et y deux nombresréels : x =y Qe prés & Y-E€sSxXSY +E. .
La connaissance de x & € prés définit donc un encadrement de x d'amplitude 2e.

De méme, la connaissance d'un encadrement
a+bhb

dex :a<x<bh, donne —— comme valeur 5
approchée de x a B —2a prés. E - E >R
Ainsi, dans les deux exemples précédents : = % = ; h

1,166 5 est une valeur approchée de % G 5x 107 prés ;
3,141 595 est une valeur approchée de n @ 5 x 107 prés.

mmmmmmm Résolution des inéquations du type [ x—-a|<r

Proprieté i i iR e G
Soit @ un nombre réel et r un nombre réel strictement positif.
Pour tout nombre réel x,ona: : : X

< e _'.< S ; [ 1 ¥ :]" - R
r-alsr &  a-r<sx aur 7 ko TSP I
Pt A L NS R e e R s
Démonstration
On utilise la propriété (11) § 3.1.
Pour tout nombre réel x,ona: lk-a|sr o -r<x-acs<r
o a—-rsxsa+r.

emargues
¢ Sur une droite (9) munie d'un repére (O,I}, soit A

le point d'abscisse a et M le point d’abscisse x.

Ona:|r-dsr © AMsr o |

»(D)

x est donc solution de I'inéquation :|x — a| < r si et
seulement si M appartient au segment [BC], inter-
section de (@) avec le disque de centre A et de

rayonr.

* On démontrerait de méme que I'ensemble des solutions de I'inéquation : |x - a| < r est I'intervalle

Ja-r;a+rl
= Soit a un nombre réel et r un nombre réel strictement positif ; les intervalles f[a -r ; a + r] et
Ja - r ; a + r{ sont appelés intervalles, respectivement fermé et ouvert, de centre a et de rayon r.

Exemples
Considérons les inéquations : (1) |r-3|<s2; (2) |,|,-_ % < % :
{3]h+1|>-;-: (4) e-2/21.
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e Pour tout nombre réel x,ona:jxr-3|<2 < 3-2<x<3+2. 2

L'ensemble des solutions de (1) est donc l'intervalle [1 ; 5). . p——i—] - R
1 3 * 5
« Pour tout nombre réel x,ona:fr- |« L o 3 _1 .3, 1 *%-
L'ensemble des solutions de (2) est donc l'intervalle ]1 ; 2|. . 2] . :—P[ ~ R
i
1 % 9
* Considérons l'inéquation (3') : |x + 1| < o *%‘
L'ensemble des solutions de (3°) est l'intervalle [- g— T %], +—F t - R
Les solutions de (3) sont les nombres réels qui ne sont pas - -g" =4 ";'
solutions de (3), c'est-2-dire ceux qui n'appartiennent pas a l'intervalle [~ % - ll
L'ensemble des solutions de I méquatmn (3) est donc |- oo ; - _[ uUl- l : 4 oo, Cet ensemble est appe-
16 complémentaire de [- ? ;- —] dans R (cf. point loglque ci-aprés).
¢ De méme I'ensemble des solutions de (4) est 1 ;
le complémentaire de l'intervalle ]1 ; 3 dans R, —r 1 £ - R
c'est-a-dire I'ensemble : |- o= ; 1] U [3 ; + oo[. 1 9 3

--.—‘._—.-.«-» O (e e A e

i LN e T Y T T PRI TP

1 Soit A une parue d'un ensamhle E le complémentmre de A
- dans E est l'ensemble des éléments de E qu1 n appa.rhannent

pashA i
[OnlenoteCEA(oupmfms E\A} _
“On a donc : AUCEA EetAﬁCEA Q
OCEE EetCEE Ei

I

&

E -
I;.'-.'
B
i

L.

Exemples
» ’'ensemble des nombres irrationnels est le complémentaire de @ dans R.
. 3 . 1) e B (UL 4

CR[_?IT]—]" : 2[U12'+ [.
*Cpll:8]=]-=;1JUI3:+l

—3.3. Travaux dirigés
EEESEEE 1. a et b sont deux nombres réels. Démontrer que : ||a] - |b|| < |a - b.

Solution guidée
* Appliquer l'inégalité triangulaire 2 la somme (a - b) + b.
* En déduire que : |a] - |b| < |la - b|.
* Démontrer de méme que : |b| - |a] < |a = b|.

* Conclure.

EEBEEEE 2. g et b sont deux nombres réels vérifiant @ < b ; x est un élément de l'intervalle Ja ; bl.

Démontrer qu'il existe un nombre réel r
strictement positif tel que :
Ik=r;x+r Cla;bl

- R

a g

= | o
| | | =
X=r X X +
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Solution guidée

r étant le plus petit des deux nombres b-xetx—-a:

e justifier que r est strictement positif ;

o démontrerque:a Sx—-r<x+rsb;

¢ conclure.

EEEEEE 3. Soit x un nombre réel vérifiant s —-.

1°) a} Démontrer que :

1
— X,
2 1-

b) En déduire que : 1 + x est une valeur approchée de —— ~ 4 22 prés.
2°) a) Démontrer que : %<1+?+J1+x
b) En déduire que :1 + ? est une valeur approchée de J1+x a -— pres.

3°) Donner des valeurs approchées des nombres réels

de chacune d'elles.

Solution guidée

1°) a) Utiliser, apres justification, l'inégalité : - -% £—-x.

b) Démontrer que : 1 g _x= X

1—x"

Utiliser, apres justification, les inégalités : 0 s ——

2°) a) Justifier et utiliser les inégalités : 73 <1+ %

b}DémonLrerque:1+—'-;-—J1+x=

de la question 2°) a).

"1’11

1
3

41}

®

0,9998

1
t2

22,

<

]
+
H

4[1+%+J1+x}

3°) e Poser x = 2.10~ et utiliser la question 1°) b).

e Poser x = 15.107% et utiliser la question 2°) b).

et /1,00015, en précisant l'incertitude

puis utiliser le résultat

—3.4. Notation scientifique, ordre de grandeur

mmmmmm Notation scientifique

Le tableau suivant représente les opérations effectuées par une calculatrice et les affichages correspon-

dants :
Opérations Affichages Significations
19.10° x 11.10* 208 12 9,09 x 1012
0,000 48 + 12 000 4 - 08 4x10°8
(22.10°%) + (7.105) 3, 1428571 - 09 3,142 8571 x 10°°

Les écritures 2,09 x 10'2 ; 4 x 107® ; 3,1428571 x 10~ sont appelées écritures normalisées ou notations

scientifiques.

| Deﬁnmun '

Un nombre réel A est expnmé en notation scientifique lursqu'il est sous la forme: A = a x 10, 00 p

est un nombre entier relatif et a un nombre réal tel qun 1s |a| < 10.

A.
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Remaraue

En pratique, sur les calculatrices, le nombre affiché a est un nombre décimal et a x 10P est le nombre A
ou une approximation de A.

gpemmmm Ordre de grandeur

Soit x un ﬂﬂmbfm réel d'écriture normalisée a x 10P et « 'arrondi d'ordre 0 de a.
Le nombre décimal a x 107 est un ordre de grandeur de x.
L'utilisation des ordres de grandeur permet de contréler rapidement des calculs numériques.

Exemple

1,602 x 1071 a pour ordre de grandeur : 2 x 10-19,
2,99 x 10® a pour ordre de grandeur : 3 x 108,
6,022 x 10?3 a pour ordre de grandeur : 6 x 1023,
Comme (2 x 107"9) x (3 x 10°%) x (6 x 10%3) = 3,6 x 103, on peut dire que 4 x 10" est une approximation
grossiére de : (1,602 x 10719) % (2,99 x 10%) x (6,022 x 1023).
Le résultat exact est : 2,884 525 956 x 1013,

Remarques

* Le produit (respectivement le quotient) des ordres de grandeur de deux nombres réels n’est pas tou-
jours un arrondi du produit {respectivement du quotient) de ces deux nombres.

* Un calcul & I'aide d’ordres de grandeur permet d'obtenir rapidement une approximation grossiére de
la valeur d'une expression numérique.

WE X T CICOS BZor i g s o o A o A

3.a

3b

d.c

3.d

e

Ecrire sans le symbole | | les nombres suivants :
f7-2

1-72) ; .

h-A |-

Résoudre dans R les équations et inéquations

suivantes :
ke-3l=2 ; [2x-1]=3 ; k-1s2 ;

Lr—3]:~12- ; le+dl>5 ¢ le+2[23

Donner une valeur approchée (sans oublier son
incertitude) de x et de y en utilisant les enca-
drements suivants : -
2,15 <x<2,18; 3.14<_r;-:7.

Traduire par un encadrement chacune des
informaltions suivantes :

0,818 est une valeur approchée de %h 1073
prés ;

2,351 est une valeur approchée de A a 2 x 107
pris.

Sans la calculatrice, exprimer les résultats des

opérations suivantes en notation scientifique :
360 x 10°% |

D 6x107% % 0,02 ———
0,004

16 D00 x 350

3.f

3.h

31,2 x10°1% - 17,3 x 1071 ; 205 ;
(27,3 x 1077) % (-31 x 10%8) ;
(0,025)° x (0,02)°
(4 000)?

Sans la calculatrice, donner un ordre de gran-
deur de A dans les cas suivants :
A=19054x10"% x 7,525x107 ;
A=2975%x10" + 6,524 1 x 1075 ;

A= {9,342 5 x 1018,

; 265 . [7 < 1351
1. Vérifier que : 753 S f3g 780"
1351 _ 265

780  153°

1351 , 265

780 el 153 sont des

valeurs approchées de {323 %107 prés.

2, Calculer ;

3. En déduire que

On donne un nombre réel positif ..

J1+ux =1 1

1. Démontrer que : = ;
4 X J1i+x +1
Calcul J1+x =1 i 1
2. Calculer ——— ¢
X .{'T+_E+l

pour x =107%,
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[ A3

_ E xercices

APPRENTISSAGE
Calculs dans R

1 Calculer les nombres suivants en présentant les
résultats sous la forme d'une fraction irréductible :

i 3.5 il
2 1 2 56 T,
3 2 1.2 " 1_2 4
3 373 a3

3 2 4.6 3.2 4.3 5
25 5 7 5’y 54, 25

2 7.3 "° 3.2 4,3 -3
i I s A s

2 Ecrire les nombres suivants 2 l'aide de puis-
sances entiéres de nombres premiers :

83x5%x7?  (3*x2%)°  0,081x0,36 x 2560

53 x 79 x 26 (97'x22)% ' 0,144 %2,16 x64
(0,6)% x 125 x 543 . 10°x3? | ‘2%:39

92 x 59 x (0,8)? x (0,4)* ' 8x57 6

3 Ecrire les nombres suivants sous une forme
plus simple (radicaux seulement au numérateur, les
nombres écrits sous ces radicaux étant les plus petits
possibles) :

f72 ; /675 ; ios0 ; 54 - 24 + 150 ;
JZ_D—2JH_5+-/1_8_:-—E:

5 F . %+ /Es-feo
F-6 B+h | Fms-s

B Démontrer les égalités suivantes :
ﬁ-i-j;- =J—43 : ‘Hé+1x1”§—‘l =1.

5 Comparer les nombres réels suivants :

aj2+ {5 et Jo+afs ;
b 2-7 et 1/9 -2a.

6 Démontrer que poura>b20:

o= _ dasfb

a) ]a-]b Ja-b '

b) (J;- Ja? - b2 +‘[a-Ja2-b2 )2=2[a+b].

7 Soit a. b c et d quatre nombres réels tels que :
[

b#ﬂ,d#oet—b-= E’

Sous réserve d'existence des différents quotients,
démontrer les égalités suivantes :

a+c _ b+d |

a _ a+c . _
b b+d ' a-c¢ b-d

2a-3¢ _2b-3d . -a+2b _ -c+t2d |
Sa+4c 5Sh+4d ' 3a+5b  3c+5d '

152 Ensemble des nombres réels
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at+b? _ E+dt . a? - = -
2 - d 'oa?+ 2::2 b2 + ZcF

Ordre dans R

8 Comparer les nombres réels suwanls

23 o 231 )99 990 ci2ag
Jg5 ® goo ¢ Y23 ' am ¢ oI5 et 58
djafets® ejzﬁetsﬁ : ﬂlJ?»)? et54 ;

glai-fBetfa-f : WAz+BetAa+f7
i U 1, p— 3-/5
I}m 8lm : }J? 31{5 et > u

9 Ranger par ordre croissant les nombres réels

suivants :
}28 25 _ 27 . 28, 28, 26

27 ' 28 * 28 ' 26 ' 25 ' 28
bA7+3f ; 4+ 9 ; BB+ 2).

10 Soient a et b deux nombres réels de J0 ; 11.
1. Quel est le signe de (1 -a)(1-D) ?

1.1 1
2. Comparer oty o et 1+ 5.

11a, b et ¢ sont des nombres réels strictement
positifs. i
1. Comparer - et $——-
2. Application
Comparer :

n::,l—etal'"{E : b}"; 7411
7 7+;2 ' JS 354*\'11.

124, b, ¢, d sont des nombres réels strictement
positifs tels que :% < -E,n
1.C0mparer:a}-‘£—el ﬁc& ; b}ﬁ- et %—Irﬁ-
2. Application
Ranger par ordre croissant :

ﬂ} —ElB . J‘r ﬁ ﬁ*\h_?‘
' TR TR Tew

13x et y sont deux nombres réels strictement
positifs. Démontrer les inégalités suivantes :

01%4-%22 blsix<y alorsx<fxy <y ;
) —— <L, 1 d)Jx+y <Jfx+ .

X+y x ]

18 Soient x et y deux nombres réels.
1. Développer (y - x)(y? + xy + x2).
2. Démontrerque : y® +xy +x2=(y + i]2 +-'*‘2
3. Déduire des questions précédentes qua
sixsy alors a2 s y°.

15 Soit @ un nombre réel.
1. On suppose D < a < 1.
* Comparer : a et a® ; a et Ja:a et;

1
* Ranger dans l'ordre croissant : 1, a, Ja, a® et —
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2. On suppose a > 1.
Ranger dans l'ordre croissant : 1, a, fu, a? et _:!_

16 1. Démontrer que pour tous nombres réels a et
bona:la +h)¥=a+ 3a*h + 3abt + 1.
2. On suppose de plus que a et b sont positifs ;

; k] 3
démontrer qu'alors on a : (ﬂ_';_l'{y < @ ; b )

17 . el z sont lrois nombres réels.
1. Démontrer que : 2ay < &% + y* (1)
2. En utilisant (1) et deux autres inégalités du méme
type, démontrer que : xy +.xz + yz < 22 + 2 4 22,

18 u. b, cetd désignent quatre nombres réels.
Démontrer que : (itc + bd)? < (a® + b2)(c2 + d?).

Valeur absolue

19 « et b sont deux nombres réols.
1. On suppose que : Ja + b = [a] +|b] (1).
En élevant I'égalité précédente au carré, démontrer que :
lal |b] = ab.
Que pouvez vous dire des signes de a et b 7
2. On suppose que « et b onl le méme signe ; démontrer
qu'alors I'égalité (1) est vérifice.
3. Résoudre dans R I'équation :
b = 3x + 1] = 2] + 3w + 1),

20 Résoudre dans R les équations suivantes :
a)lde+ 3=2: bllx-1]=-2.

21 Voici quatre fagons de décrire une méme pro-
priété :
x € |2 ; 6]len termes d'intervalle) ;
2<x <6 [en termes d'encadrement) ;
e — 4] <2 (en termes de valeur absolue) ;

r 1
C t =
4] 1 2 x 6

(par une représentation graphique).
Traduire de chaque fagon les propriétés suivanles :

a) x € [2; 3] bl x€1:5];

c)-6<x £-2 - d) -5<2v<5;

el le+2/s2 ) B-x<4;

gl 5 h) —3 T f
4 x & -3 x 1

22 Caractériser par une inégalité du type v = a < r,
ke-dalzr, |e- al <r ou |r-a| > rles nombres réels x
appartenant aux ensembles A, B, G el D représentés
géométriquement par :

A B 2
£ 3 >~ R - ~ gl
= 3 = | 3

C D

= £ R —3 F R
-5 -9 =4 -9

23 Représenter géométriquement et écrire sous
forme d'intervalle ou de réunion d'intervalles l'en-
semble des nombres réels x vérifiant :

ale-1<3 b) ze-1l22 ; ele+2/<=-2 ;
4} kel > 1 elfe-2/2-L ; f) 1<Px-1l<a,

Calculs approchés

28 Soit Alx) = 2 - 5. Encadrer A(J2) sachant
que 1,41 < ﬁ < 1,42.

D8 Dans chacun des cas suivanls, déterminer des

s IR
encadrements de 1 x + y i x—yixy;x%; = Ty

33<cy<3A
5<y<3il.
-09<y<-08.

al 21<x<2.2 el
bl —-15<x<-14 et
c] —-41<x<—-4 et

1.732 < J3 < 1,733 et 2,236 < /5 < 2,237.
1. Donner le meilleur encadrement possible de :
2/5-3/3

[5+203 i S,

2

@ 26 On donne :

3
Encadrer séparément ces deux nombres. Quelle obser-
vation faites-vous ?
3. Trouver les nombres entiers « et Ir tels que :

a) ax1072 < f15 < (a +1) x 1072 ;
b) hbx1072 < \E— < (b +1) x 1072,

2. Comparer f5 - .E} el 7327— .
+

Dans les exercices 27 a 29 on demande, dans
les deux cus, d'encadrer avec le plus de préci-
L3 i ible les aires st et les volumes V d
1R sSlon possipie les arres w0 125 volumes ES
- solides donnés. On donne 3,141 < n < 3,142.
27 Pavé droit de cdtés a, b. c. On rappelle que :
o = 2{ab + ac+ be) et V = abie,
1°cas:
3,15 est une valeur approchée de a 4 5 % 1072 pris ;
2,35 est une valeur approchée de b 4 5 x 1072 prés ;
4,25 est une valeur approchée de ¢ 4 5 x 1072 preés.
2°cas:
9.9 <a<10 56<b<s7 3i<c<li
28 Cylindre de rayon R et de hauteur h. On rap-
pelle que : #i = 2rRB(A + h) et V = nR2A.
1°cos:25<H<26 et 6 <h<B,1.
2°cas : R=422x10% préset h = 82 107" pros.

29 sphere de rayon R. On rappelle que :
3
sl=4nflet V = 4—]1:;3 :

1°cas:7<R<73. 2°cas : R =62 1072 prés.

APPROFONDISSEMENT

30 Soit .« et y deux nombres réels strictement
positifs, tels que ; x < .

NOIOIIS!!‘I=ITH,Q=JJ‘.‘_‘!;GIJI= -
¢ 1,1
1. Démontrer quetx<heta<y. v ¥

2. Démontrer que : g < a.
3. Démontrer que : ¢* = ah. En déduire que : h < g.
4, Ranger par ordre croissant les nombres :
X geth
a, g et h sont respectivement les moyennes arithing-
tique, géométrique et harmonique de x et y.
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311. Démontrer que pour tout nombre entier

satirel ponmilos i = eom Tl n+1
n? n

2. En déduire une expression simple du produit :
oy | | vk _ A1 _ A
(1 511)(1 31)(1 4—2'] - (1 ﬁz"l Ez]-

392 Soit n un nombre entier naturel, n 2 2.
. e _ 1 1 1
On pose.S_1+T 53ttt oa-
1. Calculer § - %S.

2. En déduire la valeur de S en fonction de n, puis l'in-
égalité S < 2.

33 1. n étant un nombre entier naturel, écrire sans
radical au dénominateur I'expression : M SR
Jn +1+ .Fi

2. En déduire une expression simple de la somme :
1

1 1 1
e e T T
1 fk+ A A+l fi00 + J99

34 Soit a,, a,, a, et a, des nombres réels positifs.
A, Q, R et S sont les nombres réels positifs définis par :
A BtBH A vE
2 ;
2 2 z 2
«020 0t Q2= al+a,2+al+a, ;
4
* R=(a, - A) + (g, — A) + (a;— A) + (a, - A):
* §=(a, - AP + (a, - A)? + (a, - AR + (a, - A)%,
1. Démontrer que la valeur de R est indépendante de
celles de a,, a,, a, et a,.
2. Exprimer S en fonction de A et Q. En déduire une
inégalité entre A et Q.
A et Q sont respectivement appelés moyennes arithmé-

tique et quadratique de a;, a,, a; et a.

35 ¢ et y sont deux nombres réels tels que bl <1
etly <1.
1. Démontrer que : jry| < 1. En déduire que : 1 +xy > 0.
2. Développer (1 —x)(1 —y) et (1+x)(1+y)
X+
1+xy

361. Comparer les nombres 2 etﬁ.
2. Soit b un nombre réel vérifiant b > 2.
Démontrer les inégalités suglvanteszé
2 —— | ——
T;cﬁ et [b+b]>4‘2_.

3. En utilisant les_questions précédentes justifier les
encadrements de /2 obtenus dans le tableau suivant :

3. Démontrer que :

b _25. Encadrements -12— (b +%]
o | i | %
y 5[ 30 | #
% % %‘, <k c-i-:;i

4. Compléter le tableau de la question précédente.
Déduire du dernier encadrement les 5 premigres déci-

males de J2.

154 Ensemble des nombres réels

37 y est un nombre réel strictement positif.
1. Démontrer que :
. ] 4 .
si y< {5, alors 1 s J5:

- 4
siy > y5 alors 1 Tl < 5.

2. En utilisant la question précédente, justifier les enc,.
drements de /5 obtenus dans le tableau suivant :

ey
y 1+ .. Encadrements
y+1
B
1 3 1<f5<3
3 2 2<f5<3
8 2<[5<L
2 5 J'_<3
7 22 22 7}
£] 10 10 ‘5‘3

3. Compléter le tableau précédent. Déduire du dernier
encadrement les deux premiéres décimales de 5.

38Un rectangle a une aire égale 3 121 cm”
Démontrer que sa longueur L et sa largeur [ en cm véri-
fient: {<11<L.

39 Les arrondis d'ordre 2 de ﬁ et J5 sont respec-
tivement 1,73 et 2,24.
1. Donner les meilleurs encadrements de J3 et f5 que
I'on peut obtenir & partir de ces informations.
2. En utilisant les encadrements de 3/5 + 3 et 503 +1,
comparer ces deux nombres.

B0 Les arrondis d'ordre 1 de x et J2 sont respecti-
vement 3,1 et 1,4.
1. Trouver une valeur approchée de nf2, en précisant
son incertitude.

2. E5n utilisant leurs valeurs approchées, comparer 52
et —i-‘.'t.
B1Un morceau de métal, d'un volume de
21,5 cm? 2 0,1 prés, pése 300 g 4 0,2 prés.
1. Donner un encadrement de sa masse volumique.

2. Donner une valeur approchée de cette masse volu-
mique en précisant l'incertitude obtenue.
@ A2 Deux cercles concentriques
de rayons différents R et r définis- @

sent une couronne circulaire (partie

grisée sur la figure). '

1. Calculer l'aire de la couronne en

fonction de Ret r.

2. Sachant que les arrondis d'ordre 2 de R, r et ™ son!

respectivement 2,56 ; 1,21 et 3,14, déterminer ““ﬁ
valeur approchée de l'aire de la couronne, en précisal
I'incertitude obtenue.
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Fonctions

I-a notion de fonction s'est progressivement précisée au cours des siécles.

Dans 'Antiquité, les BABYLONIENS ont établi des tables de carrés, de
cubes, de racines carrées & l'vsage des astronomes. Les GRECS s'intéres-
sérent a des lois physiques, par exemple en acoustique.

R e

‘%\,._ \

LY

‘f:/ 1 Au XIV® siecle, ORESME construi-
- sit et utilisa des représentations

| grophiques reliant le temps ¢ la

. vitesse. Ainsi, avec l'étude des

' problémes de mouvement, ['idée
A| de lois d'un type fonctionnel
apparail, avec, comme varioble,
le temps. ]
Au XVIe siécle, Francois VIETE,
1 par son traité d'algébre, contri-
1. bua a améliorer les techniques du
caleul littéral.
" la notion de fonction fut alors
! dégagée a la fin du XViE siécle
© par LEIBNIZ et les fréres BER-
. NOULLL
 le premier traité d'analyse fondé
sur la notion de fonction fut écrit
. en 1748 por L. EULER.
| Clest a lo fin du XIX® sicle et au
- XX® siécle que la fonction prend
' sa forme octuelle avec GAUSS,
CAUCHY, ABEL, FOURIER, ...
" les mothématiques doivent leur
; - M s i '1. évolution récente cux nombreux
I ' e ] Fronlispice des Actes du 1* Congiés Intemational de cféven'oppemer.:ts et gém_éra“sa_'
Mathematiques en Aoll 1897 & Zurich. De hout en bos et de hons de }0'_ nofion de fonction et g
gouche & diote -~ Doniel Bemoull, Jocques Beioull, Jean s€s utilisations dans des domaines

R,

e e e g

R ——————

i i Bernoulli, Léonhard Euler, Jocob Steiner. varies.
| 1. Généralités sur les fonctions ... 156
Q.  Etude SraphiUe ......c.cooovrviiriisiiieiise e, 162
3. Variations d'une fONCtion ......ccciiiinniiininnn. 166
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el
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T Généralitesrsumiast
1.1, Notion de fonction

Dans des domaines aussi variés que les sciences physiques,
grandeurs rencontrées dépendent les unes des autres.
Ainsi, on dit : « exprimer le volume d‘une sphére en fonction de son rayon,
courue en fonction du temps de parcours, exprimer le volume d'une pyramid
sa base et de sa hauteur,... »

L'étude d'une grandeur qui dépend d'une autre ou de plusieurs autres met en évidence la notion de fone-
tion.

la mécanique, la biologie, I'économie,... , les

exprimer la distance par-
e en fonction de l'aire de

Définition 25 e e A S

A et B_sont_’ﬂhs ans_emhles non -ﬁdé#!l_‘ = -
.-0_1!_.'_ﬁppelle fonction de A "erﬁﬂtﬂute c ﬂn'esp 3

:;ali__tﬁhaque élément de A, ass Cwun e

yocabuiaire et notations

On dit que fest la fonction de A vers B qui, & x, associe f{x) ;
A est 'ensemble de départ, B 'ensemble d'arrivée de f;

x est la variable, flx) I'image de x par f.

On note f:A—>B
x> flx).

— Lorsque v est l'image de u par f, on dit que u est un antécédent de v par f. On écrit : v = fu).
— Lorsque l'ensemble d'arrivée d'une fonction f est un ensemble de nombres réels, on dit que f est une

fonction numérique.
— Lorsque I'ensemble de départ d'une fonction numérique fest un ensemble de nombres réels, on dit que

f est une fonction numérique d'une variable réelle.

Dans la suite de ce chapitre et sauf indication contraire, pour une fonction d’une variable réelle, I'en-
semble de départ sera R.

Eemargue

Une application d‘un ensemble A dans un ensemble B est une fonction de A vers B.

Ainsi :

une symeétrie, une translation sont des fonctions du plan vers le plan; les applications affines vues en
troisizme sont des fonctions de R vers R ; en statistique, un caractére quantitatif est une fonction d'un

ensemble (population) vers R.

1.2, Exemples de fonctions

mmmmmmm Fonction déterminée par une table

Un calendrier perpétuel est une table de correspondance entre d'une part un ensemble de dates et d'a
part 'ensemble des jours de la semaine.

ulre

En voici un :

156 Fonctions
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L w |y,
AFEE
ANNEES DE 1857 A 2036 & o 3=

zggg z23515/8/%

2@(21Z|3512|2(2 (8|28 [ 2 | b |sours
1857 | 1885 1995 | 1953 | 1981 | 2009 |4 oo |3[s|1]3]ele|4a]o]e® 1 DIM
1858 | 1886 1926 | 1954 [ 1982 (o010 |s |11 4624023 ][5]1]3 9 LUN
1859 | 1887 1997 [ 1955 |93 [eomn 16| o] e s o0 3 [5]1]4 6|24 3 MAR
1860 | 1888 1998 | 1956 | 1984 | 2012 [0 (3402 |5lol3l6|1]|4]6 4 MER
1861 | 1889 | 1901 | 1999 [ 1957 | 1985 [e013 [¢e |55 (113161114 l0]2]5]0 5 JEU
1862 | 1890 | 1902 | 1930 | 1958 | 1986 | 201¢ {3 (6|6 l2 alolels5111316]1 6 VEN
1863 | 1891 | 1903 | 1931 | 1959 [ 1987 [ 9015 [4 (0|03 0151113 1619 l4]0] @ 7 SAM
1864 | 1892 | 1904 | 1932 | 1960 [ 1988 [ 2016 |S | 1|2 5103151114161 2]4 8 | 29| Dim
1865 | 1893 | 1905 | 1933 [ 1961 [ 1989 [ 2017 |0 | 313 | 6111416 (215101315 9 |30 ] LUN
1866 | 1894 | 1906 | 1934 | 1962 [ 1990 [ 9018 |1 |4 |4 |0 |2 15103161146 10 | 31 | maRr
1867 | 1895 | 1907 | 1935 | 1963 [ 1991 [ 2019 [2 (5|5 |1|31611lal0ol2(5]0 11 | 32 | MER
1868 | 1896 | 1908 | 1936 | 1964 | 1992 [ 2020 |3 (6013|511 31612 (al0)¢9 12 | 33 | JEU
1869 | 1897 | 1909 | 1937 [ 1965 | 1993 [ 2091 [5 (1114161214013 151113 13 | 34 | VEN
1870 | 1898 | 1910 | 1938 | 1966 [ 1994 | 2092 (6|2 25101315 1114161214 14 | 35 | 5Am
1871 | 1899 | 1911 [ 1939 | 1967 | 1995 [ 2093 [0 (3|3 (6| 114|612]1510]1315 15 | 36 | Dim
1879 1912 | 1940 | 1968 | 1996 [ 9024 |1 (4|5 |1 3|6 |1|4l0[215]0 16 | 37 | LUN
1873 1913 | 1941 | 1969 [ 1997 | 9095 [3 (6|62 4]0 2|5 (113161 17 MAR
1874 1914 | 1942 | 1970 | 1968 [ 2096 [4 [0 035|113 |61214]0]9 18 MER
1875 1918 | 1943 | 1971 | 199 [e0s7 [5 {11 [a 6|2 4]0 351113 19 JEU
1876 1916 | 1944 | 1972 [ 2000 | 2028 |6 (2| 3|61 1 4 |612]5]01315 20 VEN
1877 | 1900 | 1917 | 1945 [ 1973 [ 9001 | 2029 [1 |4 |4 0|2 5,0 36111416 21 SAM
1878 1918 | 1946 | 1974 | 2002 | 2030 [2[S|5]1/3 6114|0250 22 DiM
1879 1919 | 1947 | 1975 | 2003 [ 2031 [3 (61612 4102151113611 93 LUN
1880 1990 | 1948 | 1976 [ 2004 [9032 [4 |0 14|62 |4|0]3[511 (3 24 MAR
1881 1981 | 1949 | 1977 [ 2005 [ 2033 |6 | 2|2 |5|0 (3|5 1]1416 1214 95 MER
1889 1922 [ 1950 | 1978 | 2006 [ 2034 [0 [3 (3|6 146121510135 26 JEU
1883 1993 | 1951 | 1979 | 2007 | 2035 |1 |4 |4lo 2 5|0 36146 27 VEN
1884 1924 | 1952 | 1980 | 2008 [ 9036 |e[s|6[2[s|0l2 5 113|611 1 ¢s SAM
Le mode d'emploi ci-dessous permet de trouver le jour de la semaine correspondant 2 la date :

J M A
Jour Mois Année

— rechercher l'année A dans l'une des colonnes de gauche,

— suivre la ligne horizontale jusqu'a la colonne du mois M,

— ajouter le nombre ] et le nombre situé a I'intersection de la ligne A et de la colonne M,

~ rechercher cette somme dans I'une des colonnes a ou b,

— suivre la ligne horizontale de cette somme jusqu'a la derniére colonne, qui indique le jour de la
semaine recherché.

Par exemple, le |06 octobre 1998{ a pour image .

* Vérifier pour la date d'aujourd‘hui.
* A quel jour de la semaine correspond le 1% janvier 2000 ?

* Expliquons pourquoi ce calendrier, muni de son mode d'emploi, détermine une fonction.
E désigne I'ensemble des dates, du 1°f janvier 1857 au 31 décembre 2036.
F désigne I'ensemble des jours de la semaine.

Ainsi, ce calendrier perpétuel détermine la fonction de E vers F, qui, 3 une date, associe son jour de la
semaine .

BRmmmm Foncfions déterminées par les touches d'une calculatrice
Les touches ci-dessous d'une calculatrice scientifique déterminent chacune une fonction.

ONONONONGNG
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Cependant, l'affichage de la calculatrice donne en général une valeur approchée du nombre recherchg,
et non sa valeur exacte.
Par exemple, la touche

tif, donne la racine carrée.
C'est une fonction numérique d'une variable réelle qui sera étudiée

permet d'avoir accés a la fonction racine carrée, qui, d'un nombre posi-
ultérieurement.

Touches Affichage

OOO DRBERBEE =

( 2 ) ( 8 ) (f ) S,EI’BLIEI BEE Une valeur approchée de /28 est 5,2915,

@ @ @ H ld E ldld [ B « Pourquoi la calculatrice affiche-t-elle « ERROR » ?

« Donner, 2 l'aide d'une calculatrice scientifique, une valeur approchée de la racine carrée de chacun des
nombres suivants : 123 ; 4 501 ; 746.

memmmm Fonctions déterminées par une formule explicite
On considére la fonction f: RS R

= -—1-:ﬂ.
J2x+3
1
f est une fonction de R vers R déterminée par la formule explicite flx) = JT_-_? (1).
x+

Cette formule traduit un programme de calcul de I'image par f du nombre réel x. La lettre « x » peut étre
remplacée par une autre lettre, c'est un « marqueur de place ».

1 1
La formule (1) peut s'écrire : flu) = ———— ou encore : i) = ———
’ g y2u+3 J20+ 3

La formule (1) et le programme de calcul de I'image d'un nombre réel par f peuvent étre illustrés par un
schéma de calcul.

£ ar.a u- Py

~ Programme de caleulde v TS <hér

— Prendre un nombre réel,

1 — multiplier ce nombre par 2,
flx) = Treaa - ajouter 3
J2x+ 3 ) 2

— prendre la racine carrée,
— prendre l'inverse.
On obtient fix).

De méme pour la fonction g: R R
x> (i +5) - 4)

on obtient les résultats suivants :

Prendre un nombre réal

* D'une part : | * D'autre part :
- prendre la - 6lever au
valeur absolue,| cube,

glx)= (i + 5)x - 4) - ajouter 5. - ajouter (- 4).
« Effectuer le produit de ces
résultats.

On obtient g(x).

158 Fonctions
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1.3. Ensemble de définition

gemmmm Présentation

On considere la fonction f de R vers R, définie par : flx) = Ja-x )

x+1
» Quelle est I'image par [ de chacun des nombres sujvants : — 25— 20127341

» Expliquer pourquoi les nombres suivants n'ont pas d'image par f: 5 ; 723 - 1.

Le nombre - 325 a une image par f; on dit que fest définie en - 325.
Chaque nombre de [1; 3] a une image par f. On dit que fest définie sur [1 ; 3].

J]-e:-1( U ]-1; 4] est le plus grand ensemble sur lequel f est définie.
C'est I'ensemble de définition de f.

' Définition"

fest une fonction d'un ensemble A vers un ensemble B

On appelle ensemble de déﬁmtmn de f l'ensemble ST : B -— o ——-—--“\\_-
()n nole hab:tuellement D_f l'ensemble de déﬁmtinn de f (A ' f e

memmmmm Détermination de I'ensemble de définiﬁon d'une fonction
Recherchons I'ensemble de définition D, de la fonction fde R vers R définie par :

fix)=Jx+3 + 1

2x -5~
Contraintes d'exécution du programme de calcul de f{x)
xED; & x+320 et 2x-520.

Traitement des contraintes

Résolution de l'inéquation x+3z20 x 2-3.
5
Résolution de I'équation 2x-5=0 ; x=2.
Par conséquent : X€EDy & x2-3 et x# %
Ecriture et représentatmn graphique de D; s " %
Dy=1-3; 2 Ul S i +el. : :

———res mr A - - . S—— T
FrETE—ncoa ,.---A-v—_—.-,-"-' it e I e e et T T \P"_n‘_'_ i ‘*r, T it Bt i

M Puur détermmer l ensemble de déﬁmtmn Dfd une fonctmn f un peul procéder de 1a fag:on sm- :

vante z A
____ef(xl

i = pn écnt DJr a l azde d mtervalles [On pourra représenter I)Jr sur une .drmlte .gr.aduéa ]

—l1.4. Représentation graphlque
maEmmm Définition

‘_ Defmmon 3
Le plnn est muni d'tm l‘el!él‘l!
| LS est une fonction numérique d'une variable réelle, d'ensemble de définition D, - '
' On appelle représentation graphique de f, ou courba reprﬁsentativn de f, l'snsamble des pumls
f M(ﬂ.ﬂ) oll x est un élémant de Df
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otatio A4 ulair
On note habituellement [‘(%f] la représentation graphique de f.
Ona: M(;)E(‘G!] & x€Dy et y = flx).
Quand fest une fonction déterminée par une formule explicite, on dit que y = flx) est I'équation de la

courbe [‘6!].

Exemple

Le plan est muni du repére (O, I, ]).

La courbe ci-contre est la représentation gra-
phique de la fonction définie sur [1 ; 10) par

f)=Jx-1.
Les points A(z) et B( ‘%) appartiennent a (¢ ]
car f[5) =2 et f{7) =

* Quel est le point de {(8!] qui a pour abscisse 3,8 ?

* Les points C(_32) i D( ;85,) appartiennent-ils & [‘{s‘f] ?
v
On dit que la courbe [‘Gf] a pour équationy=/x - 1.

mmmmmm Reconnaissance de courbes représentatives de fonctions

Parmi les dessins ci-dessous, seuls (6,) et (6,) ne sont pas des courbes représentatives d'une fonction
relativement au repére (O, I, J) du plan Jushﬁer

k. _ ' A A
0 of 1 ol \/on V)
0

_/
(€4) Gg) (63) (€4) (6s)

L

—_
b
e

1.5, Fonctions égales sur un ensemble

emsmmm Présentation

On considere les fonctions f:RoR et g:RoR
X—x-1 X > Sl .
* Justifier que : x+1
f et g sont définies sur J—oo; —1[ U |- 1 ; + oo,
pour tout élémentxde |- ;~1[U]-1:4 e[, x =1 = x? -1

x+1°
On dit que les fonctions fet g sont égales sur J-oo; - 1{U ]-1; + oo,

Deflmtlon

i _f et g sont des fonchons déﬁniea sur un enumble E.

;On dit que les fonchnns 17 et g sont égales sur L (ou qu'elles coincident sur E) lorsqua.
;pour tout élément x de E. J'(x) = g[x]

o e e e e o e e e e T T LT T
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emargues

Les représentations graphiques de fonctions
égales sur un ensemble coincident syr cpf

ensemble. Ci-contre, les fonctions
égales sur [- 3 ; 2].

[ et g sont

pemmmm Exemple
On considere la fonction  f: [10; 20] - R

A= —2x + 10,

jf n'est pas une application affine car elle n'est
pas définie sur R.

Cependant, sur [10 ; 20), elle est égale a l'appli-
cation affine g définie par gfx) = — 2y 4 10.
Dans le plan muni d'un repare, marquons les

points P(_lloo) et Q(_zgu).

Le segment [PQ] est la représentation graphique

de f et son support, la droite (PQ), est la repré-
sentation graphique de g.

...........................

.....

................................

............................

' a
' *
TRy e g e g v gy

I
'

e

b ..

mExercices S A AT

l.o

1.b

[ est une fonction de R vers R. Le calcul de
l'image d'un nombre réel x par cette fonction
peut se faire a I'aide du programme de calcul
suivant :

= prendre un nombre réel ;

- ajouler 2 ;

- élever au cube ;

— retrancher 5 ;

— prendre l'inverse.

Calculer Y'image par f de chacun des nombres
suivants :1;0;~35; —=.

Ecrire une formule explicite qui détermine
cette fonction.

f est une fonction de R vers R. Le calcullde
l'image d'un nombre réel x par cette fonction
Peut se faire 4 l'aide du programme de calcul
suivant :
prendre un nombre réel ;
d'une part :

- multiplier par 2 ;

- ajouter 3 ;
d'autre part :

— ajouter 8 :

= prendre la racine carrée ;

= prendre I'opposé ;
Effectuer la somme des nombres obtenus. _

crire une formule explicite qui détermine

cette fonction,

l.c

1.d

fest la fonction de R vers R, définie par:

65x

S = Sxrvass

Donner I'image par f de chacun des nombres
suivants : 527 ; — 316 ; 1 092 ; 16,358,
Donner l'antécédent par f de chacun des
nombres suivants : 1997 ; — 22 : 4.

Déterminer I'ensemble de définition de chacu-

ne des fonctions numériques suivantes, défi-
nies par :

flel=1=-x -
R | 2
glx) = Tox :
hix) = /= 6x
42 _ 5B .
J[IJ-"':“E__ :
.’[x}:,K@Qx? -
{x)—i
m —‘{-r_:l._
)= Jr+3
n(x) = a1
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—2.1.. IMmage et antécédents d'un nombre
Le plan est muni du repére (O, I, J).

/a \in /a,q?l az

L'image de a par fest 'ordonnée du point d'inter- | Les antécédents de b sont les abscisses des points
section de la droite () d’équation x =a et de (€). | d'intersection de la droite (£) d’équation y = b et
de (€.

Exemple

Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J).
(%) est le demi-cercle de centre O et de rayon 1, situé dans le demi-

plan d'ordonnées positives. (€) est également la courbe représentati- J @)
ve d'une fonction f.

Déterminer I'image par f de chacun des nombres :

._1_-2_2_’ cos 30°:—cos 30°; — -‘é—: 0. OI 0

__2.2, Image directe d'un ensemble

Defm:hon

fmt une fonction deAversB e E une parhe deA e P -
| On appelle image directe de E par f l‘ﬂnsemhte des Lmagas -
par f de tous les élémems deE, i -
IOn le note f(E). '

E

1 AR ORI ey
EEEEER Exemple
On considare la fonction f de R vers R définia par f (x) = —x"' - —.Jr2 3x + 3.
On veut trouver l'image directe par fde [ T ; 3).

Comparer f (- - ), £ (0) et £ (3).

L'image de 0 estfalls comprise entre I'image de — ? et l'image de 3 ?
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Le plan est muni du repere (O, I, J).

La courbe (‘6) ci-contre est la représentation graphique
de la fonction f.

Le film suivant illustre une méthode de détermination
graphique de l'image directe de [- % ; 3] par f.

Film de construction TR T e e

|H:l OO OO e e e e et

| B i | : 1 i :
: @) et / R — . W ;
i s B NS e ifeer ShE
! T, I+ it . : : | ’? - ! -.;. J

| ” i st BEb T . o) e A

f
ol | (3
i I

OO0 020 Do 0e e O s e e e e
L'image directe de [— % ; 3] par fest un intervalle [m ; M], ot m semble étre égal & fi2) =—2 et M semble
étre égal a % On peut vérifier par le calcul que — 2 = f{2) et % =fi-1).

* Déterminer graphiquement I'image directe par f de l'intervalle [- 2 ; 1].

—2.3. Image réciproque d'un ensemble
fest une fonction de A vers B et Fune partiede B. |
 On appelle image réciproque de F par f, 'ensemble F*
des antécédents par f de fous les éléments de F.

mm Exemple

Le plan est muni du repére (O, I, ]). _ _
La courbe (€) ci-contre est la représentation graphique de
la fonction f, définie par flx) = [x - 3)%

Le film suivant illustre une méthode de détermination gra-
phique de l'image réciproque de [4 ; 9] par cette fonction.

Film de construction

e e OO e )

| ol (€)
4
J \
o— o fy

DO e N D e O RO

L'image réciproque de (4 ; 9] semble étre (0; 1] U [5; B).
* Déterminer graphiquement I'image réciproque par fde [1; 4],
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—2.4. Travaux Dirigés

EEREEE 1. Le plan est muni du repére (O, I, J).

On considére la fonction f de représentation graphique
(6 ci-contre.

1°) Déterminer graphiquement I'ensemble de définition D,
de f.

2°) Résoudre graphiquement I'équation (E) : flx) = 2.

On vérifiera l'exactitude des solutions trouvées graphi-
quement, sachant que pour tout élément x de D,

flx) = %J_xz--ai +3.
3°) Résoudre graphiquement l'inéquation (I) : flx) < 2.

Solution
2°) Résolution graphique de 1'équation (E) : flx) = 2.

L'ensemble des solutions est 'ensemble des antécédents
par fde 2.

Les solutions de (E) sont les abscisses des points d'inter-
section de (%f) avec la droite (@) d'équation y = 2.

La lecture du graphique donne trois solutions : = 1; 1 ; 3.
Vérification

Ona:fl-1)=fl1)=fl3)=2.

L'ensemble des solutions de (E) est (-1 ;1 ; 3).

3°) Résolution graphique de l'inéquation (I) : flx) < 2.

Les solutions de (I) sont les abscisses des points de [%f] situés au dessous de la droite (2).

La lecture du graphique donne pour ensemble des solutions : [-2 ; - 1[ U ]1; 3[.

EREEEEE 2. Le plan est muni du repére (O, 1, J).

On considére les fonctions f et g de représentations gra-
phiques (6 et (€,) ci-contre.

1°) Déterminer graphiquement les ensembles de définition
Dyde fet D, de g.

2°) Résoudre graphiquement I'équation (E) : flx) = glx).
On vérifiera l'exactitude des solutions trouvées graphi-
quement, sachant que pour tout élément x de D;ou D,,

f) = = (-,

glx) = % (- + 322 + x-3).
3°) Résoudre graphiquement l'inéquation (I) : flx) > g(x).

Solution
10) sz Ds= l— 2 ' 3].
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2°) Résolution graphique de I'équation (E) : flx) = g(x).
Les solutions de l'équation (E) sont les abscisses des
points d'intersection de (/) et de (€ -

La lecture de la représentation graphique donne trois solu-
tions;—1;1et2.

Vérifications

fi-1)=g=1)=0:g1)=f11) =0; fi2) = g2) = 1.
L'ensemble des solutions de I'équation (E) est (-1:1; 2).
3°) Résolution graphique de l'inéquation (I) : fix) > glx).

Les solutions de (I) sont les abscisses des points de [‘@f]
situés au-dessus des points de méme abscisse de (%,).

La lecture de la représentation graphique donne pour
ensemble des solutions ]-1;1[ U ]2 ; 3].

E emarque

En général, la résolution graphique de problémes ne permet pas d'obtenir des résultats exacts. '

de graphiques précéde une résolution algébrique, elle autorise des

Cependant, lorsque l’utilisation
‘éviter des calculs fastidieux.

conjectures qui permettent de mieux organiser Je travail et d

WExercices Pl L

2.0 (%) est la représentation graphique d'une fonc-
tion dans le plan muni du repére (O, L, 1)
« Trouver deux nombres qui ont le nombre 1
pour image.
* Trouver le nombre qui a le nombre — 1 pour
antécédent et celui qui a le nombre 1 pour
antécédent.

_[0:

.
R
H

2b Le plan est muni du repére o, LN.

fest la fonction de R vers R représentée par le
graphique ci-dessous.

¢ Déterminer graphiquement l'image directe
par f de chacun des intervalles suivants :
(-2:1];1-2:3];[-2:5]

« Déterminer graphiquement I'image réciproque
par f de chacun des intervalles suivants :
2);[-3;2);[-2;0l

...5,.......?,... I

H H H H
Y PR TP PPRY PERTTEN PTTTEPRS £
H i 1
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__3.1. Maximum, minimum d'une fonction.

mommmm Présentation

Le plan est muni du repére (O, 1, J). fest la fonction d.e R vers R
définie sur [~ 4 ; 6], de représentation graphique (%) ci-contre.
On constate (graphiquement) que :

fll-4;6) =[-3;5],

A('s?‘) est le point de (6) ayant la plus grande ordonnée,

B(_SE) est le point de (%¢) ayant la plus petite ordonnée.

On dit que : _
sur l'intervalle [- 4 ; 6], fadmet en — 2 un maximum égal a 5,
sur l'intervalle [~ 4 ; 6], f admet en 6 un minimum égal & — 3.

m) d'une fonction

On considére la fonction de R vers R définie par flx) =1 + 2/x -4 .
Démontrons que f admet un minimum sur D

L'ensemble de définition de f est [4 ; + .

Recherche d'un minorant de f(E) 1 est-il le minimum de f sur [4 ; + «of ?
XE[4;+0 Résolvons I'équation filx) = =1
x-4 20 1+2/x-4 =1
/x=a 20 2/x-4 =0
2/x- 4 20 Jx-4 =0
1+2/x—4 21 x~4 =0
Par conséquent, pour tout x élément de [4'; + =], x =4
flx) 2 1. Par conséquent, f{4) = 1.

La fonction fadmet en 4 un minimum égal & 1.

—3.2.. Sens de variation d'une fonction

mmmmmm Foncfion croissante, fonction décroissante sur un intervalle

On considére une fonction numérique d'une variable réelle définie sur un intervalle K.

— Lorsque sur l'intervalle K les nombres sont ran
fonction est croissante sur K. On illustre
1é tableau de variation.

= Lorsque sur l'intervalle K les nombres

fonction est décroissante sur K. On illust
variation.

gés dans le mdme ordre que leurs images, on dit que la
cette situation par une flache montante dans un tableau appe-

sont rangés dans l'ordre inverse de leurs images, on dit que la
re cette situation par une flache descendante dans le tableau de

— Lorsque les nombres de I'intervalle K ont tous la méme ima

i AT ge, on dit que la fonction est constante sur
K. On illustre cette situation par une fléche horizontale dans

le tableau de variation.
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 Définitions

" f est une fonction numérlqua d'une varmble réelle deﬂme sur un intewalle K

. On dit que :
B S est une fonction croissante sur K e :
}[{::], (resp. strictement croissante sur K] lursque, S i e
i pour tous éléments u et v de K, ; e o E'
a . - u <o = flu) S flo). 2y i
[¢] by (resp. . u<v :f(u,] <f(v] ] i
| ﬁ:‘} ; f e me fmu:tmn décrmssame surK R A b, |
i 4EE _ \ (resp. strictement décrmsmnle sur K) lorsque," i i B
risdy : , . pour tous élements uetvdeK, -~
Ola | u« © b , ucv:»ﬂu]éﬁv]
: LR (resp'_. u<v=>ﬂu]>f(v]__.
T. | s f est une foncl:on constante sur K lursqug, o ﬂ. r} n 5 o
| e, puur tous eléments wetv deK i) mEr R
Ol a _m l'___ - b isiiss e _- -_ ; ﬂu) f[v]
y £ esl une fum:tmn mnnnlune sur. K lorsqu elle,_. f est une. funcllon stnctement mennton su

est SR 0 L lursqu elle est
; : '-— sm: crnissante sur K e it
.' - smt décrmssamc sur K

i smt stnctement cmlssante Sur

Le plan est muni du repére (Q, I, J).
On considere la fonction fde R vers R défi-
nie sur l'intervalle [- 4 ; 9], de représenta-
9 tion graphique ci-contre.
Les nombres — 2 et 2 partagent I'ensemble
i de définition de f en trois intervalles sur
: lesquels f est strictement monotone :
f est strictement décroissante sur [~ 4
-2,
fest strictement croissante sur [~ 2 ; 2],
f est strictement décroissante sur [2 ;

1 3 g]_
fix) \n -1 / \ -2 Les variations de f sont illustrées dans un

tableau de variation.
On dit que l'on a étudié le sens de varia-
tion de la fonction f.

! acabulaire

Etudier le sens de variation d’'une fonction sur un ensemble, c'est :

mmmmmmm Tobleau de variation et fonctions

Un méme tableau de variation peut 8tre associé a plusieurs fonctions.
Par exemple, les fonctions f et g, de représenlatmns graphiques ci-
contre, admettent le tableau de variation ci-dessous :

x| -2 0 1 Q

A N

S
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—3.3. Travaux diriges

1°) f est une fonction de R vers R définie sur un intervalle K. : o
a) Démontrer que f est strictement croissante sur K si et seulement si, pour tous nombres réels distincts ,,

etvdeK,nna:M:vO
=1

b) Etablir un résultat analogue pour une fonction strictement décroissante sur K.

2°) On considére la fonction f définie sur [- 1 ; 1] par flx) = - 22 - 2r+f"

a) Quel est le sens de variation de f sur les intervalles [- 1 ; - %] et [- 2 1]7

b) Etablir le tableau de variation de f. Démontrer que f admet sur [~ 1 ; 1] un maximum et un minimum
dont on donnera les valeurs.

Solution guidée
1°) a) Démontrer que f est strictement croissante sur K si et seulement si, pour tous nombres réels dis-
tincts u et v de K, v — u et flv) - flu) sont de méme signe.
b) Démontrer que fest strictement décroissante sur K si et seulement si, pour tous nombres réels distincts
v) — flu
flv) - flu) <
v-u
2°) a) Pour tous nombres réels distincts uetvde{-1;1),ona:

uetvdeK,ona:
___-_*ﬂv]—ﬂu] ==2(v+u)-2.
v—u

Etudier le signe de cette expression pour « et v dans [~ 1 ; - %]. puis dans [~ —%— 7 1.

b) Utiliser le tableau de variation ci-contre pour donner un 1

encadrement de f{x) lorsque x appartient & (-1 ; — % 1 x | =1 -7 B
\ 1 i

puisa [- i 1]. Conclure. i) . /v 5 \ 1

V//ZE X @I CICOS Barr A i o R o il
3.c

3.0 On considere la fonction £ de R vers R définie Citer deux intervalles disjoints sur lesquels la

par: flx) = —3(x + 7} + 5.
Démontrer que f admet un maximum sur R.
Quel est ce maximum ?

fonction f représentée ci-dessous est décrois-
sante.
Citer deux intervalles disjoints sur lesquels la

fonction fest croissante.
Donner le tableau de variation de fsur [-6 ; 5].
- ----;----;----.i---_',.-_.; ........ .,'_---',,---E---.,'-----:--

3.b  On considére l'application affine f définie par
flx) =-5x+ 2.

Démontrer que f admet un maximum et un
minimum sur tout intervalle [a ; b).

Quels sont le minimum et le maximum de fsur
la;b]? ;

Mémes questions pour l'application affine g
définie par g{x) = 6x + 1.

__________________________

e

L . . L p——
[ 1

Les six récipients ci-dessus ont la méme hauteur et la méme capacité. On les remplit d'eau a l'aide d'un
robinet conservant le méme débit. Pour chacun dos récipients, la variation du niveau de I'eau pendant 13
durée du remplissage est exprimée en fonction du temps et représentée par un des graphiques ci-dessous:

Associer & chaque graphique le récipient correspondant.

h / h

h _ h
J J '
[s) t
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ZE xercices

sauf indications contraires, I'ensemble de départ
des fonctions ci-aprés est K.
Le plan est muni du repere (O, 1, §)

APPRENTISSAGE

(Généralités sur les fonctions

4 Dans chacun des cas, établir un tableau don-
nant l'arrondi d'ordre 1 de f{x), pour les valeurs sui-
vantesdex:—1;0;2;3; 11,
a)flx) =x%-7x + 2, cj‘f{x]:.’tr-bﬁ.
pipwie=a d) flx) = 2+ 22 — x +1.

x=1

2 Dans chacun des cas, établir un tableau don-
nant l'arrondi d'ordre 2 de flx), pour les valeurs sui-
vanlesdex: 18,5 ;19 ;=19 ;5 ; \l'r346 :

3 a) fix) = 9x* + 3x - 17.

cJﬁx}:éﬂf_ﬁ,tz+Bx—8.
d} flx) = Jx +35.

3 (@) est le cercle de centre O et de rayon 1.
[AA'] est un diamétre de (‘¢), B et C sont deux points de
(€) symétriques par rapport & (AA’). Les droites [AA') et
(BC) se coupent au point H.

1. Démontrer que les triangles HAB et HBA' sont sem-
blables.

2. On pose AH = x.

Exprimer 'aire du triangle ABC en fonction de x.

B fetg sont les fonctions définies par :

ﬂx]=2x‘--3.l‘3+4x2—5x.

=2 _3,.4_5
BN =G -mtmT %
1. Trouver Dyet D,
2, Calculer I'image par f et g, de chacun des nombres
suivants :
101 ; 102 ; 1073 ; -1071; —10°% ; - 10%

5 ABCD est un carré de centre O et de cfté 4 cm,
M est un point de [AC). La perpendiculaire & (AC) en M
coupe les chtés du carré aux points P et Q.
On pose AM = x. Exprimer PQ en fonction de x (on dis-
tinguera deux cas : M € [AO] et M € [OC]).

6 Lunité de longueur est le centimatre. ABC est
un triangle rectangle en C tel que AB =6 et AC=x.
1. Calculer BC en fonction de x.
2. 5 est la fonction qui, A x, associe l'aire du triangle
ABC.
a) Calculer sf(x).
b) Quel est I'ensemble de définition de 54 ?

7 L'unité de longueur est le cm.
Un industriel fabrique des boites cylindriques, de volu-
me 850. On appelle r le rayon de la base du cylindre

7

\

7z

formé par une de ces boites, h sa hauteur et sl l'aire
totale d'une boite.

1. Exprimer h en fonction de r.

2. Exprimer s en fonction de r.

B SoitA=(-5;-2i-1;0;+5:1:/3:25
etf: A-=R
X
-1
1. Déterminer l'ensemble de définition de f.

2. Trouver los antécédents de — 4 et —-.
3. Représenter graphiquement £,

9 fest la fonction définie par flx) = %

(%) est la courbe représentative de f.
1. Parmi les points suivants, indiquer ceux qui appar-

tiennent a (€} : A(i) B(i). C(_ul), D(_zz).
2. Déterminer l'ordonnée du point de (€) dont l'abscis-

se est % dont l'abscisse est — s

10 Dans chacun des cas suivants, déterminer
F'ensemble de définition'de la fonction f

afi)=29-32+5¢-1 ; ff=/-x

Wi =G-2d6c+1) 5 gfid=
¢) flx) = e x J3x + 1 ;. h)flx =Jﬁ ;
d) fix) = m ;i =-x
o) fix) = sy + — j}ﬂx}:m%};.

41 Parmi les courbes suivantes, indiquer les
représentations graphiques de fonctions.

b
a) , ) \j~|
—
c) d) J

o 7g§\_
i )
/0|| —o[ T

42 Dans chacun des cas suivants, dire si les fonc-
tions f et g sont égales sur R ou non.

e)

a) flx) = [x? : glx) = x.
1
b) fix) = I+ ; gle) = | - 1.
c) fix) = x i glx) = x:+x.
X +1

Fonctions 169

Scanned by CamScanner



=

i)

18 Un randonneur marche pendant 4 h 2 vitesse
constante, se repose ensuite pendant 1 h, puis revient 3
son point de départ en 3 h, par le méme chemin et 3

nouveau A vitesse constante.

Présents.
nie par fix)

O |

B)
D)

[¢]]
[*]

17 L'une des courbes ci-dessous est la re

graphique partielle de la fonction défi
4. Préciser laquelle.

e
A)

<)

tion
]

e e e e A
£ .2 [ T O 0 o e o
=g = - - g R (O ot TN (L R PR e e o
—— & -4 =] " T T T T P Voo
a.= TR R T R (oY ! ety e L .
o o i e e o | [ | ] '
i " ' " i ] ] [ ) [
=5 . g IR
.m i d 0 B ' [ T T Loy '
4] L i o L. "
L4 ja=1 [ Sty Wbt e it ottt et vl i ekt s
C I e 4 ‘4 ----- 14 H H : ' 1 . ' X 4 1
= L E ol edecbontbodecleabedendoaka
bl pogeifonp=td==t-op=d=i
M m = .W_. ] 1 ] 1 " ' [ ] 1 [l
o ) — S B = S
qw (=} o 4 m ' |“ P e
— i i i i i [ ] i ] ] i
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déterminer D

x=2,
glx) = (2.
l—t"l—.

N xt
ique

glx)

2 —4q| ;

sixeE[-2;2),glx)=-22+4

3'{six2[az:2].g{x]=ﬂ-4.

Etude graph

13 Dans chacun des cas suivants
» puis le plus grand des ensembles sur lequel f et

K *
coincident.

d] fix)
D
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1. Trouver graphiquement l'ensemble des antécédents
de zéro par la fonction f. On donnera un encadrement
des résultats par deux nombres décimaux consécutifs
d'ordre 1.

2. Déterminer graphiquement le signe de I'image par fde
chacun des nombres : - 0,896 ; - 0,412 ; 0,612 ; 0,299 :
- 0,554 ; 0,681,

20 (¢ est la courbe i
représentative d’une fonction ...
fdéfinie sur l'intervalle (1; 7). |

1. Déterminer graphiquement :
l'image directe de chacun des |
intervalles suivants : [1 ; 5], i
(3,5;6],[3:5).(1:7). ; i L

S 43 58

2. Déterminer graphiquement l'ensemble des antécé-
dents de chacun des nombres suivants : 1;4;2: 6.

3. Déterminer graphiquement l'image réciproque de
chacun des intervalles suivants : (1; 4], [4; 6], [2; 4].

21 (¢) estla courbe
représentative d"une fonc-

tion f définie sur [- 1 ; 5]. :
1. Déterminer graphique- ..I...|...L
ment l'image directe de i
chacun des intervalles sui-
vants:[1,5;3,5],[-1:1,5], -
[-1;5]

2. Déterminer graphique-
ment l'ensemble des anté-
cédentsde 4;3:2:1,5.

3. Déterminer graphiquement l'image réciproque de
chacun des intervalles suivants : [1 ; 2], [3 ; 6], [1; 4).

22 La représentation graphique ci-dessous est
celle de la fonction f qui, & I'heure de Dakar, (heure
G.M.T.) associe I'heure de Antananarivo.

1. Déterminer D
2. Déterminer l'{:eure 4 Antananarivo lorsqu'il est 7h,
21h ou minuit & Dakar.

94Antananam0

3

O‘LJ——L—I—1I!|F1||||||||t_1_’ll|
Bakar 21 24

3. Déterminer 'heure & Dakar lorsqu'il est 1h, 13h ou
Oh A Antananarivo.

4. M. Andrialala doit se rendre 3 un séminaire & Dakar.
Son avion part d’Antananarivo & 19h, heure locale. La
durée totale prévue pour son voyage est de 18h.
Trouver son heure d'arrivée a Dakar,

5. M. Andrialala désire téléphoner 2 son épouse, restée
a Antananarivo, lorsqu'elle est au bureau (8-12h et 15-
18h). Mais il ne peut téléphoner qu'en dehors des
heures réservées aux travaux de son séminaire (8-12h et
14-18h). Déterminer, si elles existent, les plages
horaires au cours desquelles M. Andrialala pourra
appeler son épouse.

Variations d'une fonction

23 Dans chaque cas, étudier les variations de la
fonction numérique f sur son ensemble de définition et
dresser son tableau de variation.
JACC S (N O N

24 Démontrer que toute fonction numérique défi-
nie et décroissante sur [a, b} admet un minimum et un
maximum sur cet intervalle.

25 Soit a, b et c trois nombres réels tels que :
a < b <c et fune fonction numérique définie sur [a, c].
1. a) Démantrer que si fest croissante sur [a, b] et [b, cl,
alors fest croissante sur [a, c).
b) Donner un exemple d'une fonction croissante sur
[0 ; 1[ et [1; 2] qui ne le soit pas sur [0 ; 2].
2. a) Démontrer que si f est croissante sur [a, b] et
décroissante sur [b, c), alors f (b) est le maximum de f

sur [a, cl.
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b) Tracer la représentation graphique d'une fonction
définie sur (0 ; 2], admettant f{1) pour maximum sur cet
intervalle, et qui ne soil ni croissante sur [0; 1] ni
décroissante sur [1: 2]. )

3. Démontrer que si fest décroissante sur [a, b] et crois-
sante sur [D, c), alers f(b) est le minimum de fsur [a, ¢].

26 soit 1a fonction définie par:
glx) = a7+ 9x? + 15x - 9.
1. a} Calculer g(- 5); g(- 3), g(0) et g(1).
b) En déduire que la fonction g n'est ni croissante, ni
décroissante sur [- 5 : 1). 1
2. Démontrer que la fonction définie par flx) = = n'est
pas croissante sur I'intervalle J0 ; + ol. *

APPROFONDISSEMENT

27 on considere la fonction définie par :
i) =(3x-86)2+1.
1. Démontrer que f est craissante sur [2 ; + o[,
2. Démontrer que f est décroissante sur |— oo ; 2].
3. Démontrer que fn'est pas croissante sur [1 ; 5].

28 1. Démontrer que les fonctions suivantes pré-
sentent un maximum sur leur ensemble de définition.
a)l ix) =-(x—1)% + 4.

b) glx) = P

2. a) Etudier les variations de fsur J— e ; 1] et [1 ; + oo|.
b) Etudier les variations de g sur ]— oo ; 0] et [0 ; + oof.

29 1. Démontrer que les fonctions suivantes pré-
sentent un minimum sur leur ensemble de définition.
a]fle) = -3+ 1.
blglx)= (x=1)2+3.
c)hlx)=,2x -1 —a.

2. a) Etudier les variations de fsur |- 3] et [3 ; + <|.
b) Etudier les variations de g sur J—co: 1] et [1 ; + oal.

c) Etudier les variations de h sur [% L+ eef,

30 .. plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).

Soit I'application f: ? SR
M = OM. Ll A
1. Calculer les images des points O ;1; A( 1 ) : B(_ 4) :
-2 2

c(77) ete(?).
2. Déterminer I'image directe du plan @.
3. Déterminer, si cela est possible, les antécédents des
nombres - 2 ; 0 ; 2.
4. Soit (%) la droite d'équation : y = 1.
a) Pour le point M de (%) d'abscisse x, calculer M),
b) Déterminer les points de (%) dont l'image est 2.

31 On considere la fonction fdéfinie sur R+ par :
fx) = -x+ 2.
1. Vérifier que, si u € R+ et v € R+,
flu) = flo) = (u = v)(u? + v? + wv—-1).
2. En déduire que f est strictement décroissante sur
[0; % [ et est strictement croissante sur ]% L+ oo,

J !
3. Dresser le tableau de variation de f sur R+ et en
déduire le minimum de [ sur cet intervalle,

=1

32 1. S0t £1a fonction définie par : flx) = ii

fa=y
.

172 Fonctions

a) Déterminer I'ensemble de définition de f.
b) Vérifierque, siu €D, et v € D.":
- 2(u—1u)
flu) = flo) = (u-1)v—1)"
c) En déduire que f est strictement décroissante gy,
|—m;1letsur]1:+mf._ _ 2e—s
2. Soit g la fonction définie par : glx) = e

S'inspirer de la méthode utilisée dans la questiop, 1
pour démontrer que g est strictement croissante sur

]..m;_%[et]u%—ﬁwi.

331, Lorsque 0 € u < v, comparer :

1 1
2 2 s e
a) 2u® et 2v : b) u+‘let s
En déduire le sens de variation de la fonction f définje
1

i g = 252 —
sur [0 ; + oof par flx) = 2x T

2. Démontrer que la fonction g définie par
gle) = —>

Y14+

- est monotone sur J-oo; 0] etsur[0; 4o,

34 0n considere la fonction f définie sur B \ -1
dx-2

paE fix) = r+1 7
1. On suppose 1 £x < 4.
a) En utilisant les propriétés des inégalités, donner un
encadrement de f[x).
bj En admettant que f est croissante sur - 1 ; + «[, don-
ner un encadrement de fx).
¢} Comparer la qualité des encadrements obtenus en a)
et b),
2. Mémes questions si — 5 < .x € - 2. (On admettra que
est encere croissante sur |- e ; — 1[.)

35 ABCestun triangle équilatéral, de coté AB =2,
et M est un point du segment [BC]. On pose BM = x.
Soit fla fonction définie sur [0 ; 2] par fx) = AM.
1. A partir de considérations geéométriques, faire une
conjecture sur le sens de variation de la fonction fetla
valeur de son minimum.
2, a) Calculer f{x) en fonection de x.
b) Compléter le tableau suivant et en déduire un tracé

point par point de la courbe représentative de la fonc-
tion f.

x |10 Jo2fos5fo8 |1 [12]15]18]¢2
Jix)

3. a) Démontrer que, pour tous nombres réels distincts

uetvde0;2], flu) - flv) et (u—- v){ue+v-2) ontle
méme signe,

b} En déduire le sens de variation de la fonction f sur
[0:1)et[1;2)

¢} Dresser le tableau de variation de la fonction fet
retrouver les résultats conjecturés dans la question 1.

36 Dans chacun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonction f sur l'intervalle D, en utili-

sant le signe du rapport _fia]_—i;[ﬂ . oll a et b sonl
ﬂ -

deux nombres réels distincts de D.

ol flx)==3xt+2¢4+8 D:{l:ﬂvl.

- -— - i 3
b)flx)= {x?+4x +7 ; D=)-w;-2).
c)j{x)=x+% : D=)0;,5)
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Polynémes et
fractions rationnelles

Ls polyndmes et les fractions rationnelles jouent un réle fonda-
mental dens de nombreux domaines des mathémaliques. L'objef

de ce chapitre est de présenter quelques techniques de calcul qui

EUFS sont propres et dont la connaissance s'avérera essentielle par
suite.

T W I S s

e

A
!
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3
f
o

S

1. Généralitds sur les polyNdMEs ......ccovcecvcvicriieees 174
9. Polyndmes du second degré ..., 178
3.  FActorisation Par X = & .cuweissmissssmsssisissninins 181
8. Fractions rationnelles ..., 184
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omes.

G
—1.1.. Notion de polynéme

mezmmsm Introduction

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x, définie par :
flx) = (1 - 2x) (x% — 3) — x%(4 - x) + 5.

* Développer, réduire et ordonner f{x) suivant les puissances décroissantes de .x.

* Quel est le terme de degré 2 ? Quel est le terme constant ?

* Quel est le coefficient du monéme de plus haut degré ?

On a appris en classe de troisidme que flx) est un polyndme de degré 3 dont la forme réduite et ordon-
née est : — x° — 3x% + 6x + 2.

Nous allons, dans les paragraphes qui suivent, réviser et préciser ce vocabulaire.

mmmmmm Définitions et théoréme fondamental

Defm ions

e On appelle pulynﬁme to

A s e LR T e AT

sbrique de mo

A W R e ek e e

Exemples
e x — /2x5 est un mondme de coefficient J2 et de degré 5.

e x> '1?5— (1 - /2)x® + 1 est un polynéme.

Remaraues

* Un monéme est un polynéme (par exemple : [2x% = [2x5 + 2x2 - 2x2),
» L'ensemble de définition d'un polynéme est R.

exZ 4t nest pas un polynéme car son ensemble de définition est R*,

e La fonction nulle est un polynéme, appelé le polynéme nul (c’est, par exemple, la somme de x = 2x°
et de x — — 2x%),

Theoreme fondamental RS IR

r T T T A R T e ._-1.-—- = v '.",-‘i-. ‘_-_-.-_-__-'::: s

: ont des numbres réels tels que a rn D.

S e R e s Rl e e S S A

011 n est un enlier naturel.et

JPRRSR L e STEE

Nous admettrans ce théoréme.

EFU}:( polmﬁme écril sous la fnrmu P[x}l'ﬂ anx" + an_lf"' +. et aix-i- a [a * !l] est dit rédlut et
'iurdnnné suivant les puissances décruissantas dn .r. sk

* nest appelé degré de P Onle note : d°P. ;

e Pour tout nomhre entil_a_r n_ahn'al k comprls Bntra 0 el n, a, kx" asl nppelé terme de degré k.

ol R e I e
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Propriéié MRSt
;DEI;X p!;lyilémes sont égaux si g( 'Seulemefu s-i-
—ils oﬁt-mémg degré ; ik
_ les coefficients des termes de méme degré sont égaux.

C'est une conséquence du théoréme fondamental puisqu'un polynéme admet une seule forme réduite et
ordonnée suivant les puissances décrojssantes.

B emarque

Nous n’avons pas défini le degré du polynéme nul.

Dans la suite du cours, chaque fois que I'on fera référence au degré d’un polynéme, ce polynéme sera
implicitement supposé non nul.

mammmmm Racines d'un polynéme

Définition s

P R ——— . e cp——

On appelle racine d'un polyndme P tout nombre réel a tel que : P(a) =

i e e SRR o SE .

E emargue

Déterminer les racines de B, c'est résoudre 1'équation : P(x) = 0.

Exemples

* R(x) = 28 — 2x2 = x*(x — 2) a pour racines : 0 et 2.

* Soit Q(x) = x? + x — 2. On vérifie aisément que : Q(1) = 0 et Q(- 2)=0.
— 2 et 1 sont donc des racines de Q.

mmmmmmm Produit de polynémes

Soit P le polynéme de degré 5 défini par P(x) = 3x° - 23 4+ 4x + 1.
Soit Q le polynéme de degré 3 défini par Q(x) = 24202 -1,
Px)Qlx) = (3x5 — 203 + 4x + 1) (6% + 2% - 1)

=3x8 + 67 — 208 — 725 + 4x? + 11x° + 2x% —4x - L.
On constate que PQ est un polynéme de degré 8.

D émonstration
Soit  P(x) = ax" + an_i.t""‘ +.o.otax+a, (a, #0),
Q) = bx™ + b, _x™ 1 + ...+ byx + b (b # 0).
Le produit de deux mondmes étant un monoéme, le pro
monémes, c'est-a-dire un polyndme.
Le terme de plus haut degré de PQ est le produit du
haut degré de Q, c'est-a-dire : (,2") (b,x™) = @by
Comme a,b,, # 0, PQ a pour degré : i + m-

duit des polynémes P et Q est une somme de

terme de plus haut degré de P par le terme de plus

Polyndmes et fractions rationnelles 175

Scanned by CamScanner



memmmm Somme de polynémes
Soit Q(x) =x + 2xZ - 1.

Soit P =35 -2 +4x+ 1. i
Sg;t Rgﬁ =x°+x2 +4, Soit S(x) =—=3x>+ X2+ 4,
On constate que :

« P et Q sont de degrés différents (5 et 3) ) oy
« P et R sont de méme degré (égal & 5) et P + R est un polyndme de degré 5 ;

P et S sont de méme degré (égal a 5) et P + S est un polynﬁfne-de degré 3.' ; o
Le seul cas ol le degré de la somme n'est pas égal a 5, c'est-a-dire au degré du polynome de plus hay

degré, est celui ot on ajoute deux polynémes de méme degré ayant leurs termes de plus haut degré oppy.
sés.

Propriéte

et P + Q est un polynome de degré 5 ;

'FL'"L'“ Sqmé-.‘Fé."l“@fP VAT AT ; ! :
(d5(B + Q) est inférieur ou égal au desinombres d°P et d°Q (égal lorsqy QUi

L

Démonstration

Soit P et Q des polynémes définis par P(x) = a x" + a,_x"1 + ... + a,x + @, (a, # 0),

Qlx) =b, x™ + b, _x™ '+ ...+ bx+ Db, (b, = 0)

P + Q est une somme de mondmes donc un polynéme.

* Lorsque m % n, son terme de plus haut degré est m si m > n, n si m < n. Donc, d°(P + Q) est le plus
grand des nombres m et n.

* Lorsque m = n, P(x) + Qlx) = (a, + b )x" + ... + (a, + D,)x + (a, + D).

Si(a, + b,) = 0, alors d°(P + Q) est inférieur & n.

Si(a, + b,) # 0, alors d°(P + Q) est égal a n.

—J.2. Factorisations
Définiton

lynd

Factorisations élémentaires

On peut dans certains cas, en observant attentivement le polynéme et en effectuant de légéres modifica-
tions, reconnaitre un facteur commun & plusieurs termes.

Exemples

*Plx) =x(2-x)+4x—-8 s Qx)
=x(2 -x) + 4(x - 2)
=x(2-x)-4(2-x)
=(2 —x) (x - 4).

(x=3)-2(x=3)2 + x?-3x
(x=3)-2(x-3)2 + x(x-23)
(x-3)[1-2(x-3)+x]

(x =3) (7 - x).

mmmmmmm Factorisations utilisant des produits remarquables

i e
P gl Vit : # ¥ = T

@ (@ +bP=a®+ 3+ 3ab + Yy
- (B (a-bP=a%-3a% +3ab2-0";
) (a-D(@tab+b)=a®-1;
Ces résultats sont faciles & établir. L’initiative en est laissée au J‘Jf;ctheﬁurd =1
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Exemples

e P(x) =12x-3x° *R(x) =x®-8+ (x-2) (4x + 5)
= 3x (4 — x?) (x=2) (x% + 2x + 4) + (x = 2) (4x + 5)
=3x (2 -x) (2 + x). (x = 2) [(x* + 2x + 4) + (4x + 5]
(x=2) (2% + 6x +9)
e Qr) =x*+3x%+3x +1 = {x - 2) (x + 3)%,
=3+ 3% x1+3xx1%2+18
={x+ 1)

—1..3.. Travaux dirigés

mmmmmmm 1. Polynémes de degré 2 non factorisables

1°) Le polyndme P, défini par P(x) = A2 + 1, admet-il une racine ?

2°) Lorsqu'un polynéme de degré 2 est factorisable, quel est le degré de ses facteurs ?
3°) A l'aide d'un raisonnement par l'absurde, démontrer que P n'est pas factorisable.
4°) Parmi les polynémes Q, R et S, déterminer ceux qui sont factorisables :

Q) =(x+2)2-3; R(x)=(x-2)%2+3; S(x) = (v - 2)2 + [x+ 2)2

Solution

1. Pour tout nombre réel x : x? + 1 2 1. Dong, pour tout nombre réel x : P(x) # 0.
Le polynéme P n'admet donc aucune racine dans R.

2. Lorsqu'un polyndme de degré 2 est factorisable, chacun de ses facteurs a un degré non nul strictement
inférieur a 2. Un tel polyndme est donc le produit de deux polynémes de degré 1.
3. Si P était factorisable, il pourrait s'exprimer sous la forme : P = P,P,, avec d°P, = d°P, = 1. En parti-
culier, B, admettrait une racine qui serait aussi racine de P, ce qui est en contradiction avec le résultat
de la question 1. P n'est donc pas factorisable.
4. Qx) = (v +2)2=(/3)% = (x + 2 = /3)(x + 2 + /3). Q est done factorisable.
Pour tout nombre réel x : R(x) 2 3. R n'admet donc aucune racine et est de degré 2. Un raisonnement
identique & celui de la question précédente prouve que R n'est pas factorisable.
S(x) est la somme de deux termes positifs, elle est nulle si et seulement si chacun de ses termes est nul.
Par conséquent : S(x) =0 ¢ (x-2)°=0 et (x+2)*°=0

= x=2 et x=-2
S est un polynéme de degré 2 n‘admettant aucune racine, il n'est donc pas factorisable.

IEEEEE 2. Factoriser:

1°) Plx) = x® - 27 ; 2°) Qx) =P -64; 3°) R(x) = 16 2% - 81 ;
2°)S(x)=X+4% +4; 5)T(x) =2 +4; 6°) Ulx) = x* + 1.
Solution
1°) Px) = x? — 33 2°) Qlx) = (x3)2 - 82
=(x-3)(x2+3x+9); = (a3 - 2%)(x® + 29)
=[x —2)(x% +2x + 4)(x + 2)(x% - 2x + 4) ;
3°) R(x) = (4x%)? — 92 4°) S(x) = (x%)% + 2x% x 2 + 22
= (4x2 - 9)(4x? + 9) Gk s
= (2x - 3)(2x + 3)(4x? + 9) ;
5°) T(x) = x* + 4x? 4 4 — 4x? ) U) =x' s 2+ 122
=(x?)? + 2 x% x 2 + 2% - (2x)? = (x2)? + 2x% x 1+ 12 — (xy2)?
= (x2 + 2)2 — (2x)? =+ 12— (w22
=(x2 - 2x + 2)(x? + 2x + 2) ; =[.r"—.rj2+‘l][.r2+x.f2+1].
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Remaraue

Certains polynémes sont facterisables et n’admettent pourtant aucune racine ; T en est un exemp), .
pour tout nombre réel x, T(x) = 4, donc T(x) n’admet pas de racine. :
On démontre de méme que U n’a pas de racine.

WE XTI CICOS B s s oo o A o s

l.a Réduire et ordonner suivant les puissances Rix) =& =1+ (e +x + 1)(4x? + 3x + 2),

décroissantes de .x les polyn8mes P, Q, R définis

par: 1d oOn reprend les polyndmes P, Q, R de I'exercj

Plx) = (x? + 5)% + (2x - 3)*; précédent. *

Qlx) = ( + 1) + (x* = 1)*; 1. Déterminer les racines de P et Q.

Rlx) = (x = 1)%(x + 1)% 2. a) Démontrer que, pour tout nombre rée]  :
x1+.t+1=[x+~1£~]2+-:-;—.

. ] ’ - ll » t ¥
P( ] ( 3 ]( 7 z ) . En édlﬂ.l‘& qlfe pour out nombm Iée]. X3

Qlx) = (+? - 1)%; . .
R(x) = (23 — 222 + 1)°(x2" — 1) {od n est un b} Déterminer les racines de R.

nombre entier naturel non nul donné).

Déterminer d°(P) , d°(Q), d°(P + Q), d°(R). l.e Calculer mentalement : 2 0002 — 1 9992,

1.c -Factoriser les polyndmes P, Q, R définis par : 1.f Déterminer le polyndme de degré inférieur ou
Plx) =22 =14 (1-x)(2c-3); égal & 2 qui s'annule en — 2 et 1, et qui prend la
Qx)=x*-6x? +12x -8 ; valeur 6 en 0.

SiesTau

—2.1. FOrme canonique

mmEm=mm Introduction

L'objet de ce paragraphe est d'apprendre 2 écrire tout polynéme du second degré sous une forme parti-
culidre, appelée forme canonique, permettant de calculer aisément ses racines éventuelles et d'étudier

son signe.
Commengons par deux exemples.

s Soit P(x) = x® + 2x - 3.
x2 + 2x est le début du développement de (x + 1)?, on peut donc écrire : x% + 2r = (x + 1)2 - 1.

Dod:Plx)=(x+1P-1-3=(x+1)*-4. x

e Soit Q(x) = 4x2 — 12x + 10 =4(x>-3x + -2-}.

x% — 3x est le début du développement de (x — %—]3. dol : x2 - 3x = (x - %]2 - %.
On a donc : Q(x) =4{x—-—3—]2 +1=(2x=32+1.

mmmmmm Cas général

On admet que, pour tout polynéme P du second degré, il existe des nombres réels a, a, pavec a # 0 tels
que, pour tout nombre réel x : P(x) = a((.r +a)? + B). Cotte écriture de P(x) est appelée forme canoniqueé-
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mmmmmm Factorisation d’un polyndme du second degré
Nous nous contenterons d'exposer la méthode sur des exemples.
* Soit P(x) = x* + 2x — 3. Sa forme canonique est : P{x) = (x + 1)2 — 4.
On reconnait une différence de deux carrés :
Plx) =[c+1)=2][(x+1)+2]
=(x-1) (x + 3).
Plx)J=0 & x=1ou x=-3,
P admet donc deux racines : — 3 et 1.

* Soit Q(x) = 4x% — 12x + 10. On a vu dans l'introduction que Q(x) pouvait se mettre sous la forme :
Q) = (2x - 3)* + 1. ,
Un carré étant toujours positif, on a pour tout nombre réel x: Q(x) 2 1. Aucune valeur de x n‘annule donc
Q. Q n'a pas de racine.
Q n'est pas factorisable, sinon il serait le produit de deux polynémes de degré 1 et admettrait donc deux
racines (éventuellement égales).
* SoitR(x) =x2 - 2x -2

=(x-1)2-3

=(x-12-(37

= (x=1~,3) (x~1+,3).
Rx)=0 « x=1+,/30u x=1-/3.
R admet donc deux racines : 1 + /3 et 1 — 3.

Eemargue

On constate que, pour les polynémes du second degré, il y a équivalence entre I'existence de racines et
I'existence d’une factorisation. Nous préciserons ce résultat dans la lecon 3 pour des polynémes de

degré quelconque.

mmmmmm Etude du signe d'un polynéme du second degré

Nous nous contenterons d'exposer la méthode sur des exemples.

* Soit Q(x) = 4x2 — 12x + 10 = (2vr - 3)? + 1. ;
Un carré étant toujours positif, on a pour tout nombre réel x : Q(x) > 0.

'SOitP(I):J_‘z+2x—3=[x-—1][x+3). . . =
On étudie dans un tableau le signe de (x — 1) et (x + 3), puis celui de leur produit :
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x —ea -3 1 + oo
t
x=1 - - 0 +
X+ 3 - + +
7
P(x) + ? - (I} +

P(x) est donc strictement positif pour tout nomby
réel x appartenant & : ¥
J-eo ;=3[ U1+,

P(x) est donc strictement négatif pour tout nombye
réel x appartenant a }- 3 ; 1[.

P(x) est nul pourx =1 oux =-3.

« Il faut faire attention & bien disposer dans I'ordre croissant les racines des différents facteurs sur Jq

premiére ligne du tableau.

« Pour étudier le signe de chacun des facteurs, on peut utiliser le point méthode indiqué ci-dessous :

e —— © o amp e e

J -Solit_ P{;}_*: ax + b, avec a :tl] o

Pour énudierlosignodo P,
' on peut d'abord chercher saracine e, | ax

| puis utiliser 'le'iabl,equ'_q_i-'contre s

et i e SR

2.2, Travaux dirigés

T e L e S e T

TG =t L PR iy 0% U B M W TS RS T M . SR SR R B

T T e T T TP e e £ g 3 SENERIPT

=

R

~ signe de-a : signedea:

. -;—C)-—

EESEEE Etudier le signe du polynéme P défini par P(x) = - 6x% - 5x + 4.

Solution

e Factorisons P(x) a l'aide de la forme canonique :
- 5 ._2
P(x) --S(xz+6x 3]

- _5_2__2,.,5__25_)
= 6([x+12]

144 ~ 142
== ot + - G3")
= 6( T 152 ¥ E)( 152 _*}217')
= —6x + -‘;—}[x—%-

= (3x + 4)(1 — 2x).

Nous pouvons conclure :

4 1 =0:
pour tout x appartenant & {~ =3 - h Plx)=0;
pour tout x app

4 .1
pour tout x appartenant Al T’af[' P(x) > 0.

« Etudions ensuite le signe de chaque facteur et
récapitulons les résultats dans un tableau de signes.

R
3x+4 - éj + +
1-2x + + {I} -
P(x) N c'lx -

4 1
artenant a ]—w:—T[Ul-é- i+, Plx) <0;

WE X@TCICOS BLL A AR A A AR o o A

2.0 Trouver les racines, s'il en existe, des poly-
némes P, Q, R, S définis par :
Plx)=x2—5x+4; Qle)=x®+3r+4;
Rix)=x?+2/2x+2; S(x)=x?-x-1.
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2.b  ftudier le signe des polynémes P, Q. R, 5 de
l'exercice précédent.
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t Soit Pun pulynﬁme etoun nombre réa] L e R
i o est racine de P si et seulament 81 il e:nste un. pul}fnﬁme Q tel qua si
Lpnur tout numhra réel X P[.t] [x u)Q(x)

Q(x) est appelé quotient de P(.r} parx - o.

D émonstration

* Supposons que, pour tout nombre réel x : P(x) = (x - @)Q[x). Alors : P(a) = (o — a)Q(o) =
Donc, o est racine de P.

* Supposons que : P(a) = 0

Posons : P(x) = a x" + a, x"' + ...+ a,x + a,, ol a, #0.

Plx+ o) =a,lc+a)"+a, (cx+ a]"“ + ..+ aylx + ) +a,.

x ~» P(x + &) est donc un polynéme P' de degré n.

Posons : P'(x) = b x" + b, _,x™1 + ... + byx + b,

P'(0) = P(0 + o) = P(a) = 0. D'ol1 : b, = 0.

Donc : P'(x) = x{bx""1 + b,_jx™2 + ... + by).

Plx)=Plx-0)=(x—a) [b(x - )" + b _,(x—a)*? + ... + b,].

En posant Q(x) = b (x - )" + b, _,(x - a)®2 + ... + by, on a bien : P(x) = (x — 2)Q(x).

n 5

Exemple

Dans la démonstration précédente, on avait :

(p) : il existe un polynéme Q tel que, pour tout nombre réel x, P(x) = (x - a)Qlx) ;
(q) : Pla) =

| (1] Un pdi;:;ﬁme de deg:ré n a au plus n ramnes.-dlstinctes. 2 : : _
(2) Deux polynﬁmes de degrés mféneurs ou egaux ﬁ n r:oi'ncldant en [n + 1) valeurs distinctes sont

[ égaux.

D émonstration
(1) Raisonnoens par I'absurde.
Supposons que P admette au moins (n + 1) racines distinctes : o, 0, O ...y O,

* &, étant racine de P, il existe un polynéme non nul Q, tel que, pour tout nombre réel x :

Px) = (x - 0 )Q,[(x).
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* o, étant racine de P mais pas de x = x — o, , est racine de Q,,.

1l existe donc un polynéme non nul Q, tel que, pour tout nombre réel x : P(x) = (x — 0,)(x — a))Q, (x).
* , étant racine de P mais pas de x = (x — o )(x — @), &, est racine de Q,.

Il existe donc un polynéme non nul Q, tel que, pour tout nombre réel x :

P(x) = (x = ag)lx - o,)(x - 0,)Q,(x).

* On démontre ainsi, de proche en proche, qu'il existe un polynéme non nul Q, tel que, pour toy
nombre réel x : P(x) = (x — o) (x = o )(x = o). (x — &, )Q,(x).

Le degré du polynéme x + (x - o)l — o )x = o). [x — o) est n + 1.

On en déduit que : d°P 2 n + 1. Ce qui est contradictoire. Donc, P admet au plus n racines.

(2) Soit P et Q deux polynémes, de degrés inférieurs ou égaux 2 n, coincidant en (n + 1) valeurs djs.
tinctes. Ces valeurs annulent le polynéme P - Q. Donc, P - Q, s'il est non nul, est un polynéme de degré

inférieur ou égal a n ayant plus de n racines. C'est impossible d'aprés (1). P — Q est donc nul,
Donc, P = Q.

—3.2.. Déterminations pratiques du quotient de P(x) par x - ¢

ennmmmm Méthode des coefficients indéterminés

Nous allons exposer la méthode sur un exemple.

Soit P(x) = 2x® —x? —4x + 3.
P(1) = 0, donc il existe un polynéme Q tel que, pour tout nombre réel x, on ait : P(x) = (x - 1)Q(x).
Le degré de P étant égal a la somme des degrés de x — x — 1 et de Q, Q est de degré 2. '

Le terme de plus haut degré de P(x) étant égal au produit des termes de plus haut degré de (x — 1) et de
Q(x), le coefficient du terme de plus haut degré de Q(x) est 2.

Posons : Q(x) = 2x2 + bx + ¢, o1 b et ¢ sont dewr nombres réels & déterminer.
Pour tout nombre réel x : 2x* —x? — 4x + 3 = (x — 1)(2¢% + bx + ¢).

Pour tout nombre réel x , 2% —x? — 4x + 3 = 23 + (b — 2)x2 + (c-br—-¢c o {

| & &
1

[T |
n S pa
w il i
|
[ - Y

o o
nn
| =

= { 3,
Il vient : P(x) = (x — 1)(2x? + x - 3).

1 est une racine évidente de Q. En faisant un raisonnement analogue au précédent, on démontre que :
2x? + x =3 = (x — 1)(2x + 3).

On en déduit que : P(x) = (x - 1)?(2x + 3).
On dit que 1 est une racine double de P et — -:-;- une racine simple.

Remaraue

11 est trés facile de se rendre compte si 0, 1 ou — 1 est racine d'un polynéme. Lorsque c’est le cas, on dit
que le polynéme admet une racine évidente.

mmmmmmmn  Division euclidienne

L'algorithme permettant d'effectuer le quotient de deux nombres entiers naturels se généralise awx poly-

némes. On dispose les calculs de la méme fagon et, & chaque étape, on détermine le quotient par x du
terme de plus haut degré du reste (cf, calculs ci-apras).
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23 - x2 —4x + 3 x -1
_2xd + 22 Ainsi, P(x) = (x-1)(2x% + x— 3).
fj‘“‘" + 3 2xt +x -3 De plus : 2x2+x—3=2fxz+-;—-¥'—%]
” + X
-3 + 3 ot x2+-‘,lz—x=(x+%-]2—i-l-ﬁ-.
it e 3 Donc : P(x) = (x—1)%(2x + 3).

dﬁns le cas d un polynﬁme de degré z 1e menré sous. fbrme canumque

R e A e R I e SR M s 5 i 8 o UM e S

P T S L e

—.3.3. Travaux dirigés

Etudier le signe de P(x) = 2% -~ 7x - 6.

S olution
Factorisons P(x) : — 1 est racine évidente ; on peut donc factoriser P(x) par (x + 1).
B-7x-6 =(x+1)x2-x-86);

—xd wxt —x-6 =l-3P-F
= Pl B - P e d
+ x
- 6r — 6 = (x = 3)x + 2);
6Bx + 6 ﬂ—?x—ﬁ =[x+1}[.‘l‘.'—3][.‘:+2].
0
Dressons un tableau des signes :
* - =2 '__1 7 T Pour tout nombre réel x appartenant a
il _ _ 0 + 4 l-ee;—2[U)-1;3] Plx)<O.
0 & Pour tout nombre réel x appartenant &
x-3 - - - ]-2;-1[U3;+] Plx])>0.
x+2 - 0 + * * Pour tout nombre réel x appartenant a
i (-2;-1;3) Plx)=
P(x) = + m & F
? P i

Q) =2+ 2% +x+ 2

mEx ercices W‘WW/WIW/W
3

Diviser P(r) par x — o dans chacun des cas sui- Rlx) = 1% — 32 —x + 3,
vants :

LPx)=-522+2c+7 at an;l:

=20 —2r -~ t a=1; .
; g{ﬂ = 31:_;-3 E:-Z :4,1-- 4 :! a=-2. 3.c Etudier le signe des polyndmes P et Q définis
par :
: . Ple)=—-x3+3c +2;
3b  Factoriser les polynomes P, Q et R définis par : Qlx) =x'+ax? - 722 —x + 6.

Plxl=xrP + a2 —4r—4;
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f""4""Fi"'§”c't'i ons rationnelles =
il Géneéralités

mmmemms Présentation

‘Définition

' | Toute fonction numénqne de la furma -E-, od P et Q sunt deux polynﬁmes. esi uppelée fmdmn
_rationnelle. S : O A

r_'-.-:,, Lo
et i B e

Remaraue

Soit P et Q deux polynémes ; la fraction rationnelle P 4 pour ensemble de définition le complémen-
taire dans R de I'ensemble des racines de Q. Q

Exemples

Soit les fonctions numériques f, g et h respectivement définies par :
T Y S = SRS}

fix)=x3-ax?+6x-1; glk)=-2x+ el h(x) = P

» fest le quotient des polynémes x > x3 — 4x2 + 6x — 1 et.x = 1. fest donc une fraction rationnelle défi-
nie sur R.
* L'ensemble de définition de g est R \ [1].

- 2x(1-x)+x-3 2xt-x-3
Pour tout nombre réel x appartenant 8 R \ (1} : glx) = ( ) =

1-x T 1-x
g est le quotient des polynémes x — 2x? —x — 3 et x+> 1 - x. g est donc une fraction rationnelle.

« h est le quotient des polynémes x — x? — 3x + 1 et x — x? + 3. h est donc une fraction rationnelle.
Pour tout nombre réel x : x2 + 3 # 0. Donc: D; =R.

smmmssm Simplification de fractions rationnelles

AV SEN. s i S P i
it o 9-x2 - x—1  x41 -1
ID}- =R \NI[-3;3)

3 est une racine commune du dénominateur et du numérateur de f.

On peut donc les factoriser tous deux par x - 3.

{x 3)(x+2] x+2

Pour tout nombre réel x appartenanta R \ (-3 ; 3} : flx) = i e L e

¢D8=R\{—1;1f-
Pour tout nombre réel x appartenanta R\ (-1; 1) :
x+1+3x-1)-2x 2(x—1) _ 2

Blx) = x2-1 T e=1Dx+1)  x+1

Remaraue

Considérons les deux fractions rationnelles suivantes :
frxm xti et gixwr .1'12'
Ona:Dy =R\ (-2;2) et D, =R\ {2].

De plus, pour tout nombre réef.r appartenant aR \ [- 2 ; 2} : flx) = g(x).
Les deux fractions rationnelles coincident surR \ (- 2 ; 21' mais ne sont pas égales puisque D;# D, -

184 Polyndmes et fractions rationnelles
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4.2, Travaux dirigés

EEEEEE 1. Soit P et Q les deux pﬂlynﬁmes définis par: P(x) = 222 - 3x + 1 et Q[x] - -,

1°) On désigne par f la fraction rationnelle % et par P’ le polynéme défini par : P'(x) = P(x) - P(2).
a) Effectuer la division euclidienne de P' par .
b) En déduire ]'existence de trois nombres réels a, b et c tels que :

pour tout nombre réel x appartenant 4 D, , f{x) = c
2°) Le plan est muni d'un repére orthonomg (]0, Ex];- ¢ +.r -2

Soit (2) la droite d'équation y = 2x + 1 et (¢) 1a représentation graphique de la fonction f. Soit x un

nombre réel distinct de 2, M et P les points d' : :
a) Calculer PM en fonction de x. P abscisse x appartenant respectivement a (%) et (2).

b) Démontrer qu'il existe un nombre réel o tel que : > o= PM < 2

10
Solution
1°) a) On a : P(2) = 3. Donc, pour tout nombre réel x : P'(x) = 2x% - 3x = 2,
222 -3x-2 | x-2 :
x— g | 2x +1 On a, pour tout nombre réel x : P'(x) = (2x + 1)(x — 2).
b)Dp=R\ {2].

Pour tout nombre réel x appartenant 3 R \ {2} :
P'(x) + 3 2x + 1)(x -2
AWl L T . B

x—2 x-2 - -2
29) a) On a : PM = [flx) — (2x + 1)|=|x%2|_

I:r)(.‘)na:PIL.rI‘::ll—[J & |c—2|>30.De plus: -2 5 |- 2]

Donc:|x>32 = |r—2|>30 = PM<T16'

25
2(x-1)  2(x+3)

EEEEEE 2. Etudier le signe de la fraction rationnelle f: x> -x+4 +

Solution guidée

¢ Déterminer I'ensemble de définition de f.
(x2 +1)(2—x)
» Démontrer que, pour tout nombre réel x appartenanta R \ {1 ; -3} :fl) = T+Ix-1)

* Dresser le tableau de signes de fix).

mExercices A

5x-10
4.0 Trouver, dans chaque cas, 'ensemble de défi- Qi =1-ard
nition de la fraction rationnelle f :
1. fix) = i - 4.c  Etudier le signe des fractions rationnelles R et
_x; 1 i T définies par :
2.flx) =4x+ — 3 1
0 - x2 ] e
R(x) =1 x+1 b 2+x
4b  Simpli i lles P et Q défi-
. plifier les fractions rationnelles _ 15
nies par : Tlx) = x?-3x+7 x+2'
xt—-1
Ple)= —X =1 .
) Beayrx-1"
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7 s
_ FE xercices
Polynémes

1 Parmi les fonctions numériques suivantes,
reconnaitre celles qui sont des polyndmes et préciser
leurs degrés :

x= (x]3-1)x2+n) x> d-5x24+7 ;

xos 3 =522+ 7x . paX=81
\llr5 ' x3+9

.\.’H—-l'z-.t"'-l--z?i-.tz ;x> 3x8 - o + 5.

2 Déterminer le degré et le coefficient du terme
de plus haut degré des polynomes P, Q et R :
Plx) = (22 + 1)(3 - x%) ;
Qx) = (x* — 2)(x° - 3x) —x* ;
R(x) = (x — 2)(1 — x3) — x{1 — x%) + (x —5)(3 — 2x).

3 On donne:
P(x) = 100 — 522 + 7x - 3,
Qlx) =2 -5x2 + 3,
Rlx) = 747 — 3x2 + 2x.
Déterminer :
P(x) + Q(x) + R(x) ;

P(x) - Q(x) — R(x) ;

P(x) + Q(x) - R(x) ;
Qle) - (PLo) - R(x)).

B Factoriser :
Plx) = (2x + 1) (x — 3) — (4x + 5)(3 - x) ;
Qlx) = 2x? + 5x =3 ;
Rlx) = (x® —4)2— (x +2)%;
Sx)=x3-22-5x+6;
T(x) = x* +x3 - 4x - 16.

5 Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de :
P(x) = — 4(x + 3)(2x —5) ;
Qlx)=x*+1;
R(x) =9-16x%;
S(x) = (3x — 4)(x + 3) - 3622 + 64.

6 Etudier, suivant les valeurs de x, le signe de :
P(x) = - 4(5x — 7)(xy/3 — 4). :
Trouver le signe des nombres : P(/2) ; P( ) P(2) :
P(1997).

7 1. Trouver un polynéme admettant pour

racines — 2 et 3. )
2. Trouver un polyndme admettant pour racines—1; 0

et 5.
3. Existe-t-il un polynome de degré 10 admettant pour

racines -1;0et57
4. Existe-t-il un polynéme de degré 10 n‘admettant pour

racines que—1;0et57

8 Déterminer tous les polyndmes de degré infé-
rieur ou égal 2 2 qui s'annulent en ~ 2 et 1. Quel est
celui qui prend la valeur6en 0 ?

186 Polyndmes et fractions rationnelles
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__

9 Démontrer que, pour tout nombre réel x :
O-1=(x~- 1]((.!‘2 +3x+1)2-5x(x+ 1}3)
Application
Décomposer le nombre 52° — 1 en un produit de trojs
facteurs.

10 Dans chacun des cas suivants, ol P est yp
polynéme de degré 2 :
— mettre P(x) sous la forme canonique ;
— déterminer les racines éventuelles de P ;
— étudier le signe de P(x).
1. Plx)=x% + 2x - 1.
2.Px)=—xt+x-1.
P(x) = x2 - 7x + 6.
Plx) ==5xt +x + 1.
Plx) = 2% + 2x + 2.
Plx) = & x* +5x 1.

Plx) = 3c? + 5x-1.
. P(x) = 16922 + 13x— 1.

PN P ARW

11 Démontrer que, pour tous nombres réels xet y:

(X +Ipd x = I\2
Sl o
Application
Démontrer que tout produit de deux nombres entiers de

méme parité peut s'écrire comme différence de deux
carrés de nombres entiers.

12 On donne un polyndme P et un nombre réel o.
Dans chacun des cas suivants :
— vérifier que P(x) est factorisable parx -« ;
— déterminer le quatient de P(x) parx -« ;
— factoriser, si possible, ce quotient ;
— étudier le signe de P(x).
1L.Plxl=xr*-4x2 +5x—-2 eta=2.
2. P(x) == 203+ 722 = 12x + 9 et a:%.

3.Px)=2x3 +3x2-12x—0 et a==-3.
4.P(x)=—313+2x2 +9x—6 et a=.3.

13 Dans chacun des cas suivants, déterminer @
pour que f soit factorisable par g, factoriser f puis étu-
dier son signe.
1L.fix)=ar® -4+ 7x—-6 ot glx)=x-2.
2.flx)=x"+2x+ar-2 et glx)=x+2.
3ix)=x*-3x2-4xr+a et glx)=x*-4.

14 On considére le polynéme P défini par :
Plx)=x%+ 22 + 9.
Factoriser P.
On pourra s'inspirer du second travail dirigé § 1.3.

15 On considere le polynéme P défini par :
Plx) = (x% - 1)2 + (2x)2,
1. Développer, réduire et ordonner P.
2. Factoriser P.
3. Trouver deux nombres entiers p et g tels que:
pt+gt=101%

el
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Fractions rationnelles

16 Donner un exemple de fraction rationnelle :
1. sannulant en — 1 et 2 et ayant pour ensemble de
définition R ; 3
2. s'annulant en —5; 0 ; - et ayant pour ensemble de
définition B \ {- 4, 6.

417 Dans chacun des cas suivants :
— déterminer I'ensemble de définition Dy de la fraction
rationnelle f;
— simplifier flx) sur D,; :
— étudier, suivant les valeurs de x, le signe de f{x).

2+x-2
o hl o
2. fie) = I -a?-x+2
; 3 = 6x + 3
18 On considere la fraction rationnelle f définie
par : fix) = di-x4dq
—x+2

Trouver un polynéme P de degré 1 et un nombre réel ¢
tels que, pour tout nombre réel x différent de 2 :

flx) = Pla) + ——.

-x+ 2
(On pourra s'inspirer du premier travail dirigé du § 4.2.)

19 On considere la fraction rationnelle g définie
x?-5x%+10
paI . g(x] = T‘;_-_- 5
Trouver un polynéme P de degré 2 et un nombre réel ¢
tels que, pour tout nombre réel x différent de 4 :

C
=P —_—.
glx) = Plx) + —
(On pourra s'inspirer du premier travail dirigé du § 4.2.]
20 Déterminer les nombres réels a et b tels que,

pour tout x élément de & \ {- 2, 2}, on ait :
1 a b

= + )
x2-a4 x-=2 x+2

21 1. Déterminer les nombres réels a et b tels que,
pour tout nombre réel x, on ait :
alx? + 9) + b(x® - 9) = 6%
2. Déterminer les nombres réels ¢ et d tels que, pour
tout nombre réel x, on ait :
clx+3) + dlx—-3)=12.
3. On considere la fraction rationnelle f définie par :
63
fix) = o
a) Déterminer )'ensemble de définition D, de f.
b) Déduire de la premit¢re question qu'il existe deux
nombres réels o et B tels que, pour tout élément x de
a' 4
x2+9 x¢-9
¢) Démontrer qu'il existe trois nombres réels o, fety
tels que, pour tout &lément x de Dy, on ait :
=2, P PR
x+3 x-3 x2+9

Dy on ait: flx) =

+

22 1. Trouver des nombres réels a et b tels que,
pour tout nombre réel x différent de 1, on ait :

L =qa+—
1-x  '1-x° 1 2
2. Démontrer que, pour tout x élémentde (- ; =] ona:
155 g2,
1-x

APPROFONDISSEMENT

23 Pour tout nombre entier naturel 2 non nul, on
considere le polynéme P, défini par : P,(x) = <" + 1.
1. Démontrer que si n est impair, P, est factorisable.
2. La réciproque est-elle vraie ?

28 Dpéterminer deux nombres réels a et b tel que
pour tout nombre réel x, on ait :
e+ Dix+2)(x +3) + 1= (2% + ax+ b2
En déduire le résultat suivant : « le produit de 4
nombres entiers relatifs non nuls et consécutifs, aug-
menté de 1, est un carré parfait ».
Vérifier ce résultat sur au moins 4 exemples (nombres
positifs ou nombres négatifs).

25 Draprés « The Mathematics Teacher », Sept 1983.
On considére les égalités suivantes :

1_4,.1. 2 _,_2.
lxz—l 2,2><3_2 3

3 _5_3. A udaA
3><4—3 4.4x5_4 5

5 ugo B
5% 'B— =5 6
1. Vérifier ces égalités.
2. Quelles généralisations suggerent-elles ?

3. Prouver ces généralisations.

26 Mames questions pour les égalités :
Z24+2=2%2;
3+1,5=3x15;
5+125=5x1,25%:
11+1,1=11x1,1.

27 a, b et ¢ sont trois nombres réels distincts. On
consid2re le polynéme P défini par :

(x-al(x-b) (x-b)lx-c)
[c—alle=b) (a-blla~c)

1. Calculer P(a), P(b) et P(c).
2. En déduire que, pour tout nombre réel x : P(x) = 1.

(x—c){x-a)

Plx) = b-db-a

28 soit a, b deux nombres réels distingts.
On définit le polynéme P par :
P(x) = a?(b - x) + b*(x — a) + x%(a - b).
1, Démontrer qu'il existe un polyndme P, tel que, pour
tout nombre réel x :
P(x) = (x — a) (x = b) P, (x).
2. Quel est le degré de P, ? Déterminer P,. En déduire
une factorisation de P{x).

29 On considere une feuille rectangulaire de
périmetre donné p et de longueur x.
1. On prend : p = 4.
a) Exprimer l'aire de la feuille en fonction de x.
b) Pour quelle valeur de x, cette aire est-elle maximale ?
2. Mémes questions pour p = 10.
3, Cas général : p est un nombre réel strictement posi-
tif. Déterminer, en fonction de p, la valeur de x pour
laquelle l'aire de la feuille est maximale.

Polyndmes et fractions rationnelles 187
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30 Sur une droite (@) munie d'un repere (0.1), on
considére des points fixes A, B, C d'abscisses respec-
tives a, b, c.

Soit M un point de (®) d'abscisse x.

1. Exprimer en fonction de @, b, cet x le nombre réel :
MAZ BC + MB2.CA + MC% AB +BC. CA. AB.

2. Quel est le degré maximal du polynéme P obtenu &
la question précédente 7 .

3. Calculer P(a), P(b) et P(c). Qu'en déduire pour P ?
Conclure.

31 Soit a, b et ¢ trois nombres réels deux a deux
distincts. On désigne par Q,, Q. Q. et P les polynomes

définis par :
Qulx) = (b~ )lx — @)l + a)? + (b + ) ;

Q,lx) = (c - a)lx - b]({x +b)+(c+ a]z) :
Q(x) = (@ - b)(x - c]({x +c)+(a+ b]z) :

Plx) = Q,(x) + Qylx) + Q(x).

1. Quels sont les termes de plus haut degré de Q,, Q,, et
Q_ 7 En déduire sans autres calculs que P est nul ou de
degré inférieur ou égal 4 2.

2. Calculer P(a), P(b) et Plc).

En déduire que P est le polynéme nul.

32 Soit p et g des nombres entiers relatifs (p = 0),
on dit que p divise g s'il existe un nombre entier k tel
que:q=pxk, .

{Par exemple, - 5§ divise 10 car 10 = (- 5] [-2).]

1. Soit P{x) = a3.r3 + a,v? + a,x + a; un polynéme ol les
coefficients a, a,, a, et a, appartiennent 2 Z et ol a,
est non nul. On suppose qu'il existe un nombre entier
relatif m racine de P,

Justifier que m divise a, [On pourra remarquer que :
Plx) = (ax? + ax + ax + agl.

2. On considere le polyndme Q défini par :

Qlx) =x3 + 62% + Bx + 5.

a) Existe-t-il un nombre entier pair qui soit racine de Q -

b) Factoriser Q {On pourra chercher un nombre entier
qui soit racine de QJ.

3. En procédant de méme, factoriser les polyndmes R et
S définis par:

Rlx) =22 + 6x% + 12x + 9,

S(x) = x* + 9% + 16x + 14.

33 soit b, ¢, d et e des nombres réels, a un
nombre réel non nul et f le polynéme défini pour tout

nombre réel x par :
fix) =ax* + b’ + ex? +dx +e.

1. On considére la propriété (p) :
pour tout nombre réel x non nul, f[%-} = %’J .

188 Polynémes et fractions rationnelles

a) Démontrer que si f vérifie la propriété (p) et g ey
une racine non nulle de f, alors + ©st égalemeny unl
racine de f. .
b) Démontrer que f vérifie la propriété (p) si et seule.
a=e
b=d
En déduire en particulier que 0 n'est pas racine de f,
c) Application
Soit le polyndme f défini par :

fix) = 2" — 1323 + 24x2 - 13x + 2.
Mettre [ sous la forme d'un produit de quatre po|y.
némes de degré 1.
2. On suppose désormais que f vérifie la propriété (p)
a) Démontrer que, pour tout nombre réel x non ny

ment si {

%=a[xz+ %]+b[x+ %]-PC.

b} Soit & un nombre réel non nul. Démontrer que a es
une racine de fsi et seulement si o +1E est une racine
du polynéme g défini pour tout nombre réel x par:
glx) = a? + bx + ¢ - 2a

c) Application

Soit fet g les polynomes définis pour tout nombre réel
X par:

fle) = 6x* = 3513 + 622 — 350 + 6 ;

glx) = 6x2 — 35x + 50.

Déterminer les racines de g, puis celles de f.

34 1. Démontrer qu'il existe un unique polyndme
de degré 3, qui s'annule en 0 et vérifie, pour tout
nombre réel x : P{x + 1) — P{x) = x2,

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a} Démontrer que :
12+22+ ..+ n?=Pn+1)-P1).

b} En déduire que :

12422+ ... +nt= n{n+133[2n+1] .

¢) Vérifier ce résultat sur quelques exemples.

35 1. Démontrer que, pour tout nombre réel x :

(=9 - (5

: . 2 —x\?
2. Soit f le polyndme défini par : flx) = ( 5 ) ;

Démontrer que : flx + 1) = flx) = X%

3. En utilisant une méthode analogue  celle de l'exer-
cice précédent, démontrer que :

ni(n +1)?
5 ;

13429+ ..4n%=

_
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y 4
Equations

et inéquations dans R

De nombreux problémes issus des diverses branches des
mathématiques, des différentes sciences et du domaine technigue
conduisent & des équations & une inconnue. Vous en avez déja
renconiré beaucoup dans le premier cycle. Compte tenu des tech-
niques de calcul nouvelles sur les polynémes et les fractions rafion-
nelles que nous avons apprises au chapitre précédent, nous pou-
vons aborder maintenant un plus large éventail de situations et
apprendre a résoudre des équations plus complexes.

YT O PR R . [ )
Q. Equations et inéquations llant deux polynémes ... 194
3. Equations et inéquations

liant deux fractions rationnelles ..., 196
4. Equations et Inéquations avec valeurs absolues ..... 199
e e —_— PR, 201

Equations et inéquations dans R 189
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Geneéralites

—1.1. Equations et inéquations

Soit x un nombre réel. i 4§ 4
Considérons 1'égalité (E) : s, -y ek e

Suivant les valeurs de x, cette égalité peut :

Zhi qu_.._n.-ﬂ- (RIS =

— étre vraie, par exemple pourx=-3oux=1;
— étre fausse, par exemple pourx=0oux=3; 1
— n'avoir aucun sens ; c'est le cas pourx = -2, x =2 etx=—- 5.

Nous dirons que (E) est une équation d’inconnue x.
Avant de résoudre une telle équation, il convient de préciser les contraintes sur l'inconnue :
X#- 2,:'.:tZet.r:t——-1— i

— 3 et 1 sont des solutions de (E).

Cette équation a-t-elle d'autres solutions ?

Pour répondre 2 cette question, on recherche toutes les solutions de (E). C'est ce qu'on appelle résoudre
I'équation (E).

Définitions

Smt Aet B deux ense 3% i e
- (B):« _ﬂx) g[t} » oik f'et g sont deux fonchunsfde'A ers B, est appelée équatmn'dans A d'm— :
r.:nnnue .r _-' i oy e : Lot . ?

nt Sulutmns
de (B). i

Eemargues

» Le nom utilisé pour I'inconnue est sans importance, les équations f(x) = g{x] et f{t) = g(t} ont le méme
ensemble de solutions.
* Avant de résoudre une équation, il convient, si nécessaire, de préciser les contraintes sur I'inconnue.

Exemples

X x
* Soit & résoudre dans R I'équation (E) : -

2x-1x+3) 4

— contraintes sur l'inconnue : x A et x£-3;

— les nombres réels 1 et 0 sont des solutions de (E) ; 6 n'est pas solution de (E).
* Soit A et B deux points distincts du plan 2.

On considére les applications f, :® =¥ _ et L ?-R
M > MA + MB M > AM ;

— ’équation (E,) : f,(M) = 0 a pour unique solution le point I, milieu de [AB] ;

— I’équation (E,) : f, (M) = 1 a pour ensemble de solutions le cercle (4] de centre A et de rayon 1.
On définit de méme les inéquations :
"Définitions

SmtAunensamhle e SR MRS SR s L
'-' (M «ﬁx) £ g(-t] ) “‘1 f et g sunt deux functinns de A vers H es! nppelée méquatmn dans A, d'in-
1. Connue I L
* + Tout élément o de A vériﬁant ﬂo:l S g[lx] asi appelé solutinn da l'inéquation (I]
h; R&;oudre dans A l'méquatmn (1), c e est recherchar l ensemble (les élémanls de A qui sont solutwl'5
s AT R '

PN RN e N S

A e

e b B e - e o e e s b b S T S Ly

1?0 Equations et inéquations dans R
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Remarque

pour les inéquations, I'ensemble d’arrivée des fonctions f et g doit étre R, puisqu’il s'agit de comparer

flx] et glx).

Exemples
. d R I'i . (-r - '1]2
« Soit a résoudre dans R l'inéquation (1) T <1:
x—5 ;

_ contraintes sur 'inconnue: x € R \ [_5_} .
— le nombre réel - 1 est solution de (I) puisque ~ %. <1,

« Soit A un point du plan @, fl'application définie parf: ® >R et(I) l'inéquation : M) < 1.

L'ensemble des solutions de (I) est le disque fermé de centre Awét?eﬁ;gron 1.

1.2, Résolution d'équations

Pour résoudre une équation, on procéde généralement par transformations d'écritures utilisant les régles
de calcul relatives aux égalités dans R.

En particulier, une équation aura les mémes solutions que I'équation obtenue :
* en ajoutant un méme nombre réel aux deux membres de cette équation ;
» en multipliant les deux membres de cette équation par un méme nombre réel non nul.

De telles équations sont dites équivalentes.

Exemple
X+ 2 x-3
S . (] : * — .
oit & résoudre dans R 1'équation (E) 5¢+ 19 10xr- 26
— Contraintes sur l'inconnue : x ER \ {- 1-53 1_53“}'

- Pour tout nombre réel x appartenént aR\ (- %—. % ,ona:

(E) & (x + 2)(10x - 26) = (x — 3)(5x +19) . (onamultiplié les deux membres par (5x + 19)(10x - 26))

& 10x% — 6x ~ 52 = 5x% + 4x — 57
©5x2-10x+5=0
©50%-2x+1)=0
ekxk=-12=0
Sx=1,

Le nombre rée] 1 appartenant A R \ {- 19 E], il est l'unique solution de (E).

5’5
> On peut aussi résoudre certaines équations par implica

Péquation jnitigle sont solutions de I'équation finale, mais

Gnsfdérons pur exe . f E} f - 2,1' = + I .
mple dans R I'équation (E) : . T :
our résoudre cette éqﬁation, on peuq; raisonner par équivalences ou par Im plications directes.

(on a ajouté — (5x% + 4x — 57) aux deux membres)

tions directes ; dans ce cas, les solutions de
la réciproque peut étre fausse.

Equations et inéquations dans R 191

Scanned by CamScanner



-

Raisonnement par équivalences
— Contraintes sur l'inconnue : x € R_; en effet, les
deux membres de (E) doivent &tre positifs.
- Donc, pour tout x appartenant 4 R_on a :
(E) & (E): (-2x)2=(x+1)2
Sa?=at+ 2+ 1
& 3x2-2x-1=0
= x-1)Bx+1)=0
(E’) admet une seule solution dans R_: —

[=

—— 2

L'ensemble des solutions de (E) est : {— %

Raisonnement par implications
(E) = (B): (- 2x)? = (x + 1)?
= x-1)3x+1)=0
1

=>.r=—k3— ou x=1
Vérification
i 2 1 2
- — t N « 2
Fax(-1)=2 ‘ P Y
donc : — %, est solution de (E).
2)x1==-2 et |1+1]=2,

donc : 1 n'est pas solution de (E).
L'ensemble des solutions de (E] est : {- %}

* Dans une résolution par implications directes, certaines solutions de I'équation finale peuvent ne pqs
étre solutions de I'équation & résoudre, il est donc nécessaire de vérifier chacune des solutions obtenues.
* Dans une résolution par équivalences, cette vérification est théoriquement inutile ; toutefois, en pra-
tique, elle permet de détecter d'éventuelles erreurs de calculs, il est donc fortement conseillé de la faire.

—J1.3. Résolution d'inéquations

Pour résoudre une inéquation, on procéde généralement par transformations d'écritures utilisant les

regles de calcul relatives aux inégalités dans R.

En particulier, une inéquation aura les mémes solutions que l'inéquation obtenue :
* en ajoutant un méme nombre réel aux deux membres de cette inéquation ;
* en multipliant les deux membres de cette inéquation par un méme nombre réel strictement positif.

De telles inéquations sont dites équivalentes.

=
i

 Deux inéquations sont équivalentes lorsqu'elles

e S PR S G R

Exemple

Soit & résoudre dans R l'équation (I) : il

ntle m

kTl AR,

WA B, T e, o g i

e le de solutions. SRR

SRIEEA, i 2 i o i e 0

x-3

- Contraintes sur l'inconnue : x € R \ {~ 1—59- 1-5?-]

< .
S5x+19 10x-26

— Pour tout nombre réel x appartenant a R \ {- % }SEI. ona:

x+2 x-—3

() i
S5x + 19 10x - 26

<0

192 Equations et inéquations dans R

(on a ajouté — .
10x - 26

aux deux membres de (I))
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(x + 2)(10x — 26) — (x — 3)(5x + 19)

(5x + 19)(10x - 26)
5x¢—~10x + 5

® Gr+19)(10x-26)
5(x —1)?

® Gr+19)10x-26)

5(x —1)2
(5x + 19)(10x - 26)°

0

0

Posons flx] =

Déterminons le signe de fx), pour x dis-

tinct de — % et % a l'aide du tableau

ci-contre.

] 13
X — o= —1? '! ? + oo
|
S5(x-1)2 + 0 + +
5x+19 + + +
10x - 26 - - +
- - +
=) 0 : |

L'ensemble des solutions de (I) est : }— 1?9 s1[ U1 ; 1—;3-[_

. Remarques

* Pour résoudre l'équation du §1.2, on a multiplié les deux membres par (10x — 26)(5x + 19). Faire de
méme pour I'inéquation de I'exemple ci-dessus serait extrémement délicat, et impliquerait une discus-

sion sur le signe de (10x - 26)(5x + 19).

Dans la plupart des cas, pour résoudre I'inéquation f{x) < g(x), on écrit I'inéquation f(x) - glx) < 0 qui lui
est équivalente, puis on cherche & déterminer le signe de f{x) - g(x), souvent a I'aide de factorisations.
» Une inéquation a souvent une infinité de solutions. Il est donc impossible de procéder par implica-
tions, puis de vérifier que les solutions obtenues sont bien des solutions de I'inéquation initiale.

WE X @I CICES B A A AR o o A A A

1.0 Résoudre successivement dans R, @ et Z

I'équation suivante :
(- 2)(2x — 7)x? - 9)(7x - 23) _

0.
x—3
1.b  Démontrer que dans chacun des cas suivants
les équations (E,) et (E,) dans A sont équiva-
lentes.
PR e SO S
1. (E,)): 3 3 3 4
[E2]:3I—18=2.l'-—'24 A=R.
2. (E):lx-21=5
(Ezl:[x—2}3=25 A=R.
3. (E):x+=4x
(E)):1+x2=4 A =R*,
2x+1 x-1
Wl e ke 3
E):(2c+1) =[x~ 1) A=R\ I].—T]-
l.c  Dans chacun des cas suivants, les inéquations

1.d

(1,) et (I,) dans A sont-elles équivalentes ?
1 ():5-3s3-4
(I,):3x—18<2xr-24 A=R.

2, (I):1x-21%55
(I):(x=2)*<25 A=R.
3.{]1]:x+x354r
[12]:14-.7(.‘254 A =R*.
2x+1 _ x-1
M) TS
(1) : (2x +1)2 € (x=1)? A:R\h,__;'_}.

On considére dans R l'inéquation (I) :

x+1 1

x-1 (x-17"
1. Préciser les contraintes sur l'inconnue pour
la résolution de cette inéquation.

2. Démontrer que pour tout nombre réel x =1,
ona:(lext-2<0.

3. Résoudre l'inéquation (I).

Equations et inéquations dans R 193
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Z Equations et |ne“€|"i']§"f|ons Ilant

R —
B o ENEey preelc :

T deux polynomes. .

—2.1.. Méthodes de résolution

Soit & résoudre dans R :

(B): x® +x + 6 =2(8 —x — 3x2). | [l]:.t3+.r+652[8-x—3le.
* En retranchant 2(8 — x — 3x2) & chacun des membres de (E) et de (I), on obtient :
(E) eoxX+x+6-2(8-x-31%)= Nl eox3+x+6-2(8-x-3xY)<0
<%+ 6x2+3xr-10=0, o3 +6x2+3xr-10<0.

* Résoudre (E) revient a chercher les racines du polyndme x — x + 6x? + 3x — 10 et résoudre (I) revient

a étudier le signe de ce méme polyn6me. Les techniques permettant d'y parvenir ont été étudiées au cha-
pitre 10.

T T I e A o T

}_.__rsclint ¢ ?5 polynﬁméé '

—2.2., Travaux dirigés
Fon 150 m D
ENEEEEE 1. Un champ ABCD, ayant la forme d'un tra-
péze rectangle, a les dimensions indiquées sur la figure ci-
contre. On veut le partager en deux champs de méme M
superficie en tragant une allée rectiligne de 2 m de large E 9m
paralléle aux bases (cf. figure). §
De quel point M de [AB], doit-on partir pour tracer l'allée ?
S olution e ¢
Choix de l'inconnue S00m
Choisissons pour inconnue : x = AM.
x étant une longueur que l'on doit retrancher de 200, on a: 0 < x < 200.
Mise en équation
; HN _ DH
D'aprés le thi:;éme ade Thalés : XC = DKE:
‘o1 ¢ _x - ;t = —-x
D'otr: HN = 500 - 4 D'o : MN 150+4.
Soit M' le point du segment [AB] tel que : AM' = x + 2,
On démontre de méme que : M'N' = 150 + M .
L'aire en m? du trapdze AMND est : @bt I;IN)AM = (1290.% Sxle ) Ki C
8 B
Celle du trapeze M'BON' est : 0™ +ZBC)BM' i Y
8

194 Equations et inéquations dans [
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(1200 + 3x)x _ 1806+ 3x
- =

On a donc & résoudre dans ]0 ; 200[ I'équation (E) : (198 — x).

Résolution de I'équation
Pour tout x appartenant a ]0 ; 200 :
(E) ¢« x?+402x—59 598 =0
e (x+201)*-99999=0
= x=3/11 111___—- 20loux =-3/11111 -201
& x=3J11111 —201 (car-3/11111 - 201 n'appartient pas & ]0 ; 200[).
Vérification
3/11 111 - 201 = 115,23,

Pour x = 115,23, l'aire en m2 de AMND est : (1,200 + 8xlx

= 22 264 ;

l'aire en m? de M'N'BC est : I_BEE:-i (198 — x) = 22 262.

Conclusion
Pour commencer a tracer l'allée, il faut donc se placer sur [AB] & 115,23 m du point A.

R e T e T e T Y R S e S S e R e _
‘Pour résoudre un probléme conduisant a une équation, on peut suivre les cinq étapes sui- |
vantes :. E . : v " z i - Bl goa i 1.; A ‘.-_-‘ _ 1 - _.:-... ﬂ
— choix de I'inconnue : on choisit dans l'énoncé ce qu'on prendra pour inconnue et on préci- |
‘ se les contraintes sur cette inconnue ; L G S s B

~ v oo g |

' — mise en équation : on traduit I'énoncé en langage mathématique pour en 'ﬁ;éf'-_uqé_'éQL;at'_ion )
-~ résolution de I'équation dans A; i R R e S S (RS
= yéﬁﬁcqﬁ'an : on refait si possible les calculs en substituant a l'inconnue la ou les valeurs
trouvées; S R SR s e A G A s ke R e
— conclusion ; on interpréte le résultat pour répondre en langage f_:ou:q_'rit.'a_-l_q;“queé‘-‘:ioh,pi:_nség;'I

e e cU

4

st e B e e S e s e S

10 cm

EEEEES 2. Aux quatre coins d'une feuille carrée de cdté 10 cm, on
découpe quatre petits carrés de méme dimension. En repliant les bords EriiH
suivant les pointillés (cf. figure ci-contre), on obtient une boite.

Déterminer la dimension des quatre petits carrés qu'il faut découper
pour obtenir une hoite dont le volume soit supérieur ou égal a 48 cm®,

Solution

Choix de l'inconnue ot )
Choisissons pour inconnue x la longueur en cm des cotés des quatre petits carrés.

x étant une longueur que I'on doit retrancher deux fois de 10,ona: 0 <x <5.

Mise en inéquation

La boite a pour base un carré de c6té (10 — 2x) cm et pour hauteur x cm.
Son volume en cm? est donc : (10 — 2x)2x. ;

On a donc 4 résoudre dans ]0 ; 5[ I'inéquation (I) : (10 — 2x)°x 2 48.

Résolution de I'inéquation

)= (5-x2x-1220. )

Nous devons chercher une racine du polyndme P défini par : P
Pour cela, nous allons d'abord regarder s'il n'existe pas un nom
(5 - x)2e = 12, _
Or, 12 = 22 x 3. Les seuls carrés entiers divisant 12 sont donc 1 et 4 ; par conséqqenl. si x est un nombre
entier naturel, il ne peut étre égal qu'a 12 ou 3. 12 n'est manifestement pas solution.

Par contre : (5 — 3)2 x 3 = 12. Donc, 3 est bien racine de P. P(x) est factorisable par x -3 :

Plx) = (5 - x)2x - 12
=x*-10x2 + 25x - 12
=(x-3)(x% - 7x + 4).

(x) = (5 - x)%x - 12.
bre entier naturel x tel que :

Equations et inéquations dans R 195
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x2-7x4+4 = [.a:—l)z—:‘ﬁ
2 4
- (x- ?+J3_3)(x_ 7—‘{3_3)
2 2 )
o 33
Donc : P(x) = (x - 3)(x - a)(x - b}, od @ = zﬁs ~063eth= —7-“*—2“: = 6,37.
Etudions le signe de P(x) sur ]J0 ; 5[ & l'aide du x 0 a 3 5
tableau ci-contre : } —
x-a = 0 + ¥
L'ensemble des solutions de l'inéquation
(5-x)%x—-1220dans ]J0; 5[ est donc : [a; 3]. x=3 = - 0 *
Conclusion b _ - =
On doit donc découper des carrés dont la longueur i
des c6tés est comprise entre 0,63 cm et 3 cm. P(x) _ ? + ? i

emardue

Pour résoudre un probléme conduisant & une inéquation, on prqcéde comme pour ceux COJ:ldui"sann.i
une équation. Mais, 1'ensemble des solutions étant souvent infini, comme dans I'exemple ci-dessus, il

n'est pas toujours possible de faire une vérification.

el x ercices Bpzss s AR A

2.0 Résoudre dans R les équations suivantes : 2.e 1.Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1. (3x—1)(2x + 9) + 1 - 9x2 = (1 — 3x) (5x - 8) ; a) Ge + 1)(2x2 - 4x + 2) S (x + 1)(2 - 2) ;
2.(x+1P=1-2% b) {x + 1)(x2 - 2) < 222 (x% - 2).

2. Déterminer l'ensemble des nombres réels

2.b  Résoudre dans R I'équation suivante : qui vérifient :

(2x2 —x + 1)(x + 5) = (x + 2)[x? + 5) + x [Sx - 11). (x + 1)(2x2 - 4x + 2) S [ + 1)(x® - 2) € 23(x? - 2).
¢ Rosoire dans Rles-inoquation raventess 2F Déterminer l'ensemble des nombres entiers

= ; Oz x+ 1. : ;
Hat SRR L R relatifs n tels que le carré de n soit supérieur

2.d Résoudre dans R l'inéquation suivante : ou égal & la somme des carrésden + 1 etn +2.
(2xZ — x + 1)(x + 5) 2 (x + 2)(x* + 5) + x (5x ~ 11).

ST
y i

Equations et in équations liant

: N L e e e e T T -]

. deux fractions rationnelles. .
__3.1. Méthodes de réesolution
2

: R(E): =2 0 - X
Soit a résoudre dans R, (E) : —7—— = === M x2-1 " x-1

— Les contraintes sur l'inconnue, pour (E) et pour (I}, sont: x E R\ [-1; 1}.
— On sait, d'aprés la propriété (5) sur les quotients du § 1.5 du chapitre 8, que :
(E) & x(x=1)=2(x*-1)surR\{-1;1)

On est donc ramené 2 résoudre une équation liant deux polynfmes.
Pour tout x élémentde R\ {-1; 1} :
(E) < x(x-1)=2(x2-1)

o (x-1)[x-2(x+1)]=0

= [(x=1)[x-2)=0.

196 Equations et inéquations dans R
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11 faut faire trds attention avant de conclure : x devant appartenir 2 R \ [~ 1; 1}, la solution 1 est 2 reje-

ter. L'équation admet une seule solution : - 2,

« Pour (I), on ne peut pas utiliser le méme procédé car, pour tous nombres réels a, b, c, d, ot b et d ne

a C _. . '
sont pas nuls, 5 < T 0 implique pas ad < bc comme le montre le contre-exemple! suivant :

:335-_1— ; mais, (- 2) x (- 2) n'est pas inférieur 2 3 x 1.
Par contre, pour tout x élémentde R \ [-1; 1} :
x 2
-—<_<o0
M e -1 x-1 x -0 -2 -1 1 +5e
X 2(x+1) . i
— -_' o _9 a e s
i x2-1 = ¥ ?
-;—2 <0 x+1 - - + +
xc=-1
x=1 - - - +
—x-2
—_ <0
(e—1)(x+ 1) T(x) + cl; » + _

On est donc amené a étudier le signe d'une fraction rationnelle (cf. le travail dirigé 3 du § 4.1 du cha-

pitre 10) ;

posons T(x) = -;JL-Z- ; I'ensemble des solutions dans Rest: [-2;—1[ U ]J1; + eel.

T e

i.,._._.-......._._..,.-,....‘__.._-.. oy il

* Soit une équatmn du type R(x) = - Soit une méquatmn du type R(x} < R‘[.t} ol R

et R' sont des fractions ratlonnelles

l
f R’ sont des fractions rationnelles : ‘ __
{ — contraintes sur l'inconnue : x n annule i contraintes sur lmconnue '. x o a.nnule
- aucun des dénommateurs | aucun des dénominateurs ;' N
b ‘on se raméne ‘3 une équation du- type | —en retranchant R'(x) & chacun des membres |
4 P(x) = P(x} out P et P' sont des polynémes ‘en  de lmégallté et en réduisant R(x) - R{x] ‘au |
utilisant la propriété : pour tous nombres réels - méme dénominateur, on se- raméne a une
L a, b cetd(b# Oetd#0), /| inéquation du type T[x} <0 ou T est une frac- |

"E?--”E & ad= bc ¢ .;'_tmn rationnelle; ]
AR "' — on étudie, & lalde d'un tableau, le signe du

i _numérateur et du dénommateur da T[t}

R[':] m‘.lRez

Ty e

IR ha s s P X

—3.2. Travaux dirigés

EEEEEEE 1. On dit qu'un rectangle est d'or lorsque le rapport de la longueur  la largeur est égal au
rapport du demi-périmétre a la longueur. Trouver les dimensions de tous les rectangles d'or dont la lon-

gueur dépasse exactement la largeur de 2 cm.

Solution

Choix de I'inconnue
Choisissons pour inconnue x la longueur en cm du rectangle. Comme elle doit dépasser la largeur de 2,

X appartient 4 )2 ; + e[ (contraintes sur I'inconnue).

Mise en équation
La largeur en cm est : x - 2.

— . X X+x-2
Le rectangle est d'or si et seulement si : = .

=g X

e

1. Lorsqu'on veut démontrer qu‘une propriété n'est pas vraie dans le cas général, on exhibe un exemple pour lequel elle est fausse. Un tel

exemple s'appelle contre-exemple,

Equations et inéquations dans R 197
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2x—2

On a donc a résoudre sur )2 ; + «[ I'équation : _rf 2 =
Résolution de I'équation
Pour tout x appartenant & ]2 ; + oo :
- =2 = 2(x - 2)(x - 1)

& x-fxr+4=0

& (x-3)2-5=0

& (x-3)=5

e x=3-/5oux=3+5 _
3i-Js n'appartenant pas a ]2 ; + e[, 'équation admet sur ]2 ; + e[ une seule solution : 3 + /5.
Vérification

[ 5)(1-y5) 1+5
Pourx=3+/5:—> - 3+/5 _[3+\f1( J8) _ 1+/5

x-2 145 (1+/5)(1-/5) 2
2x-2 _ 4+2/5 (4+25)(3-/5) 1+5

x 3+/5  (3+{5)@3-/5 2

Conclusion

Un rectangle d'or dont la longueur dépasse la largeur de 2 cm a pour longueur (3 + ,/5) cm (a peu prés
5,23 cm) et pour largeur (1 + J/5) cm (2 peu prés 3,23 cm).

. : xr—2 1 1 x -
* — <
EEREEE 2. Résoudre dans R les inéquations (I) : —3 73 == 2
Solution guidée

* Précisez les contraintes sur 'inconnue.

[ (x-2)2-1 "
. ) (x=1)(x-2)
* Démontrer que, pour tout x satisfaisant a ces contraintes : () < 14 (x— 172
-— I--
| (- 1)(x-2)
[ X—3 <0
¢ En déduire que, pour tout x satisfaisant A ces contraintes : MNMed X ; 2
— =0
It 1-—x
* Etudier les signes de i—_‘g et -——_’t—x dans un méme tableau.
* En déduire que l'ensemble des solutions de (I} dans R est ]2 ; 3].
BEEEEES 3. Résoudre dans R 'équation (E) : X-8x+7 = Q.

x - 4x? -10x- 77
Solution
Dans ce cas, il est difficile de déterminer les valeurs de x qui annulent le dénominateur (donc, de pré-
ciser les contraintes sur I'inconnue) : on cherchera les racines du numeérateur et on fera une vérification
pour chacune d'elles.

On constate que 1 est racine évidente du numérateur.

En divisant x? - 8x + 7 par x — 1, on trouve : x% — 8x + 7=(x-1)(x-7). 1 et 7 sont donc les deux seules
valeurs annulant le numérateur.

Pour savoir si ces deux nombres sont solutions de (E),
minateur :

—powrx =1,x*~4x%—10x - 77 = - 90 ; donc, 1 est solution :
—pourx =7,x% — 4x? — 10x = 77 =
(E) admet 1 pour seule solution.

il suffit de vérifier qu'ils n’annulent pas le déno-

0 ; donc, 7 n'est pas solution.

198 Equations et inéquations dans R
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V//JVE Xercices Bz W/Wﬂ

3.a Résoudre dans R les équations suivantes : b) & + 1g r: 1
L - [ +2x-2
a = ; 2 1 +
}:'“l =g 2 c‘,1+x—1+x+15&-—2}{x+1]'
Bl 2ty T H2E 2
x=1 x+1 (x=-2){x+1)
o e 1 1 3.c  Résoudre dans R I'inéquation suivante :
IS —6r+2 22" 27 PO

x=-213

3.b  Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) -8 g2 :
X+3 x+2

—2.1. Méthodes de résolution

* Considérons l'équation dans R, (E) : [2x — 5| = |x - 1.
On sait que deux nombres réels ont méme valeur absolue si et seulement si ils sont égaux ou opposés.

On a dong, pour tout nombre réel x :
(E) @ 2x-5=x—-10u2xr—5=—x+1
=sx=4oux=2,

(E) admet donc la paure {2 4} pour ensemble de solutions.

R R B ra e ey -

P Pour résoud.re une ‘équatmn (E] du type If[x)! = lgfx)l on peut el

* Considérons l'inéquation dans R, (I) : I.v:2 +x— 3| £ |2e -1
Les deux membres de I'inégalité étant positifs, on a, pour tout nombre réel x :
I o @x?+x-3)2<(2x—-1)?

o (2+x-32-(2x-1)2<0

Sx2-x-2)(x2+3x-4)50.
—1et 1 sont des racines évidentes respectives des polynémes x +> x2 —x — 2 et x = x2 + 3x — 4.
On obtient apres factorisation : (I) & (x + 1)(x — 2)(x - 1)(x + 4) € 0.

Posons P(x) = (x + 1)(x = 2)(x = 1)[x + 4).

On obtient le tableau de signes * o =4 = ! 2 bl
t:l—contre x+1 - - (l} + + +
x=2 e - = = 0 +
x-1 - - - 0 +
(D) admet donc pour ensemble de :
Sﬂlutlons [_. 4 — 1] U l1 2] r+4 = ? + + - +
)
0
1
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.fm"Tfa\?a ux, dirigés

_f
y III— 1.'Soit [@a] un\e droite munie d'un repére (O, I). On désigne par A, B, C et D les points de

[‘."D] d'absc:sses respectwes -7,4,8et5.
Détermmer l'ensemble E des points M de (@) tels que : MA x MB = MC x MD.
Solution guidée

Soit x un nombre réel et M le point de (@) d'abscisse x.

* Exprimer en fonction de x les distances MA, MB, MC et MD.

* En déduire que M appartient 4 E si et seulement si [¢? + 3x — 28| = [x? — 13x + 40].
* Résoudre dans R les équations (E):x® + 3x— 28 = x% — 13x + 40 ; '

(E,) : x2 + 3x — 28 = — x% + 13x - 40.
* Conclure.

EENEESE 2. Le plan % est muni d'un repére orthonormé (0O, I, J).

Sait (2) la droite d'équation x - y — 3 = 0. Déterminer I'ensemble S des points de (@) qui sont au moins
deux fois plus proches de (OI) que de (O]).
Solution guidée

Soit M un point de (D) d'abscisse x.

¢ Exprimer en fonction de x les distances de M aux droites (O]) et (OI).

* Démontrer que M appartient a S si et seulement si x vérifie l'inéquation (1) : |xr - 3| < —15 .

* Résoudre (I).

* Conclure.

W/AE X €T CICOS B o ttaatin o i o il

4.0 Résoudre dans R les équations suivantes : 4.c  Résoudre dans R les équations suivantes :
a)|3ax-1]=lc+5/; . a)lk-2=x-2;
b7 -x=2; N b)|2x - 5| =x + 3.
c)jaxr—2|= ;
d) Jx? + 3x + 2| = 4f2x - 1). 4.d  Résoudre dans R les inéquations suivantes :
allk-1<2xr+3;
4b  Résoudre dans R les inéquations suivantes ; iR ay=a,

a}|x 1|s|2x+3|;

c)]x’-5x+ 1u|<|x2-9x+14|.

200 Equations et inéquations dans R
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2.1 D'autres equations avec valeurs absolues

EEEEEEN 1. Résoudre dans R l'équation (E) :

x-1

Solution guidée

» Préciser les contraintes sur l'inconnue.

« Etudier le signe de =1 |
e Factoriser x% + 3x — 4.

* Démontrer que six € |=o ; 0[ U [1; 4 oo : (E) ¢ (x — 1)(x2 + 4x — 1) = 0.
¢ Résoudre (E} sur |—ee ; 0] U [1 ; + oo[.

* Résoudre de méme (E) sur ]0 ; 1].

* En déduire, aprés vérification, que l'ensemble des solutions dans R de (E) est : (- 2 — J5 ; 1].

BEEEEE 2. Résoudre dans R I'équation : |J: ~ e 1!] =1

Solution

‘.t—-[,t- 1|1= 1 C?‘.t—- be - 1||2 =1 (car les deux membres sont positifs)
ex?-2xdr-1+a?-2x+1=1
o fx-1-|xr-1)=0

©x=0 ou fj—-1l=x~1

©x=0 ou x-120 (car: | =x e x20).
L'ensemble des solutions est donc: (0} U [1; + <[,

—.2.. Utilisation d'une inconnue auxiliaire.
. -3 -1
EEREEEN Résoudre dans R I'équation (E) : — s 2.
Solution guidée
* Précisez les contraintes sur l'inconnue.
¢ Démontrer que pour tout x satisfaisant a ces contraintes, (E) < (E') : x* —4x? + 3 = 0.

* Démontrer que x est solution de (E') si et seulement si x2 est solution de (E”) : X2 -4X + 3 = 0.
* Résoudre (E").

* En déduire les solutions de(E).

W/ZE xercices B A A 7 o A e o e

S.a Soitf: RoR 5.b  Résoudre en utilisant une inconnue auxiliaire
x> |2e+ 1| - fe-3| + 3+ 1. les équalions suivanies dans R :
1. Exprimer flx) sans les symboles de valeur & L Rl ST,
absolue. x4+ 2 r+2 4
2. Résoudre dans R, I'équation : flx) = 0. b) x+J/x-2 -8=0.
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\\

_ Exercices

(G énéralités

1 1. On considare les équations,

(B)s=x 3 (E):x%=1.
(E,) et (E,) sont-elles équivalentes dans R 7 dans R* ?
2. Obtient-on toujours une équation équivalente a une
équation donnée en multipliant ses deux membres par
une méme expression ? ;
3. Obtient-on toujours une équation équivalente & une
équation donnée en élevant ses deux membres au carré ?
4. Deux nombres réels sont-ils toujours dans le méme
ordre que leurs inverses ? Sinon, dans quel cas est-ce
vrai ?
5. Une équation du premier degré peut-clle avoir deux
solutions distinctes ?
6. Une équation du second degré a-t-elle toujours deux
solutions distinctes ?

2 Pour résoudre dans R I'équation « x/x +x2=00»,
un éleve écrit qu'elle équivaut & « x/x = — x2 », puis il
élave les deux membres au carré et obtient « a3 = 29 »,
d'ol il tire « 23(1 —x) = 0 » et en conclut que l'ensemble
des solutions est {0,1}. Quelle faute de raisonnement
I'éleéve a-t-il faite ?

3 Préciser les contraintes pour la résolution de
chacune des équations ou inéquations suivantes :

) X ; b){ﬁ:%:
¢c)] J1-x< ?1.,_—1-: d}éz.}—x2+4x—*§.

| X+ 2
0-x J'.tz—zl

M ise en équations

& Fofana a aujourd'hui 38 ans et son fils a 13 ans.
Dans combien d'années Fofana aura-t-il le double de
I'dge de son fils 7

5 Trouver les dimensions d'un champ rectangu-
laire d’aire 1 200 m?, sachant que sa longueur dépasse
sa largeur de 10 m.

6 Une personne a placé une somme de 45 000 F
a un taux de t % pendant un an. L'ensemble du capital
ainsi obtenu est ensuite placé 4 un taux de (¢t + 2)% et
produit alors un intérét pendant un an de 4 860 F.
1. Démontrer que ¢ vérifie 'équation :

t* + 102 t - 880 = 0.

2. Mettre sous forme canonique le polyndme P défini
par : P(t) = t? + 102 ¢ — 880. Calculer ¢,

7 Une personne dépense dans un premier maga-
sin le quart de la somme dont elle dispose. Dans un
second magasin, elle dépense la moitié du reste. Et
aprés avoir ensuite acheté un objet & 500 F, il lui reste
400 F. De quelle somme disposait-elle au départ ?

202 Equations et inéquations dans &

8 Un représentant commercial a le choix entre
deux modes de rémunération :
mode 1 : il pergoit un fixe de 100 000 F par mois plug
une commission de 5% sur le montant de ses ventgg.
mode 2 : il pergoit un fixe de 120 000 F par mois plus
une commission de 2% sur le montant de ses venteg
A partir de quel montant des ventes, le mode 1 est-il |
plus avantageux ?

9 Un producteur de spectacle loue une salle 3
53 170 F pour organiser un spectacle. Chaque billet
d'entrée est vendu 200 F. A partir de quel nombre de
spectateurs aura-t-il un bénéfice 7

10 Un automobiliste qui relie deux villes dis-
tantes de 250 km a calculé que s'il augmentait sa vites-
se moyenne de 10 km/h, il arriverait 1 h 15 min plus tét
A destination. Quelle est sa vitesse moyenne sur ce tra-
jet ?

11 un motocycliste se lance & 8 h & la poursuite
d'un cycliste, parti 2 heures plus tdt et qui roule a la
vitesse de 20 km/h. Dans quelle période de temps rat-
trapera-t-il le cycliste, si sa vilesse est comprise entre
50 km/h et 60 km/h ?

12 D'aprés APMEP
Un jardin carré a été entouré d'un mur de 40 cm
d'épaisseur. Il en a résulté une diminution de superficie
de 84 m% Combien mesure le c6té du carré restant a
l'intérieur du mur ?

4

[F quations et inéquations
liant deux polynomes

13 Résoudre dans R les équations suivantes :

a) 3‘=:+"'-'£1

b) x+1+.r+4= x+2+ X+ 3,
2 3’
x+3 X—-10_ x+1

c = =
) 4 6 12

d (x=1)2+ (x+1)2 =2{x—2)[x + 1) + 38.

=8+x;

+1;

14 Résoudre dans R les équations suivantes :
a) (x2-4)2=(x-2)2;
b) (2x +3)(3 - 4x) — (4x - 3)2 = 4x (4x - 3);
c) 10x(x + 2) = 3(3x + 7).

15 Résoudre, successivement dans Q puis dans
Z, les équations suivantes :
a) 2-x=4-x%;

b) 2-1=x+1;
c)] 32-5x-2=0;

d] 522 -8xr+3=0
16 Résoudre dans R les équations suivantes :

ﬂ)xa-nxaz—zxi';
b) (Ze -3)%3x + 2) = 113 - 34 x2 + 12 x + 32.
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17 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) 2-x>4-x%; b) 3x2-5x+250;
c) i-1220+1; d) -9x2+6r-1<0;
e) —2+6xr-120; J 7x<2e? 4 6.

18 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a)5:3 -3 —x+6S0+ 202 -5x-7;
B+ 2 +x-1520 +22 + 1.

Equations et inéquations
liant deux fractions
rationnelles

19 Résoudre dans R les équations suivantes :
(2x-1)2 _ (x-3)?
-1 x?-1

xX+2 2r+1
d) xr—1" x+1°

1 X
E+40' b}

x+2 _2x+1,
r+1 xr-1"

a)

Hle

c)

20 Résoudre dans R les équations suivantes :

xX—-2 _ 2x+5 _
aj.r+1 T Tx
b) bl +x+2 3xf-x-2
2x+3 x-3

21 Résoudre dans R les équations ou inéquations
suivantes :

=9 . : _39.
al x+1= 5o 4 b) x(x+1)2 7 i

g . .
clx+1z Sy d} 2x2 i
3xr—1 2

2 ;
=1 xr+1

22 Résoudre dans R :

23 Résoudre dans R les inéquations suivantes :

x=2 2v + 5 | 2 1 ;
aJ.t'+1 X x b} (r—1)2 5.1:21-1 !
X 2 B LS
L S ik st
24 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
dr—1 2x+3 2r—1 +7
a) < ;b <=
xr-1 x+1 xr=1 x+1

25 Résoudre dans R les inéquations suivantes :

x 1 1
a) S :
-1 .r+1+x-1'
1
b} + 1 1 1

< + L
r-1 x-4 x+1 xr+4

Equations et inéquations
avec valeurs absolues

26 Résoudre dans R les équations suivantes :
) [ -5 =7 - o ; b) px-1]=5;
e} b - 5x 4 13] = |6 - 15

d) |ax? - x - 9] = |22 - 5x - 3|.
27 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) [2x-1|<3;
b) |2x + 3| 2 [7x — 12| ;
c) |zr—1|< | + 4

28 Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a) 32zc + 1| s4fe-2[;
b) | - 5x - 15| < [6x + 13];
c) [2x? = x4 1| 2 |5x2 — 3x - 22|

Autres exemples

29 Résoudre dans R les équations suivantes :
al 2-x]=x2+1; b) 2 —1]=1-x%;
¢ |5x®-10/3x2 + 120 -8/2) =2 - /7 ;
d) xr-2 1

=1 k-1

30 Résoudre dans R les équations suivantes :
a) ' -8224+15=0;
b) (v +1) -8(2c+1)2+15=0;
c) (2x2 + 1) -8(2x? + 1)+ 15 = 0.

'APPROFONDISSEMENT

31 On considere dans R I'équation (E) :
x{x? + 1) = 30.
Trouver une solution de (E) qui soit un nombre entier,
puis résoudre (E) dans R.

32 On considere l'équation (E) :
(x=2)c—=1)(c+1)(xr+2)=1120.
1. En décomposant 1 120 en un produit de 4 nombres
entiers, trouver une solution de (E) qui soit un nombre
entier.
2. Démontrer que si « est solution de (E}, alors — o est
aussi solution de (E).
3. Résoudre (E) dans R.

- . L1 T W |

33 soit I'équation (E) : imres, Bl Ul i
Trouver une solution de l'équation (E) qui soit une
nombre entier, puis résoudre (E) dans R,

34 Résoudro dans R I'équation :

L L

35 On considbre I'équation suivante

1+x

- dink
X

(E): =1

1- 1-x

1+

1-1

X
Résoudre (E) en précisant, & chaque étape de la résolu-
tion, les contraintes sur I'inconnue.
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36 Résoudre dans R I'inéquation :
2 2 -

.l'—'H < = .
Lt+1‘ <1

37 Résoudre dans R I'inéquation ST

38 Résoudre dans R les inéquations et équations
suivantes :
a) e+ 2] (x-1)3x-2|;
b) 2 -5x+3|s2x-3;
c) je—1|+c-3=4
Donner une interprétation géométrique de ce dernier
résultat.

39 1. On considdre I'équation (E) : 3/9 — x2 = x.
a) Préciser les contraintes sur I'inconnue.
b) Résoudre (E) dans R.
2. De la méme fagon, résoudre dans R I'équation :
2-Ja—x2+2=0.

A0 Résoudre dans R I'équation :

ald+2z
2-+2
81 Soit I'inéquation :
o Qrefr@-d 3

TR+ x)E-(2-x)P 5 °
1. Préciser les contraintes sur 'inconnue.
2. Résoudre (I) dans R.

B2 posé par Newton dans son « arithmétique
universelle »
Un marchand posséde une certaine somme d‘argent. La
premigre année, il dépense 100 livres, puis il augmen-
te ce qui lui reste d’un tiers. La deuxiéme année, il
dépense encore 100 livres, puis il augmente ce qui lui
reste d'un tiers. La troisiéme année, il dépense a nou-
veau 100 livres, puis il augmente ce qui lui reste d'un
tiers. Il se trouve alors deux fois plus riche que la pre-

mizre année. Quel était son capital initial ?
Pérelman

43 D'aprés APMEP

Une dame charitable rencontre un premier mendiant
auquel elle donne Ja moitié de l'argent qu'elle a dans
son portefeuille, plus 100 F. Au deuxidme mendiant,
elle donne la moitié de ce qui lui reste plus 100 F. Elle
donne enfin la moitié de ce qui lui reste au troisiéme
mendiant, plus 100 F. II lui reste alors une seule pitce
de 100 F. Quelle somme avait-elle au début de sa pro-
menade 7

204 Equations et inéquations dans R

48 Un train mesurant 800 m de long roule 3 },
vitesse de 50 km/h.
1. Quel temps met-il pour traverser entidrement yy
pont de 200 m de long 7
2. Quel temps met ce train pour dépasser ou croigey
entidrement une colonne de troupe longue de 100 m g
qui se déplace a la vitesse de 5 km/h :
a) dans le méme sens que le train 7
b} dans le sens contraire a celui du train 7

85 A un certain arrét de bus, il a 6t6 établi que,
pendant les 30 premidres secondes de démarrage, |5
distance d (en métres) parcourue par le bus et le temps
t (en secondes) mis pour effectuer ce parcours, sont ljés

par la relation : d = 1_15 .

1. Au moment oil le bus démarre, un cycliste apparait
derriére le bus, & 22,5 m de l'arrét, & la vitesse de
18 km/h.

aj) A quelle distance de I'arrét de bus rattrape-t-il le bus ?
b) Avec les données de I'énoncé, peut-on assurer que le

bus redépassera le cycliste ?
2. Au moment ol démarre le bus, apparait aussi a

22,5 m de l'arrét un passager potentiel qui se met aus-
sitot 2 poursuivre le bus 2 la vitesse constante v.

a) Si v = 9 km/h, peut-il rattraper le bus 7 Sinon, quel-
le est la distance minimale qui le séparera du bus pen-
dant la poursuite ?

b) Quelle est la valeur minimale de v pour que ce pas-
sager puisse rattraper le bus ?

46 Un commercant vend des pagnes au prix mar-
qué de 6 000 F 1'un. Cependant, il est résolu 2 accorder
jusqu'a 10% au plus de remise 2 ses clients, suivant le
marchandage de chacun.

1. Quelle est la gamme des prix de vente d'un pagne ?
2. Donner un encadrement de la recette R, issue de la
vente de n pagnes.

3. A la fin d'une journée, le commergant se rend comp-
te qu'il a eu une recette de 57 000 F. Montrer que le
nombre de pagnes vendus ne peut étre que 10.

4. Sur les 10 pagnes vendus a 57 000 F, est-il possible
qu'il ait vendu 6 pagnes sans remise 7

5. Trouver les nombres possibles de pagnes (sur les 10)
susceptibles d'avoir été vendus avec exactement une
remise de 4%.

87 Le cadran d'une montre A aiguilles est gradué
deoha12h(0het12 h coincident).
1. A quels instants précis l'aiguille des heures et lai-
guille des minutes sont-elles superposées ¥
2. A quels instants précis sont-elles dans le prolonge-
ment I'une de l'autre ?

—
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2 Etudes de fonctions

Apo”onius a vécu & Alexandrie et & Paganie de la fin dv Il
siécle au début du I siécle avant J.C.

Dans son ouvrage capital, le traité sur les coniques, Apollonius
étudia par la technique de la géométrie algébrique les sections
planes des cones de révolution. Il est le premier 6 leur donner les
noms qu'elles portent jusqu'a nos jours.

Fermat et Descartes trouveront chez Apollonius les bases de la
méthode des coordonnées. En traduisant les véritables calculs géo-
métriques de leur modéle dans le caleul littéral, ils débouchérent
sur o géométrie analytique.

#

g . y e e T Tt T

1. Fonctions affines par Intervalles ....................... 206
Q. Fonctions EIEMENAINES «..coovvveriiirivrvrimmnrienieceenss 211
3. Utllisation des fonctions élémentaires ............... 215
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lons-a:

1

__1.1. Exemples de fonctions affines par intervalles

mmmmmmm Introduction

Dramane habite Bamako et est inscrit dans un lycée situé a 10
10 km de son domicile.

Le vendredi matin il a deux heures de cours et effectue de

la maniére suivante, le trajet domicile-lycée-domicile.

- Pour se rendre au lycée il emprunte le bus (1) ; & mi-che-

min, il utilise le bus (2) aprés une attente de 10 minutes.

— Apres le cours, il rentre en voiture avec sa mére qui roule

4 une vitesse constante de 40 km & l'heure.

Son trajet est traduit par la courbe (€] ci-contre. 5

* Quelle est la vitesse moyenne de chaque bus ?
* Déterminer par le calcul I'heure d'arrivée au domicile.

* La courbe (€) est la réunion de cinq segments. (€) est la
représentation graphique d'une fonction qui coincide sur

des intervalles avec des fonctions affines.

Préciser ces intervalles et la fonction affine qui correspond 0
a chaque intervalle.

PrI=rrrr — ...\-_..... i e - P———

-

Lursque sur chacun

fonctmn en escaher

B emargue

La représentation graphique d'une fonction affine par infervalles est une réunion de segments ou de
demi-droites.

mmmmmmm Fonction définie par intervalles
Le plan est muni du repere (O, I, J).
On considere la fonction f affine par intervalles définie par :
-pourx € [-3;-1, flxJ=-2x+3;
- pourx € [-1; 3], flx)=5
~ pour x € [3; 4], i) = 3x,
* Calculons I'image par f de chacun des nombres suivants : =3 ;—1: 3 ; 4.
* Construisons la représentation graphique de la fonction f.

La J!'onclmnf est bien une fonction affine par intervalles. En effet elle coincide respectivement sur
les intervalles [-3 ;- 1[,[-1;3[, [3: 4] avec les fonctions affines suivantes :

fl: R—=R H fz: R—-R ! f'i: R - R.
Xrr=—2x+3 X35 T xesax

206 Etudes de fonctions
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Ensemble de définition de f

D=[-3;-1U[-1;3(U[3;4]=[-3;4]. i |
t 3 sont les valeurs pivots de D;

e . x - + =

_13et4sontles extrémités de D;-

Calcul d'images
Ona:-3€[-3:-1[ ; donc:fl-3)=f(-3)=-2(-3)+3=9.
On calcule de la méme manigre les autres images. On obtient :

fe=fE1=5 B)=fB)=9 ; fla)=f4) =12

Représentation graph_ique (¢J de f :
Elle est obtenue & partir des droites (2,), (2,), (2,) d'équations suivantes : :
I
@,):y=—2x+3 Als . . :
x |-3-1 : :
915 | :
: 1
@,):y=5 B|C o
x|-13 -::.c Ir

@)y =3x E[F Coog
x|3|4 ! :
y|9|12 : E
L
-3 3 4

[‘Gﬂ = [AB] U ]BC[ U [EF].

pmpmmmm Lo fonction valeur absolue

On veut étudier la fonction valeur absolue, f: R—- R
x> [,

Ensemble de définition de f Représentation graphique
D,=R

f .
La fonction valeur absolue est une fonction affi-
ne par intervalles.

X =-od + oo

X

fix) -x

0
f
0
I

HlEseemmm==—

* Démontrer que, le plan étant muni du repére
orthogonal (O, I, J), la représentation graphique de
la fonction valeur absolue est symétrique par rap-
port & (OJ).

mEmmmmm Fonction dont I'expression contient des valeurs absolues

On considere la fonction f: R — R
x—xr+1 -|5x—2|.

* Justifions que f est une fonction affine par intervallles.

* Calculons I'image par f de chacun des nombres suivants : 0; 0,4 ; 1.
" . CUnStruiSf)ﬂS ].ﬂ représeﬂtﬂ[iﬂn graphique dB f.

Ensemble de définition de f

D! = R.

Transformation d'écriture de flx)

Nous allons exprimer flx) sans le sym

5X - 2] suivant les valeurs de x.
2 valeur pivot de Dyest le nombre qui annule (5x = 2).

bole de la valeur absolue ; pour cela il faut connaitre le signe de

Etudes de fonctions 207
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Représentation graphique

2
x — 00 "5" + oo
i
signe de 5x - 2 - -':I) + j
T [
expression de [Sx - 2| | - (5x-2) ? 5v-2 :
expression de f(x) bx -1 % -4x+3 |
: |
Le tableau ci-dessus montre que f est une fonction 2 :
affine par intervalles gar elle est égale sur chacun 5 T
des intervalles J— o ; ——] et {— + oo[ 3 une fonction :
affine. ;
Calcul d'images =
Le calcul de I'image d'un nombre par f peut se faire
par la formule explicite : flx) = x + 1 - |5x - 2].
On obtient : fl0) =-1 ; f[%] = % ) =-
mmmmmsm  Fonctions déterminées par max ou min
Le plan est muni du repére (O, [, J).
On considére la fonction f: R— R
x—max (4x—1;x+ 2)
définie par: flx) =4x -1, sidx—-12x+2, v
fix)=x+2, six+ 224x—1.
* Sans transformer l'écriture de f{x), construire la repré-
sentation graphique de f.
* En se référant a la représentation graphique de f,
— justifier que f est une fonction affine par intervalles ;
— écrire flx) sans le symbole « max ». |
Représentation graphique (6g de f |
(@,) est la droite d'équation : § = x + 2. :
(%,) est la droite d'équation : y = 4x— 1. :
A est le point d'intersection de (9,) et (%,). ] :
B est le point de (%,) d'abscisse 2. «I
C est le point de (2,) d'abscisse 0. |
! C | 2 3
(€)= [AC) U [AB). /
La fonction f est une fonction affine par intervalles car la |
représentation graphique (6] est une réunion de demi-
droites.
Transformation d'écriture de f{x)
De la représentation graphique (), on déduit le tableau ci- x — oo 1 4 o0
contre : i
fix) X+2 3 4x-1
|

mmmmmmm Fonction partie entiére

On veut étudier la fonction partie entiére, f: R — R, E(x) étant la partie entigre de x.
x> E[x]

éa f:;?cﬁnn partie entiére est une fonction en escalier définie sur R.
N eltet,

—son ensemble de définition est R ;
= pour tout nombre réel x et pour tout nombre entier relatif n : x €

: [n;n+ 1] < Ex) =n.
* Quelle est l'image de chacun des nombres suivants : — 575

y—13,7:0;12,9; 4787
208 Etudes de fonctions
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Représentation graphique

l

« Démontrer que, le plan étant muni du repere _J,
(0, 1, J), on peut obtenir la représentation gra- ._l =

phique sur [~ 3; 3] de la fonction partie entidre en
cessives de vecteur Ol + O] ou de vecteur -0l —E)f -3 L ?

<+

appliquant, a partir_de [OI[ des translations suc-

L
S

1.2, Travaux dirigés

EREZEEE 1. On considére la fonction mantisse, m: R - R
x> x - E(x).
Le nombre m(x) est la mantisse du nombre réel x.
1°) Quelle est la mantisse de chacun des nombres suivants : - 575 ; 13,7 ; 0 ; 12,9 ; 478 ?
2°) Quel est I'ensemble des antécédents de 0 ?
3°) Justifier que la fonction mantisse est une fonction affine par intervalles.
4°) Représenter graphiquement cette fonction,

Solution

1°) Calcul d'images 4°) Représentation graphique (%)
m(-575) = m(0) = m{478)=0;
m(-13,7)=-13,7-(—14)=0,3 ;
m(12,9) = 12,9 - 12 = 0,9

2°) L'ensemble des antécédents de 0 est Z.

3°) La fonction mantisse est une fonction affine par
intervalles. En effet, pour tout nombre réel x et
pour tout nombre entier relatif n :
xEn:n+1leomx)=x—-n.

EEEEENE 2. On considére la fonction affine par intervalles définie par :
—pourxe[-5;-2], flxJ=x+3,
-pourx € }-2; 3], Jx)=-2x+ 2.
On veut résoudre V'équation (E,,) : flx) = m (m étant un nombre réel donné).
1°) Utiliser le graphique pour trouver, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de I'équation

(E,) et situer chaque solution dans les intervalles [- 5 ;- 2] et ]- 2 ; 3].
2°) Résoudre algébriquement, avec l'aide du graphique, chacune des équations (E_ Jet(E_,).

Solution

1°) Utilisation du graphique

™ est un nombre réel. Désignons par :

{‘G‘,) la courbe d'équation : y = f{x) ;

(%,) la droite d'équation : y = m.

Ona:(¢) = (AB] U JEF).

Les abscisses des points d'intersection de (6 et (D,,)
sont les solutions de I'équation (E, ).

Le graphique ci-contre donne les résultats suivants :
101‘5que m<-—4,

(E,,) n'a pas de solution ;
lorsque —4 < m < - 2, (E,,) admet une seule solu-
tion qui est dans |- 2 ; 3) ;
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lorsque—2<ms 1, (E;) admet deux solutions, l'une dans [ 5 ; — 2] et I'autre dans ]-2;3];
lorsque 1 < m < 6, (E,) admet une seule solution qui est dans |- 2; 3]

lorsque 6 < m, (E,,) n'a pas de solution.

2°) Résolution de I'équation (E_,) : flx) == 3. . .

On a vu graphiquement que 1'équation (E_,) admet une solution unique. Cette solution est située dans
Iintervalle }- 2 ; 3] ; c'est la solution de l'équation : —2x + 2 =—3;

donc x= %

Par conséquent, 'ensemble des solutions de (E_ ;) est l%l-
Résolution de I'équation (E_,) : flx) =— 1.

On a vu graphiquement que 'équation (E_,) admet deux solutions ;

l'une, située dans (- 5 ; — 2], est la solution de l'autre, située dans ] — 2 ; 3], est la solution de
l'équation :x +3=-1; l'équation : —2x +2=—-1;
donc : x =—4, donc : X = %-.

Par conséquent, l'ensemble des solutions de (E_,)est{-4; —‘3—}.

WEX ercices WKMWW/XJM

1.a 1. Représenter graphiquement la fonction f de 1.c  On considere la fonction numérique
R vers R définie par: [:R-R
—pour—-8=2x<-—-2, flx)=2x+1; xr—>|.t—-3t-12.t+1|.
—pour—2<x<2, fix)=3x-1; 1. Justifier que f est une fonction affine par
—pour 2 <x <5, fix)=x+4. intervalles.
2. La fonction est-elle croissante sur son 2. Construire la représentation graphique de f.

ensemble de définition ?

1.b Représenter graphiquement la fonction de R 1.d Construire la représentation graphique de la
vers R définie par : fonctionf: R—= R
- pourx € ]- o0 ;- 2[, flx}=-1; x+—min (2r—1;x+1)
—pourx €[-2;1, fix)=-2; définie par: flx)=2v—1, si2zv—1Sx+1;
—pourx € (15[, flx)=4; fl)=x+1, six+ls2x-1
~pourx € [5;+ o, fix)=6.

1.e 1. Vérifier que la courbe (€] ci-contre est la représentation

graphique de
]a fonction f définie sur [~ 3 ; + 3] par flx)

(=5

2. Définir 2 l'aide d'une valeur absolue les trois fonctions
qui admettent pour représentations graphiques chacune des
courbes suivantes : .

210 Etudes de fonctions
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"% Fonctions élémentaires = =
9.1, Introduction

Nous avons vu, dans la legon précédente qu'il n'est pas nécessaire d'étudier le sens de variation d'une
fonction affine par intervalles, pour construire sa représentation graphique.

Nous verrons ultérieurement que cette remarque est valable pour toutes les fonctions dont on connait
J'allure générale de la représentation graphique.

Montrons qu'il est, dans certains cas, indispensable d'établir le tableau de variation d'une fonction avant
de construire sa représentation graphique.

On considere la fonction f de R vers R définie par s fix) = 105 112 4 3041,

En utilisant la table de valeurs 1, on obtient une représentation graphique partielle 1 qui pourrait laisser
penser que f est une fonction croissante sur [0 ; 1).

Table de valeurs 1  Table de valeurs 2 Représentation graphique partielle 1
x flx) X fix)
5 7 04 |1,53333

0,42 | 1,53676
0,44 | 1,53915
0,46 | 1,540 65

0,25 | 1,458 33
0,35 |1,51917

0,45 | 1,54 0,48 | 1,541 44
0,55 | 1,540 83 0,5 1,541 67
0,65 | 1,541 67 0,52 |1,54149
0,75 | 1,5625 0,54 | 1,54108
s s 0,58 | 1,54017 ;
LR 06 | 1,54000 e M
095 | 1,744 17 0,62 1,540 23 0,4 0,7 |
1 1,833 33 0,7 1,548 33

» Utiliser la table de valeurs 2 pour justifier que la fonction f n'est pas croissante sur (0,4 ; 0,7].
* On pourrait éventuellement construire une représentation graphique partielle 2 associée a cette table.
Celle-ci donnerait une allure plus précise de la courbe représentative de f dans la fenétre ABCD.

Remarque

Le sens de variation d’une fonction f donne I'allure de la représentation graphique de cette fonction. Une
incompatibilité entre le tableau de variation et la représentation graphique d’une fonction est une preu-
ve d’erreur.

—2.2.. La fonction carré

On veut étudier la fonction carré, f: R— R
x > x2,

mmmmmmm Variations de la fonction carré
Ensemble de définition

D,=R.

Sens de variation Tableau de variation

goil u et v deux nombres ;éels tel§ que:u <. PO _;4:, R OR T 4 T
n veut comparer u? et v%. On sait que : I —t I

*U<v<0= u?> v?; donc la fonction carré \\ ;

; 2 5 kN g
est strictement décroissante sur |- < ; 0]. * T\\‘ 0 el f

*0<u<v= u?<v?;donc la fonction carré
est strictement croissante sur [0 ; + eof.

On tracera la représentation graphique sur l'intervalle

Elle admet en 0 un minimum égal a 0. (4.4
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mzmmmm Représentation graphique de la fonction carré

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).
Table de valeurs

x |-4|-3|-2[-1] 0| 1| 2 3| 4
ol o410 1]4]9]18

Représentation graphique

Pour tracer la courbe (%) avec plus de précision
sur [~ 1 ; 1) établir une 2° table de valeurs avec un
pas de 0,1.

On admet que la représentation graphique (®) de
la fonction carré est une ligne d'un seul morceau et
sans partie rectiligne.

Démontrons que (O]) est un axe de symétrie de la
courbe (P).

Soit x un nombre réel et M(x ; x2) le point de (P)
d'abscisse x. Son symétrique par rapport & (O]) est
le point M'(- x ; x?). M’ est un point de (%) car
x2 = (- x)2

Ainsi, tout point M de (%) a pour symétrique par rapport & (O]) un point M' de (&).

On dit que (%) est une parabole de sommet O et d'axe (o).

__93_La fonction racine carrée

On veut étudier la fenction racine carrée, f: R—> R
x> x.

pmmmmmm Variations de la fonction racine carréee

Ensemble de définition Tableau de variation

Df= [U HE o Ml.

Sens de variation

Soit u et v deux nombres réels. x

On a vu en classe de troisidme que :

0<u<pe 0Sfu<o [

La fonction racine carrée est strictement croissan-

te sur [0 ; + e[ On trace ¥ i i ‘inter-
Elle admet en 0 un minimum égal a 0. valle [0 _r?g'}a représentation graphique sur I
memm=mm Représentation graphique de la fonction racine carrée

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).
Table de valeurs Représentation graphique

x 0 1 4 9 16

| o] 1 2 | 3 | 4 e R R R |

]

3 _______________ I

Pour tracer la courbe (2) avec plus de précision sur v |

[0 ; 1] établir une 2° table de valeurs avec un pas Qlrmeeaa : :

de 0,1. - : '

J : : :

On at}met que la représentation graphique (2) de la : ! : ‘
fonction racine carrée est une ligne d'un seul mor- I ) ; NP
ceau et sans partie rectiligne. o | 4 9 16
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__9.4.. La fonction inverse

On veut étudier la fonction inverse, f: R— R
T B
X

pemmmmm  Variations de la fonction inverse

Ensemble de définition Tableau de variation
Df=l—w:0[U10;+w[. s
x 0 T' 4 +e

e e 4

Sens de variation ; 4 S !

Soit u et v deux nombres réels. * T

On a vu en classe de troisieme que : T

ucv<0= - C J<u<y= it - Dans le tableau de variation, les q’qu:f barres indi-
# R u v quent que la fonction n'est pas définie en 0.

La fonction inverse est strictement décroissante  On tracera la représentation graphique sur les
sur J—e=; O et sur JO ; + o=[. ‘ : 1
intervalles {- 4 ; - 7] et [? - 4]

pmzmmm Représentation graphique de la fonction inverse

Le plan est muni du repére (O, I, J).

Table de valeurs Représentation graphique
-1[=1]-1 WEAE

I e ot 2 B Bl Bl el B

[ e T[] 1

F-E—:;?—I—Q‘—S-ni slale (1| gl73l7

On admet que la représentation graphique (3€) de
la fonction inverse est constituée de deux
branches disjointes, chacune d'elles étant une
ligne d'un seul morceau et sans partie rectiligne.

Démontrons que le point O est un centre de symé-
trie de la courbe [7€).

Soit x un nombre réel non nul, M(x ; %} le point
de (%) d'abscisse x. Son symétrique par rapport a

O est le point M'(~x ; — —i:}.

M’ est un peint de (¥) car : - S l_ ;
X —X

Ainsi, tout point M de () a pour symétrique par rapport a O, un point M' de (%).

On dit que (%) est une hyperbole de centre O.

Etudes de fonctions 21 3
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2.5, La fonction cube

On veut étudier la fonction cube, f: R—> R

x>,
gmmmmz Variations de la fonction cube
Ensemble de définition
D)’ = R.

Sens de variation
Soit u et v deux nombres réels tels que : u < v.
On veut comparer u? et v3.

On sait que : u® — 0% = (u—v)(L? + u v + v?).

2
Or z¢2+uv+u2=(u+_;)2+3_4‘;’.;

donc u? + u v + v? > 0 [somme de deux carrés).
Par conséquent : u < v = u® < v’

La fonction cube est strictement croissante sur R.

musmmm Représentation graphique de la fonction cube

Le plan est muni du repére (O, L, J).
Table de valeurs

T -2 | =1 0 1 Q

3 -8 -1 0 1 8

On admet que la représentation graphique (€) de
la fonction cube est une ligne d'un seul morceau et
sans partie rectiligne,

Démontrer que le point O est un centre de symé-
trie de la courbe (6).

Tableau de variation

X

"’...T"E i

»

On tracera la représentation graphique sur I'inter-
valle [- 2 ; 2].

Représentation
graphique

WExercices S o A R o B o o A

2.0 On considere les fonctions
f: RoR e g:RoR

,tr-—i--;— X = LT

x
{a étant un nombre réel non nul}.
1. Dans le plan muni d'un repére, construire
(sur le méme dessin) les représentations gra-
phiques de f et de g dans chacun des cas sui-
vants :
a=2;a=— ;a=—2;a=——1~.

2 2
2, Résoudre, graphiquement”pour chaque

214 Etudes de fonctions

2b

valeur de a, I'équation (E) : flx) = g(x) .
3. Pour quelles valeurs de a 1'équation (E) n'ad-
met-elle pas de solution ?

Soit la fonction f définie par flx) = Jar.

1. Démontrer que f est croissante sur son
ensemble de définition.

2. Dans le plan muni d'un rep2re, tracer la
lfeprésentation graphique de f sur l'intervalle
0; 9l
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—3.1. Comparaison des nombres g, a?, &3, /a, Ja- (a>0)

A laide de graphiques, on veut comparer un
nombre positif, son carré, son cube, sa racine car-
rée et son inverse. (¢)

Le plan étant muni d'un repére orthogonal, on
considere les courbes suivantes :

(P) d'équation y=x2 (x20);
(2) d’'équation y =[x (x> 0);
(a) d'équation y=x(x20); ()
(%) d'équation y =% >0);

(%) (4)

(6) d'équation y =23 (x 2 0).

(%)

Les positions relatives de ces courbes permettent -

de retrouver et d'illustrer la propriété suivante. 2 I

'Pour tout nombre réel a, : e
+si0<a<1, alors a'<a’<a<ja< % o

*sia>1,  alors -3‘; <ja<a<at<ad,

—3.2, Fonctions x — ax? et xw—g—(aa&O)

mmmmmm Efude de la fonction x — ax?
a étant un nombre réel non nul, on veut étudier la fonction f: R—> R

x> ax?,
Ensemble de définition
Df= R.
Sens de variation.
Soit u et v deux nombres réels tels que : u < v.
Onsaitque:u<v<0=u?>v? ; OSu<v=>u?<vd
Par congéquent :
poura >0 poura <0
U<v<0=aul>av? u<v<0= au® < av?
0<u<v=au?<av? 0<u<v=au’s> a’
Tableaux de variation
a>0 a<0
X |- -1 0 +1 + oo X |-ee -1 0 +1 + o0
’ ' | 6 I
ax? \\\jl lf!! '/’. x? a / \ a \‘_‘

Etudes de fonctions 215
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Table de valeurs

x 0 1 2 3 4
22 0 1 4 9 16
ox? 0 2 8 18 32
1.0 X 2

9.1 1] 9 Q % 8
-2 0 <A | =& | @ | w¥E
— 02 0 -9 -8 -18 -39
- il | R

3 0 5 @ g 8

Représentations graphiques

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, J).
On désigne par (?) la courbe d'équation y = ax?.
* Démontrer que les courbes (®) et (@) sont
symétriques par rapport a (OI).

* Démontrer que (O]) est un axe de symétrie pour
la courbe (@,).

Les courbes (2} sont des paraboles de sommet O et
d'axe (OJ).

memmmmm Etude de la fonction x — <

a étant un nombre réel non nul, on veut étudier la fonction f: R = R

x>
Ensemble de définition
Di=]-ee;0[U]JO; + ool
Sens de variation
u et v sont deux nombres réels non nuls, tels que : u < v,
Onsaitque:u<v{0=>l>i , O<u<o=—>2Li,
TEE) u’ v
Par conséquent :
poura>0 poura<0
u<v<0 =» 254 u<v<0 = L8
7 v u )
D<u<v = =52, O<u<v = & &
w v u v
Tableaux de variation
a>0 a<0
X |- -1 0 +1 + co x |- o 0 +1 g0

x|e

1

8

o —
H|a
I__-.-
n\t
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Table de valeurs

B 1 t | 1
z s 3 5 1 2 3 4
1 L L | &
=l ¥l 2121 w5 |
2 Q 1
T 8 & 4 Q o peLiy
X i 3 2
i = L I T 1
& | 2% ! 2 | 4|6 | @ o
(M o5
LN - “ g el | A2 :
- 4 3 2 1 = el =~ (I_q) (H_p)
2| _ " " - 2 _21_1
s 8 6 4 2 1 3 3 pemin
R QS - T e I ) I L
“gx| ~% 2 ! [ 4 6| 8
Représentations graphiques
Le plan est muni du repére orthogenal (O, I, J).
On désigne par (%) la courbe d'équation y = -ii
* Démontrer que les courbes (#,) et (3¢_,) sont
symétriques par rapport a (OI).
* Démontrer que O est un centre de symétrie pour la
courbe (2€,).

Les courbes (3¢,) sont des hyperboles de centre O.

——3.3. Travaux dirigés

ENEEEER On considére la fonction f: R —» R
x> 3x2 - 6x + 5.
Etudier les variations de la fonction f.

solution

fest définie sur R et pour tout nombre réel x, flx) = 3(x - 1)2 + 2.
Soit u et v deux nombres réels tels que ru<v.Ona:u—1<v -1,
On sait que la fonction carré est strictement croissante sur [0 ; + oof
et strictement décroissante sur ]— < ; 0].

Supposons u-1 < v—-1%20 Supposons 0SS u-1<v-1
C'est-a-dire u < vsi, c'est-a-dire 1=su<uv.
Ona: (r-1)2 > (v—-1)2 Ona: (u-1)2 < (v-1)2
3(u-1)% > 3v-1)2 3(u-1)% < 3(v-1)2
u-1P+2 > 3(v-1P2+2 Mu-12+2 < 3(v-1)2+2
donc flu) > flv). donc flv) < flv).
[fest strictement décroissante sur J— o ; 1. [ est strictement croissante sur [1 ; + o[,

vz xercices B A AR o o

3.a On considére la fonctiong: R— R 3.b  frudierles variations de chacune des fonctions
g el suivantes :
x =1 [:RoR g:R-oR
1. Vérifier que pour tout nombre réel x diffé- Ao =202 41 x> Sx=1P+2;
’mtdehg{xﬁhﬁ- h:R-R k:R-R
2. Etudier le sens de variation de g x Hf%ai ; x> —-5/3x+1.

Etudes de fonctions 217
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i °
_ Exercices

[F onctions affines
par intervalles

1 Dans chacun des cas ci-dessous, f est une fonc-
tion de R vers R. Démontrer que f est affine par inter-
valles.

a) fix)=]3x-1|;
b) flx) = 70 +1 = |4x + 3|;
c) flx) = |2x + 3] + v - 5]

2 Dans chacun des cas ci-dessous, f est une fonc-
tion de R vers R. Démontrer que f est affine par inter-
valles.

a) fix)=max{1;2c-3) ; blflx)= min(x:3x+1);
¢) fix)=max(3x-1;x-1) ; d]fix)= min(x + 3;-1).

3 Construire la représentation graphique de la fonc-
tion affine par intervalles f dans chacun des cas suivants.
al pourx € ]-2; 1), flx)=23x+1,

pour.x € |1 3], fix) =4,
pourx €13;6], flx)=—-2c+3;
b) pourx € |- ; 1], flx}=5,
pourx €1]1;7[, fla) =3,
pour x € [7 5 + oof, flx) =2.

B 1. Construire la représentation graphique d'une
fonction f affine par intervalles qui admet le tableau de
variation ci-dessous :

X '.3 -.1 4 7
-9 3 |
Jix) \n _l / \. 1

2. Définir explicitement cette fonction.

5 Lorsqu'il est 13 h & Yaoundé, il est 7 h & New-

York. Construire une représentation graphique de la
fonction qui & I'heure de Yaoundé fait correspondre

I'heure de New-York.

& Soit la fonction numérigue définie par :
fix) = 4x? -9
lx—3| -
1. Quel est I'ensemble de définition de f?
2, Démontrer que fest une fonction affine par intervalles.
3. Représenter graphiquement f.

7 Soit la fonction définie sur l'intervalle (2 , 8]
par:ﬂx]=|.r—2|+|.t—4!—|2.t'—ﬂl. v
1. Exprimer f{x] sans le symbole de la valeur absolue
sur chacun des intervalles [2 ;3] ; [3; 4] et [4; 8].
2. Donner les variations de f sur ces intervalles.
3. Déterminer le maximum et le minimum de fsur l'in-
tervalle [2 ; 8].

218 Etudes de fonctions
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8 Dans le plan muni du repére (O, 1, ]), on donne
les points A(- 3 ; 1),B(-1:3),C(1;3),D(25;4),
E(5;-1),F(7;2)

On désigne par f la fonction affine par intervalles dont
la représentation graphique est

[AB| U [BC[ U [CD[ U (DE[ U [EF].

1. Déterminer f par une formule explicite sur chaque
intervalle.

2. Calculer fi- 1,5) , fi- 0.5), fi2) , fia) . fs.5).

3. Déterminer l'ensemble des antécédents de chacun
des nombres suivants :

=1 :—0.5;0;1;2;3:3.5:4et5.

4. Dresser le tableau de variation de la fonction .

5. Déterminer graphiquement l'image directe de chacun
des intervalles suivants :
[-3:-15);1-05:051;(3:4):[4:6]:[-354].
Contrdler chaque résultat par le calcul.

6. Délerminer graphiquement l'image réciproque de
chacun des intervalles suivants :
[-1;0):[-05;05);(1:2]15(2:38];:[1:5)
Contréler chaque résultat par le calcul.

9 Le plan est muni du repere (O, 1, ]).
1. Tracer sur le méme graphique les courbes représen-
tatives des fonctions : x = |x + 3] et x — 3x—5.
2. Résoudre graphiquement 1'équation :
e+ 3|=3x-5.
3. Résoudre graphiquement les équations :
a)lze-1=7 ; blfee-1]=|+1]

10 Le plan est muni du repére (O, 1, J).
1. Tracer sur le mé&me graphique les courbes représen-
tatives des fonctions : x — [3x — 1| etx = 2x + 1.
2. Résoudre graphiquement l'inéquation :
[3x - 1] < 2¢ + 1.
3. Résoudre graphiquement les inéquations :
a)lzx-3l<5 ; b)lax—3]>[2x-3|.

11 On donne les fonctions de R vers R définies
par : f (x) = min(x +1 ; 1- x) et g{x) = max(c +1: 1-x)
1. Calculer les images par fet g de chacun des nombres
suivants 1 —2;-1;0;1; 2.
(21. Construire la représentation graphique de f et celle

eg

3. Etablir le tableau de variation de chacune de ces
fonctions.

12 [AB] est un segment do 4 cm et M un point d¢
[AB]. Dans l'un des demi-plans délimités par (AB). OP
trace les carrés ACDM et MEFB. On pose AM = x. On
désigne par fla fonction qui A x associe le périmdtré du
polygone ACDEFB.

1. Calculer flx).

2. Représonter graphiquoment f.

3. Déterminor et représenter graphiquement la fonc
g qui & x associe le double du périmdtre de ACDM.
4. Résoudre l'dquation : g(x) = flx).

tion
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Fonctions élémentaires

13 Résoudre graphiquement les inéquations sui-

vantes : 5 1
al3sdsa; J-3< <1,

c}%.<‘_-}cz; d)-3<x?sa.

148 Le plan est muni du repare (O, . J).
1. Tracer sur le méme graphique, les courbes représen-
tatives des fonctions : x+ | et xs x2,
2. Résoudre graphiquement l'équation : x? = .
3. Résoudre graphiquement I'équation : x® = 3x + 2.

15 1o plan est muni du repre (O, I, J).
1. Tracer sur le méme graphique les courbes représen-
tatives des fonctions (x+ a2 et x— —x+ 2.
2. Résoudre graphiquement l'inéquation: x2 + x-2 50,

16 Résoudre graphiquement le systdtme d'équa-

.. fy
tions : 2x+y=3.

17 Le plan est muni du
repére orthonormé (O, I, ]).
(@) est la droite d'équation M
y=-1
On considére un nombre réel
non nul x et on désigne par Q,
H et M les points d'abscisse x It
appartenant respectivement a 4 H
(@), (O1) et & la droite passant Ol X
par O et perpendiculaire a —5 \\l\ @)
(0Q. =
1. Démontrer que le point M appartient & la parabole
(?) d'équation y = x%.

2. Donner une méthode de construction point par point
de (?) utilisant I'équerre.

Utilisation des fonctions
elémentaires

18 L. plan est muni du repere (O, I, J).
On donne la fonction fde R vers R définie par :
flx) = xix.
1. Exprimer flx) sans le symbole de la valeur absolue.
2. Etablir le tableau de variation de f.
3. Construire la représentation graphique de f.

19 Le plan est muni du repere (0. 1. ]).
1. Déterminer le nombre réel a pour que I'hyperbole
d'équation y = £ passe par le point A(5 : —0.,6)
2. Démontrer que les points B(- 6 ; 0,5) ; C(- 1,5 2] et
D(- 3 ; 1) appartiennent a cette hyperbole.

20 L. plan est muni du repére (O, I, J).
1, Donner dix points du plan dont le produit des coor-
données est 2,1,
2. Trouver une fonction dont la représentation gra-
Phique est une hyperbole passant par ces points.

21 1. plan est muni du repére (O, 1, ]).
On donne la fonction f: [-3;3] 2R

X
x .
E(x) étant la partie entidre de x. e
1. Quel est I'ensemble de définition de /7
2. Construire la représentation graphique de f.
3. Déterminer l'ensemble des antécédents de 1.

22 Lo plan est muni du repére (O, I, J).
On donne la fonction f: [-2;2] =R
x — xE(x) ,
E(x] étant la partie entiére de x.
1. Compléter le tableau suivant :

x -9 -1 0 1 2
fix)

2. Quelles sont les images par f de chacun des nombres
suivants : —1,9;-0,7;0,1; 187

3. Construire la représentation graphique de f.

4. Déterminer graphiquement l'image par f de chacun
des intervalles suivants : [0;2] ; [0;1] : [-2:0];
(-2;-1]

23 Le plan est muni du repére (O, I, ]).
On considare les fonctions numériques f et g définies
par : flx) = x ] et glx) = 23,
1. Etudier les variations de f et tracer sa courbe repré-
sentative.
2. Tracer sur le méme graphique la courbe représentati-
ve de g.
3. g} Résoudre I'équation flx) = glx).
b) Comparer, pour tout nombre réel x, flx] et gx).

28 e plan est muni du repére orthonormé
(0, L. ). On considére la fonction numérique définie par :
fix) =[x+ 2% -1
1. Etudier les variations de f sur chacun des intervalles
J-oo; = 2] 6t |- 2 ; + =[ puis tracer sa représentation gra-
phique (%€).
2. Tracer le symétrique (‘6,) de (€) par rapport & O et
trouver une équation de (€,).
3. Tracer le symétrique (¢,) de (‘6] par rapport a (OI) et
trouver une équation de (G,).
4, Tracer le symétrique (€,) de (‘€) par rapport a (O]) et
trouver une équation de (6,).

'APPROFONDISSEMENT == =

25 5oit la fonction fde R vers R définie par

dx
flx) = T
1. Déterminer I'ensemble de définition D, de f.
2. Trouver deux nombres réels a et b tels que, pour tout
b
x appartenanta D, fix) =a + —
3. Démaontrer que 1 est un minorant de f{[(3 ; 7]).
4. Démontrer que 3 est un majorant de f{l- 3 ; - 1]).

26 une banque propose des taux d’intérét com-

pris entre 2% ot 10%. _
1. Pour obtenir un intérét de 60 000 F aprés un an, expri-

mer en fonction du taux ¢ le capital qu'on doit placer.
Etudes de fonctions 219
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2, Soit fla fonction qui, au taux ¢, associe le capital C.
Représenter graphiquement cette fonction.

27 La loi de Mariotte s'exprime ainsi : pour une
masse donnée de gaz et d température constante, le pro-
duit PV de la pression de ce gaz par son volume est

constant.

Une étude expérimentale, au moyen d'un gaz enfermé
dans un cylindre dont le volume est variable grice aun
piston, a permis, par le biais d'un manomatre, d'établir
la pression en fonction du volume :

v[17,5[185] 20 [21,5|235| 96 | 27 |928,5[315
P [112,8[103,1[109,6 89,9 [ 84,1| 78,9| 73,2| 67 | 66,2

1. Si la loi de Mariotte s'applique, quelle est la nature
de la fonction qui, au volume, associe la pression ?

2. Représenter I'ensemble des points M(V. F) en pre-
nant 1 cm en abscisse pour 2 unités de volume et 1 cm
en ordonnée pour 10 unités de pression, l'origine étant
placée en M;(15,60).

3. Calculer 1a moyenne des produits PV expérimentaux.
Donner une équation de la courbe V'~ P{V).
Représenter cette courbe sur le méme graphique que
I'ensemble des points M(V, P). Conclusion ?

28 ABCD est un

D

rectangle tel que : A B
AB =6 cm et il T
BC = 4 cm. : / N
M N, P Q ap.partien- al—_ /,
nent respectivement o RN

P

aux segments [AB],
|BCI, [CD] et [DA].

De plus on a : AM = BN = CP = DQ.

O faut-il placer le point M pour que l'aire du quadri-
latére MNPQ soit la plus petite possible ?

29 Le plan est muni du repere orthonormé
(O.1,7). OMPN est un rectangle tel que M, N et P appar-
tiennent respectivement & [01], [O]] et [1]1.

1. On considere la fonction fqui & I'abscisse x du paint
M associe le demi-périmetre du rectangle OMPN.

a) Trouver une équation de la droite .

b) Calculer flx).

¢) Quel est I'ensemble de définition de f7

2. On désigne par s la fonction qui & x associe l'aire du
rectangle OMPN.

a) Calculer #A(x).

b) Etudier les variations de la fonction .

c] Trouver le maximum de sf sur [0;1].

30 ABC est un triangle, H le projeté orthogonal de
A sur (BC). On suppose BC = 3 et AH = 2.
On considére un point M de [AH]. La droite parallgle a
(BC) passant par M coupe (AB) en P et (AC) en Q.
On pose AM = x. On désigne par 4 la fonction qui & x
associe l'aire du triangle APQ.
1. Calculer #(x).
2, Déterminer par calcul la position de M sur [AH) pour
laquelle I'aire du triangle APQ est la moitié de celle du
triangle ABC.
3. Construire la courbe représentative (‘6) de s,

220 Etudes de fonctions

' dans le sens de la flecche. On appel-

31 Le plan est muni d'un repére.
Un magasin de location de cassettes vidéo propose & ses

clients trois formules de location :
— FORMULE 1 : 24 000 F d'abonnement annuel et 1 500 F

par cassette louée ;
~ FORMULE 2 : 12 000 F d'abonnement annuel et 2 000 F
par cassette louée ;

— FORMULE 3 ; pas d'abonne
louée.

1. Quelle est la fo
location annuelle d
30 cassettes 7

2. a) Pour chaque formule,
le & débourser en fonction

louées.
bJ Tracer, sur le méme graphique les courbes représen-

tatives des fonctions associées a ces trois formules.

¢} Ayant choisi la premiére formule, un client a dépensé
=1 000 F. A-t-il choisi la formule la plus économique ?
3. Indiquer la formule la plus économique suivant le
nombre de cassettes que l'on prévoit de louer.

ment et 3 000 F par cassette

rmule la plus économique pour la
e 10 cassettes 7 de 20 cassetles ? de

exprimer la somme annuel-
du nombre x de cassettes

39 ABCD est un rectangle tel que AB=3,BC=2.
Soit M un point du segment [AB] distinct de A. On pose
AM =x.
Les droites (DM) et (BC) sont sécantes en N.
1. Calculer CN en fonction de x.
2. On désigne par fla fonction qui, a x, associe CN.
a) Déterminer l'ensemble de définition de f.
b) Représenter graphiquement f.

33 On considére un rectangle ABCD de dimen-
sions AB = ! et BC = L (L 2 I). On construit, extérieure-
ment & ce rectangle, le carré BEFC de c6té L.

ABCD est dit rectangle harmonieux (ou rectangle d'or)

lorsque ses dimensions sont proportionnelles & celles

" _AD _AE
du rectangle AEFD, c'est-a-dire lorsque : =275 -

1. On pose x = -ﬁh . Vérifier que le rectangle ABCD est

harmonieuxsix =1+ 1,

2. On veut déterminer le nombre réel positif x,, solu-

tion de l'équation x =1 + 3{;

a) Sur le méme graphique, représenter les fonctions fet
g définies par flx) = x 1 et glt) = +-.
b) En déduire un encadrement de x, par deux nombres

décimaux d’ordre 1.
c) Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

34 ABCD est un carré de
coté 2 cm. K est le milieu du seg- D, C
ment [AB). Une fourmi M part du ‘
K

M

point K et tourne autour du carré

le x la distance parcourue par M.

1. Exprimer, en fonction de x, l'ai-
re #l(x) du domaine coloré.

2. Le plan est muni d'un repdre. Tracer la courbe repré-
sentative de ol sur [0 ; 8).

3. Pour quelle valeur de .x l'aire s2(x) est-elle égale aux
deux tiers de I'aire du carré 7
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quations et
équations dans R x R

ans ce chapitre nous nous proposons de conjuguer études
numérique et graphique pour résoudre des systémes d'équations
et d'inéquations du premier degré @ deux inconnues réelles. On
révisera les méthodes vues en classe de troisiéme. On apprendra
& metire en équations un probléme concret ou historique, issu de
la géométrie ou de I'économie.

A AR AR S 1 R S <L
206

Généralités ..
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__1.1. Des systémes pour résoudre un probleme

le riz est conditionné en sacs de dix kilos et

mEmsEE 1. Un camion transporte du riz et du soja ;

le soja en sacs de cinq kilos. On veut embarquer au minimum 150 sacs de riz et 160 sacs de soja. Le

oit pas excéder trois tonnes et on veut qu'il y ait au moins autant de sacs de riz

chargement total ne d
soja. Ecrire des

que de sacs de soja. On veut trouver le nombre de sacs de riz et le nombre de sacs de
inéquations qui traduisent les renseignements donnés par I'énoncé.

Soit x le nombre de sacs de riz et y le nombre de sacs de soja.

On veut qu'il y ait au moins autant de sacs de riz que de sacs de soja. Donc : x 2y

On veut embarquer au minimum 150 sacs de riz et 160 sacs de soja. Donc : x 2 150 et y = 160.
Le chargement total ne doit pas excéder trois tonnes. Donc : 10x + 5y < 3 000.

Les renseignements donnés par I'énoncé se traduisent par le systeme :
x2y
x 2150
y 2 160
10x + 5y < 3 000.

E@mEEEE 2. Dans le plan muni du repére (0, L 1), on considére les deux points A(":) et BG)
Ecrire un systéme d'équations et d'inéquations qui représente le segment [AB].

Soit M(;) un point du plan. Il faut écrire que M appartient 2 la droite (AB) et que son abscisse est com-

prise entre celle de A et cellede B :
[ M € (AB)
[ X, SxSxp

{ det(AM, AB)=0
| —2<x<3

( e+ 2 5|
=0
=X E_4 -3

| —2<x53

M € [AB] < -

[ 3x+5y—14=0
| —25x£3.

—1.2. Définitions
Les systémes étudiés dans ce chapitre on

tions : une solution d'un tel systéme est un couple (x, ; ¥,

tions ou inéquations du systéme.
« Les contraintes du systéme sont celles de chacune des équations ou inéquations de ce systdme.

« Résoudre un systéme, c'est trouver dans R x R I'ensemble des solutions communes aux équations ou

inéquations qui composent le systémae.
« Deux systémes sont équivalents lorsqu'ils ont le méme ensemble de solutions.

Bemargue

L'ensemble des solutions d’un systéme est I'intersection des ensembles de solutions des équatio
inéquations qu’il contient.

t deux inconnues et sont constitués d'équations ou d'inéqua-
) de nombres réels qui vérifie toutes les équa-

ns ou

299 Equations et inéquations dans [t x K
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premple
Reprenons le premier systdme obtenu au § 1.1.

[l sagit d'un systéme dont les solutions ne peuvent étre que des couples de nombres entiers naturels (x
ot y représentent des nombres de sacs). On peut démontrer qu'il est équivalent au systéme suivant :

xX—-yz20
{y—15020
2x + y—- 600 £ 0.

Les couples (200 ; 170), (190 ; 180), (183 ; 177) sont des solutions de ce systéme.
On verra ultérieurement comment donner toutes les solutions d'un tel systéme.

—1.3. Interprétation géométrique d'une inéquation du premier
degré dans R x R AL M
Nous admettrons que toute droite (%) partage le \\, (nd N

plan en deux demi-plans (?,) et (%,) tels que : : g

* si A et B sont deux points de (%,) (resp. de (2,)), o Mo (Pa)
alors tous les points du segment [AB] appartien- ®
nent & (#,) (resp. (P,)) ; / \

* Si A’ est un point de (?,) et B' un point de (2,), B’

alors il existe un unique point M, de (@) apparte-
nant a [A'B'].

Théoreme fondamental

Soit (0, I, J) un repére du plan et (3) la droite d'équéiioﬁ a_r +by+c =0 s s
Soit (#,) I'ensemble des points M(":) vérifiant :a.i:_+ by+c>0. S A

Soit (?,) I'ensemble des ﬁaints_ _M(:)‘:yéfiﬁﬁht a.r+by +.c'.'< u ,_ e .'

(2;) et (2;) sont les deux demi-plans ouverts de frontiére (@).

SR e

Démonstration
Posons fiM) = ax + by + c.
Nous savons que la relation flM) = 0 caractérise les points de (2), donc f{M) ne s’annule que sur ().
Soit A(;ﬁ) et B(’;B) deux points distincts n‘appartenant pas a ().
* flA) = getf[B] #BO.
* Démontrons que si fA)f(B) > 0, alors, pour tout point M du segment [(AB], AM)AIA) > 0 :
pour tout point MG) du segment [AB], il existe ¢ € [0 ; 1] tel que : AM=t AB :
x=x, + txg—x,)
Y=y, +tyg—y,:
fIM)=ax, + atlxg —x,) + by, + btlyg —y,) +c
= ax, + by, + ¢ + tlaxy + byg + ¢ — ax, - by, - ¢)
fia) + ¢(fiB) - flA))
= (1 - t)flA) + tfiB) ;
MMIA) = (1 - t)lA)? + tIB)AIA) ;
fIM)flA) =0 car 0<t<1 ot fiBJflA) > 0;

on a donc :{

fIMlA) 20 car une somme de deux termes positifs ne peut 8tre nulle que si chacun de ces
termes est nul ; c’est impossible ici, car :

(1-UflA =0 t=1 et tf[BIfA)=0et=0.
Donc, pout tout point M du segment (AB], AM)AA) > 0.

Equations et inéquations dans R x R 223
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* Supposons maintenant que A et B soient de part et d'autre de (@), c'est-a-dire que :

A soit dans I'un des demi-plans ouverts de fronti2re (%), que nous noterons (%),

B soit dans l'autre demi-plan ouvert de frontidre (®), que nous noterons (Pp).

Soit M,, le point de (@) appartenant a [AB].

fiM,) = 0 = fIAJf(B) < 0 (sinon, d'aprés ce qui précéde, on aurait fIM)f(A) > 0 et fiM,) # 0).

On peut toujours supposer que f{A) > 0 et f{B) < 0 et alors, selon le méme raisonnement :
pour tout point M € (2,), M et B sont de part et d'autre de (@), donc fIM)f(B) < 0 et iM) > 0,
pour tout point M € (), M st A sont de part et d'autre de (@), donc fIM)fIA) < 0 et f{M) < 0.

Exemple
x=y20
Soit & résoudre { y—-16020
2x + y— 600 < 0.

Dans un repére (O, 1, J), on construit les droites
[%1} . y= 0 H

(D,):y—-160=0;

(%,) : 2x + y — 600 = 0.

Pour déterminer les demi-plans qui conviennent,
on choisit un point particulier.

Par exemple, pour O, origine du repere, l'expres-
sion 2x + y — 600 est négative.

C'est donc le demi-plan contenant ce point pour
lequelona: 2x+y-600<0.

On procéde de méme pour les deux autres inéquations, mais pour la premiére, il faut prendre un autre

@I A
200
Areri £48
160 (%9)
100
]
0 100 160 200220 300

point que l'origine, par exemple I, car x - y s'annule en 0.

L'ensemble des points M vérifiant le systdme est représenté par la surface du triangle colorié sur la figu-

re (bords compris).

Les solutions étant des nombres entiers naturels, I'ensemble des solutions du systéme est I'ensemble des

couples (x ; y) de N x N pour lesquels M(‘;) est situé a l'intérieur de ce triangle (bords compris).

J"l nt I
gl

1.4, Utilisation du déterminant

L'en.semble des solujcions d'un systtme de deux équations & deux inconnues est représenté par l'inter-
section de deux droites. Ces droites sont soit strictement paralldles, soit sécantes, soit confondues. Le

systdme a donc soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité de solutions.
Pour savoir dans quel cas on est, il est commode d'utiliser le déterminant du systéme.

224 Equations et inéquations dans R x R
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Définition

; arx+ by +c=0
Soit le systéme (S) : {

ax+by+e' =0

Le nombre ab’ - a’b, noté I::. ;:’,I, est appelé déterminant du systéme (S). :

Un systéme de deux équations a deux inco

nnues admet un seul couple solution si et seulement si
son déterminant est non nul. HORERY '

D émonstration

ax+ by +c=0
Soit le systéme (8) : s

ax+by+c'=0"
Soit (2) et (2') les droites d'é

quations respectives ax + by + ¢ = 0 et a'x + b’y + ¢’ = 0 (dans un repere
orthonormé).
E'(g el E&'(;:,) sont respectivement normaux (%) et (@

). Le systeme (S) admet une seule solution si

et seulement si (% seulement si det(w, 0°) # 0.

) et (%°) sont sécantes, c’est-a-dire si et

det{t/, ) # 0 "; E.lat[]
= ab'-ba’ =20

= l“, b, 20,
a b

Exemple

Soit a et b deux nombres réels. Considérons le systéme { ':'i;;’tizizu

Son déterminant est égal A 2a - 3,

sSiaz 55 le systéme admet une seule solution, Pour la déterminer, on utilise une des méthodes vues
en classe de troisidme :

par substitution :

— on tire de la seconde équation 1 x = -2y -1 ;

7 ; : a=-b
—on reporte cette valeur dans la premitre équation et on tire - y=z 7=
3-2a
. . : 2b-3
—on remplace y par sa valeur dans la seconde équation et on tire : x = e
= 4
par combinaisons :

= on multiplie par a chacun des membres de la seconde équation et on soustrait membre & membre

. - n i -_.___ b
les deux équations, on obtient : 3y - 2ay + b~ a = 0 ; d'od on tire . ; 2a "
par 2, chacun des membres de |4 secon-
équations ; on obtient :

= on multiplie chacun des membres de la premibre équation
de équation par 3 et on soustrait membre & membre les deux
2b-3

2ax-3x+2b-3=0;d'otion Iire:x=3_2a.

Dans les deux méthodes, on démontre seulement que, s'il existe un couple solution, ce couple est néces
; 2b-3 a-b

Sarrement ( ' :

3-2a 3-2a ) ) .

On pourrait se dispenser de vérifier que ce couple est bien solution du systéme puisque, son déterminant

tant non nul, I'existence d'une solution unique est assurée et cette solution ne peut étre que le couple

rouvé. Mais, ce serait dommage de se priver d'une vérification, une erreur de calcul étant toujours pos-
sible.
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* Sia = <, le systtme admet soit aucune solution, soit une infinité de solutions représentées par upe
droite. Pour savoir dans quel cas on est, il suffit de regarder si une solution particulidre de l'une des équa.

tions est solution de l'autre.
Par exemple, (-1 ; 0) est une solution évidente de x + 2y + 1 = 0. En reportant ces valeurs dans la pre.

migre équation, on obtient : - % +b=0
Ainsi :

~sia=bs= - tous les couples (x ; y) vérifiant : .x + 2y + 1 = 0, sont solutions du systéme.

-sia= % ethz = 2 , le systdéme n'admet pas de solution.

nant :
* s'il est non nul le systéme admet une seule snluhon'_ _
-cambmalsons lméan‘es. R A o T R R S
e s'il est nul, on vérlﬁe siune snlutmn partlcuhére de lu
'lautre.-.. Shr (X

e hk Bevies 3

A A el R AN ,__,__.\._.-_ 3

%%Exercices o A R A o A o ot Pt )

1.0 Résoudre les systtmes suivants : 5. Iﬂ.xl.r— 0,75 =15 : {0.2&1- -3,5y=0
1 {&u- 16y =21 {&1‘+15y=l : 0,6x + 05y=07 -1,5r+21y=3
12y +10y=14 ' 2v+ 10y =-1
5k =4 =17 L | 1.c  Résoudre graphiquement chacune des inéqua-
& {?.t +oy==1 4 Ii’_ ? ’ tions suivantes :
Tyl a) x+y20; b} x—y+450;

¢] x=2y+8>0; d] 3x+2y<0.

1.b  Résoudre les syslémes suivants :

_Ug +2y=3 ' _1-‘;':; +y= /3 . 1.d  Résoudre graphiquement les systémes suivanls :
1{.r+‘j‘2"5 ! 2'{3x+y‘f§=3_’ {.t’-,")‘+2‘_:ﬂ .1‘—2_1:,'21
X+2y-120 y—%SS
r+(J2-1y=1 _  (x=2y=5 ; )
{{I"_z+1).r+yr= {—0.4.r+0.8y=—2' [l,l-yan
v v c]{ x-py<5s : djo<x+3yse
r+ys<1

) REsolution:

~..2.1.. Systemes de plus de deux équations dans R x R

mmmmmmm Résolution graphique

Soit n un entier naturel supérieur & 2. On considére le syst2éme de n équations du premier degré & deux
inconnues

(E,)
(E,)

(E,).

226 Equations et inéquations dans R x R
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Dans le plan muni d'un repere (O, I, ]), chaque équation (E,). (E,), .
T {Ebﬂ]' "

Les solutions du systéme (S) sont donc les couples de coordonnées des points communs & toutes ces
droites.

Trois cas peuvent alors se présenter :

o @,), (@,), ... (D,) sont confondues, le systdme admet alors une infinité de solutions qui sont les
coup}es de coordonnées de tous les points de cette droite ;

e (@,), (@,), -... (3,) sont concourantes en un
coupﬁe de coordonnées de A

« dans tous les autres cas, il n'y a aucune solution.

-+ (E,) est celle d'une droite (,), (2,),

point A, le systéme admet alors pour solution unique le

pemmm Travaux dirigés

30x + 15y = 11
1. Résoudre le systéme : < 2x+ y =4
2Bx + 14y = 19,

Solution quidée
Le plan est muni du repere (O, I, ]).

Soit (,). (%,). () les droites d'équations respectives : 30x + 15y =11, 2r+y=4, 28x + 14y = 19.
* Démontrer que (), (2,) et (D,) sont parallles.

* Démontrer que le point A(lz) appartient 4 (3,) mais n'appartient pas a (2,).

* Conclure.
x-y=0

2. Résoudre le systéme: { 2r-3y=-2
7x+ y = 16.

S olution guidée

Le plan est muni du repére (0O, I, J).

Soit (3,), (2,), (D,) les droites d'équations respectives : x —y = 0, 2x - 3y=-2, 7r+y=16.
* Construire les droites (,), (2,) et (D,). Quelle conjecture peut-on faire ?

* Démontrer que (%,) et (@,) sont sécantes en un point A dont on donnera le couple de coordonnées.
* Démontrer que A appartient 4 (@.).
¢ Conclure.

—2.2. Systemes d'équations et d'inéquations dans R x R

BREmmm Résolution graphique d'un systéme d'inéquations du premier degré a
deux inconnues

Soit n un entier naturel supérieur & 2, On considére le systéme de n inéquations du premier degré & deux
inconnues
(11]
S): (1)
(1,).
?9?11)3 (1; Il)lan rapporté a un repare (O, I, J), chaque inéquation (1,), (1,), ...,(I,) caractérise un demi-plan
10 (), ., (2)).

es solutions du systéme (S) sont donc les couples de coordonnées des points communs a ces demi-plans.

Equations et inéquations dans R x R 2927
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ppemmmm Travaux dirigés e
xr-3<0

1. Résoudre graphiquement le systéme d'inéquations (S): § ., 2y +620
5x-3y-950.

Solution guidée

Le plan est muni du repére (O, I, ]).

Soit (D), (B,). (D,), (D) les droites d'équations respectives :

2x-3y+6=0, x-3=0, x+2y+6=0, 5x-3y—-9=0.

Soit (2,), (P,). (P,), (P,) les demi-plans d'inéquations respectives :

2x-3y+620, x=-3<0, x+2y+620, 5x-3y-9<0.

* Construire (‘Eb.i}, (%2}, (9}‘;3} et (2,).

« Vérifier que O n'appartient 2 aucune des droites (2,), (D), (D) et (D).

* Pour chacun des demi-plans (?,), (?,), (P;) et (?,), préciser si O lui appartient ou non.

» Hachurer l'ensemble des points du plan dont les couples de coordonnées sont solutions du systéme (S).

x-1=50
i o . -120
: vant: { Y
2. Résoudre graphiquement le systéme sui 2D

2r -5y + 20 =0.
Solution guidée

Le plan est muni du repére (O, [, ]).

Soit (2,), (D,), (D,), (D,) les droites d'équations respectives :
x-1=0, y-1=0, x+2y+2=0, 2x—-5y+20=0.

Soit (2,). [P,), (?,) les demi-plans d'inéquations respectives :
x—1<0, y-1z20, x+2y+220.

» Construire (2,), (9,) et (D,).

» Vérifier que O n'appartient & aucune des droites (2,), (D,) et (3,).

* Pour chacun des demi-plans (?,), (?,), (P;), préciser si O lui appartient ou non.
« Hachurer 'ensemble (2,) N (P,) N (P,).

e Construire (2,).

* Quelle est la nature de l'ensemble (?,) N (?,) N (P,) N (B,) ?

¢ Conclure.

—2.3.. Changement d'inconnues

Dans certains cas qui paraissent complexes, on peut se ramener & un systéme du premier degré en effec-
tuant un changement d'inconnue. Nous en donnons ici deux exemples.

pammmm Travaux dirigés

1. Résoudre le systéme (S,) : { ;_;f;___z“

Solution guidée
Xz0

On pose X = x? et on désigne par (S',) le systdme : {X—y =2
3X +y=14.

On a alors : (x, y) solution de (8,) & (X, y) solution de (S',).
* Résoudre (S’,).

* En déduire les solutions de (S,).
i
|
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2. Résoudre le systéme (S,) :

S olution quidée

On pose Y = i et on désigne par (S',) le systdme : {

* Résoudre (S°,).
* En déduire les solutions de (S,).

x—-Y=-3
- 2x +5Y =12,

On a alors : (x, y) solution de (S,) < (x,Y) solution de (S',).

—2.4. Exemple de programmation linéaire

mzmmmmm Introduction

On a représenté ci-contre 'ensemble S des points
M du plan dont les coordonnées (x, y) vérifient le

systéme : 2% + 5y <13

5x - 6y < 14

y—-7x s 10.
On veut chercher un point A de S tel que y - 2x
soit maximal.
Soit p un nombre réel et (%) la droite d'équation
y-Zc=p.
(@,) passe par B(g) et est dirigée par u 12 :
p sera donc maximal lorsque l'ordonnée du point
d'intersection de {Eijp} avec l'axe des ordonnées
sera maximale.

On s'apergoit graphiquement que ceci est obtenu

lorsque [@P] passe par A(_31

des droites d'équations :
2r+5y=13 et y-7x=10

Le maximum de y — 2x sur S est donc atteint au
point A.

). point d'intersection

mmmmmm Exemple de probléme de programmation linéaire

Une entreprise fabrique des fauteuils et des chaises & l'aide de trois machines A, B et C. Pour fabriquer
un fauteuil il faut utiliser les machines A et B pendant une heure, la machine C pendant trois heures.
Pour fabriquer une chaise on utilise les machines A et C pendant une heure, la machine B pendant deux
heures. Mais les machines ne sont disponibles que 60 heures pour A, 90 heures pour B, 150 heures pour
C. Un fauteuil génére un bénéfice de 10 000 F et une chaise 5 000 F. Ct_)mbien faut-il fabriquer de fau-
teuils et de chaises pour obtenir, dans ces conditions, un bénéfice maximum ?

Mathématisation du probléme

Soit x et y les nombres respectifs de fauteuils et de chaises a fabriquer ; x et y sont des nombres entiers

naturels.

Pour fabriquerx fauteuils et yChHiEES le temps d'utilisation de la machine A estx + ., celui de la machi-

ne B est x + 2y et celui de la machine C est 3x + y.

Les contraintes données dans I'énoncé se traduisent par le systéme :

X+ 2y =90

x+y<60
{ Jx + y S 150.

Le bénéfice sera : b = 10 000x + 5 000y.
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Résolution
On résout graphiquement le systéme. Les points &
coordonnées entiéres de la zone hachurée repré-
sentent les couples solutions. Il s'agit de choisir la
ou les solutions qui donnent le meilleur bénéfice ;
on dit que l'on a un probléme d'optimisation.
Considérons la droite (2) d'équation :

10 000x + 5 000y = b.

Lorsque b varie, cette droite garde la méme direc-

tion et admet pour vecteur directeur (_21)

L'ordonnée a l'origine de cette droite est 3%
Pour avoir b maximal, il faut donc choisir x et y de
sorte que I'ordonnée a l'origine soit la plus grande
possible. Graphiquement on constate que cela est
réalisé pour le point A d'intersection des droites
d'équations 3x + y = 150 et x + y = 60, qui sont des
frontiéres de la zone permise.

Les coordonnées de ce point sont ‘;:)

Conclusion

Le bénéfice maximal est donc obtenu par la fabrication de 45 fauteuils et de 15 chaises ; il est de

45 x 10 000 + 15 x 5 000, c'est & dire 525 000 F.

WEX&I‘CECES B AR A AR A A

2.d Résoudre raphiquement les systémes suivants:

2.a Résoudre graphiquement les systémes suivants :

(x—y=0 2r—y22
x-3<0

1.Jx-4%20 24 y-120
LAx+2y20 4—-yzax

2.b Résoudre les systémes suivants :

?+§-=17
1.*1_11:
. g 1

_1 e
(on posera X = —etY = y]r

2/x-3Jy=5
. { 3x-5ly=7 e
(on posera X = JxetY =y

Zxr—-3y=1
2.¢  1.Résoudre le systéme : {5: " B::’; 4"

2. En déduire la résolution des systdmes sui-

vants : r o
e 2l - 3yl = 1 ?—Jyz—l
a} | : bl § ;
L 5l - 8lyl = 2 —-8y*=2
( [ 2 3
2x2 + 3 =1 — + =1
cj + y+1 d}-"'J +1
8 ' 5 8
Ls.t'z*y+1~2 .;2-1' +12-—2

230 Equations et inéquations dans R x R

2.e

lkk-1s1 . I3 -2y>2
1'{.r+y=1 ' 2'{2.1'-3_1_;:5'

Le plan est muni du repere (O, L, ]).
1. Représenter graphiquement I'ensemble E des

points M(’;) qui vérifient le systéme :

4x + y—-4<0
x+y—-250
xz0
yz0

Parmi les points de E, quel est celui dont les
coordonnées rendent maximal 2x + y 7 Quelle
est la valeur de ce maximum ?

2. Représenter graphiquement I'ensemble F des

points M(’;) qui vérifient le systéme :
X—ysbh
{ x+2y<2
v+ 2y28.

Parmi les points de F, quel est celui dont ]li‘S
coordonnées rendent minimal 4y — x 7 Quelle
est la valeur de ce minimum ?
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Gystémes d'équations
dans R x R

1 Préciser, sans les résoudre, le nombre de solu-
tions des systdmes suivants :

3r+4y=35 L dx=12y =4
(5,) {5.1'—2_:;:1? : (S;): {?x—21y=? :
[53]'{15x-3y=81 ; 1% x-d =1

@ Sans faire de calculs, dire si le systdme suivant
admet ou non une solution unique :

122 678x — 57 332y -2 198 = 0
19 245x + 52 954y — 753 = 0.

3 Interpréter géométriquement puis résoudre les
systémes suivants :

Zr-y=3 2_{.r+y=‘.l
x=-2y=56 : x-y==-1

3, x+2y=2 4_{?.r+3y=6
-;-—x+y 2 x+15y=3.

& Résoudre les systémes suivants
3 -

1, ] 5x=7y=38 2. 5x+--y
—Ir+4y=-11 ; 36xr+ 18y = 90 :
La-Ju=3 gfrassau=6s

3495 3 ; 8r -6y =9.
Tx+?y=—4

5 Préciser, suivant les valeurs du nombre réel m,
le nombre de solutions des systémes suivants :
Zr+my =2 me+y=—2m
S.): Y : Yy
Ey {—I+3y=-1 - (S7): x+my=m-1 ;
(S,): { [22mr +4y=2m
m=3lr+(m-1)y=1.

6 Les systémes suivants admettent-ils une solu-
tion unique ?

Y=2r+1

(5y): {y=zx+2
-y+5=0.

Y=2r+1
1-y
L =

1
_E'y*'x.a--.}.__:o'

v V2
7 Résoudre les systdémes :
B {302 - 35
K Ziy=0 .
a ; (S;):dax-3y=2
3y=7 :+y=2.

..

ZE xercicesZ

___

8 Utiliser un changement d’inconnue pour
résoudre les systdémes suivants :

-

L[ ¥ -a2=5 2.{“_—3[,—-3 '
22 -x2=14 ; 3lx -Jy=23 ;
3 1 G e
— . -2 =15 4jx-Jy=19

o xII y1 4'{..'}“'3-;:1 :
Zx-2 "y

{29 -xZ=11

-—x2=-1

9 Résoudre les systémes suivants :

L{thu—gz—zg—-a:n
3%+ 6r-2y2-4y—-5=0;

{.t‘z+2J 2¢x+8y+3=0
3x?—y?—6r—4y—12=0.

10 1. Construire un systtme de deux équations
du premier degré A deux inconnues ayant pour seule
solution le couple (1 ; 1).

2. Construire un systéme de deux équations du premier
degré A deux inconnues n'ayant aucune solution.

3. Construire un systéme de deux équations du premier
degré & deux inconnues ayant une infinité de solutions.

11 On donne le systéme : { ;r '+355"y=_4_ 4

Parmi les systémes suivants, lesquels sont équivalents
au systétme donné ?

1{x=3y+4 2{3.t+2y_1

T1y=-11 ; x=-y=2 ;

3{ 5x—-15y=5 4.{2x—y=3
Br-18y=9 ; x+y=0.

12 Démontrer que si un systéme de deux équa-
tions du premier degré a deux inconnues, a coefficients
non nuls, a une infinité de solutions, les deux équa-
tions ont leurs coefficients proportionnels.

Résolution de problémes
par mise en équations

13 Saliou a 575 F en pidces de 25 Fet 50 F. 1l a en
tout 16 pidces. Combien a-t-il de pidces de chaque sorte ?

14 Déterminer un nombre entier de deux chiffres
dont la somme des chiffres est 10 et tel qu'en permutant
les deux chiffres le nombre augmente de 54.

15 Peut-on déterminer un nombre entier de deux
chiffres dont la somme des chiffres est 10 el tel qu'en
permutant les deux chiffres le nombre augmente de 50 7
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Systemes d'inéquations
dans R x R.

16 Résoudre graphiquement les inéquations sui-
vantes :
al] 2r-3ys5 ;
c)] x<2y-3

b} x+3y>4;
d) S5y-2r21.

17 L'ensemble des solutions d'un des systémes
suivants est représenté dans le plan muni du repére
(O. 1 ]) par I'ensemble colorié ci-dessous. Préciser lequel ?
r2v—-y20
(8)):{2v+y-2<0 [
VERY
(Y S 2x
(5)):{y+2rs2
ly=zo0.

[2x+yz0
(Sa) 1] y<2-2r

ol =

18 Résoudre graphiquement les syst®mes d'in-
équations suivants :

3xr-2y-1<0 x-2y-1>0
1.4 —3x-8By+71>0 2.4 -3x-8y+71>0
x+y>0 ; x+y>0.

19 Déterminer graphiquement les solutions
entigres des systémes suivants :

X+2y—8Bs0 Xx+2y—-8s50
Jsx-y-2120 5 ] 5x-y-2150

x—4y—8s0 Xx—4y—-8s0

-3x+2y-6<0; -3x+2y-650.

20 Le plan est muni d'un repére (O, I, J).
1. On considére les points : A(_;) : B(_zs) : C(g)
Déterminer un systéme d'inéquations dont l'ensemble

des solutions est représenté par I'intérieur du triangle
ABC (bords inclus).

2. On considére les points A’ (: 1) ' B (“33) i C (g)

et (_55).
Déterminer un systéme d'inéquations dont I'ensemble

des solutions est représenté par l'intérieur du quadrila-
tére A'B'C'D’' (bords inclus).

3. On considére les points A" (i) ; BY (—32) o o (: g) :
u f— 5 w = 3

v (ur ()

Déterminer un systéme d'inéquations dont I'ensemble

des solutions est représenté par l'intérieur du polygone
A"B"C"D"E” (bords exclus).

21 Le plan est muni d'un repere orthonormé
(O, 1, J). Déterminer un systdme d'inéquations dont l'en-
semble des solutions est représenté par l'intéricur du
carré de centre O, dont un sommet a pour abscisse 4 et
ordonnée 0 (bords exclus).

22 Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Déterminer un systdme d'inéquations dont I'ensemble
des solutions est représenté par l'intérieur (bords
inclus) du polygone coloré ci-dessous.

232 Equations et inéquations dans R x R

23 Le plan est muni d'un repére (O, L, J).

Soit E l'ensemble des points M 't) tels que :
{ 5y—6<3x+3ys15-2y

yz0.
Représenter graphiquement E.

“APPROFONDISSEMENT s

28 1. Déterminer les couples (p , g) de nombres

entiers relatifs tels que : pg = 3.
2. En déduire tous les couples (x ; y) de nombres entiers
relatifs tels que : x% - y% = 3. ‘

25 Dans un triangle isocele, I'angle obtus formé
par les bissectrices des deux angles égaux est le triple
de l'angle au sommet. Calculer les mesures des angles
de ce triangle.

26 1. Déterminer tous les triangles rectangles de

périmétre 12 dont un des cités de l'angle droit a pour
mesure 4.
2, Soit a et p des nombres strictement positifs tels que
p > 2a. Déterminer tous les triangles rectangles de péri-
métre p dont un des cotés de I'angle droit a pour mesu-
re a.

27 Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).

Représenter I'ensemble des points M(I) vérifiant :
{ 2¢ + 3y < 5 Y

[3x - 21| s 5.

28 Le plan est muni d*un repére repare (O, L. ]).
Représenter I'ensemble des points M(;) vérifiant :

{Lb”'lag
x=-y=-1

x—y-2=0,

29 Le plan est muni d'un repére (O, 1, ]).
1. Représenter graphiquement les ensembles E, et E,

des points M(;) tels que :

E,ixy>0; E,:x?-y*>0.
2. En déduire la résolution graphique du systdme :
{ xt—yt>0
xy > 0.

30 Le plan est muni d'un repdre repdre (0. 1, ]).

Représenter I'ensemble des points M(’r) vérifiant :
2-(y+1)s0 4
ey -2y-8=0.
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31 Le plan est muni d'un repére (O, I, ).
Soit E l'ensemble des points M '; tels que :

ool =l + 1ol
1. Justifier que E n'est pas vide.
2. Démontrer que :
e+yl =ld+ly = |yl =xy.

3. Représenter graphiquement E.

392 Le plan est muni d'un repére orthonormé
[O, II j]‘ -

SoltE lI'ensemble des points M(‘;) tels que : I,r| +y =1.
1

1. Les points A( 21 .B( 11). C(?) et D(g)
2

appartiennent-ils & E 1

2. Déterminer les points d'intersection de E avec cha-

cune des droites (OI) et (O]).

3. Démontrer que (O1) et (O]) sont des axes de symétrie

pour E.

4. Représenter graphiquement l'ensemble des points

x+y=1

M(‘;) tels que:{ x20
yz0.

En déduire la représentation graphique de E.
5. Représenter graphiquement I'ensemble F des points

M(';) tels que : | + |u] < 1.

- 33 Un imprimeur achéte auprés d'un grossiste 15
bidons d’encre et 20 cartons de feuilles de papier vélin.
A la réception, une partie de la facture est illisible.
Voici ce que le comptable a pu déchiffrer {un point d’in-
terrogation a été mis a la place des nombres illisibles) :

Quan- | Prix unitaire | Prix
Articles tités H.T. H.T.
encre noire 10 40 S00 F 7
encre rouge 2 63 900 F 7
encre bleue 1 51900 F 7
encre jaune 2 72 900 F 7
carton de vélin 80g ? 24 000 F ?
carton de vélin extra ? 32000F ?
Total HT.: 1310500F
TV.A.: ?
Total T.T.C.: 1572600F

Pouvez-vous aider le comptable & reconstituer la facture ?
Quel est le taux de la taxe sur la valeur ajoutée ?

38 Une statuette en bronze a une masse de 1,7 kg
pour un volume de 200 cm®. Le bronze est un alliage de
Cuivre, de masse volumique 8,9 gfcm? et d'étain, de
masse volumique 7,3 g/cm?.

L. Quels sont, en pourcentages de volume, les propor-
tions de cuivre et d'étain dans la statuette ?

2. Déterminer la masse de cuivre et la masse d'étain que
contient la statuette.

i ?15 l.In laboratoire dispose de deux cuves d'acide

l,nu‘;:e}'dﬂ_tma, l'une ol il est concentré 2 1072 mol/l et

Alor oﬁ“:] e.st concentré & 10~ mol/l.

oré s qu'il n'a plus d'eau distillée, un laborantin doit

mn};mr un bidon de 20 | d'acide chlorhydrique
ntré 4 3,07 x 10~? mol/.

Quelle quantité devra-t-il prélever dans chacune des
cuves 7

36 Doux villages A et B sont distants de 18 km et
reliés par une piste rectiligne. Quarante cinq minutes
aprés son départ de A, un marcheur se dirigeant vers B
croise un autre marcheur parti de B ot se dirigeant vers
A. lls conviennent qu'ils feront battre le tam-tam lors-
qu'ils arriveront & destination. On entend le tam-tam du
village A une heure et quart aprés leur rencontre et
celui du village B quinze minutes aprés celui de A.
Calculer la vitesse moyenne de chacun des marcheurs.

37 Le plan est muni d'un repére (O, L. ).
1. On considére l'application du plan dans lui-méme

qui au point M(;) associe le point M(;) tel que :

{ X' =3x+4y-5

V=x—-y+3

a) Trouver |'image de O.

b) Trouver le ou les points, s'ils existent, qui ont O pour
image.

¢) Démontrer que l'application est une bijection.

2. On considere l'application f du plan dans lui-méme

qui au point M(;) associe le point M(';:) tel que :

{ F=ar+by+c

Y=ax+by+c

ol a, b, ¢, a’, b’, ¢’ sont des nombres réels tels que :
ab’'-a'b=0.

Quelle est I'image de O ? Démontrer que f est une bijec-
tion.

38 Le plan est muni d'un repére (0.1, ]) .
On considere l'application du plan dans lui-méme qui

au point M(;) associe le point M(;) tel que :

{ =9 +3y-5

Yy =12Zxc + 4y + 3.

1. Trouver l'image de O.

2. Le point O est-il I'image d'un point du plan ?

3. Trouver le ou les points, s'ils existent, qui ont pour

image le point A(_:,Z)L

4. Démontrer que les images de tous les points du plan

appartiennent 2 la droite (@) d'équation :
4r=3y+29=0.

5. Démontrer que tout point M, de (D) est l'image de

tous les points d'une droite (2,) que l'on déterminera

en fonction de M,

39 Jai trois fois 1'dge que vous aviez quand j'avais
I'age que vous avez, et quand vous aurez l'dge que j'ai,
la somme de nos dges sera 154. Quels sont nos iges
aujourd'hui ?

B0 Soit s et d deux nombres entiers naturels. On
cherche & déterminer un nombre entier naturel de deux
chiffres tel que la somme de ses chiffres soit s et tel qu'en
permutant les deux chiffres le nombre augmente de d.
1. Démontrer que, pour que le probléme ait une solu-
tion, il faut que : 1Ss518 et 9 d S 72.

2. Démontrer que, pour que le probldme ait une solu-
tion, il faut que d soit un multiple degetquesetd

soient de méme parité.
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3. Les quatre conditions trouvées aur questions 1. et 2.
sont-elles suffisantes pour que le probléme ait une solu-
tion ?

&1 Pour un bon confort (et une bonne esthétique),
on respecte généralement, dans la construction d'un
escalier, les régles suivantes : 2h + p = 64 et h S 25, ol
h et p désignent, en cm, respectivement la hauteur et la
profondeur d'une marche.

Dans une cour, on dispose d'un espace permettant de
construire un escalier pour accéder a |'étage. La profon-
deur totale (somme des profondeurs des marches) dis-
ponible est au maximum de 1,60 m.

A quelle hauteur maximale I'escalier peut-il monter en
respectant les normes fixées ?

(On pourra préalablement déterminer le nombre maxi-
mum de marches de I'escalier projeté).

B2 Au marché, Mme Koné achdte dix ananas,
deux mangues, huit bananes et paye 1 400 F ; Mme
Kouassi achéte quatre ananas, quatre mangues, six
bananes et paye 900 F ; Mme Touré achéte deux ananas,

dix mangues et dix bananes.
1. Démontrer qu'il existe deux nombres entiers naturels

10a + 4b =2
aethtelsque:q 2a+4b=10
8a + 6b = 10.

2. En déduire combien payera Mme Touré, sachant que
le prix unitaire de chaque type de fruit est le méme
pour les trois dames.

B3 L'objectif de I'exercice est de calculer la
valeur de sin 15°.
Soit A et B deux points du plan tels que AB = 4. On
construit un point C tel que les angles BAC et ABC
mesurent respectivement 45° et 120°
1. En utilisant le théoréme des sinus, exprimer sin 15°
en fonction de AC.
2. Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).
On pose x = AC et y = HC.
3. Déterminer un systéme de deux équations vérifié par
le couple (x : ).
4. Calculer x. En déduire la valeur de sin 15°.

B8 Un artisan sculpteur produit des objets A et
des objets B. La confection d'un objet A nécessite
6 000 F de matidres premidres, colte 25 000 F de main-
d'ceuvre et sa vente géndre un bénéfice de 10 800 F. La

234 Equations et inéquations dans R x R

fabrication d'un objet B nécessite 14 000 F de matjp
premidres, cofite 15 000 F de main-d'ceuvre et sa ve:;.s
géndre un bénéfice de 9 000 F. Chaque jour, |'al1isa:
limite ses frais d'investissement & 250 000 F poyy la
main-d'cuvre et & 112 000 F pour les matitres pre.
midres.

On désigne par x le nombre d'objets A et par y ),
nombre d'objets B fabriqués en une journée.

1. Exprimer, en fonction de x et g, la dépense journa.
litre pour la main-d'ceuvre et la dépense journalipr,
pour les matidres premigres.

2. (x ; y) représentant les coordonnées d'un point M,
déterminer graphiquement I'ensemble des points dy
plan dont les coordonnées satisfont aux contraintes de
I'artisan.

3. Exprimer, en fonction de x et y, le bénéfice journalier
g réalisé, puis déterminer la production journalidre
pour laquelle g est maximal.

85 Un marchand de glaces vend des glaces en
cornets & une ou deux boules. Chaque jour il dispose de
60 cornets de chaque sorte. Il vend au plus 100 cornets
par jour et il dispose d'une quantité de créme glacée lui
permettant de faire 150 boules. Le bénéfice réalisé est
de 100 F pour un cornet 2 une boule et de 250 F pour
un cornet a deux boules. Déterminer le bénéfice maxi-
mum qu'il peut espérer réaliser en un jour.

86 Dans un zoo, on nourrit les animaux en leur
fournissant un minimum quotidien de 120 kg de glu-
cides, 90 kg de protides et 60 kg de lipides. Il existe
deux aliments préparés, A et B, dont les teneurs en glu-
cides, protides, lipides sont indiqués ci-dessous pour
un sac:

Glucides Protides Lipides
A kg 3 kg 1kg
B 2kg 1kg 2kg

Un sac du produit A coite 5 000 F et un sac du produit
B cofite 2 500 F. Combien de sacs de chaque catégorie
faut-il utiliser chaque jour pour nourrir les animaux au
moindre codt ?

Quelle sera alors la dépense quotidienne ?

87 Un confiseur fabrique et ensache un mélange
de bonbons et de caramels. Le nombre de bonbons est
supérieur ou égal 2 la moiti¢ du nombre de caramels,
mais inférieur ou égal au double de ce nombre. Un
sachet contient au plus 30 friandises. Quel est le conte-
nu du sachet donnant un bénéfice maximal :

1. si le bénéfice est de 30 F par bonbon et de 15 F par
caramel ?

2. si le bénéfice est de 15 F par bonbon et de 25 F par
caramel ?

3. si le bénéfice est le méme (20 F) pour un bonbon et
pour un caramel 7

Dans chaque cas, calculer le bénéfice réalisé.

(On pourra représenter la situation & I'aide d'un syste-
me d’axes dans lequel 1 cm représente deux caramels
en abscisse et deux bonbons en ordonnée).

—
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Statistiques

b

A l'origine, la statistique permetfait de recueillir et de décrire des données numé-
riques concernant des éfats ou des saciétés humaines. Un exemple nous est donné
par I'Egypte ancienne ou le Pharaon exigeait de ses sujets la déclaration de leurs
noms, professions et moyens de subsistance afin de mieux les contrdler. D'autres
exemples sont relatés en Chine des millénaires avant Jésus-Christ.

La statistique était essentiellement descriptive & cette époque. Ce n'est qu’a parlir
du XV siécle qu'elle a évolué vers I'analyse des données, essentiellement gréce @
I'astronomie : la position d'un objet céleste s'établit & partir d'une série d'observa-
tions. On verra alors apparaitre successivement les paroméires de position, puis de
dispersion.
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~Organisation des données " =

La statistique, telle qu'elle a été étudiée dans les classes précédentes, consiste, dans un premier temps
a recueillir des données concernant un caractére commun 2 tous les individus d'une population, '
On procéde ensuite & la mise en ordre des données : a chaque modalité (« Valleur » non nécessairemen;
numérique prise par le caractére), on fait correspondre son effectif, c'est a dire le nombre d'individy
relatif 2 cette modalité. On obtient ainsi une série statistique.

.
Ea Py
L |

—1.1. Exemples

pmmmmm Caractére qualitatif (1)
La bibliotheque d'un lycée contient dans ses rayons 2 000 livres, ainsi répertoriés :

Genre manuel scolaire roman poésie document

Effectif 700 800 100 400

La population étudiée est I'ensemble des ouvrages de la bibliothéque. Le caractere (genre de I'ouvrage)
prend quatre modalités non numériques. Il est dit qualitatif.

emmmmm Caractére quantitatif (2)
Une enquéte portant sur le nombre d'enfants dans chacun des 50 foyers d'un village a donné :

Nombre d'enfant(s) 0 2 3 4 5 6 7 9 10
Effectif 2 3 5 4 11 1 8 4 9

L'effectif total est 50. Les modalités sont des nombres. Ce caractere est dit quantitatif,

gmmmmmm Caractére quantitatif @ modalités regroupées en classes (3)

A l'issue des épreuves écrites d'un examen, le jury répartit, en fonction de la note (sur 20) obtenue, les
candidats en six catégories : refusés, admissibles, admis mention passable, admis mention assez bien,
admis mention bien, admis mention trés bien. Ces données sont organisées dans le tableau ci-dessous:

Note obtenue (0; 8l (8; 10[ (10; 12 | [12;140 | [(14;160 | [16;20]
Effectif 504 518 854 336 140 98

Le caractere étudié est la note obtenue par les candidats. Les modalités sont regroupées en classes,
chaque classe correspondant a une catégorie (refusés, admissibles, etc.). Ici les classes ne sont pas d'am-
plitudes égales : les classes [0 ; 8[, [8 ; 10[et [16 ; 20] ont pour amplitudes respectives 8, 2 et 4.

1.2, Notations

gmmmmm Notation indicielle
Soit un ensemble 2 p éléments. On peut convenir par commeodité de les numéroter de 1 a p. Le premier
sera noté x,, le deuxiéme x,, ainsi de suite jusqu'au dernier noté x,.

Avec cette convention, 'ensemble sera noté {x,, xp, ... . Xk, les points de suspension représentant les élé-
ments non écrits. Pour tout nombre entier i compris entre 1 et p, le i*me glément est noté x;.
e Les nombres 1, 2. ... . i, ..., p sont appelés indices ;

* x;se lit « x indice i » ou simplement « x, { ».

236 Statistiques
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gxemple ) il

Reprenons la série statistique _dﬂnnanl le nombre d'enfants dans les foyers d'un village (§ 1.1).

Cette série comporte g modalités rangées, selon I'usage, par ordre croissant. Notons les de x, 3 x,. Par
=06 4, =Y.

c}([’mp]e' Xy : r R " .

par convention, leurs effectifs seront notés de n, & ng. Ainsi, n; = 2, n = 4.

En abrégé, la série statistique ci-dessus peut étre notée (£ 525, T

o IS As généralte, iy série statistique dont le caractére prend p modalités sera notée
(r;5 M)y g1 ¢ pr T C1ON! I'effectif de la modalité x,.
£ 75

si N est l'effectif total de la série, la fréquence de la modalité x; est le nombre ‘;]_'

La fréquence f; appartient A l'intervalle [0 ; 1]. En effet : 0 < mEN=0% EN‘- <1,

, noté f;.

gpemmmm Notation X

Gardons le méme exemple. L'effectif total de la série (nombre de foyers dans le village) est :
3 N=n,+n,+..+ny=50
On note cette somme 'Z:n"' ce qui se lit : « somme des n, , pour i variant de 14 9 ».
=

D'une maniére générale, p nombres u,, u,, ... , u, étant donnés, on note :

P
‘Enf =Up Uy U,

Propriétés o S Ry RSN R e L
. Suit. P un nnmbij«:é enl:ernalurelnonﬂUI.ul,uz, N

! : iy A i o e

A=A £}

S ARG P B PR

D émonstration
Pour démontrer la premigre égalité, explicitons la somme du premier membre :

[id
,.;t,(“;" r) o= (uy +r)+(uy +r) +(uy + r)+ .+ (u, + r}

FTr+...+T
() + ty + 1y + .o up] +{r+r }

\_—-—Y——u—-"

p fois

P
= E.uf + pr
i=1

On démontre de fagon analogue les égalités (2) et (3).

Exemple
Soit une série statistique ;i n)y 24 < d'effectif total N.

o . ; série est égale & 1.
La somme des fréquences des différentes modalités de cette série est égale &

»

2
i=1
X

n

P I .
En effet :;-Z|f': - iﬁ.?‘,"f |d"aprés la propriété (3)]

Z|.3

=1.

i

N
—1.3. Effectifs cumulés, fréquences cumulees

Dans ce paragraphe, on ne considre que des séries statistiques a caraclre quantitatif dont les modali-

1€s ne sont pas regroupées en classes.

BRmEmmm Introduction
Reprenons I'exemple (2) § 1.1. On peut s¢ poser les questions :f}uvunl[zs :
1. Quel est le nombre de foyers ayant 5 ou moins de 5 enfants ?
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7
2. Quel est le nombre de foyers ayant 7 ou plus de 7 enfants ? .
3. D'une manidre générale, x étant un nombre entier naturel compris entre 0 et 10, quel est le nombre g
foyers ayant x ou plus de x enfants ? x ou moins de x enfants ?

Pour répondre 2 ces questions, on construit le tableau suivant appelé tableau des effectifs cumulés :

Nombre d'enfant(s) : x; 0 ) 3 4 5 2] 7 9 10
Effectif : n, 2 | 3| 5| 4 ||| 8| 4|2
Effectif cumulé croissant 2 5 10 14 25 36 44 48 50
Effectif cumulé décroissant 50 48 45 40 36 25 14 6 2

L'effectif cumulé croissant de la modalité x; est ny + 1y + ... + Ny
L'effectif cumulé décroissant de la modalité x; est n, + ngy + ... + Ny
On peut ainsi lire directement : !

« il y a 25 foyers ayant 5 ou moins de 5 enfants ;

* il y a 14 foyers ayant 7 ou plus de 7 enfants.

memmmmm Effectifs cumulés, fréquences cumulées

~+ On appelle ffectif cumulé croissant (resp. décroissant) de lam
' des modalités inférieures ou égales (resp. supérieures ou égales) a4,

on g AR g

-. Unappeﬂeffé‘l“ﬂ
| effectif cumulé ¢

R

L

e

ic

Donc, en notant N, (resp. N}) l'effectif cumulé croissant (resp. décroissant), F (resp. Fi) la fréquence
cumulée croissante (resp. décroissante) de la modalité x, et N 'effectif total, on a:

k P N Nn
. N = . s N - (W

Remaraues

* N, (resp. N ) est le nombre d’individus dont la modalité est inférieure ou égale (resp. supérieure ou
égale) a x;. .
k p
*Fo=Z2f et F =2/,
eN,=n; ; N;=N ; F.=f, ; F}=1,

e Soit k un nombre entier naturel non nul strictement inférieur a p.
k+1
Ona:N., = Enf

i=1

=(ng+n,+ ...+ )+n,

k
- (15"‘) * s

D'oir: Ny,, =Ny +ny,,.
On démontre de méme que : Ny, =Ni-n. ; F o =F+f,, | Fi,y=Fi=f

Ces égalités sont utilisées de proche en proche pour établir les tableaux d'effectifs ou de fréquences
cumulés,
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V//AEXEFC'CGS S e

la Ons relevé les salaires mensuels, exprimés en milliers de francs CFA, des ouvriers d'un atelier de méca-
nique :
65 83 o 115 04 51 75 7 102 76 105
81 83 o 58 55 90 64 100 108 68 53
51 78 60 95 78 91 79 74 110 77
90 92 B4 88 85 64 71
On regroupe ces données en cinq classes : (50 ; 70[, [70 ; 80[, [80 ; 90[, {90 ; 100[ et (100 ; 120[.
Eiablir le tableau des effectifs et des fréquences. 180 00(; (80 bet ' :
b Dans une classe Flo §ﬁc0nde. les notes obtenues par les 6laves a la dernidre composition de mathématiques
se répartissent ainsi :
Note 2 5 7 8 % 10 [ 11 12 [ 13 | 14 | 15 [ 16 [ 18
Effectif 1 2 3 4 4 7 7 9 5 ) 3 ) 1
1. Quel est l'effectif total de cette série 7
2. Calculer les fréquences, les fréquences cumulées croissantes et décroissantes (les résultats seront pré-
sentés dans le méme tableau).
3. Quel est le pourcentage des éldves qui ont obtenu une note supérieure ou égale a 10 ?
l.c  On considere deux suites de nombres : (1), ¢ ;¢ et (0); ;<4
4 4 4 4 4
1. Exprimer en fonction de E:c, et de sz’: a) Z2u, ; b) Z(2u,+3v) ; ¢ Z(2u,+3v,-5).
= =1 i=1 i=1 i=1
2. Vérifier les résultats établis a la question précédente dans le cas des données suivantes :
u1=3 i u2=5 P Uy =7 u4=9 P D=2 ; vy=5 vy =4 p, = 11.
1.d 1.Relevezla premiére lettre du nom de famille de chaque éléve de votre classe. Quel type de caractére est

ainsi étudié ?
2. Regrouper les données obtenues dans un tableau ol apparaitront les modalités, leurs effectifs et leurs
fréquences.

Les informations données par une série statistique peuvent étre visualisées par une représentation gra-
phigue facilitant leur compréhension.

—2.1. Diagrammes circulaires - Diagrammes semi-circulaires

Dans un diagramme circulaire ou semi-circulaire, chaque modalité est représentée par un secteur circu-
laire de mesure, donc d'aire, proportionnelle a son effectif ou 2 sa fréquence.
Exemple

Reprenong I'exemple (1) § 1.1. Les diagrammes sont construits a l'aide du tableau de proportionnalité ;
o o ;

Genre
e

manuel scolaire

roman

poésie

document

total

| équence

35%

40 %

5%

20 %

100 %

Tdelsm du secteur circulaire
~—33ramme circulaire)

126°

144°

18°

79°

360°

’("-Esure de l'angle
%ml-clrculalre)

63°

72°

9!1

36°

180°
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manuels scolalres

romans

poésie

documents

ée par de tels diagrammes, pourvu que le nombre

N'importe quelle série statistique peut étre représent S ¢
» H oy . utilise plutét pour des séries a caractére qualitatif,

de modalités ne soit pas trop élevé. Toutefois, on les

2.2, Diagrammes a bandes

Gardons le méme exemple. Les modalités sont Effectif
cette fois représentées par des rectangles ayant la 800
méme « base » et des « hauteurs » proportion-
nelles a leurs effectifs (ou fréquences).

Une telle représentation est appelée diagramme a
bandes.

600

400

Genre manuel roman poésie |document 200

scolaire
Effectif 700 800 100 400

Remarques

* Les diagrammes & bandes sont plutét utilisés pour représenter des séries statistiques & caractére qua-
litatif.

e Les graphiques suivants ne peuvent étre dressés que dans le cas de séries statistiques @ caractére quan-
titatif.

poésie document

roman

manyel
scolaire

—2.3, Diagrammes en batons
Fréquence

Pour des données non regroupées en classes, on 25%
peut représenter les effectifs ou les fréquences par oo
un diagramme en bdtons comme sur la figure ci-

contre (exemple (2) §1.1). 15%
On peut lire sur ce graphique que la plupart des 10%
foyers de ce village ont entre 5 et 7 enfants.

Gardons le méme exemple. On peut aussi utiliser 5% 4
les diagrammes en bétons pour représenter les 0%
effectifs ou les fréquences cumulés : 01

Nombre
d'enfants

2 3 456 7 8910

Efslgct'rl' cumulé crolssant

40
e .

30

20

10

{
0 8 9 10 Nombre y 19 5 6 .0 10 Nombre |
bTJ d'enfants 0 2 345 66?3 roR R denfants
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On li
Je second

Diagrammes cumulatifs

On peut représenter les effectifs (ou les fréquences) cumulés croissants par un diagramme cumulatif.

On a représenté ci-dessous les effectifs cumulés relatifs a 'exemple précédent :

n suppose que le nombre moyen d'enfants par foyer dans ce pays est 6,3.
{ sur le premier graphique que 36 foyers du village sont en dessous de la moyenne nationale et sur
que 14 foyers sont au dessus de cette moyenne.

Nombre d'enfant(s) ) 4 5 5 ) 10
Effectif 3 4 | 11 n 4 9
Effectif cumulé croissant 5 10 | 14 | o5 | 36 28 | 50
Effectif cumulé croissant
50 — =
= 4 o
40 e =
e —— 1—___""'—:"__'.'."__'?_'__— — — =
e e —————
See—=—tu——1—tF
e :‘:I-h—{:.—_:—._: :'“_:. —
10 — % a, =
$ i = Nombre
0 1 9 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1g denfants

Le diagramme des fréquences cumulées croissantes sera le méme que celui desl effectifs cumulés crois-
sants, seule l'unité sur I'axe des ordonnées change. Sur cet exemple, a I'effectif total (50}, on fera cor-

respondre la fréguence 1.

—2.8.. Histogrammes

Dans le cas d'un caractére quantita-
tif regroupé en classes, on peut
représenter la série par un ensemble
de rectangles appelé histogramme.

Chaque rectangle a pour « base »
'amplitude d'une classe et une aire
proportionnelle 3 son effectif (ou a
sa fréquence).

Si les classes sont d'amplitudes
égales, la « hauteur « de chaque rec-
tf‘nglﬂ est donc proportionnelle a
leffectif de la classe correspondan-
le : sinon, la présence d'un axe des
ordonnées est dépourvue de sens.

On a construit ici I'histogramme

gilaltifaux données de l'exemple (3)
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note h, la « hauteur » du rectangle représentant la £*™° classe et g, 5o,

rtionnalité des produils a;h; (aires des rectangles) et des effectifs Cor.

D'un point de vue pratique, si on
fois choisie I'une d'entre elles.

amplitude, I'écriture de la propo

respondants permet de déterminer toutes les hauteurs, une o
: gh, 2h, 2h; 2hy 2hs 3%

Dans notre exemple, il vient: ¢m2 = =23 =557 “336 140 28

Pour 'histogramme ci-dessus, on a choisi kg = 1 mm.

mExercices B AR A AAARET A A

En reprenant les données de l'exercice 14,

- bovine, exprimée en 2.c ;
il e pogrltan &9 . construire I'histogramme relatif & cette série,

milliers de tétes, dans quatre pays, pour l'an-
née 1996 (d'apriés ATLASECO 1997).

Pays |Cameroun| Mali Niger Tchad 2.d  Untest pruposéa_ une classe de 40 é[bfves com-
Bovins | 5 000 5 500 4750 4 750 prenait 4 questions. Le .tublcau ci-dessous
indique le nombre (n;) d'éléves ayant réponduy
1. Dresser le tableau des fréquences de cette correctement & x, questions.
série statistique.
2. Construire le diagramme circulaire relatif a L) 0 1 g 3 4
celle série. n, 3 8 16 7 4
. . Sur le méme graphique, en utilisant deux cou-
2b on reprenfl les dfmnées de l'exercice 1.b. leurs différentes, tracer les diagrammes en
1. Construire le diagramme en bitons des effec- batons des fréquences cumulées croissantes et
tile, : : . décroissantes.
2. Construire le diagramme cumulatif des
effectifs.

11 arrive que l'on veuille résumer une série statistique par un seul nombre appelé caractéristique de posi-
tion qui donne une idée sur les valeurs prises par le caractere. Les trois caractéristiques de position les
plus utilisées sont le mode, la moyenne et la médiane, ces deux derniéres ne concernant que des séries
A caractére quantitatif, dont nous supposerons ici les modalités non regroupées en classes.

—3.1. Mode

Définition __________
 On appelle mode d'une série statistique toute modalité d'effectif maximal.
Exemple

Une enquéte effectuée & la demande d'un fabriquant de chaussures et portant sur les pointures d'une
population masculine a donné les résultats suivants :

Pointure 39 | 40 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | a6
Fréequence | 5% | 10% [ 13% [ 17% | 20% | 17% | 13% | 5%

Le mode de la série statistique ci-dessus est 43, ce que l'on peut exprimer en langage courant en disant
que la pointure la plus courante dans cette population est le 43.

emarqgues

* Certaines séries statistiques, comme celle de I'exemple (2] §1.1., admettent plusieurs modes.

¢ Cette caractéristique de position prend toute sa signification si une modalité domine nettement les
autres.
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1.2 Moyenne
renons la série §t_atislique de l'exercice 1.b. Pour calculer la moyenne m des notes obt
?1%535. on peut additionner toutes les notes et diviser le total par le nombre d'él2ves, s-::?it segues feal

s il semble plus judicieux d'utiliser le fait que les données ont été organisées : plutdt que d'avoir a
additionner, par exemple, neuf nombres 12, il est plus rapide d'effectuer 12 x 9.

(1x2)+(2x5)+(3x7)+(4x8)+(4x9)+(7x10)+ (7 x11)

Ona:m= 50
N (9% 12) + (5% 13) + (2 x 14) + (3 x 15) + (2 x 16) + (1 x 18)
544 50
50
= 10,88

mar
La moyenne peut s’exprimer aussi en fonction des modalités et de leur fréquence.

ssemmm Disposition pratique

Pour calculer la moyenne, on peut dresser le tableau suivant :

8 9 10 11 12 13 14 15 16 18 | Total
4 7 7 9 5 2 3 2 1 50

36 70 77 | 108 | 65 28 45 32 18 | 544

x; 2 5 7
. 1 4 3 4
n, x 9 10 21 32

La moyenne se calcule alors facilement : X = %_%: 10,88.

—3.3. Médiane

erzmmmm Introduction

* On reléve les Ages d'un groupe de 15 person
12, 12, 13, 13, 13, 15, 16, [16]. 17, 17, 17, 18, 18, 16, 19.

est le 8° élément de cette série statistique.
Il y a 7 6léments placés avant|16] et 7 ¢léments placés aprés. o
(ou la médiane) de la série statistique.

Le nombre réel M = 16 est la valeur médiane . ,
* Une personne, igée de 18 ans, vient se joindre au groupe précédent. La série, ordonnée. R

12, 12, 13, 13, 13, 15, 16, [16).[17], 17, 17. 18, 18. 18, 18, 19.
s

Maintenant, il y a 7 éléments placés avant et 7 6léments placés apreés . 1 ‘
On Cﬂnvienldrayd'appelef médgﬂﬂ de cette série statistique tout r-lmlnbre réel M de l'intervalle [16 ; 17].
L'intervalle [16 ; 17] est appelé intervalle médian de la série statistique-

nes et on les range par ordre croissant :
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mEmmmm Définition et détermination pratique

Définition ______———
' On appelle médiane d'une série statistique d'effectif total N 1 . .
d'individus de modalité supérieure ou égale & M et le nombre d'individus de modalité inférieure oy

égale & M soient tous deux au moins égaux a -1}

out nombre réel M tel que le nombre

B emarques

o Il existe d"autres définitions, plus restrictives, de la médiane. Toutes mettent en évidence la nation
intuitive de partage d’une population en deux groupes de méme effectif.
* Une médiane n'est pas toujours une modalité de la série.

e Une médiane peut étre un nombre réel unigue ou tout nombre d'un intervalle (fermé} de R.

Exemples

Pour la détermination pratique de la médiane (ou de l'intervalle
en batons des effectifs cumulés croissants et décroissants.
Reprenons les données des deux exemples de l'introduction.

médian), on peut utiliser les diagrammes

o 17 exemple : Age 12 | 13| 15 | 16 | 17 | 18 | 19
Effectif 2 3 1 2 3 3 1
Effectif cumulé crolssant 2 5 6 11 14 15
Effectif cumulé décroissant 15 | 13 | 10 9 7 4 | 1

Effectif cumulé
15 -

Bl Effectif cumulé croissant
mm Effectif cumulé décroissant

Dans ce cas, seule la modalité 16 a un effectif

cumulé croissant et un effectif cumulé décroissant

1.5

tous deux supérieurs ou égaux a % =7,5.

I
19 Ade Donc la médiane est 16.

0T 13 15 16 17 18
. 2F em:mp.’ﬂ 3 i\ge 192 13 15 16 i 17 | 18 19
Effectif o 3 | 1 t 0 I 3 4 | 1
| Effectif cumulé croissant 2 5 | 6 | 8 I 1 15 16
Effectif cumulé décroissant 16 | 14 | 11 | 10 | g8 | 5 | 1
Effectif cumulé w EifieiEommid srlamm

16 mm Effectif cumulé décroissant

Dans ce cas, les modalités 16 et 17 ont un effectif
cumulé croissant et un elfectil camulé décroissant
tous deux supérieurs ou égaux d %'I- = .

Donc tout nombre réel M de lintervalle [16 3 17

0% 13 i85 36 17 18 19 Age est une médiane de la série,
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WExercices B AT o o AT

30 On considére la série suivante de notes obtenues lors d'un devoir dans une classe de 50 élaves :

Note 4 6 7 B 9 10 11 12 13 14 15 16 18
Effectif 1 2 2 4 5 7 7 9 5 2 3 4 1
1, Quel est le mode de cette série statistique ?
2. Construire le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants.
3. Déterminer la moyenne de cette série.

4. Représenter les effectifs cumulés croissants et décroissants par un diagramme en batons.
En déduire la médiane de cette série.

3b Les pointures d'un stock de 500 chaussures sont ainsi réparties :

Pointure 40 41 49 43 44 45 46 47
Effectif 30 10 10 200 20 200 20 10

1. Quels sont les modes de cette série statistique ?
2. Construire le tableau des effectifs cumulés croissants et décroissants, En déduire une médiane de cette

série.
3. Déterminer la moyenne de cette série.

T e |

Caractéristiques de dispersion

Dans ce paragraphe, on ne considére que des séries statistiques 2 caractére quantitatif dont les modali-
tés ne sont pas regroupées en classes.

La moyenne est une caractéristique de position ; elle n'apporte aucune information sur la répartition des
individus autour d'elle : on ne sait pas s'ils sont plutét proches ou plutét éloignés d'elle. Une caractéris-
tique de dispersion est un nombre qui permet de rendre compte de cette situation, ce nombre peut étre
considéré en un certain sens comme « I'éloignement moyen » des individus de la moyenne. En attribuant
différents sens mathématiques au terme « éloignement moyen » on obtiendra différentes caractéristiques
de dispersion. Nous ne définirons ici que trois caractéristiques de dispersion : I'écart moyen, la varian-

ce et I'écart type.

—4.1. Ecart moyen

Les notes en mathématiques de deux éléves A et B sont consignées dans les tableaux suivants : '

3 |
wg b et |
b= A |

Eléve A Eléve B
Note 8 Q 12 13 Note 8 9 10 11 19
Effectif 2 3 9 1 Effectif 1 1 4 1 1

Ces deux éléves ont la méme moyenne 10. Mais un examen de la distribution des notes montre des dif-
férences sur leur régularité.

Pour faire ressortir cet aspect, on peut ca
2)8 - 10| + 3/9 — 10| + 2J12 - 10 + 13 - 10|

X I

8 — 10| + [0 — 10| + 410 = 10| + [11 = 10| + 12 =10 _

* Pour I'élave B s ep = | | | +4] = = 0,625.
Ainsi e, < e,. Les notes de 1'éleve B sont moins dispersées que celles de l'éleve A :

lier que I'¢léve A.
¢S nombres réels e, et ey sont appelés écarts moyens.

lculer la distance moyenne entre les notes et la moyenne .

= 1,75.

* Pour |'6lave A 1€y =

I'éléve B est plus régu-
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!Définition

R —— - n s N T S T

Smt une série statlsthue ( indcicpde moyenne . L'écart '_'"“!"E“, est le nombre réel ¢, déﬁfli par:

Gk SV TSR
e n'l"rl-'ili'nzklﬁfl‘."'+nplxp-f| 2 'tzlnthi_x :
[ iy £k S b,
ﬂ: + nz + s .+_.l'_lp- Einl

—4.2 Variance - Ecart type

memmmm Définitions

On peut également calculer la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. On obtient :

2(8 — 10)2 + 3(9 — 10)2 + 2(12 — 10)% + (13 — 10)?
* Pourl'éleve A : V, = ( ) ( ) [ i P

8

B—10)% + (9 — 10)2 + 4(10 — 10)2 + (11 — 10)? + (12 — 10)?
* Pour I'éléve B : V = { P+l ] ( =1,25.

8
Le nombre réel V, (resp. Vy) est appelé variance de la série des notes de l'éléve A (resp. B).

On utilise beaucoup la racine carrée de la variance, appelée écart type.
Dans notre exemple, les écarts types sont les nombres 6, et oy définis par :

Cp = \r\{\ =187 et op= ‘.VB =92

' Soit une série slatlsthue {.r n ]1 ci<h de muyenne r, d eﬂ'e{:hf N et de variance V.

ey v- (N .fE" i ) |

D émonstration

n,(x, -X)2 + n,(x, -+ ..+ :'1‘,1[.1:10—.?]2

N
D e 2 e R B e =D 2 0 T4 2
_"1[-“1 2o X +X7) + (e — 20, + ) + . 4 (g 2x, + 1)
N
2 2 2
XY+ X+ L+ X _ X ngGt L+, n+R, + .. 40,
= -2x. + X
N N N
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On peut retenir cette formule en se rappelant la phrase suivante :
« Ja variance est la différence entre la moyenne des carrés et le carré de la moyenne ».

Exemple

On utilise cette formule pour calculer la variance et I'écart type d'une série statistique en disposant un

tableau de la fagon suivante :

x, | 8 o [ 12 | 13 [ Total
n | @ 3 ) 1 8
nx, | 16| 27 | 24 [ 13 | 80
nx?| 128 | 243 | 288 | 169 | ses

Exemple x, | 1,55]1,60(1,63|1,65[1,68|1,70] 1,74 1,81 | 1,84 [ 1,88
n, | 78| 8|10 7|18 1] 8|3
p
N=100;%=1,7054;0~0,084 7 ;  Zn kP = 201,556 4.

P T

T v-—F\"‘-ﬂ—v—j-:- T

L

Rl oo

ey _-.-_,.— R e .,--...:-,;..

Par conséquent, la variance est :

828

8

b e rw--.v .-.-—-....:

2
” (%‘5') = 103,5 - 100 = 3,5.

' Les calculatrioes possédent en général un mode stat:suque 1 et u.n moda stahsthue 2 En

l

seconde, on n'aura & utiliser que le premier.

Il donne la possibilité de rentrer las données mpldament en tapant chaque valeur du ca.racté-
re avec son effectif. On utilise pour cela une touche nommée, en général,[DATA]. Pour plus de |

ST —'.:-'—"—.—.]

|

détails sur la fagon de procéder, se reporter au mode d'emploi spécifique 2 chaque calculatri- |
ce, sans oublier de regarder par la méme occasion comment on peut corriger une donnée lors- |

_qu'on s'est trompé. Les erreurs sont fréquentes surtout lorsque le nombre de données est

important. Et il serait alors particuligrement ennuyeux d'avoir a tout recommencer.
_‘Une fois les données rentrées, éventuellement corrigées, vous disposerez, en général, d un cer-

tam nombre de touches vous donnant :

- l'effechf total : N = Zn ;

} ' .. it
'=la moyenne : x = —
- ynn x=

t—znnf't‘ :

L - l‘écart typa u’ En! {x, x]

24
¥

|-._.__ -

‘ﬁ'-.‘A-v:.

e e e e Ui

- la somme des mrrés des moclahtés < Zn,xt

iy R SN

o]

R .
i Tl 2 S S PR Rt s W L M m e A T S T T il e =

p
On peut vérifier la formule : o? = o Eﬂrﬁz -x?
N =1

-

= 2,915 564 — (1,705 4)Z = 0,007 174 8.
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4.3, Travaux dirigés

EEEEEE 1. Deux usines A et B d'un méme groupe industriel produisent des ampoules de 60 W ¢y
de 75 W . Des tests de qualité sont menés dans chacune des usines. Les résultats obtenus sont repor-
tés dans les tableaux suivants :

60 W A B | Total 75 W A B | Total]
ampoules testées 7000 | 3000 ampoules testées 6000 (11000 | |
ampoules défectueuses 30 10 ampoules défectueuses 40 70 |
taux de fiabilité taux de fiabilité =

1°) a) Compléter les tableaux ci-dessus. : y )
b) D'aprés ces tableaux, laquelle des deux usines semble avoir la production de meilleure qualité 7

2°) @) On garde les mémes données mais on ne dis- A B Total
tingue plus les ampoules suivant leurs puis-
sances. Compléter le tableau ci-contre. ampoules testées 13 000

b) D'aprés ce tableau, laquelle des deux usines [ 3 oqules défectueuses
semble avoir la production de meilleure qualité ?

3°) Conclure. taux de fiabilité

S olution

1°) a)
60 W A B Total ISW A B Total
ampoules testées 7000 | 3000 |10000 ampoules testées 6000 [11000 |17 000
ampoules défectueuses 30 10 40 ampoules défectueuses 40 70 110
taux de fabllité 99,57% [99,67% | 99,6% taux de flabilité 99,33% [99,36% |99,35%

b) Sur chaque type d'ampoule, l'usine B obtient un meilleur taux de fiabilité que l'usine A. Il semble
qu'elle ait une production de meilleure qualité que l'usine A.

2°) a) b) Sur la totalité des ampoules testées, 'usine A
obtient un meilleur taux de fiabilité que l'usine B.

A B Total [ 11 semble qu'elle ait une production de meilleure
ampoules testées 13000 |14 000 |27 000 qualité que l'usine B.
ampoules défectueuses 70 a0 150
taux de fiabilité 99.46% (99,42% | 9944%

3°) En analysant de deux fagons différentes des données statistiques, on peut parfois en tirer des conclu-
sions contradictoires.

EENEEEE 2. 1°) Suite & une enquéte portant sur un caractére quantitatif d'une population d'effectif
total N, on a obtenu une série statistique (x; ; n;) dont la moyenne est notée Xy. A cette population, on

ajoute un nouvel individu dont le caractére prend la modalité x;. On obtient ainsi une nouvelle série
statistique d'effectif total N + 1, dont on note la moyenne XN

N.i",; +.t;
(1).
N+1

Application : Le professeur de mathématiques de la classe de seconde C1 a réparti les notes obtenues
par 44 éléves de la classe lors du dernier devoir dans le tableau :

Note 3 5 7 9 10 11 12 13 15 17 18
Effectf 3 4 2 3 5 8 5 6 3 1 2

Démontrer que : X, =

11 a calculé la moyenne de la série : 10,5. Or il i i :
: 10,5. y a en fait 45 éléves dans la classe, mais I'un d'entre eux
a rendu sa copie en retard. Il obtient finalement la note 6. Calculer la moyenne des notes des 45 éléves.
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2°) On effectue maintenant deux enquétes étudiant le méme caractére
disjointes d'effectifs totaux respectifs N, et N,.
: insi éries statistiques de o :
n obtient ainsi deu!( s q moyennes respectives x; et x, . On regroupe les deux sé
eﬂn une seule d'effectif total N = N, + N, et de moyenne Xy il PR e
o _ Ny +N, x,
pémontrer que : Xy = TN, N, (2).

quantitatif sur deux populations

Application : le professeur de la classe de seconde C1 (question 1°
se de seconde C3 qui comporte 40 éléves. Au méme devoir,
réparties dans le tableau :

b) est également en charge de la clas-
les notes obtenues par ces derniers sont

Note 4 6 7 8 9 10 1" 12 14 16 18
Effectif 2 2 1 3 3 8

4 5 5 4 3

La moyenne des notes de cette classe est 11,25, Calculer directement la moyenne de I'ensemble des deux

classes (y compris le retardataire de la seconde C1), puis vérifier le résultat obtenu en regroupant les
deux séries en une seule,

Solution guidée

Les égalités (1) et (2) se démontrent de la méme manidre, en remarquant que, pour une série statis-

P
tique (x;: n;),¢ ¢, d'effectif total N, si on note S la somme I_Zln!.t‘ » S est la somme des valeurs du

caractére prises par tous les individus, etona:x = -I%- etdonc S =N

1°) Etablir que la somme des valeurs du caractere prises par les N + 1 individus est égale & Nxy + x;.

Conclure.

44 x 10,5 + 6
45

2°) Etablir que la somme des valeurs du caractére prises par les N+ N, individus est égale a

N, x; + N, X, . Conclure.

Application : la moyenne des 45 él2ves est = 10,4.

45 x 10,4 + 40 x 11,25

Application : la moyenne des notes des deux classes est =

Remaraues

¢ L'égalité (1) est un cas particulier de I'égalité (2). Elle correspond au cas ol I'une des deux séries ini-
tiales de la question 2. a un effectif total égal a 1.

* L'utilisation de la notation X serait ici délicate car certaines modalités peuvent apparaitre dans les
deux séries ou seulement dans I'une des deux.

= 10,8.

ME X T CICOS Lo s i s o AT o A

4.0 On releve les dges d'un groupe de 15 personnes (exemple d'introduction du § 3.3).
1. Calculer la moyenne de la série et compléter le tableau ci-dessous.
2. Déterminer I'écart moyen et |'écart type de cette série.

Age (x)) 12 | 13 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | Total

Effectif (n,) 9 3 1 2 3 3 1

be -

n, e - x|
2

X

2
n, x;

4b On reprend les données de l'exemple (2) §1.1.

Déterminer de deux maniéres différentes I'écart type de cette série.
Nombre d'enfant(s) 0 2 3 4 5 6 7 9 10
Effectif 2 3 5 4 11 1 8 4 2
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_ Exercices

1,71 1,72 182 157 175 178
APPRENTISSAGE it - B R - T o
1,77 1,69 1,78 1,71 1,82 1,62
. 1,74 1,69 1,7 1,79 1,65 1,75
Notatlon 2 17 184 184 173 1688 174
1,78 1,68 1,79 1.74 1,6 1,73
1 On considére le tableau suivant : 1,72 1,79 1.74 175 1,68 1,74
1,69 1,73 1,64 1,74 1,67 1,72
i 1 9 3 4 | Total 1,63 1,75
h - 2 > : 1. Regrouper les données dans un tableau suivant les
Ui -1 ‘ i classes [1,5; 1,60 ; [1,6 : 1,65[ ;: [1,65; 1,7[ : [1,7 ; 1,75 ;
u? (1,75 1,80 [1,8: 1,90 ; [1,9: 2].
vt 2. Construire ’histogramme correspondant (une classe
w D d’amplitude 0,1 sera représentée par un rectangle de
L2 base 3 cm et le rectangle représentant la classe [1,65 ;
(y; + v)* 1.7[ aura une hauteur de 2 cm).

1. Compléter le tableau.

4 2 4 4 2 4
2. CDITIPBIBT (f -E‘llli) et I:E}uf 4 pUiS (i’ ZIDI) et . ;210'[2. Bovins Fréquence Ovins Fréquence
(x 1 000) (x 1 000) (%)
4 4 4 3
3. a) Exprimer X (u, + v)? en fonction de Zu?, de X v? Béuin 1250 3,35
% i=1 (=1 i=1 Burkina 4 250 19,85
et de ,E,"t X v;. Cameroun| 5 000 13,7
Guinée 1 750 1,6
b) Vérifier la formule obtenue a I’aide du tableau. Mali 5 500 18,6
2 Reprendre, sans expliciter les sommes notées 2 Niger 4 150 1879
l'aide du symbole Z, la rédaction de la démonstration Sénégal 2 750 16,6
de la formule de Keenig (§4.2) en partant de la défini- Tchad 4 750 7,55
tion de 1'écart type : TOTAL 28 000

p
t Z‘i"' =5

N

Représentations graphiques

3 « Que j'aime & faire apprendre un nombre utile

aux sages ! varits:
Immortel Archiméde, artiste ingénieur, ’

ui de ton jugement peut priser la valeur ? ==
J?our moi .r;n%uroblénfe eut de pareils avantages. » Durée [0;1,50 |(1,5;950] 125;3 | (3;33
Ce « potme » a été utilisé par des générations de Effectif 13 37 37 34
lycéens pour retrouver les trente premiéres décimales S
du nombre n en comptant les lettres des mots qui le Durée (35;:4 | [4;45 | 145;5 | [5;55!
composent. On s'intéressera ici & la population des Effectif 80 2 53 49
voyelles de ce texte.
:'E.tir;n:.n frutiseffeﬁlf des cing modalités : « a » Durée [55:6 | (6;65 [l65;7,50] 17,5;%
2. Représenter la série statistique obtenue par un dia- Effectif 32 23 33 _2

gramme circulaire.

& On arelevé la taille (en matre) de 50 individus.
Les résultats obtenius sont les suivants :

250 Sstatictianee

B Le tableau ci-dessous recense les tétes de bétail

(bovins et ovins) dans huit pays :

1. Compléter le tableau (on arrondira les fréquences a

1073 prés),

2. Dessiner un diagramme circulaire représentant la
répartition de la population de bovins de ces huit pays.
3. Représenter par un diagramme & bandes les effectifs

de la population ovine de ces huit pays.

6 Une série de tests sur la durée de vie (en années)
de composants électroniques a donné les résultats sul-

1. La fréquence de la classe [4 ; 4,5( est 0,14. Quel est
I'effectif total de cette série statistique ?
2. Construire un histogramme de cette série.
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7 Soit une série statistique représentée par le dia-

me cumulatif suivant :
s Tt o
T : :
o= 3 -
Bf----" ?____._._‘:; E E
0—-_-_1-365_2000 4000 5000

1. Quelle est la nature du caractére étudié et quelles

sont 5es modalités 7 ‘
2. Dresser lo tableau des effectifs et des fréquences de

cette série.

8 Un enquéteur a relevé les superficies des 60
exploitations agricoles d'un village, puis a regroupé ces
données en quatre classes : moins de 4 ha, de 4 4 6 ha,
de 6 2 8 ha et de 8 2 14 ha. Il a représenté la série sta-
listique ainsi obtenue par I'histogramme ci-dessous :

ha

0 4 -] l lB — 14
Dresser le tableau des effectifs et des fréquences de
celte série.

Caractéristiques
de position

9 Relever I'age et la taille de chaque éléve de la
classe.
L. Dresser le tableau des effectifs et des fréquences pour
It::‘ caractére « age ». Déterminer le mode et calculer
I'age moyen des éléves.
Z. Aprés avoir regroupé les tailles en classes d'amplitu-
de 5 ¢m, dresser le tableau des effectifs corrrespondant
8 ces classes et construire I'histogramme de cette série
statistique.

10 ona relevé, dans le tableau suivant, la premie-
e lettre du nom de famille d'un groupe d'individus :

Als | c|p ] E F |6 | H |
V) er(18 14 ] 3 |7 [17] 8] 0
!kt [mwnNlo|lr|a]Rr
314716 6| 2 |11] o012
i u |l v | w]| x y z
18] o8 |3 o] o]

1.
Qu?l est le mode de la série ?
-D culer Ja fréquence de 1'ensemble des individus
nt le nom commence ;

L

a) par une voyelle ;
b) par une des cinq premieres lettres de 1'alphabet ;
c) par une des cinq dernigres lettres de I'alphabet,

11 Pendant un mois (30 jours), un client poin-

9 tilleux a pesé chaque jour, & un demi-gramme
@E prés, les quatre baguettes de pain que lui livre
son boulanger.

1l a inscrit les résultats dans le tableau suivant :

Masse Effectif Em Egrﬁfu?éf
crolssant décrolssant
140 24
140,5 20
141 16
141,5 14
142 13
142,5 10
143 9
1435 7
144 3
144,5 2
145 2

1. Compléter le tableau.

2. Calculer la moyenne de cette série statistique. En
déduire la quantité moyenne de pain (en grammes)
achetée chaque jour par ce client.

3. Représenter les effectifs cumulés croissants et
décroissants par un diagramme en bétons et en déduire
la médiane (ou un intervalle médian) de cette série.

12 Dans le but d'équiper le laboratoire de son éta-
blissement, l'intendant achete des calculatrices dont
les prix varient de 1 000 2 4 500 Francs .

1. Compléter le tableau suivant :

Prix Effectif Effectif | Fréquence | Fréq. cum.
{en F) cumuké crolssante
1000 1
1500 6
2 000 23
2 500 38
3000 49
3500 57
4 000 62
4500 64
Total 1

2. Quelle est la fréquence des calculatrices achetées au
prix de 3 500 F 7 Quelle est la fréquence des calcula-
trices dont le prix est supérieur ou égal a 2 000 F ?

a3000F7?
3, Calculer le cont total de cet achat et le prix moyen

d'une calculatrice.

13 La moyenne des notes de Frangais d'un éleve
A I'issue des neuf premiers devoirs est 11,75 sur 20.
Quelle meilleure moyenne peut-il espérer obtenir aprés
un dixidme et dernier devoir ?
Sa moyenne peut-elle dtre inférieure & 10 4 l'issue de ce

dernier devair ?
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14 La moyenne des notes d'un éléve en
Mathématiques est actuellement de 12,5 sur 20. Avec
une note de 16 sur 20 au prochain contrdle, cette

moyenne passerait & 13.
Quel est le nombre de contrdles effectués & ce jour ?

C aractéristiques
de dispersion

15 On lance deux dés 60 fois de suite et on note,
pour chaque lancer, la somme des points obtenus.
On obtient le tableau suivant :

Points [ 2 [ 3| 4|5[6]7[8]|9[|10]11]12
Effectif| 2 | 3 (3|5 |8 |11|[9|8B[5[3]3

1. Calculer la moyenne, I'écart moyen et 1'écart type de
cette série statistique.

2. Construire les diagrammes en batons des effectifs
cumulés croissants et décroissants.

En déduire la valeur de la médiane.

16 Lors du contrale d'un lot de 400 pointes, on a
&) relevé la taille (en mm) de chacune d’elles, et
regroupé les résultats dans le tableau suivant :

Tallle (en mm) |  Effectif
28,5 )
98,8 9
29,1 5
29,4 15
99,7 60

30 165
30,3 95
30,6 21
30,9 15
31,2 9
31,5 4

1. Calculer la moyenne m et I'écart type o de cette série.
2. Quel est le pourcentage du nombre de pointes dont
a taille est comprise entre m—cetm + o7

17 Un professeur de Frangais recense le nombre

g5, de livres lus par chacun de ses 180 éléves au
@ cours du dernier mois.
Il obtient le résultat suivant :
18 éléves n'ont lu aucun livre,
72 éleves ont lu 1 livre,
45 6leves ant lu 2 livres,
36 éléves ont lu 3 livres,
g éldves ont lu 4 livres.

1. Recopier et compléter le tableau suivant :

Nombre de livres 0 1 2 3 4
Effectif

Fréquence

fFréquence (en %)

Effectif cumulé croissant
Effectif cumulé décroissant

252 statistiques

2. Combien d’él2ves ont lu au moins 2 livres ? moins de

2 livres 7 . L
3. Quel est le mode de cette série statistique ? Calculer

la moyenne, l’écart moyen et I’écart type.
4. Représenter le résultat de cette enquéte par un dia-

gramme circulaire.

48 Une usine utilise deux types de machine, M,
et M,, pour produire la méme pidce. La direction
@ a relevé la production journalidre de chacun de
ses ouvriers :
— les ouvriers travaillant sur une machine M, produi-
sent entre 35 et 39 pidces par jour ;
— les ouvriers travaillant sur une machine M, produi-
sent entre 40 et 44 pidces par jour.
On regroupe ces données dans le diagramme en bétons
suivant :

Nombre d'ouvriers
25 = 11— —

90 b ———— ——

15— T Eee——

10—

5 _-:..,___  pu— _.‘.

B i

03536 37 38 39 40 41 42 43 44
Nombre de piéces par jour

1. Organiser les données dans un tableau faisant appa-

raitre les effectifs (nombre d'ouvriers) n, correspondant

a chaque modalité (nombre de pices) x,, ainsi que les

produits n, x, et n, x2.

2. Calculer la production journaliére moyenne :

a) des ouvriers travaillant sur la machine M, ;

b} des ouvriers travaillant sur la machine M, ;

c) de I'ensemble des ouvriers.

3. Déterminer le mode, la médiane et calculer I'écart

type de cette série.

APPROFONDISSEMENT:

19 On releve les tailles, en cm, des éléves d'une
classe de seconde et on les regroupe en classes selon le
tableau suivant :

Taille Effectif
[154 ; 158] 9
(158 ; 169 5
(162 ; 164( 5
(164 ; 168] 7
1166 ; 168 8
(168 ; 170( 10
(170; 179 8
(1792 ; 174( 7
(174 ; 178 6
(178 ; 182 )

1. Dresser I'histogramme des effectifs de cette série sta-
tistique.

Scanned by CamScanner



2. Combien y a-t-il d'él2ves dont la taille est supérieure A
1,70 m ? dont la taille est strictement inférieure 4 1,66 m ?
3 On procdde 3 un nouveau regroupement de cette
série en classes de méme amplitude, égale 2 4 cm.
Dresser I'histogramme correspondant.

@0 Un statisticien a regroupé les résultats d'une
enquéte portant sur une population de 1 100 individus
en une série statistique qu'il a présentée sous forme
d'un tableau. En jouant, son fils a malencontreusement
effacé une grande partie du tableau qui se présente
maintenant comme ceci :

1. Compléter le lableau.

2. Représenter les effectifs des populations de ces pays
par un diagramme A bandes.

3. Calculer le pourcentage des superficies de chaque
pays, par rapport a la superficie totale des huit pays ;
dessiner le diagramme circulaire correspondant.

4. Calculer la densité de la population pour I'ensemble
des huit pays. Cette densité est-elle la « moyenne des
densités » ?

93 Construire une série de onze notes (sur 20)
dont la médiane est 9 et la moyenne est 12,

1. Reconstituer le tableau ci-dessus, sachant que la
moyenne de la série est 2,26.
2. Tracer le diagramme cumulatif de cette série,

21 Ce tableau indique I'effectif féminin des séries
A (Littéraire), C (Sciences Mathématiques), D
(Sciences Expérimentales) des classes Terminales
en Cote d’Ivoire, de 89/90 4 83/94 :

90/91 91/92 92/93 93/94
TA 3726 5187 5 468 6 450
TC a3 96 89 94
L2 2 168 3083 3 047 3 453
Total |

1. Compléter le tableau,

2. Construire un diagramme a bandes des effectifs par
année scolaire :

a) des éléves de la série littéraire (TA),

b) des éleves des séries scientifiques (TC + TD),

c) de I'ensemble des éléves.

3. Dresser, pour chaque année scolaire, un tableau des
fréquences de chaque série et construire les dia-
grammes circulaires correspondants.

4. Calculer, pour chaque année scolaire, le pourcentage
des éleves de la série C par rapport au total des éléves
des séries scientifiques.

22 Dans le tableau ci-dessous, on a relevé le

nombre d'habitants, en 1995, et la superficie de

huit pays. On appelle densité de la population, le
nombre d'habitants au km?,

Habitants Superficie Densité

(x 1 000) (en km?)
Bénin 5 400 119 620
Burkina-Faso 10 140 274 200
Cameroun 13 500 475 440
Congo 2 600 342 000
Cbte d'ivoire 13 800 399 450
Gabon 1100 267 670
Guinée 6 560 248 860
Mali 10 600 1 240 000
TOTAL

e Effectf FrEgpence E""é‘?'.;;‘,‘i,’ﬁ'{' i 28 Un médecin a noté le nombre d'interventions
0 55 qu'il a dd effectuer de nuit au cours d'une année. Il a
= regroupé ces données dans le tableau suivant :
2 671 Nombre
3 dinterventions 0| 1 2 | 3| 4|56
4 16 % Nombre de nuits 70 |115| B2 | 58 | @5 | 12 | 3

Fréquence

1. Quel peut étre le nombre maximum de sorties en une
semaine ?

2. Compléter le tableau ci-dessus.

3. Quel est le nombre total de sorties de nuit effectuées
par ce médecin pendant I'année ?

4. Quelle est la médiane de cette série statistique 7

5. Calculer la moyenne des interventions par nuit. En
déduire le nombre moyen de sorties par semaine.

25 On répartit en classes d'amplitude 5 ans les
dges de la population masculine et féminine d'un villa-
ge. On a représenté ci-dessous la pyramide de ces ages
(par exemple, il y a 28 hommes de 30 & 35 ans et 20
femmes de 15 & 20 ans) :

Femmes Ages Hommes

&0
55
50
45
40
35
1 30
{ o5
20
15
10
5

dior; 1 )
0 10 20 30

30

1. A partir de cette pyramide, dresser le tableau des
effectifs des populations masculine et féminine de ce
village et en déduire la population totale du village.

2. Construire une nouvelle pyramide des dges en pre-
nant des classes d’amplitude 10 ans.

26 Les éldves de trois sections de seconde ont
traité le méme devoir de Mathématiques. Le tableau sui-
vant donne, pour chaque section, les notes obtenues :

Statistiques 253
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Note 2C1 ot CQ ¢ C3 TOTAL
7 1 5 14
8 2 3 1
9 3 5 4
10 7 5 2
11 1" 4 Q
12 B 5 2
13 6 6 1
14 5 5 1
15 4 5 10
16 3 7 13

TOTAL

1. Pour chacune des sections, dresser un tableau des
effectifs, des effectifs cumulés croissants et des effectifs
cumulés décroissants.

2. Calculer la moyenne, le mode, |'écart moyen et
I'écart type de chaque série,

Vérifier que chaque groupe a la méme moyenne.

En est-il de méme pour les écarts types et les écarts
moyens ?

3. Calculer la moyenne, I'écart moyen et 1'écart type
pour l’ensemble des éléves des trois sections.

27 Les masses des 100 éléeves d'une classe de
seconde sont données ci-dessous (en kg) :

60:;69;61;54;81;64;65;56;58;75;68;80;75;
51;66;64;:69;53;57;80;58;66;63;58;73,81;
57:67:64:51;66;73;73;58,69;:65:70:58;68;
54:75:69:63;70;57;64;72;77;51;65;65;55;
68 :64:64;65;80;77;54:64;81;61;60;63;75;
76:75:82:58;70;87;72:64;63;60;69;62;71;
65:70:65:65;51;65;60;66;67:63:67;59;69;
87 : 81 :69:60;64;68;66;60;69,

1. Construire le tableau des fréquences cumulées crois-
santes et décroissantes. En déduire la médiane (ou l'in-
tervalle médian).

2. Calculer la masse moyenne m des él2ves.

3. Calculer l'écart type o de cette série statistique.

4. Déterminer le pourcentage des éléves ayant une
masse comprise entre m —c et m + .

28 Un journaliste a constaté que, dans son pays,
24% des étudiants inscrits dans un établissement d'en-
seignement supérieur sont issus d'une famille d'agri-
culteurs et 13% sont issus d'une famille d'ouvriers.
Dans son journal, il écrit : « A I'Université, les enfants
d'ouvriers sont désavantagés par rapport aux enfants
d'agriculteurs ».

1. Les données recueillies par le journaliste sont-elles
suffisantes pour justifier cette affirmation ?

2. Sinon, 2 quelles conditions cette affirmation est-elle
vraie 7 A quelles conditions est-elle fausse 7

(On pourra noter x et y les pourcentages respectifs
d'agriculteurs et d’ouvriers dans la population totale
de ce pays).

29 La moyenne des salaires mensuels dans une
usine est 125 000 F et 1'écart typs est 20 000 F.

254 Statistiques

1. Quelle sera la nouvelle moyenne et le nouvel écap
type si on augmente chaque salaire de 2 500 F ?

2. Mémes questions, si on augmente chaque salaire dg

2%.

30 On donne ci-dessous le diagramme en batons
des fréquences cumulées croissantes d’une série statis-
tique dont l'effectif total est N = 640.

Fréquences cumulées

482
68

0,70

0,50

832
0,10
0,00

1 ¢ 3 4 5 &6 7 8 9% 10

1. Dresser, & partir de ce diagramme, le tableau des
effectifs, des effectifs cumulés croissants et des effectifs
cumulés décroissants de cette série statistique.

2. Calculer la moyenne, 1'écart moyen et I'écart type.
3. Reproduire le diagramme ci-dessus et construire,
dans le méme repere, le diagramme en bétons des fré-
quences cumulées décroissantes.

En déduire les valeurs de la médiane.

31 Les résultats d'une enquéte portant sur les
salaires dans une entreprise sont résumés dans le
tableau ci-dessous.

Décile 1

Décies 29 BOO
Decies 50 900
Décile 4 1 8
Deécile 5 82,800
Décile 6 10800
Décte T 123 600
Décile 8 130300
Décile o 194 500
Décle 10 269 300

La population des employés a été répartie en « déciles »,
un décile regroupant 10% des salariés. Le tableau se lit
ainsi : 10% des salariés gagnent moins de 29 800 F, 10%
gagnent entre 29 800 et 50 900 F et ainsi de suite, jus-
quaux 10% qui pagnent plus de 269 300 F.

1. Quel est le salaire médian dans 'entreprise ?

2. Quel est le pourcentage des employés dont le salaire
est compris entre 71 000 et 150 300 F ?

3. Donner un encadrement du salaire moyen des 90%
des employés les moins bien payés.

4. Est-il possible que la moyenne générale des salaires
soit épale 4 100 00O F 7
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DEX

des notions abordées

E

spsurde (raisonnement par I') - 137 écart moyen - 245

Al Kashi (théoréme d') - 70 écart type - 246

angle au centre - 8 effectifs cumulés - 238

angle inscrit - 8 égalité d’angles orientés - 51

angle orienté - 49 ensemble d'arrivée - 156

angle d'une rotation - 108 ensemble de définition - 159

antécédent - 156 ensemble de départ - 156

apothéme - 22 ensemble majoré - 144

arc capable - 12 ensemble minoré - 144

axiomes (de la géométrie de 1'espace) - 118 équation cartésienne d'un cercle - 89
équation cartésienne d'une droite - 83

B équation d'une courbe - 160

base - 38 équation (définition) - 190

base orthonormée - 39 équation réduite d’une droite - 83
équations équivalentes - 191

c équivalence logique - 14

\ . L. et (logique) - 31

caractére d une séne.: statz?nque - 236 Euclide (axiome d’) - 124

caractéristique de dispersion - 245

caractéristique de position - 242 F

carré scalaire - 63

centre d'une homothétie - 98
centre d'une rotation - 108
cercle trigonométrique - 53 fonction carré - 211

cocycliques (points) - 14 fonction constante - 166
coefficients indéterminés (méthode des) - 182 fonction croissante - 166
colinéaires (vecteurs) - 32

combinaison linéaire de vecteurs - 31

factorisation (polynéme du 2° degré) - 179
factorisation par (x - o) - 181
fonction affine par intervalles - 206

fonction cube - 214
fonction décroissante - 166

comglémentaire d'un ensemble - 149 fonction (définition) - 156
condition nécessaire - 14 fonction en escalier - 206
condition suffisante - 14 fonction inverse - 213
constructible - 136 fonction numérique d’une variable réelle - 156
contraintes (sur l'inconnue) - 190 fonction partie entidre - 208
coordonnées d'un vecteur - 37 fonction racine carrée - 212
cosinus d'un angle orienté - 54 forme canonique (polynéme du 29 degré)- 178
courbe représentative - 159 fraction rationnelle - 184

fréquence - 237
D fréquences cumulées - 238
décomposition d'une rotation - 109
degré d'un polyndme - 174 H
déterminant d'un systéme - 225 histogramme - 241
déterminant de deux vecteurs - 40 homothétie - 98
diagramme a bande - 240 hyperbole - 213
dliagfamme circulaire - 239
diagramme cumulatif - 241 I
d}stame de deux nombres réels - 147 image directe d'un ensemble - 162
division euclidienne des polynémes - 182 image d'un nombre par une fonction - 156

vite de l'espace - 118 image réciproque d'un ensemble - 163
ites coplanaires - 120 implication logique - 14
droites sécantes dans 'espace - 121 incertitude - 147
Index 255
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inconnue auxiliaire - 201 points cocycliques - 14

indice - 238 polygone régulier - 20

inégalité - 140 polynéme - 174

inégalité triangulaire - 29 produit de pc:]ynﬁmas-- -1 75
inéquation (définition) - 290 produit scalaire (définition) - 62
inéquations équivalentes - 192 produit scalaire (forme analytique) - 72

inscriptible - 14 programmation linéaire - 229
irrationnel (nombre) - 136
isométrie - 111 Q

quadrature du cercle - 137

K quadrilatere convexe - 13

Ronig (lermule o) = 245 quadrilatere croisé - 13
quart de tour - 109

L quotient - 139

lien géométrique - 11

R

M racine d’un polynéme - 175

majorant d'un ensemble - 144 radian - 48

mantisse - 209 - rapport d’une homothétie - 98

max (notation) - 208 rationnel (nombre) - 136

maximum d'un ensemble - 144 réciproque d'une homothétie - 99

meximum d'une fonction - 166 réciproque d'une rotation - 109

médiane d'une série statistique - 243 réciproque d'une transformation - 99
médiane {théoréme de la) - 71 relation de Chasles (vecteurs) - 29

mesure algébrique - 36 relation de Chasles (mesures algébriques) - 36
mesure pri.ncipale - 50 repére du plan - 41

min (notation) - 208 repére orthonormé direct - 50

minimum d’un ensemble - 144 repére orthonormé indirect - 50

minimum d'une fonction - 168 représentation graphique - 159

mmnr?.nt d'un nsembly - 144 représentation paramétrique d’'une droite - 85
modalité - 236 rotation - 108

mode - 242

monéme - 174 s

moyenne <4 section plane d'un solide - 122

N sens de variation - 166
sigma (notation) - 237

signe d'un polynéme - 179

sinus d'un angle obtus - 17

o sinus d'un angle orienté - 54

ordie dans B« 140 sinus (thécréme des) - 18

dre d deur - 151 somme de polynémes - 176
2:1 {ligii;lgl:ﬁ 31 substitution (méthode de) - 225

P T

norme d'un vecteur - 29
notation scientifique - 150

parabole - 212 tableau de variation - 167

parallélisme d’une droite et d'un plan - 119 tangente d'un angle orienté - 56
parallélisme de deux droites - 121 transformation du plan - 99
parallélisme de deux plans - 120 v
' partie entidre - 141
pavé - 123 valeur absolue - 146
pentagone régulier - 20 valeur approchée d'un nombre réel - 747
plan de l'espace - 118 variable - 156
plan orienté - 49 variance - 246
| plan vectoriel - 28 vecteur normal & une droite - 81
| plans sécants - 120 vecteur unitaire - 33
'1 point invariant - 99 vecteurs orthogonaux - 39
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