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Preacquis

Calcul littéral

Puissances

a et b sont des nombres réels non nuls. n et m sont des
entiers naturels.

B gt =gxg¥._.%a; a Parconvention:a'=1.
i fois
|
B gl = gt . =
dP% g =gt . 4
a’ - : ) _
p a” " n (ah)' =" BB

= 10r=100...0 : « 107=000..01]
i fois n fois
Quotients

a, b, ¢ et d sont des nombres réels tels que b £ 0,
eF0ctd#£0.
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b i Id b d T bd
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Egalités remarquables
« et b sont des nombres réels,

Dévelapper
(at+byY =a*+ 2ab + b
(a—byY = —2uab+ 17
(a—bNath)=ad— b
A

Factoriser

Racines carrées
Propriétés
a =t b sont des nombres réels positifs.

1 S
 Jaxb=yaxyb; (fa) =a.

3\ I.II
: = —— avechAll
b

Valeur absolue d’un nombre réel

| | = & si rest positif

L |
|z | = —rsirestnégatil
* Sia estun nombre réel, alors ya' =|al.

Triangle rectangle

Théoréme de Pythagore

Si un triangle ABC est rectangle en A.
alors BG? = AB*+AC,

Réciproque du théoréme de Pythagore

Dans un triangle ABC, si BC*=AB* + AC. alors
le triangle ABC est rectangle en A.

Trigonomeétrie

Dans un triangie ABC rectangle en A :

-~ AR _ cotéadjaceni

cosB=pF = hypoténuse c
O
- cole o sC ~

- c‘in}_‘% ' %g:TszpolgEgs;_ ’ i L,,... P

- B =R =

= 0<cosB<letO=sinB<1;

" cos*B+sin? B=1; " anB = -'--'-iI-I-E..
cos B

Propriété de Thales

Propriété de Thalés

ABC est un triangle. Si M € (AB) et N € (AC) tel que
(MN)//(BC), alors igél- = %TC\J—
Réciproque de la propriété de Thales

ABC est un triangle, M est un point de (AB) et N un
point de (AC) tels que la position de M par rapport & A
et B soit la méme que celle de N par rapporta A et C.

.. AM AN
S %%Z%,aiurﬁ (MN) // (BC).
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Calcul numérique

Comparaison

= g, h e etdsont des nombres réels,

sig=<fetcsd alosa+c=b+d

= @ b, cetdsont des nombres réels positifs,

sta<betc<d alors ac € hd.,

® g et b sont des nombres positifs,

a = b équivaut a ¢* < b2,
= g et b sont deux nombres de méme signe et différents

de 0, e </hH équivaut a (—li S

Angles inscrits

Un angle aigu inserit dans un cercle a pour mesure la
moiti¢ de celle de I'angle au centre associé.

T l

T
mesAMB = 5 mesAOB

Dans un cercle, si deux angles inscritsfintefcep '=ré le
e mc?u oy
e

mes A’i:ﬂ% = mesmi

Vecteurs

Egalité de Chasles

A, B et C sont trois points distinets du plan.
Ona: AB+BC = AC.

Propriétés

= A B, Cet D sont quatre points du plan. Les vecteurs
AB et CD ont la méme direction cquivaul a on peut
trouver un nombre réel k non nul tel que :

AB =4kCD .

= A, B, C et D sont quatre points du plan. Le quadrilatére
ABCD est un parallélogramme équivauta AB = DC .

= A, B et M sont trois points du plan.

M appartient & la droite (AB) équivaut 8 AM et AB
sont colinéaires.

= A, B et M sont trois points du plan.

AM et AB sont colinéaires si et seulement si on peut
trouver un nombre réel & tel que : AM = FAB .

= A, B et sont trois points du plan.
I est le milieu du segment [AB] équivauta IA+1B =10,

Loordonnées de vecteurs

Le plan 5st{15iu|1i- u repére (O, 1L J). A et B sont deux
' Ale, ;v et B(x, 1),

teyrs folinéaires

RSy A R o
AB( ]et ATB’?( ) ] sont colinéaires
-y ’ L

équivaut a xy'—xy =0,

AB|"

o
)etA'B( ) sont orthogonaux
Yy Y

équivaut A xx '+ yy'=0.




Distance de deux points dans
un repére orthonormé

Le plan est muni d’un repere orthonormé.
A et B sont deux points du plan.
SiA(x,:y,)etB(x, 3 vp)» alors
AB={zn—2a) +(@s—ya) -

T

Equations de droites

= Une équation de droite de la forme : p = ax + boux=c
est appelée équation réduite de cette droite.

a est appelée coefficient directeur de la droite (D) ou
pente de la droite (D).

b est appelée ordonnée a I'origine de la droite (D).

= Dans le plan muni d’un repere, on considere les
points A(x, : v ) et B(x, 11,) tels que X, # X,

Le coefficient directeur de la droite passant par A et B
s BT

est: o —p, -

= Le plan est muni du repére.

Soit (D) et (D) les droites d’¢quations respectives
y=axtbety=ax+bh.

(D) // (D) équivaut & a =a”

= Le plan est muni du repere orthonorme.

Soit (D) et (D7) les droites d"équations respectives
y=ax+b ety=ax+b

(D)L(D’) équivaut & « wg=—1.

Equation dans R
a. b, ¢ et d sont des nombres reels.

e . b .
e qv+ bh=0équivautda 2 =—.a¥0.
g HE

= (ax + b)(ex + d) =0 équivaut daav+h=0oucx + d=0.

. ) — =
v yl=g équivauta r=ya ou z=—va,a=0.

Application affine

s o et b sont deux nombres réels.

Jest 'application affine définie par 2 fix) = ax + b.

> fest croissante lorsque a > 0.
» fest déeroissante lorsque a < 0.

> fest constante lorsque a = 0.

= On appelle application linéaire, une application

affine définie par : flx)=ax, a étant un nombre réel.

Statistique

s [’effectif cumulé croissant d’unc modalité est la
somme des effectifs de toutes les modalités inférieures
ou égales a cette modalité.

= La fréquence cumulée croissante d’une modalité

est la somme des fréquences de toutes les modalités
inférieures ou égales a cette modalité

» La médiane d’une série statistique est un nombre
qui partage cette série statistique en deux groupes de
méme effectif ; 1’'un contient les valeurs plus petites
que ce nombre et ["autre les valeurs plus grandes que
ce nombre.

= La moyenne d’une série statistique regroupée en
classes est le nombre noté r , tel que .

— MG tmita T .. + NG \
= 10l e, €, -.mn €, SONT les

n N ;
centres des classes d’effectifs respectifs i, ... 1.

L
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ENSEMBLE DES
NOMBRES REELS

<% TT
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Identifie les différents nombres et opérations rencontrés dans
l'image ci-dessus.

Peut-on regrouper tous ces nombres dans 'ensemble Q, ) ?

A quel ensemble appartiennent les nombres /2 et  ?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un éleve d’une classe de Seconde vient de retrouver un document de son grand-pére qui était un exploitant
minier. Sur ce document figure le plan de son campement et le message suivant : « Sur la ligne qui passe par le
cocotier et le puits, j'ai caché un trésor. Deux fois la distance du trésor au cocotier qui est & 30 pas du puits est
inférieure ou égale a 70 pas. La distance du trésor au Manguier qui est 2 10 pas de I'autre c6té du puits sur la
méme ligne que le cocotier et le puits est inférieure a 20 pas ».

Ne pouvant pas déchiffrer ce message codé, il fait appel & ses camarades de classe.

Ceux-ci, aprés analyse, décident de le décoder en s'informant sur la résolution des équations et inéquations du
type |[z—al=r et |z—a| < r dans R.

Lecon 1 Ensemble des nombres réels
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| 4 Ensemble des nombres rationnels et
] irrationnels

A A T M e o e e NS e ot G 8 e B S

HABILETES ET CONTENUS

Présenter :
e un nombre irrationnel
e un nombre réel

Démontrer : une propriété en utilisant le
raisonnement par 'absurde

' 2  Ordre dans R

Comparer : deux nombres réels

3 Mingrant, majorant, minimum et
_ maximum d'un ensemble

Connaitre :

» la définition d’'un majorant d'un ensemble
« |la définition d’un minorant d’'un ensemble
e la définition du maximum d'un ensemble
« la définition du minimum d'un ensemble

Déterminer :

« Un majorant d’un sous-ensemble non vide de R
quand c’est possible

= un minorant d’'un sous-ensemble non vide de R
quand c'est possible

» le maximum d'un sous-ensemble non vide de R

quand c'est possible
e le minimum d'un sous-ensemble non vide de R
guand c'est possible

4 Valeur absolue et distance de deux
nombres reels

Connaitre :

« la définition de la valeur absolue d’un nombre réel
o les propriétés relatives a la valeur absolue
d'un nombre réel

» la distance de deux nombres réels.

Résoudre :

« algébriquement une équation du type [x—al| =r
» graphiqguement une équation du type |x—a| =r
» algébriquement une inéquation du type |x—a| =7
« graphiquement une inéquation du type |x—a| =r

5 Caleuls approches

Déterminer :

e |'approximation décimale d'ordre n
d'un nombre réel

» I'arrondi d’ordre n d'un nombre réel
e un encadrement d'un nombre réel

6 | Partie entiere d'un nombre reel

Connaitre : la définition de la partie entiére d’un
nombre réel

Déterminer : |la partie entiére d’'un nombre réel

7  Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux nombres réels

INSTALLATION DES HABILETES

Ensemble des nombres rationnels et irrationnels Z | D] Q
1.1. Nombres irrationnels _23
25
1. Recopie le tableau ci-contre et mets une croix si le nombre appartient 4 'ensemble. 10
2. Reléve dans le tableau les nombres qui n’appartiennent & aucun des ensembles. B
3. Donne les caractéristiques d’un nombre rationnel. -3,14
2
7
T
_15
2
42

Lecon 1

Ensemble des nombres réels




Exercices de fixation

Compléte par € ou & w 1. Cite un nombre réel appartenant a D mais pas a Z.
. z % IIIIII q LN 2. Cite un nombre réel appartenant a R mais pas a Q.
1 3. Cite un nombre réel appartenant & () mais pasa D,

Tl g e D

1.2. Raisonnement par I'absurde

On veut démontrer que V2 n'est pas un nombre rationnel.
On suppose que /2 est un nombre rationnel, c'est-a-dire y2 =

(g#0) et % est irréductible.
1. Justifie que : p* =2g"

% ; p et g sont des nombres entiers naturels

2. a) Suivant le chiffre des unités de p, détermine le dernier chiffre de son carré en utilisant le tableau ci-dessous.

Chiffre des unités de p 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Chiffre des unités de p’

b) Suivant le dernier chiffre de g, détermine le dernier chiffre de 2¢* en utilisant le tableau ci-dessous.
Chiffre des unités de ¢ 0 <1 2 3 4 5 6 7 8 9
Chiffre des unités des 2¢>

3. a) Si on a p’ = 24, détermine la seule possibilité pour leur dernier chiffre.
b) Dans ce cas, identifie les chiffres qui terminent p et g.

¢) La fraction % est-elle irréductible ?

d) Conclus.

Pnur demontrer que « _ﬁ West pasun nombre rat;onnei » ona supposé que cet’fe afﬁnnatlon
est fausse, ¢’est-3-dire que « ¥2 est un nombre rationnel », puis on a démoniré que cette
hypothesg condmta unecamxadlctmn B . ;

Exercices de fixation

On suppose que y/2 est un nombre irrationnel. @ Démontre que 8 est irrationnel,
Démontre que 1 + V2 est irrationnel.

5 Ordre dans R
1. On considére les nombres A et B tels que : A= (x+3)? b) Compare ¢ et d.
et B = x* + 9, x étant un nombre réel positif. ¢) Déduis-en une méthode de comparaison de deux
a) Etudie le signe de A — B. nombres réels,

b) Compare A et B.

c¢) Déduis-en une méthode de comparaison de deux 1 1

nombres réels. e=7g et f= BJT

a) Compare I’inverse de e et I'inverse de f.

3. On considere les nombres e et [ tels que :

2. On considére les nombres réels ¢ et d suivants :

i _ b) Compare e et f.
=29 et d=3/3. ¢) Déduis-en une méthode de comparaison de deux
a) Calcule ¢’ et &°.

nombres réels.

Lecon 1 Ensemble des nombres réels




Pour comparer deux nombres réels, on peut utiliser I'une dcs"mét_}iodes'Suivantes ;
- Etudier le signe de leur différence ; '

- Comparer Jeurs carrés 87ils sont tous deux positifs;

- Comparer leurs inverses §’ils sont non nuls et de méme signe.

Exercices de fixation [N

P2 Compare dans chaque cas les nombres suivants :

< et 2 g—g%et%; 0/Tet3y5; T—8Y5 et T—6410; —3—m et —5—1.

Compare, sans la calculatrice, les nombres suivants :

145 137 43 . 42
a)—g>et—5 5 D)Tr7 et 116> O 17t~ 122

m Compare : J21 + /11 et J2_2+m

Minorant, majorant, minimum et maximum d'un ensemble

Soit E= {—10; —4; —g'; 0: 1.5; —z—; T %i; 37}.

1. a) Cite cing nombres plus grands ou égaux a tous les éléments de I’ensemble E.
b) Parmi les nombres cités, détermine celui qui est élément de E.

2. a) Cite cing nombres plus petits ou €gaux 4 tous les éléments de I’ensemble E.

b) Parmi les nombres cités, détermine celui qui est élément de E.

Les nombres qui sont plus grands que tous les ¢éléments de E sont des majorants de E.
Le majorant de E qui appartient a E est le maximum de E. ' _ '
Les nombres qui sont plus petits que tous les éléments de E sont des minorants de E.
1Le minorant de E qui appartient 2 E est le minimum de E. : R

E_xercices de fixation

T2 Pour chaque ligne, écris le numéro et la letire correspondant & la bonne réponse.

a b c
1 M est un majorant | M est un élément | M est supérieur ou égal | M est inférieur ou égal
d’unensemble Esi: |[deE. 4 tout élément de E. a tout élément de E.
y |M est un minorant | M est un élément | M est supérieur ou égal | M est inférieur ou égal
d’unensemble Esi: |deE. a tout élément. 4 tout élément,
Le maximum d’un n’estpas dans E. |est un élément quel- | est le plus grand des
3 el
ensemble E s’il existe : conque de E. ¢éléments de E.
@ On considére I’ensemble A tel que : 2. a) Détermine deux minorants de A.
A= 1;%—;%;%—;%—;%;%;%‘-}. b) Justiﬁcquc% est le minimum de A.
1. a) Détermine deux majorants de A ui
ne sont pas éléments dczi o @ On considére ’ensemble suivant A= [—8 : lf—] ”
b) Détermine le maximum de A. a) Justifie que 4 est un majorant de A.

b) Justifie que —8 est le minimum de A.

Legon 1 Ensemble des nombres réels




% Valeur absolue et distance de deux nombres réels

4.1. Valeur absolue

1. Soit @ un nombre réel.
Détermine la distance a zéro de a suivant le signe de a.
2. a et b sont deux nombres réels. Recopie et compléte le tableau suivant :

a 45
a| b | || enl| e ol | x| gz | 12| [4]
-3| 5
2 | 14 | 17
3 | 7] -1
2| _5
13 2
3. Compare dans chaque cas : lal
2) a x| et |a] x[bl 5 B) et % . ¢) Va etla ; d |la+b| et |a|+|b|

La valeur absolue d’un nombre est la distance & zéro de ce nombre.
La valeur absolue du produit de deux nombres est égale au produit de leurs valeurs absolues.
La valeur absolue du quotient de deux nombres est égale au quotient de leurs valeurs absolues.

Exercices de fixation

Réponds par vrai ou par faux & chaque égalite. 412 Ecris sans les barres de valeur absolue les nombres
1. |2-y5|=2-+5. suivants : | —2[; |-2—v5; |7 —3,14]; [107].
2. | J/5—43|= J/5—y3. a) Détermine les nombres réels x tels que : x| =5.
7T—32 J7—2 b) Représente sur une droite I’ensemble des
3"3_./ﬂ}“': 3-J10 nombres réels x tels que : x| < 2.
/

4.2. Distance de deux nombres réels #

L’unité est le centimetre.

Sur une droite graduée, on donne les points A, B, C et D d’abscisses respectives : —1,8 ;2,3 ; =5,2 et x.
1. Calcule AB, CD et DB.

2. Détermine les valeurs de x telles que : CD=2.

3. Détermine sur la droite graduée les valeurs de x qui sont telles que : DB < 3.

' La distance de deux nombres réels est égale 4 la valeur absolue de leur différence.

Exercices de fixation

w Recopie la bonne réponse. Détermine la distance entre : =3 et 4;0 et —5;
Sur une droite graduée d'origine O, le point M
a pour abscisse x, OM = 5 est équivalent & :

fNr=—5 :  bx=5 3 okl=5

%etﬁ 3 et wis —%et-—%,

Legon 1 Ensemble des nombres réels




4.3. Résolution d'équationdutype:x€R, [x—al=

= On considére 1’équation (E) : x € R, x— 3| =
1. En utilisant la propriété |a| = r, r> 0, & a =—r oua =r, résous I’équation (E).
2. Trace une droite et munis-la d’un repére.
Place sur cette droite le nombre 3 ainsi que les nombres dont la distance a 3 est égale 4 5.
Déduis-en les solutions de 1’équation (E).

" Une équation du type : x € R, |x+ a| =rpeut se-résoudre\algéb_ﬁquem@t (voir question 1) ou
 graphiquement (voir question 2).

| Exercices de fixation

Résous algébriquement dans R, les équations W Résous graphiquement dans IR, les équations

suivantes : suivantes :
1.|z—2|=5 ; 2|:.:+—— =—§~; I be=35]=7 ;2.|x+%|="—
3.|z-0,6|=-3. 3. x+2|=

4.4. Résolution d’'inéquation du type : x ER, [x —a|<r

On considére I’inéquation (I) : x € R, [x — 2| <3. ,
1. En utilisant la propriété |a| <r r >0, & —r <a <r, résous I'inéquation (). %
2. Trace une droite et munis-la d’un repére.

Place sur cette droite le nombre 2 ainsi que les nombres dont la distance a 2 est inférieure ou égale a 3.
Déduis-en les solutions de 1’inéquation (I).

 Une inéquation du type : x € R, [x — a| < r pout s¢ résoudre algébriquement (voir question 1)
ou graphiquement (voir question 2). -

Exercices de fixation

w Résous algébriquement dans R, les inéquations Résous graphiquement dans IR, les inéquations
suivantes : suivantes :

1 lz—4]<3; 2—| | s 3z+T7]=9. 1.17-0,4|<08 ; 2.|x+%‘<%

? . Calculs approchés

A 1’aide d’une calculatrice, détermine :
1. a) ’approximation décimale par défaut d’ordre 2 de /2 etde —%2—.

b) I’approximation décimale par excés d’ordre 6 de V2 etde —%2 ;

2. a) PParrondi d’ordre 2 de v2 .
b) I’arrondi d’ordre 4 de —%—?— ;
3. I'encadrement d’ordre 2 de : y2 —=

Pom' encadrer une somme, une dlﬁ'érence un prod“mt ou un quoueng on ut;hse 1as prepnetes
relatives aux inégalités et opéranons

Lecon 1 FEAVE Ensemble des nombres réels
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Exercices de fixation

Recopie et compléte les pointillés.
Soit : @ = 2,236067.
La valeur approchée par excés dea a 107 est: ...
La valeur approchée par excés dea @ 107 est ...
La valeur approchée par défaut de 2 & 107%est ...
L’arrondi de a & I’ordre 2 est :
L’arrondi de a & 1’ordre 3 est .

T L L T L L L

Sachant que : 3,3166 < J/11 <3 3167, encadre
i l'ordre 3 chacun des nombres suivants :

J11 1

R 1 e e t %

J11 V11 g oo

Sachant que 3,14 <mw<3,15 et 2,23 <5 <2,24,

donne un encadrement 3 l'ordre 2 de chacun

des nombres suivants : 7+ 5 ; T — 5 ;
% et —TXy5.

1. Trouve le nombre entier relatif n tel que —2,54 appartienne a [n; n+ 1[.
2. Trouve le nombre entier relatif n tel que 7,31 appartienne a [n; n + 1[.

Si x estun nombre résl, alors il ex.tstetm umquc enﬁer relatlfn tcl qu-: n< x < n + 1

La partie entiére d’un numbre reei x est le plus grand enuer re'[aﬁfmféneur ouégaldx. N

Exercices de fixation

m Réponds par vrai ou par faux a chaque affirmation.

a) La partie entiére de —0,23 est 0.

b) La partie entiére de —5,89 est —6.

¢) La partie entiére de 0,17 est 0.

d) La partie entiére de 9 est 9.

¢) La partie entiére de chacun des nombres de
I’intervalle [1 ; 2[ est 1.

.//_

e L L TR TE e TR L L

f) La partie entiére de chacun des nombres
de I’intervalle [—4 ; —3[ est —

Détermine la partie enti¢re des nombres
suivants :

VERE R

22
7 -

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Encadrer des nombres réels

Encadrex +y,x —px %y et % sachant que : x €[3,

e

Onsaitque:3<x<6 et—4< y <—2.

= Encadrons x + y.
En faisant la somme membre 4 membre on a ;
—1sx+y<4

¢ Encadrons x — y

Onsaitque:3<x=<6 et 2=—y<4

En faisant la somme membre 2 membre on a :
Ssx—y=<l0.

s Encadrons x X ).

Comme y est négatif, encadrons d'abord son opposé :
2 < —y <4 puis encadrons ensuite —yx.
Ona:6<—yx=<24

Legon 1

6] et y € [—4,-2].

Pl

Pour encadrer :

x—y,x xyet —, onutilise les propriétés des -
inégalités ct operations.

Encadrons enfin I’opposé de —yx.

Donc: —24 <yx < —6.

. x
Encadrons Y

3<x <6 et 2<—y¢4et711- 1<}
Encadrons d’abord _—.
Ona: ﬁ“ ;E%,douc:—35%£—%.

Ensemble des nombres réels
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerticee Déterminer un majorant, un minorant

Soit C I'ensemble tel que : C = {%;n = N}.
1. a) Trouve trois éléments de C.
b) Justifie que 0 est un minorant de C.

6

1.3) %; 75 li . sont des éléments respectifs de C
pourn=1;n=2etn=3,
b) ¥n €N, 3?131 5 20 ; donc 0 estun minorant

de C. 3%0
¢) 0 est le minimum de C car 0= 5515 =0;
DeC.

2. Démontrons gue C est majoré pai' L.

Pt e e Tl
En effet, ¥n € N, Tt 1 ST <0,
ona —gng—f?“_-g <1; 1 est plus grand que tous les
éléments de C. Donc C est majoré par 1.

Démontrons par Pabsurde que 1 n’est pas le
maximum de C.
Supposons que 1 est le maxithum de C.

¢) Déduis-en que 0 est le minimum de C.

2. Démontre que C est majoré par 1 mais qu’il n’est
pas le maximum de C.
#

o Pour justifier que a est le minimum d'un ensemble E,
on démontre que :

ac B, VeelE et x Za

s Pour justifier que a n'est pas le minimum ( resp maxi-
mum) on peut utiliser un raisonnement par l'absurde.

Alors on peut trouver un entier naturel n tel que

e 3n
In+2-
1= 3§12a3n+2=3n¢»0=2.

C’est impossible, done 1 n’est pas le maximum de C.

Exercicee Résoudre une équation du type |x — @|= r et une inéquation du type |[x —a|<r

1. a) Résous algébriquement 1’équation (E) : x €R, |[x — 5[ =2.
b) Résous graphiquement I’équation (E) : x € R, |x + 2| =3,
2. a) Résous algébriquement I’inéquation (I) : x ER, |x — 1| < 2.

b) Résous graphiquement 'inéquation (I) : x € R, [x + 5[ = 4.

R

1. a) Résolvons algébriquement 1"équation (E) :
xER, x—5/=2
x—35|=2&x—5=20ux—5=—2

S x=3oux=7
Be=udiil

b) Résolvons graphiquement 1'équation (E) :
xER, x+2|=3.
k+2[=3 & x—(—=2)|=3.

ST el S

2. a) Résolvons algébriquement |"inéquation (I) :
xER, [x—1|=2
k—1j<2& —-2<x—-1<2
& —1<x<3.

Lecon 1

» Pour résoudre algébriquement l'équation |x — a|= 7,
onécrit:x—a=roux—a=-—"r

» Pour résoudre algébriquement I'inéquation |x — al|<r,
onécrit: —rSx—asr

» Pour résoudre graphiquement [x —a| =2 ou [x —a| =7,
on représente un segment de centre a et d'extrémités
a—=rera -t

b) Résolvons graphiquement I"inéquation (I) :
XxER, |x+5=4
kt5<d4e—(=3)=4

Ensemble des nombres réels




Résumeé de cours

o Ensemble des nombres rationnels et irrationnels
1.1. Nombre rationnel

W Un nombre rationnel est un nombre qui peut s°écrire sous la forme
& @eLet bEDY.

1.2. Nombres irrationnels
Présentation

Y2 et xne sont pas des nombres rationnels : ils sont des nombres irrationnels.

Remarque

@ est I’ensemble des nombres rationnels et R\@Q est I’ensemble des nombres irrationnels.
En particulier : NcZcDccR.

1.3. Le raisonnement par |'absurde

Point méthode

Pour prouver qu’une affirmation est vraie, on suppose qu’elle est fausse et on aboutit & une
contradiction.

e Ordre dans R

Soient x, y et z des nombres réels. On a :

e X=X

e Six<y et y<xalorsx=y.

e Six<yet y<zalorsx <z (propriété valable aussi pour les inégalités strictes).

Soient x, y et z des nombres reels. Ona:

« ordre et addition ;

Six<y alors x+z=<y +z

» ordre et multiplication ;

Si x <y etz positif alors xz <yz.

Six <y etz négatifalors xz = yz.

(Propriétés valables aussi pour les inégalites strictes).

« Si on ajoute membre & membre deux inégalités de méme sens, on obtient une
inégalité de méme sens. '

o Si on multiplie mMembre 4 membre deux ingalités de méme sens et de membres
positifs, on obtient une inégalité de méme sens.

« Deux nombres réels positifs sont rangés dans le méme sens que leurs carrés et
leurs racines carrés.

« Deux nombres réels positifs non nuls sont rangés dans le sens contraire de
P’ordre de rangement de leurs inverses.




Résumé de cours

Point méthode
Pour comparer deuX nombres réels :
« on peut étudier le signe de leurs différences ;
~  on peut les comparer 4 un nombre intermédiaire ;
« si les nombres réels ont le méme signe, on peut comparer leurs carrés, leurs racines carrees

ou leurs inverses.
%

e Minorant, majorant, minimum et maximum d’un ensemble
3.1. Majorants - Minorants

m Soit E un sous-ensemble non vide de R.

o On dit qu’un nombre réel M est un majorant de E si M est supérieur ou égal &
tous les éléments de E.
o Un ensemble qui admet un majorant est dit majoré.
o On dit qu'un nombre réel m est un minorant de E si m est inférieur ou égal a
tous les éléments de E.
o Un ensemble qui admet un minorant est dit minoré.
» Un ensemble est dit borné s’il est 4 la fois minoré et majoré.

3.2. Maximum - Minimum

m Soit E un sous-ensemble non vide de R.

- s Lorsqu’il existe un nombre réel M de E, supérieur ou égal 4 tous les €léments de E,
on dit que M est le maximum de E.
o Lorsqu’il existe un nombre réel m de E, inférieur ou égal A tous les éléments de E,
on dit que m est le minimum de E.

Remarque

» Le maximum et le minimum de E, s’ils existent sont toujours éléments de E.
s Le maximum de E, s’il existe est le plus petit des majorants de E.

« Le minimum de E, s’il existe est le plus grand des minorants de E.

» Le minimum et le maximum de E, s’ils existent sont uniques.

o Valeur absolue et distance de deux nombres réels

4.1. Valeur absolue
m Soit x un nombre réel. On appelle valeur absolue de x la distance & 0 de x.

On la note |x| et on lit : « valeur absolue de x ».
~_ [lz|= z,si z est positif
Ainsi : .
| 2| = —z,si z est négatif




Résumeé de cours

Soient x et y des nombres réels. Ona:

o W20 =l 5 pi=hbl 5 b=V |~j%|='i= siy#0.
s x|=0=x=0

o j=pl=x=youx=—y

o |x +y| <|x| + y| (inégalité triangulaire).

o si r est un réel strictement positif, |<r& -r<x=r.

4.2. Distance de deux nombres réels

_ m x et y étant deux nombres réels, la distance de x ety estnotéed (x; y)etona:
dx;y) ==yl :

Point mé
Equations du type : x € R, [x—a| = r avec rréel strictement positif et a réel quelconque.

x—a|=r <= x—a=roux—a=-—r
Sx=atroux=a—r

S={a—r;a+r}
-M-

Traduction s
graphique : t axe des réels
a+r

Identification {atr;a—r}
des solutions :

Inéquations . x € R, lx—a| < r avec r réel strictement positif et un nombre réel quelcongue.
= Résolution algébrique
|x—a| £r &> —r<x—asr
Sa—r<x<a+tr
e@xEle—r at+r]
S=[a-r, atr]

¢ Résolution graphique

e Biesy
Traduction L

graphique : : —» axe des réels
a+r

Identification Intervalle [a—r, a +r]
des solutions :




Résumé de cours

e Calculs approchés

i e o L e A R

5.1. Approximation décimale d'ordre n

m Soit 2 un nombre décimal d’ordre n, n étant un entier naturel supérieur ou égala 1.
Sia<x<a+ 10™alors :
s g est ’approximation décimale d’ordre n par défaut de x ;
o a+ 10~ est ’approximation décimale d’ordre n par exces de x.
'

5.2, Arrondi d'ordre n
Point méthode

Pour obtenir I’arrondi d’ordre n d’un nombre réel dont on connait les 7 + | premiers chiffres aprés la

virgule, on procéde comme suit :
o Sile (n + 1) chiffre aprés la virgule est 0; 1 ;2 ; 3 ou 4, on conserve les n premiers chiffres aprés

la virgule :
o Sile (n + 1)#e chiffre aprés la virgule est 5; 6 ; 7 ; 8 ou 9, on conserve les n premiers chiffres aprés

la virgule en augmentant de 1 le dernier chiffre écrit.

5.3. Encadrement

Soient a et b deux nombres réels, sil’'ona: a <x <b, onditqu'onaun
encadrement de x d’amplitude : a — b.

Méthode d’encadrement
Soient x ety deux réels encadrés méthodes S
Encadrement de la somme x + y Additionner « membre 4 membre » les inégalités de méme sens.

- Encadrer —
Encadrement de la différencex —y | EE::::: d:e:- x}; =)

Si tous les termes sont positifs, multiplier “*membre

Encadr td it 2 . ok 4
cadrement du produit xy 4 membre” les inégalités de méme sems.
» Si tous les termes sont positifs :
E]l(r.:adxemcnt du quotient 5 <Eeadror % :
(y étant non nul) Enc o
& adrer x o
¥
Remarque

Eviter les quotients et les différences « membre 2 membre » méme si les inégalités sont de méme sens.

e Partie entiére d'un nombre réel
Pout tout nombre réel x, il existe un unique entier relatif n qui vérifie :
n<x<n+ 1. Ce nombre entier relatif est appelé partie enti¢re de x.

Notation : La partie entiére de x est notée E(x) ou [x].

Remargue : La partie entiére de x est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x.
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Exercices de renforcement

B Effectue les operations suivantes et donne les
résultats sous forme de fraction irréductible.

1 12
a) +__Z1 b)g__+3 1 )?Xﬁ‘l

oex(F+3): a(F+Px(E+d)

U8 Effectue les opérations suivantes et donne les
résultats sous forme de fraction irréductible.

g B Todk s 8y 20
a—15.4 b= 5.3 c=3 2x3.21
b 4 2 BN fapeed!
=g Tty )—(“5)-( 5)A

U8 Effectue les opérations suivantes et donne les
résultats sous forme de fraction irréductible :

1 2 1
puek gl
b i L WY
5 3 3 93
3
19 & 3.
I e W o
.5 7" 1L 2
6 "2 4 3

u Effectue les opérations suivantes et donne les
résultats sous forme de fraction irréductible.

1

gl I-2
SRS =
);_i l’b)3+5xl_i’

x T 4 2

s

C)3+ i 91 Xg—Q

7+15+i 29 71

2

ﬂ Ecris les nombres suivants sans le symbole de
racine carrée.

% . /8 x T2 x 144 ; YT x,/0,0007 : Y/6".

u Ecris sous la forme a4/b , @ un nombre réel et b
étant un entier, le plus petit possible.

fenfii s 22 2*;:;1 . JIREs
3\({(5_0_@ s/_uiQX,,' 125 : ﬁ
5—+/3 5+/3

5+y3 5—y3°

Legon. 1

- Eeris les nombres suivants sous forme de 2" X 37 oy
n et m sont des nombres entiers relatifs.

a=(3)x16; b=2L
=3B -

' Mets A, B, C, D et E sous forme d’un entier ou
d’une fraction irréduciible.

4y o zo all 9\t B

A=(3) %0757 B=—1rx(&) x(5,5)";
B T (o

C=lox2y ' P=Tmxaxa

80 Ecris les nombres A, B, C, D, E, F et G suivants sous
la forme ¢"*x&™ ol n et m sont des nombres entiers
relatifs et et b sont des nombres entiers naturels.

_12°%357° _Erns wst
A=Yqoxorr s B=gx3y
C=(75x3-@)2_ _ 49x105°x 32 |

9%x49 /) > (100x7) °
p=OX10)' X757 o (3°X5Y) %27

4000 'x 16 5ix(3x2Y)
C— {(=2)'& (=6 x%{(-3)"

(18) x(—12)

Ecris les nombres suivants sous la forme a*x5™ o n
etm sont des nombres entiers relatifs et les nombres
a et b sont non nuls.

e il — . B a'b?* = 16a*b°
A_( {I) X( b) ;B ah= C (2ab)-ir
_{a*xb) x(=a*xb)"
= (—ab?)> >
1. bY x b
E (C!. ab X(azb ) {az 21(('2{))2 3

¢ est un nombre entier non nul.
. Compare, dans chacun des cas, les nombres suivants :
1 1
s + .
5750 ¢ 113 9 V10 et 12+4/11;
—7(1—y2) et—5(1—y2); 3—247 et3—-343.

@8 Soit (D) une droite graduée.
1. Place sur (D) le nombre

22

23

3. Déduis-en la comparaison dc 272 et %3

2. Place sur (B) le nombre 5~

@8 Compare les nombres suivants :

d 1 1,
1)5/13 et18; 2) /5 3)4/21 +y11 et
V22 +4/10

1 1

Ensemble des nombres réels
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@@ Compare les nombres donnés dans chaque cas :

a) 4—T7y2 et 4—446 ; B)19+247 et
1 1
13243 5¢) TR et Y ;d)yS+y

etﬁ-km : 8) ﬁ—ﬁ et 2—\/5.
@8 Compare les nombres donnés dans chaque cas :

a)y3—y5ety5—y3 ; b)24/2—-4/3et4/5-9

Vi—2
c) NET) et 9—445.

@8 o, b ct c sont trois nombres réels non nuls, compare :

Dfedi

2)%et%oﬁa<b<0etc>0;

3)-&'—;i et azf)b obha>0cetb>0.

o b>a>0;

@@ a b et c sont frois nombres réels.

1. Compare % et g’ig dans chacun des cas sui-

vants :
a)c>0etl<a<b;
byez0Qet0<b<a

2. Déduis-en la comparaison de :

92 e 2+4/3 ,b)‘fﬁ o YILTV1T3
5% 5443 7 /3 Y3+4/173
@8 Compare dans chaque cas A et B.
e S e .
LA=_ 75 et B=pggn€N;
2

544/3°
3.A=ab—letB=(a+1)(b+1),aethsontdeux
réels strictement positifs.

2.A=% et B=

9 Range dans I’ordre croissant les nombres a; %;

Ja; %;a“; .

e dans chacun des cas suivants :

1. a»1 z 2. =gl

By act b sont deux nombres réels strictement positifs.

Compare : —a—Jl'_—b et %+%_

a et b sont deux nombres réels positifs.

Compare : ya+b et JE-I-\/E.

K b sont deux nombres réels strictement positifs.
s

1. Détermine dans quel cas le nombre
1

est

plus grand que le nombre b g

Lecon 1

2. Déduis-en la comparaison de :

087654321  987,654322
987,654322 ' 087,654323 "

@ Soit l'intervalle B=1-2; 7].

1. Détermine trois minorfnts et trois majorants de B.

2. Détermine le maximum et le minimum si possible
de B.

3. Heris I’ensemble de tous les majorants de B.

4. Bcris ’ensemble de tous les minorants de B.

m Détermine si possible, le minimum et le maximum

des ensembles A, B, C, D et E suivants :
A=[-1;8]; B=[-3;y13[nZ;
C=]-—3;1—29'[ NZ; D=]-m;3,14[ n N;
E=]-4;/5].

&8 Soit A ={%;n [ N'I}.

1. Détermine trois éléments de A.
2. a) Justific que 1 est un majorant de A.
b) Déduis-en que 1 est le maximum de A.
3. Justifie que A est minoré par 0, mais que 0 n’est
pas le minimum de A.

On considére 1’ensemble B des nombres réels pou-
vant s’écrire sous la forme ﬁ?, ol n est un
nombre entier naturel quelconque.

1. Démontre/que B admet 0 pour minimum.

2. Démontre que B est majoré par 1 mais que 1 n’est
pas le maximum de B.

uSoitC un ensemble tel que: C 2{2—711*;?1 = N'}.

1. a) Trouve trois éléments de C.
b) Justifie que 1 est un minorant de C.
¢) Déduis-en que 1 est le minimum de C.
2. a) Justifie que C est major¢ par 2.
b) Démontre par I’absurde que 2 n’est pas le
maximum de C.
3. Démontre que I’ensemble C est bome.

m Résous algébriquement les équations suivantes :

DHreR [x+2=5:bD)xER, |x—%l—%=0;
OXER x—1+10=0;d)xER,[5x—6[=15;
e)x€R, |2x+ 5| =3.

1. Résous algébriquement les inéquations suivantes :

2)xER, ‘ﬁ%\o‘% b)xER, ]2 — 2 S5;

Ox€ER,|2x—5|<1; d)xE]R,B—QxE%. [

Ensemble des nombres réels
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2. Résous graphiquement et algébriquement les

équations et inéquations suivantes :
a)xER,[2x —1|=4;b)x€R, |-4x+1|=8;
)x€ER,[-3x—6/=12:d)x€R, |-x— 1|=3.

Résous graphiquement les inéquations suivantes :
a)xER,Lr——6|£S;b)xER,Jx-k%‘(v‘?r;
OXER,[2x—3[< 3 ;)X ER,|S—3x <1;
XER,x—/3|<2—y3 ;NxeR, |-3x+1|<3.

Soit x un nombre réel tel que —1 <x < 3.
Ecris sans le symbole de valeur absolue les
nombres suivants :

1) 5 =35 ek |33 st

x et y sont des nombres réels tels que :
x—2|<0,1let|y—2]<0,2.
Détermine un encadrement de :

bty e —ps byl et .

Sachant que: 1,144 < /2 <1 415 et 1,732</3 <1,733,
WA e

donne un encadrement de :

3(V2-343)
LS

a et b sont deux nombres réels tels que :

1,76 <a<1,78 et 2,43 < h < 2,45.

Donne un encadrement de chacun des nombres
suivants :

a) 3a*>+2b; b) BP—3a+5;

d) ;]';‘l'—fl;; &) ya+vb.

Donne I’amplitude de chaque encadrement.

c) 3b—2a;

x et y sont deux nombres réels tels que :

4<x<Set —5 <y<—+.

Détermine un encadrement de : x + y ; xy ; x—y ;
Xy et L

(On donnera les résultats sous forme de fractions
irréductibles).

188 Recopie et compléte le tableau ci-dessous

Val
A as:;r‘ Valel::' Arrondi | Arrondi
e ee appro‘c = d'ordre | d'ordre
par excés a | par défaut 5 3
103 prés | a 10 °pres
465,76543
—78,98554

Legon 1

Exercices d'approfondissement

@7 Sachant que /3 estun nombre irrationnel,
démontre par ’absurde que les nombres A et B
suivants sont irrationnels :

A=2+3 2—“1/§.

B9

38" Soitunensemble E= { 2x*+4x+3/xER }.
1. Détermine dix éléments de E.
2. Compare les valeurs trouvées & 1.
Que remarques-tu ?
3. a) Justifie que : 2x*+4x+3 = 2[($ +1)+ %]
b) Démontre que 1 est un minorant de E.
4. Détermine I'élément de E correspondant & x = —1.
5. Déduis que 1 est le minimum de E.

@ Transforme les écritures suivantes sous forme de
fraction irréductible ou sans radical au dénominateur,

25 24+—F——

2.{.% 1/24—1
1‘“%4‘%
1+
R
3

% a et b sont des nombres réels.
Démontre que : |a + b| < |a| + |B].

a, b et ¢ sont des nombres réels.

2 2
1. Démontre que : ab < b :
2. Démontre que : ab + be + ac < a® + b* + &
3. Démontre que : 3gb + 3be +3ac <(a + b + )™

¥ Soient x et y deux nombres réels tels que : 0 <x <y,

v . .L_L(A_ 1
On pose: m=—5=;8= xyet =75 $+y)'
1. Démontre que : x <m < y.

2. Démontre que : x <g <y..

Ensemble des nombres réels




éxercfces

3. Démontre que : x <g=m <y
4, Démontre que :x <h <y
5. a) Démontre que : —é— = 71; :
b) Déduis-enque : x Sh<g=m=)
43 xestun nombre réel.
" Démontre que : [2x +3| < jx — 2|+ [x + 5,

144 Résous algébriquement ou graphiquement les
inéquations suivantes :

a)lx—5[>2;b)

:z-l—%l?_% sey | — 12) 215,

148 xctysont deux nombres réels.
Démontre que : x| — | = r—.

{4 x ety sont deux nombres réels.
Justifie les égalités suivantes :

a) byl =[x * Il

] | 2]
b)siy#0, \5‘ ==
y1~ |yl
‘47 On considére un carré ABCD de ¢6té 1. Le point I
" est le milieu du segment [AB]. Le cercle de centre
1 et de rayon IC coupe la demi-droite [IB) en P.
1. Calcule les distances IB, IC et AP.

T

1+¢

2. On note ¢ = ( se lit phi en majuscule
et minuscule @ et s appelle nombre d’or).

Démontre que : % = %’E— =d¢.
3. a) Calcule ¢ et vérifie que : ¢° = $+1,

b) vérifie les égalités suivantes : % =g —1
et =29+ L.

__ Situations d'évaluation

‘4g* Un agriculteur a un terrain en forme de triangle rec-
" {angle dont les mesures des cotés qui forment I'angle

droit sont x et y tels que : 302l m<x < 30,22 met
40,52 m <y < 40,53 m. Il désire avoir une idée
de la longueur de I’hypoténuse pour engager des
travaux.
1. Détermine un encadrement de I’hypoténuse par
deux décimaux consécutifs d’ordre 1.
2. Donne une valeur approchée d’ordre 1 par exces
de 1a longueur de I"hypoténuse.

Legon 1

Supposer que 2++3 est rationnel, alors
Z+s/_=%; savecp EZetg EN.

Ona V3= P _ 9 serait aussi un rationnel,
impossible car v'3 serait rationnel.
Donc 2++/3 est irrationnel.

E 3.b) (x+1y =0et 2[(m+1)1+%]z1_
5. Pour x = —1, I’élément de E est 1, 1 estle

On commence le calcul par le bas.

L - SR s
a=3g; b=v2; c=3

m On sait que : @* = |al’.
la +bP = (a + b= a2 +b* + 2ab, or : ab < |al.| b]
Ona: |a+ bP<|af +[bP+ 2al.|bl.
Ainsi: |a + B < (la+b])?, donc [a + b| < |alHb].

l.Onsaitque:(a—b)2=a"—2ab+5220
ona: 2ab <+ b
2.Démontronsquc:ab+bc+ac£a2+b2+c’.
D’aprés la question 1,

ab = ﬁngi s be = bg—gcz etac = az_z‘_cg :
En additionnant membre & membre ona:
ab+be+ac<a + b+ .

3. Démontre qma:E'uzb+33:»(:+3a4:5(a+1!:»+c)I
(@+b+e)f= 2 4+ p* + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc.
D’aprés la question 2, @ + I + ¢* > ab +be+ac;
Dna:az+b2+cz+2ab+2bc+2a0226b+250
+ 2g¢ + ab + be tac

ona:d + b +c*+2ab+2bc +2ac> 3ab +
3be + 3ac

donc : (a + b + ¢)* = 3ab + 3be + 3ac.

1. On démontre que m —x>0etx—y=<0.

& 2. z=vzr <oy <.
D=5 %(6—&)220.
4. Draprés 1), %s%g

2

m Encadrer successivement x* 3 3 ; % + 7

av/at+y .
(Pour tous nombres réels a et b positifs,
sia < b, alors ﬁiﬁ).

Ensemble des nombres réels




POLYNOMES ET
FRACTIONS RATIONNELLES

—
Pour aménager un terrain pour différentes cultures, on peut partager le terrain en
différents espaces d’alres données. Pour un terrain de 1000 m? ayant la forme d'un
rectangle, 300 m? doivent servir & Ia culture de tomates et le reste & celle des aubergines.
En utilisant un polynéme, partage ce terrain.

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Pour encourager et diversifier la pratique du sport dans son lycée,
le comité de gestion du lycée souhaite construire un terrain de
handball sur un espace rectangulaire de 30 m de longueur et 16 m
de largeur. Le proviseur souhaite par la méme occasion construire
une piste d’athlétisme de méme largeur en béton préfabriqué tout
autour du terrain de handball. Pour commander la quantité de béton
vendue par metre carré nécessaire a la piste d’athlétisme, il doit
déterminer ’aire de cette piste. Samuel, le Président du conseil
scolaire, éléve en Seconde ayant assisté a 1’asscmblée générale du
comité, fait le compte rendu 4 ses camardes de classe afin d’aider
le comité a déterminer ["aire de la piste d’athlétisme.

Leur professeur de mathématique affirme que la détermination de I’aire n’est rien d’autre que I’application des
polynémes. Curieux, ceux-ci décident d’étudier les polyndmes et les fractions rationnelles.

Legon 2 Polyndmes et fractions rationnelles




HABILETES ET CONTENUS

1 Géneralité sur les polyndmes

Connaitre :

» la définition d'un polyndme

« la définition du degré d’un polyndme

e la définition du zéro d’un polyndme

« la propriété relative a I'égalité de deux
polyndmes

o la propriété relative a la somme de deux
polynomes

o la propriété relative au produit de
polyndmes

e les produits remarquables

o le théoréme fondamental relatif a la
factorisation par x —

Reconnaitre :
« le coefficient d'un polyndéme
e la forme factorisée d'un polyndme

Vérifier : qu'un nombre réel donné est zéro
d’un polyndéme

/
)

Effectuer : A
e la somme de deux polyndmes
e le produit de deux polyndmes

Factariser :

e un polyndme en utilisant les égalités
remarqguables

e par x — a (a étant un zéro) et rechercher
les zéros en utilisant la méthode des
coefficients indéterminés

s par x — a (a étant un zéro) et rechercher
les zéros en utilisant la méthode de la
division euclidienne

5 Forme canonigue d'un polynome du
second degré

Ecrire : la forme canonique d'un polyndme du
second degré

Factoriser : un polyndme du second degré en
utilisant la forme canonigue

Etudier : le signe d’un polyndme du second de-
gré en utilisant une expression déja factorisée

3 | Fractions rationnelies

Connaitre :

» la définition d'une fraction rationnelle
» les différentes écritures d'une fraction
rationnelle

Transformer :

o les fractions rationnelles par la méthode de
la division euclidienne

o les fractions rationnelles par la méthode
d’identification

Etudier : le signe d'une fraction rationnelle

A Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux polyndmes
et/ou aux fractions rationnelles

INSTALLATION DES HABILETES

Généralités sur les polyndmes

1.1. Définition d’un polynéme

Mohamed, éléve en Seconde, apprend sur le Net que le produit de trois nombres

entiers consécutifs auquel on ajoute le deuxiéme nombre est le cube du deuxiéme nombre.
1. Choisis comme premier nombre, x —1. Donne l'expression obtenue.

2. Choisis comme premier nombre, x. Donne I'expression obtenue.

3. Justifie que l'affirmation est correcte.

Lecon 2 P& Polynomes et fractions rationnelles




Un p:olji’tﬁt:ﬁﬂ: est une somme dcmﬂnﬁmes .

Exercices de fixation \

eky Recopie les expressions qui sont des polyndmes, 1
b) - +2x+ 9 est un polyndme.
26 +x ; %—1 s 4 o 5 =2,
¢) x" =24z +1 estun polyndme.
B8 Réponds par vrai ou par faux 4 chacune des

affirmations suivantes : d) __JZE z'—4 est un polynéme,
a) x* — 7x’ + 3x — 1 est un polyndme.

1.2. Forme développée réduite et ordonnée d'un polynéme

Soit le polynéme P tel que : P(x) = (1 — 2x)(x* — 3)—x* (4 —x) + 5.
Développe, réduis et ordonne le polyndme P suivant les puissances décroissantes de x.

Un pnlynoma Ps’éerit de mamare umque saus forme davsl@ppée redmte at urdnnnée suWant
les pulssances déc'r{)lssantes de Sy : :

Exercices de fixation

Wl Développe, réduis et ordonne les polynémes I Développe, réduis et ordonne les polynémes
RetStels que: PetQtels que:
R(x)=(x*—1)(2x+3) —x*+9. Px) = (x—1).
S(x)= (9x—1)(9x+ 1)(x—7)* + 10. Qx) = (x—2).

1.3. Degré, coefficient d'un polynéme

Soit Ie polynéme P tel que : P(x)= x* + 3x7 — x* +4x° — % — 2019.
1. Détermine le coefficient du mondme de degré 3.
2. Détermine le plus grand degré des mondmes.

Le degré d’un polynome est Ie degré de son monome de plus haut dcgré -
La forme développee redmte et onzlennée suivant les puissances crmssantes d’un polynome
pmnct d’avoir ses coeﬁiments

Exercices de fixation

- Donne la liste des coefficients du polyndéme i) Détermine le degré du polynéme P dans
suivant : chacun des cas suivants ;

=ile=x i 1002 a) P(x) = — 1258 —4x*— 2x +1 ; b) P(x)=x+4;
QP =7; PE=4r—x—2¢+1.
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1.4. Zéro d’un polyndme

Soit le polynéme P tel que : P(x) = o b i o A4
Calcule P(—1).

Dans chacun des cas ci-dessous, vérifie si a est un zéro du polynoéme P.
a) P(x)=2¢+x*—5x+2avec o= 1. c) P(x)=—x*+2x+x* —x—2aveca= 2
b) P()=—x"— 2x>+x*— 4 avec 0= —2. d) PG = —%Ia+%x‘+x—3 =2,
1.5. Somme et produit de deux polynémes
Soit les polynomes R et T tels que : 2. a) Compléte les phrases suivantes :
R(x)=—x+2'—x*+2 et T(x) =1 —4x — 8%+ 2x+ 1. R+T estunl......... de degré .........
1. Calcule R(x)+ T(x) et R(x)* T(x). BxT estun ..cccce. dedegré.......--.

b) Compare d°(R+T)etd°R, puis d°(RxT) et d°R + d°T.

- ot ededeuxpclynémesestun polyuﬁmedentladegréestmf&lew ouégaiau degre
- Lo produit de deux polsmomes est un polyndme dont Io degré st égal & Ia somme de leurs degrés.

Exercice de fixation

Soit n, un entier naturel : P, Q et R les p'ulyn{”)mes définis par :

P(x) = (€ + x +1)(—5x"+ 3 — 4) + Sx(°—1); Q@) =(*—5x+1); R =31
1. Développe, réduis et ordonne P(x) suivant les puissances décroissantes de x.

2. Détermine d°P ; d°Q ; d° QR ; d(Q+R).

On ne demande pas de déterminer les polyndmes QR et Q+R.

1.6. Factorisation d'un polyndome

Factorise chacun des polynémes P, R et T suivants en utilisant un produit remarquable.
P =4¢—9 ; R=x+64 T(x) = 2x—10— (x+ 2)-

\dme, on peut utiliser le développement d'un produit remarquable.

Jl Exercices de fixation

Factorise chacun des polyndmes Q, S et H suivants en utilisant un produit remarquable.

Qx)=x*—49 ; Sx=x—5 ; HE=x+ 17—9.

Legon 2 Polynémes et fractions rationnelles




1.7. Factorisation par x —a

Soit le polynéme P tel que : P(x) = =2+ 7x* — Tx + 2.

1. Calcule P(2).

2. Justifie que : P(x) = =2+ 7% = Tx+2 — (=2 x 22 +Tx 22 =T %X 2+2).
3. Déduis-en le polyndme Q tel que : P(x) = (x =2)Q(x).

P est un polynome et ¢ un nombre réel. Lorsque P(x) = 0, on peut factoriser P(x) par x = &.

Exercices de fixation

gy et T TR T PP R T TR UT R LCICR LIV ALEAR LA LRSI ALt LAgh bl il bt

w Soit le polynéme P tel que : P(x) =3x*+x’ + 2x*— 6. 2. En utilisant la méthode des coefficients
1. Vérifie que 1 est un zéro du polynéme P. indéterminés, trouve le polynome Q de degré
2. Bn utilisant la méthode de la division 2 tel que : P(x) = (x + 1)Q(x)-
euclidienne, trouve le polynome Q Soitie polymome Pl
L ; e dme que :

de degré 3 tel que : P(x) = (x —1)Q(). = g il

Soit le polynéme P tel que : 1. Vérifie que —3 est un zéro du polynome P.
P(x) = —2x*— 4" +10x + 12, 2. Trouve le polynome Q de degré 2 tel que :
1. Vérifie que —1 est un zéro du polynéme P. P(x) = (x + 3)Q(x).

1.8. Signe d’'un polyndme du premier degré

Soit le polynéme du premier degré ax + b, avec a # 0.

1. Pour a > 0, résous I'inéquation ax + »> 0 puis I'inéquation ax + b <0.
2. Pour a < 0, résous ’inéquation ax + b > 0 puis I'inéquation ax + b <0.
3. Déduis-en le tableau de signe de ax + b.

Le paiynome axt b a+# EJ est du si gne dea mrsque xest supeneur a —-I-?" ef L sxgne
contra.ne de a lm:squex est mféneur i '

Exercice de fixation

Détermine le tableau de signe du polyndme P dans chacun des cas suivants :
a) P(x)=5x—7; b) P(x)=—2x+34 ; ¢} Pa)=—x—1,

L -3

Forme canonique d'un polynédme du second degré

Soit le polynéme du second degré O tel que : O(x) = - 2x =8
1. Développe (x— 1) et remarque que x* — 2x estle début du développement précédent.
2. a) Détermine ainsi le nombre réel b tels que : P—2x=(@x— 1P +b

b) Deduis-en une autre écriture de O(x).

I_.Eécnmre - 1)2 9 s’appelle Ia fomc cannmqueds Q : g
 Tot polynome du second degré ax® + bx + ¢ admet pour ibrmeeanomque I’ecnmre
a[(a; 4 uP i B] ol et B soﬂt des nombres. réels. : .
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H

ExerCIceS de fixatlon UU-OO‘IIII.IUI-C!..DI---|-||||-|------.llIl[---!ll
#29 Détermine la forme canonique du polyndéme P Soit Q(f) = —2f —2t+ 12.
dans chacun des cas suivants : 1. a) Eeris Q(7) sous forme canonique.
a) P)=x—2x+4; b) P(O)=F+4t+3; b) Déduis-en la forme factorisée de O(7).
. Détermi i i de
o) PO) =3 —6x—6; d) PE)=—7 —%x-i-%. 2. Détermine le signe de O(f) suivant les valeurs de 4

 Fractions rationnelles

On donne les polyndmes /et g définies par : fix) = x(x — 2) ot glx) =x* — 4 @
1. Beris I’expression de la fraction rationnelle  définie par : hiz) = 9% — %
2. Détermine la condition d’existence de A. g

3. Btudie le signe de h(x) suivant les valeurs de x.

~ Une fractmn rationnelle est le quotient de deux. polynomes : '
Le signe d’une fraction rationnelle s’obtient & parnrdes signes du numératenret du dénemmataur o
Toute fraction rationnelle admet différentes écnturas

Exercices de fixation

On donne la fraction la fraction rationnelle F = Etudie le signe de : |
—Oz*+ 6z — 14
définiepar  Fx)= —= 17 - 1. Fla) = 22—tz
En utilisant la division euclidienne, détermine les | Y x ?
nombres réels a, b ot ¢ tels que pour tout réel x 9. Glx)=z—3+ 45
différentdel,una:F(x)=m+b+q%;T- te

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION |

Exerciceo Factoriser un polyndme i

1. Vérifie que —1 est un zéro du polynéme P tel que : P(x) = P hdyE+x—2.
2. Effectue la division euclidienne de P(x) par x+ 1.
3. Factorise P(x) en utilisant la division euclidienne.

m L BagsR—=1)=—1+4=1=1

P(=1)=0 Pour effectuer la division euclidienne de P(x) par Q(x),

P(—1) =0, donc —1 est un zéro de P(x). « on vérifie que d'P > d°Q ;
e N o on élimine les mondmes de P du degré le plus élevé
= SRS
32+
~3x2i 5 3. P() = (x+ D0+ 3x—2).
—2x =2
—2x =2
0
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Exercicee Etudier le signe d’un polyndme

On considére le polynéme P tel que : P(x) = 2x* — 16x* + 10x+ 28.
1. a) Vérifie que 2 est un zéro du polyndme P.

b) Détermine les nombres réels a, b, et ¢ tels que : P(x) = (x— 2)(ax*+ bx + ¢).
2. Soit le polyndme Q tel que : Q(x) =2x*— 12x—14.

a) Ecris Q(x) sous forme canonique.

b) Factorise Q(x) puis déduis-en que : P(x) = 2(x — 7)(x + Dix —2).

c) Etudie le signe de P(x) suivant les valeurs de x.

Pour déterminer les nombres, a, b, et ¢, on peut utiliser :

1.a)Ona:P(2)=16— 64 +20+28=64 — 64=0.  la méthode de l'identification des coefficients ;
b) En utilisant la division euclidienne ou la mé- « la division euclidienne.
thode des coefficients indéterminés, on obtient :

a=2;b=-12;c=-14
2.2)Q(x) =2x*— 12x—14 _ e —m —1 2 7 +a0
=2(x*—6x—7) i+l | - + + '
=2[(x—3)* —16]
el = = o =
b) Q(x) = 2[(x —3)°— 4] :
=2[(x-3-4) (x 3 +4)] o e G i (S|
=2(x — Nxt 1) P(x) = - = p a5
On sait que : P(x) = (x—2)Q(x)
Donc P(x) = 2(x — T(x+ 1)(x—2). o P(x) est strictement positif x € |—1 ; 2[U]7; +e0[.
- - o P(x) est strictement négatif six € ]—oo ; —1[UJ2; 7[.
c) tl_.idedu signe de P(x). o P(x) = 0 pour x €{~1;2; 7}.
Les zéros de P(x) sont donc —1;2et7.

Exercice @ Utiliser la méthode des coefficients indéterminés

Soit le polyndme P tel que : P(x) =x* — 5x*+ 3x+ 2.
Détermine les nombres réels a, b, ¢, et d tels que : Px) =a(x— 1+ b(x— 1)+ clx—1) + d.

Ona:PR)=a(d— 3¢ +3x—1)+b@ -+ )+tax—c+d On utilise 1a méthode de I'identification des
P(x)=ar’ —3ax+ 3ax —a + byt — 2bx +h+ex—c +d coefficients.
=axt+(b—3ap?+(Ba—2b+c)x—atbh—c+d

Or P(x)=x* — 5x*+3x+2.
Par identification,
g=le =t Ainsi : P() = (x — 1P —2G—1¢ — 4 z—1)+ L
y —3a+b=-5 b=—2 Donc:a=1:b=-2;c=—4etd=1.
ona: =
3a—2btc=3 c=—4
—a+b—c+d=2 d=1

Exercice @ Etudier le signe d’une fraction rationnelle

(—2z+1)z—3)(z+1)
2—1 ’

Soit 1a fraction rationnelle F définie par : F(z) =

1. a) Détermine 1’ensemble de définition D de F.
b) Simplifie F sur D_.

2. Btudie le signe de la fraction rationnelle F.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

ot

Pour étudier le signe d'une fraction rationnelle, on peut :
l.a) D, =R\{-1;1}. o factoriser le numérateur et le dénominateur ;
i 7 o simplifier si possible la fraction;
b)Vx €D, , F(z) :( 2z+1)0z=3)(z+1) » utiliser un tableau de signe.

(z+1)z—1)
_{=2r+1X=z—3)
= =1
2. Tableau de signe.
c R R 3 Ho | yrel-w;—1[U -5 UTL; 3L F@ >0
" 4= & 6 L e o ¥Yx e ]%;1[ U]B;'l‘CO[,F(X){O-
= - — = = vxe {53} Fwy=0.
o+ L+ - .

Exercice e Ecrire une fraction rationnelle sous différentes formes

— z —
Soit la fraction F définie par : F(x) = —2:03:—4'_'-7?—3

Détermine les nombres réels m; n et? tels que: F(x) =mx + n+

g1

| Coriss

_ i) 24 Pour déterminer les nombres m, 7 et ¢, on peut :
Effectuons la division euclidienne de —2x*+ 7x — 3 o effectuer la division euclidicnnc du numérateur par

g le dénominateur ;
173 . e écrire mx + n+ ——7 sous forme d'un quotient,
252 — 2x S puis identifier les coefficients.
5x=3
—5x+5
2

Donc: F(x)=—2x+5+

xEI ; ainsi m=—-2;n=5;t=2.
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Resume de cours

€) Généralités sur les polyndmes

1.1. Définition d'un polynéme

m « Soient @ un nombre réel et # un entier naturel. On appelle mondme de la
variable réelle x, toute expression de la forme ax”".
@ On appelle fonction mondme toute fonction fde la variable réelle x définie
par : fix) = ax".
e Lorsque a est non nul, il est appelé le coefficient et » le degré du mondme ax".
* Un polynéme est une somme algébrique de mondmes de la méme variable réelle.
o Une fonction polyndme est toute fonction définie sur R qui, & tout nombre réel x,
associe une somme algébrique de mondmes. ;
» La fonction nulle est appelée le polyndme nul.

Notation :
Un polyndme est noté P ou P(x).

Remarque :
e On ne distinguera pas polyndme et fonction polynéme dans cette legon.
o Tout mondéme est un polynéme.

1.2. Forme développée réduite et ordonnée d'un polynéme
m_ Tout polynéme admet une et une seule forme développée réduite et ordonnée.
1.3. Degré, coefficient d'un polynéme

Le degré d’un polyndme non nul est le plus grand degré des mondmes.
Les coefficients d’un polynome sont les coefficients de ses monSmes.

Remarque : Le polynéme nul n'a pas de degré.

Notation : Le degré d’un polyndme P se note en général d°P.

m Deux polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont le méme degré et les
coefficients des termes de méme degré sont égaux.

1.4. Zéro d'un polyndme

m On appelle zéro d’un polynome P, tout nombre réel a tel que : P(a) =0.
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1.5. Somme et produit de deux polyndomes

La somme de deux polynémes R et T est un polyndme, noté R+T.
Le produit de deux polyndmes R et S est un polyndme, noté RxT.

W Soit P et Q deux polynomes.
o d*(P + Q) est inférieur ou égal au plus grand des nombres d°P et d°Q.

e (P x Q)=dP+dQ.

1.6. Factorisation d’un polynome

m Un polynéme mis sous forme d’un produit de polyndmes de degrés supérieurs ou
égaux a 1 est dit factorisé.

Egalités remarquables

Pour tous nombres réels a et A. (a — by=a’—3a*b + 32’ — b’
(a+ by —a*+2ab + b (@~ b)a+8) =a—&

(a + by =@+ 3@ + 3abP+ b (a+b)a* —ab+ D) =a’+ b’

(a—b)z=a"—2ab+bz (a—b)(a2+ab+b1)=aa—b3

1.7. Factorisation par x —a

m Un polynéme P(x) est factorisable par (x — @) si et seulement si P(a) = 0.

m P est un polyndme et @ un nombre réel.

@ est un zéro de P si et seulement si il existe un polynéme Q tel que, pour tout x,
P(x) = (x — w)O(x) ou d'Q = d"P —1.

Méthode

Pour factoriser un polyndme, on peut

o trouver un facteur commun ;

e reconnaitre un produit remarquable ;

s trouver un zéro évident a et soit diviser le polynéme par x — a, soit utiliser la méthode des
coefficients indéterminés.

-1.8. Signe d'un polynéme du premier degré

—o0
a

Signe de ['opposé de a + Signe de a
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€@ Forme canonique d'un polynéme du second degré

W Soit P(x) un polyndéme du second degré défini par: P(x) =ax>+bx +¢, a#0.
L*écriture : P(x) = af(x + o)® + B] ot a et § sont des nombres réels, est appelée
forme canonique de P(x).

Méthodes

« Détermination de la forme canonique d'un polyndme du second degré.

» Pour déterminer la forme canonique du polynéme du second degré ax? + bx + ¢, (a #0):

- on met le nombre a en facteur : ax* + hx +c=a(m2+%m+%) :

- on considére que z° +%E est le début du développement de (I + -i%)z :

- on cherche le nombre § qu’il faut ajouter & (:1: + zi)g pour avoir =’ + %_ﬂc +%.

« Factorisation d'un polyndme du second degré.
s Pour factoriser un polyndéme du second degré P(x) on peut ¢crire sa forme canonique :
P(x) = al(x + a)* + B].
-si =0, alors p(x) n’est pas factorisable ;
- si f =0, alors p(x) est factorisable et on considére (x + &)’ + P comme la différence de deux carrés.

+ Signe d’un polynéme du second degré.
e Pour étudier le signe d’un polyndme du second degré P(x) on peut écrire sa forme canonique :
P(x) =a[(x + a)>+ B].
-8ip=0,alors P(x) estdusignede a ;
- Si B < O.alors on écrit (x + a)*+ P sous la forme du produit de deux polynémes de degre 1 et on
fait un tableau de signes.

e Fractions rationnelles

m Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynémes.

Remarque

La fraction rationnelle g est définie lorsque () est différent de zéro.

Méthode
+ Signe d'une fraction rationnelle.

Soit P(x) et Q(x) deux polyndmes, P(z)
Pour étudier le signe de la fraction rationnelle 0(z)
P(z)
Q)"

on peut étudier le signe du produit P(x) x Q(x)

en tenant compte des conditions d’existence de

4




exer’cices

Exercices de renforcement

Détermine le degré de chacun des polynomes
R SetT

R(x) = (3x* — 5x =2)(x =2).

S(x) = (* —x =72 + 2).

P(x) = (x—1)(& =7)(92* + 5).

On donne les polyndmes P, Q et R tels que :

PO =T —5x-2;

Qx)=—T+x*—x—9;

R(x) = 5x* — 2x +3.

Détermine le degré de chacun des polyndmes P, Q,
R,P+Q,P+RetPR.

Détermine la forme canonique puis factorise si
possible le polyndme P dans chacun des cas.
LPX)=32~-5x—2 ; 2.P(x)=4’—12x+9;
3.P(x)=—2x*—x+1 ; 4.P(f)=-2f—1+10;
& PO =85842% 43 § 6P =~F=t=l

Etudie suivant les valeurs de x, le signe de chacun
des polynémes suivants :

T)=(2x+1F =9 5 AR =2¢ =9 ;
B)=2—5 ;P)=2—5 ;

NG = =2+ DBx—1)(x+2).

Détermine les nombres réels a ; b et ¢ tels que :
3t — 4 + 1= (x— 1)P(ax® + bx+ c)

Soit la fraction rationnelle g définie par :

6z+2
8= 9,5

1. Détermine I’ensemble de définition D_ de g.
2.a) Détermine les nombres réels a et b tels que :

_ b
V€D, gx)=a+ -
b) Détermine un encadrement de g(x) pour tout x

appartenant 3 ’intervalle [—% = :11-] 4

Simplifie si possible puis étudie le signe de cha-
cune des fractions rationnelles suivantes sur leur
ensemble de définition.

_(2+Da-1)
(z) = (2z-5)(z—7) "'

S(.’E) - (7_413)(1 _5-'5)
(4z+7)(5z—1)"
- Soit le polynéme P tel que : P(x) =x*—7x — 6.
1. Justifie que 3 est un zéro de P(x).
2. Détermine le polyndéme O(x) tel que :
Px) = (x — 3)Q(x).

Legon 2

3. Factorise O(x) et démontre que
Pr)=(x+1)x—3)x+2)

4. Btudie le signe de P(x) suivant les valeurs de x.
5. Trouve le signe des nombres P(—0,5) ; P(0) ;

P(y2) ; P(—%);P(2/3).

§8) Détermine les nombres réels o ; f ; 8 et A pour que
le polynéme R(x) = x*+ 3x* — 4 soit égal au poly-
noéme S défini par S(x) = o’ + x(fx — 3)—2x + A.

E Soit P(x) = —2x° —dx*+ 10x+ 12.

1. Calcule P(—1) et démontre que P(x) = (x + 1)O(x)
ol 0 est un polyndme.

2. Détermine la forme canonique de Q et déduis-en
que ; P(x)=—2(x+ 1)(x — 2)(x+3).

3. Détermine le signe de P(x) suivant les valeurs dex.

Détermine les nombres réels a et b tels que, pour
tout x élément de R\{—3;3},ona:
1 a b

-9 z—3 Z+8"

3 Soitla fraction rationnelle F définie par
=1
) =
(22z+3)(z—1)
1. Détermine |’ensemble de définition de F.

2. a) Prouve que la forme simplifiée de F sur son

ensemble de définition est F(x) = ;x—':lg :

b) Justifie que F(/2)=4/2-1.
3. Détermine les nombres réels a et b tels que :
. b
F(z) =a+5:13-

=1

4. Etudie le signe de S ¥z—3"

@ On considére la fonction polyndme P définie par :
P(x)=3+7x"—18x+ 8.
1. a) Vérifie que —1 est un zéro du polyndme P.
b) Détermine la fonction  de degré 2 tel que :
P(x) = (x— DQX).
2. On donne O(x) = 3x*+ 10x— 8.
a) Eeris O(x) sous forme canonique.
b) Factorise O(x), puis déduis que
P(x) = (x = 1)(x + 9)(3x — 2).

On donne le polynome P tel que :

P(x)=x—5x—2x+24.

1. a) Calcule P(-2)
b) Détermine le polynoéme Q tel que :
P(x) = (x + 2)O(%)-

2. a) Détermine la forme canonique de Q.
b) Factorise 0.

Polyndmes et fractions rationnelles




gxerc.fces

c) Déduis-en que : P(x) = (x + 2)(x — 3)(x — 4).

d) Etudie le signe de P(x) suivant les valeurs de x.

@ Soit le polyndme P tel que :
P(x)=2x> — 162>+ 10x+ 28.
1. a) Viérifie que 2 est un zéro du polynéme P.
b) Détermine les nombres réels a, b, et ¢ tels que :
Px) =(x —2) ax*+ bx +¢),
2. Soit O(x) = 2x*>— 12x —14.
a) Ecris Q(x) sous forme canonique
b) Factorise O(x) , puis déduis-en que :
P(x) = 2(x— T)x + )(x — 2).
¢) Eudie le signe de P(x) suivant les valeurs de x.
2 7
@8 On donne: fix) = *E—;—ZI—S;_:""T_Q
Onpose : P(x)=x"— 3x—4deth(x)=x+2x* — 5x—6.
1. a) Apres avoir donné la forme canonigue de P(x),
justifie que : P(x) =(x+ 1)(x — 4)
b) Déduis-en I’ensemble de définition de fnoté Df,
2. a) Démontre que pour tout x € DY,
fx) = %
b) Etudie le signe de fx) suivant les valeurs de x.
3. Détermine les nombres récls a, b et ¢ tels que
toutx €Df, fix)=ax + b+ $£4.

47 Soit Pun polyndme défini par : P(x) = x’*—3x*—10x +24.
1. Vérifie que 2 est un zéro de P.
2. On considére Q est un polyndme du second de-
gré tel que : P(x) = (x — 2)0(x).

a) Détermine puis factorise le polyndme Q,

b) Déduis-en la factorisation de P.

c) Btudie le signe de P(x) suivant les valeurs de x.
Soit O(x) =22+ (/3 + 1)$+§.
1. Ecris Q(x) sous forme canonique.

2. Prouve que Q(x)= ( %)(2:c+-,/§).
3. Soit F(x) = Q( )2

a) Détermine l'ensemble de définition D..
b) Etudie le signe de F(x) suivant les valeurs de x.

1. Démontre que, pour tout nombre réel x,
(x— 1P+ 6(x =172+ 9(x —1)=x*+32 — 4.
2. On considére le polyndme P défini par :
Plx)=x*+3x> — 4.
a) Veérifie que 1 est un zéro de P.
b) Trouve les nombres réels a. b, et ¢ pour que le
polyndme P soit égal au polynéme Q défini par :
Qx) =ax’+ x(bx — ¢)—2x + d.

Legon 2.

{28) On considére le polynome R défini par :
R(x) =3x*+3x—6.
1. Justifie que la forme canonique de R est :

2
R = 3| (2+3) -2]
2. Trouve les zéros de R.

@ Soit le polyndme P tel que : P(x) =—2¢"+5x+4x—3.
1. Caleule P(3) et détermine le polynéme Q tel que :
P@) = (x —3)0(x).
2. On suppose que Q(x) = —2x*—x+ L.
a) Détermine la forme canonique de Q(x ).
b) Factorise O(x).
¢) Déduis-en que P(x) = (— 2x + 1)(x + 1)(x — 3).
3.a) Btudie le signe de P(x) suivant les valeurs de x.
b) Détermine I’ensemble de définition de la fonc-
tion g définie sur R par : g(x) = y P(z).
On considere le polynéme P défini par :
PE)=x*+3x+x—1.
1. a) Vérifie que —1 est un zéro de P.
b) Factorise P(x).
2. On considere la fraction rationnelle F définie par :
P(x)
g—r—2"
a) Détermine 1’ensemble de définition D, deF.
b) Simplifie F sur D..
3. a) Btudie le signe de F(x) suivant les valeurs de x.
b) Déduis-en I’ensemble de définition de la fonc-
tion g définie par : g(x) = v—F(z).
¢) Détermine les nombres réels a, b et ¢ tels que
pourtoutx €D, F(x)=ax +b+ a:i?,'

Exercices d'approfondissement

128 f etk sont les polynémes définis pour tout nombre
réel x par :
LX) =x — 8+ (x* + 2x + 4)(4x> + 3x + 3).
h(x) =4x" +4x + 1.
1. En utilisant la forme canonique, démontre que :
he)=4(z+4).
2. On considére le polynéme g défini par :
gx)=x+2x+4.
a) Démontre que pour tout nombre réel,
ona:gx)=(x+1)+3.
b) Déduis de ce qui précéde que g n’est pas
factorisable.
3. a) Démontre que f{x) = 4(x* + 2x + 4) (x+%)ﬂ‘
—% est le zéro de f.

Fx)=

b) Justifie que :
{84 Démontre qu'il existe un unique polynéme R de degré
3 qui s’annule en 0 et vérifiant pour tout nombre réel x,

R(x+1)—R(x) =2

Polyndmes et fractions rationnelles
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R =

2%

27

oit la fraction rationnelle définie par :
24t ]
prem
On souhaite déterminer les nombres réels a, b, ¢, d,
eetf tels que:
Bl = i T |
@ =ad+bxtet Sty YR oT
1. a) Détermine I"ensemble de définition D, de F.
b) Démontre que pour tout élément de D,
F() =22 +x+ 14+ GHX).
Ot G(x) est une fraction rationnelle a déterminer.

2. En remarquant que G(x) = %-& Ej_] + a:il (1)
a) Multiplie I’égalité (1) par x et justifie que
d=—L
b) En utilisant le méme procédé qu’au 2. a),
calcule eet /.

Paul, éléve en Seconde C, affirme a Mariam sa voi-
sine de classe que dans chacun des cas ci-dessous,
il existe une valeur de x pour laquelle les triangles
ci-dessous sont rectangles.

‘Aide sa voisine a vérifier I’affirmation de Paul.

X+1
X+1

2 x=1

Un pére de trois enfants laisse en héritage 1 600
hectares de forét. Le testament précise que I’ainé
doit recevoir 200 hectares de plus que le deuxiéme,
et le deuxieme 100 hectares de plus que le dernier.
Une entreprise, pour son extension, souhaite ache-
ter aux héritiers 400 hectares afin d'y installer sa
nouvelle usine de fabrication de chocolat. Les héri-
tiers souhaitent conserver les parts de I’ainé et du
dermnier.

Ils te sollicitent pour savoir si dans ces conditions
I’entreprise sera satisfaite.

Legon 2

28"

29

Sur le Net, Roxane découvre cette égalité :

102+ 1124+ 122 —132—142=0.

Emerveillée, elle décide de vérifier s’il existe
d’autres séries de cing entiers naturels consécutifs
tels que la somme des carrés des deux plus grands
soit égale & la somme des carrés des trois plus petits.
1. Si x est le plus petit entier naturel, alors
x—8x=20=0.

2. Réponds 4 la préoccupation de Roxane.

Le club environnement du lycée dispose d’un ter-
rain OABC qui a la forme d’un trapéze rectangle
dont les dimensions sont OA=7 ; OC =4 et CB=3.
Le club doit faire une pépiniére sur une superficie de
18 m? représentée par la partie hachurée qu’il doit
cléturer avec du grillage.

Les membres souhaitent savoir ou positionner le
piquet M entre H et A.

On désigne par x la distance OM avec 3 <x <7 et
A(x) I’aire de la partie hachurée en m,

c B

1. a) Démontre que I"aire du trapéze HMPB est :
(11—z)(z—3)
ey =

b) Déduis-en que I'aire de la partie hachurrée est:

ﬂ 1. b) Effectuer la division euclidienne de

c+xt+1pary —x

W Résoudre x € N.

2 1P+ (2P =@+ 3P+ (x 4R

Polynames et fractions rationnelles




EQUATIONS ET |
INEQUATIONS DANS R

En partance pour le marché en vue d'écouler les produits champétres, les villageois
viethamiens utilisent un mécanisme trés ingénieux (un bambou, deux corbeilles et des fils)
pour faciliter le transport de leurs marchandises. Comment doivent-ils repartir les produits
sur le mécanisme pour ne pas subir I'effet de balance durant le trajet ?

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Un éléve raconte i ses camarades de classe comment la féte de son village a été belle. Un défilé long
de 250 m y a été organisé. Il a défilé en téte des scouts portant le drapeau du village et la fanfare a la
queue. Juste aprés le départ, il se souvint avoir confié son foulard d’uniforme & son frére au dernier
rang de la fanfare. Il est parti en courant & 10 km/h (sa vitesse au sprint) pour chercher son foulard et
est revenu 3 min 18 s plus tard.

Ses camarades, émerveillés, décident de calculer la vitesse a laquelle avancait le défilé.

Lecon 3 Equations et inéquations dans R

s




1  Equation dans R

Identifier :
» une équation dans R
» deux éguations équivalentes

| . Résoudre :
':  des équations dans R dont les membres

HABILETES ET CONTENUS

« deux inéquations équivalentes

Résoudre :

« des inéquations dans IR dont les membres
sont deux polyndmes

« des inéquations dans R dont les membres
sont deux fractions rationnelles

« des inéquations avec valeur absolue

e des équations dans R dont les membres sont 3 Traitamentdé siuation

deux fractions rationnelles
» des équations avec valeur absolue

2 Inequation dans R

Identifier :
s une inéquation dans R

INSTALLATION DES HABILETES

Traiter une situation faisant appel aux
équations et inéqueations dans R

V% Equation dans R

1.1. Définition d'une équation dans R
1 g1}
' —3z

r des parties de R.

Exercices de fixation

Réponds par vrai ou par faux & chaque affirmation.

On considére I"équation (E) : x ER, 2x+ == >"5 -

Soit fet g les fonctions de R vers R définies respectivement par : flx) =2x + % etglx) = E:x(—‘*m—:?,xL)

1. Réécris I’équation (E) en utilisant les fonctions fetg.
2. a) Détermine les ensembles de définition D , et D, respectifs des fonctions /et g.
b) Détermine les conditions sur x pour que 1’équation (E) ait un sens.

3. Calcule f(ls?—) et g(l—??-j puis compare les résultats obtenus.

4, Caleule fi—2 ) et g(—2) puis compare les résultats obtenus.

ation & une inconnue estunc égalité de Ia forme f(x) 2() ot fet g sont des fonctions

1. L’équation 2x + 5y = 0 est une équation a une inconnue dans R.
2. L'équation (x + 1> = — }_ 3 estune équation 4 une inconnue dans R.

3. I’équation x* + »* = 1 est une équation a une inconnue dans R.

Equations et inéquations dans R




w Pour chaque ligne, choisis la bonne réponse.

a ! B o
1 | Lenombre —3 estsolutionde’équation | —2x+1=-5 | -3x+7=1-5x —2x=3
7 |L équation (2x —5)(6x —18) =0 a pour % ot 3 % et =3 % ot 3
solutions
3 | L’équation x* —18 =0 a pour solutions | 3./9 et —2/3 | 2/3 et—24/3 342 et—3y2

1.2. Equations équivalentes

Dans chacun des cas suivants, résous dans R les équations (E, ) et (E,) proposées puis compare leurs ensembles
de solutions.

a)(EB): |z] =2 et(®B): ¥»—4=0 ; bBE): xx—-1)=0et(E): ¥*+x=2x;
¢)(E): = =x et(E): »—1=0.

Lorsqu_e'-deux équations ont le méme ensemble de solutions, on dit.qu?:ellé:s gom_équivalqn_t_es;_,' :

Exercices de fixation

Recopie les équations équivalentes parmi les équations ci-dessous :
1
Lo ) B lz] =0; (E): lz—1] =0 ; (E) — =% s AB): |z+1] =2.

@ Réponc’ls par vrai ou par faux. 5 Pt M) ) e
1. Les équations (x —1}2x —14)=0et —— — = 0 sont équivalentes.
2. Les équations (x> — 1)(x — 2) =0 et (x +1)(3x*> — x + 2) = 0 sont équivalentes.

1.3. Equations dans R dont les membres sont des polynomes

Résous dans R chacune des équations suivantes :
LE):Bx—4p=—x(4—-3x) ; 2.(E):49*+ (e b2y==Mr 5 3 (E): 25— 1=0Opt2P=—dx+1.

Pm_.:;r.. résoudre une 'équatidn dont les membres sont des fdnctiqn,s polyn6mes, on peut la
ramener a une équation de la forme p(x) = 0. )

Exercices de fixation

Résous dans R les équations suivantes : "% Résous dans R les équations suivantes :
a)(E):xER, x+ I§6+($53)=6—3_453", a)x?=121 ; b)x*=11;

b) (E) :x € R, Bx +6)(3x — 1) = (x+2)(2x — 4). c) x* = 5 et t8=30:
c)(Es):xER,(3x+l)(1—6x)—(3x+?)(3:c+1)=0_ e)(x+5P=49 ; DE-4r+1=2

1.4. Equations dans R dont les membres sont des fractions rationnelles

Résous dans R chacune des équations suivantes.

4—gz _ , e 3 _ . B g e
DEY:EZZ=0 ; @) :Ep-l=zir  (E: =t

' Pﬁut‘néseudre une équation dont les membres sont des fractions rationnelles, il faut commen-
cor par déterminer Pensemble de validité. A la fin, il faut vérifier si les solutions trouvées

appartiennent & cet ensemble.

Legon 3 Equations et inéquations dans R




1 Exercices de fixation |

W Résous les équations suivantes : a)(E)) :x € R, + =0 ;

WY Résous les équations suivantes :

! DE):xeR —27=L ; b)(E)ixER, o5 +—7=0.
e i o e R At |

| 1.5. Equations avec valeur absolue

Résous les équations ci-dessous :

L(E):x€R, |z=3|=1 ; 2.(B):x€R,|4-2]=5 ; 3.(E):x€ER, |20+3|=32—7].

Pour résoudre une équation avec valeur absolue, on peut utiliser 'une des pmpnetés suivantes :
|x| ~a,(a> 0), & x=-qoux=a
syl =Pl ex=—youx=y

4 Exetcices de fixation

W Résous dans IR les équations suivantes : Résous dans R les équations ci-dessous :
L(E):xER, |[z—1|=4 1.(E):x€ER, |z—1|=|z—5|.
2.(E):x€ER, |z 5|—— 2.(E):x€R, |z+5|=|zl].

3.(E):x€R, |2c+8|=3.

. Inéquations dans R

. 2.4, Définition d’'une inéquation dans R

On considére Uinéquation (I) : x ER, 2(%; 8) >1 -Eik'

Soient fet g les fonctions de R vers R définies respectivement par: f(z) = -2(%7;5) et glz) = -:l_ﬁi
1. Réécris I"inéquation (I) en utilisant les fonctions f et g.
2. a) Détermine les ensembles de définition D, et D, respectifs des fonctions fetg.
b) Détermine D, N D,
¢) Détermine les cond1t10ns portant sur x pour que I’inéquation (I) ait un sens.
3. Caleule f{—2) et g(—2) puis compare les résultats obtenus.
4. Calcule fi—5) et g(—5) puis compare les résultats obtenus.
Une méquaﬁon 4 une inconnue est une inégalité de la forme j(x) < g(x) (ou flx) > g(x),
ou flx) < g(x) ou j(x) = g(x) Jou f et g sont des fonctions définies sur des parties de RR.
Réponds par vrai ou par faux.
x et y sont deux nombres réels distincts.
1. L’inéquation 2x + y <4 est une inéquation a une inconnue dans R.
2. L’inéquation (x + 1)> >x + 4 est une inéquation 4 une inconnue dans R.
3. L’inéquation x* + 3 < 1 est une inéquation & une inconnue dans R.
w Pour chaque ligne, choisis la bonne réponse.
A B c
1 | Le nombre —3 est solution de I'inéquation —x+1£-5 2l > k=5 —2x<0

2 | Le nombre 0 est solution de I'inéquation | (x— D(x+2)<0| (x—1)(x—2)<0 | (x+1)(x+ 2)<0

Legon 3 Equations et inéquations dans R




2.2. Inéquations équivalentes

Dans chacun des cas suivants, résous dans R les inéquations (I,) et (I,) proposées puis compare leurs
ensembles de solutions.

B (1): 2 —1zx—4 et(L): 2-557 ; b)QA): 222 ) et (l): 2x<0.

Lorsque deux inéquations_.ént_ le méme ensemble de solutions, on dit qu’elles sont équivalentes.

Exercices de fixation

@ Recopie les inéquations equwalentes. parmi les @ Reponds par vrai ou par faux : i
inéquations ci-dessous : 1. Les inéquations —2x(x —4) <0 et Qx =0

gty {1 [al=1g sont équivalentes.
@): x=1<0; (1): Ly 2. Les inéquations —4x — 8 > 0 etx +2 <0 sont
: * * équivalentes.

2.3. Inéquations dans R dont les membres sont deux fonctions poiyndmes

Résous dans R chacune des inéquations suivantes :
LA): c—D2x+H<0 ; 2.(L): (x— APl =2 5 3.0 2xx—3)tx 28,

Pour résoudre une inéquation dont les membres sont des fonctions polynémes, on peut la
ramener 4 une inéquation de la forme p(x) <0 (oup(x) >0, 0up(x) =0, 0u px)=0).

Exercices de fixation

Résous, a I’aide d’un tableau de signes, les @ Résous, a ’aide d’un tableau de signes, les
inéquations suivantes : inéquations suivantes :

a)([):xER, (x—3)x—1)<0; a)(I):xER, 2-x)(6x+3)=20;

b)) x€R, (x-9)(x-5)<0. b)) :x€R, x(7-x)+(x—1)2x— 14)=<0.

2.4. Inéquations dans R dont les membres sont deux fractions rationnelles

Résous dans IR chacune des équations suivantes.

1
LIE =r%a : 10 sEgb iy

Pour résoudre une inéquation dont les membres sont des fractions rationnelles, il faut com-
mencer par déterminer ensemble de validité. A la fin, il ne faut considérer que les solutions
qui appartiennent a cet ensemble.

Exercices de fixation

Résous, 4 I’aide d’un tableau de signes, @ Résous, a I’aide d’un tableau de signes, les
les inéquations suivantes : inéquations suivantes :
~ 2+
2)(1):vER, LT3 <0; ():xeR, Zt8 5,
=
b)@):xeR, L2 >0 B@):xeR £EL> 2o
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2.5. Inéquations dans R avec valeur absolue

Résous dans R les inéquations ci-dessous :
Litys le—3l=8 2.(1): lz~1|<|z+3].

: '_soudreune inéquancn avec valeur absoluc, onpeututilwer l’une des pmpnétés suivantes :
s-lx—-a|<,,_____ )mba—rﬂx<a+r :

Iﬁx)l = 1g(x)l = [ﬂ-’r}]z = [@;(J&?)]2

Exercices de fixation

Résous dans R les inéquations suivantes : \ Résous dans R I'inéquation :
@:lz-0,51=8 ; @):12-%I<T O :xER, |5—2z|>|20+3|

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Résoudre une équation dont les membres sont des polynémes

Résous dans R, I'équation : (x — 1)(6x — 5) + (x = 1)(x +2) = 0.

m (x=1)(6x—5)+ (- D +2)=0

(x-DI(6x-5)+(x+2)]=0
(= D)(Tx—3)=0

¥ < On transforme I'équation sous la forme P(x).Q(x) = 0.
» On utilise @ X b =0« a=0oub= 0 pour résoudre

o WEGT l'équation.
x=1lon xg— 7
Sp= {13—77}
Exercicee Résoudre une inéquation dont les membres sont des fractions rationnelies

; S 5 i | 2z
Résous dans R, l'inéquation : T

s

2;_:3]' est défini six # —3.

» On détermine 'ensemble de validité de I'inéquation.
o On résout l'inéquation en I'exprimant sous la forme

Plz)
2T est défini six # 4. o> .
: 3 i
L’ensemble de validité est V = R\{—3 ; 4} e On étudie le signe de o)
Ve N, — & 2r=L 23:4
o 2:;":‘{_31 _.x— =0 Tableau de signe
_(2s-1)a—2)—2e(z+3) L = a3t g
(£+3)(I'_4) . _;1_5x+.4 + + 0 = =
PR s S x+3 L R + +
(3:+3)(I'—4) xu—4 = L -0 Sl
—1bz+4
(z+3)z—4) # 15 w =
Bi= ]—o;—38[ U ]T45—;4[.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice @) Résoudre une équation avec valeur absolue
Résous dans R, l'équation : |—3z+4[+|-5+z|=10.

» On détermine les valeurs qui annulent les expres-

Résous dans R, |—3z+4|+|-5+z|=10. sions en valeur absolue.

o —Sstd=0ei=2 g -5+2=0sz-5 B Onuuhseuntableaupourécnmlesdlffcrcntcs
3 expressions sans valeur absolue.
« On trouve les solutions de chacune des équations.

e Utilisons un tableau.

X =0

pelen gl g el etsioa

4

3
|—3x+4]|| 3x+4 g J-2 1 x4
o il
| | 5—x 3

L’ensemble des solutions est {—l %}

> —4x+9=10 | 2x+1=10 |4x—9=10 £
4 k= o R

Exerciceo Résoudre une inéquation avec valeur absolue
Résous dans R, les inéquations suivantes.

L |2z—1]=|z+2| 2. lz—1|<]z-3].

= On détermine les valeurs qui annulent les expres-

1. Résolvons dans R, |22 —1|=[z+2]. sions en valeur absolue,

e p—1=0ez= & ot 2+2=0ez=—2. » On utilise un tableau pour écrire les différentes
2 expressions sans valeur absolue.

 Uytitisions tin tableay. « On trouve les solutions de chacune des inéquations.

x -0 — —%- +o0
2 i 1 5 Al 0 =1 | [Bitelnl-wi2l=ei[-2g]n[-5:3]= ;
] P Y g |
Dr+li<—x—2|2x+1<x+2 | 2x—1<x+2
3 5 M e\ B R
0 s ek i s=[-1:3ul3:8]=[-3:3]:
2.0na: o
la|<|blelal <|bF
lz—1|<|z—-3| & |z—1F <|z—3[ ea’—b'<0
(z—1P <(z—3) & - 20+1 <z'—6z+9 = (a—b)a+b)<0.
—2r+6r<9—-1 4z <8
=g <2
S, =1~;2[
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Résume de cours

€ Equation dans R

1.1. Définition d'une équation dans R

PRl Soient fet g des fonctions de R vers R et A un sous-ensemble de R.

s (E) : x €A, flx) = glx) est appelé équation 4 une inconnue dans A.

(E) est le nom de 1’équation et A est le référentiel de I’équation.

Lorsqu’il n’est pas mentionné, le référentiel est R.

e L'ensemble de validité de I’équation (E) est : Df N Dg.

» Un élément o de A est une solution de (E) lorsque f(a) = g(w).

» Résoudre une équation revient 4 trouver I’ensemble de tous les €léments de A
solution de (E).

On le note S, (E) ou S 5’il n’y a pas de confusion.

» Lorsqu’une équation n’a pas de solution, on dit que 1’ensemble des solutions est

I’ensemble vide. Onnote: S, = @.

1.2. Equations équivalentes

Deux équations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme ensemble de
solutions.

1.3. Equations dans R dont les membres sont des polynomes

Point Méthode

Pour résoudre une équation (E) : flx) = g(x) oi fet g sont des polyndmes, on peut procéder
comme suit :

s se ramener au cas d une équation de la forme p(x) =0, ou p est un polynome ;

« factoriser p(x) (si possible) ou développer p(x) selon le cas ;

e déterminer les solutions (si elles existent) de 1’équation p(x) = 0.

1.4. Equations dans R dont les membres sont des fractions rationnelies

Point Méthode

Pour résoudre une équation dont les membres sont des fractions rationnelles, on peut précéder
comme suit :

» déterminer I’ensemble de validite de I’équation ;

« transformer & 1"aide des régles de calcul dans R notamment celles relatives aux quotients,

Alz)

’équation en une équation de la forme —7— =0

B(z)
o résoudre 1’équation A(x) =0 ;
o controler si les solutions ainsi trouvées appartiennent ou non & I’ensemble de validité.




Résumeé de cours

1.5, Equations avec valeur absolue

Méthode
Pour résoudre une équation comportant une valeur absolue, on peut utiliser les propriétés
suivantes :

» Sia est un nombre réel positif, |zl=aez=a ou 3=—0.

s Pour tous nombres réels xet y,ona: lzl=|y|leoz=y ou z=—y.

Inéquations dans R

2.1. Définition d’une inéquation dans R

m Soient fet g des fonctions de IR vers R. L’énoncé (I) : x € R, fx) < glx) est appelé
inéquation & une inconnue dans R. :

(1) est le nom de I'inéquation et R est le référentiel de 1'inéquation,
Si le référenticl n’est pas mentionné alors le référenticl est I'ensemble R.

validité d' 2 i i ;

W fet g sont des fonctions d*ensembles de définition D et D,.
On considére 'inéquation (I) : x € R, fix) < gx).

« On dit que o est une solution de 1’inéquation (I) lorsque : fla) < g(o).
o On appelle ensemble de validité de 1'inéquation () "ensemble D, N D,.

2.2. Inéquations équivalentes

W Deux inéquations sont équivalentes lorsqu’elles ont le méme ensemble
de solutions.

Résolution d'inéquation

« Résoudre une inéquation () dans IR consiste & déterminer ’ensemble des nombres réels qui
vérifient I'inégalité. Cet ensemble est appelé ensemble des solutions de I'inéquation. ;

On lenote S, (E) ou S, s’iln’y apas de confusion.
« Lorsqu’une inéquation n’a pas de solution, on dit que ’ensemble des solutions est I'ensemble

vide. Onnote: S, = @.

Méthode

La résolution d’une inéquation peut se faire en transformant I’inéquation en une inéquation
équivalente au moyen des régles de calcul dans R.



Resume de cours

2.3. Inéquations dans R dont les membres sont deux fonctions polynémes

Point Méthod
Pour résoudre une inéquation (E) : f{x) < g(x) o fet g sont des fonctions polyndmes, on peut
procéder comme suit : '

o se ramener au cas d’une inéquation de la forme p(x) <0 (ou p(x) > 0 ; p(x) < 0 ; p(x) = 0) ou
p estun polynome ;

o factoriser p(x) (si possible) ;

o utiliser un tableau de signes pour déterminer les solutions (si elles existent) de I'inéquation.

2.4. Inéquations dans R dont les membres sont deux fractions rationnelles

Point Méthode

Pour résoudre une inéquation du type fx) < g(x) dont les membres sont des fractions ration-
nelles, on peut procéder comme suit :

e déterminer I’ensemble de validité V de I’inéquation ;

o transformer 4 I"aide des régles de calcul dans R, notamment celles relatives aux quotients,

A(z)

T’inéquation en une inéquation de la forme : <0;

3
o utiliser un tableau de signes pour déterminer I'ensemble S, des solutions de Iinéquation ;
« I’ensemble solution est § NV.

2.5. Inéquations dans R avec valeur absolue

Point Méthode

Pour résoudre une inéquation comportant une valeur absolue, on peut utiliser les méthodes suivantes :

Méthode 1

Utiliser la propriété suivante :
e Six et a sont des nombres réels et » un nombre réel positif, alors :
x—agl<reoa—r<x<a+trn

Méthode 2

Pour résoudre des équations du type | f(z) | > | g () |, ou fet g sont des fonctions polynomes,
on peut procéder comme suit :
» se ramener & des équations équivalentes suivantes :
| f(@)|>]g(@)| e f(2)* > glz)*
= flz)*—glz)' >0
o (flz)—g@) N flx)+g(z) >0
e factoriser si possible f{x)— g(x) ou flx) + g(x) ;

» utiliser un tableau de signe pour trouver 1’ensemble des solutions de 1'inéquation

(flz) —g(@))flz)+g(@) > 0.




gxemfces

# Résous dans R les équations suivantes : 0 Resous les équations SUJVBDtcS
1 (c+ 1)35—2)=0; 2) ~L_o;p Lt
2.2(1-x)@2x—5)=0; -"+ x+2 —1
3.+ 1P(x—3)=0; &) _1__= 2 . d) __4_: 2
4. (4x —2) (Tx+1) (12x— 6) = 0. =1 &4 Ve 373
) Résous dans R les équations suivantes : a Résougs les équations suivantesi 5
L x-1p =@ -DE+3); LoD wsa: BATgti 0]
2. (Gx+ 1P ~(x+ 12 =0. 1 ) ]
X
3. 21 BN o e
8 Résous dans Rles équations suivantes : xg—l x—1 ) 2x—7
X =3 i ?—25 ..
1. (d2—9)—2(2x—3) +x(2x—3)=0. 5.5 5oy —13 & rESTErE il l_
B SoitPR)= 9 —49x2 — (4x + 11)(12—28x) — (3 — Tx)*. 7 }_ﬂ)rax_zzg_
x %=
Résous dans ™ ‘es équations suivantes :
LPx)=0; G Résous dans IR les équations suivantes :
g-ggjﬁg)‘; 1 lx-3l =8 ; 2 lxtdl=1;
P(x)=9- J
: 1 2x—11=7 ;4.15:+10l =6.
4. P(x)= 13x* +20x — 13, % | 2ol palaRe 10 =0
@@ Resousdans R les équations suivantes :
8 Reésous dans R les équations suivantes : U et Slatdl 5 2§ 2T =20l
- - +9=0: t 3 - )
L -G 3 0x+8 =1x=3l,
2.3 —6x+3=0;
3.0 -4 +4x=0. 7 Résous, 4 I'aide d’un tableau de signes,
' RE s T los Geriials s les inéquations suivantes :
ésous dans [R les équations suivantes : N e ) " i
2 e Gid . a) (x-3)x-1)<0 : B E-9Ex-5<0;
b4 s g3 0§ 0)(2x+4)(3x-3)=0 ; d)(A5-5x)(x+1)>0.
2
3. ;i_ié_z s . 4 %zo_ @8 Résous, a laide d’un tableau de signes,
les inéquations suivantes :
- Résous dans R les équations suivantes : a) Bx—4)(x+7)=0 ;b (2x—8)(10x+5)<0;?
RUET I O@—x)6x+3)=20 ; d)(7-x)(6x+18)<0,
B R '
. Résous, a I’aide d’un tableau de signes,
51 les inéquations suivantes :
23 =% 2x+8 6x+1
X P g B 20
3 1 2 -~ *-—9 T—x
“x+1 x—1 x+5 o ow=2x+10
c)3x 5'{” s B a5 4-3x = 0.

' Résoudre les équations-quotients suivantes : N . .
(x—3N@E+1) (3—x)x—6) E - Bésous ldans R, a I’aide d’un tableau de signes, les
3 0BT ,-§g 0 inéquations suivantes :

+

el OO o] ol 922150 pit +2z0;

©) 3x+1 = 8 —x* =0. x
x+4 2H - & 2x+10>3

Résous les équations- quotients suivantes : =5 %1 Ve o

g | 1 o
g = Bl B

=l e 1 e

‘ ©) 3x+2‘3’d)2—2x' 1.
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exercfces

ﬂ Résous dans R, les inéquations suivantes :
1.1x—2l<4 z 2.|x+2l£1;

3 law—7l<s ;  4alsx+el<i2
Résous les inéquations suivantes :
Llx-2l<x : 2.|x+2!5|x-5|;
3.1 2c-7l sl 2x+ 1l

Exercices d’approfondissement

Résous dans R, les inéquations suivantes :
a) (2x— 1) Bx+ <@ -x) Gx+1);
b)(x—2) (x+1)>(2x+1) (2x+2);
)(x+1)P@x+)<—1;

d) (3 —x)(2x+3) < (x— 3) (2x +6).

Résous dans IR, les inéquations suivantes :

1L 21-—3}(5:{—1 ;QA{3x-'3>x+%'
Chels x+1<2e+1

On considére un carré ABCD de coté § cm.
AM=BN=CP=DQ=r.
1. a) Caleule ’aire A(x) du carré MNPQ.
b) Démontre que : A(x) = 2(x — 4)* + 32,
2. Détermine les valeurs de x pour lesquelles A(x) =50

=

e M B

8 cm

¥
2 C

Lorsqu’on ajoute un méme nombre au numérateur
et au dénominateur de la fraction =, on obtient un
résultat supérieur a 3 -

Détermine les valeurs possibles pour ce nombre.

On considére I’équation

(B): xER, P22 —x+2 =0,

1. Justific que 2 est une solution de I"équation de (E).
2. Résous I’équation (E).

3. Résous I’inéquation (I) :x € R, x*—2x* —x+2<0.

On considére 1'équation :

(B):xER, ¥ —24% +4x—-8 =0.

1. Justific que 2 est une solution de I’équation de (E).
2. Résous ’équation (E).

3. Résous Iinéquation (1) :x € R,x* —2x* +4x—8=0.

2

&

Legon 3

On considére 1’équation :
(B):x € R, ¥ —-522+9x—5 =0.
1. Justifie que 1 est une solution de 1’équation de (E).
2. a) Déterming la forme canonique de x* — 4x + 5.
b) Résous Iéquation (E).
3. Résous I'inéquation (I) :x € R, x*—5x*+9x-5 20.

Situations d’évaluation

Un éléve raconte 4 ses camarades de classe, comment
la féte de son village a été belle. Un défilé long de
250 m y a été organisé. 11 a défilé en téte des scouts
portant le drapeau du village et la fanfare 4 la queue.
Juste aprés le départ, il se souvient avoir confié son
foulard d’uniforme a son frére au dernier rang de la
fanfare. 11 est parti en courant 4 10 km/h (sa vitesse
au sprint) pour chercher son foulard et est revenu
3 min 18 s plus tard.

Ses camarades, émerveillés, décident de calculer la
vitesse a laquelle avangait le déiile.

Détermine la vitesse 2 laquelle avangait le defile.

© Un homme posséde un terrain rectangulaire ABCD
tel que AB = 120 m et AD = 80 cm. Il place le point
I milieu du coté [AD]. 11 veut placer le point M sur
le coté [CD] pour que l'aire du triangle BMI soit
inférieure ou égale au tiers de l'aire du rectangle
ABCD.
Ainsi, les terrains de formes triangulaires ABI, IDM
et BCM seront a ses trois fils. Il te sollicite pour
trouver la position du point M. On pose DM =x
Détermine x pour que I'aire du triangle IBM soit
inférieure ou égale au tiers de 'aire du rectangle
ABCD.

A B

« Mettre chaque inéquation sous I'une des formes :
P(x)Q(x) < 0 ou P(x)Q(x) > 0 ou PX)Q(x) < 0.

o Utiliser ensuite un tableau de signe.

La solution d'un systéme est l'intersection des
ensembles de solutions de chaque inéquation du
systeme.

Utiliser la méthode de la division euclidienne

ou lidentification des coefficients pour
factoriser le polynome.

Equations et inéquations dans R




EQUATIONS ET
INEQUATIONS DANS RxR

_ Le signal & mesurer est visualisé sur un tube cathodique généralement vert. 4
| La trace de l'oscilloscope est déterminée par deux composantes : une horizontale et une e &
verticale. La composante horizontale est en abscisse : c'est le temps, ou une tension !

(mode XY). Explique comment interpréter la position d’un point sur un écran.

SITUATION D’APPRENTISSAGE

La bibliothéque d’un établissement scolaire a acheté pour une somme de 19 200 F CFA,
12 nouveaux exemplaires d’un roman africain trés demandé par les éleves et 10 nouveaux
exemplaires d°un roman célebre de la littérature occidentale. La différence de prix entre un
exemplaire du roman africain et celui du roman occidental est de 500 F CFA.. Forts de ces
informations, les élévent décident de traduire chaque situation par une équation et de calculer
le prix de chaque livre.

Lecon 4 Equations et inéquations dans RxR




HABILETES ET CONTENUS

1  systeme diéguations dans RxR

Identifier : le déterminant d'un systéme
d'équations linaires dans RxR

Connaitre : la propriété sur l'unicité éven-
tuelle de la solution d’'un systéme d’'équations
linéaires dans RxR

Traduire : en équations diverses situations
concrétes

Calcuier : le déterminant d'un systéme
d’équations linéaires dans RxR

Utiliser : le déterminant pour prouver I'unicité
éventuelle de la solution d'un systéme d'équa-
tions linéaires dans RxR

2 Méthodes de résolution d'un systeme
~ . de deux équations lineaires dans xR

Résoudre :
= un systéme d’équations du premier degré
dans RxR

INSTALLATION DES HABILETES

= graphiquement un systéme d'équations
du premier degré dans RxR

3 systeme d'ineguations tans kxR

Connaitre : le théoréme fondamental relatif
a l'interprétation géométrique d'une inéqua-
tion du premier degré dans Rx[R

Traduire
concrétes

: en inéquations diverses situations

Résoudre : graphiguement un systéme
d'inéquations du premier degré dans RxR

Interpréter : géométriquement les solutions
des systémes d’équations et d'inéquations
dans RxR

4 | Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux équations
et inéquations dans BxR

1.1. Equation linéaire & deux inconnues

- Equation linéaire & deux inconnues

Deux nombres réels x et y sont tels que leur somme est égale a 13,

Le produit de ces deux nombres x et y est égal a 36.
Traduis chaque situation par une équation.

Exercices de fixation

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) & chacune des affirmations suivantes :

a) 3x*+2y = 18 est une équation linaire 4 deux inconnues.
b) 2xy — 3y = 25 est une équation linaire 4 deux inconnues.
c¢) 2x +3y =1 est une équation linaire & deux inconnues.

Equations et inéguations dans RxR




La bibliothéque d’un établissement scolaire a acheté pour une somme de 19 200 F CFA, 12 nouveaux
exemplaires d’un roman africain et 10 nouveaux exemplaires d’un roman de la littérature occidentale. La
différence de prix entre un exemplaire du roman afficain et celui du roman occidental est de 500 F CFA.
En désignant par x le prix d’un exemplaire du roman africain et par y celui du roman occidental, traduis
chacune des situations par une équation.

w On donne I’équation suivante : 2x + 5y = 26.
Parmi les couples ci-dessous, indique ceux qui sont solutions de cette équation.
(5;3),3;4).8;2).

1.2, Systéme de deux équations linéalres a deux inconnues

A TI'occasion des festivités de fin d’année scolaire, les enfants ont monté un spectacle. Pour assister 4 ce spectacle
organisé par les enfants, la salle de spectacle affiche deux tarifs : un tarif-parent et un tarif-enfant. Monsieur Koffi
paie 2 tickets au tarif-parent et 3 tickets au tarif-enfant & 2 500 F CFA. Monsieur Koné paie 3 tickets au tarif-parent
=t 5 tickets au tarif-enfant 4 3 900 F CFA. Les enfants de Koffi et de Koné veulent connaitre le prix du ticket de
chaque type.

Traduis cette situation par des équations.

La dapﬁéé mmultanéededeux. aquahonslméames & deux inconnues est un systéme de deux
équations linéaires & deux inconnues. Lo

Exercices de fixation

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) a chacune A la fin des vacances, le coffre-fort a donné la

des affirmations suivantes : somme de 15 300 F CFA en pi¢ces de 500 F CFA

| N° Affirmations | Réponses et en piéces de 200 F CFA. Au total, il a récolté
3c—2y=12 45 piéces des deux sortes.

S ){xz_i_ayzg En désignant par x le nombre de piéces de 500 F CFA

et par y le nombre de piéces de 200 F CFA, écris

(S) est un systeme de deux équa- ; ; : b
un systéme d’équations qui traduit cette situation.

tions linaires 4 deux inconnues

(s) {35 =p=r @ On donne le systéme suivant :
2 2r+y=3 500z + 200y = 15300
Le systéme (S) a pour solution le (s) LH‘ y=45
couple (2 ; —1) : : y
Parmi les couples ci-dessous, trouve ceux qui
¥ Un éléve a alimenté son coffre-fort pendant les sont solutions du systéme.

vacances pour permettre d’acheter ses fourni- (17 ; 28), (21 ; 24) et (11 ; 49).

tures scolaires A 1a prochaine rentrée scolaire.

1.3. Interprétation graphique du systéme (S) de deux équations linéaires a deux inconnues

On considére trois systémes (8,), (S,) et (S,) suivants .

_ 3z—4y+15=0 : z+y=2 —z+y=1
(3y) { ¥ s (S2) { L 3 (Sa) [ N :
z+y=2 y=—-z—1 25— 2p=—2
Donne, sans les résoudre, une interprétation graphique de chaque systéme en utilisant
les graphiques suivants.
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(D)

/D) ©)
i
I

(D)

@

Soit le systéme (S): {

" Le nombre de solutions de (S) peut s’cbtenir a partir des pos;tions relatives des dro;t;es (D) et
(D’) d’équations respectives ax + by=cetax + by =c.

+by-c

a'z+bly =

Exercices de fixation

} Le plan étant muni d’un repére E Le plan étant muni d’un repére @ Le plan étant muni d’un repére
orthonormé (O, I, J), résous orthonormé (O, L, J), résous orthonormé (O, I, J), résous
graphiquement le systéme (8S) graphiquement le systéme (S) graphiquement le syst¢me (S)
suivant : suivant : suivant :

e — = — —Op by =—
()*Qx y=1 (S){ 2&:4:)’_ 3 {S){ 2.1:_ y_ 3
3z+y=9 2r—y=2 dr—2y=6

1.4. Déterminant d’un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues

—2r+3y=-—
dr—29=9

Calcule le nombre (—2) x (—=2) —4 x 3.

sy

‘Soit le systéme (S) : {

Soit le systeme (S) : {

rby=c
r+by=c¢'
Le nombre réel @ % b '— a' x b ¢’appelle le déierminant de (S).

Exercices de fixation |

‘erl Calcule le déterminant du Calcule le déterminant du Calcule le déterminant du
systéme (S) suivant : systéme (8) suivant : systéme (S) suivant :
2e—y=12 2z—3y=12 2r—3y=12
S e b
dr+9y=— 4z — 6y = 20 6z—9y =36
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1.5. Propriété sur l'unicité éventuelle de la solution d'un systéme de deux équations

linéaires a deux inconnues

L. Calcule le déterminant des systémes (8S)), (5,), (S,) suivants.

2r—y
(S.) {3.'5+y s (S2)

[
=g

=3 ($)) {‘21““*}’:
-

-3
2y=6

2. Détermine le nombre de solutions dans chaque cas, en utilisant les représentations
graphiques des systémes (8S,), (8,), (8,).

Soit (S) un systéme de deux équations linéaires 4 deux inconnues.

Lorsque e déterminant de (8) est non nul, (S) admet une unique solution.

Lorsque le déterminant de (S) est mul, smt (S) n'admet pas de solution, smt (S) admet une
mﬁmte de salutlons

Exercices de fixation

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) & chacune | @ Indique si le systéme (S) suivant a une solution
des affirmations suivantes : unigue ou non ;
1. Lorsque le déterminant d*un systéme de deux zt+t2y=4
¢quations linaires a deux inconnues est non nul, —+20=8"
ce systéme admet une solution unique.
2. Lorsque le déterminant d’un systéme de deux LB5Y  Indique si le systéme (S) suivant a une solution

équations linaires a deux inconnues est nul, ce
systéme n’admet aucune solution.

unique ou non :

2r+6p=12
3. Lorsque le déterminant d’un systéme de deux z+3y=6 ~ |
équations linaires a deux inconnues est nul, ce

systéme admet une infinité de solutions.

T e r.-.\.a.b,é}/

Méthodes de résolution d’un systéme de deux équations linéaires dans RxR

2.1. Résolution par substitution

122+ 10y = 19200

Résous dans Rx[R le systéme (S) suivant : { . _
st+2y=4 L

Un systéme de deux €quations l'i_ﬂéaire's*ﬁ deux inconnues peut se résoudre par sﬁbstitgﬁo,ﬁ.

Exercices de fixation :

PP Résous par substitution le P Reésous par substitution le BN Résous par substitution le
systéme (S) suivant : systéme (8) suivant : systeme (S) suivant :
{500:5-5- 200y = 15300 {—x+3y: 1 {m+2y=4

z+y=4> 25+y=25 —r+y=28

2.2. Résolution par combinaison linéaire

-8 Tt T {2w+3y=2500
> z .
ésous dans € systéme (5) suivan 32+ 5 = 3900
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 Un systéme de deux équations linéaires 4 deux inconnues peut se résoudre par combinaison. =

'
-
.

Exercices de fixation

@ Résous par la combinaison Résous par la combinaison 99 Résous par la combinaison

linéaire le systéme (8)suivant : linéaire le systéme (S) suivant : linéaire le systéme (S) suivant :
l235—3y=12 {3:c+4y=5 l~‘2:c+3y=—7
dz+9y=-11" r+2=T 4z +5y=9

2.3. Propriété relative au déterminant nul

zty=2 —z+y=1
1. Calcule le déterminant des systémes (S,) et (S,) suivants : (S:) ; (Sa)

y=-z—1 2—2p=-2"
9. Donne une écriture équivalente des systémes (S,) et (8,) en simplifiant les équations.
3. Donne graphiquement le nombre de solution de chaque systéme.

Lorsque Ie détermmam d’un systeme de deux ér{uatwns linéaires & deux moom:mes est nui _
tam peut ramenar He systéme 4 un systéme dont les equ:atrons ont le mame premier membre.

Exercices de fixation

I
.
.

".u.""...""."...-....-----.""...-..................."............"--........u.......u.u-..-u.u---.nnu

g Calcule le déterminant du systéme (S) suivant et Calcule le déterminant du systéme (8) suivant
donne une écriture équivalente du systéme en ot donne une écriture équivalente du systéme en
simplifiant les équations {2“3)’:12 implifiant les équati l%_gy: o

: . s €s € : :
p q 4z—6y =20 implifiant les equations 63;—9y=36

2.4. Systéme n'admettant aucune solution

25— 3y =12
4r—6y=20"

2. Transforme chacune des équations pour avoir le méme premier membre.

1. Résous dans R=R le systéme (S) suivant : {

Un systéme dz dem equations hnéalres a dmn; mconmm qu1 pem ﬂtre mnene a un systeme
- dont les éqnatlous ont le méme: pma’mer mem bre mais des. sec{mds membres dlﬁ‘érents n azdmet
' p' de. solutwn

Exercices de fixation

Indique si le systeme (S) B Indique si le systeme (S) suivant B Indique si le systéme (5)

suivant admet une solution admet une solution ou non : suivant admet une solution ou

ou non ; 5r— 10y =35 non !

{—3x+6y=21 { t—2y=-5 —6z+2y =10
—r+2y=28 { 9z—3y=3
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R %
2.5. Systéme admettant une infinité de solutions

20—3y=12

1.Ré dans RxRR le systé S) suivant : s
ésous dans e systéme (S) suivan {6x—9y=36

2. Transforme chacune des équations pour avoir le méme premier membre.

Un systemc dc deux equatlons hnaau*es 4 deux inconnues qui peut étre ramené a un systeme
dont les équations ont le memc pxemer mcmbre et le meéme second membre, admet une infi-
nité de sohrtlons e i e o e !

Exercices de fixation :

Indique silesystéme (S) suivant | BE# Indique si le systéme (S) suivant Indique si le systéme (S) suivant
admet une solution unique ou admet une solution unique ou admet une solution unique ou
une infinité de solutions : une infinité de solutions : une infinité de solutions :
(S){3x+6y=12 ( ){—~8:c+20y=—28 ( ){-:c+3y=5

z+2y=4 —2r+5y=—T 2z —6y=—10

" Systéme d'inéquations dans RxR

3.1. Inéquation linéaire a deux inconnues

Deux nombres réels x et y sont tels que leur somme est inférieure 4 5. Le produit de ces deux nombres x et y
est supérieure 4 2. Traduis chaque situation par une inéquation.

L‘meqmﬁonx +y<5s appelle mequauon lmﬂmre 4 deux inconnues. :
Une inéquation lméalre 4 deux inconnues x et y est une inéquation de la forme ax + by o e
3 symboie fpeut etre remplaeé par>; < ou =, : ;

Exercices de fixation

BRREEARERRRRIRE T e e L R R e e bbbt LR A b il

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) a chacune ¢) x+y > 12 est une équation linaire a deux
des affirmations suivantes : Inconnues.

a) x* + y < 10 est une équation linaire a deux B Dianis un plan muni d'un repsre (0, 1, 1),

inconnues. 1. représente la droite (D) : 2x — ¥ =1
b) xy — 3y > 28 est une équation linaire & deux 2. hachure Ia partie du plan représentant I'ensemble
mnconnues. des solutions de inéquation 2x — y < 1.

3.2. Interprétation géométrique d'une inéquation du premier degré dans RxR

Le plan est rapporté a un repére (O, L J). On considére la droite (D) d'équation 2x — y+ 5 =10. Soit :
» (P) I'ensemble des points M(x ; ) tels que : 2x—y+5=20.
» (P,) I'ensemble des points M(x ; y) telsque:2x —y+5<0.
1. a} Parmi les points suivants, cite ceux qui appartiennent aP):
0:1;1:A(2;3);B(—6:1);C(2:;4);D(0;5);E(1;10) et FO; —
b) Cite ceux qui appartiennent & (P.,).
2. Démontre que tout point M du plan appartient a seulement I'un des ensembles (D), (P) et (P,).
3. Soient A(za;ya) et B(zs;ys) deux points distincts du plan.
a) Démontre que si A et B appartiennent & (P)), alors le segment [AB] est inclus dans (P)).
b) Démontre que si A appartienta (P,) et B appartient 4 (P,), alors la droite (AB) rencontre (D) en un seul point.
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La droite (D) partage le plan en trois parties qui n'ont pas d'éléments communs entre eux.

(P) et (P,) sont appelés demi-plans ouverts de frontiére (D). e .
it appartient a 'un des demi-plans, alors ce demi-plan est lo demi-plan ouvert de
re (D) contenant cc point. -

Exercice de fixation

Le plan est rapporté & un repére (O, I, D).

Soit (Q) I'ensemble des points M(z;y) tels que :x — 2y +4> 0.

1. Parmi les points suivants, cite ceux qui appartiennent & (Q) : A(0;2);B(2;0) ;C(8;0); D(7;1).
2. Représente graphiquement (Q).

Siwn

3.3. Systéme de deux inéquations linéaires dans RxR

Pour I’organisation de la féte de fin d’annce scolaire, les éléves voudraient s’offrir un repas mais il y a des
coniraintes liées aux finances. Le cofit des 3 lapins et 4 poulets qu’ils voudraient acheter ne doit pas dépasser
10 000 F CFA. La différence entre le prix d*un lapin et celui d’un poulet ne doit pas dépasser 400 F CFA.

En désignant par x le prix d’un lapin et par y celui d’un poulet, traduis chacune des situations par une inéquation.

La donnée simultanée de deux inééuaticms'-linéajras i deux inconnues est un systéme de deux
 inéquations linéaires a deux inconnues. Sl R e

Exercice de fixation

a

Réponds par Vrai (V) ou par Faux (F) a chacune des affirmations suivantes :

r+y<6 . U g oGt rar :
1. (S) est un systéme de deux équations linaires a deux inconnucs.

= ( ) [(2 1 < 6 1 ( 1 l i ; )‘

3.4. Résolution graphique d'un systéme de deux inéquations linéaires dans RxR
20—y <12

Résous graphiquement le systéme (S) : {31'+y &5 "

" Larésolution d"un systéme deux inéquations linéaires & deux inconnues se fait graphiquement
~ en utilisant les deux droites dont les équations s’obtiennent A partir des deux inéquations.

Exercices de fixation

w Résous graphiquement le Résous graphiquement le Résous graphiquement le
systéme (S) suivant : systéme (S) suivant : systéme (S) suivant :
Sr—y =2 3z+y <5 —3z+2 >0
( - () (s
z+dy > 5 —z+2y <4 —zt+ly<4
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice Résoudre un systéme de deux inéquations linéaires a deux inconnues

Résous le systéme suivant (S) {21: g D. 5
dz—3y—2>0 |
‘
« Soit la droite (D) d’équation : 2x + 3y — 1=0. L I IESUE B O e RES HC IR ¢
Construisons la droite (D). Ty 0, ; - {
Vérifions si le point O(0 ; 0) est dans le demi-plan i- 0“;é5°“2t Ef;Phlq“emem I'inéquation
x — 3y — ]

werifiant 2x + 3y — 1 <0. - F ; ; !
Sneffet2x 043 x0—1=—1et —1 est inférieur 3 0 La solution du systéme est la partie hachurée deux fois.

donc O appartient au demi-plan, ouvert de bord (D).

« Soit la droite (D") d’équation : 4x — 3y —2=0.

Construisons la droite (D7).

Vérifions si le point O(0 ; 0) est dans le demi-plan vérifiant 4x — 3y —2>0.
Eneffetd x 0 — 3 x 0 — 2 =— 2 et —2 n’est pas supérieur 4 0, donc

O n’appartient pas au demi-plan vérifiant 4x — 3y — 2> 0.

+ L’ensemble solution du systéme est la partie hachurée des deux
couleurs,

Lecon 4 Equations et inéquations dans RxR




Resume de cours

@ systéme d'équations dans RxR

1.1, Equation linéaire a deux inconnues

m Soient a, b et ¢ trois nombres réels donnés.
s Toute équation de la forme ax + by =c estune équation linéaire & deux inconnues

xety

Exemple

L’équation x +y = 13 est une équation linéaire a deux inconnues x et y.

Remargue
Le couple (x, ; v,) est solution de I’¢quation ax + by = ¢ si et seulement si ax, + by, =c.
Dans I'exemple précédent, le couple (7 ; 6) est solution de I'équationx +y = 13.

1.2. Systéme de deux équations finéaires a deux inconnues

m Un systéme d’équations est la donnée de deux ou plusieurs équations liant les
mémes inconnues.
Soient g, b, ¢, a’, b’et ¢’ des nombres réels donnés.

Un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues x ety est de la forme :
(s) { azt+by=c

a'r+by=c"’

Exemple
- ]lzx+3y= 2500
3z + 5y = 3900

(S) est un systéme de deux équations linéaires 4 deux inconnues.

Remarque

Le couple (x, ; y,) est solution du systéme (S) si et seulement si (x,; ¥,) est solution de chacune des deux
équations du systéme (S).

1.3. Interprétation du systéme (S) de deux équations linéaires a deux inconnues

Interprétation graphique du systéme (S)

Soient (D) la droite d’équation ax + by = ¢ avec (4, B) # (0, 0), (°) la droite d’équation a’x + by = &’
(a’, b)) # (0, 0) et M(u ; ¥) un point du plan.

(u ; v) est solution du systéme (S) équivaut & M appartient a la fois a (D) et (D).

Par conséquent, on distingue trois cas :

o Si (D) et (D’) sont paralléies distinctes alors le systéme (S) n’admet aucune solution.

« Si (D) et (D’) sont sécantes alors le systéme (S) admet une solution unique.

«Si (D) et (D) sont confondues alors le systéme (S) admet une infinité de solutions.




1.4, Déterminant d'un systéme de deux équations linéaires & deux inconnues

L disggi
' | Soit le systéme (S)[ e s

az+by=¢’
Le nombre réel (ab’— a'b) est appel¢ le déterminant du systéme (S).

Notation
b
Le déterminant du systéme (S) se note : dét (S).  Le déterminant du systéme (S) s'écrit a,' B i
a
—x+3p=1
20+y=35

Examp]n:(s)[

Le déterminant du systéme (S) est : dét (8) = |

-1 3|
2 1
=R} <2 x 3 =7,

1.5. Propriété sur 'unicité éventuelle de la solution d’'un systéme de deux
équations linéaires a deux inconnues

+by =
W Soit le systéme (S){ & Rt

az+by=c"
(5) admet un unique couple solution si et sculement si dét (S) # 0.

Remarque

Lorsque le déterminant du systéme (S) est nul, il n’y a que deux possibilités :
s s0it le systéme (S) n’admet aucune solution ;

e s0it le systéme (S) admet une infinité de solutions.

©) Méthodes de résolution d’un systéme de deux équations linéaires dans RxR

2.1. Résolution par substitution

On distingue trois &tapes :

1#* étape : on exprime y en fonction de x, dans une des équations.

2me étape : on substitue y par I’expression trouvée a la 1% étape, dans 1’autre équation,

3¢ étape : on remplace x par sa valeur, dans 1’expression trouvée a la 1** étape.

2.2. Reésolution par combinaison linéaire

On distingue deux étapes :

14 ¢tape : on élimine le terme en x. Il suffit de multiplier chaque équation par un coefficient
approprié pour que la sommation €limine le terme en x et permette de trouver le terme en y.

2= &tape @ on élimine le terme en y. Il suffit de multiplier chaque équation par un coefficient
approprié¢ pour que la sommation ¢limine le terme en y et permette de trouver le terme en x.

2.3. Propriété relative au déterminant nul

m Lorsque le déterminant d’un systéme est nul, on peut ramener ce systéme & un
systéme dont les deux équations ont le méme premier membre.




Résumeé de cours

2.4, Le systéme n'admet aucune solution

Méthode

Un systéme n’admettant aucune solution est un systéme que ’on peut transformer pour obtenir un
systéme dont les deux équations ont le méme premier membre mais les seconds membres différents.

2.5. Le systéme admet une infinité de solutions

Méthode

Un systéme admettant une infinit¢ de solutions est un systéme que 1’on peut transformer pour obte-
nit un systéme dont les deux équations ont le méme premier membre et le méme second membre.

Remarque

Graphiquement, tous les couples solutions de ce systéme sont les coordonnées des points situes sur
la droite d’équation 2x — 3y = 12.

Systéme d’inéquations dans RxR

3.1. Inéquation linéaire a deux inconnues

W Soient g, b et ¢ trois nombres réels donnés.

Toute inéquation de la forme ax + by < c ou ax + by > c estune inéquation linéaire
4 deux inconnues x et y.

emple

L’inéquation 2x — y < 1 est une inéquation linéaire 4 deux inconnues.

3.2. Interprétation géométrique d'une inéquation du premier degré dans RxR

Theoreme fondamental

Soient (O, I, J) un repére du plan et (D) la droite d’équation : ax +by + ¢ =0.

Soient (#,) I'ensemble des points M(m) vérifiant : ax +by + ¢ > 0 et (7,)
Y

I'ensemble des points M :) vérifiant : ax +by + ¢ <0.

(@) et (#,) sont les deux demi-plans ouverts de frontiére ou de bord (D).

Remarque

Dans un plan muni d’un repére (O, 1, J), ’ensemble des solutions de cette inéquation est un
demi-plan P de bord la droite (D) d’équation 2x — y = 1. On cherche ce demi-plan. Pour cela,
il faut savoir si le point O appartient ou pas au demi-planP. 2x0—0< 1 est vraie, donc O
appartient au demi-plan P (On hachure I"autre demi-plan qui ne convient pas).

3.3. Systéme de deux inéquations linéaires dans RxR

W Un systéme d’inéquations est la donnée de deux ou plusieurs inéquations.
Soient a, b, ¢, a’, b’et ¢’ des nombres réels donnés.
Un systéme de deux inéquations linéaires a deux inconnues x et y est de la forme :
D
a'r+by >c
Les inégalités peuvent également &tre de méme sens.




Resumeé de cours

empl
Soit le systéme (S) {

i i |
3x+y <5’
(S) est un systéme de deux inéquations linéaires 4 deux inconnues,

Remarque

Résoudre un systéme d’inéquations, c’est trouver toutes les solutions communes aux inéqua-
tions de ce systéme.

3.4. Résolution graphique d’un systéme de deux inéquations linéaires dans RxR

Soit Ie systéme (S) {2_3:-y<1
oit le systéme Ity <5
Méthode

Pour résoudre graphiquement le systéme (S) précédent, dans le plan muni d*un repére (O, L, J),
on représente les demi-plans (P ) et (P,) vérifiant respectivement 2x — y < 1 et 3x + y <5.

Premiére étape : On trace les droites (D,) d’équation 2x —y=1et (D,) d’équation 3x + y=>5.
Deuxiéme étape : On cherche si le point O appartient ou pas au demi-plan (P).
Ona:2x0—0<1 estvraie, donc O appartient a (P,) (On hachure I’autre demi-plan qui ne
convient pas).

Troisiéme étape : On cherche si le point O appartient ou pas au demi-plan (P,).

Ona:3 x0+0<S5 est vraie, donc O appartient 4 (P,) (On hachure 1'autre demi-plan qui ne
convient pas).

La solution graphique du systéme (S) est I’ensemble des points communs aux deux demi-plans
(zone non hachurée). '
Remarque : Si le point O appartient au bord d'un demi-plan alors on choisit un autre point.
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Exercices

Exercices de renforcement

B Calcule le déterminant de chacun des systémes
suivants. Puis résous les.
8z+oy=—4
a) () ERxR, { :
4z + 15y = —2
3r+4y=—4
b) (z,9) ER xR, { ;
—Br—dy=-2
0,1z+0,2y =—1
z—%=10
§2) On considére les systémes suivants :

c) (:r,y) eRxR, {

6x+Ty=29

a) (z,y) eRxR, ;
dr+hy=4
Jr—oy= %

b) (z,y) eRxR, g
2= 3
Jr+2y=11

o) (z,9) eR xR, J
4x— By =—16

1. Vérifie que chacun des systémes a une seule

solution.
2. Utilise une méthode qui semble la meilleure
pour résoudre chacun d’eux. Justifie le choix.

Calcule le déterminant de chacun des systémes,
puis résous chaque systéme par la méthode qui
semble la plus approprice.
{4x+y=2 . {8:6—43;:16
6r—y=6 30z — 15y = 30
{2,463:+ 7,5y = —15 3 {125— 15y =17
—0,82x—2,5y =4 3z—5y=—2
2+ 16y = 18
€)

5 ;
x—§y=—12

§#¢ Reésous graphiquement chacun des systemes
suivants :

‘ 2r+4y==6
a) (z,y) ERX R, ;

o2y '=3
3z+5y=10
—6r—10y=122
z—y+1=1
z+2%+T7=0

b) (z,y) eRX R, {

¢) (z,y) eRXE, {

Legon 4

) Résous dans chacun des cas les systémes suivants :
Bﬁx + 2y = Sﬁ

x+2\/§y=l

Ty—x
B) =3

Tz — (32 + Ty) = 2

a) (z.y) eRXR, {

b) (5,y) eRX R, 1557

- Détermine a et b pour que le systéme suivant
admette une infinité de solutions.

axr+by =12

(z,y) eER xR, ‘{ .
—Ty=14

## 1> ¢quation d’une courbe de forme parabolique est
y=ax*t+bx—1.
Détermine les valeurs des coefficients @ et b pour
que la courbe passe par les points de coordonnées

{12 Yetl 1.4

8 On considére le systéme suivant :

zty=2
(z,y) eRxR{(S)1 22—y =1
r+3y=4

o kg =2
1. Résous le systeme (S)
p—y=1
2. Vérifie que la solution de (S°) est solution de
I’équation x + 3y =4.
3. Déduis-en la solution de (S).

89 On considére le systéme suivant :
zty=4
(z,y) eERxR,(S)) 2~y =38
z—gy=—1
L lzty=4
1. Résous le systéme (S') ;
2r—y=28
2. Vérifie si la solution de (8°) est solution de
I’équation x — 3y =—1.
3, Déduis-en la solution de (S).

’ On considére le systéme (S) suivant :
z+y=3

2

(=, )eRxR{
. a:—y2=21

1. Sachant que x*—* = (x +¥)(x —), calcule x—y.
2. Déduis-en les solutions du systéme (83).
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Ty > 2

m&@eRxR{
2r—3y > 9

B8 Résous le systeme (S) suivant :

; c—y="T
(z,9) eB xR, e )
z"—y =357

Détermine deux nombres connaissant leur somme

1715 et leur quotient 5.

Détermine deux nombres entiers tels que :
- La différence des deux nombres est 24.

- Si I’on ajoute 8 a chacun de ces deux entiers, on
obtient deux nouveaux entiers dont le plus grand
est Ie triple du plus petit.

1. Résous le systéme suivant :

x+y = 350

&z + Ty = 2600

2. Si x désigne le prix d'un article, exprime en
fonction de x le prix de cet article aprés une baisse
de 20 %.

3. Pour I'achat d'un livret et d'un stylo, la dépense
est de 350 F. Aprés une réduction de 20 % sur le
prix du livret et de 30 % sur le prix du stylo, la
dépense n'est plus que de 260 F.

Calcule le prix d'un livret et celui d'un stylo avant
la réduction.

(z,9) E]RX'R:{

1. Résous le systéme suivant :

-2+ 2¢ > 2

¢) (z,9) ERXR,{
6+ 3y < 12

Détermine pour chacun des graphiques suivants un
systéme d’inéquations correspondant 2 la partie grisée.

LY

A f

1. Détermine un systéme
d’inéquations dont les solu-
tions sont représentées par

les points de la partie grisée
(1). Les bords sont compris.

2. Détermine un systéeme
d’inéquations dont les solu-
tions sont représentées par
les points de la partie grisée

(2). Les bords ne sont pas
compris.

g+y—2<0

z,y) ER X {
(o3 R r—2+1>0

@8 Résous graphiquement le systéme suivant :

8z + 3y = 3950 . ‘ . _
(-J:, y) eR X R, ; - Résous graphiquement le syst€éme suivant :
Tz + 9y = 5050 z+2y—2=0
9 S ' =}
2. Une socicte lagur}mre Propose une balac‘le d'une (z,y) ERXR, {5z —dy—24 > 0 1
heure sur la lagune 4 deux groupes de touristes. Le _
premier groupe, composé de 8 adultes et de 3 en-  3z+y+4 >0 |
fants, paie 3 950 F. Le second, composé de 7 adultes - Résous graphiquement le systéme suivant : |
et de 9 enfants, paie 5 050 F. Détermine le prix d’un ol 1
ticket pour un adulte et de cclui d’un enfant. |
(zy) €cRXR, 13z—2y >0 |
fe Résous graphiquement le systéme suivant : | g4y <0 I
s CRXE {:c +y> 32 - @ Résous graphique_me;t_l;msistzéme suivant :
2r—3y > 9 y=
Vérifie si le couple de point (1 ; —2) est solution (x,y) eRxXR, Jy=2z+12
du systéme, justifie ta réponse. Y=y < 6
Résous graphiquement chacun des systemes @8 Reésous dans R x R les systémes d'inéquations
-y suivants : , survant : £=0 <y
z—y+1<0
a) (a:?y)ERxR,{ ¥ a) 224 =2 b) 122+y=20
r—y=0 z—2y <6

Lecon 4
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Exercices d'approfondissement

Détermine deux nombres tels que :

- le triple du plus grand, diminué du double du plus
petit, donne 10 ;

- ¢t le double du plus grand augmenté du triple du
plus petit donne 37.

Détermine les dimensions d*un terrain rectangulaire
qui a 220 m de périmetre. En diminuant sa longueur
de 2 m et en augmentant sa largeur de 2 m, son aire
augmente de 16 m?,

On considere le systéme (S) suivant :

) E Rxﬁ,{sxuy:?
(x, y) c+2)2=9

1. Détermine les valeurs possibles de x + y.
2. Déduis-en les solutions du systéme (S).

Résous dans R x B le systéme d'équations

i
suivant: 4+ * ¥

5 "3 .

x p—4
Résous le systéme d'équations suivant ;

€ RxR -1_4_%:2
ajpx, y x 3
) ¥) 3% 1
E 12

b)x y) € RxR, %;g}ﬁ =1l
= =+ y2 =6
Résous les systémes d'équations suivant :
Ix+2y=1

(x.») € RxR, { 2x—y=—4
2x+3y =4

Résous le systéme d'inéquations suivant :

x+y<1
(x,») € RXR,{ x—fz( 1
2x—yi> —1

1. Résous graphiquement le systéme d'inéquations
suivant :

PRt

y=2x+2

Wi
2. Calcule I’aire de la région du plan correspondant
4 I’ensemble des solutions de ce systéme. Utilise
un repére orthonormé, d’unité graphique : 1 em.

(x, y) E ]-QXR,{

Lecon 4

133 1. Résous graphiquement le systéme suivant :
y=—22+2
Y= 2242
2r+y =10
2r—y <6
2. Calcule I'aire de la région du plan correspondant

a I’ensemble des solutions de ce systéme.
Utilise un repére orthonormé, d unité graphique : 1 cm.

(z.y) eR xR,

Situations d’évaluation

34 Les éléves d’une classe de Seconde ont participé &
~ unconcours d’entrée dans une école spécialisée. Le
concours comporte deux épreuves notées sur 20 :
une épreuve pratique et une épreuve théorique.
Les conditions d’admission sont les suivantes :
- la note a I’épreuve pratique et la moyenne des
deux notes doivent étre supérieures ou égales & 10 ;
- I’écart entre les deux notes doit étre inférieur ou
ggalas.
Certains éléves veulent connaiire les notes qu’il
faut pour étre admis.
Représente graphiquement les couples de notes per-
mettant d’étre admis & ce concours.

35 Le bureau de la coopérative scolaire d*un lycée désire
acheter pour la bibliothéque des romans a 6 000 F
I'un et des encyclopédies 4 12 000 F Iune.

Apres une enquéte, les éléves ont exigé les trois
conditions suivantes :

) Au moins deux romans ;

b) Plus d’encyclopédies que de romans ;

c) La dépense doit étre inférieure ou égale 4 90 000 T,
1. Si on désigne par x le nombre de romans (nombre
entier) et v le nombre d’encyclopédies (nombre en-
tier), justifie que les contraintes exigées vérifient le
systéme suivant : g

(z,y) eERxRyy >z

6000z + 1200y =< 90000
2. Représente graphiquement toutes les solutions
possibles.
3. Détermine les diverses possibilités d’achats
qu’a le bureau de la coopérative.

Cet exercice se transforme en deux systémes

dans R x R.
{3:+2y=7 {3¢+2y=?
et
z+y=3 Phap==23
= St
a Il suffit de poser X = L er= =

Equations et inéquations dans RxR




GENERALITES SUR LES
FONCTIONS

Masse (en kg) ]
A Taille (en cm)
4 160
3 45
2 30
Taille
~
1 15
e I Masse
_ N
04 — 0
0 1 2 3 4 5 T 6 7§ 8 g 10

Temps (en mois)

La courbe ci dessus représente I'évolution de 'embryon d'un futur bébé normal
au cours des 9 mois de grossesse.

1. Quelle est la taille de 'embryon en 5 mois ?

2, A quel mois la taille du futur bébé a atteint 45¢cm ?

3. Comment évolue aussi le poids du feetus ?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pour vérifier I'influence de 1’alcool dans 1’organisme d'un
individu, un professeur de S.V.T décide de faire étdier dans
sa classe de Seconde, la lecon sur I’alcool dans le sang appelé
"alcoolémie". L'alcoolémie est la mesure, en grammes par litre,
du taux d'alcool dans le sang. Une personne de 80 kg a bu du

whisky et du vin.

On lui a fait des prélévements réguliers pour analyse.

La courbe ci-contre est I’évolution de son taux d’alcool en
fonction du temps écoulé depuis son absorption.

Les éleves de la classe, en voyant le temps rapide de réaction
de I'alcool dans le sang, s’inquictent, et décident d’émdier,
I"évolution du taux d’alcool & des périodes précises, et le temps
nécessaire pour sa disparition dans le sang.

Legon 5 Généralités sur les fonctions




HABILETES ET CONTENUS

* 1 Notion de fonction

Connaitre :

« la définition d’une fonction

« les diverses déterminations d’'une fonction
& la définition de I'ensemble de définition
d'une fonction

« la définition de deux fractions égales

Reconnaitre : une fonction

Déterminer : 'ensemble de définition
d'une fonction

Démontrer : que deux fonctions sont égales sur
un sous-ensemble de R

Calculer : algébriquement I'image ainsi que les
antécédents d’un nombre réel par une fonction

.| 2 | Etude graphigue d'une fonction

Connaitre :

s la définition de la représentation graphique
d’une fonction

« la dé&finition de I'image directe d'un ensemble
s la définition de I'image réciproque d'un
ensemble

« la définition du maximum d’une fonction

& la définition du minimum d'une fonction

Reconnaitre :

e qu’'une courbe est la représentation
graphique d'une fonction

« graphiquement sur un intervalle qu'une
fonction admet un maximum, un minimum

Déterminer : graphiquement I'image directe puis
I'image réciproque d'un intervalle par une fonction

Lire :

« graphiquement |'image d'un nombre par une
fonction

» graphiquement le (ou les) antécedent(s)
éventuel(s) d'un nombre par une fonction

3 | Variations d'une fonction.

Connaitre : la définition du sens de variation
d'une fonction

Reconnaitre :

e graphigquement qu'une fonction est
croissante sur un intervalle

« graphiquement qu’une fonction est
décroissante sur un intervalle

« graphiquement qu'une fonction est
constante sur un intervalle

Demontrer :

« algébriquement qu'un nombre donné
est maximum ou minimum d’une fonction
= qu’une fonction est croissante sur un
intervalle

« gu’une fonction est décroissante sur

un intervalle

» qu’une fonction est constante sur un
intervalle d'une fonction

4 | Tiaitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux fonctions

Observe la correspondance ci-contre de I'ensemble A vers I’ensemble B.

1. Réponds par vrai ou par faux aux affirmations suivantes.
a) Chaque élément de ’ensemble A a un correspondant dans Iensemble B.
b) Parmi les éléments de ’ensemble A qui ont un correspondant dans

I’ensemble B, certains ont deux correspondants.

¢) Lorsqu'un élément de A & un correspondant dans B, ce correspondant est unique.

2. a) Cite les éléments de A qui correspondent 2 dans B.

b) Cite les éléments de A qui correspondent & b dans B.

¢) Cite les éléments de A qui correspondent a c dans B.

Généralités sur les fonctions




Toute correspondance qui & chaque élément d’un ensemble A associe zéro ou un élém St =

un ensemble B s’appelle fonction de A vers B.

Exercices de fix-at_i_on'

Observe les correspondances ci-dessous et écris les
numéros de celles qui représentent une fonction.

A B A B
\—T" R e
I

Correspondance 1 Correspondance 2

Correspondance 3

Correspondance 4

" Soit f'une fonction qui est telle que : f{3) = V7.
* 1. Traduis cette relation par une phrase utilisant le
mot “image”.

’ 1.2. Fonction définie par une formule explicite

Les frais de livraison du colis s'élévent 2 1 000 F.

2 Justifie que la relation ainsi établie est une fonction.

] Une fonction peut étre définie par une formule explicite.

Exercices de fixation _

Soit la fonction définie sur R par : fix) =x>— 1.
Pour chacune des affirmations suivantes, une seule
réponse est correcte.

Recopie le numéro de I’affirmation suivi de la
lettre de la bonne réponse.

Affirmations a b c
1 | L’imagede O par fest: | 1 0 -1
2 | L'image de —1 par fest: | 2 0 -2
2 L'antécedent de —1 par | 0 -1
fest:
L’ensemble des antécé-
3} | {=3;3} | {-3
g dents de 8 par fest : Bl Gl

...............................................

2. Traduis cefte relation par une phrase utilisant le
mot “antécédent”. :

Soit f une fonction définie sur R est telle que :
fib) = a, ol a et b sont de nombres réels.
Reéponds par vrai ou par faux a chaque affirmation.

1. best!’image de a parf.

2. b estun antécédent de a par f.
3. aest’image de b par 1.

Voici des renseignements sur une fonction f.
Recopie puis compléte le tableau.

En frangais En mathématigue
L’image de 6 est 2 WD =
—4 est 'image de 3 T s
9 est I’antécédentde 5 | f....)=
—6 est'antécédent de 1 | A...)=

Une promotrice vend dans la ville d’Abidjan & travers I’internet, des rouges a 1&vres a 1 500 F 'unite.

1. Etablis une expression liant le prix a payer au nombre de rouges & Iévres livrés,

.......................................................................................

Soit f la fonction définie sur IR par : flx) =x*. |
1. Détermine I’image par fde —2 ; —1;0et

de 2.

2. Détermine les antécédents éventuels par fde
—1;0et9,

iUl On considére les fonctions f et g définie sur R

respectivement par : flx) =x*+3x+1;
2
8W) = piy
Détermine les antécédents du nombre 1 par
chacune des fonctions f" et g.

Généralités sur les fonctions




1.3. Fonction définie par un schéma de calcul ou un algorithme de calcul

Exoécute les tiches suivantes dans I"ordre : 1. Détermine le résultat si le nombre choisi est :
s choisis un nombre ; gy

= ajoute —3 d ce nombre ; :
¢ mets le résultat au carr¢ ;
« multiplie le résultat par 4.

5. Détermine ’expression algébrique définie par ce
schéma de calcul quel que soit le nombre réel choisi.

" Une fonction peut étre définie par un schéma de calcul

Exercices de fixation

On donne le programme de calcul suivant : 3. Par ce programme de calcul, I'image de
- choisis un nombre ; —1lest:
- éléve ce nombre au carré ; ay =l . BY=3 4 €5

- soustrais du résultat précédent le double du
nombre choisi ;

- ajoute 2 au dernier résultat.

Dans chaque cas, recopie la bonne réponse parmi
les réponses a, b etc.

1. Une expression algébrique de la fonction [
définie sur R par ce programme de calcul est :

I Soit la fonction / de R vers R définie par le
programme de calcul suivant :
- choisis un nombre ;
- multiplie le par —4 ;
- ajoute 3 au résultat ;
- divise le dernier résultat par 8.
Af)=r—2x+2 ; DR=@-1+x+1; Calcule A(3) et A(—2).
o) fix) =2 +2,

2. Par ce programme de calcul, I'image de 2 est :
R ) o) B ¢) 10.

4.4. Fonction définie par un tableau de valeurs

Un magasin fait une promotion de vente d’articles par paquetage.
Les quantités et leurs différents prix sont contenus dans le tableau ci-dessous.

Quantités 1 2 3 5 0 | 12 18 | 20
Prixdevente | . 00| o000 | 14000 | 17000 | 38000 | 50 000 | 70 000 | 77 000
en F CFA

1. Justifie a partir de la définition, que le tableau est celui d*une fonction. On le notera : I
2. Détermine les images éventuelles de 1 2 ; 4:10 et 20 articles par f.
3. Détermine les antécédents éventuels de : 5 000 ; 38 000 ; 40 000 et 77 000 par f.

" Une fonction peut étre définic par un tableau de valeurs.

Exercices de fixation

w Soit 1a fonction fdéfinie par le tableau de valeurs suivant :

Réponds par vrai ou par faux a chaque affirmation.
1. L’image de —1 par fest 2.

2. L’image de 4 par fest —2.

3. Les antécédents de —2 par f'sont —3 et 4.

4. [’antécédent de 0 par fest 1.

=5 =3 =l 1 2 4
G |0 ]2 |0 |-
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@ On définit la fonction fpar le tableau suivant : 1. Donne I’image par f de: —1,5;0; 1 et 2.
@ —2]-15]-1]-0s5]0 1]z I? 2. Détermine les antécédents éventuels de :—1 ;

—1,5¢t2 parf,
-1 0 -2 1 2105|—-1|4

1.5. Fonction définie par une représentation graphique
Le graphique ci-contre donne le niveau de production
de cacao en Cote d’Ivoire.

L. Justifie que le graphique est celui d'une fonction.

2. Détermine le tonnage de cacao produit en 2013

et en 2015.

3. Détermine les années ol la production a atteint S R g

1 500 000 tonnes. M e — i
Froduction de caceo en Cite dvoise

Unefmmonpe‘“ét“ed@ﬁm:Parsar:prcsantatmngraphlq:le b e

Exercices de fixation

9 Pour chacune des courbes ci-dessous, en ap- 5 On considére la fonction f'définie sur [—3 ; 4] par ;
pliquant la définition, entoure les lettres de fx) =
courbes représentants celle d’une fonction.

23 R (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére,

3) \l\i b, ’ cl_ﬁ Veérifie si les points suivants appartiennent  (C).
N i i 3 3 6
et it e A(0;3); B(—l;—*);C‘(l;—);D(—Z;——-);

]

2

d) i e}/i/\/ ) L—”“J ..... E('_J,;_T%,) ot F(z;_%).
g ; ; o FEN Y s !

o1

3

1.6. Ensemble de définition d’une fonction

- . 3 +
Un considere la fonction f'de R vers R définie par : f{x) = i_ % !
I. Donne la condition d’existence de la fraction rationnelle it‘% 2

2. Détermine I'ensemble des réels x qui ont une image par /-

Soit f une fﬂﬂcﬂon de A vr:rs B. L’ensemble ﬁcs ele:ments ds A qu1 ont unei A
s appaﬂﬁ i’ansemble de deﬁmunn de f : c -

Exercices de fixation

= Détermine I’ensemble de définition de chacune des fonctions £ g et 4 définies par leurs représentations
graphiques ci-dessous.

T T T T T T T 1]

—-
|

O LS

f () /

e

i
B

. l______.L;_ LI
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f. g h k letmsont des fonctions de R vers R,

Recopie et associe chaque fonction & son ensemble de définition :

D‘;xn—) I'}‘s e ™ [5 ; +ool T

gixr(x— 5y ® o | ]—90;—5[U]-5; +co

h:xw x-1—5 . o | 1—oesteel

k:x~ yz—5 ® o |15+

[:x > 1"21—5 ® = ]—00;5[ U l5;+mf

mixe ————= | o o ]—m;ﬂq/g[ul-ﬁ;ifg[u]ﬁ;m[
=5 | | hies: J

On considére la fonction définie par le tableau
ci-dessous.

x-—3—2—1012345
fols|o|-1]1]3 2,5
Détermine I’ensemble de définition de f.
1..7. Fonctions égales sur un ensemble

Soient fet g deux fonctions de R vers R définies par : flx) =

1. a) Détermine I"ensemble de définition de fet de g.

b)

Compare les deux ensembles de définition.

2. Pour x # 0, justifie, fix) = gx)-

3. Détermine le plus grand ensemble sur lequel f{x) = g(x)-

' Deux fonctions soﬁl; égales lorsqu’elles
sions sont égales.

Exercices de fixation

On considére les fonctions /et g de R vers R
définies respectivement par :

=4
f)y=x—2etg)="T579 -
1. Détermine ’ensemble de définition de chacune
des fonctions fct g
5 Détermine un ensemble sur lequel fet g sont

égales.

Legon 5
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Détermire 1’ensemble de défnition de chacune
des fonctions de R vers R définies ci-dessous.

fo)=x—2;80) =3+ /& ;h(x)= ya+1:

: ; -1 5
ix) = %, J0)= sy K= g
1(x]=?r:_%T.

2
x et g(x)= %

ont le méme ensemble de définition et leurs expres-

——— e T T L TR TR LR L L

On considére les fonctions fet g de R vers R

définies respectivernent par

fx)=lx— letgx)=—x+1.

Détermine le plus grand ensemble sur lequel
fet g sont égales.

On considére les fonctions fet g de R vers R
définies respectivement par :
=1

= =Jz+1.
fla) o etglz) =vz+1
Justifie que fet g sont égales sur [0 1 [ull ;+ool.

Généralités sur les fonctions
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2.1. Lecture d'image et d’antécédent(s) d'un nombre

La courbe ci-contre est la représentation graphique d*une fonction f.
1. a) Place sur 1’axe des abscisses le nombre —3.

b) Trace la droite (D) d’équation : x = —3.

Cette droite coupe la courbe en un point A.

c) Lis I’ordonnée du point A.

s8]

. a) Place sur I’axe des ordonnées le nombre réel —%— A

b) Trace la droite (D) d’équation : y = —%— :
Cette droite coupe la courbe éventuellement en des points.

c) Lis toutes les abscisses des points dont I'ordonnée est % ;

Soit f une fonction et (C) sa courbe reptesentanve '

- Pour déterminer graphiquement I'image d’un nombre réel g par /, on trace la. dm:te & équa-
tion x = a puis on lit "ordonnée du point d’ mtersectwn de cette droite et (C). Ce nombre est i
Aa).

- Pour détermins fvraphzquement un ant:écedent éventuel d’un nombre réel / par f on trace la
droite (D) d’équation y = b.

Si (D) et (C) ne se coupent pas, alors b n’a pas d’antécédent. .
Si (D) et (C) se coupent, alors b a pour antécédent(s) 1’ (Ies)abscisse(s) du (des) pomt(s) dlin-
tersection de (D) et (C).

Exercices de fixation

@ Soit /" la fonction représentée ci-contre. ; | v fh{\t oo
Réponds par vrai ou par faux 2 chaque affirmation. 1]
1. L’image par f de 3 est 6. oo ! 5 \{

2. L’image par fde 1 est 10.
3. L’image par fde —2 est 7.
4. Les antécédents de 7 par fsont : —2 et 3. A8
5. L'antécédent de 0 par fest —5. ik 2

E On donne ci-contre, la représentation graphique d’une fonction /.
Par lecture graphique, recopie et compléte les tableaux suivants :

Tableau 1

X —3|—2|=-1{0]|1}]2]|3
Image de x

Tableau 2
y s PR [ e a2

Antécédent(s) de y
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2.2. Extremum d’une fonction

La courbe (C) ci-contre est celle d une fonction f* sur I'intervalle [—4 ; 4].
1. Détermine I’ensemble de définition de f.

2. a) Place sur la courbe le point le plus haut.
Détermine I’ordonnée M de ce point.
b) Détermine la valeur de x pour laquelle il est atteint.

3. a) Place sur la courbe le point le plus bas.
b) Détermine I’ordonnée m de ce point. e ,
¢) Détermine la valeur de x pour laquelle ce point est atteint. 5463 EEnsz il

Exercices de fixation

La courbe ci-contre représente une fonction fsur I'intervalle [-3 ; 4]. i ?l _________________ :
Compléte les pointillés par maximum, minimum, 2 ; 0. \ 3

2estle...... de fsur [—3 ;4] il estafteintenx=..... :
—2estle......... de fsur [—3 ; 4], il est attcint enx =..... e ”

a La coutbe ci-dessous est celle d'une fonction g sur
Pintervalle [—5 ; 6].
Détermine le minimum et le maximum de g sur
Iintervalle [=5 ; 6].

La courbe ci-contre représente une fonction fsur I"intervalle
[—4;3].
1. a) Détermine le maximum de f sur [—4 ; 0].
b) Détermine le minimum de /' sur [—4 ; 0].
2. a) Détermine le maximum de f'sur [0 ; 3].
b) Détermine le minimum de fsur [0 ; 3].
3. Détermine le maximum et le minimum de fsur [—4 ; 3].

2.3. Image directe d’'un ensemble

La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une fonction f.
On considére intervalle [—1 ; 2].

1. a) Reproduis la figure.

b) Construis sur la figure les droites (D)) et (D,).

d’équations respectives 1 x = —1 et x = 2.

2. Colorie en rouge la partie de la courbe comprise entre les droites (D)) et (D).

3, Détermine le maximum M et le minimum  de la partie colorée de la courbe. *

4. a) Vérifie que 'image de tout élément de [—1 ; 2] appartient a l'intervalle [m ; M].
b) Vérifie que tout élément de [m ; M] a un antécédent par f'dans l'intervalle [—1
¢) De ce qui précéde, donne une conclusion.

Fensemble des

Géneéralités sur les fonctions




Exercices de fixation

B9 La courbe ci-contre est la représentative d’une fonction f.
Réponds par vrai ou par faux 4 chaque affirmation suivante :
1. L’image directe de [—4 ;—2] par fest [-2 ; 2]. B
2. L'image directe de [—2 ; 0] parfest [0 ; 2]. Pepergy
3. L’image directe de 1—2 ; 2[ par fest [1; 2[ . laeiniotand 4
4. Limage directe de [2 ; 4] par fest {3}. BT NE NE B ) !
5. L’image directe de [—3 ; 2] par fest [0 ; 3]. ny : '

B Soit la fonction f'définie par la représentation graphique ci-contre.
1. Reproduis la figure.
2. Détermine 1’image directe par f de chacun des intervalles suivants :
a)[—4;-2]; b)[-2;1); ©)]0;3[

2.4. Image réciproque d’'un ensemble

La courbe ci-contre est la représentation graphique d'une fonction f.
On considére ’intervalle [%;2] ;
1. a) Reproduis la figure.
b) Construis sur la figure les droites (D)) et (D,) d’équations respectives :
. "

2. Colorie en rouge la partie de la courbe comprise entre les droites (D) et (D,).
3. Détermine les intervalles constitués des abscisses des points d’extrémités des
parties de courbe colorées.

4. a) Vérifie que les antécédents des éléments de l'intervalle [% : 2] sont ¢léments des intervalles trouves au 3.

b) Vérifie que I'image par fd'un élément des intervalles trouvés au 3, appartient a l'intervalle [% : 2].
¢) Conclus.

L’intervalle (ou la réunion des intervalles) obtenu(e) a partir des abscisses des points d'ﬁ’th’é- :
mité de la (ou des) partie(s) de la courbe coloriée(s) s’appelle I’image réciproque de l’iqté;._ 2
valle |52 par £ Clest Iensemble des antécédents par f des éléments de [$52].

Exercice de fixation

La courbe ci-contre est la représentation graphique d'une fonction f.
Réponds par vrai ou par faux a chaque affirmation :

1. L’image réciproque de [—1 ; 1] par fest [—5 ; —4].

2. L’image réciproque de 0 ; 2[ par fest [—4,5 ; —3,5]u[—1,5; 3].
3. L’image réciproque de ]1 ; 2[ par fest[—3 ; O[.

E i

On considére la fonction f définie sur R par : f{x) =x" — 2.

1. Détermine 1’ensemble de définition de f.

2. a) Soient z et b deux éléments de ]—oo ; 0] tels que : @ < b, compare f{a) et f{b).
b) Soient a et b deux éléments de [0 ; +oo[ tels que : a <b, compare fla) et {b).

Variation d'une fonction

Legon 5 Généralités sur les fonctions




- Soitf une fonction et T un intervalle inclus dans I'ensemble de définition de /.
Lorsque pour tous éléments a et b de I tels quea < b, on a fla) </(b), on dit que fest croissante sur L.

 Lorsque pour tous éléments a et b de T tels que @ < b, on a fla) = fib), on dit que f est décroissante
surl. -

Exercices de fixation

fest une fonction croissante sur [—3 ; 4]. Compare {—1) et f{=2).
Fest une fonction décroissante sur R. Compare SA=5) et fi3).
fest une fonction constante sur ]—oo ; 10]. Compare f=17) et fi5).

Q A I'aide du tableau des variations ci-contre, réponds par vrai -
ou par faux 4 chacune des égalités ou inégalités proposées.
1 f=5)=—1 ; 2. i=1)<A=0,5) ; 3. AVY>A2). )
4. iH==2 ; 5. f—H<A-3)

6. Pourx €[—5:2], fix)=—1.

E La fonction f'est donnée par sa courbe ci-contre.
1. Détermine les intervalles sur lesquels la fonction fest croissante
et les intervalles sur lesquels la fonction f'est décroissante.
2. Dresse son tableau de variation de f.

W Détermine sur I'intervalle [0 ; +oo[, le sens de variation de la fonction numérique [’
définie par : flx) = \/E et dresse son tableau de variation sur [0 ; +oof.

Détermine sur I'intervalle ]—oo ; 0] puis sur [0 ; +oof le sens de variation de 1a fonction
numérique g définie par : g(x) = x* et dresse son tableau de variation sur R.

"9 Détermine sur l’intervalle 10 ; +oo[ puis sur |—co; O[, le sens de variation de la fonction

numérique k définie par : A(x) = % et dresse son tableau de variation sur R*.

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Détermination de I'ensemble de définition d’une fonction

Détermine I’ensemble de définition de chacune des fonctions f, g et i de R vers R définies ci-apres :

D) =2—3x+2;  Bgw)=E=L;  Qh@= Ya-z.

<. 1% cas : fest de la forme f(z) = ggg ,NetD

ination de I’ensemble de définition d une fonction
a) Déterminons I’ensemble de définition de f. sont des fonctions polyndme, fest définie si D(x) #0.
f est une fonction polyndme, clle est définie sur R, o2 cas:si flz) = R (z) , R étant une fonction
donc D =R. polyndme, fest définie si R(x) > 0.

e3°cas:si flz) = fRLz_) , N et R sont des fonc-

b) Déterminons I’ensemble de définition D_de g.

xEDg@x—l;ﬁo : xEDg@x;t 1.
Donc : D,= R —{1}. tions polyndmes, f est définie si R(x) > 0.

¢) Déterminons 1’ensemble de définition D, de h.
xeDeA4 —x>0; xeD,®x<4
Donc : D, =]— ; 4].

Généralités sur les fonctions




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercicee Image et antécédent(s) de nombres réels par une fonction

On considere la fonction numérique définie sur R par : fix) = x>+ 2x — 3.
a) Détermine les images par fde 2 et de —1.
b) Détermine les antécédents par f de —3.

P

a) L'image de 2 par fest: fl2)=22+2%x2 -3 =35,

e Pour déterminer l'image d'un nombre réel a par
unc fonction, on remplace x par a dans l'expression

L’image de —1 par flest : 1.

e 12 = (_.1)2 e G s e « Pour déterminer l'antécédent (ou les antécédents)
b) [’)ev_ennmons 135_ antécedents par f 'de —3. de b par la fonction f, on résout I'équation f{x) = b.
11 s’agit de déterminer les nombres réels x tels que : La (ou les) solution(s) de cette équation est l'anté-
fixy=-3 cédent (ou les antécédents) de & par £,

M) ==-3ex>+2x—3=-3
e +2x=0
Sx(x+2)=0
e x=0oux=-2,
Les antécédents par f'de —3 sont : 0 et —2.

Exercicee Image directe et image réciproque

La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une fonction f.
1. Détermine I’ensemble de définition de
2. a) Détermine graphiquement les images de —1 et 5 par /.

b) Détermine graphiquement les antécédents de : —1 et de 2 par f.
3. a) Détermine I’image directe de [1 ;3] etde [3 ; 7] par f

b) Détermine 1’image réciproque de [0 ; 2] par

e

» Pour déterminer graphiquement l'image d'un

1. Déterminons I’ensemble de définition de f nombre réel -
D =[-2 ;8] - on place sur l'axe des abscisses le nombre réel ;
2. a) Déterminons graphiquement les images de —1 - on trace la droite paralléle a l'axe des ordonnées

ot 5. passant par ce nombre ;
D et et - on lit | image sur I'axe c.ies ordonnées. ol
» Pour déterminer graphiquement le ou les antécé-
b) Déterminons graphiquement les antécédents dents d'un nombre réel :
de—1: - on place sur l'axe des ordonnées le nombre ;
- on trace la droite paralléle a 1'axe des abscisses et
passant par ce point ; :
- le ou les abscisses des points d'intersection avec la

Les antécédents de —1 sont 0 et 2.
Les antécedents de 2 sont: —1 ; 3 et 6,5.

3. a) Déterminons I"image directe [1 ; 3]. courbe (s'ils existent) sont les antécédents cherchés,
L’image directe de [1 ; 3] est[—2 ; 2]. o Pour déterminer graphiquement l'ensemble de
L’image directe de [3 ; 7] est [0 ; 4]. définition d'une fonction :

- on identifie les exirémités de la courbe ;

- on détermine I'abscisse de chacun de ces points |
- on lit 'ensemble de définition sur 'axe des abs-
cisses.

b) L'image réciproque de [0 ; 2] est :
[-1;—0,5]U[2,5 ; 3]U[6,5 ; 7].

Legon 5 Généralités sur les fonctions




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice @) Etude des variations d'une fonction

On considére 1a fonction fde R vers R définie par : fix) = 2(x—2)* — 3.
Etudie les variations de f puis dresse son tableau de variation.

o

- Soient @ ct b deux éléments de ]—oo ; 2] tels que :
a<b=l.

Ona:a—2<b—2<0, alors (a—2Y=(b— 2)%
D'od: 2(a—2)= (b —2) et (a—2¢ —3=2(b — 2)*-3.
Poura <b, ona:fla)> f(b). Donc fest décroissante

sur J— ; 2].
-Soienta et b deux éléments de [2 ; +oof tels que :

2<g<hOna:0<a—-2<b-—2.

Dioti (a—2)2 < (b — 2 et 2(a—2)* =3 <2(b — 2 = 3.

Ainsi pour a < b, on a : fla) <flb).
Donc fest croissante sur [2 ; +oo[.

Exercice@ Minimisation de fonction

On désire cloturer un terrain rectangulaire de 450 m?, dont un coté s’appuie
sur le bord rectiligne d’une riviére, de sorte que la longueur de la cloture soit

minimale.

1. Démontre que la longueur de cette cloture est x + EF .

1 -__'3
;:,‘.,“.

o On détermine les intervalles selon la valeur qui

annule (x—2)%.
« On considére deux nombres réels sur chaque in-
tervalle, puis on compare ces réels et leurs images

respectives par la fonction f.

Tableau de variation de f.

X | —w 2

fx)

00 450 m*

2. Détermine les dimensions du rectangle et la longueur

de la cléture correspondante.

1. Si y est la largueur du rectangle alors I'aire du
rectangle est : xy = 450 m”.
450
T -
La longueur de la cloture est :
480 o 900
x T

x étant nonnul,ona:y=

x+2y=x+2x

2. Soit P() = x+ 20, [a longueur de la cloture.

Minimiser P(x) revient & minimiser (P(x))".
o 900 )9

(P(x)P= (.?: a o

Rappelons que (a + b= (a — b)’ + 4ab.

Ona: (x+-gg—0)2 = (:J:—Q?,,J,—O)2 + 3600.

2
Minimisons : (:r:+ g—gg) > 3600.

Il y'a égalité si (z— 220 ) =0.

o Ne pas oublier que la clbture a trois cotés ;

« on calcule 'aire du rectangle puis on en déduit la
longueur P(x) ;

« minimiser P(x) revient & minimiser P*(x) en appli-
quant (a + b= (@ — b)*+ 4ab, on détermine la
valeur minimale P(x).

Donc : (P(x))? = 3600.
Ona:P(x)>60etP(x) =60 six= ggg Donc x = 30.
11 existe un rectangle, d’aire 450 m?, de périmetre

minimum, ses dimensions sont : 30 m et 15 m.

La longueur de la cloture est : 60 m.
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Résume de cours

o Notion de fonction

4.1. Définition d'une fonction

m A et B sont deux ensembles non vides.

On appelle fonction de A vers B toute correspondance qui, & chaque élement de A,
associe un ou zéro ¢lément de B. 4

Vocabulaire et notation
Soitx un élément de A et on désigne par f{x) sa correspondance par f. On dit que f est la fonction
de A vers B qui, 4 x associe f{x) ;
A est ensemble de départ de f; B son ensemble d’arrivée. x est la variable, fx) est I'image de
xparf
Onnote : [: A—B

x - flx)
« Lorsque b est I'image de a par £, on dit que « est un antécédent de b par /- On &crit : fla) = b.
» Lorsque I’ensemble d’arrivée d’une fonction f est un ensemble de nombres réels, on dit que f°
est une fonction numerique.
o Lorsque I’ensemble de départ d’une fonction fest un ensemble de nombres réels, on dit que f
est une fonction d’une variable réelle.

1.2. Fonction définie par une formule explicite

Une fonction numérique d’une variable réelle peut étre définie par une formule explicite.

Exemple
On considére les fonctions : f: R—R
xP Xt 2x—3.

Méthode

» Pour calculer I’image d'un nombre réel par une fonction /f, on remplace x par ce nombre dans
la formule.
s Pour trouver un antécédent d’un nombre réel b par £, on résout 1’équation f(x) = b.

1.3. Fonction définie par un schéma de calcul ou un algorithme de calcul

Une fonction numérique d'une variable réelle peut étre définie par un schéma de calcul ou un algorithme
de calcul.




Réesumeé de cours

Exécute le programme suivant :
» choisis un nombre ;

« multiplie-le par 2 ;

» soustrais 3 du résultat ;

s éléve le résultat par 2 ;

o ajoute —3.

e o g P TS 1 P

1.4. Fonction définie par un tableau de valeurs

Une fonction peut étre définie par un tableau de valeurs.
Dans ce cas, on ne connait que les images des nombres donnés dans le tableau.

Exemple

X

0
) -3 |0

1.5, Fonction définie par une représentation graphique

m Le plan est muni d’un repére.
fest une fonction définie sur D.
On appelle représentation graphique de f. ou courbe représentative de f; ’ensemble
x
des points M( ) ot x est élément de D.
£

Notation et vocabulaire
On note habituellement (C) la représentation graphique de f dans le plan rapporté & un repere.
x
Ona:M( ) E(Cf)@xED ety = flx).
Y
Quand fest une fonction déterminée par une formule explicite, on ditque : y = fix) est 1’équation
de la courbe (C).

Remarque
Un élément de ’ensemble de départ ayant un ou zéro image dans
I’ensemble d’arrivée, la courbe ci-contre ne peut pas étre la représenta-

tion graphique d*une fonction. En cffet, e nombre réel 1, par exemple,
a trois images par /.




Résumé de cours

1.6. Ensemble de définition d'une fonction

bl e fest une fonction d’un ensemble A vers un ensemble B.

L’ensemble des éléments de A possédant une image par f est appelé ensemble de
définition de .

e Si f'est une fonction & variable réelle, I'ensemble de définition d'une fonction f
est 'ensemble de tous les nombres réels x pour lesquels f{x) existe ou a un sens.
On le note souvent D, .

Point méthode
Pour déterminer I’ensemble de définition D, d’une fonction f, on peut procéder comme suit :
= On écrit toutes les conditions ou contraintes d’exécution du programme de calcul de f(x ).
« On précise les ensembles des contraintes que vérifie f(x).

* On éerit D, 4 I'aide d’intervalles.

1.7. Fonctions égales sur un ensembie

fet g sont des fonctions définies sur un ensemble E. On dit que les fonctions fet g
sont égales sur E (ou qu’elles coincident sur E) lorsque, pour tout élément x de E,

J&x) = glx).

Remarque : Les représentations graphiques de fonctions égales sur un ensemble coincident sur cet ensemble. |

Etude graphique d’une fonction

2.1. Lecture d'image et d'antécédent(s) d'un nombre

Méthode
« Lire graphiquement I’image de a par une fonction fc'est détermi-
ner fla) a partir de sa courbe (C).
Méthode de détermination graphique de I’image d’un point 4.
- On trace la droite (D) d’équation x = a.
- Cette droite coupe la courbe {Cf) en un point,
- Lordonnée du point d’intersection de (C) et (D) est 'image
de apar 1.

» Pour lire graphiquement le(s) antécédent(s) d’un
nombre b par une fonction [, on procéde comme suit :

Méthode de détermination graphique de 1’antécédent d’un point b.
- On trace la droite (D) d’équation : y = b.

- Cette droite (D) coupe la courbe en un ou plusieurs points.

- Les anteécédents de b sont les abscisses des points d’intersec-
tion de la droite (D) d’équation y =5 etde (C )




Résumeé de cours

2.2. Extremmum d'une fonction

v

m £ est une fonction numérique d’une variable réelle définie sur un ensemble I ;
a estun élément de L
« Lorsque, quel que soitx élément de I, fx) <f(a), on dit que f{a) est le maximum
de fsur L.
« Lorsque, quel que soit x &lément de I, f{x) = f{a), on dit que f{a) est le minimum
de f'sur L.

Remarque
Une fonction f'admet un extremum sur un intervalle I, si fadmet un minimum ou un maximum
sur [.

2.3. Image directe d’'un ensemble

2.3.1. Définition

W f est une fonction de A vers B et E une partie de I"ensemble de définition de £
On appelle image directe de E par f, ’ensemble des images par f de tous les élé-
ments de E. On le note f{E).

2.3.2. Lecture graphique de I'image directe d'un ensemble

Sur la figure ci-contre, (C)) est la représentation graphique
d’une fonction f.

Méthode

Pour déterminer 1'image directe par f'de 1’intervalle [a ; b],
telque:a<h.

= On construit sur la figure les droites (D)) et (D,)
d’équations respectives x =a etx = b.

» On colorie la partie de la courbe comprise

entre les droites (D,) et (D).

e On détermine le maximum M et le minimum m de la partie
colorée de la courbe.

S(la; b)) =[m; M].




Résumé de cours

2.4. Image réciprogue d’'un ensemble

2.4.1. Définition

f est une fonction de A vers B et G une partie de B. On appelle image réciproque b
de G par £, ’ensemble G’ des antécédents par fde tous les éléments de G. b

2.4.2. Lecture graphique de |'image réciprogue d'un ensemble

La courbe ci-contre est la représentation graphique d’une
fonction g.

Méthode d
Pour déterminer 1'image réciproque par g de I'intervalle
[¢ ; d], tel que : ¢ < d , on procéde comme suit :

« On construit sur la figure les droites (D,) et (D,) d’équa- ' Ile i !

tions respectives y = cety =d. i of ! ﬁ,“'b

» On colorie la partie de la courbe comprise entre les /

droites (D)) et (D,). A\ 7 :

» On détermine les intervalles constitués des abscisscs o O U o
des points d’extrémités des parties de courbe colorées. :

L’image réciproque de [ ; d] par g est [a’; BJU[a ; bl

e Variation d’une fonction

Sens de variation d’une fonction

Soit fune fonction définie sur un intervalle I. Notons I=[e;b].

Sens de variation Tableau de varlation Représentation graphique
fest croissante sur I signifie que - b &
pour tous réels u et vde I : b) i
siu <v, alors flu) < flu). A0 /

fa)
% g b

f est décroissante sur I signifie
que pour tous réels u et vde I

Ra)
si u < v, alors flu) = fu). fx) \

)

f est constante sur I signifie que x |a b
pour tous réels u et vde I :

si u <, alors fu) = flu). fx) | fla)———=Ab)




éxemfces

Exercices de renforcement

Parmi les courbes ci-dessous, écris le numéro de
celles qui sont des représentations graphiques de
fonctions. Dans ce cas, précise l'ensemble de deéfi-
nition de cette fonction,

Pig_ures ol

Détermine |’ensemble de définition de chacune des
fonctions de R vers R définies ci-aprés :

1) fle)=2"+52-7; 2)g(z) = ?ﬁfg;
3)h(z) = y2—6; 4)i

5)il) = z=gieray s)k(xn waﬁ;
T)E(x)m; S)m(:c)=(xf—l)a-

Détermine 1’ensemble de définition de la fonction
fde R vers R définie dans chacun des cas suivants.

Df@)y2—z.v/2+z; 2) fla)= ﬁ;
8) flo) = 222851 4) plo) = VFFz+ Lo

Legon 5

) 1) =2 ) ==L
0@ =12 8) flo) =L

80 Les courbes ci-dessous sont les représentations gra-
phiques de fonctions numériques.
Détermine |’ensemble de définition de chacune d’elles.

[
i
i

8} Soit la fonction f définie sur R par : fix) = 2>+ x —12.
1. Détermine 1'image de 0, —3 et de /2 parf.

2. Vérifie si les points A(2 ;—6) et B(—1 ; —12)
appartiennent a la courbe représentative (Cf) de la
fonction f.

3. Détermine les antécédents par f'de —12.

4. En vérifiant que : fx) = (x — 3)(x + 4), déduis-en
les antécédents éventuels de O par f.

&) On considére la fonction numérique f définie par :
foy=—S5+4.

1. Determme I ensemble de définition de f.

2. Détermine 1’image par f* de chacun des nombres :

T-Jgét%

3. Justifie que 23 a pour antécédent + il 5 par T

Soit la fonction f définie par le tableau de valeurs

suivant :
x|-5]1=2| 0 1 6 | 10 | 12
fx) 20| -1 5| —4 |31 |9 | -5

1. Détermine 1’ensemble de définition de /.
2. Détermine I'image par fde —5 ;de 0 ; et de 10.
3. Détermine les antécédents par fde —5.

Généralités sur les fonctions




68 rCICES

§8 On donne les programmes de calcul suivants :
A B

- choisis un nombre ;

- ajoute 3 & ce nombre ;

- éléve le résultat au carré ;

- retranche 2 au résultat ;

- affiche le résultat.

- choisis un nombre ;

- retranche 2 au résultat ;
- prends l'inverse de ce
nombre s°il est non nul ;
- soustrais 3 du résultat.

1. Pour chaque programme, lorsque c¢’est possible,
pERESE AT

2. Pour chaque programme donne I’expression

algébrique de la fonction.

3. Détermine les antécédents éventuels de 0 et de 3

par chacune des fonctions.

détermine les images de

La courbe C ” ci-dessous est celle d’une fonction f;

¥

4]
o

Py

EEERENLEN
TITIN

. B ht AR HC = x

Par lecture graphique :

a) Donne l'ensemble de définition D de la fonction f-
b) Donne les images de — 6 et 4 par f.

¢) Donne les antécédents, s'ils existent de — 4 et 4 par £,
d) Donne le maximum et le minimum de la fonction £
Précise en quelles valeurs ils sont atteints.

¢) Détermine I'image directe par /de I'intervalle [0 ; 6].
f) Détermine 1'image réciproque par f de Uintervalle
10;4[.

o) Dresse le tableau de variation de 1.

La coutbe ci-dessous est la représentation
graphique d’une fonction f.

1. Détermine ’ensemble de définition de /.
2. Recopie et compléte le tableau suivant :

X -3 -2

%)

FAERL

Legon 5

3. Détermine les antécédents éventuels de :
—0,5;0:1 parf.
4. Résous graphiquement I’inéquation f{x) > 1.

On considére la fonction f'définie sur R par :

fx)=x*—-2.

1.a) Calcule les images de 2, 0 et —3 par la fonction £,
b) Calcule f(—%) . f(xr@) s Fl1— J2).

2. Détermine le (ou les) nombre(s) dont I'image

par f est 2.

On considére la fonction /' de R vers R définie par :
y2z+1 1

fla)=t2L
1. Détermine 1’ensemble de définition de la fone-
tion f.

2. Détermine 1"image du nombre 3 par la fonction /.
3. Détermine I’ensemble des antécédents de 0 par
la fonction f.

On considére la fonction g de R vers R définie par :
3r—5
g(z) =51
1. a) Détermine I’ensemble de définition de la
fonction g. I
b) Calcule les images de —2 et de —3 parg.

2. Détermine I'(es) antécédent(s) de 1 et 5 par la
fonction g.

Soient f et g deux fonctions définies sur R par :
fx)=12x — 2|+ |l —x|etgl)=3x—3.

1. Détermine 1’ensemble de definition de fet de g.
2. Détermine le plus grand ensemble D sur lequel

J=& .

Démontre que dans chacun des cas suivants, les
fonctions f'et g de R vers R d'expressions donnéees
sont égales

1)f('£)_l |+1 Etg(-'f] ] I 1;
2) () = f%etg(x)—«./—_x T3
3)f(5?)=$=?_1 ) = 11—2:-]!-1'

o Soient fet g deux fonctions de R vers R définies par :

A=)=1;

1. Détermine I’ensemble de définition de fet de g.
2. Détermine le plus grand ensemble sur lequel f
et g coincident.

1 etg(x)

Généralités sur les fonctions




6xercices

Soient (C) et (C,) les courbes représentatives de
deux fonctions f'et g définies sur [—4 ; 4].

........ i

1. Dresse les tableaux de variations des fonctions fet g.
2, Précise les extremums éventuels des fonctions /et g.
3. Détermine graphiquement les solutions de
I’équation : x € [—4 ; 4], flx) = g(x).

4. Résous graphiquement : x € [—4 ; 4], fix) = 0 et
x€E[—4:4], gx)=0.

5. Résous graphiquement : x € [—4 ; 4], flx) > g(x).

Soit la fonction [ : R—R
X T— 3 .
1. Détermine I’ensemble de définition de f-
2. Détermine les images directes de chacun des
intervalles suivants : ]3 ;7] ; [0; 2] et [1 ; 5].

'~ Soit la fonction £ de R—R

x|
1. Détermine ’ensemble de définition de f.
2. Détermine les images directes de chacun des en-
sembles suivants : {—3;2};[—3;—2]et[—1;3].
3. Détermine les images réciproques de chacun des
ensembles suivants : {4} ; ]—cwo ; 4].

Soit 1a fonction g définie par la représentation
graphique ci-dessous.

5

1. Détermine 1’ensemble de définition D, de g.

2. Détermine ’image directe par g des intervalles
suivants :

g [-35-1]1; B 1-1:3[; & [-3:3)

3. Détermine I'image réciproque par g des inter-
valles suivants ; a) |—1;1[ ; b) [1;2].

e

Soit la fonction f définie par la représentation

1. Détermine I’ensemble de définition D, def.

2. Détermine 1’image directe par f des intervalles
suivants: a) [—1;1]; b) ]1;2[; e)[—3:3]
3. Détermine I'image réciproque par f'des intervalles
suivants:a)]—1;1[ ; b)[1;2,5]; <)[-3;0].

La courbe ci-dessous est la représentation
graphique d’une fonction fdéfinie sur [-2 ; 2].

_*...f...
F ot

1. Dresse le tableau de variation de f.

2. a) Détermine le maximum de /" sur [-2 ; 2].
b) Détermine la valeur de x en lequel ce maxi-
mum est atteint.

" Lo tableau ci-dessous est le tableau de variation
d’une fonction A.

X 2 0 3 4

B \_5/2\_2

h(x)

1. Compare les nombres suivants lorsque cela est
possible.

Q) i(—=2) et (1) ;  b) h(—1,5) et 4(0,5)

¢) h(3,6) et h(3,7) ; d) k(0,1) et A(1,9).

2. Détermine le maximum et le minimum de £ sur
son ensemble de définition.

- Les courbes (Cj) et (Cg) ci-dessous sont les repré-

sentations graphiques des fonctions f* et g.

3

Lecon 5 M:PAN Généralités sur les fonctions




-gxercices

1. Dresse le tableau de variation de chacune des
fonctions.

7. Détermine le maximum et le minimum de cha-
cune des fonctions sur son ensemble de définition.

Btudie le sens de variation puis dresse le tableau de
variations de chacune des fonctions définies ci-des-
sous sur Uintervalle considéré.

flz)=1- % sur ] 0;+ oo et sur]—oe; 0[;
g(z)=(z+2)sur R;

hz)=2 +E-E_lsmll;+°°['

' On considére la fonction /' de R vers R définie par
fa)=—(x—3y+4.
1. a) Démontre que f est décroissante sur [3; +ool.
b) Démontre que f €st croissanie sur ]—%; 3]
2. a) Dresse le tableau de variation de f.
b) Déduis-en que f n'est ni croissante ni décrois-
sante sur [1 ; 3].
3. Démontre que 4 est le maximum de f sur R.

Dans chaque cas, ci-dessous fest une fonction de R
vers R

Etudie son sens de variation.

2. flx)=(x+2) — Ssur]—eo; —2] puis sur [—2 ; +oof.

sur |1 ; o[, puis sur 1—o0; 1[.

On donne la fonction # de R vers R définie par :

ol
HX)= g
1. Détermine l'ensemble de définition D, de la
fonction A. 3
2. Démontre que 5 estle maximum de 4.

La figure ci-contre est
la représentation gra- -
phique d'une fonction
numérique g.

Exercices d'approfondissement |

' Soit /1a fonction définie sur [—3:4oo par:

+
)= 2§+53
1. Justifie que : Vx € [=3;+oc[ ; flx) = Q—I_ZTB—_

2. Démontre que fest croissante sur [—3 ; +o[.

3. a) Démontre que f admet un minimum, précise-le.
b) Démontre que f admet un majorant.
¢) Déduis-en que f est bornée et donne un enca-
drement de f.

@ Soitla fonction fdéfinie sur [—3 ; 6] par :

o fix)=—x*+4x+5.

1. Démontre que : flx) = 9—(x—2)".

2. Résous I'équation : fix)=9.

3. Prouve que 9 est le maximum de fsur [—3 ; 6].

a3 Etudie les variations de la fonction /° définie de
' 2
R vers R par : = ———.
par ) = T T T+ 2

2 Soit la fonction fdéfinie par : fx) = —3x* — 6x +45.
1. Détermine o et [ tels que, pour tout nombre réel
x,ona: fix)==30x-ap+p.

2. Etudie les variations de /.

Une unité étant choisie, on considére un carré

ABCD de ¢6té 4. On note P, Q, R et S les points des

segments [AB], [BC], [CD] et [DA] tels que :

AP=BQ=CR=DS.

On se propose d'étudier les variations de l'aire

du quadrilatére PQRS lorsque le point P décrit le

segment [AB].

On pose : AP=x.

1. Dans quel intervalle varie le nombre réel x ?

2. a) Calcule l'aire du triangle APS en fonction de x.
b) Déduis-en l'aire du quadrilatére PQRS en fonc-

tion de x. On la notera f{x).

3. Démontre que pour tout x € [0 ; 4],

fx)=2(x =2y +8.

4. a) Démontre que pour toutx € [0; 4], flx) = 8.

e

1. Détermine l'ensemble de définition D, de la
fonction g.

2 Détermine s'ils existent le maximum et le
minimum de g sur D_.

3. Etudie les vanatlom de la fonction g sur D
4. Dresse le tableau de variation de g sur D..

Legon 5

b) Détermine la position de P sur [AB] telle que
I’aire de PQRS soit minimal.

¢) Détermine les positions de P sur [AB] telles
que I'aire de PQRS soit égale a 10.

Généralités sur les fonctions
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Exercices

Ty Dans un repére orthonormé, on considere les

points A(0 ; 4), B(—3 ; 0) et C(7,5; 0).

M(x ; 0) est un point du segment [BC]. Soit f'la

fonction qui & x associe la distance AM.

1. Détermine ’ensemble de définition de la fonction £,

2. a) Etablis le tableau des variations de Ia fonction /.
b) Déduis-en le nombre de solutions de chacune
des équations suivantes fix) =3 ; flx)=4;
fx)=5etfix)=9.

3. Résous les équations flx) = 4,1 et fix) =

187 Une page en forme de rectangle x
~ doit recevoir 432 cm® de texte
imprimé. Les marges doivent éfre |

de 4 cm sur les cotés et 3 cm en E
haut et en bas. On cherche a dé- i
terminer les dimensions du texte :
pour que le cofit total du papier R

soit minimal.

1. a) Exprime y en fonction de x.

b) Exprime "aire totale de la feuille en fonction de x.
2. Démontre que cela revient a chercher le mini-
mum de fix) = 6x + 2228 guc 10 ; o[,

3. Résous le probleme.

@8 Lors d’un cours de physique-chimie, la trajectoire
d’une balle de jeu est donnée par :
Jix)=—522+10x + 15.
x est le temps écoulé depuis le lancement en I’air,
exprimé en secondes, avec x € [0 ; 3], et flx) est
la hauteur de la balle au-dessus du sol, exprimée
en meétres.

Lecon 5

_ Situations d'évaluation

39 Au cours d’un match de football opposant deux
classes de Seconde, au coup d’envoi, un joueur tire
le ballon.

Le graphique ci-dessous représente la trajectoire de
la balle prise par une caméra d’un téléphone portable.

T = T
Le professeur de physique au vu du cliche, apres
analyse et calculs a révélé que cette courbe est une
parabole P telle que p(f) = —6£+ 361, £ € [0 ; 6].
Le joueur trés content de son tir, veut étudier avec
I’aide de ses camarades les variations de cetie tra-
jectoire.

1. Détermine la hauteur a laquelle se situe le ballon
au bout de 5 s.

2. Détermine l'instant auquel le ballon a atteint 40 m.
3. Détermine lc moment auquel la balle a atteint sa
hauteur maximale.

4. Détermine par calcul le maximum de la trajec-
toire.

5. En utilisant ’expression de P(x) étudie puis
dresse le tableau de variation de la trajectoire.

Etudier les variations de f sur [—o0 ; —1]
etsur [—1; +oo ]

E Sachant que x € [0; 4] ;
utiliser A, . = 42 z)
HApors = Aire de ABCD — Aire de APS.

=+ 16

B xe[3:75 flo) =

Généralités sur les fonctions




ETUDES DE FONCTIONS
DE REFERENCE

wirpr TSR

Jt SODECH:s

B

les Banques on il e 23 : INT D'/

Ia réf. contrat ci-dessus) R ﬂmwm
Référenice clieat - 002002655 N ma40440
Point de fourniiure : 13904648901 ' DR Abidjan Nord Est
Adresse technigue : 139074140763 L 2anse

aF 13 / i

DATE LIMITE DE PAIEMENT : 05/11/2019
Passé 11 date limite de paiement, 1l sera percu la somme de 8 069 CFA au
drxedefukﬁemws,nﬂmpmmmpﬂm,luwmlmh

Ia fourniture d'sau.
Période de consommition :_juin, juillet et soit
) ; Volume - VOE | prix TMiomtant du
Période Diam N* Indax consomme Libali factard | o o0e Daoat volume
: ; o3 | |_im3) ety focuued
Mois | Année compt | Ancien | Nouvel i FNE FOE | Assainis
1388011308 Forfai 9 230.3 0.0 7.0 153 2283
s Social :
i 2019 mmﬁs sooioca | 584 45 161 . 9 250.3 0.0 0 153 1253
soc;umms Damestigue < 4033 0 | 773 350 29 038!
MNaormal 71 64,0 465 i) 7.2 47 144]
Net & payer
B ; Total de 18 fﬁﬂ 30 688 FCTA
mw«m.mumﬂﬂmﬂAmtrmumm Total de la facture + frais de timbre 80 7RE FCFA
Pour les reglements par cheque & 'ondre de 1a 8¢ det N it pik Percus, prévoir [ somme de A

T A T e e R ek e N R R R

Comment calcule-t-on le montant d'une facture I

: Sfl_'l-'UATION D'APPRENTISSAGE

Une facture d'eau potable se compose d'une taxe fixe (entretien du compteur) & laquelle s'ajoute le
prix de la quantité de métre cube d'eau consommée. Une compagnie a facturé 13 440 F pour une
consommation de 123 m? et 24 240 F pour une consommation de 258 m’.

Les éleves de 2 C qui habitent une maison ont consomme 100 m® d'cau. Ils décident de déterminer
le montant de leur facture prochaine en utilisant ces informations.
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HABILETES ET CONTENUS

: 1  Fonctions de réference Représenter :

e la fonction : x — |ax + b

Reconnaitre : les fonctions de référence e la fonction - x+— E(x)
Représenter : les fonctions de référence ' A .

1 Calculer : la partie entiére d'un nombre réel
(x—ax+b, x—=x; x—xx— T

X= Jr [ x—|x|

i : a L
3 Fonctions du type v - ax’ ¢ i —:[,—

Etudier : le sens de variation de chaque

fonction de référence . . )
Utiliser : les fonctions de référence pour étudier
Dresser : le tableau de variation d'une fonction les fonctions des types : x— ax2 x+— % (a € R)
de référence z

4 Traitement de situation
2 Fonction affine par intervailes

! Traiter une situation faisant appel a I'étude des
Identifier : une fonction affine par intervalles fonctions de référence

INSTALLATION DES HABILETES

Fonctions de référence

1.1. Fonction affine

a et b sont deux nombres réels. On considére la fonction affine £ définies par: fix)=ax + bh.
Etudie suivant le signe de a, le sens de variation de £,

t des nombres réels

R Soit la fonction affine définie sur R par : f{x) = 0,0012x + 0,5.
Donne son coefficient, 'ordonnée a l'origine et son sens de variation.

et Trace dans un repére orthonormé la fonction affine f définie sur R par : flx) = —2x + 1.

=8y Les fonctions définies ci-dessous sont-elles des fonctions affines ? Si oui, indique le coefficient et le sens
de variation.

a)fx)=2—4x ; b)gk)= 3?” ; 9h@=5¢—1 ; QuE)=3(6x—1) ; e) W)= =*.

Lecon 6 Etudes de fonctions de référence




1.2. Fonction carré

On donne la fonction fde R vers R définie par : f{x) =x".
1. Justifie que fest définie sur R.

2. Justifie que f est décroissante sur ]—eo ; 0].

3. Etudie le sens de variation de fsur [0 ; +oo[.

4. Dresse le tableau de variation de f.

5. Compléte le tableau suivant :

® 5| 3| —z2]~t1]-0s| 0 |os| 1]2]8]4
fx)

6. Représente graphiquement la fonction fdans le plan muni d'un repére orthonormé.

La fonction qui & tout nombre réel associe son carré (x — x*) est appelée fonction carré.
Elle est décroissante sur J-oo ; 0] ot croissante sur [0 ; +oo [

Exercices de fixation

w Donne le sens de variation de la fonction carré et dresse son tableau de variation.
Représente graphiquement la fonction carré sur [—4 ; 4].

E Soit f 1a fonction carre.
Compare : a) A—mn) et A—3) ; b) A1) et f5) ; ¢) fl0) et f10).

1.3. Fonction cube

On donne la fonction £ de R vers R définie par : fix) =x°.
1. Justifie que f~ est définie sur R.
2. On considére deux nombres réels a et b.
a) Justifie que : (a—b)(@* +ab + b*)=a’ — b,
b) On admet que : @* + ab + b*>0.
Etudie le sens de variation de f sur R.
3. Dresse le tableau de variation de f.
4. Compléte le tableau suivant :

" 2| 45| -1 |-05]l0|05] 1 [15) 2
Jx)

5. Représente graphiquement la fonction f* dans le plan muni d’un repére orthonormeé.

La fonction qui & tout nombre réel associe son cube (x — x°) est appelée fonction cube.
Elle est croissante sur R :

Exercices de fixation

.
H
i
H
.
.
H
H
.
.
.
i
.
.
.
5
.
H
B
.
.

Donne le sens de variation E Représente graphiquement Soit f 1a fonction cube.
de 1a fonction cube et dresse la fonetion cube sur [—3 ; 3]. Compare : a) f{—n) etf(—3);
son tableau de variation. b) f(—10)etfi2);

¢) fVT) et f(—%,—)
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1.4. Fonction inverse

On donne la fonction / de R vers R définie par : flx) =
1. Justifie que f est définie sur R\{0}.

2. Justifie que f'est décroissante sur ]—oo ; 0[.

3. Etudie le sens de variation de /'sur 0 ; +oo[.

4. Dresse le tableau de variation de £,

5. Recopie et compléte le tableau suivant :

| 4| 3| 2| -1|-05

fx).

foissante sur ]wao B[ et sur ]0 oo [

Exercices de fixation

'8 Donne le sens de variation de 5 Represente graphiquement Soit f” la fonction inverse.
la fonction inverse et dresse la fonction inverse sur Compare : a) fl—n) et A—1);
son tableau de variation. ]-4;0[et]0;3]. b) A2) et f4);

9 f7) et £(3):

1.5. Fonction racine carrée

On donne la fonction / de R vers R définic par : f{x)= yz .
1. Justifie que fest définie sur [0 ; +oof.

2. Etudie le sens de variation de f'sur 0 ; +oof.

3. Dresse le tableau de variation de f.

4. Compléte le tableau suivant :

0 ]os| 112 3 |4
fx)

5. Représente graphiquement la fonction fdans le plan muni d'un repére orthonormé.

Exercice de fixation

A R R R R R RN R RR T RN EE R P AR R

Soit f la fonction racine carrée.

Compare : a) f12) et fi5) ; b) f(y11) et f(4/21) ; ) f(%) e f(-g{i)
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1.6. Fonction valeur absolue

On donne la fonction £ de R vers R définie par : f{x) = |x].
1. Justifie que fest décroissante sur ]—oo ; 0].

2. Etudie le sens de variation de f"sur [0 ; +oc[.

3. Dresse le tableau de variation de f.

4. Compléte le tableau suivant :

o 4] 3| 2|—2|—w0s5{o0]es] 2] 2]3]¢+4
fx)

5. Représente graphiquement la fonction f dans le plan muni d'un repére orthonormé.

La fonction qui & tout nombre réel associe sa valeur absolue (x + |x|) est appelée fonction
valeur absolue.
Elle est décroissante sur <o ; 0] et croissante sur [0 ; +oo [.

Exercices de fixation

@ Donne le sens de variation de @ Représente graphiquement Soit f la fonction valeur absolue.
la fonction valeur absolue. la fonction valeur absolue Compare : a) f{—1) et fA—3);

el b) A2) et f3);
c) f0) et f(4).

& Fonctions affines par intervalles

2.1. Définition

Soit la fonction f de R vers R définie par : fix) = |3x — 5[.
1. Ecris I'expression de f{x) sans le symbole de valeur absolue.
2. Représente la courbe de / dans un repére orthonormeé.

e

Sur I’intervalle ]—m,—g—] Sx) est de la forme ax + b, de méme que sur [—g—_;+-m[.
On dit que f est une fonction affine par intervalles.

Exercices de fixation

Soit la fonction fde R vers R définie par : fx) =[x — 1.
Trace la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

Soit 1a fonction f de R vers R définie par : flx) =3 — 2x].
Trace la courbe représentative de / dans un repére orthonorme.

2.2, Fonction partie entiere

Soit £ la fonction de R vers R définie par : f{x) = E(x). ou E(x) est la partie entiére x.

1. Détermine f{x) sur chacun des intervalles suivants : [—4 ; =3[; [-3;=2[ ;: [-2; -1 ; [—1;0[;[0;1L;
;20 ;02;3[ et [3;4L

2. Trace, dans le plan rapporté a un repére (0, 1, J), Ia courbe représentative de la fonction f sur [—4 ; 4[.

Legon 6 Etudes de fonctions de référence




La fonction qui a tout nombre réel associe sa partic entiére (x E(x)) est appelée fonction
partie enticre.
- Elle est une fonction affine par intervalles.

Exercices de fixation

Soit la fonction f définie sur R par : f{x) = E(x). Trace dans le plan muni d'un repére (O, I, J),
Calcule f{—2.3), f(0), —0,25), f0,35). la courbe représentative de la fonction partie
entiére sur l'intervalle [—2 ; 5].

Activité ? B Fonctions du type :xb—>ax2 (@ER)

Soient les fonctions f'et g définies par : fix) = ——~ et g(x) = —2%

1. Etudie le sens de variation de chacune des fonctmns Sfetgsur ]—eo; 0].
2. Justifie que sur [0 ; +oo[, fest croissante et g est décroissante.
3. Compléte les tableaux suivants :

blelal2]-alo]la]2]3 o a3 ol-1]ol1l2]3
fx)y g(x)

4. Construis la courbe représentative de f et celle de g dans un repére orthonormeé.

Toute fonction du type x+ ax?*, (@ € R),est:
- décroissante sur ]-co ; 0] et croissante sur

- croissante sur }w (}] et decrmssante sur
[0 ; +oof sia <O,

[0;+o[sia>0; - constante (nulle) sia= 0,
On considére la fonction f définie | €2 Etudie et construis la €8 Etdie et construis la fonction :
sur R par : fix) =53 fonction ; x+4x* sur x——x*sur [—4;4].
Compare : a) {-2) et (-4) ; [E24:2],

B)A0) et s 0) A5 )et A F)-

astivies @)

| Fonctions du type : x—~ 2 (@ € R)

Soient les fonctions fct g définies par : fix) = %3 et g(x) = %

1. Etudie le sens de variation de chacune des fonctions fet g sur ]—oo ; O[.
2. Justifie que sur ]0 ; +oo[, fest croissante et g est clecrmssants

3. Compléte les tableaux suivants : :

Sx) g
4., Construis la courbe de fet celle de g dans un repére orthonorme.

Toute fonclionda typc ri 2 =, (@€ R), est : crmssanre sur ]-"0 Of et sur ]0 +oo [

- décroissante sur 0 et sur 0 +o0 sia<0. e
5>0; 1 { ] et - constante (nulle) sia=0.
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H Exercices de fixation

7) Donne le sens de variation de la fonction & 8 On considére la fonction g de R vers R définie
défine sur R\{0} par : h(x)= —-. P B~ L
Co ) gl 2)etgl-3); b)g0)etg@);
u w Donne le sens de variation de la fonction f/ mpar; 2 &l }; g-3); b)g0)ets)
définie sur R\{0} par : flx) = % ©) 8(*§)3t g(_ﬁ)-

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Résoudre graphiquement une équation

Soit les fonctions f et g définies sur R par : fx) = 222 et g(x)=|2x — 4.

1. Dresse le tableau de variation de chacune des fonctions fet g.

2. Représente dans un repére orthonormé (O, 1, J) les courbes représentatives de chacune des fonctions fetg.
3. Résous graphiquement |'équation : 2x* — [2x —4| =0.

s

1) fest sous la forme x — ax’ avec a > 0.
fest décroissante sur |—o ; 0] et croissante sur

« Utiliser le sens de variation des fonctions du type
x—ax*oua ER.

[0 5 +eol. » Vérifier que les nombres trouvés sont solutions de
Tableau de variation de /. I'équation.

[ x | = 0 +oo

| e SV / 2
x—4>0=x>12

On en déduit que :

Pourx € ]—e0; 2], 2x —4<0dotg(x)=—2x+4.

Pour x € [2 ; +oo[, 2x —4 >0 d'ou glx)=2x—4.

g est décroissante sur ]—oo ; 2] et croissante sur [2 ; +oo[.
Tableau de variation de g.

K| a0 2 40

Ii(x) \(}/

5 --—_----—Y.._.-.'_-._---.--..-_

o

] R

) 2t [2x — 4| =0 2> =|2x— 4|
& flx) = glx).
1l s'agit de déterminer les abscisses des points d'inter-
section des courbes des fonctions fet g.
Ontrouve: —2et 1.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Utiliser une fonction pour résoudre un probléme

Pour faire les magasins, une dame a garé sa voiture dans
un parking ou le tarif est de 300 F pour les 60 premiéres
minutes et 200 F pour chaque tranche supplémentaire de 30
minutes, partielle ou compléte.

Sans avoir prété attention au temps précis durant lequel sa
voiture est restée dans le parking, elle croit cependant que
la somme de 1 900 F qu'on lui a demandée de payer est
erronée. Elle se souvient d'avoir quitté la maison 4 9 h 36
min, en direction du parking.

REEALR AR [ .

Elle y a laissé sa voiture, puis est retournée la chercher aprés son dernier achat. La facture du dernier achat
indique I'heure ot elle a été réglée, soit 13 h 35 min et elle estime qu'il s'est écoulé 10 minutes entre ce moment
et celui ot elle a quitté le parking.

Détermine s'il y a une erreur dans la facture. Explique ta réponse.

Pour la représentation graphique, on prendra I cm pour 200 F sur l'axe des ordonnées et 1 cm pour

30 minutes sur l'axe des abscisses.

| coviee

Oui il y a erreur dans la facture. La dame aurait dii Determiner le cofit du stationnement sur chaque
payer au maximum 1700 F pour une durée de sta- intervalle d'amplitude 30,

tionnement plafonnée & 250 minutes en raisonnant

graphiquement.

La courbe ci-dessous traduit le coiit du stationne-
ment en fonction du temps écoulé.
Soit f la fonction représentant le coiit du station-

nement.
Pour x € 10 ; 60], fix) =300 colit du stationnement 4
(en F CFA) 2600 ; 1 1
¢ A i o
Pour x € 160 ; 90], f(x) = 500 n : -
Pour x € 190 ; 120], f{x) = 700 o
il o—b
ey
—s |
200 —
o—e
sl 1 o
== bt
i i i -
Pour x € ]240 ; 270], f{x) = 1700 7 T T g e g
i écoule
Pour x € 1270 ; 3007, x) = 1900 eimrr}:;nutesu :
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Résume de cours

° Fonctions de référence

1.1. Fonction affine

m Une fonction /définie sur R est dite affine s’il existe deux nombres réels a et b tels
que : Vx € R, fix)=ax +b. :
Sa représentation graphique est la droite d'équation y = ax + b.Le nombre réel a est appelé coef-
ficient directeur de la droite, le nombre réel b est appelé ordonnée a l'origine (ot image de 0).
Cas particuliers :
Si b= 0, on dit que la fonction affine est linéaire : Vx € R, fix)=ax.
Si a = 0, on dit que la fonction affine est constante :VxER, flx)=b.

S l iation

Le sens de variation de fdépend du signe de @
Si @ > 0 alors fest strictement croissante sur R.
Si a < 0 alors fest strictement décroissante sur R.
Si @ = 0 alors fest constante sur R.

1.2. Fonction carrée

m La fonction carré est la fonction fdéfinie sur R par : flx) ="

Sens de variation
La fonction carré est décroissante sur ]—o0 ; 0 ] et croissante sur [0 5 +ocl.
0 est le minimum de f sur R.

Tableau de variation

X

—
0 +00

\0 /

Remarque

La courbe représentative de la fonction carrée dans un repére
orthogonal (O, I, J) estune parabole de sommet O et d'axe (0.

1.3. Fonction cube

W On appelle fonction cube la fonction fdéfinie sur R par : fix) =x.

Sens de variation

La fonction cube est strictement croissante sur R.




Resumeé de cours

Tableau de variation Représentation graphique

/

1.4. Fonction inverse

La fonction inverse est la fonction / définie sur R\{0} par : flx) = %

Sens de variation

La fonction inverse est strictement décroissante sur 1’intervalle ]—oc ; O[ et strictement
décroissante sur I'intervalle ]0 ; +oo[.

Tableau de variation

¢ La courbe représentative de la fonction inverse dans un
repére (O, I, J) est une hyperbole de centre O.

® Dans un repere (O, I, 1), 1a courbe de la fonction inverse est
symétrique par rapport a l'origine du repére.

1.5. Fonction racine carré

m La fonction racine carrée est la fonction ' définie sur [0 ; +oof par : fix) = vz .

Sens de variation

La fonction racine carrée est strictement croissante sur I’intervalle [0 ; 4oo[.




Resumé de cours

1.6. Fonction valeur absolue

La fonction valeur absolue est la fonction f définie sur R par : f{x) = |x]-
Si x>0, alors |x| =x; six<0,alors x| = —x.

Sens de variation

La fonction valeur absolue est strictement dé-
croissante sur Vintervalle J—co ; 0] et stricte-
ment croissante sur I'intervalle [0 +oof.

@ Fonction affine par intervalles
2.1. Définition

m Une fonction est dite affine par intervalles si elle est définie sur une réunion
d’intervalles sur lesquels elle coincide avec une fonction affine.

2.2. Fonction partie entiére

m La fonction partie entiére est la fonction f définie sur R par : /) =E(x).

La courbe représentative est une courbe en escalier.




e Fonction du type : x~ ax’ (@a€ER)

Tableau de variation de f: x— ax’ (a€ER )

a>0 a<0

X | —ow0 0 2] X | —oo 00

0
B T~ —"" BT

o Fonction du type : x— Lf,— (aER)

Tableau de variation de f: x— %— («€R) -i

a<0 a>0

x x | —o 0 +a0

— 0 +c0
foy| — Z/’ i Z ~

Courbe représentative Courbe représentative




e:ercfces

Exercices de renforcement

Soit un rectangle de cotés de longueurs x et 2.
1. a) Ecris en fonction de x, 'expression d’une
fonction donnant le périmeétre de ce rectangle.

b) Dis si cette fonction est affine. Justifie.
2. a) Ecris en fonction de x, I’expression d’une
fonction donnant 1"aire de ce rectangle.

b) Dis si cette fonction est affine. Justifie.

& Soit un carré de coté de longueur x.
Des expressions de l'aire et du périmétre du carré
en fonction de x, laquelle est l'expression d'une
fonction affine ? Justifie.

On considére la fonction affine et g définie par :
fx)=2x—-letglx)=—x+3.

2. Trace les courbes représentatives de fet g dans
un méme repére.

Dans un repere, la représentation graphique d’une
fonction affine f passe par les points A(-1L ; 4) et
B(0; 2).

1. Place les points A et B dans un repére orthonormé.
2. Détermine par le calcul les valeurs des nombres
réels a et b telles que pour tout x réel, fx)=ax + b.
3. Vérifie graphiquement les résultats obtenus.

Dans un repére on donne deux points A(—3 ; 5) et
B(2 ; —15). Détermine [’expression de la fonction af-
fine dont la courbe représentative est la droite (AB).

8 Dans un repére, trace la représentation graphique
de la fonetion /* donnée par :
2—zpourz =2
1) _{:c—-2pour r=2
Soit f 1a fonction définie sur R par :
{ z+2pourz =-—1
—2r—1powrz =—1

Trace la représentation graphique de f.

B8 Soit f1a fonction définie sur R par :
{—éx+lpoura:$3

2r—6pourz=3
Trace la représentation graphigue de /.

8 Un marchand de cycle propose & un client une ré-
duction de 15% sur un VTT affiché a 250 000 F.
Détermine le prix payé par un client qui dispose

Legon 6°

d’une carte de fidélité qui lui accorde en plus une
réduction de 5 %.

}%@" Détermine dans chacun des cas le coefficient mul-
tiplicateur qui passe d’un prix initial & un prix final,
Déduis-en la variation exprimée en pourcentage.

Prix initial en F CFA | Prix final en F CFA
80 000 56 000
24 000 30 000
45 000 22500
19000 38 000

3& Parmi les fonctions suivantes, identifie la fonction
 carré.

f)=2x, g(x)=x, h(x)=xxx h(x)=3/z.

42 Prouve que les fonctions suivantes sont chacune
¢gale a la fonction carré.

A =x(x+1)—x ;
Ax)=(x—1P+2x-=1.

gl =—a+ 52 =32

@3 On considére la fonction f définie sur R
par : flx)=x%
1. Compléte le tableau de valeurs suivant :

N g =18 1]| 23
f) | 9

2. a) Justifie que le point de coordonnées (-3 ; 9)
appartient 4 la courbe représentative de f.
b) Dans un repére, place les points de la courbe
représentative de / correspondant aux valeurs du -
tableau et déduis-en le tracé de la courbe.

@4’ On considére la fonction f définie par :
Ax)=—0,5x%
Compléte le tableau de valeurs puis trace la repré-
sentation graphique de f.

x |~-4|-3|-2|-1{0]| 1|2 |3]|4

Sx)
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éxercices

On considére la fonction f'définie sur R

m.’!
par : fix) = i
Compléte le tableau de valeurs puis trace la repre-
sentation graphique de f.
¥ | —4|-3|-2|-1[0]1]|2[3]4
Sx)

Parmi les expressions suivantes, identifie la fonc-
tion inverse.

=% ; g=1 ; rx)=EH-2 ;

ko) =EL 2

On considére 1a fonction f* définie par : flx) =
1. Compléte le tableau de valeurs suivant :

i
ol

| 01102051 [2]4 )5

fo ] 10

2. a) Justifie que le point de coordonnées (0,1 ; 10)
appartient 4 la courbe représentative de f.

b) Dans un repére, place les points de la courbe
représentative de f correspondant aux valeurs du
tableau et déduis-en le tracé de la courbe sur I'in-
tervalle [0,1 ; 5].

On considére la fonction fdéfinie par : fix)= 2.

1. Compléte le tableau de valeurs puis trace la repré-
sentation graphique de / sur l'intervalle [0,1 ; 5].

x |01]02]04 08[1(2]4]35

fx)

2. a) Construis les symétriques des points de la ques-
tion précédente par rapport a l'origine du repere.

b) Déduis-en le tracé de la représentation gra-
phique de f sur l'intervalle [—5 ; —0,1].

0,5

) On considére la fonction f définie par : /()= oo

1. Dresse le tableau de variation de /.
2. Compléte le tableau de valeurs suivant :

Ax)

3. Représente graphiquement la courbe de fdans le
plan muni d'un repére orthonormé (O, I, J).

! et
On a tracé dans un repére orthonormé (O, I, I) les
courbes représentatives des deux fonctions :
» fdéfinie pour tout nombre réel x par : fix) = —x*
» g définie pour tout nombre réel x par: g(x)=x —2
En utilisant les courbes représentatives de /et de g.
résous I'équation : x> +x —2=0.

On considére les fonctions fet g définies par :
fix) = |x| et glx) =4.

1. Représente graphiquement les courbes des fone-
tions /et g dans le plan muni d'un repére (O, L, J)
2. En utilisant les représentations graphiques des
courbes de f'et de g, résous I'équation : |x| = 4.

On considére les fonctions fet g définies par :
fx) =x*etg(x)=2x — 8,

1. Représente graphiquement les courbes des fone-
tions f'et g dans le plan muni d'un repére (O, L, J)
2. En uiilisant les représentations graphiques des
courbes de fet de g, résous l'équation x* — 2x + 8 =0

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, T\
représente graphiquement la fonction suivante.
[R—=R

x— |x =3|

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, I, J1
représente graphiquement la fonction suivante.
fTR—R

x+— |2 —5x|

} Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, I, T
représente graphiquement la fonction suivante.
ffR—R

r
$H|1—§
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- Dans le plan muni d'un repere orthonormé (O, L, J),
représente graphiquement la fonction suvivante.
/:R-R |

x = 2E(x)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, 1, 1), représente graphiquement la fonction
suivante.
fTRoR
- Eflx)

| Exercices d'approfondissement |

188 Soit la fonction /' définie par :
z—1pourz =2
fleg)=9—2x+5pour2 <z =3
z—3pourz > 3

Représente la courbe de f dans un repere ortho-
normé.

Dans un repére, trace la représentation graphique
de la fonction g donnée par :
—r—6Gpourz = —1
glz)=12z—3pour—1<x <2
g—lpourz =2

Soit & résoudre I'équation : x> — [x —2 | =0.

1. Dans le plan muni d'un repére orthonorme

(0, 1, 1), représente graphiquement les fonctions
fet g définies sur R par : f{x) =x* et g(x) = [x—2|.
2. Résous graphiquement 1'équation : x* — [x—2| =0.

al Dans le plan muni d'un repére orthonorme (O, L, J),
représente graphiquement la fonction suivante.
fFTR=R

x —E( +2)

82 Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, J),
représente graphiquement la fonction suivante.
fFR=R

xEX) +2

1;@ Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, J),
représente graphiquement la courbe de la fonction
suivante.

STR=>R
x—~E(2x)

Legon 8

"ag Dans le plan muni d'un repere orthonormeé (0O, 1, I),
~ représente graphiquement la fonction suivante.
fTR=>R
xe [3x -1 +2

185 Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, 1),
représente graphiquement la fonction suivante.
fR—=R

xe =1+ 2]

738 On atracé dans un repére orthonormé (O, I, J) les
~ courbes représentatives des quatre fonctions :
fdéfinie pour tout nombre réel x par : fx) = x,
g définie pour tout nombre réel x par : g(x) = x%,

h définie pour tout nombre réel x par ; A(x) = % 2

k définie pour tout nombre réel x par : k(x) = Jz.

Réponds aux questions suivantes en utilisant les
représentations graphiques données

1. Réponds par vrai ou par faux a chacune des affir-

mations suivantes. Justifie tes réponses.
a) x étant un nombre réel, si x > 2, alors x* > 4.
b) x étant un nombre réel, si x* > 4, alors x > 2,
¢) x étant un nombre réel, si0 <x <1, -
alors Yz < % :

d) x étant un n_ombre réel, six<—1,alorsx < -}: ;

€) x étant uﬁﬁﬁpmbre réel, si —1<x <2,

alors JE 7 % ’

f) x étant un nombre réel, si 0 < x <%,
alors yz < %

Etudes de fonctions de référence
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2. a) Détermine I'ensemble des nombres réels x
dont l'inverse est strictement inférieur au carré.
b) Détermine I'ensemble des nombres réels x
inférieurs ou égaux 4 leurs carrés.
¢) Lorsque x est un nombre strictement supé-
rieur 4 1, range dans l'ordre croissant :
le nombre réel x, son inverse, son carré et sa
racine carrée.
d) Lorsque x est un nombre réel tel que 0 <x <1,
range dans l'ordre croissant : le nombre réel x,
son inverse, son carré et sa racine carrée.

___ Sitations d évaluation

37 Lalcoolémie est le taux d'alcool dans le sang en
grammes par litre.

I1 varie en fonction du sexe, de 1’age, du poids, de
la taille, de 1'état général, de I'absorption au cours
d’un repas ou non, du degré alcoolique de la boisson,
de la quantité absorbée, du temps écoulé depuis la
prise. Les conséquences sont les accidents de la
circulation, le manque de maitrise,...

Dans un pays, a partir de 0,2 g/L, il est interdit de
conduire des véhicules transportant des passagers.
A partir de 0,5 g/L, il est interdit de conduire.

La courbe en orange suivante représente le taux
d’alcool en fonction du temps (en minutes)

d'un homme de 30 ans, 65 kg et 1,70 m, qui boit &
12 h, sans manger, un whisky de 3 cl 4 40°.

La courbe en vert suivante représente le taux d'alcool
d'un homme de 30 ans, 65 kg et 1,70 m, qui boita
12 h, sans manger, un whisky de 6 cl a 40°.

* Choisir un homme de 30 ans, 65 kg et 1,70 m,
qui boit & 12 h, sans manger, un whisky de 3 cla
40°.

« Afficher la courbe du taux d’alcool en fonction
du temps.

= Modifier la quantité de whisky (en cliquant sur
le verre en bas a gauche) : 6 cl, afficher la courbe.

t 005|115 2|25 | Antécédent

Taux Image par
‘sifuation | |- gep

Wiaion 2 Image par f

» Pour comparer les taux, on note f'(f) (on lit « f'de ¢ »)
le taux d’alcool a I’instant ¢ écoulé depuis 1’absorp-
tion dans la premiére situation. Comment notera-t-on
le taux au méme instant dans la 2%™ situation 7 Dans
la 3% situation ?

» Compléte : /(0,5)=.... ; g(0,5)=...

. h(0,5)= ...

» Que signifient £(1)=0,16 ; A1,5)=0,09 ;
g(1,5)=0,28 7
= f()=-0,15¢+031.

4
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distillation, une compagnie pro-

duit de 1huile de rose qu'elle vend

en bouteille de 5 ml. Il faut 0,8 kg

de pétales de rose pour fabriquer

1 mL d'huile essentielle.

Les gestionnaires de la compagnie aimeraient
connaitre le nombre de bouteilles pouvant éire pro-
duites selon la quantité de pétales de rose disponibles.
Aide les gestionnaires & représenter graphiquement
cette fonction et donne son équation.

Lors d’une visite dans une
mine, les éléves d’une
classe de 2" C ont eu les
informations suivantes.

« La mine produit x kg
d’un minerai par jout,

x € [0 ; 100] (x varie selon les jours).

Le cofit total, en milliers de francs, d’extraction de
ces x kg est donné par : C(x) = x°.

Chaque kg est vendu 81 000 francs, soit pour x kg
vendus, une recetie de R(x) = &1 0000x francs.

Le bénéfice associé a la fabrication et 4 la vente de x
kg est donné par : B(x) = R(x) — C(x).»

Une des ¢léves affirme que la mine dégage toujours
des bénéfices quelle que soit la quantité fabriquée et
vendue.

1. Justifie que : B(x) =x(90 — x)(90 + x).

2. Justifie si affirmation de cette éléve est vraie ou
fausse.

018 Justifier que c'est une fonction affine qui

donne le nombre de bouteilles selon la
qualité de pétales.

Lecon 6 AR Etudes de fonctions de référence




sl s s S A A e s I

Avec la population mondiale sans cesse croissante, comment
faire des prévisions pour faire face aux défis d'alimentation, de santé,
d'éducation, de logement, ...?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Pendant leur heure de pause, des éléves d’une classe de 2 C ont vu ce qui suit dans une revue
3 la bibliothéque.

« Deux nouveaux bacheliers ont présenté leur dossier pour entrer dans une école d’ingénieur.
Voici, ci-dessous, le diagramme en bétons de leurs notes en sciences pendant 1’année scolaire.
Pour &tre admis, il faut avoir une bonne moyenne et des résultats réguliers. »

Effectifs

S o= W R b v e

o R i 1 G S e Notes

Ayant amené cette revue en classe, ces éleves font des calculs et des représentations graphiques pour savoir
quel est ’él&ve le plus régulier.

Legon 7 Statistique
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HABILETES ET CONTENUS

i

Calculer : la médiane d'une série

" 1 U Effectif cumulé décroissant - Freqtience

g

. cumulée décroissante statistique & caractere continu :

; (classes de méme amplitude) !
Identifier : ;
s un effectif cumulé décroissant Interpréter : les différents parameétres g
e une fréquence cumulée décroissante de position i
Dresser : ) ol 4 ' Parametres de dispersion P
o un tableau des effectifs cumulés décroissants !
e un tableau des fréquences cumulées Connaitre : i

décroissantes e la formule de I'écart moyen

o |Colitbe cumulative des effectifs -
.. </ Courbe cumulative des frequences

e la formule de la variance
e la formule de I'écart type
s Un parameétre de dispersion

Canstruire :

TR SR T

e un polygone des effectifs cumulés décroissants Cﬁ {cukzr . - i

¥ o un polygone des fréquences cumulées : | SRRy i
décroissantes 2 :ei_vanance £

e I'écart type k

gl 3 e e conesion Interpréter : les différents paramétres +
1dGHtINGE - de dispersion %

I i 'une série statisti 3 & D :
ola mr_-‘édlane d’'une lA tatisthge a caractére 5 T e o) lg
continu (classes de méme amplitude) : : - E
ramétre d iti ; — y ; s |

w el FR.06 position Traiter une situation faisant appel a la statistique i
Déterminer : la médiane d'une série statistique
par lecture graphique g
8

AR ST STET ey R RS e T =—=TTeRT e RN o b e e o S R

INSTALLATION DES HABILETES

o Effectif cumulé décroissant - Fréquence cumulée décroissante

1.1. Définitions

Pendant une année, un apiculteur a noté la quantité (en kg) de miel produite par chacune de ses ruches.
Le tableau ci-dessus résume le bilan de cette production.

Production de miel (en kg) 22 | 23 | 24 | 25| 26 | 28 | 30
Nombre de ruches 2 &5 a2l 2312 ]|4

1. Détermine le nombre de ruches qui ont une production supérieure ou égale a 23 kg.
2. Détermine le nombre de ruches qui ont une production supérieure ou égale a 25 kg.
3. Détermine la fréquence en pourcentage de ruches qui ont une production supérieure ou égale a 25 kg,

- Le nombre de ruches qui ont une production supérieure ou égale 4 23 kg s*appelle Peffectif

 cumulé décroissant de la modalité 23. '

~ La fréquence de ruches qui ont une production supérieure ou égale a 25 kg s’appelle la fré-
quence cumulée décroissante de la modalité 25.
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Exercices de fixation

Une enquéte réalisée dans un quartier porte sur le 1. Détermine Ieffectif cumulé décroissant de la
" nombre d’enfants & charge par famille. classe [6; 10[.
Les résultats sont donnés par le tableau suivant ; 2. Détermine I'effectif cumulé décroissant de la
classe [0 ; 2[.
Nombredenfants | 0 | 1 |2 |3 | 4 |5]|6
Nombre de 18132166141 32]9]2 @ 1. En reprenant les données de I’exercice 1,
familles calcule la fréquence cumulée décroissante de 4
1. Détermine effectif cumulé décroissant de 3. et celle de 6. '
2. Détermine Ieffectif cumulé décroissant de 6. 2. En reprenant les données de I'exercice 2,
caleule la fréquence cumulée décroissante de la
Ee On considére la série statistique suivante : classe [4 ; 6[ et celle de [0 ; 2.

[ Modalites | [0;2[ | 12;4[ | [4;61 | [6;10[ | [10;12[
Effectifs | 3 | 7 | 5 6 4

41.2. Tableau des effectifs cumulés décroissants - Tableau des fréquences cumulées décroissantes

Le tableau suivant donne les tailles des éléves des classes de 2° C d’un lycée.

Tailles {(en cm) 155 | 160 | 162 | 165 | 168 | 170

Effectifs 18 9 9 27 | 18 9
1. Compléte le tableau suivant en remplissant la 2. Compléte le tableau suivant en remplissant la der-
derniére ligne. niére ligne.
Tailles (en cm) 155| 160 | 162 | 165 | 168 | 170 Tailles (encm) | 155 | 160 | 162 | 165 | 168 | 170
Effectifs 18 9 9 27 18 9 Fréquences 02101101 |03](02]0,
Effectifs cumulés Fréquences
décroissants cumulées
décroissantes

Le tableau obtenu aprés emplissage & la question 1) s’appelle le tableau des effectifs cumulés
décroissants de la série statistique.

Le tableau obtenu aprés emplissage 4 la question 2) s”appelle le tableau des fréquences cumulées
décroissantes de la série statistique.

Exercices de fixation

Dresse le tableau des effectifs cumulés décroissants Dresse le tableau des effectifs cumules

de la série statistique suivante : décroissants de la série statistique suivante :
Modalités | — 15| —7 | 0| 3 |8 |13 Modalités | [0;5[ | [5;10[ | [10;15[ | [15;20[
Effectifs 10 | 15 (291819 | 7 Effectifs 3 7 5 6

@ Dresse le tableau des fréquences cumulées décroissantes de la série statistique suivante :

Modalités | [0,5; 1 | [1; 15[ | [15;20 | [2:2,50([2,5;30|[353,50|[3,5:4
Effectifs 7 21 11 45 39 50 13
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m@ Diagrammes cumulatifs - Polygones cumulatifs

2.1. Diagramme des effectifs cumulés décroissants - Polygone des effectifs cumulés décroissants

1. On donne le tableau des effectifs cumulés décroissants suivant :

Masses (en kg) 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
Effectifs ' 4 7 5 6 3

Effectifs cumulés décroissants | 30 | 26 | 19 | 14 8 5

Le plan est muni d’un repére orthogonal. (On prendra 1 cm pour 2 kg sur I’axe des abscisses et 1 cm pour 4 €léves
sur 1’axe des ordonnées).
a) Place chacun des points ayant pour abscisse chaque note et pour ordonnée I’effectif cumulé décroissant
correspendant.
b) Trace le segment [A , B, ], B, exclu, avec A (15 ;30) et B, (20 ; 30).
Trace le segment [A, B,], B, exclu, avec A, (20 ; 26) et B, (25 ; 26). Ainsi de suite. Enfin :
Trace le segment [A,, B], B, exclu, avec A, (45 ; 3) et B, (50 ; 3).
Trace le segment [A., B, ], B, exclu, avec A, (50; 0) et B, (55 ; 0).
2. Le tableau suivant donne les poids en kilogrammes des 40 éléves d'une classe de seconde :

Poids [45;50[ | [50;55[ | [55;60[|[60;65] |[65;70]
Effectifs 4 7 8 12 9
Effectifs cumulés décroissants 40 36 29 21 9

Le plan muni d’un repére orthogonal. (On prendra 1 cm pour 5 kg sur 1’axe des abscisses et 1 cm pour 4 éléves sur
I"axe des ordonnées).
a) Place chacun des points ayant pour abscisse la borne inféricure chaque classe et pour ordonnée I’effectif
cumulé décroissant de la classe correspondante.
b) Place le point d’abscisse 70 et d’ordonnée 0.
¢) Trace les segments qui relient chaque point au suivant.

Les figures obtenues dans chacune des questions s’appellent le diagramme des effectifs
cumulés décroissants de la série statistique pour la premiére figure et polygone des effectifs
cumulés décroissant pour la seconde.

- Exercices de fixation

T T e T e P LR L T

Construis le diagramme des effectifs cumulés
décroissants de la série suivante :

Construis le polygone des effectifs cumulés
décroissants de la série suivante :

Modalités | 10 | 12,5 [13 | 15,5 | 20 {235 Modalités | [0;4] | [4:8[ | [8;12[ | [12;16[ | [16;20]
Effectifs 8 15 (20| 18 7 2 Effectifs 10 15 23 37 40

Construis, sur le méme graphique, le polygone des effectifs cumulés croissants et le polygone
des effectifs cumulés décroissants de la seérie suivante :

Modalités [ [0 2 1[ | [1;2[ | [2; 30| [3;50|[5:70|[7;10[ | [10;12[ | [12;15]
Effectifs 3 8 11 17 13 7 9 12

2.2, Diagramme des fréquences cumulées décroissantes -
Polygone des fréquences cumulées décroissantes

Reprends les deux activités du 2.1, en utilisant Ies fréquences a la place des effectifs.
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Les figures obtenues dans chacune des questions s’appellent le diagramme des fréquences
cumulées décroissantes de la série statistique pour la premiére et le polygone des fréquences
cumulés décroissantes pour la seconde.

Kercices de fixation

@ Construis le diagramme des fréquences cumulées Construis, sur le méme graphique, le polygone
décroissantes de la série de I’exercice 2.1.1. des fréquences cumulées croissantes et le
Construis le polygone des fréquences cumulées polygone des fréquences cimulées décroissantes
décroissantes de la série de I’exercice 2.1.2. de I série Pexercice 2.1.3.

Efﬂ'fféeﬁ} Paramétre de position (médiane)

: tableau suivant donne le nombre d’années passées dans un quartier par 60 familles.

inciennete | [0; 5[ | [5;10[ | [10; 15[ | [15;20[ | [20;25[ | [25;30]
ffectif 4 14 20 12 4 6

Dresse le tableau des effectifs cumulés croissants,
On muni le plan d’un repére orthogonal.
a) Construis le polygone des effectifs cumulés croissants.
b) Détermine I'abscisse du point de ce polygone dont 'ordonnée est la moitié de l'effectif total.
On suppose que la répartition est homogéne 4 ’intérieur de chaque intervalle.
anote M la médiane.
Mt A(10 ; 18) et B(15 ; 38) les extrémités du segment contenant le point P(M. ; 30).
ace les points A, B et P sur la figure de la question précédente.
‘termine M, en utilisant le fait que les droites (AB) et (AP) ont le méme coefficient directeur.

E nation graphique : Détermination algébrique :
La médiane est I"abscisse du point du poly- | Avec les notations de la question 3), la médiane
gone des effectifs cumulés croissant ayant estlenombreMetel que Me: 10 _ 30"_’ 18
pour ordonnée la moitié de I’effectif total. L-10 38=18

Kercices de fixation

R L T T T R T TR T T Ty

& Détermine la médiane de la série statistique suivante : Wodaigs | 10,57 | 15100 | (10200 | 20301 | 0L
Classes Effectifs Effectifs 10 20 30 >5 -
[0 ; 50 000[ 30
[50 000 ; 75 000[ 45 a th?terminc la médiane de la série statistique
swvante :
[75 000 ; 100 000[ 110 . E
[100 000 ; 125 000[ 250 ?\:ei::] | Fre;n:}:r:es
(125 000 ; 150 000[ 150 [6; 10 ;
[10; 14{ 0,085
[150 000 ; 175 000[ 60
[175 000 ; 200 000( 35 [14 18] 0,11
200 000 ’ 250 000 20 [18;22[ 0,102
[ : [ [22; 26] 0,176
7 Détermine graphiquement la médiane de la série [26; 30 0,225
statistique suivante : [30; 34] 0,107
[34 ; 38] 0,103
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4.1, Ecart moyen

Ages (x) 14 15 16 17 18
Nombre d’éléves 5 10 15 8

Le tableau ci-contre donne la répartition des 42 éléves
d’une classe de seconde selon leurs dges.

1. Calcule la moyenne x de cette série statistique.

2. Compléte le tableau ci-contre : R 14 |15 |16 |17 |18 | Total
3. On note N DIeffectif total et S le Effectifs (1) 5 10 | 15 8 4
total obtenu pour la derniére ligne
du tableau précédent.

lx—7 |

nxl.\:w;[

Calcule le quotient % ;

" Le nombre obtenu 4 la derniére question s’appelle 1’¢cart moyen de la série statistique.

Exercices de fixation

PP Le tableau suivant donne la taille en centimétre d'un groupe d'enseignant. Calcule Iécart moyen de

Effectifs 4 10 6 3 2

P Calcule I’écart moyen de la série statistique suivante :

Ages [ [15:25[| [25;35[ | [35:45[ |[45;55[ | [55;65[ | [65;75]
Fréquences 2.6 19 21,6 35,8 18.4 2,6

4.2, Variance et écart type

On reprend la série statistique de I"activité 4.1. x 14 |15 |16 |17 18 | Total
1. Compléte le tableau ci-contre : -
- Effectif
2. On note N I"effectif total et S le total e_.l 2k - LB B 4
obtenu pour la derniére ligne. xX—x
Calcule le quotient —% ) (x—-x)
3. Calcule la racine carrée du résultat du s G—z) °

calcul précédent.

Le nombre obtenu a la question 2, s’appelle la variance de la scric statistique.
La racine carrée de la variance s’ appelle I’écart type de la série statistique.

Exercices de fixation

Huit éléves ont obtenu les moyennes suivantes en Calcule la variance et I’écart type de
Mathématiques au cours du 1* trimestre de ’année la série statistique suivante :

scolaire: 8;8:9:;10;10;11;12;12.

Calcule la variance et I’écart type de la série Tailles (encm) | 160 | 165 | 170 | 175 | 180
statistique ainsi définie. Effectifs P I e IR

w Calcule Ia variance et 1’écart type de la séric statistique suivante :

Classes [15;25[ | [25;35[ | [35:45[ | [45; 55[ | [55;65[ | [65:75]
Fréquences (en %) 2,6 19 21,6 358 18,4 2.6
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

erciceo Déterminer la médiane d’une série statistique & caractére continu

n a effectu¢ une ¢tude sur la durée des communications au standard téléphonique d'une grande entreprise.
s durées données en seconde sont regroupées en classes de méme amplitude.

lurées | [30; 50[ | [50;70[ | [70:90[ |[90;110[ | [110;: 130[ | [130; 150[ | [150; 170[
ffectifs 5 10 20 55 25 15 5

Dresse le tableau des effectifs cumulés décroissants de cette série.

Construis le polygone des effectifs cumulés décroissants en prenant Lem pour 10 secondes et 1 cm pour 10
mmunications.

Détermine graphiquement la médiane.
Détermine, par interpolation linéaire, la valeur arrondie aux dixiémes de la médiane.

Tableau des effectifs cumulés décroissants

Déterminer la moitié de I'effectif total noté N,

urées [30;50[ | [50;70[ | [70;90[ | [90;110[ | [110;130[ ¢ Identifier I'intervalle auquel appartient Nl'
achits = % g = = e Utiliser une disposition pratique comme suit :
CD(*) 135 130 120 100 45 = &
aramieE
[130;150[ | [150;170[ 100 N |45 ;

15 5 ! On calcule Me.

20 5
: Effectif cumulé décroissant 4. Détermination de la médiane par interpolation
Polygone des effectifs cumulés décroissants. lméau'e.‘ .
St Tisnie of. escons) L'effectif total est 135 et 135 + 2 = 67,5. Par consé-
Détexmination graphigue:de T médiane, quent la médiane est dans ’intervalle [90 ; 110[.

T > : . C’est le nombre M_ tel que :
éd t I'ab d t du pol d e
médiane est 1’abscisse du poin polygone des Mo—90 67,5100 il S

ectifs cumules.décromsants dont I'ordonnée est : 110=00 — 45—=100 ° soit R
5 = 2, c’est-a-dire 67.5. _ 325
aprés la figure, la médiane est 102. Par suite, M, =90 + 20 x —zz= = 101,81.




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercicee Déterminer des paramétres de position et des paramétres de dispersion

Des bergers présentent leurs plus beaux moutons & un concours, au cours duquel les animaux regoivent une
note sur 20. Le tableau suivant présente les notes obtenues :

Notes 0 5 9 |10 .| 12 1 13

14 [ 15 | 16 | 18

Effectifs | 6 | 8 | 50 | 56 | 70 | 74 | 72

62 | 10 | 4

1. Détermine le mode, la médiane et la moyenne de cette série statistique.

Interpréte chacun des résultats précédents.

.2. Détermine 1’étendue, I’écart moyen, la variance et I’écart type de cette série statistique.

Interpréte I'étendue et I'écart moyen.

3. Pour le second tour du concours, on décide de ne retenir que les moutons qui ont une note supérieure ou
égale 4 8 et on regroupe les notes en classes d’amplitude 2, sauf la derniére qui sera d’amplitude 4.

a) Recopie et complete le tableau suivant.

Notes [8;10[

[10; 12

[12; 14[ | [14; 16] [16;20]

Centres des classes

Fréquences

Fréquences cumulées croissantes

Fréguences cumulées décroissantes

b) Détermine la médiane et la moyenne de cette série statistique.
¢) Détermine I’¢cart moyen, la variance et I’écart type de cette série statistique

=

1. = Le mode est 12 (car 12 a le plus grand effectif)
» La médiane

Durées (0| S| 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15

Effectifs 6| 8 [50| 56 | 70 | 74 | 72 | 62 | 10

ECC 6|14 |64 120|190 | 264 | 336 | 398 | 408
16 | 18
4 2
412 | 414

Leffectif total est414 et 414 + 2 =207. Par conséquent
la médiane est la demi-somme de la 207*¢ valeur et de
la 2085 yaleur qui sont toutes deux égales a 12.

La médiane est donc 12.

= La moyenne : Z—%Z(Gx0+~8><5+503<9+56>< 10

+70x 11 +74%x12+72%x13+62%x14+10x15+4
x16+2x18.=11,5

Interprétations :
- Le mode est 12 : cela veut dire que la note la plus

fréquente attribuée est 12 sur 20.

- La médiane est 12 : cela veut dire qu’au moins 50%
des notes est inférieur ou égal & 12 sur 20 et qu’au moins
50 % des notes est supérieur ou égal a 12 sur 20.

Legon 7

Méthode

o Pour déterminer la médiane, on prend la moitié
de l'effectif total et chercher la modalité correspon-
dante 4 cet effet.

= Pour les autres paramétres, utiliser les formules
relatives & chaque parametre.

- La moyenne est 11,5 : cela veut dire que chaque mou-
ton aurait eu la note de 11,5 sur 20 si tous les moutons
avaient les mémes caractéristiques.

2. = Létendue est: 18 — 0= 18.
= [’écart moyen est :

Z%Z (6% |0 — 11,5|+ 8x|5 — 11.5| + 50 x |9 —11,5| + 56
X [10 — 11,5]+ 70 = [11 — 11,5] + 74 % |12 —11,5| + 72 x
113 —11,5]+ 62 % |14 — 11,5]+ 10 x |15 —11,5]+ 4 x |16
731

—11,5]+2 x [18 —11,5)) = {7 =1,7657

= [a variance est :
V= b (6% 03+ 8 x 54 50 x 97+ 56 x 107+ 70 x 112
+74 % 122+ T2 x 132+ 62 x 142+ 10 x 152+4 x 162 +2 x 18)
~11,52=21218 1375
V = 5,9577.

« Décarttype est: o= /V =244

Statistique




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Interprétations :
- L’écart moyen est 1,77 : cela veut dire que les notes s’écartent en moyenne de 1,17 de la moyenne qui est de 11,5.
- L’étendue est 18 : cela veut dire que 1’écart maximum entrs deux notes est de 18.

3.a)

Notes [8:10[ | [10;12[ | [12;14] | [14;16[ | [16;20]
Centres des classes 9 11 13 13 18
Effectifs 50 126 146 72 6
Fréguences 0,125 | 0,315 0,365 0,180 0,015
Fréquences cumulées croissantes 0,125 0,44 0,305 0,985 1
Fréquences cumulées décroissantes 1 0,875 0,56 0,195 0,015

b) = La médiane est la valeur qui a pour fréquence cumulée croissante 0,5.
Par conséquent la médiane est dans Pintervalle [12 ; 14[. C’est le nombre M,_ tel que :

M.—12 _ 0,5-0,44 o oM—12 000 ; B 60
14 —12 — 0’809_0}44150” 9 S 0,365 . Pa]‘suﬂe, Me=12+2 x 365 12,33.

= La moyen.. de cette série statistique est :
0,125 x9+0,315x 11+ 0,365 x 13 + 0,18 x 15+ 0,015 x 18 = 12,305.
c) = L’écart moyen est : 0,125 x |9 — 12,305 + 0,315 x |11 — 12,305] + 0,365 x |13 — 12,305| + 0,18 %
|15 — 12,305] + 0,015 = |18 — 12,305] = 1,6484.
= La variance est :
V=0,125 %9+ 0,315 x 11>+ 0,365 x 13>+ 0,18 x 152+ 0,015 x 182 — 12,305% = 3,871975.
= L’écart type est : 6= 'V = 1,96.

Remarque : On perd de l'information (précision) dans le regroupement en classe.

Exercice@) Comparer deux séries statistiques

Le tableau suivant résume des parameétres statistiques relatifs 4 deux séries de notes de deux éléves anx
mémes compositions de mathématiques.

Moyennes Ecarts moyens | Ecart-types
Eleve A 11,82 2,10 2,67
Eléve B 11,82 1,37 1,8

Détermine I'éleve le plus régulier & ces compositions, Justifie ta réponse.

Les moyennes des deux séries sont €gales. On ne peut
pas conclure a ce niveau. Utilisons 1'écart moyen ou
I'écart type pour comparer les dispersions des deux
séries statistiques.

L’écart moyen de la série B est faible par rapport a
celui de la série A.

La série B est donc plus régulicre que la série A.
L’écart-type de la séric B est plus faible que celui de '
la série A. On a les mémes conclusions.

Méthode _

Etant donné plusieurs séries statistiques, pour savoir
celle qui est la plus réguliére ou homogéne, on compare
leurs parametres de dispersion. Plus les paramétres de
dispersion sont petits, plus la série est réguliére.

Remar(iue : Sans I'égalité des moyennes, 1'écart type ne peut étre utilisé pour répondre a cette consigne.

»
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Resume de cours

Dans toute cette legon :

o les séries statistiques considérées sont des séries statistiques a caractére quantitatif, sauf indication
contraire ;

® X, X,, ..., X, désignent les valeurs de la série statistique considérée ou les centres des classes si ces
valeurs sont regroupées en classes ;

en, M, ..., n désignent les effectifs respectifs de ces modalités et N=n,+ n, + ... 47 Ieffectif total ;
o f\s fys - 5, désignent les fréquences respectives de ces modalités.

e Effectif cumulé décroissant - Fréquence cumulée décroissante

m o L’effectif cumulé décroissant (resp. croissant) d’une modalité x est la somme

des effectifs de toutes les modalités supérieures (resp. inférieures) ou égales ax.
e La fréquence cumulée décroissante (resp. croissante) d'une modalité x est la
somme des fréquences de toutes les modalités supérieures (resp. inférieures) ou
égales a x.

Remaraue
La fréquence cumulée décroissante (resp. croissante) d’une modalité est égale au quotient de son
effectif cumulé décroissant (resp. croissant) par I’effectif total.

e Diagrammes cumulatifs - Polygones cumulatifs

2 1. Cas d'un caractére discret : diagramme cumulatif

Méthode

Pour tracer le diagramme des effectifs cumulés décroissants d’une scrie statistique & variable
discréte, on peut procéder comme suit :

o dresser le tableau des effectifs cumulés décroissants ;

o placer dans un repére chacun des points dont I"abscisse est la modalité et ’ordonnée I’ effectif
cumulé décroissant qui lui correspond ;

o tracer les segments horizontaux qui partent de chaque point jusqu'au niveau du point suivant.
Le polygone des effectifs cumulés ou fréquences cumulées présente des sauts et a l'allure de
marche en escalier.

Exemple :
Polygone des effectifs cumulés décroissants | Polygone desﬁ'éqlmcescunmléés
i croissantes
118 I m!l =N g
] I— g [
W 5 :
‘“m—--_ I - E }i
£ ¢ — P i
. ! : : ;
7 b e e o ) b} E E H
3‘ . 2 ® - -
4 H
[ | 2 3's B ®
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2.2. Cas d'un caractére continu : polygone cumulatif
Méthode

Pour tracer le polygone des effectifs cumulés décroissants d’une séric organisée en classes, on
peut procéder comme suit :

o compléter le tableau des effectifs en calculant les effectifs cumulés croissants ;

o placer dans un repére chacun des points dont I’abscisse est la valeur inférieure de la classe et
’ordonnée I’effectif cumulé décroissant qui lui correspond ;

e placer le point d’ordonnée 0 et d’abscisse la valeur supérieure de la derniére classe ;
o tracer les segments qui relient chaque point au suivant.
Parameétres de position

Les paramétres de position d’une série statistique sont les paramétres qui précisent vers quelles
valeurs se situe la série. Ils caractérisent 1’ordre de grandeur des observations.
Les principaux paramétres de position sont : le mode, la moyenne et la médiane.

Rappels
Mode

W On appelle mode d’une série statistique toute modalité qui a le plus grand cffectif.
Lorsque la série statistique est & caractére continu, on parle de classe modale.

Remargues
o Le mode s’applique 4 tout type de caractére, qu’il soit quantitatif ou qualitatif.
o Un caractére peut avoir plusicurs modes. Il est alors multimedal.

Moyenne

m La moyenne de la série statistique, notée z , est donnée par :
z= %I—(nlmﬁ WsZ2 + .. + M, -

Remargues

o Dans le cas ot la série est définie par sa distribution de fréquence, on a: & = fiz, +faze+ ...+ f;.
o Si les modalités sont des intervalles, alors les x, sont les centres des classes.
s La moyenne est donnée dans la méme unité que les valeurs observées.

Médiane

m On appelle médiane d'une série dont les valeurs sont rangées par ordre croissant
tout nombre qui partage cette série ordonnée en deux groupes de méme effectif.

Remarque : Le mode, la moyenne et la médiane s'expriment dans la méme unité que les
valeurs observées.




Résume de cours

Vocabulaire

Lorsque la série statistique étudiée est & caractére continu, la classe a laquelle appartient la
médiane s’appelle « la classe médiane ».

Détermination

Cas d’une série statistique a variable discréte

o Dans le cas d’une série statistique ordonnée comptant un nombre impair de valeurs, la médiane
est égale 2 la valeur centrale de cette série.
e Dans le cas d’une série statistique ordonnée comptant un nombre pair de valeurs, la médiane

est égale 4 la moyenne des deux valeurs centrales de cette série ou toute autre valeur comprise
entre ces deux valeurs "centrales".

| d'une série statistique 3 variable continue |
n » Détermination graphique :

La médiane est I’abscisse du point : i I
- du polygone des effectifs cumulés croissants dont I’ordonnée est - ;

- du polygone des effectifs cumulés décroissants dont I’ordonnée est 1;- :

- du polygone des fréquences cumulées croissantes dont ’ordonnée est 0,5 ;

- du polygone des fréquences cumulées décroissantes dont I’ordonnée est 0,5 ;

- d’intersection du polygone des effectifs cumulés croissants et du polygone des
effectifs cumulés décroissants ;

- d’intersection du polygone des fréquences cumulées croissantes et du polygone des
fréquences cumulées décroissantes.

o Détermination algébrique (par interpolation linéaire) :
Si[a ; B[ est la classe dont ’effectif cumulé croissant (resp. fréquence cumulée croissante) est

N
—i -
(resp 0,5),alors lamédiane estlenombre M, telque: g z 1\/2[ = (resp g g ?&?_;)

ou d est I"effectif camulé croissant (resp. fréquence cumulée croissante) de [a; B[ et ¢ celui (resp.
celle) de Iintervalle qui précéde [a ; b[.

Remargue
N-c N-c 0,5 M 0,5
d e " : Me x5 g d SR T £ =
o b_;=ﬁ——c_acquwauta b—a,a= é_c etb_g M= équwauta e Ea ; P
On utilise souvent la di5position pratique ci-contre a M, b
o - —¢ — 0,5—¢
pour écrire : Bﬁ aa, d 5 (res 5= aa = ) ¢ %{rcsp. 0,5 |4

o Déterminer ainsi la médiane, c’est la déterminer par interpolation linéaire.

@ Paramétres de dispersion

La dispersion statistique est la tendance qu'ont les valeurs de la distribution d'un caractére :

o & s'étaler de part et d'autre d'une valeur centrale, généralement la moyenne ;

| e etfou a s'éloigner les unes des autres.

| Parmi les paramétres de dispersion figurent Iétendue, 1’écart moyen, la variance et 1’écart type.
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Etendue

L’étendue d’une série statistique est la différence entre la valeur maximum et la valeur minimum
du caractére étudié.

4.1, Ecart moyen
L écart moyen est le nombre réel : ¢ _: %{n;lml—EHmlmz—EH...+n,|:z:,,~§|)'.
—m

Ce paramétre nous indique que les observations se situent en moyenne, a e unités de z.

Remarque
Dans le cas ot la série est définie par sa distribution de fréquence, I’écart moyen est :
S = T | 4h =T |+t~ T |

4.2. Variance et écart type
4.2.1. Variance

La variance, notée V, est donnée par la formule :

V= %‘T[m (1‘1 _E)a'l‘ﬂn(.'!:a—;)ﬂ‘]‘... +n,(33,‘5}l].

Vocabulaire

On dit que la variance est la moyenne des carrés des écatts & la moyenne.

W N= ﬁ(ﬂimf 'l:'ﬂzng._l‘.m i ﬂr:“'.':?) _(5) i

Remarque
o La propriété ci-dessus est appelée propriété de Konig-Huygens.
» Dans le cas ot la série est définie par sa distribution de fréquence, ona:

V=f G-V +fE= T+t -2 )

ouV=fox tfa}t .t fxE (T P

4.2.2. Ecart type

L’écart-type, noté o, est la racine carrée de la variance : 6= ¢V .

Remarques

o L'é¢tendue, I'écart moyen et I'écart type s'expriment dans la méme unité que les valeurs observées.
o La variance s'exprime dans l'unit¢ au carré des valeurs observées.




g;‘ercf ces

e e 3. a) Recopie et compléte le tableau suivant :
Notes [0:4] | [4:8[ | [8;10[ | [10;12[ | [12;16[ | [16;20]
{24 Un établissement de transfusion sanguine a dressé le Effecifs | 8 [ 22 | 30 45 80 15
- bilan de sa collecte de sang pendant un an. Effectifs
Les résultats sont consignés dans le tableau suivant : Z%T:’Léiss_
Age du sants
donner | [18:200 | [20;30[ | [30;40[ | [40:0[ | [50;60] Frén,
Effectits | 200 | 700 | 1200 | 1600 | 1300 e
Recopie et compléte le tableau suivant : santes
(en %)
Age du
dGaRaGE [18;20[ | [20;30[ | [30;40[ | [40;0[ | [50;60] b) Construis le polygone des fréquences cumulées
Effectifs 200 700 | 1200 | 1600 | 1300 décroissantes de cette série statistique.
Effoctif c) A I'aide de ce polygone, détermine I’antécédent
2 | cumulés de 50 % et interpréte ce résultat.
croissants
Effectifs 4 On donne la série statistique suivante, correspon-
;"'é:'r:;::a Ve ~ dant 4 la répartition des entreprises du secteur
Frédicnie automobile en fonction de leur chiffre d’affaires
- en millions de dollars.
Fréquences
sy d Chiffres | 100,250 [ [0,25; 0,5 | [0,5; 1| [1; 2,5[
d'affaires
Fréquences
imnls Effectifs 137 106 112 154
décroissantes | [2,5;:5[ | [5;10]
100 33
@ Dans un quartier, on a relevé le nombre de piéces
par maison et on a obtenu les résultats suivants : 1. Calcule le chiffre d’affaires moyen et I’écart-
Nombre d pidces | | NIV A type de la s‘enc statistique.
e NP imif::lnsei;rms les deux polygones des fréquences
: 4 ées.
AOpATRISE 3. Détermine la médiane de la séric statistique
1. Dresse le tableau des effectifs cumulés décrois- graphiquement et algébriquement.
sants de cette série statistique. 4. Déterming la proportion d’entreprises dont
2. Construis le polygone des effectifs cumulés le chiffre d’affaires est supérieur a 3 millions
décroissants. de dollars.
2. Détermine graphiquement la médiane de cette
série statistique, {6 Soientx, x,, ..., x, les modalités d’une série sta-
tistique et n, n, ..., n, les effectifs respectifs de
180 Voici le tableau des effectifs des notes de Mathéma- | ¢S modalités.
' tiques des €leves des classes de troisiéme d’'un 011 R T ) HD, ;
collége lors du brevet., Soit z la moyenne de cette série.
Relie chaque notion 4 la (ou aux) formule(s) qui
Notes | [0;4[ | [4:8[ | [8:10[ | [10;12( | [12;16] | [16;20] lui correspond(ent).
Effectifs | 8 22 30 45 80 15
1. Détermine la classe modale de cette série
statistique.
2. Calcule Ja moyenne de Mathématiques de
I’établissement lors de cet examen.
(On donnera le résultat au centiéme prés).

Legon 7 Statistique
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® 3 (2 +Z |+ 1o 2.+ 7|
+...+n,,|$y+ED

.“I%I"(ﬂl(irl_g)z'kﬂz(Iz_E)z

Ecartmoyenﬂ
e T o n,(a:p—f)z)

e V2, V étant la variance

.%(HJIIL_E|_T&|$2+E|

gl )

Variance ¢ = %— (m(z+zV+n(z+z)

+ ..tz +z))

° L (2 —7 |+ nalz+ 7|
+,,;+n,|$;,“5|)

@ f\F,Vétantlavariance

. ‘15 (2 +maz? + ...+ m,2,)

+(z Y

Ecart-type ® e V|, V étant la variance

. %(nle + Mz + ... +7,T,7)

=

60 Mets une croix dans Ia case qui convient.

Ecart
type

Ecart
moyen

Moyen- | Eten- | Mé-

ne due

5 Mode
diane

Parameétre
de
position

Paramétre
de
dispersion

ﬁ On donne la distribution des notes obtenues lors
d’un devoir de mathématiques dans une classe de
20

Note 3/4|5 |67 |8[9%]10f11]12]13

Effectif | 2 |1 |3 | 5|4 |2 |3 |4 ]|3]|4]|1

1416|1820
P I O |

Legon 7

1. Calcule la moyenne de cette série statistique.
2. Calcule la variance et I’écart type de cette série
statistique.

78 Le tableau suivant donne la durée de gestation, en
semaines, des 100 demiers nouveau-nés dans une
maternite,

Durée (x) de | 38
gestation

38,5 |39 (39,540 | 40,5 | 41 | 41,5

Nombrede | 5 | 5 | g | 10 (16| 43 |10]| 5
nouveau-nes

1. Caleule la durée moyenne de gestation de ces
nouveau-neés.

2. Calcule la moyenne, 1’écart moyen, la variance et
["écart type de cette série statistique.

'ﬁf La distribution, en pourcentage, des 50 employés
d’une entreprise selon leurs salaires annuels, en
dizaine de milliers de franes CFA, est donnée par le
tableau suivant :

Salaires annuels | 10;30[ | [30;60[ [60;90[ | [90;120[

Fréquences (en%) | 20 28 36 16

1. Calcule le salaire médian. Interpréte le résultat.
2. Calcule le salaire annuel moyen.
3. Calcule la variance et 1'écart type de ces salaires.

@ Le tableau suivant donne les revenus annuels en
millions de francs CFA d’un ensemble de familles
d’une entreprise.

Revenus annuels | [18 : 30[ | [30; 36[ | [36; 42[ | [42; 54]
Effectifs 12 90 70 46
[54 ; 60[ | [60 ; 66]

50 82

1. Détermine la médiane, la moyenne et 1”étendue
de cette série statistique.

Interpréte chaque résultat trouvé.

2. Calcule la variance et 1'écart-type, fréquences
cumulées décroissantes, médiane graphiquement et
algébriquement

D'un lot de poissons, on a mesuré la masse des
adultes méles :

Poids arrondi [kg]

0,5-06[07-08]|09-10

Effectifs 4 17 32

LL=1,2;| 13—1.4
33 14

Statistique
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1. Dresse le tableau des fréquences cumulées
décroissantes.

2. Détermine la classe modale ct la médiane.

3. Calcule la moyenne, la variance et I'écart-type.

@2 Onlance 7 fois une pi¢ce de monnaic. La fréquence
d’apparition de « pile » est résumée comme suit :

Nombre

de « pife » 0 1 2 3 4 5 6| 7

1 | 71213535 |21 7[1
Fréquences | Ty%' | T9g8 | 128 | 128 | 128 | 128 | 128|128

1. Détermine le mode et 1a médiane de cette série
statistique.

2. Calcule la moyenne, 1’écart moyen,la variance
et ’écart-type de cette série statistique.

% D'un échantillon d'étudiants de sexe masculin, on
a mesuré la masse de chacun. Les masses ont &té
arrondies a I'entier. Les données ont été groupées
en 7 classes.

M

e 45—54 | 55—59 | 60-64 | 65—69 | 70~74
(en kg)

Nombre

3 47
d'étudiants » & = =8
75-79 | 8084
13 2

1. Détermine la classe modale, la médiane, la
moyenne et |*étendue de cette série statistique.
Interpréte chaque résultat trouvé.

2. Calcule la variance et I’écart-type de cette série
statistique.

@3 On considére la série statistique suivante :

Classes [15:25[ | [25:35[ | [35:45[ | [45;55]
Fréquences (en %) 2,6 19 21,6 358

[55:65[ | [65:75]
184 | 26

Pour chacune des questions suivantes, recopie le
numéro suivi de la lettre correspondant & la bonne

réponse.
A B C
1 | Latclasse modale est | [15;25[ | [45; 55[ | [65;75]
2 | L’étendue est 60 45 90
3 | La médiane est 46,9 30 70
4 | La moyenne est 35 45 46
4 | L'écart type est -5 11 45
Lecon 7

Exercices d'approfondissement

{48 Dans une ferme, 4 une date déterminée, on a pesé les
ceufs qui ont été produits (les masses des ceufs sont
exprimeées en grammes) :

Masse de 'ceuf | [28:37[ | [37;48[ | [48;52 | [52;57[
Effectifs 3 51 74 112

[57:62[ | [62:72 | [72:82]
92 62 6

1. Construis I"histogramme des effectifs.

2. Détermine dans un méme tableau, les effectifs cu-
mulés croissants et les effectifs cumulés déeroissants.
3. Construis sur la méme figure les deux polygones
des effectifs cumulés.

4, Détermine la médiane graphiquement et par le calcul,
5. Calcule la moyenne, 1’étendue, la variance et
I’écart type.

48 Le tableau suivant donne les salaires, en milliers de
francs CFA, des employés d’une PME.

Classes | [;50[ | [50;100[ | [100;200[ | [200;300]

Effectifs 30 40 20 10

1. Retrouve la borne inférieure de la premiére classe
sachant que le salaire moyen est de 94 000 F CFA
2. Calcule la médiane la série statistique et donne
I'interprétation du résultat.
3. Calcule la variance et |’écart type de ces salaires.
i} Soientx, x,, ..., x,les valeurs d’une série statistique
(ou les centres des classes si ces valeurs sont regrou-
pées en classes) etn, n,, ..., ", les effectifs respectifs
de ces valeurs.
Soit = la moyenne de cette série.
Démontre que la variance V est donnée par la formule :

Y= ﬁ(n1$1_2 +nazs + .+ np:rﬂz) “(E)z'

“a On a mesuré la taille d'un groupe d'éléves en arron-
" dissant les résultats 3 5 cm :

Tailles arrondies (cm) | 155 | 160 | 165 | 170 | 175

Nombre d'éléves 6 9 5 3 1

1. Calcule la moyenne, la médiane, 1’étendue,
I’écart moyen, la variance, et 1’écart-type de cette
série statistique.

2. On compare la distribution précédente avec celle
d'un autre groupe dont la moyenne et l'écart-type
sont respectivement 165 et 5,6.

Identifie le plus homogéne. Justifie ta réponse.

Statistique
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Un professeur de physique communique 4 une classe
de 2% C les résultats d’un devoir en distribuant les
deux diagrammes en bétons ci-dessous.

H Résultats des garcons = Résultats des filles

. E—

= T T - RN ]
A |

3 550 e |

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

5 6 7

1. Dresse le tableau des effectifs des notes des filles
et celui des gargons.

2. Calcule la moyenne m, et I’écart type o, des filles.
3. Calcule la moyenne m, et I'écart type 6, des garcons.
4. Calcule la moyenne m de la classe et ["écart type ©
de I’ensemble des notes de classe.

Cette série statistique porte sur la taille (en métre) d’un
échantillon de population. Pour simplifier la lecture du
tableau, on a effectué un regroupement en classes :

Tailles [1,65:1,70[ |[1,70:1,75[ | [1,75:1,80]
Fréguences 0,107 0,253 0,393
[1,80;1,85[ |[1,85;1,90] | [1,90;1,95]
0,167 0,047 0,033

1. Construis I’histogramme des fréquences.

2. Détermine dans un méme tableau, les fréquences
cumulées croissantes et les fréquences cumulées
décroissantes.

3. Construis sur la méme figure les deux polygones
des fréquences cumulées.

4. Détermine la médiane graphiquement et par le
calcul.

5. Calcule la moyenne, 1’étendue, la variance et
I’écart-type.

24" Les salaires annuels (en milliers de francs CFA) des

employés d’une entreprise composée de deux filiales
A et B sont repartis selon le tableau suivant :

Salaires compris entre 100 et 200 | 200 et 300
Nombre d’employés de la filiale A 5 10
Nombre d'employes de la filiale B 4 12
300 et 400 | 400 et 500
13 4
14 6

1. Calcule le salaire moyen de la filiale A et celui de
la filiale B.

2. Calcule la variance et ’écart type des salaires de
chacune des filiales A et B.
3. Compare la dispersion des salaires des deux filiales.

1@3% La distribution des salaires horaires, en francs CFA,
des N employés d’une petite entreprise est donnée

par le tableau suivant :
Classes | [500 ; 1000[ | [1000 ; 1500[ | [1500 ;2 000[
Effectifs 10 14 16
[2 000 ; 2500[

n

Ces données sont incomplétes car, & la suite d’un
incident, I’effectif de la derniére classe est illisible ;
alors, on a décidé de le noter provisoirement par #.
Mais, on sait que la médiane de cette série statis-
tique est 1531,25.

1. Exprime la moyenne de cette série statistique en
fonction de #.

2. Exprime la médiane de cette série statistique en
fonction de » sachant que la valeur N va pas été
trouvée exactement parmi les effectifs cumulés
croissants.

3. Détermine # puis la moyenne de cette série.

%‘ La distribution des demandeurs d’emploi selon le sexe

ct la classe d’age dans une localité est la suivante :

Age [16:26] | [26:40[ | [40;50[ | [50;60[ | [60;65]
Hommes | 280 310 240 420 70
Femmes 160 360 120 530 50

1. Trace les deux courbes de fréquences cumulées
décroissantes.

2. Détermine I'dge médian des demandeurs d’emploi
de sexe masculin et celui des demandeurs

d’emploi de sexe féminin.

3. Détermine 1’age moyen des demandeurs d’emploi
de sexe masculin et celui des demandeurs

d’emploi de sexe féminin.

4. Calcule I’dge médian et ’Age moyen de ces
demandeurs d’emploi.

{84 Voici les notes obtenues par les éléves d’une classe

de 27 A lors d’une interrogation écrite :

0 O L R T O O O L,
G5 al=T0-175~ 185714135695
sH5 =155 08

1. Détermine la médiane de cette série statistique.

Lecon 7 EBFHE Statistique
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2. Calcule la moyenne et I’écart-type de cette
série statistique.

3. Recopie et compléte le tableau des effectifs
ci-dessous :

Notes
Effectifs
Effectifs

cumulés
croissants

0:4[ [4:80 [18; 121 ] 22516( | [16:20]

a) Calcule la médiane de la série statistique ainsi
obtenue.

b) Calcule la moyenne et I’écart-type de la série
statistique ainsi obtenue,

Situation d’evaluation

25 Le tableau suivant résume les notes obtenues par les
éléves des deux classes de seconde dun lycée lors
d’un concours de Mathématiques.

Notes | [0;2[|[2;6[ |[6;10[ |[10: 15[ |[15;25[
Eléves de la 57 . - g - o
2“%,_(9“ %} £ » B
Eléves de la
204, (en %) 3,0 | 7,7 | 68 46 6,8
[25; 50[ | [50; 60]
i3 78
5.4 3,5

Le chef de classe de la 2°*C, affirme que la moyenne

de sa classe & ce concours est plus élevée et que les

notes de sa classe sont plus homogénes.

Les ¢leves de la 2"°C, cherchent a le contredire.
‘1. Calcule la moyenne de chaque classe a ce

concours.

2. Calcule I"écart moyen, la variance et I’écart type

des notes obtenues par les éléves de chaque classe.

3. Dis des deux groupes d'éléves qui a raison.

Justifie ta position,

Legon 7

a
w©

Coup de Poce |

L'abscisse du point d'intersection des deux
polygones cumulatifs est la médiane.

' A=300 §,=90,1388  m,=307,692.
B=311,1 m,=314,28 8= 89,66.
i 53000 + 2250n
: 40+n

2. Me = 1500 + 15,625(—8 + n).
3. n=10.

L'4ge médian masculin : 42.9.

- L'4ge moyen des demandeurs de sexe masculin
41,2008.

- L'4ge moyen des demandeurs de sexe féminin
43,37.

L'dge médian féminin : 47.5.

4. Age moyen de ceux qui cherchent de I'emploi
42.2441.

L'dge médian de ceux qui cherchent de I'emploi :
44,44,

Statistique




VECTEURS ET POINTS
DU PLAN

3 i | St e

Quel déplacement décrit le vol des avions ?

SITUATION D'APPRENTISSAGE

En lisant une revue scientifique, Paul, éléve en classe de
2 O découvre la figure ci-contre qu’il présente 2 son pére
géometre. Celui-ci affirme 2 son fils que malgré les appa-
rences, OBCA est un parallélogramme et qu’en étudiant les .
positions des points dans le quadrillage, il peut affirmer que
d’une part les vecteurs OA et OB ne sont pas colinéaires et
que d’autre paile vecteur CO peut s’exprimer en fonction
des vecteurs OA et OB .Paul émerveillé, arrivé en classe,
en parle 4 ses camarades. Ayant vu le schéma, ceux-ci, pour
vérifier ces affirmations, décident d’étudier les combinai-
sons linéaires de vecteurs, les bases, 1'alignement de points
et le parallélisme de deux droites.
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HABILETES ET CONTENUS

o la définition du déterminant d’un couple

de vecteurs
Connaitre : « I’expression de la norme d’un vecteur dans
« la propriété relative & I'existence et 3 'unicité une base orthonormée
du E.Oint Mtel que OM =u , ol O est un point Ecrire : un vecteur comme combinaison linéaire
et u un vecteur donné des vecteurs d'une base, connaissant les
« la définition d'un vecteur unitaire coordonnées de ce vecteur dans cette base
= |a définition de la norme d’'un vecteur . .
o les ragles de calcul sur les vecteurs Represer_lter : un vecteur connaissant ses
e la définition d'une combinaison linéaire coordonnees
de vecteurs

Caleculer:
e le déterminant de deux vecteurs
e la norme d’'un vecteur dans une base

« la définition de deux vecteurs colinéaires
o la propriété relative & la colinéarité de deux

vecteurs 5
AR, el E orthonormée
= la caractérisation de la colinéarité de deux
= vecteurs Déterminer :

e les coordonnées d’un vecteur ou d'une

Nater :un vecteur en utilisant une lettre combinaison linéaire de vecteurs dans une base

minuscule e une équation cartésienne de droite en utilisantle
Simplifier : une expression vectorielle en Lol
utilisant la relation de Chasles Justifier :

; . ue deux droites sont paralléles en utilisant
Tracer : une droite connaissant un de ses °q _ ;
le déterminant de deux vecteurs

: : = g
poiats:elun de sesvecleurs diresteurs e gue trois points sont alignés en utilisant le

| Placer : le point M tel que : OM = E déterminant de deux vecteurs
Construire : un représentant d’une Démontrer : qu'un couple de vecteurs est une i
combinaison linéaire de vecteurs base du plan vectoriel 7

Décomposer : un vecteur en combinaison
linéaire de deux vecteurs non colinéaires
graphiquement ou algébriqguement Connaitre : |a définition de la mesure
algébrique d'un couple de points

. = |le parallélisme de deux droites en utilisant
la colinéarité de deux vecteurs

Démontrer :
e 'alignement de trois points en utilisant la Déterminer : |a mesure algébrique
colinéarité de deux vecteurs d’un couple de points

Traiter une situation faisant appel aux vecteurs
et points du plan

Connaitre :

= |la définition d’'une base orthonormée
e la définition d’un repére du plan |
o |a propriété fondamentale relative aux i |
coordonnées d'un vecteur

g il e S TR A e s : e T Tt T T, T T T T P ST e 3 M0 P =P e T
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INSTALLATION DES HABILETES

_"Actmtes o . Vecteurs

A S e

4.1. Présentation et notations

Soient A et B deux points distincts du plan.

1. On note ¢ 1a translation qui transforme A en B.

2. Place A et B puis trois autres points E, F et G.

3. Construis les images respectives E’, F* et G’ de E, F et G par ¢

=

« L’ensemble des couples (E, E’) tels que (E) = E’ est le vecteur AB.
* (B, B, (R, F’), (G, G’) sont des s représentants du vecteur AB.
= Le vecteur AB peutse noter v, v ...

* L’ensemble des vecteurs du plan est le plan vectoriel noté 7.

Exercices de fixation

esssssassssrnssnrnnRa LTS T T T T TP B T T T PP P Py

w Sur la grille ci-dessous place les points H, B, K, On considere le rectangle ABCD et les milieux
L tels que : E et F respectifs des c6tés [AB] et [CD].
CPRHCBPRKPCRRPLH D F C
cx
xR
px A E B
Recopie puis compléte les égalités suivantes :
AD=B. ;BF=E.;CF=E.; CE=F.

1.2. Propriété fondamentale

8]
1. Reproduis la figure ci-contre. r °
2. Construis I’image M du point O par la translation de vecteur w . 0
3. Justifie que M est unique.

=

O est un point du plan et u un vecteur.
11 existe un unique point M tel que : OM = «.

Exercice de fixation

1. Place trois points distinets A, B et C.
2. Construis le point D tel que :
CD=AB.

Ls:;oﬁ 8 Vecteurs et points du plan
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[ PR

1.3. Somme de vecteurs

Soient % et deux vecteurs et Pun point du plan.
1. Justifie qu'il existe un unique point R et un unique point S tels que PR = u et RS =0 .
2. Soit P’ un autre pomt Justifie quil ex 'il existe un umque point R’ ctun unique point S’ tels que PR =uet RS =0 .
3. 2) Exprime PR _en fonctmn de P'R' et RS en fonction de R'S' .
b) Justifie que PP' = RR' ' et que RR = S§'.
c¢) Déduis-en que PS=PS.

Le vecteur PS est mdépendant des mprésentants cho131s et PS est appele somme des

vecteurs uctv On le note : u+ v.Ona ‘EL+TJ“PR+RS PS.

Exercices de fixation

§50 Recopie la bonne réponse. W Ecris le plus simplement possible :

a b c 2=AB+AD+ CA + BD+DC+DA .
1°| Br4 TR = st |81 S v=AC—AD—-BC+CA+CD—DB.
3 | AN — A= i w=AB+CD — GF + GC + DF — AB .
3| AB+BC+CK= | a¢ | 28 | BR
4| AP-AV-VQ= | PV | 20 | QP

1.4. Norme d'un vecteur - Vecteur unitaire

L'unité de longueur est le centimétre. c) Justifie que : AB=CD.
1. 2) Place deux points A et B tels que AB=5. 2. a) Construis le vecteur 7 telque: 7= %u.
Onpose: u=AB. e b) Construis un vecteur EF tel que (E, F) soit
b) Construis un _vecteur CD tel que (C, D) soit un un représentant de ‘3"
représentant de « . ¢) Justifie que : EF = 1.
* (A, B) est un représentant du vecteur u. Donc " ) " = EF =0
AB est appelé norme de u. La norme de i est égale a 1, on dit que .
Onmote: |z [|= AB. est un vecteur unitaire.

= (E, F) est un représentant du vecteur 7.

Exercice de fixation

L'unité de longueur est le c6té du petit carreau.

Soit un carré ABCD et O le point d’intersection des deux
diagonales.

Détermine la norme de chacun des vecteurs suivants 4 1’aide

dcquadrillage:ﬁ; ﬁ; "G_O’; 6:{

1.5. Quelques propriétés de la norme

1. Sofent u et v deux vecteurs, {A, B) un représentant de u et (B, C) un représentant de 2.
a) Compare AC et AB + BC.

Lecon 8 Vecteurs et points du plan




b) Déduis-en la cumparalson de ” u+tw ” et " % ” -l-" v u
2. Soit w un vecteur tel que : || w | =3
Détermine : |

=l

Soient u, et ‘b deux _’fecteu:rs et R un nombre réel.
ona: |u+o] < a]+7 |; |1ku || Ik ><I|u [

ow ||, || —8w ” et

Exerc:ces de fixation

......................................................................................................................................

' Soient v et w deux vecteurs. %) Soit un triangle ABC. Compare :
1. Compare : [|v +w et [ v | +]w . e Lo T
2.AB et AC+BC.
2.0ndmme:”u”= ; 3.BC et BA+AC.

Détermine : || —; ||, ” 2u ",

1.6. Vecteurs colinéaires

Soient % et ; deux vecteurs. a) On suppose que o # 0. Exprime u en fonction
1. Supposons que u et o sont colinéaires. de ::- .

Justifie qu’ll existe un nombre reel ktel que : b) On suppose que B # 0. Exprime P oG
ku—1v=0 oulu—ko=10. ds o

2. Supposons qu’il CXISt-S un coupic de nombres réels 3. Conclus.

(o ; B) #(0,0) tel que : @u u+ Brp =

‘Ement u et fu deux vecteurs,
— -
zeto sont colinéaires si et seulement si il existe (a; ) # (0 ; 0) tel que : a W+ pr = 0.

Exercice de fixation

Soient Q et S, deux points distincts et N le point tel que : 51-6 = 5ﬁ§ = fi ;
Justifie que les vecteurs NQ et NS sont colinéaires.

: 9 Bases et repéres

2.1. Définitions

1. Sur la carte, on se déplace selon une direction horizontale ou
verticale d’une case dans un sens choisi puis d’une case sur la
direction perpendiculaire. Ainsi sur la carte la pharmacie est codée
par la case 6B et le jardin par 2C.

Donne le nombre de cases horizontales et verticales pour aller de
la piscine a la pharmacie.

2. On peut modifier le codage en assimilant les cases sur la carte B
aux points de coordonnées entieres d’un repére (O, L, J). Par
exemple la case 6B est associée au point de coordonnées (6 ; 2).
Donne les coordonnées de la poste, de I’école primaire et de la
boucherie.

L] L. -
%
#

i

]l

—y
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Les vecteurs Ei et (—)3 sont non colinéaires.
(OI, oJ ) est une base de I’ensemble 1/ des vecteurs du plan.

Exercice de fixation

1. Dans le repére (O3 1, 7). : :

Détermine les coordonnées des points / /%///’

A,B,E,etD, Pl ; -
_ / /V;’ ! _

2. Justifie que :
a) (AB 3 AD) est une base de V.
b) (EA;ED) est une base de 7,

2.2, Cocrdonnées d'un vecteur

1. Observe la figure ci-contre attentivement. .{\6 5’
a) Compléte avee _folilil.t_'zajres ou non colinéaires.

Les vecteurs 7 et 7 80Dt coceiiveieieieciesieieeennens

blComp}fte les_fgal_lzés suiiantes §

4l

—_

U= bt J 30 =it Fiw=. 1+, 7. r
2.(a,b est une base de V", 28

-—
. estun vecteur 7.

On suppose qu'il existe des nombres réels o, B, o' et ' telsque: u = aa+Bb etu=a'a+ B'b.
Démontre que : =o' et B =",

L'écriture d'un vecteur dans une base est unique.
Dansla base (7, 7), onas w=2{+ "23*3’
On dit que (2 ; “‘g"")est le couple de coordonnées du vecteur 4 dans Ja base (;” }")

Exercices de fixation

@ (_{, 3) est une base de V. Soient les points A (1;v2)et B(~1;0)
Détermine les coordonnées des vecteurs ; et ;; dans le repére (O; -{, }‘) :
définispar: w=2i—5—3(i—7) ; Détermine les coordonnées du point P tels que :
o= 2?—%}’— 3(?—%}) dans la base (%, 7). AP = —/2 AB dans lerepére (0;1,7).

2.3. Coordonnées d'une combinaison linéaires de vecteurs

Soit (; 4 ) une base de V.
Soient les vecteurs 4 = %5—3?61_1;= —%:ﬁ‘%;

1. Exprime & l'aide de ¢ et 7 les vecteurs suivants: u+v ;u—w S TUT U g T

— — — — -
2. Déduis-en les coordonnées des vecteurs u + v et '3?- w = dans labase (3’, :;;) ;
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ALY ! _ - ar+
Le plan vectoriel noté ¥ est muni d’une base (?',._ ;j Ona: (au-i— B )( = )

el ay+ By
Soient etw| ,| deux vecteurs, aet 3 deux

oY y
nombres réels.

Exercice de fixation

(;: }.) est une base de V.,

i T 5~ = = e Jmom e Ao
Soicntlesvectcursu=5i—3j ety = 3z+23 utev; u—v; Tutv) FU-FOU.
Détermine les coordonnés des vecteurs suivants :

2.4. Déterminant de deux vecteurs dans une base

x, ¥, x"et y' sont quatre nombres réels non nuls. b) Justifie que xy' — yx'=0.

Dans la base ( _;) on donne 2. On suppose que : xy' — yx'= 0.

u=zi+ 3!.? etv= 3 i+ v J" deux vecteurs. Justifie que @ etv sontcolinéaires.

1. On suppose que : u eto sont colinéaires. 3. Examine le cas ou les nombres réels x, 3, x" et y'ne
a) Exprime x en fonction de x' et y en fonction de y'. | SOBtpas tous non nuls.

N 5 _ , déterminant des vecteurs e-:et;;.
Soient u| Jetw| , | deux vecieurs dans
2y y
labase (7, 7). L
Le nombre xy’' — yx', noté g

- —
% et @ sontcolinéaires si et seulement si
,estappelé | det(u,v) =0

*

Exer’Cices de fixatior‘ Ty . T R R R RN TN N RN T Y . LR R R L) . [} TR T R T ]
@ Dans le plan vectoriel ¥ muni d'une base (Z }), ‘,/E =1 {2 —~(—4
2 a)u 5 et v ;b)u : ety :

on donne les vecteurs u T 9 etw il #

2 5 2+\;’_
Calculedet(u,'u),det(ﬂ,w_u.},det(;,u),det@w,u) c)u(j i etv| g

et,det(—v,w). 9
Le plan vectoriel ¥ muni d'unc base (z: D : @ Le plan’est muni d'une base (4, D
: : e R Détermine le nombre réel m pour que les
Justifie si les vecteurs u et v sont colinéaires /3 (9
dans chaque cas. vecteurs u( ) et ‘.‘J( ) soient colinéaires.
= —

Mesure algébrique

On considére la droite (D) de vecteur directeur ? tel que : ” ? || =1,

A E 'y B & F

1 1 1 1 el 1 L
+ T T T * +

D)
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Les graduations de (D) sont réguliéres.

1. AB et FB s'écrivent sous la forme : 2.Compléte: AB=..j BC=..i
E=a’?etﬁ=ﬁ?. FB=.37 =
En fonction du sens des vecteurs, donne le signe CE = ;*

des nombres a et p.

=

AB = 5? On dit que la mesure algébrique ABet i sontde méme sens done AB > 0.

du couple (A, B) relativement a 7 est 5. Eﬁct ‘; sont de sens contraire donc
Onnote AB = 5. FB < 0.

FE— 3 donc T 3.

Exercices de fixation

€ On considere la figure ci-dessous. € Trace une droite et muni-la d'un repére
A 0 G B (0: ?) . Place sur cette droite les points E, F

1 1 1 . oy | 1 L 1 1
_{ etGtelsque: EF =5 0OE—3 etFG:%.

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Démontrer que trois points sont alignés

Soit ABC un triangle, les points N et P sont tels que : 3. Donne les coordonnées des points N et P dans le
AN = —2 AB - BC et AP = % AB + 2AC repére (A, AB, AC).

L. Prouve que (A_B' + AC ) est une base de V" 4. Démontre que les points A, N et P sont alignés.

2. Prouve que : ﬁ = %Kﬁ-— E

1. Les poinis A, B et C ne sont pas alignés donc les P(’)ur Eeaunict R P_ﬁ?m ahg_“.‘?s’ o

vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires d’ou derl.noplzre e e fyseiouts SONEE Sl S sont
— ; colinéaires.

(AB, AC) estune base de V.,

2. AN = —%Eﬁ—ﬁﬁ

:‘f"%AB’“AC etAPu—zAB+2AC,donc

II”‘( —“%‘ ; 2) dans la base (TAHB;, KE) :

A

ANZ%E*A_C:doncN(i“;— 1)

S On peut remarquer que AP = —9AN
dans le repére (A ; AB,AC),

A =l
ﬁ=%ﬁ+ﬁ,doncP(—‘%;2) On dét(AN, AP) = 41 g
dans le repére (A;E,XE). Pl
= 1 g gy 5
4.0na: AN=--AB— AC donc (Z;_l)

4

b Donc vecteurs AN et AP sont colinéaires.
dans la base (AB,AC),
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice e Déterminer une équation d'une droite - Construire une droite L
Soit ABCD le carré ci-contre de c6té 4 cm et E le milieu de [BC].
Dans le repere (A, IB: m Ip
1. Prouve que les coordonnées de C et E sont respectivement (1;1) et (1; %) —
2. a) Détermine une équation de la droite (A) passant par E et de vecteur directeur DB.
b) Construis la droite (A). e B

1. ABCD est un Larre donc un parallélogramme
d’on AC AB+AD ainsi C(1 ; 1) dans le repére
(A, AB, AD).

Soit (0, Y,-J’) un repere.
Construire la droite (A) passant par le point A(1 ; 2)
—~{ 2

et de vecteur directeur w

B(1 ; 0) et C(1 ;
donc E(1+1 0+1)d‘ ( ,é)

2.a) SoitM(x;y) ona:

EM 1 |et BD ;BD( )
y—35 0-1 =1

1) de plus E est le milieu de [BC] —3
Pour construire la droite (A) :

- on place le point A dans le repére ;

- on construit le point B tel que AB = 24— 3?;
- la droite (A) est la droite (AB).

D \ Lo
ME(A) « EM et Eﬁ sont colincaires E ;
e det (EM ; BD) = £ iy
z—1 1 t E 1 >
& 1 |=0 v meE
3"_2 1 i -
( _1_)_
s—1—11-1g~5 |=0 & B
0

Une équation de la droite (A) est donc: z +y — % =0.

Exercicee Démontrer que deux droites sont paralléles - Démontrer l'unicité d'un point

Soient ABC un triangle, A’, B, C’ les milieux respectifs de [BC], [AC], [AB].

On sait que les médianes (AA”) ; (BB”) ; (CC’) sont concourantes en un point G

appelé centre de gravité du triangle.

1. Soit E le symétrique de A par rapport a G.
a) Démontre que (C’C) est paralléle a (BE). ;
b) Démontre que (B'B) est paralléle a (EC). B 4
¢) Déduis-en que A’ est le milieu de [GE].

2. En utilisant le fait que A’ soit le milieu de [GE] et que G soit le milieu de [AE].
a) Démontre que : AG = %AA'

b) Déduis-en que : GA + ZGA 0 pms GA + GB + GC 0.

3. Soit M un point tel que : MA+MB+MC 0. L W
a) En faisant apparaitre le point G 4 Iaide de la relation de Chasles, démontre que : 3MG = 0.
b) Déduis-en que le point G est unique.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

" Corrigé

1. a) Dans le triangle ABE, C’est le milieu [AB],

G milieu [AE], donc (BE) // (C’G). D’oi (C’C) // (BE).
b) Dans le triangle AEC, B’ est milieu de [AC], AB=0

G milieu [AE], donc (B’G) // (EC). D*ott (B°B) // (EC).

Le quadrilatére CEBG est un parallélogramme d’aprés

(a) et (b) par suite [GE] et [BC] ont le méme milieu

d’ou A’ est le milieu de [GE].

2.3) Gestmilieu de [AE], donc GAJ— GE 0 1.

A’ est milieu de [GE], donc : AG+AE=0 2).

Pour montrer qu'un point A est unique, on peut sup-
poser qu'il existe un deuxiéme point B et démontrer :

De(])ona GA + GA + AA' + A'E 0,0r:AE = AA  etde(2)ona: A'E = GA'.

D’ol ; 2GA+AA’+GA+AA'—O
Par suite : 3(3A+2AA’=[}.
Donc : E=%m
b) 3GA = 2AG + 2GA', donc : GA + 2GA' = 0
GA+2GB+GC=GA+GA'+AB+GA +A'C=GA+2GA + AB+AC=0+0=0.
3.2) MG= GA+MG+GB+MG+GC = 0.
D'od: SMG+GA + CB+GC =0.
Done : 3ﬁ=5.
b) 3MG = 6,donc M= G le point G est donc unique.

Exercice o Démontrer que deux vecteurs sont colinéaires

ABCD estun parallelogramme de centre 0.

1. Démontre que : OA+ OB + OC + OD 0

2. M est un point quelconque du plan. On pose : V = MA + _l\_dg—i—ﬁ+ ﬁ .
a) Démontre que les vecteurs V ¢t OM sont colinéaires.

—_— —  —  —

b) Construis le point P du plan tel que : PA+PB + PC+ PD = ~3AB.

| coniié

1. O est le centre parallélogramme ABCD d'ou | __ - Introduire le point O : MA = MO + OA
O est le milieu du segment [AC] donc OA + OC = 0
=0

3|

— —

O est le milieu du segment [BD] done OB + OD * Trouver une relation entre V et OM .

— — —

Ainsi O A+OB+OC+0D OA +OC + OB+ 0D = 0

'2.a) V=MA+MB +MC+MD
= (MO + 0A) + (MO + OB) + (MO + 0OC) + (MO + OD)

e i e e T e T S S —

| V= MO+ MO + MO + MO + OA + OB + OC + 0D
—40M

| ¥
LV —40M, donc les vecteurs Vet O_MF sont colinéaires.

—

b) PA + PB + PC -+ PD = —3AB « —40P = ~3AB « 0P=%Iﬁ.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice@ Démontrer que deux droites sont paralléles

Soit ABC un triangle et I le milieu de [BC].
1. Justifie que (E, E) est une base de V.
2. Détermine dans la base (Kﬁ, AC) les couples de coordonnées des vecteurs AB ct AL
3. Le plan est muni du repére (A, B, C).
a) Détermine les couples des coordonnées des points A, B, C et L.
b) Construis le point D tel que : CD+2BA=0.
¢) Détermine le couple de coordonnées du point D.
d) Démontre que les droites (AI) et (BD) sont paralléles.

1. A B etC C ne sont pas alignés d’ot les vecteurs Pour démontrer que les droites (Al) et (BD) sont

AB et AC ne sont pas colinéaires, donc ( AB, AC) paraliéles, on démontre que Al et BD sont
est une base de V. paralicles.
2.E=E+OE,doncXBh(l;0); g | emep g L g
Llemiisui=[B0], ¢) CD +2BA = 0, d'oi CD = 2AB ;
dot AI——AB—I-a)—"AB-F —AC. par suite : CA + AD = 2AB,

1Ll donc : AD =2AB+AC .
A3

Doees B ) AinsiD(2,1).

3. a) Dans le repére, (A ; AB ,AC), 11
onadoncA(0,0);B(1,0);C(0,1)et I(

% dyOna: AI(Q , 2)etBD(1 1) de plus:

| —
“"-:_.—-’

det (Al BD) = 0, donc les vecteurs Al et BD
sont colinéaires par suite, les droites (Al) et (BD) sont

b) Voir figure.
— b paralléles.
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Résumeé de cours

e

@ vecteurs

1.1. Présentation et notations

o Soient A et B deux points distincts du plan. A,

Onnote t la Einslation qui transforme A en B.

Le vecteur AB est ensemble des couples (M, N) tels que N

est I'image de M par . "B

o On appelle plan vectoriel I’ensemble de tous les vecteurs du

plan et on le note V. o .
Les éléments de ¥ sont en gcneral notés a;u;v. - i

e Sur la figure ci-contre, 2=AB= MN . On dit que (A, B)

et (M, N) sont des représentants du vecteur .

Tout vecteur a une infinité de représentants.

1.2. Propriété fondamentale

Setaie Pour tout point O du plan et pour tout vecteur v donnés, M
il existe un et un seul point M tel que : OM = =

SR

(8]

1.3. Somme de vecteurs

1.3.1. Définition

Soient w et v 2 des vecteurs.

A, B et C sont des points tels que : w=ABetr= BC.

Le vecteur AC est indépendant des représentants (A, B) et
(B, C) choisis. N

AC est appelé somme des vecteurs weto.

| Propriete - definition

Ona: u+v=AC.

1.3.2.Relation de Chasles

Pour tous points A, B et C duplan, ona: AB+BC=AC.

Legon 8 BB{2 Vecteurs et points du plan
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1.4. Norme d'un vecteur - Vecteur unitaire
1.4.1. Definition

. —_—
Soit u un vecteur.

On appelle norme de v la distance AB ou A et B sont deux points tels que (A, B)
est un représentant de u .

I Definition

Notation
La norme du vecteur est notée " © "
Remarque
— — -
Ouu ||:U'¢=?‘£L=0.
— — —
o Pour tout vecteur % ,ona: "—u ||=|I-U, |[

e Deux vecteurs égaux ont la méme norme.
e Deux vecteurs qui ont la méme norme ne sont pas forcément égaux.

1.4.2. Vecteur unitaire

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme est égale 4 1.

1.5. Quelques propriétés de la norme

1.5.1. Propriétés

Tl existe un et un seul vecteur ayant une direction, un sens et une norme donnés.

—

Pour tout vecteur « et pour tout nombre réel o, || a;: " = | o | X " ; " ;

1.5.2. Inégalité triangulaire

Propricte 5T tnangula:tre)

Pour tous vecteurs u et 1: : "u+;;" =< ||E|]+";]I
1.6. Vecteurs colinéaires

1.6.1. Combinaison linéaire

m u et v étant deux vecteurs non nuls, on appelle combinaison linéaire de « et v ,
tout vecteur de la forme au + Bt: ol ¢ et B sont des nombres réels.

a et 8 sont les coefficients respectifs de Leto,

| Vecteurs et points du plan
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1.6.2. Vecteurs colinéaires

Définition

W Deux vecteurs sont colinéaires lorsqu’ils ont la méme direction ou lorsque I'un des
deux vecteurs est nul.

Remarque
Le vecteur nul est colinéaire & tout vecteur du plan.

1.6.3. Propriétés

Propriete Deux vecteurs ? u et v sont ¢ colinéaires si et seulement s il existe un nombre réel k

tel que : v—ku ouu=Fkv .

%
= v
o
v )
w
k>0 k>0
Pour k > 0, les deux vecteurs Pour k& < 0, les deux vecteurs sont
sont colinéaires de méme sens. colinéaires de sens contraires.

1.6.4. Régles de calculs dans 1

Pour tous vecteurs %, v et w et pour tous nombres réels a et B,ona:

e —

u+v—-v+u a(B )=(a'><ﬁ)'u.
(@+o)+w=u+(v+m) lu=u
u+—’)-au+a‘v ; 0 2=0

0e2aeg=00uu=0
(a+ﬁ)u=au+ﬁn cm;é O%Q#Get;aéa

" Propriete

Soient fu, et 'u sont cohnea:res siet seulemcnt si il existe un couple de nombres
réels (¢ ; B) #(0,0) tel que : au o+ .81: =

: Propriete

Deux vecteurs u et v deux vecteurs.

u et »_sont non colmealres si et seulement si pour tous nombres réels o et B tels
| que qu u+ Bv =
Ona: a=p= 0.

3
T,
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1.6.5. Propriétés

m Trois points A, B, et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont
colinéaires.

W Deux droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement les vecteurs AB et CD
sont colinéaires.

o Bases et repéres
2.1. Définitions

2.1.1, Définition d'une base
m On appelle base de ¥, tout couple (:, ?) de vecteurs non colinéaires.

2.1.2. Définition d'un repére

W e On appelle repere du plan, tout triplet (o : ?,_ _’) ou O est un point et (?, ;)
une base de 1.

O est appelé origine du repére.

o Tout triplet de points non alignés est aussi appelé un repére du plan.

(O;E}r)estlmrepérecartésien (0, 1, J) est un repére affine

Remarque
1. ABC est un triangle, le triplet (A, B, C) constitue un repére du plan, la droite (AB) est I’axe des

abscisses et la droite (AC) est I’axe des ordonnées de ce repére.
2. Le repére affine (A, B, C) est associé au repére cartésien (A; AB, AC) .
On a de plus A(0 ; 0), B(1; 0), C(0; 1).
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2.2. Coordonnées d'un vecteur

Propriéte

|Propricte BRIV (?, ?) une base de V",
Pour tout vecteur u de ¥/, il existe un unique couple (x ; y) de nombres réels tels

- —_- —=

que: u=zxityj.

Onnote: u . .
y —
Le couple (x, y) est appelé couple de coordonnées de vecteur .

2.3. Coordonnées d'une combinaison linéaires de vecteurs

2.3.1. Propriéte

"Propriete  JIUE (¢ , j:-:) une base de_:V :
A est un nombre réel et u et » |, deux vecteurs.

Si ;(x)ei ;(xf), alors (E+Tu’)($+zr) et (ﬂa(ﬁz).
' Ay

y Y y+y

Base orthogonale, base orthonormée de 1

— — —
ey Une base \ ¢, j ) est orthogonale si les vecteurs ¢ et j sont orthogonaux.

Une base (3’, _’)_) est orthonormée si la base \ ¢, j ) est orthogonale et
si les vecteurs ¢ et j sontunitaires.

2.3.2. Propriété

NECTIEEN Soient Ax, 5y, ) Bx,; y,) et Clx, 5y ) dans le repére (0 S ,}") ;

+ -
Si M st le milicu de [AB], alors M( 252 34290 ) e copere (0,7, 7).

SiG estle centre de gravité de ABC, alors GA + GB + GC = 0 et de plus

+yp+ -
G(:‘:"'-‘-3‘:33-!_"ﬂ:c;y"1 y; g’m)da.uslf:rf:pé:rf:(O;'E,}).

Remaraue

1. ABC est un triangle et I le milieu de [BC] on a : :-ﬁ= %{A_ﬁ{-m
2.1 est le milieu du segment [AB] si et seulement si

1)2A1 = AB; 2)H=%A_B’; 3)AB=2IB; 4)IA+IB=0.

2.3.3. Expression de la norme

Propriete

7 S8i dx)dans une base orthonormée, alors ” w ” =/’ +9°.
Y

Legon 8 EEIE Vecteurs et points du plan
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2 4. Déterminant de deux vecteurs dans une base
2.4 1. Definition

— - T - T
e Soient (4 ,j) unebasede?, u( )et :;( )deux vecteurs. On appelle détermi-
L y yl'

nant de (;, ;;) relativement 4 la base (Ti’, }’) le nombre réel xy’— yx’.

On le note det (;, ;) ;
i L Al
Ona: det(u,;;)= "
Yy

2.4.2. Propriete

e Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul.

Proprietes
o Deux vecteurs forment une base si et seulement si leur déterminant est non nul.

© WMesure algébrique

3.1. Définition

Soit (D) une droite orientée de vecteur directeur unitaire 1.
Soient A et B, deux points de (D).
On appelle mesure algébrique de (A B) relativement ﬁ T,

’unique nombre réel x tel que AB =zi.

Notation
La mesure algébrique de (A, B) relativement a ¢ se note AB.

3.2. Propriété

Soit (D) une droite orientée de vecteur directeur unitaire 1.
Soient M, N et P des points de (D), A un nombre réel.
1) | MN|=MN
2) NM = —MN
3)e MN = MN si et seulement si MN eti sont de méme sens.
e MN = —MN si et seulement si MN et 7 sont de sens contraires.
4 MN=0eM=N.
5) MP = AMN < MP = AMN .
6) MN + NP = MP . (relation de Chasles)

Legon 8  Vecteurs et points du plan
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_Exercices de renforcement

UL Réponds par vrai ou par faux dans chaque cas.

1. Une droite a un seul vecteur directeur.

2. I’axe des abscisses d’un repére a pour équation :
=0,

3. A, B, C et D sont quatre points non alignés.
AB = CD signifie que ABCD est un parallélo-
gramme.

4. Dans un repére orthonormé (Q, I, J) la droite (I)
4 pour équation y =x — 1.

5. Une droite peut avoir deux coefficients d]recteurs
6.5i v =ku alors lanorme du vecteur v —k"?f, ||
7. La mesure algébrique d’un couple de points est
nombre réel,

8. Laxe des ordonnées d’un repére a pour équation ;
y=x

9. Deux vecteurs colinéaires ont le méme sens.
10.s1 (A; AB; AC ) estun repére alors les points
A, B et C sont non alignés.

11. SiA(a ; b) et B(a ; B) alors le coefficient direc-

teur de 1a drmtc (AB) est B (b #0).
12. AM +BM =0 s1gm.ﬁe que M est le milieu de
[AB].

% Soient A, B, C, et D quatre points non alignés du
plan tels que : AD = —AB + AC.
1. Démontre ABCD est un paralle]og‘ramme
2. Soit le point E tel que: BE=BC+BD.
Démontre que : BC = DE.

@m ABCD est un parallélogramme de centre K.

1. Construis les points E et F tels que :

BE=DC;DF=—-CB

2. Démontre que le point C est le milieu de [EF].
{4 ABC estun triangle, I le milieu de [AB].

1. Démontre que pour tout point M du plan,

AM +BM = 2IM.

2. Dans chacun des cas suivants, détermine

I’ensemble (E) des points M du plan vérifiant
la relation donnée.

a) C_Mb=xﬁ g
b) CM=kAB,kcR.
o | am+BM| ==

{89 Soientles points C(y/2;-1);D24/2 ;1) et
E(1; +/2 -3) dans le repére (037, ; ).
Démontre que les points C, D et E sont alignés.

Lecon 8

{8 O estle centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

1. 2) Construis I point D tel que : OD = OB + OC .
b) Détermine la nature du quadrilatére OBDC,

2. a) Construis H tel que : OH = QA + OD.
b) Détermine la nature du quadrilatére OAHD.

1 .
Justifie que : =1/_2-1.

" et D1
Soit( 1,7 ), une base orthonormée de 1/, les vecteurs
S et T sont tels que :

a) Justifie que les vecteurs S et T sont colinéaires.

b) Calcule la norme du vecteur i

8 Construis la droite passant par le point A (-2 ; 3) et

-1
de vecteur directeur u( )

T8 Observe ce puzzle d’crigine chinoise.
= D

[
R e
aieil L Lt
el
. (2
H G < @
@) ¥
G
(2 ()
b p%
A E B

Compleéte par le point qui convient :

1. GF+IC=H.... ; 2E§+ﬁ G
4JF+I ..... =DH ;

—_— — =

; 6. I +GF = B+ ...H.

— e —

5. ID+HI=QG...

40’ On considére la figure ci-dessous.
Feris les vecteurs suivants en fonctionde # etde v :

BP = ; OC=e ; EP= =
MA = oo U :

SL+FK = ; NI+PK =
BF+%E\I.-= .............. DI+ RO= ...
GD +2RJ =

Vecteurs et points du plan
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éxercfces

— —
U et v étant deux vecteurs non colinéaires donnes.

Détermine et construis un représentant du vecteur
X sachantque:2(Xx +3u )2v =-é—(4v -2Xx)
Soient les points E (1 ;2); F(3;-1) etG(—-2;5)
dans le repére (O _;3)

Détermme les coordonnées du point M tels que
EM =7 EF =3 GF

Soit (_f, }?) une base de .

Soient ) ;
4 / 12
Réponds par vrai ou par faux.

1. Les vecteurs # et v sont colinéaires.
2. Le vecteur u +V est colinéairea 1 + 7
=

3. Levecteur £ — v _est colinéaire d 4 + J-

On considére un triangle ABC.

1. a) Construis le point E tel que : AE =3AC.
b) Construis le point F tel que : AF = +AB .
11—

¢) Construis le pomt G, tel | que:: FG = 3AC.
2. a) Démontre que BE=3 FC.

b) Déduis-en que les droites (CF) et (EB) sont
paralléles.
3. a) Compléte les égalités suivantes par les
nombres qui conviennent : BF =... AB et
FG=.. AC.
b) Exprime BG en fonction de AB et AC .
4. a) Soit I le milieu de [AC].
Compléte I’ égalité suivante : Xi = e E ;

b) Exprime le vecteur BI [ comme combinaison
linéaire des vecteurs AB et AC.

¢) Exprime le vecteur %Ei comme combinaison

Legon 8

linéaire des vecteurs AB et AC .

d) Déduis de ce qui précede que les points B, G et
I sont alignés.

45 1. Représente dans un repére (O ,;J) les points

A(2:-3);B(5;:4);C0; l)etD(g g )

2. Démontre que les droites (AB) et (CD) sont
paralléles.

3. Justifie que les droites (AC) et (BD) sont sécantes.

Détermine les valeurs de x pour lesquelles les
points A, B, et C sont alignés.

aA)A(x;2),B(l;—-4)etC(-2;5).
b)A(% ;0):;B(;x+2)etC(-2;5).
)A(x;2);B(1;x)=tC(;~-2).

Dans un repére orthonormé (0 ;_i’,_'») , on donne
lespoints A(2;7);:B@; 1)etC(-5;2).
1. a) Fais une figure et détermine par le calcul les

—_— —  —

coordonnées des vecteurs AB et BC et AC .
b) Déduis-en les longueurs AB, AC et BC.
2 a) Construis le point M tel que :

AM = %E %B_é Donne les coordonnées du
point M.
b) Détermine par le calcul les coordonnées du

point M.

| Soit ABC un triangle rectangle isocéle de sens direct.

Cest le milieu de [AB] et I est le milieu de [CC'].
Dans tout I’exercice, on considére le repére
(A;AB, AC).

1. Fais une figure.

2. Prouve que les couples de coordonnees de C’etl

w

sont respectivement : (- 9 : 0) t( )

3. a) Place le point E de coordonnees (1 1).
b) Détermine une équation de la droite (A)
passant par E et de vecteur directeur BC .

(A) et (A”) sont deux droites sécantes en A. soit [

un point de (A) distinet de A et J un point de (A”)

distinct de A. e Se—

1 Démontre que ( A, AT ) est une base de V"
a) Construls les pomts B et C tcls que :

AB=2A1 - AJ et AC=Al +4A] .

b) Détermine les coordonnées de BC dans la
base ( AL, AT).

3. Détermine dans le repere (A, 1, I).

Vecteurs et points du plan
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Lozire

a) Les coordonnées du centre de gravité G du

triangle ABC.
b) Les coordonnées du point D tel que ABCD soit

un parallélogramme.
4. Démontre que les points B, D et G sont alignés.

Soit ABC un triangle.
1. Construis les points E, D, F, tels que :

EB—%E Kﬁ—iﬂ?
—— 5-—:-

AF = ——AB + 5AC.
2 2 e
2. 2) Justifie que : DF = —5AB+AC ;
et DE = % o %AC.
b) Démontre que les points E, D et F sont alignés.
3. a) Construis le point K milieu de [AB].
b) Justifie que : CK = -%"AB —AC.
¢) Deduis de ce qui précede que les droites (DE)
et (CK) sont parall¢les.

Soient ( ?, ; Yune base de V"

—_

Soit deux réels x et y et les vecteurs u, vet w
définis par :uw = (25— 1)+ 57,
;=x?+(3y+2)? et ;: 5?+(y+1)3r.

a) Détermine les valeurs de x et y pour que

e e =

ttrv=w.
b) Déduis-en dans ce cas, les coordonnées de

hee R =
chacun des vecteurs «, vet w .

L’unité de longueur est le centimétre, AEC est

un triangle rectangle en B tel que : mes A = 30°

et BC=2.

1. Calcule AC et AB. _—

2. E est le point défini par AE =§AB x

La paralléle a (BC) passant par E coupe (AC) en F.
a) Fais la figure.
b) Calcule les distances AE et EF.

—

Décompose les vecteurs w et v comme
combinaison linéaire des vecteurs @ et b .

U

2y

I

.
‘--._______‘

Legon 8

24 Le plan est rapporté a un repére (O ,??) y

1. Construis la droite (A) passant par le point

—

A(—1 ; 3) et de vecteur directeur

2. Construis la droite (D) passant par le point
B(0 ; 4) et de vecteur directeur ;

3. Construis la droite (L) passant par le point
C(-5; -2) et de vecteur directeur E( Z ) ;

4, Construis la droite (/) passant par le point
D(2 ; —3) et de vecteur directeur ;:( i ) ;

%ﬁ

. On donne trois points A, B, et C du plan. M est un
pomt quelconque du pian On pose :

u MA 4 MB +3 MC

1. Démontre que u ne dépend pas du point M. _
2. Construis le représentant d’origine A du vecteur 0 .
3. Démontre qu’il existe un unique point N tel que :

— — —

2NA+NB-NC=0.
4. Construis N.

=% (4,7 )estune base orthonormée de 1.
On donne les vecteurs 22 (2; 3) ;v (2:—4) et
W (o ; —2) ol & est un nombre réel.
—_ = — - =
1. Calcule det(2 ; v );det(u# =3V ;v +u et
det(v ;—i ).
2. Détermine a pour que :
a) i et W soient colinéaires.

b) v etw soientcolinéaires.

' ABC est un triangle.

1. Construis les pomts M, N, et P tels que
BM=3BA; BN= gBC AP=AB +2AC.
2. Démontre que (MN) et (AC) sont paralleies.
3 Eet F sont deu:x pomts tels que :

AE BC et BF AC
Démontre que C est le milieu de [EF].

' Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, 1) ;
A et B sont des points distincts du plan.
1. Démontre qu’il existe un unique point G du plan
tel que: 5 GA—2GB=0.
2. Démontre que. 0G _estune combinaison linéaire

des vecteurs AO et OB

3 4
3. On donne : A( 575 ) et B(-2;-1).

Vecteurs et points du plan
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a) Démontre que AQ est un vecteur unitaire.
b) Détermine les coordonnées du point G dans le
repére (O, 1, J).

/! Le plan est muni d’un repére quelconque
(0:7.7).

On considére les points A(3 ;3) ; B(-3;3) et

C(3;-3).

- Soit M un point du plan de coordonnées (g ; 0).

- Soit N un point du plan de coordonnées (0 ; &) ou

a et b sont des nombres réels.

1. Détermine les coordonnées des vecteurs AM et

BM ainsi que les coordonnées des vecteurs AN
et BN.
2. Calcule det( AM AN ) et det( CM ; BN )eten

déduis que det( AM AN )= det( CM BN)

3. Démontre que si les points A ; N et M sont
alignés alors (CM) / (BN).

4. Démontre que si (CM) et (BN) sont parall¢les,
alors les points A, M et N sont alignés.

_ Exercices d’approfondissement

3g Le plan est muni dun repére (O, L, 1).
ABC est un tnangle et G le point du plan vérifiant
3 GA + AB + AC O
1. Démontre que G est le centre de gravité du
triangle ABC.
2.Ondonne A(-1;3); B(1;-2)etC(4;2).
Détermine les coordonnées de G dans le repére
(0,1, 1).
3, a) Justifie que (A, B, C) est un repére.
b) Détermine les coordonnées de G dans le
repére (A, B, C).

131 Le plan est muni d’un repére (O, 1, J). On donne

les points M(—1 ;4) ; N(—3;3) et P(2; 2).

1. a) Détermine les coordonnées du vecteur

2MN +MP .
b) Déduis-en les coordonnées (x,,; y,, ) du point
D tel que MD =2MN + MP "

2. Soit E le point tel que NE=—3NP.

Détermine les coordonnées du point E.

3. Démontre que les points M, E et D sont alignés.

32 ABCD est un carré de c6t¢ 4 de centre O et I milieu
~ dusegment[BClL.
1. a) Démontre que OA +0B +0C + OD 0.

Legon 8

b) Déduis-en que
MA + MB + MC + MD =4MO .
2. Détermine et construis ’ensemble des points M
du plan tel que :

IMA +MB +MC +MD | = - MB - MC I.

23" Soit ABC un triangle et I le milieu du scgment [BC]
1. Construis le point N tels que : AN= g AB+AC.

2. Soit P le point tel que : 3P_B"+2Pc=o .
a) Démontre que: BP ——BC
b) Construis le point P.

—

3. Démontre que : AP E AB L AC

a) Démontre que : 5AP=2AN.

b) Déduis-en que les points A, N et P sont alignés.
4, a) Justifie que (E ; AC ) est une base de V.

b) Détermine les coordonnées des vecteurs AN

et AP danslabase(ﬁ, E).

¢) Déduis-en le résultat de la question 3. b).
5. Détermine les coordonnées des points N et P dans
le repére ( I,A_BF;I(E)‘

34 A, B et Csont trois points non alignés.
1. Construis les points M, N, P, Q d¢finis par :

AM“—%AB BQ— LAB +CB

AN = —§AC; CPZ?.AB—BQ;__ .
2. a) Démontre que les vecteurs MN et BC sont
colinéaires.
b) Déduis-en que les droites (MN) et (BC) sont
paralléles.
¢) D et E sont les milieux respectifs des segments
[BC]et [MN].

Démontre que les points A, D et E sont alignés.

35 ABC estun friangle. I est le milieu de [AB].
Les points J et K sont définis par les égalités

PR S -

vectorielles : JC 2JA et "'*%KC.

—_—

1. Exprime Al et AK comme combinaison des

vecteurs ﬁ et :kré ;
2. Démontre que les points I, J et K sont alignés.

Vecteurs et points du plan




36 Yao, €léve en classe de Seconde C, découvre sur
le Net la figure ci-dessous avec les hypothéses
suivantes :

ABCD et AIIK sont deux parallélogrammes ;
Al —%AB Al= %AD
Le point M est I'intersection des droites (DI) et (BJ).
L'une de ses camarades de classe, Mariam, affirme
que les points M, K et C sont alignés.
Pour les aider, leur professeur de mathématiques
donne les instructions suivantes :

D

C

A i B

On considere le repére (A ; AB, AD ).
1. Détermine les coordonnées des points : [; C ;: D
et K dans le repeére (A ; AB, AD).
a) Démontre qu’une équation cartésienne de la
droite (DI) est: 3x + 2y~ 2 =0,
b) Détermine une équation cartésienne de la
droite (BJ).
2. Dis si Mariam a raison et justifie ta réponse.

a7t Pour désenclaver les villes A, B, C,D, E, Fet O,
le gouverneur de la région du Nayala souhaite la
construction de plusieurs routes bitumées. L’état du
terrain et la minimisation des cofits de constructions
exigent des routes droites qui relient les villes O et
F; CetE;FetD.

Le gouverneur souhaite savoir si la construction
d’un échangeur est nécessaire. Ali, éléve en Seconde
C découvre la figure et les informations suivantes :
OABC et ADEF sont des carrés tels que QA =3 et
AD=1.

Il la montre & ses camarades de classe.

Ceux-c1 sollicitent leur professeur de mathéma-
tiques afin de les aider a vérifier si les routes (OF) ;
(BD) et (CE) sont concourantes.

Le professeur leur donne les indications suivantes :
Considére le repére (O i ?, ;) .

1. Détermine les coordonnées des villes A, B, C,
D, E et F dans ce repere.

2. Dis si la construction d'un échangeur est néces-
saire. Justifie ta réponse.

Legon &

,__,...,-

WP&M\‘-

% 2. Considére le repére ( I,IB; ? AC ).

o
L*a

5 Vérifie que les coordonnées du point M vérifient
I’équation de la droite.

| Détermine des équations de deux droites.

Détermine les coordonnées de leur point
d’intersection ¢t vérifie si ce point appartient
a la troisiéme droite.

Vecteurs et points du plan




ANGLES INSCRITS

Un metteur en scéne dispose de spots qui peuvent éclairer sous
un angle de 60°. Chague spot éclaire la scéne sur toute sa largeur.
Ol doit-il les placer s'il veut éclairer une scéne de 10 métres de large ?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Dans ses recherches sur internet le jeune Pedou, éléve en
Seconde C, a découvert le dispositif optique ci-contre qui est
composé d’une source lumineuse, d*un miroir et d’un détecteur.
Les trois éléments cités sont situés sur un cercle imaginaire
appelé cercle de focalisation de Rowland.

Pédou est intrigué par le fait que, bien qu’ayant des trajectoires
différentes, les rayons lumineux issus de la source et
réfléchissants sur le miroir aboutissent tous sur le détecteur.

Pour comprendre ce phénoméne, il décide avec ses camarades
de classe d’étudier les angles inscrits.
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HABILETES ET CONTENUS

| 1 JAngies nscrits

Connaitre :

e la relation entre un angle inscrit et I'angle au
centre associé

e la propriété relative aux mesures d'un angle
inscrit défini par une corde et une demi-tan-
gente et de 'angle au centre associé

e la propriété relative aux mesures de deux
angles inscrits interceptant le méme are

e |a propriété relative aux mesures de deux
angles inscrits interceptant deux arcs de
méme longueur

o la propriété relative aux mesures de deux
angles inscrits interceptant deux arcs de
mémes extrémités

e la propriété relative a la bissectrice d'un
angle inscrit et I'arc que cet angle intercepte

Déterminer : 1la mesure d'un angle en
utilisant les propriétés des angles inscrits

' Justifier : une égalité d'angles en utilisant les
propriétés des angles inscrits

2 JAvcs capables

ldentifier : deux arcs capables d’un angle donné

Construire : un arc capable de mesure donnée

3 | Relations metriques dans un triangle

Connaitre :
e la propriété relative a I'aire d'un triangle ;
e le théoréme des sinus

Calculer : des aires, des longueurs et des
mesures d'angle en utilisant les formules
d’aire ou le théoréme des sinus.

4 | Polygones reguliers

Connaitre :
e la définition d’un polygone régulier
e les propriétés relatives aux polygones réguliers

Construire :un polygone régulier

Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux angles
inscrits

é

1. Recopie et compléte la phrase suivante en utilisant les expressions « au centre » et « inscrit .

Dans chacune des figures 1 et 2, 'angle AMB est un angle
2. Dans chacune des figures 1 et 2,

—
etl’angle AOB estun angle

..............................

a) Identifie I’arc intercepté par chacun des mgleiéfﬂ}fB .@ :
b) Mesure, 4 I’aide d’un rapporteur, les angles AMB et AOB. -
¢) Trouve une relation entre la mesure de 'angle AMB et celle de AOB.

. Sur la figure 3,

a) Mesure, 4 I"aide d’un rapporteur, les angles @ et @ :
b) Calcule la somme des mesures des angles AMB et ANB.

Lecon @
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La mesure d’un angle aigu inscrit dans un cercle est la moitié de la mesure de ’angle au centre
ass0Cié. '

La mesure d’un angle obtus inscrit dans un cercle est la moiti¢ de la mesure de I’angle au
centre associ¢ otée de la mesure de Iangle plat.

Exercices de fixation

On donne mes AOB = 100°,

Détermine, en justifiant, la mesure de
-

I’angle AFB.

Pour les exercices 1, 2 et 3,
on consideére la figure ci-contre.

2 On donne mes AEB = 60°.

; Détemﬁll&h en justifiant, la mesure de
On donne : mes AOB = 100°. P’angle AFB.

Détermine, en justifiant, la mesure de 'angle AEB .

1.2. Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangente

Dans la figure ci-contre :

o A et B sont deux points du cercle (€) de centre O non diamétralement opposées ;

o [ est le milieu de [AB] ;

o la droite (AF) est la tangente a (€) en A.

1. Démontre que les droites (OI) et (AF) sont sécantes.

On note E leur point d’intersection.

2. Démontre que : mes ﬁB —mes A0T . (Tu pourras utiliser les triangles AOE et AIE)
3. Déduis-en que : mes EAB - ﬁ mes AOB

4. Exprime alors la mesure de 1’angle FBA en fonction de celle de AOB .

(€) estun cercle de centre O et (TT’) Ia tangente a (€) en A.

—— 1 — ./"--.r 1 e
mesBAT = ﬂz-mesAOB et mesBAT = 180° — -z-mesAOB.

Exercices de fixation

Pour les exercices 1 et 2,
on considére la figure (©)
ci-contre.

——
On donne mes IKJ =23°,
Détermine, en justifiant, la mesure de I’angle NLJ .

On donne : mes JIM = 150°.
Détermine, en justifiant, la mesure
de I'angle JLI .

1.3. Angles inscrits interceptant le méme arc

Dans la figure ci-contre : B ©)
« A, B, M et N sont des points du cercle (€ ;

e la droite (AE) estla tangente a (‘(,“) en A.

1. Justifie que les angles AMB et ANB ontla méme mesure.

2. En utilisant le résultat de activité 1.2, justifie que les angles AMB et BAE ont la méme mesure *
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Des angles inscrits qui interceptent le méme arc ont la méme mesure.

Exercices de fixation .

Sur la figure ci-contre, la (e) Sur la figure ci-contre, la

droite (FA) est la tangente B droite (PS) est la tangente

au cercle (€) en A. au cercle (€) en P.

——

On donne : mes ABE = 37°, On dg:_]_.T; :

Détermine la mesure mes SPQ =29°

de I’angle FAE. A E Détermine la mesure de

—
I'angle PRQ). R
g ®)

1.4. Angles interceptant des arcs de méme longueur

Dans la figure ci-contre :
® A, B, E, F, Met N sont des points du cercle (€)) de centre O ;
ela dr(nte (IG) estla tangente & (€)enG;

o les arcs EF, AB et GI _ont la meme longueur
1. Justifie que les angles AOB EOF et GOH ont la méme mesure.
2. Déduis-en que les angles AMB, ENF et IGH ont la méme mesure.

Des angles inscrits qui interceptent des arcs de méme longueur ont la méme mesure.

Exercices de'fixation

Détermine les mesures de
tous les angles présents sur
la figure ci-contre, sachant
que mes FAE = 22,5° et
que les points A, B, C, D, D
E, F, G et H sont régu-
lierement repartis sur le
cercle (ils sont tels que le
cercle est subdivisé en 8
arcs de méme longueur).

CEETE ey

W Sur la figure codée ci-dessous, la droite (RU)
est la tangente au cercle (€) en U.
—

On donne : mes OSE = 43°,
Détermine la mesure

de 1’angle DUR .

1.5. Angle inscrit et bissectrice

Sur la figure ci-contre :

® A, B et P sont des points du cercle (€) de centre O :

® la droite (BE) est la tangente 4 (€') en B ;

@ la demi-droite [PI) est la bissectrice de I’ angle A/}_’HB

® la demi-droite [BI) est la blssectnce de ’angle ABE .

L. a) Justifie que les angles API et l’j’-ﬁ ont Ja méme mesure.
b) Déduis-en que les arcs AI et BI Bl ont la méme longueur.

2. a) Justifie que les angles ABI et EBI ont la méme mesure.
b) Déduis-en que les arcs AT et BI ont la méme longueur.
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La bissectrice d'un angle inscrit partage 1’arc intercepté en deux arcs de méme longueur.

Exercices de fixation

i Dans la figure ci-contre : I

e M, A, I et N sont des

points du cercle (€) ;

e la demi-droite [MI) est N
lafgihssectrice de l’angle

AMN.
Compare les longueurs

des arcs Alet NI.
Justifie ta réponse.

(€)

Activité 9 Arcs capables

Objectif de I'activité : deux points distincts A et B étant
donnés, construire un point P tel que : mes APB =30°,
Pour ce faire, nous allons utiliser le résultat de "activité 1.2.
1. Trace un segment [AB] puis une demi-droite [AT) tel
que mes BAT =30°.

2. Trace la perpendiculaire & (AT) en A et la médiatrice de
[AB]. Note O le point d’intersection de ces deux droites.
3. Trace le cercle (€) de centre O passant par A.

4, Démontre que la droite (AT) est tangente au cercle
(€) en A et que (€) passe par B.

T Ty L T T T

gy

Dans la figure ci-contre :

@ O, K et D sont des
points du cercle (€) ;
® la droite (NQ) est la
tangente 4 (€)en O ;
® la demi-droite [OK) est

la bissectrice de 1’angle

-
DON.
Compare les longueurs des acrs KOet KD.
Justifie ta réponse.

5. Soit P un point du demi-plan de bord (AB) contenant
O tel que mes APB = 30°.

Démontre que P appartient a (€).

6. Réciproquement, soit R un point appartenant au
cercle (€)) et au demi-plan de bord (AB) contenant P,
Démontre que mes ARB = 30°,

7. Construis le symétrique (€”) de (€) par rapport a la
droite (AB).

8. Place, dans le demi-plan de bord (AB) ne contenant pas
le point P, un point Q sur (€”) et mesure I’angle A’aﬁ i

Les deux arcs de cercles ci-conire obtenus a partir de la figure de Iactivité s’appellent B

arcs capables.

Exercices de fixation

I
.
-

e L L L L LT P TP R TR TP P PP

w Place deux points A et B tels que AB = 8 cm.
Construis I’ensemble des points M tels que :

mes Aﬁ = 60°.

SresssEsERTErERRERER e e T P T

7%y Détermine 1’ensemble

décrit par le point M
sur la figure ci-contre.

Acﬂw'tes_e_ﬂelatlons métriques dans un triangle

3.4. Aire d'un triangle

Sur la figure ci-contre, ABC est un triangle et H est le pied

de la hauteur issue de C. On note +{ I’aire de ABC.
1. Donne ’expression de #. .
2. Exprime HC en fonction de sin BAC.

3. Déduis-en 1’expression de .+{ en fonction de sin BAC.

4. Donne ’expression similaire de.4 en fonction de sin A’Eé et celle en fonction de sin ﬁ .
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ABC est un triangle et . son aire.

Ona:d= §BXAstmBAC= + BA % BC % sin ABC = CA%CBxsinACB.

e

Exercices de fixation

B T

w ABC est un triangle tel que : ABC est un triangle d’aire ABC est un triangle d’aire
AB=5cm, BC=3cmet 12 em? tel que : AC =7 cm 24 cm? tel que : AC = 6 cm,
mes Aj‘_?(‘:,' = 3(°. et mes 21’59 = 60°, AB=9cm.

Calcule I'aire de ce triangle. Détermine la longueur du Détermine la mesure ﬂondie
coté [BC] de ce triangle. au degré de ’angle BAC'.

3.2. Théoréme des sinus
1. a)Trace un triangle ABC et le cercle (€) circonscrit a ce triangle (On prendra I’angle en A aigu).

On note « l'aire du triangle ABC. Sachant que : o = % ABxACxsind , exprime B(.i en fonction de 4.
b) Construis le centre O du cercle (€). sin4

2. Soit D le point diamétralement opposé au point C ¢t r le rayon du cercle (6).
a) Justifie que les angles CAB et CDB ont la meéme mesure.

b) Trouve une relation entre -,B% et le rayon r du cercle ().
sin

ABC est un triangle, s son aire, (€) son cercle circonscrit ¢t r Ie rayon de (€).
BC _ ABXACXBC _,_

Ona: = =

" sinA 240

_ Exercices‘ de fixation

araseas sessseraana R

20 Soit ABC un triangle tel que @ Soit ABC un triangle tel que Soit ABC un triangle tel
— . —
AC=7cm,BC=5cmet BC =5 cmet mes BAC =60°. que mes ABC =45°,

mes ACB =30°. Calcule le rayon du cercle Le rayon du cercle circons-
Calcule I"aire du triangle ABC. circonserit au triangle ABC, crita ABC est 1,5 cm.
Calcule AC.

Activité o *Polygones réguliers

1. Construis un triangle équilatéral ABC. Construis le cercle circonscrit au carré EFGH et note
Construis le cercle circonscrit au triangle ABC et note I son centre.
O son centre. Donne les mesures des quatre angles du carré.
Donne les mesures des trois mg}iidu E\angle.ﬁ Trouve les mesures des angles EE, F?&j i,
Trouve les mesures des angles A0C, BOA et BOC. ot Bic

2. Construis un carré EFGH.

Dans un triangle équilatéral comme dans un carré, les cbtés ont la méme longueur et les
angles ont la méme mesure : ce sont des polygones réguliers.

Si A et B sont deux sommets consécutifs d’un polygone régulier, alors mes AOB = ggg ,0u
O est le centre du cercle circonscrit au polygone et 7 le nombre de c6tés du polygone.
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Exercices de fixation

& Pour chacune des figures ci-dessous, précise s7il sagit ou non d’un polygone régulier. Justifie ta réponse.
B 1
a) b) c) _
C H '
A - ._
E = N
" :
L
e) p B M
L 1
T
H
U A E

m Le polygone ci-contre est un polygone w Trace un cercle de centre O.
régulier de centre O. Place deux points E et I sur ce cercle
A

Détermine la mesure de I'angle A0B. B tels que mes EOF = 60°.

Construis dans ce cercle le polygone
régulier dont E et F sont deux sommets
consécutifs.

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Déterminer des mesures d’angles

On considére la figure ci-contre dans laquelle :
- les points E, D, F, N, M et G appartiennent au cercle de centre I ;
- le segment [GD] est un diamétre du cercle.
= —_—, —
1. a) Justifie que la mesure de ’angle GEF est égale a celle de 'angle GDF .
b) Quelle est cette mesure ? Justifie ta réponse.
2. a) Justifie que la mesure de I’angle GMF' est égale 4 celle de 'angle NGF .
—
b) Calcule la mesure de NGF'.

1. a) Dans le cercle, GEF et GDF sont deux
angles inscrits interceptant le méme arc GF .

Or, dans un cercle, si deux angles inscrits inter-
ceptent le méme arc, alors ils ont la méme mesure.

Pour calculer que deux angles ont la méme mesure,
on peut justifier que ces deux angles sont inscrits et
interceptent le méme arc.

Donc : mes C’T'EF‘ = mes Cﬁ‘ :
b) Dans le cercle, GIF est I’angle au centre associé aux angles inscrits GEF ot GDF . De plus mes GIF = 130°.
Or, dans un cercle, la mesure d’un angle inscrit est égale 4 la moitié de la mesure de ’angle au centre associé.
Donc : mes GEF = mes GDF = %—mesa}}: =130° + 2=65°.

———

o f—
2. a) Dans le cercle, GMF et NGF sont deux angles inscrits interceptant le méme arc GF .
Or, dans un cercle, si deux angles inscrits interceptent le méme arc, alors ils ont la méme mesure,

Donc : mes GMF = mes NGF .
b) Dans le cercle, GIF est[’angle au centre associé a I"angle inscrit NGF . De plus N et I sont de part et d’autre
—— o
de la droite (FG). Donc : mes NGF = 180° -—é— mes GIF' = 180°—130° + 2 = 115°.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercicee Démontrer la formule du sinus et I'appliquer

ABC est un triangle quelconque dont les angles sont aigus et H est le pied de la hauteur issue de C.
On note S 1’aire de ABC e¢ton pose : AB=¢, AC=betBC=a.

1. a) Démontre que : S = %_ besin A .

b) Donne deux autres relations similaires exprimant S.

¢) Déduis-en la « formule du sinus » : _aﬁ O € .

sind sinB B sinC

2. Application :
EFGH est un quadrilatére tel que : it
* mesEHG = 60° mesGEH = 25°, mesEGF = 30°;
*HG=8etFE=35,
a) Calcule la longueur EG 4 0,1 preés.
b) Détermine la mesure de I’angle EFG.

C
; * Pour calculer la longueur d'un coté dans un
i quadrilatere, on peut utiliser le théoréme des sinus.
i e Pour déterminer la mesure d'un angle dans un
" - i triangle, on peut utiliser le théoréme des sinus.
H
1 6) O _%_ AB x CH = %c % CH. E)g%ppliquons le théoréme du sinus dans le triangle
Or dans le triangle CHA rectangle en H, ona: a EG EF GF g
oo LR sl e O — =S il
sind = AC = soit CH=bhsinA . sin EFG  sinEGF  sin FEG
Donc:8=4exCH= 3¢ xbsinA. 64 8. d
iy 3 .4-_""‘-; SiIl 5 .
Conclusion: § = %-bcsinfl I s EFG s FEG
_—
b) Les deux autres relations sont : Par conséquent : sin EFG = "i‘g‘#m' = 0,609.
- ENE N e :
S=GabsinC etS= GacsinB . Doncmesﬁ?;M,E“.

1 = | o | e
Ona:8= 5bhesind = 5 = 5ab s
c)Ona 5 besin 5 acsin B = 5 absinC

Par suite : besin A = acsin B = absin C

1 £ 1 - 1
besind  acsinB  absinC
ghe __ abe ‘@bt
besinA  acsnB  absinC

a L

sind sinB sinC

2. a) Appliquons l¢ théoréme du sinus dans le triangle

EGH. '
Ona: Hi= EE--...: Jr"‘.Fir-m,mit
sinGEH sinEHG sinEGH
B O S
‘ _ Bxsinb0°
Par conséquent : EG = TS
EG=164
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Resume de cours |

@ Angles inscrits

1.1. Relation entre mesure d'un angle inscrit et celle de I'angle au centre associé

©)
1.1.1. Rappels

a) Arcs de cercle

Deux points distincts A et B d*un cercle

e - Le petit arc (en rouge) est noté 4B.
définissent deux arcs de cercles. o=

- Le grand arc (en vert) est noté AB.

B

Remargue

Lorsque [AB] est un diamétre, les deux arcs de cercle ont la méme longueur.

b) Angles au centre

Boi i n | Dans un cercle, un angle au centre est un angle dont le sommet est le
: centre du cercle.

L'angle AOB est I’angle au centre qui intercepte 1’arc 4B.
¢) Angle inscrit C

S i) Dans un cercle, un angle inscrit est un angle dont le sommet est un point
' du cercle et dont les cotés coupent ce cercle en deux points distincts. \’
o

L’angle GSD estun angle inserit qui intercepte 1’arc CD.

Remarque

e [’angle inscrit AMB 1nterccptel arc AB lorsqu’il est aigu et 1’arc AB lorsqu’il est obtus.

e ]’angle au centre A0B intercepte dans tous les cas de figure I’arc AB carla mesure d’un angle
géométrique n’excéde pas 180°.

1.1.2. Relation entre mesure d'un angle inscrit et celle de I'angle au centre associé

Ssiae | Soit A et B deux points distincts d’un cercle (¥)) de centre O.
Soit M un point de (€) distinct de A et B.
= S§i M et O sont du méme cdté de la droite (AB),

alors mes AMB = %mes;@.
> 8i M et O sont de part et d’autre de la droite

(AB), alors mes A’ﬂ}‘fB =180°— -%— mes ZE)"B 2

Soit A et B deux points distincts d’un cercle (€') de centre O.

Soit M en N deux points de () distincts de A et B.
*SiMet N sont du méme coté de la droite (AB),
| alors mes AMB = mes ANB.

E °SiMetN sont de de part et d’autre de la droite
(AB), alors mes AMB =180° - %mes ANB.
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Résume de cours

Bgmarg@

La mesure de I’angle au centre est le double de Ia mesure de I’angle inscrit associé.

1.2. Angle inscrit défini par une corde et une demi-tangente

HELEEHY Soit [AB] une corde d’un cercle (¥), qui n’est pas un
diamétre, [AT) la demi-tangente en A a (¢') contenue
dans le demi-plan de frontiére (AB) ne contenant pas le point O, -,
[AT”) I'autre demi-tangente en A.

Ona: mesTAB = 5 mesAOD et mesT"AB = 180° — 5 mesAOB.

argue

© Les angles TAB et TAB sont des angles inscrits qui interceptent respectivement les arcs AB et AD .
o Si [AB] est un diamétre et si [AT) et [AT") sont les demi-tangentes en A au cercle (€), alors on a :
- e, —
mesAOB = 180° et mesTAB = mesT"AB = 90°.

1.3. Angles inscrits interceptant le méme arc

[Feslisiey Des angles inscrits dans un cercle qui interceptent le M M
méme arc ont la méme mesure,

A

Les angles ﬂ@, AMB et AMB interceptent tous 1’arc AB.
T . —
Donc mes T4AB = mesAMEB = mesAM'B.

1.4. Angles interceptant des arcs de méme longueur

Des angles inscrits dans un cercle qui interceptent des
arcs de méme longueur ont la méme mesure.

—— —_— —— g "
Les angles TA"B", AMB et AM'B' interceptent respectivement
les arcs A"B" AB et A'B".
De plus les arcs A"B", AB et A'B' ont la méme longueur
e e o
donc mes TA"B" = mesAMB = mesAM'B'.

1.5. Angle inscrit et bissectrice

Hiofzo | La bissectrice d’un angle inserit partage 1’arc M
intercepté en deux arcs de méme longueur.
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e Arcs capables

2.1. Détermination de I'ensemble des points M tels que mes AMB = o

Soit A et B deux points distincts,
o un angle de mesure a° tel que :
0<a<180°

[’ensemble des points M du plan tels que

mes A/J“IZB = @° est la réunion de deux arcs
de cercle symétriques par rapport a (AB).

Vocabulaire

e Ces deux arcs de cercles sont appelés arcs capables d’un angle a°.
o L’arc capable (en réalité le double arc capable) relatif 4 un segment [AB] et & un angle o
est le lieu géométrique des points d’oti I’on “voit” le segment [AB] sous I"angle .

Rem e

Soit M un point du plan distinct de A et B.
——
o L’cnsemble des points M tels que mes AMB = 0° est la droite (AB) privée du segment [AB].
"
e L’cnsemble des points M tels que mes AMB =180° est le segment [AB] privée des points A et B.

2 9_Construction de 'ensemble des points M tels que mes AMB =8°
Soit A et B deux points distincts, 8 un angle de mesure 0° tel que : 0 < 6°< 180°.

Programme de construction

Methode 1 &

e Tracer le segment [AB] ;

@ Placer un point T tel que : mes TAB =6° :

© Construire le point O, intersection de la perpendiculaire a (AT) en A et de la médiatrice de [AB] ;
Construire I’arc de cercle de centre O et de rayon OA situé dans le demi-plan de bord (AB) ne contenant

® pas le point T ;

 Construire le symétrique par rapport  (AB) de cet arc de cercle ;

o L’ensemble cherché est la réunion de deux arcs de cercle symétriques par rapport a (AB).
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Méthode 2

@ Tracer le segment [AB] ;
e Construire deux triangles OAB et O’AB isocéles respectivement en O et O’ tels que les

angles de bases mesurent chacun (180 -2 0) + 2.
e Tracer deux arcs de cercle, de centre O et (’, passant par A et B.

Exemple : Pour 0=40°,0ona: (180—2 x 40) + 2= 50°. On obtient la séquence suivante :

On remarque que dans la construction ci-dessus, on utilise la relation qui dit que la mesure
d'un angle inscrit dans un cercle est la moitié de ma mesure de 1’angle au centre associe.

Remarque

L’ensemble des points M du plan tels que mes AMB = 90° est un cercle de diamétre
[AB], privé des points A et B.

9 Relations métriques dans un triangle
3.1. Aire d’un triangle

Frgeiiai ) Soit ABC un triangle et o« son aire. C
Onpose :BC=a;AC=hectAB=rc.

Ona:od = %bcsinﬁz-%—msm§= —%—absin e

3.2. Théoreme des sinus

Soit ABC un triangle, « son aire, (€) son cercle
' circonscrit et r le rayon de (€).
Onpose:BC=a;AC=betAB=c.
a [ S e e Gl 2
7.

Ona: e I e I =S
sind sinB sinC 24
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Résumeé de cours

Remarque

On peut appliquer le théoréme des sinus pour :

e Calculer la longueur d>un c6té d’un triangle connaissant la mesure de deux angles et la
longueur d’un coté.

e Calculer la mesure d’un angle d’un triangle connaissant les longueurs de deux cOtés et la
mesure d’un angle non comptis entre ces deux cHtés.

@ Polygones réguliers
4.1. Définition

Un polygone régulier est un polygone dont tous les c¢6tés ont la méme longueur
et dont tous les angles ont la méme mesure.

Exemple : Un triangle équilatéral et un carré sont des polygones réguliers.
4.2. Propriétés

* Tous les sommets d’un polygone régulier appartiennent & un méme cercle.
* Si A et B sont deux sommets consécutifs d’un polygone régulier de centre
_—

O et & n cotés, alors la mesure de 'angle au centre AOB du polygone est
; 360
égaled = =.

Le centre d'un polygone régulier est le centre du cercle circonscrit a ce
polygone régulier.

4.3, Constructions

Triangle équilatéral Carré Pentagone régulier  Hexagone régulier  Octogone régulier

Le tableau suivant donne les noms de quelques polygones :

Nombre de cotés | Nom du polygone Nombre de cotés | Nom du polygone
3 Triangle 9 Ennéagone
4 Quadrilatere 10 Décagone
5 Pentagone 12 Dodécagone
6 Hexagone 15 Pentédécagone
7 Heptagone 20 Icosagone
8 Octogone

Un polygone régulier 4 3 cotés est un triangle équilatéral.
Un polygone régulier 2 4 c6tés est un carre.
Pour les polygones réguliers & n c6tés, n > 4, on ajoute régulier au nom figurant dans le tableau.
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éxercfces

_ Exercices de renforcement

On considere la figure ci-dessous dans laguelle les
points E, F et G sont sur le cercle de centre O.

1. Sachant que mesEHaI:’ = 65°, détermine la me-
sure de I’angle FGF .

2. Sachant que mes ﬁ? =155°, détermine la me-
Sure | de 1’angle au centre associé 4 I’angle inscrit
EFG. o o

G

L]

ﬁ Dans chacun ces cas snivants, o est la mesure d’un
angle.
Détermine a en utilisant les données de la figure,

cas 1

£

49

Dans chacun des cas suivants, détermine la relation
entre a et B sachant que O, et O, sont les centres
des cercles.

88 Soit Fﬂ un triangle isocéle en O et M un point de
I’arc FI du cercle circonscrit & FOI.
Démontre que (OM) est la bissectrice de I’angle
FMI.

Legon 9

{67 TEL est un triangle équilatéral et H est le milieu
de [LE].
() est Ie cercle circonscrit au triangle THL et M
est un point de I’arc L.
Détermine la mesure de chacun des angles }m,
ZﬁfH et Zﬁ}i ;

On donne la figure ci-contre ot ;

-1, J,E, F et G sont sur G B

le cercle de centre O ;

- (TV) est la tangente T

au cercle eﬂ.} i b
-les arcs EI et JF
ont la méme longueur, v
On donne :

mes JFT = 35° et mesEJT = 27°.
Pour chaque ligne du tableau suivant, une seule
r'éponse a, b et ¢ est juste.

Eeris le numéro de la ligne suivi de la lettre qui
correspond & la réponse juste.

a b c
1| Lamesure de ’angle :i’af est| 35° [ 17,5°| 70°
2 | Lamesure de I'angle TG est | 35° | 17.5° | 70°
3 | La mesure de ’angle FIT see| 35° | 27¢ | AP
4 | Lamesure de I'angle TEJ est| 35° | 70° | 145°
5 | Lamesure de 'angle VIJ est | 35° | 17.5°| 70°
6 | Lamesure de 'angle T7J est | 145°| 70° [17,5°

U8 Soit ROI un triangle. Parmi les formules suivantes,
recopie celles qui donnent 1aire de ROL

ZORXOIsinR 5  -LORxOIsin0; |
FROXRIsinR  ;  LROXRIsini;
FIRXI0sin0 ;IR xOsink.

ABC est un triangle.

Le rayon du cercle circonscrit a ABCestr=2.
On sait que AB =5, AC=4 et mes B = 45°,
Calcule 1a valeur exacte de BC.

307 Un triangle ABC a pour aire S = 5 cm?.
Deplus, AB=13 cm et AC =2 cm.
Calcule la (ou les) longueur(s) possible(s) du
troisiéme c6té BC,

Angles inscrits




e;ercfces

@' ABC est un triangle.
On sait que AB =7, AC = 4, mes A =60°
et mes C = 45°,
1. Caleule la valeur exacte de BC.A
2. Calcule la valeur exacte de sin B .

g
el
¥

3’ ABC est un triangle tel que : BC =9, mes B =65°
et mes O = 47°.

1. Calcule la valeur arrondie au dixieme de AB.

2. Calcule la valeur arrondie au dixiéme de AC.

ABC est un triangle avec BC = 4, mes B= % et
mesC =+ . -

3 o~ +
1. Démonire que : sin 4 =-"/2 ] /6 ]
2. Calcule les valeurs exactes de AB et AC.
3. Calcule la valeur exacte de Iaire de ABC.

| Recopie et compléte la phrase suivante en utilisant
les mots : longueur, mesure, régulier, cotés, angles.
« Un polygone est un polygone dont tous

les ...... ont la méme ........ et dont tous les ......
ontlaméme ........... ».

Les polygones suivants sont des polygones
réguliers inscrits dans un cercle.
Recopie et compléte le tableau ci-dessous.

Angle au
cenfre en O

Angle au sommet

1 ié :
Polygone associé en degre

Pentagone

Hexagone

Octogone

Ennéagone

Décagone

Dodécagone

ABCDEFG est un heptagone composu de deux
carrés et de trois triangles

équilatéraux comme l'in- G =B
dique la figure ci-contre.

Dis si ABCDEFG estun c
polygone régulier.

Justifie ta réponse. & B

L’ objet de I’exercice est de construire un pentagone
régulier MARIE de centre O tel que MA =5 cm.

1. Détermine la mesure de 1’angle FOA.
2. Construis le triangle MOA.
3. Construis le pentagone MARIE.

7@ Trace un segment [AB] de longueur 5 cm et
construis 1’ensemble des points Mtels que :
mes AMB =50°.

Lecon 9

Trace un segment [AB] de longueur 7 cm et construis
I’ensemble des points M tels que : mes AMB = 130°.

Exercices d'approfondissement

3 Détermine o sachant
que HA = HO et que AQ
O est le centre du
cercle.

5% Dans la figure ci-contre,
ABCDE est un pentagone
régulier de centre O.
Calcule la mesure de
I’angle DEA.

# Dans cet exercice, on étudie ¢
la figure ci-contre ot :
» ABC est un triangle isocele

telque :AB=AC=4cm; A
s E est le symétrique de B

E
par rapport 4 A.

1. On se place dans le cas particulier ou la mes
ABC = 42°.

a) Construis la figure en vraie grandeur.

b) Quelle est la nature du triangle BCE ?

Justifie ta réponse.

¢) Prouve que I’angle BAC mesure 84°.

2 On se place dans le cas général ou la mesure de
ABC niest pas donnée.

Justifie que pou pourn 1mpurte quelle valeur de AB(

on a: mes FAC = 2mesAB(v“

= Dans chacun des cas suivants, détermine la valeur
de chacun des angles «, B, v ¢t & sachant que O le
centre du cercle.

24) Dans la figure ci-contre,
O le centre du cercle.
Détermine «.

Angles inscrits
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28

20+

0

Dans la figure ci-contre,
ABCDE est un pentagone
régulier de centre O.
Détermine A.

Démontre que si un quadrilatére est inserit dans un
cercle, alors les angles opposés sont supplémentaires.

Démontre la propriété suivante :
ABC est un triangle rectangle en A si et seulement si
sin” 4 =sin? B +sin® ',

On admet que deux angles
supplémentaires ont le méme
sinus.

Soit ABCD un quadrilatére tel
que les segments [AC] et [BD]
sont a 'intérieur du quadrilatére.

P

Démontre que P'aire S du quadrilatére ABCD est
donnée par: S = %AC x BD x sin6, ou 0 désigne

I'angle formé par les diagonales.

Un bateau avance a
24 kmv/h. Pour aller
de B a la ville A, il
devra passer par C
car la profondeur
est insuffisante entre la terre et 17le. A & heures, il
passe en B et le capitaine trouve mes ABC =32°, A
& heures 20 min, le bateau arrive en C. Juste avant de
virer vers A l¢ capitaine mesure ACr et trouve 57°.
A quelle heure le bateau arriverat-il en A ?

Un promeneur marche en
lignes droites 5 km en direc-
tion de I’est, puis 2 km en
direction du nord-est,
Surpris par le mauvais temps, il retourne directe-
ment vers son point de départ en courant.

(Voir figure ci-dessus)

Sur quelle distance a-t-il couru ?

+ La coopérative d’un lycée a
obtenu une parcelle,
représentée par la figure o e
ci-contre, pour la culture &1
de tomate et de carotte, 80,42 m
Lecon 8

Pour une meilleure exploitation de cette parcelle,
les éleves du club veulent connaitre son périmétre
et son aire.

1. Calcule les longueurs des deux autres c6tés de la
parcelle.

2. Détermine le périmétre et I'aire de la parcelle.

Une entreprise de fabrication de colonnes en béton a
distribué des prospectus sur lesquels figure le dessin
ci-dessous.

Il est précisé sur le prospectus que ces colonnes sont
creuses pour en diminuer la masse. Trois modéles
sont offerts : régulier, fort et extra-fort. Ces piliers
sont produits en longueurs de 10 m.

Q0

Des ¢léves d’une classe de 2°¢ C ont regu quelques-
uns de ces prospectus et le chef de classe prétend
que le modele « fort » utilise moins de béton que
les deux.autres. Certains éléves non convaincus dé-
cident de contredire le chef de classc.

L. Un polygone régulier & n c6tés est inscrit dans un
cercle de ravon .

Détermine le périmétre et I'aire du polygone régulier
en fonction de » et de .

2. Caleule le volume de béton pour couler une
colonne de chaque modéle,

Justifie si le chef de classe a raison ou non.

32

Régulier

Déterminer mes ABE sachant que le triangle
ABE est isocéle en A.
En notant I le point d'ig;g@ection de (AD) et

(BE), déterminer mes BAI .
Déduire A dans le triangle BAI.

* Calculer la distance BC en utilisant 1a vitesse
et le temps mis.

= Calculer la distance CA en utilisant le théoréme
de sinus,

* Calculer alors Ie temps mis pour aller de C 4 A.

Utiliser la formule du sinus pour déterminer les
longueurs des cotés et la formule de I'aire pour
déterminer 'aire.

Angles inscrits




ANGLES ORIENTES ET
TRIGONOMETRIE

8 T e P L L e i : Sl PR I S T

Comment un navire repére-i-il sa position en pleine mer ?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Des éleves d’une classe de 2** C ont effectué
une sortie au port. En visite dans un bateau, le
capitaine dudit bateau leur explique I'image
ci-contre accrochée dans une cabine en ces
termes :

« En navigation cftiére, un marin peut se
repérer en visant des amers, c’est-a-dire des
points fixes comme des phares, des balises,
..., visibles et marqués sur la carte. Pour le
bateau B, le relévement de 1’amer A est 1’angle orienté de la demi-droite [BN), direction du nord,
avec la demi-droite [BA) dans le sens des aiguilles d’une montre ».

Trés intéressés alors par le métier de marin, les éléves reproduisent le schéma et décident de
s'informer sur les angles orientés afin de savoir comment le relévement de I"amer permet-il au
marin de se repérer.
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HABILETES ET CONTENUS

Connaitre : la définition de la mesure d'un
angle en radian

Exprimer : la mesure d’un angle en radian

Convertir : des mesures d’angles de degré
en radian et inversement

Déterminer : |a mesure principale d'un angle
orienté dans une configuration donnée

Construire : un angle orienté connaissant la
mesure principale

Placer : le point image, sur le cercle trigono-
métrique, d’un angle orienté dont on connalt
la mesure principale

Connaitre : |la définition du cercle
trigonométrique

Connaitre : Ia définition d'un angle orienté ; Ia
définition de la mesure principale d'un angle orienté

Reconnaitre : deux angles orientés opposés

Lire : la mesure principale d'un angle orienté
sur le cercle trigonométrique

Mesurer : un angle orienté

Exprimer : la mesure d'un angle en radian

G S i

Connaitre :

© la définition du cosinus d’un angle orienté ;
® Ja définition du sinus d’un angle orienté -

© la définition de la tangente d’un angle orienté ;
© les propriétés relatives au cosinus, au sinus
et a la tangente d’un angle orienté

Retrouver : les valeurs du sinus, du cosinus
et de la tangente d'un angle orienté dont on
connait la mesure principale en utilisant le
cercle trigonométrique

Traiter une situation faisant appel aux angles
orientés et trigonométrie

INSTALLATION DES HABILETES

Améﬁo Le radian

1.1. Mesure d'un angle en radian

Soit quatre arcs de cercles ZAT, BB, CC et DD de rayons respectifs OA, OB, OC et OD.

L’angle o est droit. L'unité est le centimétre.
On donne : OA = | ;O0B=2;0C=3;:0D=4,

1. Donne I"expression du périmétre % d’un cercle en fonction du rayon  du cercle.
2. Recopie et compléte le tableau suivant en simplifiant au maximum les écritures.

&4 \
Exprime sur la deuxiéme ligne la longueur de chacun des quatre arcs en fonction de 1. B
Rayon r (en cm) 1 2 3 |& A \
Longueur / de I’arc (en c¢m) h

| v

3. Quel constat fais-tu du rapport ::,E. ?

y
e e

0 A B C D

4. Ce rapport % représente la mesure en radian de I’angle a.

Kcris o en degré (°) puis en radian (rad),
3. Généralisation
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Soit un cercle de rayon . .
Exprime la mesure o en radians de I’angle au centre AOB en fonction
de lalongueur /de 'arc AB et durayon r du cercle.

Déduis-cn la mesure en radians d’un angle au centre qui intercepte un
arc dont la longueur est égale au rayon du cercle.

Outre le degré, il existe une auire unité de mesure d’angle appelé le radian.

Exetcice .de' fixation

1. Donne la longueur d’un demi-cercle de rayon 2 cm.
2. Donne la longueur d’un quart de cercle de rayon 4 cm.

| 1.2. Conversions degrés-radians

1. En utilisant le résultat de I’activité 1.1, donne la mesure de 1’angle plat en radians.
2. On admet que les mesures en radians et en degrés sont proportionnelles.
| Recopie et compléte.

D'oi

Mesure de ’angle en degrés | 180 | x

Mesure de I’angle en radians | ... o

3. Déduis-en une expression de x en fonction de a, puis celle de o en fonction de x.

180 degrés correspondent a & radians.

Exercices de fixation

@ Recopie et compléte le tableau suivant :

Mesures en degrés 30 e eIl e W DS

Mesures en radians | ™ % %f_ o | BT

@ Convertis en degrés chacune des mesures d’angles suivantes : -g-, %,T%

Convertis en radians chacune des mesures d’angles suivantes : 25°, 100°, 170°.

Acfwiié 9 } Le cercle trigonométrique

1. Trace un cercle (€) et place trois points A, B et C sur (€).

2. Détermine le nombre de sens de parcours du cercle () pour aller de A 2 B.

3. Trace un cercle de centre O et de rayon 1 cm. Place sur ce cercle deux points I et J. Indique par une fléche le
sens de parcours de I a J qui soit celui du sens coniraire des aiguilles d’une montre.

Tout cercle de rayon 1 orienté dans le sens contraire des aiguilles d’une montre s’appelle
cercle trigonométrique.

Lecon 10 BEER Angles orientés et trigonométrie




Exercice de fixation

Parmi les figures ci-dessous, identifie celle qui représente le cercle trigonométrique.
J

€

( ﬁ\\: /
Qy Q I

(€)

Figure 1 Figure 2

»

'fé%e 2 Angle orienté de deux vecteurs

St

3.1. Définition d'un angle orienté

Soit 2 et deux vecteurs non nuls. lzl Constru_if deux points C et D tels que :

1. a) Place un point O. u=TCetv=1ID.
b) Construis deux points A et B tels que : ¢) Trace le cercle de centre I ayant le méme rayon que
u=0Aetv=0B. le cercle de la question 1.
¢) Trace un cercle de centre O et sécant aux 3. a) Compare les longueurs des arcs ABet CD alaide
supports des deux vecteurs. d’un compas.

2. a) Place un point I, distinct de O. b) Compare le sens de parcours de A vers B & celui

de Cvers D,

==

Tout couple (%, ) non nuls permet de définir un angle appelé angle orienté.

Exercices de fixation

e T L L L R L L L LA A b b bbb

w On considére la figure _ Nomme chacun des ) A Paide de la figure ci-dessous,

ci-dessous dans laquelle I'angle |~ angles marqués dans nomme :
(Kﬁ"ﬁ) a été marqué la figure ci-dessous. - un angle plat ;

¥ 2 a. 5 &
Reproduis la figure et marque B - des angles opposes.
de méme les angles suivants : o &

] e ——,
(D&, Bc),(8B,50), (B, <8),
(#8,2D). & .
D A F
I
G
A B

3.2. Mesure principale d’'un angle orienté

Soient ’_t; etv deux vecteurs non nuls.

1. a) Place un point O.
b) Construis deux points A et B tels que u = OA et v = OB.
¢) Trace un cercle de centre O sécant aux supports des deux vecteurs.

2. Détermine la mesure de ’angle BOA 2 Iaide d’'un rapporteur. Convertis cette mesure en radian
puis vérifie que cette derniére appartient a l'intervalle 1—n ; x].

Tout angle orienté admet une unique mesure dans I'intervalle J—m ; #] : ¢’est sa mesure principale.
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Exercices de fixation

|
I

a On considére le triangle C On conmdere le triangle C %
équilatéral ABC ci-contre. \" rectangle isocele ABC \
Détermine la mesure ci-contre.
principale en radians Détermine la mesure prin-
de chacun des angles cipale en radians de chacun
suivants. A £ des angles suivants. B
—— PO e —— _— T — T
(a8 ac):(BX BG):(CK cB). (a8 ac):(BC BR);(cB.cR).
2oy Trace un segment [AB]. Soit (O, I, J) un repére orthonormé du plan.
Construis un point C tel que Place sur le cercle trigonométrique de centre O
— 2z les points R, S et T tels que :
es( % ) 3 Mes(fﬁ ﬁ)=%, Mes(t)-f,@) S_f et
Construis un point E tel que
Mos (BABE) =2 Mes(OLOT) =5

) Cosinus, sinus et tangente d’un angle orienté

4.1, Définitions
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, Of, 07). /
T

=3
(u;ﬂ ) est un angle orienté de mesure principale a. T

Soit M l¢ point du cercle trigonométrique tel que Mes (of ,oM) =a. i/ﬁ

=
Soit H (resp. K) le pied de la hauteur du triangle MOI (resp. JMO) issue de M. \
7 I
Le triangle OHM est rectangle en H. Ol I
1. En utilisant la définition du cosinus et du sinus d’un angle aigu, \
exprime, en fonction de a, I"abscisse x,, de M et I’ordonnée y,, de M.
2. En appliquant la propri¢té de Thalés dans le triangle OIT, exprime
IT en fonction de x, et y, .

et =

Soit (0 I, J) un repére orthonormé du plan et (€) le cercle trigonométrique de centre O.

Le cosinus d’unangle orienté (u D ) estabscisse dupoint M de (€ ) tel que (u o ) (ot.om).
Le sinus d’un angle oriente (’u, 2 ) est "ordonnée du point M de (€) tel que (n,fe ) = (fﬁ,m) -
La tangente d’un angle orienté (ﬁ) est le quotient de I’ordonnée par 1’abseisse du point M
de (©) tel que (T.7) = (DT oM ).

Exercices de fixation

T T L T T e T T T L L LA LR LR

W Détermine le cosinus et le sinus de f—g : ' Déterming la tangente de -ﬁ'—

4.2, Propriétés du sinus et du cosinus
Le plan est muni d’un repére orthonormeé direct (O, OL OT). 7 5 0

e
(u;-v ) est un angle orienté de mesure principale o.

By
1
|
v}
Sur la figure ci-contre, M est le point image du nombre o. o P |i
Lorsque  varie, le point M parcourt le cercle.
1. a) Donne l'intervalle de R décrit par ’abscisse x,, de M.
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Coltige

Exercices de fixation

b) Donne l'intervalle de R décrit par I’ordonnée y,, de M.
2. a) Applique le théoréme de Pythagore au triangle OPM rectangle en P.
b) Déduis-en que : cos® &+ sin®a=1.

Pour tout nombre réel o, on a : —1 < cosa <1, —1 <sina < I et cos’a + sin*g = L.

@ On donne un nombre réel x de Iintervalle ]“%’Q%] tel que : sinx = %’.— . Calcule cos x.
3 o _ W3 :
w On donne un nombre réel x de I’intervalle 10;7] tel que : cosx = 5 - Calcule sin x.

4.3. Expression de tana en fonction de cosx

sing
cos@ ’

En utilisant la relation tan « = exprime 1 + tan’o en fonction de coso.

=

Pour tout nombre réel o différent de ——%— et de % ,ona:l+tana=

cosd

On donne un nombre réel x de Pintervalle ]—--?2{—; 0] tel que : cosx = g . Calcule tanx.

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Utiliser les angles orientés pour démontrer que des points sont alignés

ABCD est un carré tel que : Mes (KﬁfA_D') = % ; = o

On construit les triangles équilatéraux AEB et BCF tels que : Mes (ETA" ,ﬁ) = %— et Mcs('F_(f ,FB ) = -J31 .
L’objet de I’exercice est de demontrer que les points D, E et F sont alignés.

1. Détermine la nature de chacun des triangles DEfAft BEFE. e

2. Détermine la mesure de chacun des angles (Eﬁ ,Eﬁ)et (EB ,ET) .

3, Justifie alors que les points D, E et F sont alignés.

1, » Déterminons la nature du triangle DEA.

Le triangle BEA étant équilatéral, on a AE = AB.
Et comme ABCD est un carré, ona : AB =AD. Par
conséquent AE = AD. On en déduit que le triangle
DEA est isocéle en A.

Pour montrer que trois points A, B et C sont alignés,
on peut démontrer que :

mes (Kﬁ,‘i—d) =7t oumes(A-B{:iﬁ) =0.

« Déterminons la nature du triangle BEF.
D’une part, en raisonnant comme ci-dessus,
ona:BE=BAect BA=BF;dou BE=BFE
Ainsi le triangle BEF est isocéle en B.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

D’autre part mes EBE = mesEBC = mesCBF avec mesEBC = 2 —‘73(— = -g— 'F

et mesEBC = —g- . Ainsi mesFBF = T Tz T E . Le triangle BEF est aussi / i
rectangle en B. s \
En définitive, le triangle BEF est isocéle et rectangle en B. C— B

2.« Langle (ED:ER) =

Le mangle DEA etant 1socele en B, on a: 2mes DEA +mesDAE = 7, DL A

soit 2mes DEA + @ ? =7 !

5
D’ou mes DEA 19

i )
Comme on tourne dans l¢ sens trigonométrique de ED vers EA , 'angle (E ( ) a pour mesure principale %r-

«L’angle \E (_ﬁ EF)
Le triangle BEF étant isocele et rectangleen B, ona : mesEBF =
Comme on tourne dans le sens trigonométrique de EB vers E EF l‘angle (_B' _15) a pour mesure prmc1pale

3. Pour _]ustsﬁer que les points D, E et F sont alignés, démontrons que Mes\E (__ﬁ _E'F) =1
On a: mes DEF mesDEA+ mesAEB + mesBEF = ~~'-+ 3 +—4-— % =n.

Par conséquent Mes \ E (_D' ;EF) = 7. On conclut alors que les points D, E et F sont alignés.

Exercice @ Déterminer la mesure principale d'un angle orienté dans une configuration donnée

ABCD est un carr¢ de centre O et de sens direct . " -~ i,
Détermine la mesure principale de chacun des angles (E,KD’), (@_C ,OB ) et (m) ,W) .

——
Pour déterminer la mesure principale de (A8 ,m) :

T
+ Langle (AB,AD) o on procéde comme suit :
Etant donné que mes BAD = 5 etque 'on tourne o Détenminer a mesure o en tadian de BAC .
de AR vers AD dans le sens trigonométrique, o Si le sens de parcours de AB vers AC est positif
e T Craiie
ona:Mes(Aﬁ,A_D')Z o alors mzs(]fB’,?fC’) =
(i o Si le sens de parcours de AB vers AC est négatif
* Langle 1O (T Hﬁ) e alors Mcs(ﬁ,m) =—

Etant donné que mes COB = ?2{ et que I’on tourne
de OC vers OB dans le sens contraire au sens tri-
gonométrique, on a : Mes(OC,0B ) = —% ;

A D c
« L’angle (p&A.o¢)
Placons tout d’abord les'vecteurs D DA et OC i méme ongmc en choisissant le \“
vecteur OB comme représentant d’origine O du vecteur DA . 0
Ona: (mm)=(~i§ £, 0c) = (oF, 08) + (—B’ 5,00).

—— 1 A 1 B
12 angle BOC mesure -2 et 'angle BOI mesure (car (O1) est la bissectrice i
de BOA) donc I'angle COI a pour mesure - A+ I Gednd. 34 ; E
Comme on tourne dans le sens trigonométrique pour aller de OF vers oC,

on a: Mes (ﬁi})ﬁ) ==
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Resume de cours

@ Leradian

1.4. Mesure d'un angle en radian
1.1.1.. Définition

Soit (&) un cercle de centre O.

Definition
A ~ Le radian est la mesure de tout angle ® B
au centre qui intercepte sur le cercle (€) un arc < ﬁ =
de longueur ¢gale au rayon du cercle. A
Le radian est noté rad.
1.1.2. Longueur d'un arc
P Sur un cercle de rayon 7, la longueur de I’arc
pricte g ;
e intercepté par un angle au centre de mesure o N
rad est ra. < ﬁ i
M

1.2. Conversions degrés-radians

11 y a proportionnalité entre la mesure en radian d’un angle et sa mesure en degrés par

la correspondance :
mesure en dégrés _ mesure en radian
180 o Fd
Exemples
Mesure en degrés | 360 | 180 [ 90 60 | 45 30 0 X
Mesure en radians | 2z | 7 325— -AE 2R y

T

3
C’est un tableau de proportionnalité : y = %z.
© Le cercle trigonométrique

2.1. Cercle orienté - Plan oriente

Orienter un cercle, c'est choisir un sens de parcours sur ce cercle. Il ya
deux sens de parcours possibles : 1'un est appelé sens direct(ou positif)

Sres e ; Sens
et l'autre, sens indirect (ou négatif, ou rétrograde). disaet
Le sens direct est symbolisé par une fléche et un « +» indiquant le sens
d’orientation.

Orienter le plan, c'est orienter tous les cercles du plan dans le méme sens.
L'usage est de choisir pour sens direct le sens contraire des aiguilles
d'une montre appelé aussi sens trigonométrique.

Sens
Indireet
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Résumeé de cours

2.2. Définition de cercle trigonométrigue

PSR Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1

orienté dans le sens direct.
Le repére (O, 1, J) est dit orthonormé direct.

P S T

e Angle orienté de deux vecteurs

3.1. Définition d'un angle orienté

3.1.1. Définition

m % et? sont deux vecteurs non colinéaires du plan orienté.
Soit O, A et B trois points tels que OA=7etOB=17.
Soit M et N les points d’intersection respectifs des demi-droites [OA) et [OB) avec
un cerc. Je centre O.
L’ensemble des couples (w,7) de deux vecteurs non colinéaires pour lesquels I’arc MN
garde la mémjgeme et est parcouru dans le méme sens de M vers N est appelé angle orienté

et est noté (Eﬁ).

Remarque
Le couple de vecteurs (OA,OB ) est un représentant de Iangle (EE,E?) .
Cas lier

_1’_.;_...
BE 2 100 b " == 3
Si u etw sont colinéaires de méme sens, alors (u,v ) est ’angle orienté nul
e
- - 2 " e . v w
Si % et? sontcolinéaires de sens contraire, alors (Ef,i?) est I'angle orienté plat

3.1.2. Opposé d’un angle orienté

Soit w etv deux vecteurs non colinéaires du plan orienté.
' S = -
L’opposé de I'angle (u,v ) est ’angle (ﬂ,u )

@D
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Résume de cours

3.2. Mesure principale d'un angle orienté
Soit (0Z, 08 ) un angle orients.

Soit M et N les points d’intersection respectifs des demi-droites [OA) et [OB) avec ’
un cercle de centre O,

La mesure principale en radian de I’angle (@\{,‘fﬁ) , hotée Mes (ﬁ%ﬁ) , est définie par :
= Mes (@TO_B') =0 si(@{ﬁ) est I’angle nul ;
= Mes (mi%ﬁ) = si(m{,‘f)‘ﬁ) est I’angle plat ;

... —— -
| « Mes(OA, OB ) = mesAOB  si(OA,OB) n'est ni I’angle nul ni I'angle plat et le sens du
déplacement de M vers N sur le petit arc MN est le sens direct ;

= Mes (m,(_)]—f) = —mesAOR si(ﬁﬁ,(—)—ﬁ) n’est ni I’angle nul ni ’angle plat et le sens du
déplacement de M vers N sur le petit arc MIN est le sens indirect.

Remarque

¢ La mesure de ’angle orienté plat est @ et non —n. Ainsi, la mesure principale d’un angle orienté est
un nombre réel qui appartient a I'intervalle ]—n ; ).

=3 . = ==
° Si un angle orienté (u,v ) est différent de 1’angle plat, alors Mes (u,fv )= —Mes (v,u )
° Un triangle ABC est dit direct si le parcours de A 4 C en passant par B sur le cercle circonscrit 4 ce
triangle se fait dans le sens direct.

C

A B

° Un carré ABCD est dit direct si le parcours de A a D en passant par B et C sur le cercle circonscrit a
ce carré se fait dans le sens direct.

D C

A B

Deux angles orientés sont égaux si et seulement si ils ont la méme mesure
principale.

Remarque
Tout angle orienté est parfaitement déterminé par la donnée de sa mesure principale,
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Resumé de cours

o Cosinus, sinus et tangente d’'un angle orienté

5<

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0,01,07).
J

(f“-;‘) e —
w;v ) estun angle orienté de mesure principale a. L '/ _
SN o

-

e

"
Le point M du cercle trigonométrique tel que Mes (Oﬁ o) =a
—_—

est appelé point image de ’angle orienté (if,i:) ou bien de a. O cose
=
M étant le point image de a, I'abscisse de M est le cosinus de {u;v ), _/
—_—
ou de o, et est noté cos (u;v ) , 01 COS Q. i
s i, . (= 1 |
Lordonnée de M est le sinus de (u;e} ), ou de o, et est notée : sm(u;v ) , ou sin a.

=
T

Ainsi cos(ﬁ) =cos o =x, et sin(&’;?) =sino=y,-
—— For
Si (EE;E) n’est pas un angle droit, alors tan(u;v) =tana=y,.

4.41. Définitions

Définitions ==
- Soit (%, ) un angle orienté de mesure principale a.
iz reia-.
* On appelle cosinus de (©,? ), le nombre réel noté cos (¢, v )tel que:
S
cos( %, ¥ ) = cos .
e Fetga
¢ On appelle sinus de (U, v ), le nombre réel noté sin( 2, v ) tel que :

- T -
sin( %, 7 )=sin d.
)

T
» On appelle tangente de (1, ¥ ) le nombre réel noté tan( &, v ) tel que

Sing o Lot
cosa ' 2 7.

tan(u,V )=

Cosinus et sinus d’angles remarquables

Mesure en degré 0 30 45 60 | 90 | 120 135 150 180
Mesure en radian | 0 -IBL % 331 -?21 -23£ %f— -—5-6£ T
cos 1 _@ [2_ 1]o|_1 V2 N3l 4 :
2 2 2 2 2 2
1 1
sin 0 ) ‘[2_ 3 1 3 2 9 0
b 2 2 2
4.2. Propriétés du sinus et du cosinus
il _ﬁ':“OPri'é'té ) Pour tout nombre réel o de I'intervalle ]—x ; 7],
| ona:-l<cosasl : —-l1<sina<l : cos? g tsinfa=1.

| 4.3. Expression de tana en fonction de cosa

lopriet Pour tout nombre réel o de 'intervalle ]—x ; @) tel que @ # _.?_2T. eto# %— :
ona:l+tana=

|

cos’a”
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Exercices de renforcement

{27 Donne la mesure en radians de chacune des mesures
d’angles suivants : 18° ; — 45°;99°; 155°,

{2 Donne la mesure en degrés de chacune des mesures

d’angles suivants : 2,51 ; *—25—1'-;%—.

1. Convertis en radians la mesure suivante :
a=27,5°

2. Convertis en degré la mesure suivante :
a=0,56 rad.

47 Recopie et compléte le tableau suivant.

Mesure en T 7
radians G i
Mesure en degrés 45° 90°

- L
Cosinus 5
Sinus Q

{5 Construis un cercle trigonométrique et place le
point image de chacun des angles orientés dont les

mesures principales sont les suivantes :
T,_2r 37 b

Réponds par vrai ou par faux 4 chacune des affir-
mations suivantes.

1. La longueur d*un arc de cercle triple lorsque le
rayon de ce cercle triple.

2. La mesure en radians s’obtient en multipliant sa

mesure en degrés par 180 :
——

— T —
3.8i \u,v ) a pour mesure —g— alors (ﬂ,u )apour
mesure ZT‘;T
4. La mesure en degrés d’un angle de {r—grad est
égale & 15°.
5. La mesure principale en radians de I’angle plat
est 1.
1% Dans la figure ci-contre, A
ABC est un triangle équila- E. ‘D
téral, ADC et AEB sont des
triangles rectangles isocéles.
Détermine la mesure en B c

radians de chacun des angles
orientés suivants :

(a%,Ac),(pE Dx),(FB,EX ),
(cB.¢p),(AE,ap),(BE, BE).

Legon 10

¥8) 1. Exprime un degré en radian.
2. Exprime un radian en degré.

B Dans la figure ci-dessous, ABCDE est un penta-
gone régulier de centre O.
Détermine lamesureenradiansdechacundesangles

suivants : ('@hﬁ }, (Uﬁ)'ﬁ ), ( T)“C?:E}T)’ )

406 Dans la figure ci-dessous :
= ABCD est un rectangle de centre I tel que
Mes (AB,AD) = Z et Mes (AB,AC) =7 ;
= ABEF est un carré de centre J tel que :
T
Mes (E,I}:) = —%.

F A D

E B C
Pour chaque ligne du tableau ci-dessous, quatre
réponses sont proposées et une seule est exacte.

Recopie le numéro de la ligne suivi de la lettre
correspondant 4 la bonne réponse.

A | B C D
= n (3 3 3
1 Mel(riﬁ) = —i é _Ttr —;}_
2 Mes(cpj) - -5 5 -;,,E _g_
3 Mcs(ﬁ]_j; ﬁ) = -3 3 2? —-Tﬂ.
_—y E3 3 P 2T
4 Mes(a:&;_m) = 55“ -S-E _?1.“ ';3’.__
5 Mes(a: ﬁ) = e = e &

@ 1. Trace un cercle trigonométrique de centre O.
Place sur ce cercle les points A, B, C et D, images
respectives des nombres 0, -%r-, %& et— Eﬁi
2. Donne la mesure en radians de chacun des angles

suivants : ( m’ﬁﬁs’ } ; (ﬁ){?m‘ ); (—O-ﬁ‘:?O—('f }

Angles orientés et trigonométrie
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é.xercfces

2 Recopie et compleéte.

o= sin(—%)= cos( %)= cos%—=
cos(—f‘g—)= cos(—%)= sin( %)= cos%=

437 Donne la mesure en radians

de I’angle formé par la petite
aiguille et la grande aiguille
d’une montre (I’origine de
I’angle étant la petite aiguille) :
1.47h ;2.al0h; 3. 41h;
4.43h ;5 a6h

ACE estun triangle isocéle direct et de sommet prin-
cipal A et tel que : AC = 5 et Mes (AC,AE ) = 2Z&
1. Construis le triangle ACE puis le triangle équi-
latéral direct AEF et le triangle ABC direct isocéle
rectangle en A.

2. Détermine la mesure en radians de chacun des

angles suivants : (A—B’—’:“A_E) (1_15 _(E) (CB CE )

Exercices d’approfondisse_ment

- Sur la figure ci-dessous, on a tracé le cercle trigono-
métrique, ainsi que les droites d’équations :

¥=% s Y=g y=28 ;yp==u3 ;
y=av¥3 ;y=—1x/3.

On a nommé A, B, E, F, G et H les points d’inter-
section entre le cercle et certaines de ces droites. On

a aussi trace les paralléles aux axes de coordonnées
passant par ces points.

sEanmedseas il wsdasaily 6 uwn =

1. Détermine les coordonnées des points A, B, E,
F, GetH.
2.Donnelamesureprincipaleenradlansdechacundcs

angles orientés : (_T OA) (Gf:O:g) ( )
(o1.0F); (01,06 ): (oT.0H ).

a7

46 Dans le plan orienté, on a construit :

° Un triangle ABC tel que :

Mes (ﬁ,m) = % et Mes(ﬁ,@) = % :

* Un triangle ACD ¢équilatéral tel que

Mes (E, ap)=Z

Le point L est le milieu de [BC] et le point K est le
milieu de [DC!

1. Denne la mesure principale en radians de chacun
des angles orientés :

— o
(&8,A¢).(a8,AD).(cB,C8).
2. Démontre que le triangle ALK est rectangle en A.
3. Le triangle ALK est-il isocéle ? Justifie ta réponse.

A et B sont deux points du plan tels que AB =5 cm.

1. a) Construis le segment [AB].

{48 On sait d'un réel x € [0 ; n] que cos x = 1 3

b) Construis le point C tel que AB=AC et
-

Mes (A_B),E) = -‘g—

¢) Construis le point D tel _que ACD smt un

triangle équilatéral et Mcs(_i _]3) = ——~

d) Construis le point E tel que DE =4 ¢cm at

Mes (ﬁ,m’) =—

e) Construis le point F tel que A, B et F soient

e

alignés et Mes(DF, ﬁ) =—i
2. a) Démontre que les droites (AB) et (DE) sont
paralléles.

b) Démontre que les droites (AB) et (DF) sont
perpendiculaires.

+,/§_

1. Détermine la valeur exacte de sin x.

2. On sait que le réel x cherché est élément de I’en-
semble {—%ﬁ, - %, % ; -415&} Détermine x.

18" Démontre que pour tout nombre réel x de I'intervalle

]—= ; ], (cos x + 2sin x)? + (2cos x — sin x)> = 5.

2—»/5_

{20/ On donne : sin 181;=—-—2—-

1. Détermine la valeur exacte de cos -'g—

E=y3-2/3.

2. Déduis-en que : tan 4
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éxercfces

Un éléve prétend que les deux trajets peuvent avoir la
721 ABCD est un carré de coté de longueur 1 et AID est | méme longueur. Ce que contestent ses camarades de
le triangle équilatéral représenté ci-dessous. classe .
1. Démontre que : Mes (cici)= % 1. On suppose que =150, r"=50 eta = 1 rad.
2. Calcule les longueurs HI et CL. Détermine alors le chemin le plus long.
scui : 2. On suppose que » = 300, »’ =250 et @ = 3 rad.
3. Déduis-en que : e 5
Détermine alors le chemin le plus long.
T _y¥2+Y3 A N2 /3 3. Trouve une condition sur ¢ pour que les trajets aient
copyScsg  SSgg =TTy 5
la méme longueur.
D C : . ]
CE
I W:«. CaAP df- Rxﬂ
H " .
Utiliser cos? o + sin® a = 1 et le signe de cos x°
P B sur [O;m]. | v
Bl gt . Calculemes (—Cﬁ,ﬁ) =
©3% Dans le plan orienté, on considére un triangle équi- -Mes(CicH) = _4125_ _Mes(TB, 1)
latéral direct ABC. On pose : AB = a.
1. Construis le point D tel que : BD =a e « Justifier que BDC est équilatéral,
et Mes (EA’,B_D') = _%E_ = Justifier que ABDC est 1.1n parallélogramme
2. Justifie que ABDC est un est un losange. ayant ses quatre c6tés de méme longucur.
3. Construis le point A’, symétrique de A par rapport
a B. Donne la nature du triangle A’BD. Justifie.
4, Soit I le milieu de [AB] et J celui de [AC].
o
Détermine la mesure en radian de I’angle (ﬁ,ﬁ)
. Situation d evaluation
23 Un jeu a pour support la figure ci-dessous, dans
lequel (€) et (€°) sont deux cercles de centre O et
de rayons respectifs » et 7’ (¥' < r). A et B sont deux
points de (€), E et F deux points de (€7).
i
|
I
Le jeu consiste 4 aller de A 4 B en empruntant deux
trajets possibles.
Trajet 1 : de A 4 B sur le cercle (€).
Trajet 2 : de A& E, puis de E & F sur le cercle (€7), : !
enfinde F 4 B. :
Lecon 10 Angles orientés et trigonométrie



PRODUIT SCALAIRE

et e S e e e U e e T e 2 S s i R
.
=
b

De guel angle le joueur doit-il tirer le ballon pour atteindre la barre
transversale des buis ?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Lors d’un voyage touristique dans une station de ski, un
éleve, pour le tracte d’un trainean a 1’aide d’un harnais,
affirme que 1'une des positions de la sangle lui a permis de
s¢ déplacer plus rapidement que 1’autre et que le produit
scalaire permet de justifier son affirmation. '

Curieux, ses amis de classe ayant vu ces schémas décident
d’étudier le produit scalaire, ses propriétés, de detcrmn;c’r
I’angle de I’harnais avec I’horizontale la plus avantageuse.
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HABILETES ET CONTENUS

1 ' Définition du produit scalaire

Cannaitre :

o la définition du produit scalaire de deux
vecteurs

e la définition du carré scalaire d'un vecteur
o les propriétés relatives au produit scalaire
de deux vecteurs

o |la propriété relative au carré scalaire d'un
vecteur

e la propriété relative a I'interprétation
géométrique du produit scalaire

o les propriétés relatives aux régles de calculs
sur le produit scalaire

e les propriétés relatives aux vecteurs
orthogonaux

Traduire :

e |'orthogonalité de deux droites a l'aide du
produit scalaire

« |la caractérisation d’un cercle de diamétre
donné a I'aide du produit scalaire

Demontrer : une propriété en utilisant les
régles de calculs du produit scalaire

_ 2 | Relations metriques dans un tiangle

Connaitre :
e les relations métriques caractérisant
un triangle rectangle

R TR S S T S

s le théoréme d'Al Kashi
« le théoréme de la médiane

&

Calculer :

o la longueur d’un coté d'un triangle en utilisant
le théoréme d’Al Kashi

o la mesure d’un angle d’'un triangle en utilisant
le théoréme d’Al Kashi

'3 | Forme analytique du produit scalaire
Connaitre : 'expression du produit scalaire
dans une base orthonormeée

Calculer : |le produit scalaire de deux vecteurs
connaissant leurs coordonnées dans une base
orthonormée

Déterminer : la mesure de I'angle de deux
vecteurs connaissant leurs coordonnées

Ecrire :

e Une équation cartésienne d’une droite de
vecteur normal donné

e une équation cartésienne d’un cercle dont
on connatt un diameétre

4 | Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel au produit
scalaire

L TS I PR ? el 3

INSTALLATION DES HABILETES

1.4. Définitlon et propriétés

On veut exprimer le travail mécanique W effectué en fonction de la
valeur F de la force de traction, la longueur AB du déplacement en

o Définition du produit scalaire

¥
et

ligne droite et ’angle a que forme la sangle avec I"horizontal >

1. Exprime F,_en fonction de F et a.

2. Exprime le travail W (W= F_* AB) en fonction de F, AB et @.

=

Etant donné deux vecteurs non nuls wets v le nombre reel " u || X “ v Xcﬁs(
s’appelle le produit acalam: des vecteurs @ et ¢ et se note .o .

Legon 11
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Exercices de fixation

W ety sont deux vecteurs.
Calcule dans chacun des cas 4.0
LIzl= 171=5 etmes(@io) =%

e
u;v

2 |T1=3V3 [75]=2 etMes(iTiz) =%

@ ABC est un triangle. Compléte le tableau suivant :

AB 1 2 2 ﬁ
AC 5| 3 2
hed g;ﬁ*: 90° | 150° | 30°
ABAC 3/3 | 2
@ ABC est un triangle. Compléte le tableau suivant :
o HEREE
AC ¢ 1
e
Mes(ABAC) | -5 | 32 | T
ABAC | 2

1.2. Interprétation géométrique
Soient M, N et P des points tels que M # N.

Le point H est le projeté orthogonal de P sur la droite (MN).
1. Dans le triangle MPH rectangle en H détermine cos (}ﬁ) ;

Justifie que : Wszs(ﬁP).
2. Déduis-en que : MN.MP = MN x MH .

Calcule le produit scalaire AB.AC
&

45°

A 2

ABC est un triangle isocéle tel que :
AB=AC=a et mes BAC =30°

Justifie que : AB.AC = -‘f;ia,’.

w ABC est un triangle équilatéral de c6té 6 cm, K
est le milieu de [AC] et L le milieu de [KB].
Calcule les produits scalaires suivants :
a) AB.AC ;b) BK.BC C
¢) ABBL;d) CAKB

M, N, P sont trois points distincts du plan et H le projeté orthogonal de P sur la droite (MN).

Alors MN.MP = MN x MH .

Exercices de fixation

EFGH est un carré de coté 2 cm.
Recopie 1a bonne réponse. H G
) 2 F

a b c

1 | BFEG cstégala |[—4y2| —4

2 | FH.GF estégala| —4 4 24/2

3 | EF.FH estégala | 4 —4 16

4 | FILEG estégala| O |—2/2| 4

Legon 11 MWER Produit scalaire
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@ MNPQ est un carré de centre O et MN = 5.
Calcule les produits scalaires suivants :

a) MN.QP ; b) MN.PN;
¢) ON.OP ; d) QO.NO. ¢




Exercices de fixation

BE) ot sont deux vecteurs. . Caleule le produit scalaire AB.AC
Calcule dans chacun des cas «.v c
LIEl= 131=5 etmes(5) = £
21Z1=3/3 13]=2 ermes(i0) =T
w ABC est un triangle. Compléte le tableau suivant : il = ; >
AB : 2 £ V2 ABC est un triangle isocéle tel que :
AC 3 3 2 AB=AC=a et mes BAC =30°.
mes BAC | 90° | 150°| 30° Justifie que : AB.AC = —‘?—a
2
ABAC 343 ) ABC est un triangle équilatéral de coté 6 em, K
t le milieu de [AC] et L le milieu d :
) ABC est un triangle. Compléte le tableau suivant - ? al;ﬁ;:‘;r: dEn i ]S: alairzs mf{:ﬂ; fiil
AB Bl 2 |p a) AB.AC;b) BK.BC c
AC 7 11 c) AB.BL;d) CAKB
T K
Mes(A_B-;E) ”‘"?2;‘ _5_;_1’_ %
ABAC 2 " s

1.2. Interprétation géométrique

Soient M, N et P des points tels que M # N.

Le point I est le projeté orthogonal de P sur la droite (MN).

1. Dans le triangle MPH rectangle en H détermine cos ( Iﬁ/ﬁ’) !
Justifie que : W=Wms(%).

2. Déduis-en que : MN.MP = MN x M.

M, N, P sont trois points distincts du plan et H le projeté orthogonal de P sur la droite (MN).
Alors MN.MP = MN x MH .

Exercices de fixation

......................................................................................................................................

EFGH est un carré de ¢6té 2 cm.
Recopie la bonne réponse. H G

E F

ik 28 MINPQ estun carré de centre O of MN =5.
1 | EFEG estégala |—4y/2| -4 Calcule les produits scalaires suivants :
M Q

2 | FH.GF estégala| —4 4 242 a) MN.QP ; b) MN.PN;;
3 | EFFH estégala | 4 =i 16 ¢)ON.OP ; d) QO.NO. o
4 | FH.EG estégala| 0 |-2,/2 4 N P
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ABCD est un carré de c6té 2 cm et DC = CE.

Calcule : B
BDBC=; ABCD=
ADBE=; DEBE=

D C E

1.3. Carré scalaire

Soit % un vecteur du plan.
Démontre que : = || w ||2 !

=

Soit ABC un triangle équilatéral de coté 6 cm.
? Soit I, J et K les milieux respectifs des cotés
[BC], [AC] et [AB].
On admet que : AI=BJ=CK = 37@.
Calcule les produits scalaires suivants :
1)ABAC ; 2)ABAI;
HTAB ; 4HAC(KI+KI).

— —— - i . o
Pour tout vecteur 7 ,ona w.¢ =|| | et .u s appelle le carré scalaire de % .

Exercice de fixation

Soient u etv deux vecteurs orthogonaux avec HE || =5et ||13' || =2,

Calcule % etv".

1.4, Regles de calcul

E, v etw sont des vecteurs et o, un nombre réel.
Démontre que :

-

) wo=0vau
2) z.lav)=(an)o=alu?)
3) (u+7)w=nvwtvw

) [ZF|<|Z 17|
5) 25 =517+ F-1ZF-I5T)

6) (u+z )V =u+2(us )+’

N @=5) = T - 2AT5) +7"
e ]

8) (v—7).(w+2)=u"—"v

Les relations obtenues dans [’activité sont des « régles de calcul » du produit scalaire.

Exercices de fixation

WE) A I’aide de la figure ci-dessous, calcule les
produits scalaires suivants : (AB + AK )AB :
(AK+KC).AB ; (AK+KB).(AK +KC).

A

B &
1 K 2

@ % ety sont deux vecteurs tels que :
v =3,|7|=3¢et wo="4.
Calcule :
u(2u—Tv);(du—7v).(—u+3v);(v—5v).

ABCD est un parallélogramme tel que : AB =4 ;

AD =3 et AC =6. D .

A 4 B

1. Justifie que : AB.AD = 5(AC* — AB*— AD?).
2. Calcule : AB.AD. et
3. Déduis-en 1a mesure de I’angle BAD.

4. a) Développe : (BA+AD).
b) Déduis-en la distance BD.
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1.5. Vecteurs orthogonaux

1. Soient i et deux vecteurs tels que | =43 ; 7 | =2 etMes(ii;a ) = Z-
Calcule .7 .

2. Soient w et¥ deux vecteurs.

Démontre que % etv sont orthogonaux si et seulement si (w+73)' =2 +7 .

Deux vecteurs sont orthogonaux si f seulement s1 leur produit scalaire est égal a 0.

Exercice de fixation

Soient ©,0 et w tmstecteurstels que vl(v—w)etvl(m—7).
Justifie que 0 est orthogonal & n—1.

" Relations métriques caractérisant un triangle rectangle

2.1. Relations métrigues caractérisant un triangle rectangle

ABC est un triangle et H est le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).
1. Caleule BC.(BA+AH) et démontre que BC.BH = BA*+AC.BA .
2. Déduis-en que BC.BH = BA” si et seulement si ABC est rectangle en A.
En remarquant que BC x BH=BC x BH déduis que BA*= BC x BIL
3. a) Calcule BC = (BH+HC)".

b) En remarquant que BH? = AB? — AH? et CH? = AC? — AH?,
justifie que BC? = AB*+ AC’—2(AH*—BH.HC).

¢) Déduis-en que AH* =BHx HC puis que A’ =-HB X IC.

=

ABC est un triangle et H le projeté orthogonal de A sur (BC).
« ABC est rectangle en A si et seulement si AB? = BC x BH.
* ABC est rectangle en A si et seulement si ATI* = —HB x HC .

Exercices de fixation

W ABC est un triangle tel que BA=3 ; AC=4 ¢t . ABCD est un parallélogramme tel que AB=7 ;

BC = 5 ; H est le projeté orthogonal de A sur AD=3; etAC= 3 20

[BC]. 1. Démontre que AB.AD =3.

1. Justifie que ABC est un triangle rectangle. 2.Encalculant AB. AD d'une autre fagon, détermine
2. Calcule BH et AH. s 4Jg

cos BAD et déduis-en que sin BAD = S

2.2. Théoreme d’AL-KASH!
ABC est un triangle tel que AB=¢, AC=b, et BC=a.

_4.._;._..

" 1. Sachant que BC = AC — , calcule E_é 2 en fonction de a, b ¢ et cos K .
2. Déduis-en &°,

Etant donné un triangle ABC, on a : BC? = ABZ+ AC? — 2AB x AC x cos BAC.
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| §
Exercices de fixation

......................................................................................................................................

@ PQR est un triangle tel que PQ = J5 ; 2. Détermine la mesure des angles CBA et BAC.
PR= /10 et mes QPR =45°,
Calcule la distance QR. Soit ABC un triangle I est le milieu de [BC].
ABC est un triangle tels que BA=8;: CA=8 1. Démontre que AB? + AC?=2AI* + —BC
et mes BAC = 60°. 2. Calcule Al sachant que AB = 5 ; AC ’;' et
1. Calcule BC. BC=11.

2.3. Théoréme de la médiane
Soit ABC est un triangle et I le milicu du segment [BC].

Démontre que : a) AB* + AC? = ZAI2 + = BCY
b) ABAC=Al' -4 BC'.

Etant donné un triangle ABC et I Ie milien de [BC], ona:
AB*+AC?=2AP+ SBC* ; ABAC= AP~ LBC.

Exercices de fixation

ABC estun triangle rectangle en A et I le milieu du w ABC est un triangle rectanglc en A et I le milieu
segment [BC] telque : AB=4; AC=7etBC=09. du segment [BC] tel que : AB=5;AC=4et
Calcule la distance Al BC=7. Calculc ls distance AB.AC.

Ere e

tes e © Forme analytique du produit scalaire

3.1. Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

SNE AR
Dans une base orthonormée (7,7 ), on donne u( )Bt‘l} .)'
r g — e " - . - y ?
1. a) Eeris w ¢tv comme combinaison linéaire dés vcctcu{s 7 et 3" ;
b) Calcule Ie produit scalaire %.v en fonction des vecteurs 7 et 7 .

2. Déduis-en une autre expression du produit scalaire 7. .

: 4 Syl —_
Dans une base orthonormée (?,?),51 u( )etq)( |),alors wy =xx' o
Y Y

Exercices de fixation

......................................................................................................................................

EPE) Le plan est muni d’une base orthonormée (7,7 ). Le plan est muni d’une base orthonormée (7,7 ).
1. Soient %(2;—4)et2(5;1) deux vecteurs S E;(l” )eta(Q)
du plan. Calcule : -1 6/
DUT BoE ou’ d)v ollo] Hl] L. Caleule 5. o
g)(@+2z) h(3-u). 2. Justifie que les vecteurs u et 2 sont orthogonaux.
2.0n donne =71+ vf—+v"2‘? et Dans un repére orthonormé (0;?,'}),Ondonne

a J A(—2;5) ; B4;3) et C(1;-6).

Calcule le prodmt scalaire u.v . 2. Déduis-en la nature du triangle ABC.
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-3_1;4 Dans un repére orthonormé (0;%,7), SRR
: ondonne :R(2:3); S(5;1); T(4;0). 41 .1 |
Calcule les mesures des angles du triangle RST. |- |

3.2. Equation cartésienne de la droite passant par un point et de vecteur normal n

o5 1 -1
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0; z,}r), ondonneA(z)etE( 3 )
Détermine une équation de la droite (D) passant par le point A de vecteur directeur normal .

] a - *
Etant donné un point A(x, ; ¥,) et un vecteur % ( b ) , pour déterminer une équation de la droite
(D) passant par A ¢t vecteur normal % , on traduit légalité 2.AM = 0, ou M estun point de (D).

Exercices de fixation

B T T T e T e L L L e LR bl

@ Le plan est muni d’un repére orthonormé EPPY Soient B(2;6) et C(—1;—5).
>
(0;%,7 ). 9 Détermine une équation de la médiatrice (D)
On donne R(-:;j-—l) et le vecteur E(l) de [BC].

Détermine une équation de la droite (A) passant
par R et de vecteur normal « .

3.3. Equation cartésienne de cercle

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O :7,7 ). On donne A( 3)et B( ; ) . Soit (€) le cercle de
diamétre [AB]. Soit M un point du plan. =X 2

1. Justific que MA.MB = 0 si et seulement si M appartient & (©).

2. Détermine une équation cartésienne du cercle (€).

Etant donné deux points distincts A(x, ; ¥,) et B(x, ; ¥;), pour déterminer une équation du
cercle (€) de diamatre [AB], on traduit I’égalité AM.ME =0, o0 M est un point de (€).

Exercices de fixation

......................................................................................................................................

Dans le plan muni d’un repére orthonormé | [EE Soit(I) le cercle d’équation :

(O;?,:ff),ondonnclespointsA(3;—l)et ¥ X4y +dx—3y—15=0.
B(—1;-3). Détermine les coordonnées du centre Q de (T)
Détermine une équation cartésienne du cercle et le rayon » de (T').

(€) de diamétre [AB].
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Démontrer que deux droites sont perpendiculaires

ABC est un triangle rectangle en A. J H

I et J sont les milieux respectifs des cotés [AB] et [AC].

H le projeté orthogonal de A sur (BC). A B
Démontre que les droites (HJ) et (HI) sont perpendiculaires. I

P démontrer que (HJT) 1. (HI), on monire que

I est le milieu de [AB] donc HI = %—(m +HB). Hi.Hi =0
T est le milieu de [AC] done HJ = -(FIA + HC).
Par suite HLHY = -(HA + HE).(HA + HC) Done HLHJ = FIA® + HA.HC
=HA'+HAHC+HB.HA + HB HC. =HA’-HBXHC=0
Or HA.HC =0car (HA ) L (HC) car HA* —HB X HC.
et ABHA = Ocar(EB) L (HA). On en déduit que les droites (HI) et (HJ) sont perpen-
diculaires.

Exercicee Déterminer des distances et des mesures d'angles

Soit PQR un triangle tel que PQ =8 ; PR =3 ¢t mes QPR = 60°.

Détermine a)QR b) mes Q etmesRk .

==
a) PQR est un triangle, d’aprés le théoréme 1. Utiliser QK = PR —PQ et app]iquir Al kashi.
d’Al Kashi. 2. Utiliser Al kashi pour calculer cos Q .

QR = PQ*+PR*—2PQ X PR x cosP

=3"+8"—2x3 X8 Xcos60° Gl
=37+ 8”—2 X 3 X 8 X cos60° cosQ="5xexT
=3"+8"—2x3 X 8 x cos60° O e i s
1 c0sQ =5 g7
= 73—43.‘-{7 sy 104
b, cosQ=-1-1-2-
Donc: QR = 7._ : cosa= {_3
b) PQR est un triangle, d’apreés le théoréme @LA] Kashi,
ona: PR?= QP2+ QR?— 2QP x QR % cos Q. Donc : mesQ = 21,79°.
, . =~ _ QP*+QR*-PR’ Par suite, mes R = 180°— (21,76 + 60) = 98,21°.

Exercicee Démontrer qu'une droite est tangente a un cercle

On donne (€) le cercle d’équation : 22 +37 — 6x — 4y — 4 =0.
Soit la droite (ID) d’équation : 4x +y —31=0.
1. a) Détermine le centre ) et le rayon r du cercle (€).
b) Justifie que les points A(7 ; 3) et B(—1 ;1) appartiennent 4 (€).
2. Justifie que A € (D).
3. Démontre que (D) est la tangente 4 (€) en A.
4. Démontre que la tangente en B au cercle (%) est paralléle a (D).
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

lLa)yx®*+y*—6x—4y—4=0

o —6)+0P—4)—4=0

o =3P+ (y—27=17

(€) est le cercle de centre (Q (3 ; 2) ; et de rayon J17.
b)Ona: (7 — 3)* + (3 — 2)* = 17, donc A appar-
tient & ().

Ona:(—1-3)+(1 —2)*=17, donc B appartient & (€).

Les points A et B appartiennent & (€).
2.4x7+3-31=0, donc A€ (D).

3.0 (=1 ; 4) est un vecteur directeur de (D) et
QA (4;1).

1. Utiliser la forme canonique pour déterminer les
éléments caractéristiques du cercle.

2. Démontrer qu'un vecteur directeur de (D) et le
vecteur MA sont orthogonaux.

Z.0OA =—4x4=0,donc v L DA .

(D) est tangente a (€)) en A.

4. OB = — QA , donc la tangente en B au cercle (€)
est paralléle a (D).

Exerciceo Déterminer une équation cartésienne d'un cercle

A(1;=2) et B(3 ; 4), (€) le cercle de diametre [AB].

Détermine une équation cartésienne de (€).

M(x; y) € (€) & AM.BM =0.

z—3\ ____fz—1
Ona: B_Ni(y_4)etAM(y+2)
Me(®) e AMBM =0
SE=3Yx~-D+p+2)p—-49=0
ext+yt—4x—-29—5=0.

M € (€) « AM.MB =0.

Déterminer une équation cartésienne de (€).

Ainsi, ¥ +)* — 4x — 2y— 5=0 est une équation du cercle ().
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Resume de cours

@ Définition du produit scalaire
1.1. Définition et propriétés

1.1.1. Définition

On appelle produit scalaire de deux vecteurs % et? le nombre réel, noté 7.5 :

: défini par :

j ° uv—lfu |Ix||1;r | cos(_'v) si % et sontnon nuls,
4 euv =0si u=0ousi v=0.

Remarque

Pour tout point M et pour tous points N et P distincts de M, on a :

MN.MP = || MN || || MB || x cosPMN .

1.1.2. Propriétés

fRoprC e i v,wetd quatre vecteurs du plan, o et A deux nombres réels. Ona :

75
3. ]u D= ]|u <)% ] (inégalité de Cauchy Schwarz)

3.2) wo=|u | x]7| sietseulementsi 7 et v sont colinéaires et de méme sens.
b) E. =—|@|[x||7| si et seulement si & et7 sont colinéaires et de sens
contraires.

4)(aw) (A6)=(ad) (7).
5)A(uw)=() % =a.(A%).

6)u.(v+w)=uo+uw.
Nw+2). (W +w) =0 a0+ T w+20 + 0.

1.2, Interprétation géométrique

Pour tous points M, Net Ptels que M # N, on a :
MN.MP = MN x MH o le point H est le projeté orthogonal de P sur la droite

(MN). - P

Remargue

| @ m.m=MNXMHsiM_Netm ont le méme sens.
; o MN.MP = —MN x MH si MN et MH sont de sens contraires.
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Reéesumeé de cours

Q<

Pour tous points M, N, Pet Q tels que M# N
ona: MN.PO=MNx HH ot le point H et
H’ sont les projetés orthogonaux respectifs de P
et Q sur la droite (MN).

b e~
P [T

1.3. Carré scalaire
W On appelle carré scalaire, et onnote %" le produit scalaire 4.1 -

1.4. Régles de calcul

W Soient u et deux vecteurs duplan, Ona :
Du =]l
N(E+7) =T+ s +3".
@3V =u"—2uv+v.
DE-DNE+7) =T
sus=5ZF+IFF-1Z-21).
) es=2T+3F-1ZF-17]).

Remarque
Soient A, B et C trois non alignés du plan, ona :
ABAC =1(AB*+AC'—BC).

ABAC=4(|AB+AC|f | ZB[ - ACT).

1.5. Vecteurs orthogonaux

Deux vecteurs non nuls % etv sont orthogonaux si leurs supports ont des direc-
tions perpendiculaires.

W Pour tous vecteurs Tets ona: e




Résume de cours

A, B, C et D sont quatre points deux & deux distincts du plan.
Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si AB.CD =0.

Application de I'orthogonalité

1. A et B sont deux points distinets du plan. L’ensemble (T') des points M du plan tels que
AM.AB =0 est la droite perpendiculaire  la droite (AB) passant par le point A.

2. A et B sont deux points distincts du plan. L’ensemble (I") des points M du plan tels que
MA.ME =0 estle cercle de diamétre [AB].

e Relations métriques dans un triangle rectangle

2.1. Relations meétriques caractérisant un triangle rectangle

m Soit ABC un triangle, H le projeté orthogonal
de A sur (BC).
Les propositions suivantes sont équivalentes :
o ABC est rectangle en A.
o BC?=AB*+AC2
e« BA’= BHxBC.
e AH’=—HB x HC.

2.2. Théoreme d’AL-KASHI

W Soit ABC un triangle. On a :

BC2=AB2+AC? — 2AB x AC x cos (BAC).

Remargue
Enposant:a=BC; b=ACetc=AB.
Ona: a#=b+ é—zbccosfé.

b =a* +c *ZaccosB‘_.‘

¢* =a*+ b*— 2abcos C.

2.3. Théoreme de la médiane

Soit ABC un triangle, et I le milieu de [BC]. Ona:

o AB?+AC?=2AP + %BC’.

» ABAC=AF-1nc.




Résumeé de cours

© Forme analytique du produit scalaire
3.1. Expression du produit scalaire dans une base orthonormée

m N T
Dans une base orthonormée, si u(y)etg(y),'alors To=zr'+y'.

Application : Norme d'un vecteur
xr s

Dans une base orthonormée, si E( ) calors [|u | =va*+4°.
¥

Remargue
e Si EI(:) dans une base orthonormée, alors le vecteur _T(:b) est orthogonal 3 ¥ .
o A et B sont deux points du plan,

AB= J(za—za) +(ye—ya) .

3.2. Equation cartésienne de la droite passant par un point et de vecteur normal i

Soit Ax, ;y,) et 7 (a;b).
(D) la droite passant par A ¢t de vecteur normal 7. .
Mxy)EM) & AM L7

& AM2=0

& a(z—z.)+b(y—ya)=0

< aztby—aza—bya=0.

3. 3. Equation cartésienne de cercle

4.3.1. Cercle défini par son centre et son rayon
Soit K(a ; b) un point du plan, 7 un nombre réel strictement positif et (€) le cercle de centre K
et de rayon r.
M(x ; ¥) est un point du plan K(a ; ).
My EE) S KM=r
e KM? =#*
& E—al+@—bE=r
o i+ —2ax —2by + @+ b= =0,

3.3.2. Cercle défini par son diamétre
Soient A et B deux points distincts du plan et (€) le cercle de diamétre [AB].
M(x ; y) est un point du plan.
M(x ; y) €(€) © MAME =0
o (= x)E =)+ 0 =y, )0 —3) =0.




éxercfces

Exercices de renforcement

A

E On donne la figure ci-contre 6] : B
ot1 OBDC est un carré et A le
milieu de [OB].
C D

Pour chaque ligne du tableau, une seule réponse
est juste.

Ecris le numéro de I'affirmation et la letire qui
correspond 2 la réponse juste.

a b c
1 D0.BO vecteur point nombre réel
est un
BABC
2 |etée | BCBA | -BCBA | CBBR
a
ABAC|
3 | est égal AB.OX AB.CO ABAO
a
ABAC
1 2 2
4 | est égal —AB e -
a
COCA|[coxCAx |COxCAx |COxCAx
5 . —— — e
estégal | osCAO  |cosACO | cos COA
a
AD?— AB? — | AD*+AR: + AD? — AB* —
¢ | DB2est |2ADxABx | 2ADxABx | 24D xAB>
égai a cos (Eﬁ) cos (E.A_E cos E’_‘ALE)

¥8) Réponds par vrai ou par faux a chacune des
affirmations suivantes :

1) a.0= 0.

2 aa=|al._

3) a(a.5)=aa.ab.

4) a.(b+é)=ba+ca.

5) (@a-5).z+D) =I5 -lzIF.

6) Dans un repére orthonormé, le produit scalaire
des vecteurs @ (a;b) et © (c;d) estactbe.

8 EFG est un triangle équilatéral de coté 4 cm.
I est le milieu de [EF].
Calcule les produits scalaires suivants :

a) EFEG ; b)EFEl ; ¢ IEF.

Legon 11

¥4 Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7)

On considére les points R(—%; 1 ), T(4;:2l) et

A5

s(1,4%).

Les droites (TR) et (RS) sont-¢lles perpendiculaires ?
Justifie ta réponse. ’

57 ABC est un triangle tel que AB = 4;AC=T7 et
mes BAC =120°.
1. a) Calcule BC.
b) Déduis BC = /93 .
2. Justifie que 6]—3:(,33 =63.
3. Détermine mes ACB .
4. Calcule la longueur de la médiane issue de A.
5. calcule ’aire du triangle ABC et le rayon du
cercle circonscrit au triangle ABC.

§8) Le plan est muni d'un repére orthonormé et m est
un nombre réel.

- 3 ~f4dm
On donne ; u( )etv .
—-m+2 —=

- . — B i
Détermine m pour que u etv soient orthogonaux.

7 Soient wety les deux vecteurs tels que :
|z | =3;et |7]|=5 etuv=10.

Détermine le nombre réel a pour que les vecteurs
— - — = t
au-+v et2u—3v soient orthogonaux.

¥ Dans un plan muni d’un repére orthonormé
(0;7,7).
Ondonne : B(—4;1),E(—1;2),etN(1:4).
1. Calcule EB.EN : BN.BE > NB.NE.

2. Détermine la mesure des angles du triangle BEN.
Déduis-en la nature du triangle BEN.

¥8F Soit ABC un triangle équilatéral de coté 6 em.
Soient I, J et K les milieux respectifs des cotés
[BC]; [AC]; [AB].
1. Démontre que Al =BJ=CK = 3v3.
2. Calcule les produits scalaires suivants :
a)ABAC ; b)ABAI ;
olAB ; @ AC.(XKT+KI).

#8) Le plan est muni d*un repére orthonormé (0;7,7)
et m est un nombre réel.

Détermine m pour que les vecteurs uet? soient
orthogonaux dans chacun des cas suivants.

1. u(3;—m+2) eto(dm;—1).
2; E(m—l;—m+-‘]i) et E(—ﬁm;d).

Produit scalaire




gxercices

©Y 7et? sont deux vecteurs tels que :

e
17 =252 -7).(5+7) = 2et Mes( ;5 ) = &-
Détermine HEH

& D Soient ety deux Vecteurs Développe (v —73 ).

Déduis-en que : %.% = (Hu F+7 P =lZ=2IF).
IT) Soit ABC un triangle telque AB=4;AC=4,
BC = 443.

1. a) Justifie que AB.AC =J(AB*+AC'—~BC?).

b) Prouve que IE.E/: =
2. Démontre que mes BAC =120°.
3. Détermine la mesure de ’angle ABC.
4. Calcule 'aire du triangle ABC et le rayon
du cercle circonscrit.

@ Surlafigure ci-dessous AB=17 ; BC=12; CD = 6.
I est le milieu de [DC].
Les droites (AB) et (DC) sont perpendiculaires &
(BO). A B

N

| S | C

1. Exprime BD comme combinaison linéaire
de deux vecteurs orthogonaux sur la figure.
2. a) Exprime BC.AT en fonction de BC.

b) Calcule CD.AT.
3. Calcule BD.AT puis déduis que (AI) et
(BD) sont perpendiculaires.

Sur la figure ABCD est un carré, ABEC est un
parallélogramme et ECF est un triangle isocéle
en F tel que mes CFE =120°.

On donne BC =3 em.

A B
D C &
F
1. a) Justifie que le point C est le milieu du segment
[DE].
b) Calcule la distance AC.

2. Calcule les produits scalaires suivants :
a)AB.AD ; b)ACBE ; ¢)CE.CA.
3. a) Caloule (CE+ CA ) puis CE'+ CA".
b) Compare | CE+ CA I]’ et|CE|F +|CA[.
4. a) Calcule FC.

b) Calcule les mesures des angles du triangle
ECF.

Lecon 11

~ Soit PQR un triangle, I son orthocentre.

P’, O’ et R sont les projetés orthogonaux respectifs
de I sur les droites (QR), (RP) et (PQ).

1. Démontre que QLPR = 0.

2. Démontre que PLPQ =PILPR.

3. Démontre que TFTG =PxIF=IQxIQ.

4. Calcule de deux maniéres différentes chacun des
produits scalaires suivants IP.IR et IR.IQ' .
Déduis-en les égalités suivantes :

PIQ=RIQ=IRIP.

@& (0,1,7) estun repére orthonormé.

(€) est le cercle trigonomeétrique de centre O.
P est le point d’abscisse —1.
M est un point de (€) tel que Mes(_f oM ) = —

T

Q/I
1. a) Reproduis la figure en prenant OI = 4 cm.
Elle sera complétée au fur et a mesure.
b) Place le point Q syméfrique de M par rapport
a (Ol).
c) Détenn;lgf la mesure en radian de I’angle
oriente ( 01,00 ) .
2. a) Place A le point image duréel 5~ pr sur le cercle (6).
b) Justifie que le point M a pour coordonnées
(;_ ﬁ)
2 2 e
3. On donne Mes (@\’;fﬁﬁ)I= 112
a) En utilisant la forme analytique du produit

J2+4/6
e

b) En utilisant la forme trigonométrique u produit

scalaire, prouve que : OAOM =

scalaire, prouve que : OA.OM = cos(—l%).

¢) Déduis-en la valeur exacte de cos (%)

On considére la figure ci-dessous sur laquelle ABCD
est un rectangle. On donne : AB = 1; AD =3;

KD = %E et
DE = 3DC.

Produit scalaire




ae rcices

1. Calcule DB.DA.
2. a) Justifie que KE = %E_C'-F 3AB.

b) Sachant que BD = BC — AB , démontre que
les droites (BD) et (KE) sont perpendiculaires.
3. Dans le plan muni du repére orthonormé (A, I, B),
on donne les points K (2;0), D(3:0), C(3;1)et
E(3;3).

a) Calcule BE.BD.

b) Détermine une équation du cercle (€') de
diametre [DE].

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O 1] )
on considére les points A(1 ; 0) ; B(2;—1); C(1; 3)
et D(1;—1).
1. a) Calcule AB.AC .

b) Calcule AB et AC,

¢) Déduis-en une valeur de la mesure de
I’angle BAC.
2. Justifie que : BC = ¢1T.
3. Justifie que le point D appartient au cercle de
diamétre [BC].

' ABCD est un carré de coté 1. {

Soit M un point de [AB] tel que AM = ~2—_13> etN
un point de [BC] tel que BN = %ﬁf

1. Fais une figure.

2. Calcule DM.DN de deux maniéres différentes.
On pourra considérer le repere (A, B, D).

3. Détermine la valeur exacte de I’angle MDN .

| On considére le carré ABCDlde coté 4, et M un
point de [AB] tel que AM = -fﬁ_ﬁ et N un point
de [BC] tel que : BN = %-_é

1. Fais une figure.
2. a) Calcule DM.DN .
b) En considérant le repére (A, AB,AD),
calcule DM.DN . S~
3. Détermine la valeur exacte de I'angle MDN .

. Soient ], J, K et L quatre points de coordonnées
respectives : (—1;1);(%—;4);(—2;3);(—%; )
1. Détermine les coordonnés des vecteurs suivants :

KD IKGIT I et 1K

2. Calcule les produits scalaires suivants ;
ﬁﬁ Z Kﬁ eL IT_:E .

3. Soit M le point défini par : IM =KT..
Détermine cos ( :T"m“) puis déduis-en mes m

Soit I1J’ un triangle, on construit le carré IJKL tel
que les points K et L n’appartiennent pas au demi-
plan de fronti¢re (IJ) contenant le point J’ et le carré
ITK’L tel K’ et L' n’appartiennent pas au demi-plan
de fronti¢re (IJ°) contenant le point J.

— —
1. Onpose : ««=mes JII' et B=mes LIL'.
Démontre que B=n — a.
2. Compare le produit scalaire I1.TJ" et T .
3. Caleule le produit scalaire T .JL.
4. Quelle est 1a position relative des droites (JL) et (J'L).

@ On suppose que le plan vectoriel ¥ est muni d’une
base orthonormeée (“{,}f) . Pour tout réel x différent de
—l.ondomne U et 7 deux vecteurs de coordonnées

respectives (a:a—Tx; x_%_ 1 ) et (xi 1 ;—3).
1. Détermine U.V en fonction de x.
2. Détermine les valeurs de x pour lesquelles T est

orthogonal 2 ¥ . (on remarquera que
P=Tx—6=x-3)x+2)x+1)).

3. On suppose que x = -2, exprime alors
[8T+27 | en fonction de || T ||et|| 7 || puis cal-
cule |3T+27|.

24 Soient A, B et K trois points du plan tels que AB=2 et K
estle milieu de [AB]. On veut déterminer 1’ensemble
( I" ) des points M du plan tel que MAMB = 8.

1. Fais une figure.
2. a) Calcule KAKB.
b) Justifie que pour tout point M du plan
KM.(KK+KB)=0.
3. a) En utilisant la question 2), démontre que pour
tout point M du plan MA.MB = —1+KM".
b) Déduis-en alors ’ensemble ( I") des points M
tels que MA.MB = 8.
¢) Construis I’ensemble (I").

Exercices d'approfondissement

25 Solent A, B et K trois points du plan tels que AB =2
 etK est le milieu de [AB].
On considére les points C et D tel que :
AC=-AK et BD =-BK.

1. a) Construis le triangle CDE tel que :

Mes (—D_(f; ﬁﬁ} = -?2!- et la distance DE = 8.

b) Calcule la distance CE.
2. a) Place le point F tel que : EF = CD.

b) Calcule les produits scalaires suivants :
CD.DE ; CD.FE.

¢) Justifie que ;: CD.CE = CD?.
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Exercfces

3. On veut maintenant calculer la longueur du c6té
[CF] du triangle CEF et la mesure en degré de

I’angle orienté (@f,%ﬁ)

a) Justifie que : CF = CD + CE.

b) Calcule CF puisCF. N
¢) Détermine alors CF.CE puis Mes (EE C_E)
a 107% prés.

126 ABCDest un carré de sens direct de coté 4 et de
centre O.
1. a) Fais une figure.
b) Calcule les produits scalaires suivants : A_B-.m;

AO.AC;AB.CD;AD.CD ;AC.BD:AB.BD.
2.Démontrequelesvecteurs AB + AD et AB ~ AD
sont orthogonaux.
3.a) Calcule (AB+AD Vet (AB—AD ).

b) Justifie que AB+AD et AB—AD ont la
méme norme.
4. Détermine dans chacun des cas suivants ’en-
semble (E) des points du plan vérifiant :

a)AB.CM =0 b) AM.CM =0.

127% (Puissance d’un point par rapport 4 un cercle)
Soit (€) un cercle de centre O et de rayon 7. A et B
deux points diamétralement opposés de (€) et M un
point extérieur & (€), n’appartenant pas a la droite
(AB).
Les droites (AM) et (MB) recoupent (€)) respecti-
vement en C et D.
1. Calcule de deux maniéres le produit scalaire
MAME .
2. Démontre que : MA x MC = MB x MD.
3. Démontre que : MA.MB =MO? — 2
Le nombre réel MO? — # qui est indépendant du
point M est appelé la puissance du point M par rap-
port au cercle (€).
4. Soit (D) la tangente au cercle (€) en T passant
par M.
a) Démontre que : MT~ =MOQ? — /2,
b) Dans quel cas la puissance d’un point M par rap-
port au cercle (%) est-elle positive, négative, nulle ?

28" Sur la figure ci-contre, MR

¢ (€) est un cercle de
diamétre[AB] de centre
OetderayonR ;
e (D) est la tangente 3
(€)aupointAet Mun
point de (D) distinet
de A ;

®

A

Le¢on 11

o (D) est la droite passant par M et tangente 4 (€)
enunpoint N ;

e H est le point d’intersection des droites (AN) et
(OM) ;

-a=mes.&8ﬂd.

1. a) Justifie que OA.OM = ON.OM.
b) Déduis-en que (AN)_L(OM).

2. Démontre que OH =R cosa.

3. On suppose que o = % )

On appelle K, le projeté orthogonal de N sur (AB).
a) Démontre que NOB est un triangle équilatéral.
b) Compare OK et OH.
¢) Calcule en fonction de R : OH.ON = OR.ON.
d) Déduis-en que (HK) | (ON).

. L'unité est le centimétre.

Soit ABC un triangle tel que AB=7,AC=35,

BC =4 et | ]e milieu de [BC].

1. En utilisant le théoréme de la médiane, justifie

que : Al = v" 33.

2.2) Démontre que : 2MA” — MB® — MC* = 4MI.IA .
b) Déduis et construis I’ensemble (D) des points

M du plan tels que 2MA? —MB?* —MC? =58.

| Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;4,7 )

on donne le point F(12 ; 18).

On désigne par Gun pointde I’axe (07 ) etpar Hun
pointdel'axe (O;7) tel que Mes (Fﬁ?ﬁ) s —-g—.
On appelle x I’abscisse de G et y I’ordonnée de H.
1. Démontre que le couple (x, ¥) est solution de
I’équation : (E) : 2x + 3y = 78.

2. On se propose de trouver tous les couples (G ; H) de
points ayant pour coordonnées des nombres entiers
relatifs.

Vérifie que les couples (12 + 3k ; 18 — 2k), k € Z
sont solutions de (E).

3. On admet que les seules solutions entiéres de (E)
sont de la forme (12 + 3k ; 18 — 2%), k€ Z.

PAUL, ¢éléve de la classe de second C, affirme quil
y’a exactement trois couples de points (G ; H).
Ayant pour coordonnées des nombres entiers rela-
tifs, telsque: —6=<x<21 et —5<y=<14.

Paul a-t-il raison ? Justifie ta réponse.

| Formule de HERON

ABC est un friangle. Onpose : a = BC ;b= AC ;

¢ =AB.

On note S "aire du triangle ABC.

1. a) En utilisant le théoréme d’Al Kashi démontre
que : 4b%sin? A = 4B — (B + & — a?)2.

Produit scalaire




b) Déduis-en sin A en fonctionde a, b, c.
2. On note 2p le périmétre du triangle ABC.

a) Donne I’expression du périmétre du triangle
ABC en fonction de a ,b, c.

b) Démontre que
(Pe)si A =4p(p — a)(p — b)p — ©)-

¢)Déduis-enque: S= ydp(p—a)(p—b)p— c).

32 Dans un repére orthonormé (O, I, J), on considére
~ les points A(3 ; 4) et B(5 ; —3).

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite
(AB) et de la médiatrice (A) du segment [AB].
2.0n appe]lc D le point de la droite (A) tel que :
OA.OD=—
Déterminer une mesure de ’angle \D (_Bb ﬂ)
3. a) Détermine les coordonnées du point C de la
droite (A) tel que ABC soit un triangle rectangle direct.

b) Déterminer alors une mesure de I’angle

s
(&€, AD).

4. Détermine les coordonnées du point E de la droite
(A) tel que le triangle ABE soit équilatéral direct.

83 Soit ABC un triangle rectangle en A. On désigne
- par A’ le milieu de [BC], par H le pied de la hauteur
issue de A et par I et J les projetés orthogonaux de

H respectivement sur (AB) et (AC).

A

B H Al C

a) Démontre que : AB.IJ = —AB.AHL
b) Démontre que les droites (AA”) et (1) sont
perpendiculaires.

34 Dans le cadre de la modemisation de I’agriculture,
’Btat octroie des subventions aux planteurs en
fonction de la superficie du champ de mais cultivé.
Les semences de mais sont conditionnées et ven-
dues par sacs d’un hectare. Un Agriculteur désirc
déterminer la superficie de sa parcelle, afin d’ache-
ter les semences nécessaires pour maximiser sa pro-
duction de mais et obtenir une meilleure subven-
tion. 11 connait les dimensions figurant sur I’extrait
topographique qu’il a obtenu de I’administration.
AB=230; 4D =200; BC=280;BD=450;
DC=130.

Ne sachant pas comment s’y prendre. Il te sollicite
afin de I’aider a déterminer 1’aire de son terrain.

A
D

Remarquer que :
« ABD rectangleen D ;
» ABC rectangle en C.

1. a) Projeter :
M sur (QA) et sur (ON) puis remarquer
que OA= ON.
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DROITES ET PLANS
DE LESPACE

A e S R R e e

1. Quelles sont les formes des différents cristaux ci-contre ?
2. Quelles sont les propriétés géométriques des faces de ces cristaux ?

R S B i G S % ek oy

— T

gﬁ

SITUATION D’APPRENTISSAGE

E Un bijoutier a recu d*une cliente une pierre précieuse en
forme de pavé droit (voir figure ci-contre). Cette cliente
Iui a demandé de tailler cette pierre pour en faire un mé-

G daillon d’un collier suivant les points I, J et K qu’elle
a marqués. Le point I est situé sur la face ABFE, les
points K et J sont sur la face ABCD.

Ne voulant pas 1’abimer, le bijoutier fait appel & son fils
D éleve en classe seconde pour I'aider.

—t
|

e Celui-ci, avec ses camarades de classe et une maquette,
kK e cherche 2 faire la section du pavé par le plan (IIK) en

B 7 C recherchant les intersections avec les différentes faces
du solide.
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HABILETES ET CONTENUS

' 1  Deferminations diun plan

Connaitre : les propriétés relatives a la
détermination d’'un plan

Justifier :
e que deux droites sont coplanaires
 que deux droites ne sont pas coplanaires

| Drojtes et plans de fespace

Connaitre :

o les positions relatives de deux droites
o les positions relatives d’une droite et
d’'un plan

Justifier : qu’une droite est sécante
aun plan

| 3 Plapsdeliespace

Connaitre :
o les positions relatives de deux plans
o les propriétés sur les positions relatives de

_ 5 Section plane di solide.

Justifier :
o qu’une droite est sécante a un plan
o que deux plans sont sécants

Parallélisme de droites etdeplans

Connaitre :

o les propriétés relatives au parallélisme de
deux droites

e les propriétés relatives au parallélisme
d’une droite et d'un plan

o les propriétés relatives au parall€lisme de
deux plans

Justifier : que deux plans sont paralléles

Construire : une section plane d’'un solide de
l'espace

Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux

deux plans droites et plans de l'espace
e = o e TR T
INSTALLATION DES HABILETES
"\ Déterminations d'un plan

1.1. Plan déterminé par trois points non alignés H G
On considére le cube ABCDEFGH ci-contre. :
1. Identifie : un plan vertical vu de face ; un plan horizontal et un plan vertical vu de profil. g ;
2. Détermine trois plans passant par les points E et F. D K c
3. Détermine le nombre de plans passant par les points non alignes E, ¥ et G. A Y
4. Détermine le nombre de plans passant par les points non alignés A, B et F. #
5. Détermine le nombre de plans passant par les points non alignés B, C et G. 4 - A

I Par trois points non alignés, il passe un et un seul plan.

Le plan passant par trois points non alignés A, B et C se note (ABC).

Exercices de fixation

99 A. B et C sont trois points non alignés et D un point n’appartenant pas au plan (ABC).
Détermine le nombre de plans distincts que I’on peut former avec ces quatre points.

Lecon 12
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Exercices de fixation |

T T T TT T TP P T P PP P TR PP P TR

2 On considére les points A, B, C, D et E tels que : 2. Les points A, B et D déterminent un plan. .......
-A, Beet D sont al.lgnf:s , 3. Les points B, C et D déterminent un plan. ...
- C, B et E sont alignés.

Réponds par vrai ou par faux 4 chaque affirmation. 4. Les points E, B et C déterminent un plan. .......

1. Les points A, B et C déterminent un plan. ......

D c
1.2. Droite incluse dans un plan :
Considérons le cube ABCDEFGH ci-contre. A E B
1. Reproduis la figure. Marque deux points J et K dans le plan (ABC) i
puis trace la droite (JK). /" B A
2. Trouve un plan contenant la droite (JK). )
E F

wgﬂﬂ

rsque deux points A et B appartiennent 4 un plan (P), la droite (AB) est incluse dans le plan
(P) et on note : (AB)C(P).

Exercices de fixation

L L LT e e L L LR R L]

ABCD est un tétraédre et [ est le Réponds par vrai ou par faux aux propositions
milieu du segment [AB]. = suivantes.

Compléte par C ou par €.

(AB)...(CBA) ; (DD ...(BCD ; 1. Deux points appartiennent nécessairement &
(ID)....(ABD) ; (CD) ...(ABD) ; un plan. ...

(CI)....(ABC). 2. Si deux points A et B appartiennent a un plan,

alors la droite (AB) est incluse dans ce plan.

3. Si un point A appartient 3 un plan, et B un
it D point n’appartenant pas a ce plan alors la droite
(AB) est incluse dans ce plan ...

4. Deux points déterminent toujours un plan.

1.3. Droites coplanaires, droites non coplanaires

La figure ci-contre est un cube ABCDEFGH. y : i
Observe la figure et réponds par vrai ou par faux aux affirmations suivantes : E B

1. Les droites (AC) et (AB) sont incluses dans le plan (ABC). .......... 'j_ 0 L
2. Les droites (AC) et (HD) sont incluses dans un méme plan. ... &

3. Les droites (BF) et (GH) sont incluses dans un méme plan. ......... E A 4

4, Les droites (FH) et (GE) sont incluses dans un méme plan. ...

| Lorsque des droites sont incluses dans le méme plan, on dit que ces droites sont coplanaires.
Lorsque des droites ne peuvent pas étre incluses dans un méme plan, on dit que ces droites
sont non coplanaires.
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Exercices de fixation

La figure ci-contre est un L G 2. (AN) et (EN) sont coplanaires. ..........

cube ABCDEFGH. ,'1[ 3. (AB) et (GF) sont coplanaires. ...

Mestlocentreducané g/ 7y P/ 4. (AB) et (EF) sont coplanaires. .........

gDHE’.el; g(;;t & e M} Br-—-4-3C 5. (ED) et (FC) sont coplanaires. ...

i : 4 6. (NM) et (GH) sont coplanaires. ...
*l
A B @ En utilisant la figure de I’exercice précédent,

Réponds par vrai ou par faux a chacune justifie que les droites (BG) et (HA) sont
des affirmations suivantes. coplanaires.
1. (AB) et (EH) sont coplanaires. ..........

1.4, Plan déterminé par une droite et un point n’appartenant pas a cette droite

On considére une droite (D) et un point A n’appartenant pas 4 la droite (D). A o)
Démontre qu'il existe un plan et un seul contenant la droite (D) et le x
point A,

Une droite et un point n’appartenant pas a cette droite déterminent un et un seul plan.

Exercices de fixation

T L L L T LR R L]

3. E et la droite (DM) déterminent un plan. ......
4. G et la droite (EF) déterminent un plan. .....

m
©

Dans la figure ci-contre,
* ABCDEFGH est un cube,
M est le centre du carré

-
S

Soient A, B et C trois points non alignés.

’
£
T~
R L]
Lo}
Z

$DHE’, e]; Cg;St iscentrs Mol NJ]C Soit D un point n’appartenant pas au plan (ABC).
Rm el Soit E un point de la droite (BD) distinct de B et
.’ de D.
% ¥
R caree darata, . Soit ¥ est un point de Ia droite (CD) distirict de
CetdeD.

1. N et la droite (BG) déterminent un plan. ...

5. B il Gt (B0 Weseirrinent i plan: v 1. Détermine les plans contenant le point E

2. Détermine deux plans qui contenant la droite (EF).

1.5. Plan déterminé par deux droites sécantes

On considére deux droites (D) et (D) sécantes en A.
Démontre qu’il existe un plan et un seul contenant les deux droites sécantes.

Deux droites sécantes déterminent un et un seul plan.

Exercices de fixation

I T T R S L LT

Dans Ia figure ci-contre, ABCDEFGH est un cube. - G
1. Justifie que les droites (HA) et (AB) déterminent un plan. i =
2. Justifie que les droites (BD) et (FG) ne déterminent pas un plan. E ,'l : 2
’l' ’}-- - -
g
A B
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Exercices de fixation

W9 ABCD est un tétraddre -

régulier. 1, T et K sont les
milieux respectifs des
cotés [AB], [AC] et [AD]. D
Réponds par vrai ou par

faux 4 chaque affirmation.

1.6. Plan déterminé par deux droites paralléles
On considére deux droites strictement paralléles (D) et (D).

Démontre qu’il existe un plan etun seul contenant les deux droites paralléles.

" Deux droites strictement paralléles déterminent un et un seul plan.

Exercice de fixation

Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube.
M est Ie centre du carré ADHE, et N est le centre du carré BCGE.
Réponds par vraie ou par faux aux affirmations suivantes.

1. Les droites (FC) et (ED) déterminent un plan. ..........
2. Les droites (AH) et (FN) déterminent un plan. ...........
3. Les droites (MN) et (HG) déterminent un plan. ............

1.7. Démontrer que deux droites sont non coplanaires

1. Les droites (IJ) et (AC) déterminent un plan. .....
2. Les droites (AC) et (BD) déterminent un plan. ...
3. Les droites (IK) et (JD) déterminent un plan. ...
4, Les droites (IK) et (JI) déterminent un plan. ...

H G
a
1]
Iy
s <
‘\\ 1
o C
Iy m =
1
e
+
;o
A B

® \

Soit un plan (P) contenant une droite (D) et un point A n’appartenant pas aD).
Soit une droite (D*) passant par A tel que (D’) n'est pas contenu dans (P). / A\‘\
Démontre que les droites (D) et (D”) ne sont pas coplanaires. (On pourra utiliser P D)

un raisonnement par I'absurde).

Pour démontrer que deux droites (D) et (D”) sont non coplanaires, il suffit de trouver un plan
(P) contenant la droite (D") tel que la droite (D) soit sécante au plan (P) en un point A qui

n'apparticnt pas a (D)

Exercices de fixation

ABCD est un tétraédre et A
I est le milieu du segment
[AB], J est le milieu du h]

segment [AD]. I D

Cite deux droites non
coplanaires et deux droites
coplanaires. B C
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SABCD est une pyramide.
Démontre que (SB) et (DC) ne sont pas
coplanaires. s
5
A B ¥
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H Q
P05 La figure ci-contre ABCDEFGH est un cube et les . L
droites (PQ) et (RS) ne sont pas parall¢les. . B
Démontre que (PQ) et (RS) sont non coplanaires. 5 AT
DF="4=="7¢
A R' B
eIZZtrt;m:e'.-‘. et plans de I'espace
2.1. Positions relatives de deux droites H G
ABCDEFGH est un cube. Les points L, Jet K I i
appartiennent respectivement aux arétes [AE], [EH] et [FE]. 'K
Compléte chacune des phrases par I’un des mots ou groupes de mots suivants ; t e
« non coplanaires », « paralléles », « sécantes » ct « confondues ». Dj. __________ ¢
-(AE) et (IT) sont ............ -(AC)et (DB)sont ............ Lk o
-(HA) et (W) sont ............ - (AC) et (HF) sont ............ &
- (KE) et (EF) sont ............ - (HF) et (BD) sont ............ f
- (HD) et (BC) sont ............ A B

Deux droites de P’espace sont soit coplanaires (dans ce cas clles peuvent étre séeantes, ou
 confondues, ou strictement paralléles) soit non coplanaires.

. Exercices de fixation

=8 ABCDEFGH est un cube. H G Réponds par vrai ou par faux & chacune
Pour chaque affirmation trois E des affirmations suivantes :
propositions de réponse a, b et Bf———F 1. Les droites (IJ) et (AC) déterminent un plan.
¢ sont données dont une seule f}"“' = 2. Les droites (AC) et (BD) déterminent un plan.
est exa'cte. & 3. Les droites (IK) et (JD) déterminent un plan.
Rechpic lhiine rovahe: & B 4. Les droites (IK) et (JT) déterminent un plan.
Affirmation a | b c
i e (I-IB). w ABCD est un tétraedre
1 est incluse (BDG) (ABC) (BFH) régulicr. [ et K sont les
dans le plan milieux respectifs des
Les droites cotes [AB] et [AD].
2 | (HF)et (EB) | paralléles | sécantes N“”' 1. Détermine la position
sont Eop s relative des droites (AB) B -
Les droites X et (CD).
3 | (HG)et(AB) | coplanaires | sécantes i i 2. Justifie que les droites (BD) et (IK) sont
sont s et paralleles.
Les droites Non
: (ED)sf)tnEHA) i 8 atcattes coplanaires ey Sur la figure ci-contre 'f 2
ABCDEFGH estun cube. /!
Sur la figure ci-contre : S 1. Justifie que (AH) et BG) [pf_1* e
ABCDEFGH est un cube. / sont coplanaires. it
Lespoints [,J, K et Lsont E ': 2 2. Justifie que (DH) et (FG) ¥
leis ylilicux respectifs des Kl e sont non coplanaires. A 2
cotés [AB], [BC], [DC] et Ly { 3. Cite deux autres droites qui sont coplanaires.
Labl R 4. Cite deux autres droites qui ne peuvent
& A

pas étre sur un méme plan.
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2.2. Positions relatives d’une droite et d’un plan

Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un parallélépipéde, K et I sont les
milieux respectifs des cétés [HG] et [AB], J un point du segment [BF].
Détermine, dans chacun des cas suivants, le nombre de points communs a la

droite et au plan.

a) la droite (AB) et le plan (EFG)
b) la droite (1J) et le plan (ABC).
¢) la droite (JK) est le plan (BFG).
d) la droite (AC) et le plan (ADB).

Seit (D) une droite et (P) un plan de espace.

H K G
]
1
i
]
E :
T F
' (&)
(J- ----------
)" i i
"
f‘ .
A I B

(D) est soit sécante a (P) (ils ont un seul point commun), soit strictement paralléle a (P)

(ils n’ont aucun point commun), soit incluse dans (P).

Exercices de fixation

Sur la figure ci-dessous
ABCDEFGH est un cube.

Les points I, J, K et L sont les
milieux respectifs des cotés
[AB], [BC], [DC] et [AD]. ; I
Réponds par vrai ou par
faux aux affirmations
suivantes.

1. La droite (FI) et le plan (ADH) sont sécants.

2. La droite (FA) et le plan (EBC) sont sécants.
3. La droite (1J) est parallgle au plan (CEG).
4. La droite (LK) est sécante au plan (EFG).

E

| Plans de I'espace

3.1. Intersecticon de deux pians

Sur la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube.
1. Justifie que E appartient au plan (DEF) et au plan (ABF).
2. Justifie que F appartient au plan (DEF) et au plan (ABF).

3. Justifie que (EF) est incluse 2 la fois aux plans (ABF) et (DEF).

4, Déduis-en I’intersection des plans (ABF) et (DEF).

5. Ladroite (DE) est parallégle au plan (BCF).
6. La droite (LI) est sécante au plan (KJC).

S ABCD est un tétraddre régu- A
lier. J est le milieu
de [AD] et K un point de J
[AB], comme l’indique la
figure
ci-contre.

B C

1. Justifie que la droite (KJ) est sécante au
plan (BCD).

2. Reproduis la figure et construis le point
d’intersection.

(o]

- Lorsque deux plans sont sécants, leur intersection est une droite.

Exercices de fixation

ABCDE est une pyramide réguliére.

dont une seule est exacte.

Pour chaque affirmation quatre propositions de réponse a, b, c, et d sont données

Copie le numéro de chaque ligne suivi de la lettre correspondant a la bonne

réponse.
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a b c d
L'intersection des plans (ABC) la droite le segment : :
1 ¢t (ACD) est : (AC) [AC] le point A la paire {A, C}
L'intersection des plans (ABD) : : .
2 et (ACE) est : le point A | le point O le plan (BCD) | la droite (AQ)
k& 3 la droite passant
3 k mtcrscctlon. TR le point A | le plan (BCD) | par A et paralléle | la droite (AO}
et (ADE) est : s
a (BC)
Soit ABCD un tétraédre, Dans le tétraédre ABCD
I et J les milieux respectifs A ci—c?nne, I est un p01:11t de
des segments [AB] et [AC]. l’anﬁete [AB], J un point de
1. Justifie que I appartient aux Pactte [CD:,l' : I yD
lans (DIJ) et au plan (ARC) I D Le but de 1 exercice est de
P : s i trouver D'intersection des ]
2. Justifie que J appartient aux plans (AJB) et (CID).
plans (DIJ)) et au plan (ABC). = 1. Justife que chacun des B o
3. Détermine I’intersection C points I et J appartient a
des plans (DIJ) et (ABC). la fois aux plans (AJB) et (CID).

2. Détermine 1’intersection de ces deux plans.

3.2. Positions relatives de deux plans HI 3
Sur la figure ci-contre ABCDEFGH est un pavé droit, I est un point [AB], i
J un point de [EF] tels que les droites (1J) et (FB) soient paralléles. E i T
1. Démontre que les plans (EJG) et (JFG) sont confondus. 5 F
2. Démontre que les plans (ABC) et (EFG) sont disjoints. B st ¢
3. a) Démontre que la droite (JG) est incluse dans chacun des plans (EFG) et (IIG). ‘," T
b) Justifie que les plans (EFG) et (1JG) ne sont pas confondus. v
4. Détermine la position relative d’un plan quelconque avec le plan (EFG). i I B

Deux plans de 1'espace sont soit confondus, soit strictement paralléles, soit sécants.

Exercice de fixation

ABCDEFGH est un cube. If &
Détermine la position relative des plans dans chaque cas E
1. (ABC) et (CFG); 2. (BDF) et (EHG) ; 4
3.(ABC) et (DBC); 4. (ABF) et (CHG). R
A B
Ty "o '_."-".—'.?-.‘o“ o i (D)
ACUVILS . Paraliélisme de droites et de plans
4.1, Droites paralléles 0%

Soient (D) et (D”) deux droites paralléles et (P) un plan qui coupe (D).

1. Si(D) et (D’) sont confondues, justifie (P) coupe (D).

2. On suppose que (D) et (ID*) sont strictement parallgles.

Démontre par I’absurde que (P) coupe (D’). ?

Lorsque deux droites sont paralléles, si un plan coupe l'une, alors il coupe I'autre.
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Exercice de fixalion

Dans la figure ci-contre, ABCDEFGH est un cube. H G
(D) et (D) sont deux droites paralléles. il

(D) est sécante aux plans (EFG), (EFB) et (ABC). LA A
Détermine les plans sécants 4 la droite (D). ,J-Qf-—- -4C
Justifie ta réponse. ,/

4.2. Parallélisme de trois droites de I'espace

Soient (D) et (D) deux droites paralléles 4 une droite (A). Soit A un point de (D') qui n'appartient pas & (D) et (P)
1. On suppose que deux des trois droites (D), (D) et le plan déterminé par A et (D).

(A) sont confondues. a) Démontre que (D’) est incluse dans le plan (P).
Justifie que (D), (D') sont paralléles. b) Déduis-en que (D) et (D) sont paralléles.

2. On suppose que les droites (D) et (D*) et (A) sont

deux 2 deux distinctes.

Lorsque deux €. .tes sont parall¢les, toute droite paralléle 4 ’une est paraliele a lantre.

Exercices de fbation

P80 ABCDEFGH est un cube, I et Sur la figure @

K sont les milicux respectifs ; ci-dessous, ABCDE

des segments [CG] et [HD]. est une pyramide

Justifie que (BI) et (AK) sont réguliére et (A) la

paralléles. paralléle 2 la droite D
(ED) passant par A. = -
Donne la position &
relative des droites (A) et (BC).
Justifie ta réponse.

4.3. Droite paralléle a un plan

1. Soit une droite (D) et un plan ( P) de Démontre qu’il existe une droite (A)
I'espace. contenue dans (P) telle que (D) soit (D)

On suppose qu’il existe une droite (A) paralléle a (A).
contenue dans le plan ( P) et paralléle & (D). 3. Démontre qu’une droite (D) est paral-
Démontre que (D) est paralléle a (P). lele 2 un plan (P) si et seulement si elle P

2. On suppose que (D) est parall¢le a (P). est paralléle & une droite de ce plan.

Une droite est paralléle 2 un plan si et seulement si elle est paralléle & une droite de ce plan.

BB Exercices de fixation

H
mernl  ABCDEFGH est un cube. :
’ Dans chaque cas, indique si la droite (EF) est paralléle ou sécante au plan A
donné. a) (ABD) ; b)(FGH) ; ¢)(BGD). ,‘?P- p-A L
A B
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ABCD est un tétraédre régulier. A ABCDEFGH est un H G
1 et J sont les milicux respectifs cube. I et J sont les NI
des cotés [AC] , [AD]. centres respectifs des B ; '
Démontre que la droite (IT) { carrés ABCD et EFGH. =
est paralléle au plan (BCD). Prouve que (IJ) est ];3;\*» 1§ e
B D paralléle a chacun et
des plans suivants : A ' B
(AEH), (ABF), (BCG)
G et (CGH).
4.4, Conséquence d’une droite paralléle & un plan D)
4 p P ,.,'ﬂ-'t’"f;;)
Soit (D) une droite paralléle 4 un plan (P) et (D) i

une droite paralléle & (D).
Démontre que (D) est parallele & (P).

Lorsqu’nne droite (D) est paralléle a un plan (P), toute droite paralléle a (D) est parallele a (P).

Exercices de fixation

ABCDEFGH est un cube, I et K ]

sont les milieux respectifs des [AB], = E.K

[EF] et J est sur le segment [HG]. T F e
Soit (A) une droite. o

Recopie les bonnes réponses : e

1. Si la droite (IK) est paralléle au
plan (A) est paralléle au plan :

a) (BCG); b) (ABC) ; ¢) (CDH).
2. Si la droite (FC) est paralléle au plan (JK) et 4 la
droite (A) alors, (A) est paralléle au plan :

a) (UK); b) (EFB); c) (ABC).

4.5, Théoreme du toit

Soit une droite (D) paralléle & deux plans sécants (P)
et (P,) suivant une droite (A) et A un point de (A).
Soit la droite d’intersection de (P,) et (P,).

Soit A un point commun & (P,) et (P,).

1. a) Justifie qu’il existe une droite (D,) incluse dans

R R LR L e Rt

Sur la figure ci-dessous ABCDE est une
pyramide réguliére, I et J sont les milieux
respectifs des segments [AE] et [AD],
et (D) une droite paralléle a la droite (IJ)
passant par A. A @
Donne la position

relative de la droite

(D) et du plan (BCD). J
Justifie ta réponse.

(P) passant par A et une droite (D,) incluse dans (P,)
passant par A tel que (D)) soit paralléle & (D,).

b) Démontre que (D,) et (D,) sont confondues.
2. a) Démontre par (D) et (A) sont confondues.

b) Déduis-en que (D) est paralléle & (A).

Lorsqu'une droite est parallele a deux plans sécants, ellc est paralléle a leur mntersection.

Exercices de fixation

e T T L R LR R R LR L b e e b e L

w On considére le solide suivant ci-contre. K est un point de [EB] autreque E g

et B. On considére les plans (EFC) et (ADK).
1. Détermine un point commun aux deux plans.

C
2. Reproduis puis dessine, en justifiant, I’intersection des deux plans. A
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B2 SABCD est une pyramide réguliére & base
carrée.
Détermine I'intersection des plans (DCS)
et (ABS).

4.6. Deux plans paralléies

1. Soient (P) un plan, (D)) et (D,) deux droites sécantes et paralléles a (P).

a) Justifie qu’il existe un plan (Q) contenant (D) et (D,).

b) Démontre par I"absurde que (P) et (Q) sont paralleles.
2. Démontre que si deux plans (P) et (Q) sont parall¢les alors (Q) contient deux
droites sécantes paralleles a (P).

Deux plans sont paralléles si et seulement si I'un deux contient deux droites sécantes
paralleles & I’autre plan.

Exercices de fixation

H G
@ SABCD est une g]?'CDEFGH es"(;%%‘;)e- :
pyramide. émontre que (4 et E
(BFQ) sont paralléles. o 1.)e
I, J et K sont les milieux i
respectifs de [SA], Z
[SB] et [SC]. A B
1. Justifie que (LI) et w ABCD est un tétraédre A
(JK) sont deux droites sécantes de (ITK). régulier, 1 et J sont les
2. a) Justifie que (IJ) et (AB) sont parall¢les milieux respectifs des
b) Tustifie aralle cotes [AC], [AD] I
que (JK) et (BC) sont paralléles ; :
i Démontre que la droite
3. Déduis-en que les plans (IJK) et (ABC) (L)) est paralléle au plan B D
sont paralléles. (BCD).
C

4.7. Intersection de deux plans sécants

On considére deux plans paralléles (P) et (P’) soit (P”) un plan sécant & (P’) suivant une droite (A').
Démontre que le plan (P™°) est sécant au plan (P) suivant une droite (A") paralléle a (A).

Lorsque deux plans sont paralléles, tout plan sécant 4 1'un est sécant a I'autre ef les droites
d’intersection sont paralléles.

Exercices de fixation

H G
ABCDEFGH est un cube. :
1. Justifie que les plans (ABC) et (EFQ) sont parallclcs. E = 4
2. Détermine I’intersection des plans (ABC) et (CDE). Di---}---JC
3. Justifie que (DC) est paralléle a (EFG). __,"
4. Justifie que le plan (EFG) est sécant au plan (CDE). . z £ i
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il ABCDEFGH est un cube. H G
~ Jest le milieu du c6té [HG]. ;
1. Justifie que le plan (AEJ) est sécant au plan (CGH). " !
2. Construis I’intersection de (AEJ) et (CGH). Dj...__ _F___ s
I
A AT

4.8, Plans paralléles et droites

On considére deux plans paralléles (P) et (P*) et (D) une droite.
1. On suppose que (D) est paraliéle a (P).

Démontre que la droite (D) est paralléle au plan (P).

2. On suppose que la droite (D) est sécante a (P).

Démontre que la droite (D) est sécante au plan (P”).

Lorsque deux plans sont paralléles, foute droite paralléle A I'un est paralléle a ’autre et toute
droite sécante 4 1'un est séeante a autre.

Exercice de fixation

ABCDEFGH est un cube, I et J sont des points respectifs des segments H J G
[AB] et [HG] tel que (1Y) soit paralléle au plan (ADH). i ;

N et M sont des points respectifs des plans (ADH) et (BCG) tels que la E e

droite (MN) soit sécante au plan (ADH) en N. O

1. Justifie que (1J) est paralléle au plan (BCG). XI:T - -’:"" L

2. Justifie que (MN) est sécante au plan (BCG). / ol R b

4.9, Parallélisme de trois plans

On considére les plans (P), (P) et (P”) tels que (P) et (P”) soient paralléles et (P°) et (P”) soit paralléles.
Démontre que le plan (P’) est paralléle an plan (P).

Deux plans paralléles 2 un méme troisiéme sont parallcles entre eux.

Exercices de fixation

ABCDEFGH est un cube. Les points I, J et K sont les milieux H s
respectifs de [AB], [GH] et [EF]. ;
1. Détermine la position relative des plans (ADH) et (BCG). E !}K E
2. Justifie que I¢ plan (IJK) est paralléle au plan (ADH). E’)'- S
3. Déduis-en que (1JK) est parallele au plan (BCG). Y

R e
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ABCDEFGH est un cube. & G
Les points I, J, K, I', J” et K’ sont les milieux respectifs des arétes[AB], : ‘
[BC], [EF], [HG] et [FG]. el e
1. Justifie que les plans (I'KI) et (HFB) sont paralléles. S | 7
2. Justifie que les plans (J’K’J) ¢t (HFB) sont paralléles. o
3. Déduis-en que les plans (I’KI) et (J°K’J) sont paralléles. Lol d
A g R
e ' Section piane d’un solide
ABCD est un tétraédre, P est un point du segment [AB], R est un point de [CD], A
Q estun point de [AC] tel que les droites (PQ) et (BC) ne soient pas paralléles.
1. a) Détermine I’intersection du plan (PQR) avec le plan (ABC).
b) Place le point T, intersection des droites (PQ) et (BC).
2. a) Justifie T appartient au plan (BCD) et au plan (PQR). E
b) Justifie que R € (BCD).
c) Détermine P'intersection du plan (PQR) avec le plan (BCD).
Place le point M, intersection des droites (TR) et (BD). B
3. a) Justifie M appartient au plan (ABD) et au plan (PQR). B
b) Justifie que P € (ABD) et P € (PQR).
c) Détermine I’intersection du plan (PQR) avec le plan (ABD). R
4. Détermine la section du tétraédre par le plan (PQR). S
Le plan (PQR) coupe le tétraédre suivant une surface appelée section plane.
@ Sur la figure ci-dessous ABCDEFGH est un cube.
DABC est un tétraddre, Les points I, I, K, I’, J’ - G
I, J et K sont des points et K’ et sont les milieux i -
tels que : I € (AD), respectifs des arétes E —
1€ (CD) et K € (AB). [AB], [BC], [EF], [EH] o] oile
1. a) Construis le point [HG] et [FG].
P d’intersection des —
droites (IK) et (DB). &R B
b) Trace la droite (PJ) et elle coupe (BC) en T. 1. Justifie que les plans
¢) Déduis-en intersection des plans (IJK) et (I’KJ) et (HFB) sont paralléles.
(DBC). 2. Justifie que les plans (J’K’J) et (IIFB) sont
2. Construis la section du tétraédre par le plan paralleles.
(UK). 3. Déduis-en que les plans (I’KI) et (’K’J)
sont paralléles.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Démontrer qu'une droite est paralléle a un plan

SABCD est une pyramide dont la base ABCD estun trapéze.
Démontre que la droite (CD) est parallele au plan (SAB).

. :

(DC) est paralléle & (AB),AetB appartiennent au Pour démontrer quune droite est paralléle & un
plan (SAB). Par conséquent (AB) est incluse dans plan, on peut démontrer qu'elle est parall¢le a une
le plan (SAB). droite incluse dans le plan.

(DC) est paralléle & une droite du plan (SAB).
Donc (CD) est paralléle au plan (SAB).
s

D g
A B
H G
Exercicee Démontrer que deux plans sont paralleles ’ b

1 F

1]
ABCDEFGH est un cube I, J et K sont les milieux respectifs i ;
des segments [BF] ; [EF] et [FG]. A
Démontre que les plans (IUK) et (BEG) sont paralléles. pLE e —

ales
B

1 s'agit de démontrer que deux droites sEoantes Pour démontrer que deux pl‘ans sont paralléles, on
d’un plan sont paralléles & deux droites sécantes de peut démontrer que deux droites sécantes de l'un des
I’autre plan. plans sont paralléles a I'autre plan.

Dans le triangle FEB, I et J sont les milieux respec-
tifs des segments [BF] et [EF]. D’aprés la propriéte
de 1a droite des milieux les droites ( 1) et (EB) sont
paralléles.

(I]) est paralléle au plan (BEG).

(1J) est incluse dans le plan (ITK).

De méme (JK) est paralléle (EG) dans le triangle
FEG et (JK) est incluse dans ]e plan (IUK).

Dongc (IK) est paraliéle & (BEG).

(IJK) contient deux droites sécantes (1) et (JK) qui
sont paralléles respectivement aux droites (EB) et
(EG) sécantes de (BEG).

Dong les plans (ITK) et (BEG) sont parallgles.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Déterminer l'intersection de deux plans

ABCD est un tétraédre, I et J sont les milieux
respectifs de [AB] et [AC], K un point de [BD].
Détermine et trace I’intersection des plans (1IJK) et (BCD).

B

* K € (IJK) et K € (BD), (BD) < (BCD) donc
K € (BCD).
K est un point commun aux plans (IJK) et (BCD).

Pour déterminer l'intersection de deux plans, on
peut déterminer un point commun aux deux plans
et utiliser le théoréme du toit.

* I ¢ (BCD), les deux plans ne sont pas confondus,
ni paralléles. Leur intersection est une droite (L)
passant par le point K.

e Les droites (I) et (BC) sont paralléles & cause de
la propriété de la droite des milicux dans un triangle.
D’apreés le théoréme du toit, la droite (D) intersection
des plans (IJK) et (BCD) est parall¢le aux droites
(BC) et (IJ).

Donc Iintersection de (ITK) et (BCD) est la paralléle
4 (BC) passant par K.

Exerciceo Déterminer la section d'un solide par un plan

ABCD est un tétraédre. I ; J et K sont des points respectifs des
segments [AB], [AC] et [CD].
Détermine la section du solide par le plan (IJK).

| conee

L'objectif est de trouver Iintersection du plan (IJK) Pour déterminer 1"1 sect::mn Plfmc d"m_ tetraédre par
avec toutes les faces du tétraddre. un plan, on peut déterminer l'intersection de ce plan
avec toutes les faces du tétraédre.

s (1J) et (BC) sont dans le plan (ABC) et ne sont pas
paralléles.

L’intersection de (IJK) et (ABC) est (1J).

» Les droites (1J) et (CB) sont sécantes en T.

T et K sont éléments de (BCD) et (LJK).

Tragons (TK) elle coupe (BD) en Q.
Lintersection de (ITK) avec (ACD) est (JK).

« K et Q sont les points des plans (IJK) et (BCD)
(QK) est I’intersection de (IJK) et (BCD).

« | et Q sont des points de (ABD) et (1TK).

(IQ) est I’intersection de (ITK) et (ABD).

Donce la section du tétraédre avec le plan (IJK)
est (IJKQ).

Legon 12 Droites et plans de I'espace




Résume de cours

e Déterminations d'un plan

1.1. Plan déterminé par trois points non alignes

Par trois points A, B et C non alignés il passe un B
unique plan, noté (ABC). Ax xC

1.2. Droite incluse dans un pian

Si E et F sont deux points distincts d’un plan (P), alors la droite (EF) est
. contenue dans le plan (P).

Vocabulaire

Lorsque la droite (EF) est contenue dans un plan (P), on dit que la droite (EF) est incluse
dans le plan (P) et on note : (EF) < (P).

1.3. Droites coplanaires, droites non coplanaires

m e Deux droites sont coplanaires s'il existe un plan qui les contient toutes les deux.
» Deux droites sont non coplanaires s’il n’existe pas de plan les contenant.

1.4. Plan déterminé par une droite et un point n'appartenant pas a cette droite

Un plan peut étre déterminé par une droite et un )
point n’appartenant pas a cette droite. //)"'XE/

1.5. Plan déterminé par deux droites sécantes

Fpitc Un plan peut étre déterminé par deux droites
sécantes. DI)

1.6. Plan déterminé par deux droites paralléles

Un plan peut étre déterminé par deux droites —’@‘)—’___—
L strictement paralléles. ,’-Tﬁ')’-‘

1.7. Démontrer que deux droites sont non coplanaires

Méthodolegie pour démontrer que deux droites sont non coplanaires

Pour démontrer que deux droites sont non coplanaires, il faut raisonner par I'absurde (en
montrant gu'il est impossible qu'elles soient coplanaires).
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Resume de cours

e Droites et plans de 'espace

2.1. Positions relatives de deux droites

Deux droites de I’espace n’ayant pas de point commun sont soit strictement paralléles, soit

non coplanaires.

Droites coplanaires : il existe un plan contenant les deux droites.

Droites non coplanaires :
aucun plan ne contient
les deux droites

5 (D)
Ao | ST |\ LT |
D) N D) = {A} OND)=p (D) N(D*) =(D)=(D") OND)=p

2.2. Positions relatives d'une droite et d'un plan

2.2.1. Définitions

e Une droite est paralléle 4 un plan si elle n’a aucun point commun avec ce plan ou
si elle est contenue dans ce plan.

o Une droite est sécante & un plan si elle a un seul point commun avec ce plan.

2.2.2. Propriété

[ Propriete

Une droite est soit sécante 4 un plan, soit paralléle a un plan.

(D) sécante au plan (P) (D) est parallgle au plan (P)
(D) ™ ___
P A B
D) N @) = {A} MNE)=90 Dec®

e Plans de i'espace

3.1. Intersection de deux plans

Lorsque deux plans sont sécants, leur intersection est une droite.

Definition’

» Deux plans sont parall€les s’ils sont confondus ou s'ils n’ont aucun point en commun.
o Deux plans sont sécants si leur intersection est une droite.

 Droites et plans de I'espace
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3.2. Positions relatives de deux plans

sécants paralléles

7z e

® N Q=0 ®NQ=¢ ® N Q=F=Q

Conséquence : Si deux plans (P) et (Q) distincts ont au moins un point commun, alors ils sont sécants.

o Parallélisme de droites et de plans
4.1. Droites paralléles

m Deux droites paralléles sont deux droites coplanaires et non sécantes.

m Si deux droites sont paralléles, alors tout plan sécant 4 I'une est sécant a l'autre.

4.2. Paraliélisme de trois droites de I'espace

m Si deux droites sont paralléles, alors toute droite paralléle a 'une est
paralléle 4 I’autre.

4.3. Droite paralléle a un plan

W Une droite (D) est paralléle 4 un plan (P) si et seulement o —
si il existe dans le plan une droite paralléle a (D).
M

4.4, Conséquence d'une droite paralléle a un plan

m Si une droite est paralléle a un plan, alors toute droite
paraliéle & cette droite est paralléle a ce plan.

4.5, Theoreme de toit

W Si une droite est paralléle & deux plans sécants, alors elle est
paralléle  leur intersection.




Résume de cours

4.6. Deux plans paralléles

m Deux plans (P) et (Q) sont paralléles si et seulement
si (P) contient deux droites sécantes
paralléles a deux droites de (Q).

4.7. Intersection de deux plans sécants

W Si deux plans sont paralléles, alors tout plan séeant 4 1’un, est
sécant a l'autre et les droites d’intersection sont paralléles.

4.8. Plans paraliéles et droites

m Si deux plans sont paralléles alors :
o Toute droite paralléle A ’un est paralléle 4 autre ;

o Toute droite sécante a ’un est sécante a [’autre.
A

g

4.9. Parallélisme de trois plans

m Si deux plans sont parallé¢les & un méme troisiéme plan,
alors ils sont paralléles entre eux.

e Section plane d’un solide
5.1. Définition

m Une section plane est I'intersection d'un solide ou d'une surface avec un plan.

5.2. Méthode

Le principe de la détermination d'une section plane, consiste & faire l'intersection du plan avec
chaque face du solide.




exercfces

J Lafigure ABCDEFGH s F i
ci-contre est un cube. 2 I B
Le point I est situé sur la "
face ABFE, lespoints K H T XK“
et J sont sur la face ABCD ‘-QC

et le point L est sur la droite (FB). h

1. Justifie que la face ABCD détermine un plan.
2. Justifie que les points I, J et K déterminent un plan.
3. Justifie que les droeites (EF) et (DC) déterminent
un plan.

4. Justifie que les droites (FG) et (DC) ne sont pas
coplanaires.

720 ABCD est un tétragdre, I, J et K sont les milieux
respectifs des cotés [AB],
[AC], [AD].
Pour chacune des affirmations,
trois propositions de réponses
sont données, une seule est
Jjuste.
Ecris le numéro de ’affirmation
suivi de la letire de la bonne réponse.

Affirmations a b o
La droite (BC) est

| pralbe atadroite: | T @py | @
Les plans (ACD) et

2 | (ITK) sont sécants (AC) (UK) (K)

suivant la droite
La droite (IK) est

CD

3 paralléle au plan : (ABC) (BCD) | (ACD)
4 Lf‘ droite (TK) est - —

sécante au plan

Les droites (BK) et Non ) '

1 nte
; (DI) sont : coplanaires paralléles | sécantes
"}@ On considére le cube

ABCDEFGH ci-contre.

[ et ] sont les milieux
respectifs de [AB] et [FG]
et K et L sont les centres
respectifs des faces ABFE
et BCGF.

Pour chacune des affirma-
tions, trois propositions de
réponse sont données, une
seule est juste.

Ecris le numéro de Iaffirmation suivi de la lettre de
la bonne réponse.

Legon 12

@ Dans le tétraédre ci-contre, K est un

Affirmations a b Eo

i La dx‘mu‘: (AB) est (EH) (KL) (DGC)
paralléle &

g |12 doite (DO) &) gy | & | ®GO
sécante a

g |e pan (BFG) o) pemy | oy | &L
paralléle &
L'intersection des

4 | plans (EBL) et (EFG) E (EG) (ED)
est:
Les éléments suivants } {AD) et

FGyetK IetB
5 | asfinissent wnplan; | FO UK | ATB | (gp)

point quelconque du segment [AD].
I et J sont les milieux respectifs des
segments [AB] et [AC].

Eeris le numéro de l'affirmation ©
suivi de la lettre de la bonne réponse.

a b c
1 est un point du plan ABD ACD ABC
2 | T estun point du plan BCD ACD ABC
3 L d&t;ssil)] s coplanaires | paralléles | sécantes
4 les drﬂ{;jctissit?} ot coplanaires | paralléles | sécantes
5 les ?g]';t)c::i{) o coplanaires | paralléles | sécantes

80 Dans le tétraédre ci-dessous, K est un point quel-

congue du segment [AD]. T et J sont les milieux
respectifs des segments [AB] et [AC].
1. a) Justifie que les droites (IK) et (BD) sont
sécantes et construis leur point d’in- A
tersection M. '
b) Justifie que ce point M est un point
commun des plans (BCD) et (IKC).
2. Détermine la droite d’mtersection
des plans (IKC) et (BCD).

On considere la figure ci-dessous

composée de trois rectangles et

deux triangles identiques.

1. Détermine I'intersection des plans (AFD) et
(CBE). b

2. Construis 1’intersection

C
des plans (ADE) et (BFD).
& E

A B

Droites et plans de I'espace
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xXercices

{70 SABCD estune pyramide a base

. ABCD est un tétraédre, I est

carrée. I est le milieu de [AS] et
J est le milieu de [BS].

1. Démontre que les droites (1))
et (SCD) sont paralléles.

2. Démontre que les droites (JK)
et (ABC) sont paralléles.

un point de I'aréte [BC] et J un
point de I’aréte [CD].

N est un point du segment [AJ]
et M un point de la demi-droite
[AI) extérieur au segment [Al].
1. Détermine intersection des plans (ALl) et (BCD).
2. a) Démontre que les points M, N, I et ] sont dans
un méme plan.

b) On note P le point d’intersection de la droite
(MN) et du plan (BCD). Prouve que P est sur (1J).

80 ABCD est un tétraddre régulier. A

"@ ABCDEFGH estun

K est un point de la face (ABC).
I un point de [AC] tel que les

droites (BC) et (KI) ne soientpas D

paralléles comme lindique la B

figure ci-contre.

1. Justifie que la droite (KI) est

sécante au plan (BCD).

2. Construis le point d’intersection de (KI) et (BCD).

parallélépipede rectangle.

I est un point du segment
[AE] distinct de A et de E.

1. Démontre que A, C, G et
sont coplanaires.

2. Démontre que la droite (GI) n’est pas incluse
dans le plan (ABC).

3. Construis le point d'intersection J de la droite
(GI) et du plan (ABC).

SABCD est une pyramide S

réguliére a base carrée.

1. Détermine 1'intersection

des plans (SBD) et (SAC). > C

2. Détermine "intersection

(A) des plans (SAB) et (SDC).

3. Détermine I'intersection (A’) des plans (SBC)
ct (SAD).

4. Démontre que (A) et (A") sont perpendiculaires.

Lecon 12

{4 Dans le cube ABCDEFGH

2 On considére le prisme M

droit 4 base triangulaire = ™,
ci-contre : I B
Détermine dans chacun I N -
des cas suivants les P S
positions relatives :

1. des droites (RE) et (MI) ;

2. des droites (PI) et (EM) ; -

3. de la droite (EM) et du plan (IPS) ;

4. de 1a droite (SR) et du plan (PMR) ;

5. du plan (IRP) et du plan (IEM).

@8 ABCDEFGH est un pavé H G

droit. Soit I un point du -
segment [EF]. i
Détermine et trace -~
I"intersection des plans z
(EFG) et (ACI).

représenté ci-contre,
I et ] sont les milieux HIR
respectifs des segments Is

[HA] et [HB]. o
1. Sans justifier, dis si le point D £+~ \
appartient au plan (HIJ). A B

2. En justifiant, donne les positions relatives des
droites et plans suivants :

a) les droites (IJ) et (AB) ;

b) les droites (IJ) et (DC) ;

¢) la droite (IJ) et le plan (DHG).

3. a), Cite un point d'intersection des plans (HAC)
et (HBD).

b) Reproduis la figure puis construis le deuxidme
point d'intersection des plans (HAC) et (HBD), que
I'on nommera P.
¢) Détermine P’intersection des plans (HAC) et
(HBD).

i5+% On considére dans A

P’espace, un plan

& B
(P) et A, B, C des
points non alignés / gl o™
n’appartenant pas i A——f—( : "
ce plan.
On note :

A" le point d’intersection de la droite (BC) et du
plan (P) ;

B’ le point d’intersection de la droite (AC) et du
plan (P) ;

(' est le point d’intersection de la droite (AB) avec
(P);

Démontre que les points A’, B’ et C’ sont alignés.

Droites et plans de 'espace
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8 On considére un tétraédre ABCD.
On note I le point du segment
[AD] tel que DI = 13.

DA, J et K les milieux respectifs A
des segments [DB] et [DC]. 3

Les droites (IJ) et (IK) coupent

respectivement les droites (AB) et (AC) en M et N.
1. Reproduis et compléte la figure ci-jointe.

2. Détermine et dessine I'intersection des plans
(ABC) et (IIK).

3. Démontre que la droite (JK) est paralléle au plan
(ABC).

4. Démontre que les droites (BC) et (MN) sont
paralléles.

{47 SABCD est une pyramide  base
carrée. I est un point du segment
[BC], distinct de B et C.

1. Démontre que les plans (SAI)
et (SCD) sont sécants. B
2. Construis leur intersection.

@ ABCD est un tétraédre.
T est un point du segment
[BC] distinet de B et de C.
J est un point du segment
[AD] distinctde Aetde D. A
Dans chacun des cas
suivants, démontre que les plans sont sécgnts et
détermine leur intersection.
1. (DI ) et (BCD).
2. (DIJ) et (ABD).
3. (DIJ) et (ABC).

{29 Dans lc cube ABCDEFGH repré-
senté ci-dessous, I est un point de
Paréte [AE] tel que EI=EA, J est
le milieu de ’aréte [BF] et K un
point de Iaréte [CG] tel que :
GK=GC,

1. Explique pourquoi les droites (JK) et (BC) sont co-
planaires puis démontre qu’elles sont sécantes. On ap-
pelle M leur point d’intersection, place M sur Ia figure.
2. On appelle N le point d’intersection des droites
(1) et (AB).

a) Place N sur la figure.

b) Détermine I'intersection des plans (IJK) et

(ABC), en justifiant la réponse.

¢) Trace cette intersection,
3. Construis 'intersection de la droite (IK) et le
plan (ABC). La droite (IK) coupe le plan (ABC)
en un point P.

Legcon 12

% SABC est un tétraédre. |

ol

est le milieu de [SA], J est

le milieu de [SCl et K est I
un point de [SB] distinct

du milieu de ce segment. N

est le point d’intersection €
des droites (JK ) et (BC).

1. Place sur la figure, le point M intersection de la
droite (IK ) avec le plan (ABC).

2. Soit (D) la droite d’intersection des plans (ABC)
et (UK).

a) Démontre que N est un point de la droite (D).

b) Trace la droite (D) sur la figure.

3. Démontre que la droite (IJ ) est paralléle au plan
(ABC).

4. Démontre que les droites (AC) et (D) sont
paralléles.

@ ABCDEFGH est un cube. T est 2 J o

le milieu de [AB] et J est le mi-
lieu de [CD].

Détermine dans chacun des B
cas suivants, ’intersection des |g
deux plans. 3
Justifie chaque réponse ; /
1. Le plan (AIE) et le plan * E
(BIG).

2. Le plan (ADI) et le plan (BJC).

3. Le plan (HEF) et le plan (BIC).

@ﬁ? Sur la figure ci-contre : 1

ABCDEFGH est un pav, -
I est le milieu de [EF] et J S ~c
le milieu de [HG]. i
Pour chaque ligne
du tableau, une seule réponse est juste.

Ecris le numéro de la li gne et la lettre de la colonne
qui correspond a la réponse juste.

Affirmations a b c
i L;rglit(: 1;!((?)}:)0:: 38' paralléles | - séoantes coplanaires
2 lzr:i:g;g:(zj: :la paralléles | sécantes sk
3 L;.rodil;zi:(;(g)?oz 13 e coplanaires
4 Lpﬁl:nla(l;lﬂfi‘iiz Ec sécants | confondus i:gﬁg:;lt
5 L;&T;_%;?;;!:le séeants | confondus ;i‘;ﬁg;zt
6 [:l:;a(l;:-(‘gi?;};: ]:e sécants | confondus ;:ET;';:}
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5" Soit ABCDEF, un prisme droit,
"I un point de [DE], J un point
de [DF] et K le centre de la face
BCFE du prisme. On suppose que
(1J) et (EF) ne sont pas parall¢les, I
est distincts de D et E, J est distinct
de Det F.
1. Détermine en justifiant les intersections :
a) (F1J) et (ABD).
b) (CIJ) et (DEF).
¢). (BE) et (DIJ).
d) (BE) et (JK).
2. a) Justifie que les droites (1J) et (EF) se coupent.
Soit N leur point d*intersection.
b. Justifie que les plans (LJK) et (BEF) sont sécants.
c. Représenter sur la figure ’intersection de ces deux
plans. Justifie. A

| ABCD est un tétraédre. I un point
de la face (ABC) et J un point de

D

la face (ACD).

Détermine I’intersection des B

plans (AlJ) et(BCD).

F G

25 ABCDEFGH est un cube " /

Détermine 1’intersection des i

plans (AGC) et (CDE) E.~ L

D C

26 SABCD est une pyramide
de sommet S ; labase ABCD
est un parallélogramme. M
est un point de I"aréte [SC]
et N de I’aréte [SB] ; de plus
(MN) est parallele a (BC).
1. Démontre que les droites (AD) et (MN) sont
paralléles.
2. Dans le plan (ADMN), les droites (AN) et (DM)
se coupent en un point noté P.

a) Démonire que le point P appartient & chacun des

plans {SAB) et (SDC).

b) Pourquoi la droite d’intersection des plans

(SAB) et (SDC) est-elle la droite (SP) ?

¢) Déduis-en que (SP) est paralléle a (AB) eta (CD).

Lecon 12

Dans le pavé ABCDEFGH, le
point I est le milieu de [AB].

28 Soit ABCD un tétraédre, I est

H

E

1. a) Justifie que les plans (ABG)
et (CAF) sont sécants,

b) Trace leur droite ~
d’intersection.
2. Construis, en expliquant, la
section du pavé par le plan (IEG).

le milieu de [BC] et J un point
de la face ACD (autre que A).
1. Construis I’intersection du
plan (AlJ) avec le plan (BCD).
Déduis-en 'intersection (A)
des plans (ALJ) et (BCD)
2. a) Justifie que le plan (AlLJ) est sécant au plan
(ABD).

b) Construis |’intersection des plans (AIl) et
(ABD).

' ABCDEFGH est un cube. B 2
I est le milicu de [AD], J est le A =fp—<%"J
milieu de [CD], K est le milieu !
de [FG] et L est le milieu de zf'F K
(GH.

1.a)Vérifie que le point E H

appartient au plan (EIJ) et au plan (EHG).

b) Détermine un autre point des deux plans.

¢) Détermine l'intersection des plans (ELJ) ¢t (EHG).
2. a) Justifie que les points I et J appartiennent aux
plans (ABC) et (IJE).

b) Détermine Iintersection de(ABC) et (IJE).

3. Démontre que (1J) et (EG) sont paralleles, puis
conclure, ‘

Sur la figure ci-contre SABCD

est une pyramide de sommet

S et dont la base ABCD est un M
parallélogramme.

M est un point de ’aréte [SC],

N est un point de ’aréte [SB] et £
(MN) est paralléle & (BC).
1. Démontre que (AD) et (MN) sont paralléles.
2. Dans le plan (ADM), les droites (AN) et (DM) se
coupent en P,

a) Démontre que P appartient & chacun des plans
(SAB) et (SDC).

b) Dis pourquoi la droite d’intersection des plans
(SAB) et (SDC) est droite (SP).
3. Déduis-en que (SP) est paralléle 4 (AB) et a (CD).

B

b
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33_ SABCD est une pyramide 1. Reproduis la figure.

telle que la base BCDA soitun 2'- Ccfnstrms la section du

parallélogramme de centre O. tétraédre par le plan (IJK).

[ est milieu du segment [AS] et .

J est milieu du segment [SB]. a7 Surla ﬁgm‘e ci-contre DABC

1. a) Détermine en justifiant estun Fctraedre, I, J et K sont

I’intersection du plan (CBS) et du plan (SAB). des points tels que : I € [AD],
b) Détermine en justifiant I’intersection du plan J €[AB] et_K € [CD].

(SBD) et du plan (SAC). 1. REEpmdgls Iz?.ﬁgure. .

¢) Détermine en justifiant I’intersection de la droite 2. Dete@me I'intersection
(S0) et du plan (BAD). des droites (1J) et(DB). _

d) Détermine en justifiant I’intersection de la droite 3. Déduis-en I"intersection du plan (UK) et (DBC).
(DJ) et de la droite (SO). 3. Construis la section du tétraédre par le plan (JK).
2. a) Démontre que la droite (1J) et la droite (CD) .
sont paralléles. 2 Surlafigure dessous, ABCDEFGH est un pavé droit.

= b) Déduis-en lintersection des plﬂI!lS (ABS) et (CID} T estun pOiD.t de ’aréte [EF], Jest un point de "aréte
3. Démontre que la droite (IJ) et le plan (ABC) sont [AB] et K est un point de la face EFGH.
paralléles. Construis la section du pavé par

le plan (IJK).

‘354 ABCDEFGH est un parall¢-
~ 1épipede rectangle. LT et K 4
sont des points tels que :
1€ (BCD);J € (BCD)et
K € (CDG).
1. Reproduis la figure.

2. Construis la section du parallélépipéde par le plan _
(UK). 29 Pour fermer un trou creusé par des souris dans sa

maison, le pére d’un éléve en classe de seconde, veut
utiliser une brique en forme de parallélépipéde rec-
tangle. 11 a pris soin de marquer en points noirs sur
la brique les limites du trou. Pour éviter de briser la
Iindique la figure ci-contre. _ seulfa brique dr:mt il dlspos:? son fils décide q:: I’aider
1. Reproduis la figure. = 3 faire la section de la brique avec les points mar-
2 Construis la section du cube par qués. Pour cela, il utilise les schémas ci-dessous.

le plan (ILK).

33 ABCDEFGH est un cube, [un
point de [AB], K un point de [BC] A
et L un point de [DH], comme

34 ABCDEFGH ecst un cube,
K un point tel que : K € (CGF).
Reproduis et construis la section
du cube par le plan (EGK).

1. Représente les intersections de ce plan (PTV) avec

{35 ABCDEFGH est un parallélé- B C les faces de la brique.
~ pipéde rectangle. I, Jet K sont . I 2. Représente la section de la brique avec le plan
des points tels que : 1 € [CG] ; A s OB 0 (PTV).
J € (ABF) et K € (CDG) J.F W O ———
1. Reproduis la figure. E H ( COMP de Pouﬂ
2. Construis la section du parallélépipéde par le plan Yo .
(IIK). ustifier que (A‘B’) est I'intersection des plans (P)

= et (ABC). Puis justifier que C' appattient a (A'B’).

‘@6 Sur la figure suivante DABC est un tétraeédre, 1, J et
K sont des points tels que : 1 € (ABD), J € (BCD) étermine l'intersection du plan (IJK) avec les
et K € (ABD). faces du parallélépipéde.

Legon 12 Droites et plans de I'espace




UTILISATION DES SYMETRIES
ET TRANSLATIONS

Quelles transformations pour réussir les pavages avec les motifs du
poisson ou du colibri ?

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un professeur d’arts plastiques demande a ses
¢éléves de Seconde C de reproduire le pavage
ci-contre a I’aide du motif de base.

Pour mieux réussir leurs productions, ils
s'informent auprés de leur professeur de
Mathématiques. Celui-ci leur conseille
d’utiliser des translations et des symétiies.

Les éleves décident d’approfondir leurs
connaissances sur ['utilisation de ces deux
applications du plan.

rrn—
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'1|

Déterminer : I''mage d’un point par une
symétrie ou une translation

Connaitre : la propriété caractéristique
des translations.

2

HABILETES ET CONTENUS

Symétrie et transiation i 3

Probleme de construction

Construire : une figure en utilisant une 3

symétrie ou une translation

Démonstration d'une propriéte

Démontrer : une propriété en utilisant une
symétrie ou une translation

_ 4 |Determination dun lieu geometrigue

Trouver : un ensemble de points en utilisant une
symeétrie ou une translation

Traitement de situation

Traiter une situation faisant appel aux symétries
et translations

i x I O e T e W T A I L

INSTALLATION DES HABILETES

» Symétries et translations.

1.1. Image d’un point par une syméirie ou une translation

Transformation M a pour image M’ signifie que Illi_lstfation

SiM €(A), alors M’=M

Si M (A), (A) est la médiatrice de [MM’]

Symétrie centrale de
centre I

I M

My

Translation de vecteur w

l Alest I

image de A par la symétrie centrale de centre O, signifie que A’ est le symétrique de

A par rapporta O.
A’ est l'image de A par la symétric orthogonale d'axe (D), signifie que A’ est le symétrique de
~ A par rapport a (D).

A est I'image de A par la translation de vecteur o , signifie que AR =7

ExerCiceS de fixati01-l BRI REINEEACREIERRAN Y SEssraTeRn RN

Traduis par une ¢galité vectorielle ou la notion
de médiatrice de chaque phrase.

1. E est I'image de D par la translation de vecteur AB .

2. B est I'image de A par la translation de vecteur v.

3. K est I'image de P par la symétrie orthogonale d’axe (D).
4. 7 est1'image de X par la symétrie de centre Y.

R T T T T T P TP

P8 Construis 'image M’du point M par la
translation de vecteur u .

u
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Consfruis I'image F’ du point F par g Construis I’image N’ du point N par

la symétrie de centre 1. la symétrie orthogonale d’axe (L).
I
F ¥ N (L)
% b

1.2. Propriété caractéristique des translations

translation ¢ et le point N’, image du point N par
la translation 2.
Démontre que : MN = M'N'

Soit ¢ une translation de vecteur %
On donne ; le point M’, image du point M par la

o e i

Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par une translation, ona: MN = M'N'..

~ Exercices de fixation

Réponds par vrai ou par faux. e

1. Si A’ et B sont les images respectives de A et B par une translation alors on a nécessairement AB' = A'B |
2. Si A’ et B’ sont les images respectives de A et B par une translation alors on a nécessairement AB! = 2A'B .
3. Si A’ et B’ sont les images respectives de A et B par une translation alors on a nécessairement A'B' = 2AB .
4. Si A’ et B” sont les images respectives de A et B par une translation alors on a nécessairement A'B' = AB .

A’ et B’ sont les images respectives de A et B par une translation.
Trouve une relation entre A'B' et AB.

Acﬁvffe (2] . Probléme de construction (€)

Reproduis la figure ci-contre ou (%) est un cercle de centre O, (€”) un
cercle de centre O’, A et B sont deux points du plan.

Construis un point M sur le cercle (€) et un point P sur le cercle (¢7) tels
que ABMP soit un parallélogramme.

o

n peut utiliser des translations ou des symétries pour construire des ensembles de
points.

ExerCices de fixation L N L L L L Rt

w Reproduis la figure ci-dessous ou (D) et (L) sont E Reproduis la figure ci-dessous oti (A) et (L) sont
deux droites du plan, A et B deux points du plan. deux droites du plan, O est un point du plan.
Construis un parallélogramme ABCD tel que C Construis un point M sur (L) et un point N sur (A)
soit sur (L) et D sur (D). tels que O soit le milieu [MN].

D) L A
(48] (A (i)
X
Ay, % B 2
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" Démonstration d'une propriété

On considére le quadrilatére ABCD ci-contre.

On désigne par I et J les milieux respectifs des scgments
[CD] et [AB].

On note K 1'image de B par la translation de vecteur A.
Justifie que T est le milieu du segment [TK]. D C

o=

n peut utiliser des translations ou des symétries pour démontrer.

ExerCIce de flxatlon SESSLESESFIENERIRSTIERIRRRE Emssrmsmse RERAR A -

ABC estun triangle rectangle en A (non isocéle), de hauteur {Al-l] P le milieu de [AB] et Q cclul
de [AC]. Démontre que (PQ) est la médiatrice de [AH].

:%Wo Détermination d'un lieu géométrique
Soit une droite (D) et un point I n’appartenant pas a (D).
Soit M un point de (D) et M le point tel que I soit le milieu du segment [MM’].

Détermine 1’ensemble des points M’ lorsque M décrit la droite (D).

In peut utiliser des translations ou des symétries pour déterminer des ensembles de points.

Exerc:ce de ﬁxatson

Soit une droite (D), les pomts 1 et J n’appartiennent pas a gDJ Soﬂ M un point de (D)
Détermine 1’ensemble des points M’ du plan tels que : MM' = .

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Utiliser les translations pour démontrer

ABCD est un parallélogramme de centre O, E est un point de (AD) et F un point de (DC).
La droite (OF) coupe la droite (AB) en G et la paralléle a (EF) passant par G coupe (BC)
en H. Démonire que O est le milieu du segment [EH].

Soit S la symétrie de centre O.
On sait que : S(DC) = (AB) et S(AD) = (BC) Pour démontrer une propriété on peut procéder
car ABCD est un parallélogramme. comme suit :

F € (DC) par suite, S(F) = (AB) N (OF) soit S(F) = G. s Tttiirs de Ve £ el lod dnnncer e
S(F) = G ot (GH)//(EF) ainsi S(EF) = (GH). i rloven L R
S(EF) = (GH), S(AD) = (BC) et (E} =(AD) N (BF). _ oiporche dune démarcho (choisi el
L’image du point d’intersection de deux droites est le I dhieeehie e iR che T o D
point d’intersection des images de ces droites.

Par conséquent : S(E) = H.

S(E) = H donc O est le milieu du segment [EH].

qui permet d'obtenir la conclusion) ;
erédiger la solution. 1
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice 9 Utiliser les translations pour construire .

(D) est une droite et (€) un cercle de centre O. B

A et B sont deux points du plan.

Construis un point M sur (D) et un point P sur (¢) A . (D)
x

x

——

tels que:l\f_lﬁ = AB, I

Corrige

~ I'_*%F"’ ¥

Si le point M existe alors ABPM est un parallélo- I 'Analyse (elle doit aboutir 4 un programme de
gramme. P est I'image de M par la translation T construction)

de vecteur AB . P appartient donc a I’image de * Justification du programme de construction

T dirotie B e uckran sttt T crvim s it I s’agit de wvérifier que les conditions sont
; i P e e suffisantes et discuter de I’existence d’une solution
I’esquisse ci-dessous.

et du nombre de solution
Le point P existe si et sculement I'image (D) de * Réalisation de la construction

(D) par la translation T est sécante 4 (%). Faire une figure soignée
Si 'intersection de (D”) et de (€) est vide alors le
probléme n’a pas de solution.

Si (D) est tangente & () alors le probléme admet une seule solution.
Si (D”) coupe (¢)) en deux points alors le probléme admet deux solutions.

On peut done construire les points M et P de la fagon suivante :
- Construire I'image (D) de la droite (D) par la translation T de
vecteur E

- Marquer le point P, intersection de (¢) et de @®’).
- M est I’image de P par la translation de vecteur — BA .

Exercice e Utiliser les translations pour déterminer un lieu géométrique

A est un point mobile d™un cercle (I'). B et C sont des points fixes du plan. @

D est le point tel que ABCD est un parallélogramme. O xB
Détermine le lieu géométrique du point D lorsque A décrit (I). % X C

La construction de plusieurs
positions du point A sur (T")
permet de visualiser les
positions du point D.

Pour rechercher un lieu géométrique, on peut procéder
comme suif : .
o lecture de I'énoncé (relever les données et les
contraintes) ;

= faire une esquisse avec plusieurs positions du point
mobile, identifier les points fixes ;

o faire intervenir une transformation pour caractériser
le lieu géométrique.

Les points fixes sont B et C. i

D est I’image de A par la translation de vecteur BC

car ABCD est un parallélogramme.

Si A appartient & (T'), alors il existe un unique point D
appartenant a I'image (I") de (I') par la translation de
vecteur BC vérifiant ABCD estun parallélogramme.
Inversement pour tout point D de (I™), il existe un
unique pointAtel que ABCD soitunparallélogramme.

A est Pimage de D par la translation de vecteur —Eé
(I'") est le lieu géométrique cherché. Pour le construire,
il suffit de construire ["image de (') par la translation de

vecteur EC ’
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Résumeé de cours

o Symeétries et translation

1.1. Image d’un point par une symétrie ou une translation

Transformation M a pour image M’ signifie que Tlustration

o SiM €(A), alors M'=M A
ggj‘&mmgmale Si M (4), (A) estla médiatrice |
de [MM’] B
SiM=0,alors M'=0.

Symétrie de centre | Si M # 0 alors I est le milieu de ’_I_,,,;f’—‘
MM’] Me—"

M
; Translation de vecteur ¥ | MM' = u / /"'
: M u

1.2. Propriété caractéristique des translations

Soit ¢ une translation.

Pour tous points M et N d’images respectives M' et N' par#, ona : M'N' = MN.

M

@ Probléme de construction @ Démonstration d'une propriété
Pour résoudre un probléme de construction, on Pour démontrer une propriété, on peut procéder |
peut procéder comme suit : comme suit :

« Faire la lecture de 1’énoncé : relever les données,
les contraintes et les instruments imposés.

« Faire la lecture de 1’énoncé ; relever les données
et la conclusion

* Faire une figure d’étude ou ume esquisse « Compléter la figure donnée si cela est nécessaire
(supposer le probléme résolu). « Analyser la conclusion en rapport avec les

* Analyser la figure conduisant & la résolution du propriétés connues et faire le lien avec les données :
problé¢me. pour choisir les propriétés qui conviennent

* Traduire les contraintes en termes de « Traduire les données en termes de transformation
transformations. « Rédiger avec rigueur la démonstration

« Etablir un programme de construction.
s Faire une discussion sur le nombre de solutions.
» Réalise une figure soignée.

o Détermination d'un lieu géométrique

W Un lieu géométrique est un ensemble de points qui vérifient une propriété
géométrique donnée.

Points méthodes

Pour déterminer un lieu géométrique, on peut procéder comme suit :

« Faire la lecture de 1’énoncé : relever les données et les confraintes.

= Faire une figure d*étudc ou une esquisse avec plusieurs positions du point mobile.
« Identifier les points fixes, traduire les contraintes en termes de transformations.

« Préciser le lieu géométrique et ses caractéristiques et relever les points a exclure.
= Construire une figure solution du probléme.

s
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gxe reices

Exercices de renforcement

ABC est un triangle rectangle en B tel que :
AB=6cmet BC=2 cm. On donne :
S;(A)=EetS, (C)=F

1. Construis la figure.

2. Démontre que le quadrilatére ACEF est un
losange.

3. Calcule la longueur du c6té du losange ACEF.

@ (€) est un cercle de centre I, [AC] et [BD] sont

deux diamétres de ce cercle.
Justifie en utilisant la symétrie centrale de centre I
que le quadrilatére ABCD est un rectangle.

Soient (D ) et (D,) deux droites sécantes. A et O
sont deux points distincts n’appartenant ni a (D,)
ni a (D,).

Construis un parallélogramme ABCD de centre O
tel que B appartient & (D,) et D appartient 4 (D,).

Soient A et B deux points distinets et M un point
non aligné avec A et B.

Construis I'image de M par la symétrie orthogonale
S ) Justifie ta réponse.

ABC est un triangle rectangle en B, On désigne par
I le milieu de [BC], par J le milieu de [AB] et par
H le projeté orthogonal de B sur (AC).

1. Construis les points I, J et H.

2. Démontre que (1J) est la médiatrice de [BH].

3. En utilisant une symétrie orthogonale, démontre
que (HI) et (HJ) sont perpendiculaires.

.6 Sur la figure ci-dessous, A’ est I'image du point A

par la symétrie orthogonale d’axe (A).

C un point du plan tel que (CA) n’est pas paralléle
a (A).

Construis a la régle non graduée uniquement
I’'image C’ du point C par la symétrie d’axe (A).
Justifie la construction.

e
o

(a)

Lecon 13

%2 1. Reproduis la figure ci-dessous o ABC est un

A

o8

L1

triangle et G un point du plan.
2. Construis I’image A’B’C’ de ABC par la transla-
tion de vecteur AB .

AN

1. Censtruis un parallélogramme ABCD,

2. Construis E et F, les images respectives de B et
de D par la translation de vecteur AC.

3. Démontre que C est le milieu de [DE] et de [BF].
4. Déduis de ce qui précéde que BD=EF

Exercices d’approfondissement

Soit (D) une droite, A et B deux points d’un méme
demi-plan de bord (D).

Construis le point M appartenant 4 la droite (D) tel
que la somme AM + MB soit minimale.

c

) Soient (D) et (L) deux droites paralléles et A un

point appartenant a (D).
Construis un triangle ABC équilatéral tel que B ap-
partienne & (L} et C n’appartienne ni & (D) ni & (L).

Soient (D) et (L) deux droites paralléles. A et B
deux points de part et d’autre a I’extérieur de la
bande formée par les deux droites paralléles.
Construis un segment [MN] de support perpendi-
culaire aux droites (D) et (L) dont les extrémités
sont sur (D) et (L) de telle sorte que la distance a
parcourir du point A au point B en passant par M
et N soit minimale,

Sur la figure ci-dessous, A’ est I'image du point A
par la symétrie orthogonale d’axe (a), '
B est un point de (AA”).

Construis & la régle non graduée uniquement
I'image B’ du point B par la symétrie d’axe (a).

A

"
{A}
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)

Sur la figure ci-dessous, A’ est I'image du point A
par la symétrie orthogonale d’axe (A).

(AE) est paralléle a (A).

Construis 4 la régle non graduée uniquement
I'image E’ du point E par la symétrie d’axe (A).

(A)

Dans le plan rapporté 4 un repere orthonormé
(0,1;J), on considére les points A(-1 ; 2),
B(1;0)etC(2;3).
1. a) Construis les points A”; B’ et C’, images 1es-
pictivi de A, B et C par la translation t de vecteur
n=01—207.
b) Détermine les coordonnées de A’, B', C'.
2. Soit M’(x’, y") I'image du point M(x , y) par la
translation t.
a) Détermine les coordonnées x’et y’ en fonction
dexetdey.
b) Détermine les coordonnées du point D dont
1’image par la translation t est A.

45 ABCD est un parallélogramme.

M est le milieu de [BC] et E est le symétrique de A
par rapport & M.

1. Démontre que (CE) est paralléle & (AB).

2. Démontre que les points C, D et E sont alignés.
3. Démontre que C est le milieu du segment [DE].

Les droites (D) et (D) sont paralleles ct les points
A et B sont fixes.

Construis les points M de (D) et M de (D’) tel que
le trajet AMM’B soit le plus petit possible dans
chacun des cas suivants.

)
' (D} A\M
\
(0% M’\
b) o M
i "/\ =B
(o) 3

Legon 13

17 Les éléves de seconde C d'un &tablissement dé-

couvrent la figure ci-dessous ol les droites (D) et
(D) sont symétriques par rapport a0.

Un éléve affirme qu’il est possible de construire
I’image du point B par la symétrie de centre O
avec la régle non graduée uniquement.

Pour vérifier cette affirmation, les éléves re-
cherchent la construction de Iimage du point B.

o

@"3

1. Construis a la régle non graduée I'image d’une
droiteé passant par B et sécante & la droite (D).
Justifie ta démarche.

2. Justifie que Iéléve a raison en donnant un pro-
gramme de construction.

Construire 'image d'un point n'appartenant
pas & [AA'].

Construire 'image d'un point n'appartenant
pas a (AE).

Utilisation des symetries et translations




HOMOTHETIES

Thalés se pénétra de l'idée suivante : le rapport que j'ai avec mon
ombre est le méme que celui que la pyramide de Kheops a avec la sienne.

Détermine un procédé de calcul de la hauteur d'un I'arbre & partir de
cette information.

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Le panneau de signalisation a I’entrée d'un lycée est devenu vétuste
et illisible. Les éléves de la promotion seconde dudit lycée veulent
faire repeindre ce panneau et faire confectionner un autre trois fois
plus grand que 1’ancien. Le président de la promotion propose le
schéma ci-contre.
Ancien panneau 11 a fallu 10 000 F pour peindre le 1 panneau.
Les ¢éléves se demandent combien il faudra débourser pour peindre
le nouveau panneau sachant que les cofits restent inchangés.
Un éléve de la promotion affirme qu’il peut rapidement calculer ce
montant connaissant ’aire du 1* panneau.
Ses amis de classe cherchent a vérifier cette affirmation. IIs sollicitent
donc leur professeur de mathématiques qui leur demande de faire
des recherches sur les homothéties.

Nouveau panneau

Legon 14 Homothétle




" HABILETES ET CONTENUS

Gt B, Tl

: - o ! ité, ili es angles
1 Definition et premieres proptietés de. I or'thogonallte EIET I[e.lz etd g
orientés par une homothétie
Connaitre : Démontrer
o la définition d'une homothétie o que deux droites sont paralléles en utilisant
e la propriété relative aux points invariants par une homothétie .
une homothétie e que des droites sont perpendiculaires en utilisant
e la propriété relative a 'alignement d’un point, une homothétie
de son image et du centre de I'homothétie e une égalité angulaire en utilisant une homothétie i
e la propriété fondamentale de 'homothétie e qu'un point est le milieu d'un segment en utilisant |
e la propriété relative a la multiplication des une homothétie %‘
longueurs et des aires par les homothéties _ _ _ .
i 4 | Diverses déterminations diune homotheétie | i
Construire : I'image d'un point par une ' o— ; i
homothétie en utilisant la définition. Connaitre : les propriétés relatives 2 Ia :
2 libageside figures sirples caractérisation d’une homothétie. 3§
. gl ) ] Construire : 'image d’un point par une homothétie |
" Connaitre : les propriétés relatives aux images définie par I'une de ses caractérisations.
de figures simples par une homothétie.
Construire : I'image d’une droite, d’'un segment, 5  Traitementde situation ]
d’une demi-droite, d’un cercle par une homothétie. )
; Traiter une situation faisant appel aux homothéties
.. 3 | Proprieteside conservation
Connaitre : les propriétés relatives a la
conservation de I'alignement, du parallélisme,

N S e TR R S S R Ml [ R E % RFCTRI gty i LR Y

INSTALLATION DES HABILETES

Qﬁ Définition et premiéres propriétés

1.1. Homothétie de centre {2 et de rapport &
Sur la figure codée ci-contre :

E

« les points Q, G, F et E sont alignés.
= les points €, C, B et A sont alignés.
« Les droites (CG), (BF) et (AE) sont paralléles deux a deux.
1.]ustiﬁcquc:§6=§§ ctﬁ=§§§. e e
2. A un point M donné, on associe un point M’ tel que : QM' = 3 OM.
a) Justifie que M’est unique.
b) Justifie que la relation du plan dans lui-méme qui a tout
point M associe le point M’est une application.

R ——

Lapplicston qui & tont point M dis plan sssocis Ie point M tel que 3 = & QM
s appelle homothétic de centre £ et de rapport 5.
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Exercices de fixati_q_n

w Traduis chacune des phrases ci-dessous par une 2. Détermine l'image de O par I'homothétie
égalité vectorielle. de centre D et de rapport 2.
L. Le point B est I'image du point C par I'homothétie D c
de centre E et de rapport 5.

2. Le point F est 'image du point G par I'homothétie

1
de centre S et de e
2 rappo: i o <

Repends' par vrai ou par faux a chacune des Place deux points A et O,
affirmations suivantes.

—_— ; Construis I'image A' de A par I'homothétie
1. OA' = 30A signific que A' est I'image de A par

I'homothétie de centre O et de rapport 3.
2, OA'= %OA signifie que A' est l'imagga'e de A par Place deux points A et O.
'homothétie de centre O et de rapport —=-. Construis l'image A' de A par 'homothétie

2
] de centre O et de rapport —2.
e ABCD est un parallélogramme de centre O.

de centre O et de rapport —-%.

1. Détermine I'image de C par I'homothétie

de centre A et de rapport .

1.2, Point Invariant

Soient Q un point du plan et k£ un nombre réel non nul.
Soit k ’homothétic de centre Q et de rapport .
Détermine I’ensemble des points M du plan tel que A(M) = M.

Toute homothétie de rapport différent de 1 admet un unique point invariant : son ceritre.

Exercices de fixation

A et O sont deux points distincts du plan. Sur la figure ci-contre, B A
Réponds par vrai ou par faux, B et D sont les images i
1. Si A est Ie centre d'une homothétie / de respectives de deux points
rapport différent de 1 alors A(A) = O. A et C par une homothétie 4.

2. Si A est le centre d'une homothétie /4 de
rapport différent de 1 alors #(A) = A.

3. Si h est une homothétie de rapport
différent de 1 tel que A(A) = A, alors A est le le centre Q de /. C
centre de 'homothétie A. "

Reproduis la figure et construis

1.3. Réciproque

Soit /2 I'homothétie de centre Q et de rapport &, M est un point du plan et M’son image par A.
Démontre que M est I'image de M” par ’homothétie de centre Q et de rapport e

| M’ est I'image de M par une homothétie de centre © et de rapport k lorsque M
est 'image de M’ par I"homothétie de centre Q et de rapport *;— ;

Legon 14 Homothétie
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1 Exercices de fixation | S R

w Réponds par vrai ou par faux a chacune des affirmations suivantes :
LA =h, 2)(A) équivautd A=h ,(A).
2.A'= h(tO.i }(A) équivautd A= h(O.i )(A‘).
A= kw)i (A) équivauta A= B, 5 A)-
' Réponds par vrai ou par faux & chacune des affirmations suivantes :
1. La réciproque de I’homothétie de centre A et de rapport —2 est I’homothétic de centre A et de rapport 2.

2. La réciproque de I’homothétie de centre A et de rapport 2 est I'homothétie de centre A et de rapport —% 4

3. La réciproque de I’homothétie de centre A et de rapport 2 est ’homothétie de centre A et de rapport —-é—_ ;

Détermine la réciproque de I'homothétie de centre A et de rapport — 3.

1.4. Propriété fondamentale

Soit & une homothétie de entre Q et de rapport £.
Soient M, M', N et N' des points tels que : M' = (M) et N' = /(N).
Justifie que : M'N’ = kMN .

Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par une homothétie de rapport k,
ona: M'N =kMN.

Exercices de fixation | T S

F et G sont les images respectives de A et B par @ C et D sont les images respectives de
I'homothétie de centre 1 et derapport 7. __, A et B par une homothétie de centre I

Ecris le vecteur FG et fonction du vecteur AB . 5
et de rapport — ¢
w E et F sont les images respectives de A et B par Sachant que AB = 12 cm, calcule CD.
I'homothétie de centre [ et de rapport 13.
Justifie que les droites (AB) et (EF) sont paralléles.

Images de figures simples

2.1. Image d'une droite, d'une demi-droite

A et B sont deux points distincts du plan. On désigne par A’ et B’ les images respectives de A et B par 'homothétie
h de centre Q et de rapport k.

1. Justifie que la droite (A'B') est parall¢le 4 la droite (AB).

2. Soit M un point de (AB).

Justifie que son image M’ par / appartient & (A'B).

3. Justifie que pour tout point P' de (A'B"), il existe un point P de (AB) tel que : P' = A(P).

4, Déduis-en I'image de la droite (AB) par A.

5. Démontre que I’image de la demi-droite [AB) par h est la demi-droite [A’B’).

A ct B sont deux points distincts d’images respectives A’ et B’ par une homothétie 4.
L’ image de la droite (AB) par / est la droite (A'B”) et (A°B%) / (AB).
L image de la demi-droite [AB) par h est la demi-droite [A'B’).

Legon 14 Homathétie




Exercices de fixation

@ A, B, C et O sont des points alignés et O est un | % est ’homothétic de centre A .

point. A', B' et C' sont les images respectives de A, de rapport ..452._

B et C par I'homothétie de centre O et de rapport 9. INES AEIJ’ D

Justifie que A", B' et C' sont alignés. 1. Détermine l'image de la

droite (BC) par A. c 5 A

Sur la figure ci-dessous, A, B, C D et E sont des | 2. Détermine I'image

points du plan tels que les droites (DE) et (BC) sont | de la demi-droite [BC) par A.

paralléles.

2.2. Image d'un segment

Soient A et B deux points du plan. On désigne par A’ et B' les images respectives de A et B par 'homothétie 4 de
centre O et de rapport k.

1. Justifie que I'image d'un segment par I'homothétie / est un segment.

2. Justifie que AB'=| k| AB.

"~ AetB sont deux points distiners dimages respectives A et B”par unc homothétie  de rapport .
L'image du segment [AB] par / est le segment [A'B’] et A'B’ = KlAB.

Exercices de fixation

ABI est un triangle.

Errereraennny T T T T T T e ey

w Sur la figure ci-dessous qui n'est pas en prandeurs

réelles, D et E sont les images respectives de B et C Construis I'image du segment [AB] par
par 'homothétic A gc centre A et de rapport ~% : I'homothétie de centre I et de rapport 3
Ondomne:CB= - . 3
1 e | Le triangle BIG est I'image du triangle BEF
é’ g:ﬂ:: }Dngage Gasepment {HC ) par A C par 'homothétie de centre B et de rapport 1,5.
G ' \ Détermine les longueurs des trois cotés du
triangle BIG sachant que BE = 5, BF = 3,5 et
D, EF =3,
A
< G
E E
ﬁ A, B et I sont des points du plan tels que I soit le
milieu de [AB]. A", B', I' sont les images respectives
de A, B et I par une homothétie . R
Justifie que I' est le milieu de [A'B1]. | (R

2.3. Image d'un cercle

(€) est le cercle de centre I et de rayon # et /i une homothétie de rapport £.

On désigne par I' I'image de I par A et par (€”) le cercle de centre I et de rayon |k|r.

1. Justifie que pour tout point M de (€), son image M' appartient au cercle (€”).

2. Justifie que pour tout point P' du cercle (¢") il existe un point P de (€) tel que : P' = h(P).
3. Déduis-en I'image du cercle (€) de centre I et de rayon r par A.

=

- L'image d’un cercle de centre I et de rayon 7 par une homothétie 4 de rapport k est le cercle
 de centre A(I) ct de rayon kir.

Lecon 14 Homothétie
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ExerCices de fixatior\ ------------ LT ER L L) e T L e TR R L AL L R R A dd

@ Réponds par Vrai ou par Faux.

1. L'image d'un cercle de rayon 7 par une homothé-
tie de rapport k différent de 1 estun carré de coté ©
2. L'image d'un cercle de rayon 7 par unc homo-
thétie de rapport k différent de 1 est un cercle de
méme rayon.
3. L'image d'un cercle de rayon 7 par une homo-
thétie de rapport k différent de 1 est un cercle de
rayon \ kr.

®) propriétés de conservation

3.1. Conservation des angles orientés
Marque sur ton cahier quatre points A, B, Cet L.

@ Le cercle (€) est limage du cercle (€) de centre
I et de rayon —1; par I'homothétie / de centre

A et de rapport % :
Détermine le rayon de (€).

A et T sont deux points du plan.
Construis I'image du cercle (€) de centre Aet
de rayon 1,5 par I'homothétie de centre Letde

rapport 2.

Construis les images respectives A', B' ¢t C' des points A, B et C par I’homothétie / de centre I rapport 2.
e -

g Vérifie que : Mes {Iﬁ',ﬁ )= Mes (;\_ﬁ,:‘ia %

=

L’image d’un angle orienté par une homothétie est un angle orienté qui lui est égal.

Exercices de fixation [

samamsEBsABARRIARREIARRRRTE,

ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
A', B' et C' sont les images respectives deA.B

et C par une homothétie f.
(x5.a¢)
Détermine Mes\ A'BL,A'C' /.

P P TT T T A TR DAL LI LR Lokttt TTI LI L LR R e E L

ABC ost un triangle équilatéral de sens direct.
I est un point du plan. e
Construis I'image de l'angle (AB,AC ) par
£y 1
Thomothétie de centre I et de rapport —%5"-

3.2. Conservation de I'orthogonalité et du parallélisme

Soit & une homothétie de rapport k.

1. Démontre que les images de deux dreites perpendiculaires par 7 sont deux droites perpendiculaires.
2. Démontre que les images de deux droites paralléles par & sont deux droites paralleles.

Les images de deux droites perpendiculaires

par une homothétie sont deux droites perpendiculaires.

Les images de deux droites parall¢les par une homothétie sont deux droites paralleles.

Exercices de fixation |GG_G_G—

Les droites (D) et (L") sont les images respec-
tives de deux droites paralléles (D) et (1) par
une homothétie k.

Justifie que (D) et (L) sont parallcles.

ABC est un triangle rectangle en A.

A, B' et C' sont les images respectives A, B
¢t C par une homothétie.

Tustifie que le triangle A'B'C' est rectangle
enA'.

Legon 14
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Sur la figure ci-dessous, (D) et (L) sont deux
droites paralléles.

(D) est ’image de (D) par une homothétie .

A est un point de (L) et B son image par h.
Donne un programme de construction de I'image

L") de la droite ar .
(L") de ite (L) p é)

D@

Homothétie

e iamsEEEEEEEIEAEIITaSssssETeeEaERsEaLn



3.3. Conservation du milieu d’'un segment

[AB] est un segment de milieu I. 4 une homothétie de rapport £.
A’, B’ et I sont les images respectives des points A, B et [ par A.
Justifie que I" est le milieu du segment [A’B’].

 AetB sont deux points distincts d’images respectives A’ et B par une homothétic h.
L’image du milicu du segment [AB] par h est le milieu du segment [A'B’].

Exercices de fixation

A et B sont deux points distincts du plan et & )
K est le milieu du segment [AB]. 5
A’, B’ et K’ sont les images respectives de A,
B et K par une homothétie. n
Justifie que K’ est le milieu du segment [A’B’]. D - Te
W ABCD et BEFG sont deux carrés de centres L,
respectifs I et J. Le milieu de [AB] est M. &
L’homothétie /4 de centre O et de rapport 2 P A B
transforme ABCD en BEFG. Détermine I'image de I et celle de M par A. E

ftés o Diverses déterminations d’une homothétie

4.1. Homothétie définie par son centre, un point et son image

Soit un nombre réel & différent de 0 et 1 soit deux points distincts A et B.

1. Justifie qu'il existe un point O et un seul tel que : AO = %—kﬁ :

2. a) Justifie qu'il existe une et une seule homothétie A de centre O qui applique A sur B.
b) Précise le rapport de /.

Une homothétie est parfaitement déterminée par la donnée de son centre, un point et son image.

Exer{;ices de fixatinn e - L T T TN

@ Sur la figure ci-conire, C est un point de la droite C
(AB). Justifie qu’il existe une homothétie etune seule A e s
de centre C qui applique A sur B. =

w Reproduis la figure ci-contre ol les points O, A et B (@]
sont alignés. A
Construis l'image C’ du point C par 'homothétie de ¥
centre O qui applique A sur B. =

Reproduis la figure ci-contre ot les points O,
A et B sont alignés. C

Construis I'image C’ du point C par I'homothétie 0
de centre O qui applique A sur B. e

Lecon 14 Homothétie
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4.2, Homothétie définie par son rapport, un point et son image

A et A' sont deux points du plan. Soit & un nombre réel non nul.
TJustifie qu'il existe une seule homothétie A de rapport k qui applique A sur A'.

=

Une homothétie est parfaitement déterminée par la donnée de son rapport, un point et son image.

Exercices de fixation

@ A et B sont deux points distincts du plan. w La droite ci-dessous est réguliérement graduée.
Justifie qu’il existe une et une seule homothétie

S Reproduis puis construis I'image C’ du point C
de rapport 2 qui applique A sur B.

par 'homothétie de rapport —% qui applique
AsgurB. A B

@

4.3. Homothétie définie par deux points et leurs images

A, B, A' et B' sont quatre points tels que : (A'B) //(AB) et AB'# AB .
!

1. Justifie qu'il existe une seule homothétie 4 de rapport % qui applique A sur A'.
2, Justifie que : A(B) =B

ot

Une homothétie est parfaitement déterminée par la donnée de deux points et leurs images.

Exercices de fixation

T T L LL L L L L e L L e R R e R L L e

Sur la figure ci-dessous, ABCD est un trapéze.
Reproduis puis construis les images M’ et N” res-

| Surlafigure ci-dessous, ABCD est un trapeze.
“ Justifie qu’il existe une homothétie et une

seule qui applique A sur B et C sur D. pectives des points M et N par I'homothétie qui
A, B applique A sur D et C sur B.
A C
N
B D
M
ﬁ Sur la figure ci-dessous, ABCD est un trapéze. B D
Détermine 1 tre et le rapport de 'homothéti
s P e, RS Dans chacun des cas suivants, reproduis puis
qui applique A sur D et C sur B. : : SR : :
construis les images M’ et N’ respectives des points
A c M et N par 'homothétie qui applique A sur B et C
sur D.
xM
B D a :
ATC R N D
xM
b. L L
A BE N D
Lecon 14 Homothétie




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Utiliser les homothéties pour construire une droite et pour démontrer
que des points sont alignés

Sur la figure ci-contre, ABCD un trapéze, les droites (AB) et (CD) se coupent
en un point O. On considére "homothétie 7 de centre O qui applique A sur B.
1. Reproduis puis construis I'image (D) de la droite (AC) par ’homothétie A.
2. a) Justifie que /(D)= C.

b) Construis I'image (D,) de la droite (BD) par ’homothétie A.
3. Les droites (AC) et (BD) se coupent en un point L. Les droites (D) et (D,) se
coupent en un point J. A I’aide de ’homothétie 4, démontre que les points I, J
et O sont alignés.

1. (D)) est la droite parall¢le a (AC) passant

s Utiliser 1'image du point d'intersection de deux

par B. S
" : droites.
= a.)_ﬁBCE,E o trapeze dorio (ATRIRC) » Un point, son image et le centre de 'homothétie
¢t AD #BC. sont alignés.
11 existe une homothétie et une seule qui applique
AsurBetD surC.

Son centre est le point d’intersection O des droites (AB) et (DC).
Donc cette homothétie est i et (D) = C.
b) (D,) est la droite paralléle a (BD) passant par C.
3.0na: h(AC) =(D,) et s(BD) = (D).
Par suite, I’image du point d’intersection I de (AC) et (BD) est le point
d’intersection J de (D,) et (D,). On en déduit que A(I) =1J.
Les points O, I et ] sont donc alignds.

Exercice @) Déterminer un lieu géométrique

(A) est une droite et B un point variable sur (A). A est un point qui ()
n'appartient pas & (A). M est le milieu du segment [AB].

Détermine 1’ensemble des points M lorsque B décrit (4).

D

Détermination d'un lieu géométrique.

= Représenter plusieurs situations,
o Utiliser des ¢1éments fixes pour definir

: AM
A, B et M sont alignés, A est fixe et =555 est constant.
TSR R AB les transformations du plan.

Soit k 'homothétie de centre A et de rapport 5

M = A(B).

Lorsque B décrit (A), M décrit I'image de (A) par 4.
I’ensemble des points cherchés est la paralléle a (A)
passant par M.
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercicee Résoudre un probléme de construction

ABC est un triangle.
Construis un triangle MNP inscrit dans le triangle ABC ayant ses cotes de
supports perpendiculaires 4 ceux de ABC.

oige

o Analyse ! Pour résoudre un probléme de construction, on peut.:
~ Soit un point M de [AB]. On appelle N le projeté o Analyser

orthogonal de M sur (BC), P le projeté orthogonal de o Justifier

N sur (AC), Q le projeté orthogonal de P sur (AB). « Réaliser la construction

En général la ligne brisée MNPQ ne se referme pas et
on appelle R le point d'intersection des droites (MN)

et (PQ).

R est le point d'intersection de (MN) et (FY)

On trace la droite (RC). Elle coupe (AB) en M'.

Soit & I'homothétie de centre C qui transforme R en M.

Par h on raméne N en N’ sur le segment [BC] et P en P’ sur
le segment [AC].

o Justification

La droite (CR) rencontre (AB) en M'. L'homothétie de centre C qui applique R sur M applique N sur N' et P sur
P'. Le triangle M'N'P' a ses supports & cotés paralléles aux supporis des catés de RNP, donc orthogonaux aux
supports des cotés du triangle ABC. Le triangle MNP’ inscrit dans ABC est une solution.

Recherche d'une autre solution

En plagant le point N, sur la perpendiculaire & (AB)en M,

on construit le triangle N, P R tel que :

(N,P,) L (BC) et P, € (AC).

(R,P) L(AC)etR E(MN).

La droite (CR,) rencontre (AB) en M". TL'homothétie de centre
C qui transforme R, en M" permet de construire une deuxi¢me
solution : le triangle M"N"P".

o Réalisation_de la construction

Le tracé de la droite (RC) permettant
de mettre en évidence des homothéties
de centre C.
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Resumeé de cours

e Définition et premiéres propriétés.

1.1. Homothétie de centre et de rapport &

Soient Q un point du plan et & un nombre réel non nul.

On appelle homothétie de centre Q et de rapport k I’application du plan dans lui-
méme qui 4 tout point M du plan associe le point M” tel que : QM' = £QM

On note généralement /4, , ou / (s’il n’y a pas de confusion possible) 'homothetie de centre Q et

de rapport k.
Exemple
: 1
k>2 k<0 k=-1 Q M
v ————p—"
Q i - i M
KM)=M' & OM' = KOM KM)=M & OM' = kOM K(M)=M' - OM' = OM

Conséguences

» Si M’ est I'image de M par une homothétie de centre Q, alors M', M et Q sont alignés.
+ Si M’ est I'image de M par une homothétie de rapport k, alors QM' = | k| QM.
» L'homothétie de centre Q et de rapport —1 est la symétrie centrale de centre Q.

1.2. Point Invariant

Toute homothétie de rapport différent de 1 admet un seul point invariant :
son centre.

Remargue
Par une homothétie de rapport 1, tout point du plan est invariant.

1.3. Réciproque

e Soit i une homothétie de entre Q et de rapport £ .
Quels que soient les points M et M/,
hog M) =M M= 1, (M)

BDefinition

Soit i I’homothétie de centre £ et de rapport £.

L homothétie de centre £ et de rapport % est appelée la réciproque de
I’homothétie 4.




Résume de cours

1.4. Propriété fondamentale

Propriété fondamentale

Soit k une homothétie de rapport k, M et N deux points
du plan d’images respectives M' et N' par £.

Ona: W = M s

e Images de figures simples
2.1. Image d'une droite, d'une demi-droite
W Soit & une homothétie de rapport k,
» I'image d'une droite par / cst une droite qui lui est parallele ;

« l'image d'une demi-droite par / est une demi-droite ;
« les images de points alignés par / sont des points alignés.

2.2. Image d'un segment

Soit 4 une homothétie de rapport k, A" et B' les images respectives de
deux points distincts A et B par A.
L'image du segment [AB] par h est le segment [A'B'] et A'B' = [ k |AB.

Conséquences

+ L’homothétie multiplie les longueurs par la valeur absolue de son rapport.
« I’homothétie multiplie les aires de surfaces planes par le carré de son rapport.

2.3. Image d'un cercle

W Soit A une homothétie de rapport k.

L'image d'un cercle de centre I et de rayon 7 par 4 est le cercle de centre
h(I) et de rayon | k |r.

@ Propriétés de conservation

3.1. Conservation des angles orientés

m Soient A', B' et C' les images respectives de trois points deux & deux
distincts A, B et C par une homothétie.

Ona: (A_’B{":&_‘C'F) = (IE’,“A;(E)

3.2. Conservation de I'orthogonalité et du paraliéiisme

W Par une homothétie :

« deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites perpendiculaires ;
« deux droites paralléles ant pour images deux droites paralléles.




. Résumeé de cours

3.3. Conservation du milieu d’'un segment

Par une homothétie I’image du milieu d’un segment est le milieu du segment image.

T L e

o Diverses déterminations d’une homothétie

4.1. Homothétie définie par son centre, un point et son image

Soient trois points alignés O, A et B deux & deux distincts.
11 existe une homothétie et une seule de centre O qui transforme A en B.

i Méthode

i Pour construire ["image M' d’un point M par - Le point M’ cherché est le point d’intersection des
§ une homothétie de centre A qui applique B sur droites (AM) et (L).
5 C, on peut procéder comme suit : * Cas ou M appartient 4 la droite (AB)
¢ Cas o M n’appartient pas a la droite (AB) - Par la méthode précédente, construire Iimage N’
- Tracer la droite (AM) ; d’un point N n’appartenant pas 4 la droite (AB) ;
- Tracer la paralléle (L) 4 (BM) passant par C ; - Tracer la paralléle (L) 4 la droite (MIN) passant par N’;
- M’est le point d’intersection de (AB) et de (L).

4.2. Homothétie définie par son rapport, un point et son image

Soient un nombre réel £ différent de 0 et 1 et deux points distincts A et B.
' Il existe une homothétie et une seule de rapport k qui applique A sur B.

Méthode

A et B sont deux points du plan et k un nombre réel différent de 0 et 1.

Pour construire I'image M’ d’un point M par I’homothétie de rapport k qui applique A sur B,
on peut procéder comme suit: i

- Construire le centre O tel que : AO = 'i_—kAB -

- Construire le point M’en utilisant la définition ou en utilisant une homothétie définie par
son centre, un point et son image.

4.3. Homothetie définie par deux points et leurs images

m Soient A, B, A’ et B' quatre points deux 4 deux distincts tels que : (A'B') /(AB)
et A'B'# AB .

Il existe une homothétie et une seule qui applique A sur A' et B sur B'.

Méthode
A, B, A' et B' sont quatre points tels que : - tracer la paralléle (L) 4 (MB) passant par B’ ;
{AIB!) J'{r'{(AB) et A'B' # IBD . -M’estle pOiTlt d’intersection de (D} et (L)
Pour construire I’image M’ d’un point M par * Cas ol M n’appartient a (AA’).
I’homothétie & qui applique A sur A' et B sur B, - Construire I’image N’ d’un point N qui

; on peut procéder comme suit : n’appartient ni 4 (AA’) ni a (BB’) ;

i e Cas ol M n’appartient ni & (AA’) ni a (BB’). - tracer la paralléle (Q) a (MN) passant par N ;

- M’ est le point d’int ti AA) et :

- tracer la paralléle (D) & (MA) passant par A’ celepom ¢ iemechion RO ARl

W
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exercfces

Exercices de renforcement

0 Interpréte en utilisant unc homothétie les Ggalités
vectorielles suivantes :

)AM'=3AM ; b)OA'=—OB ;
O 5H=3IC ; dQA+3QM=0.

—

Les points A, B et C sont tels que 3AB +AC=0
1. C est I'image de B par une homothetie de centre
A. Détermine son rapport.

2. B est 'image de C par une homothétie de centre
A. Détermine son rapport.

3. C est I'image de A par une homothétie de centre
B. Détermine son rapport.

4. A est l'image de B par une homothétie de centre
C. Détermine son rapport.

Dans chaque cas, On passe du triangle OBE au
triangle ABC par une homothétie. Donne le centre
et le rapport de I'homothétie puis calcule les

longueurs OF ct BE.
a)
A
C -
32cm 42cm )
9cm B 6,3cm
18cm
% (0) 5
By E »A
20cm E

Les droites (GH) et (EI) sont sécantes en F. Les
droites (GE) et (HI) sont paralléles. Décris cette
figure avec le mot homothétie, en précisant son
centre et son rapport. Calcule les longueurs FI et
FH.

Legon 14

|

Les droites (MS) et (NT) sont s¢cantes en R. Les
droites (MN) et (TS) sont paralléles. Décris cette
figure avec le mot homothétie, en précisant son
centre et son rapport.

Calcule les longueurs RT et ST.

N

Soit ABC un triangle, A', B' et C' les milieux
respectifs de [BC], [AC] et [AB].

1. Démontre qu'il existe une homothétie de centre
C transformant B en A' et Aen B'.

2. En utilisant une homothétie, donne, en fonction
de l'aire du triangle ABC, l'aire du triangle A'B'C.

Sur la figure ci-contre. ABC est un triangle rec-
tangle en A tel que AB =6 cm et AC = 8 cm. Al
B' et C' les images respectives des points A, B et
C par I'homothétie h de centre O.

1. Donne en le justifiant le rapport de A.

2. Détermine la nature du triangle A'B'C".

3. Détermine le périmétre de l'aire de ABC.

4, Déduis-en le périmétre de l'aire de A'B'C".

Homothétie




E xercices

@ Reproduis puis construis 1'image des points C ct
- D par I'homothétie de centre O qui transforme A
Construis ["image d’un cercle de centre O et de enB.

rayon 2 ¢cm par ’homothétie de centre O et de
rapport 1,5.

{8 Reproduis puis construis I'image du triangle ABC = D
par I’homothétie de centre O et de rapport 3.

@ Reproduis puis construis I'image des points C et

A D par homothétie de centre O qui transforme A

en B.

Q B A C

» D

B8 Surlafigureci-dessous, (AB)//(BD)et AB # CD
1. Reproduis puis construis & l'aide de la régle
non graduée uniquement, I'image du point E par
I'homothétie h qui transforme A en B et C en D.

c
2. Construis I'image du point F par #.

B
3 ; : . A
m Reproduis la figure ci-dessous puis construis
I"image du segment [AB] par I’homothétie de centre
O et de rapport 2.5. ..
- C
Détermine le rapport AB -
D
F
O = —_— e
¥ @& Surlafigure ci-dessous, (AB) /(BD) et AB # CD.

1. Reproduis puis construis a l'aide de la régle
non graduée uniquement, I'image du point E par

B I'homothétie 4 qui transforme A en D et C en B.
2. Construis l'image du point F par 7.

m Reproduis puis construis 1'image des points C et

s 2 A E L3
D par I'homothétie de rapport - 5 qui transforme A / \
en B.
= D
B D

A C B
= s
W Reprod:.us puls{c?nstruls Hinage d_es PSR Reproduis puis construis I'image des points E et F
D par Thomothétie de rapport 2 qui transforme A par 'homothétic qui transforme A en B et C en D.
en B.
= D E A B & D
i i 1 ] 1 | L | |
B A &
i | 1 1 ! 1 = F
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é xercices

Sur la figure ci-dessous que l'on reproduira,
les droites (D) et (D') sont parallgles. A est une
homothétie qui transforme A en A' et (D) en (D).
Construis l'image de chacun des points B et C par 4.
AI
¥ B

=

DY

€ (D)

b

A
Sur la figure ci-dessous, B est I'image de A par

I'homothétie 4 de centre O et de rapport —% :

T |

i

Le plan est rapporté a un repére (O; 4 ’}r ). Soit,
Q(1, 2) et M(x, p). Détermine en fonction de x et
», les coordonnées du point M', image de M par
I'homothétie de centre Q et de rapport 5.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;?, J
Soith la transformation du plan qui & tout point M(x ; )
assqcie le point M’(x"; y’) tel que :

z =—2c+3

y =—2y+1
Justifie que 4 est une homothétie. Précise son centre
et son rapport.
2. Détermine I'image du point A(3 ; —2) par k.
3. Détermine l'image de la (AO) par A.
4, Détermine ['image de la droite (D) d'équation
y=x-+3parh.
5. Détermine I'image du cercle de centre A et de
rayon v b par A.

¥ Le plan est muni d'un repére orthonormé ( O; ;:3., ).
Soit % la transformation du plan qui & tout point
M(x ; y) associe le point M’(x’; »”) tel que :

L =—%$+3
1
y =—5y+l

Justifie que h est une homothétie. Précise son
centre et son rapport.
2. Détermine l'image par / du cercle de diametre

[AB]ou A(0; ) et B(3; —7).

Legon 14

B3¢ Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; —1.*,}:')
Soit /4 la transformation du plan qui & tout point
M(x ; ) associe le point M’(x’; y’) tel que :
{:r:: =3r—1
y =3yt2
Justifie que & est une homothétie.
Précise son centre et son rapport.
2. Détermine 1’image du cercle de centre O et de
rayon 1 par h.

¥ On considére un parallélogramme ABCD. Soit 1 le
milieu [CD]. J est le point d'intersection des droites
(BI) et (AC) et K le point d'intersection des droites
(AD) et (BD).

1. Dis ce que représente J pour le triangle BCD.
Justifie ta réponse.

2. Détermine une homothétie qui transforme (JK)
en (AB).

3. Justifie que (JK) est paraliele & (AB).

4. Dis ce que représente l'aire du triangle IJK par
rapport 4 l'aire du parallélogramme.

Justifie ta réponse.

@8} On considére le quadrilatére ABCD tel que (AB)
soit paralléle 2 (CD) et AB # CD . Soit O le point
d'intersection des diagonales (AC) et (BD).

1. Justific qu'il existe un nombre réel k non nul tel
que OC = kOA .

2. Soit & I'homothétie de centre O et de rapport k.
Détermine A(A).

3. Justifie que D = A(B).

4. Soit I et J les milieux respectifs de [AB] et [CD].
Justifie que O.I et ] sont alignés.

5. Soit O' le point d'intersection de (AD) et (BC).
Démontre que O, 0', L et J sont alignés.

! Dans la figure ci-dessous, ABCD estun
parallélogramme, I est un point donné de

(BD), (Al) coupe (BC) en J et (DC) en K.

1. Justifie qu'il existe une homothétie qui
transforme Aen J etD en B.

2. Justifie qu'il existe une homothétie de centre I
qui transforme Aen K et B en D.

3. Déduis-en que : AP =1J = IK.

/D G K

Homothétie
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E Xercices

| Soit (I") le cercle circonserit 4 un triangle ABC. On
appelle O son centre. D est le point diamétralement
oppose & A sur le cercle (I).
On considére I'homothétie /4 de centre A et de rapport 2.
1. Construis Ie point E, image de B par / et le point F,
image de C par 4.
2. Détermine l'image de O par A.
3. Construis I'image de la droite (OI) par 4.
Démontre que l'image de (I0) par h est
perpendiculaire 4 (EF).
4. La perpendiculaire a (EF) passant par D coupe
(EF) en K.

a) Détermine 1'image de I par 4.

b) Démontre que I est le milieu de [AK].

| Dans le plan, on considére un triangle équilatéral
ABC tel que Mes m?:; AC) = % :

On appelle (I') we cercle de centre O circonscrita ABC.
Les droites (OA) et (OC) recoupent (I
respectivement en D et E soit I le milieu de [ED].

1. Fais une figure avec (OA =4 ¢m)
2. Soit G le point tel que :
GA+GB+GC+GD+GE=0.
a) Exprime 0G en fonction de OI .
b) Déduis-en une construction de G.
3. Soit h I'application du plan dans lui-méme qui 4
tout M associe le point M' tel que :
MM = (MA +MB + MC + MD + ME).
Démontre que /4 est une homothétie dont on
déterminera le centre et le rapport.

@ Soit ABC un triangle, A', B' et C' les milieux

respectifs de [BC], [AC] et [AB].

Soit h I'application du plan dans lui-méme qui 4

tout M associe le point M' tel que :

MM = KMA +3MB +-5-MC -

1. a) Démontre que si k= e , 'application fest une

homothétie dont le centre est le centre de gravité

du triangle ABC et dont on déterminera le rapport.
b) Quelle est l'image par cette homothétie du
triangle ABC.

2. Démontre que si k = -1, l'application f est une

translation dont on donnera le vecteur.

@ Soit ABC un triangle. Trouve un caré DEFG
nscrit dans le triangle ABC (ses sommets sont sur
les cotés du triangle).

1. Construis un carré ARIHB de sens direct.
2. En utilisant une homothétic de centre C,
construis le carré DEFG.

Lecon 14
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Soit ABC un triangle. Le but de l'exercice est
d'inscrire un carré dans le triangle ABC de telle
sorte que deux des sommets soient sur [AB], un
troisieme sur [AC] et le quatriéme sur [BC].

1. Place un point M sur le ¢6té [AC] du triangle.
2. Soit P le projeté orthogonal de M sur la droite
(AB). :

Construis le carré direct MPQR tel que le coté
[PQ] se trouve sur la droite (AB).

3. La droite (AR) coupe (BC) en OG.

En utilisant I'homothétie de centre A qui transforme
R en F construis, le carré DEFG.

Sur la figure ci-dessous, (€) est un demi-cercle de
diametre [EF]. Construis un carré ABCD tel que :
A et B appartiennent 4 [EF], C et D appartiennent
au demi-cercle (€).

On utilisera une homothétie de centre O.

(€)

E 0 E

Sur la figure ci-dessous, ABCD et PQRS sont des
carrés tels que (RQ) est paralléle a (BC).

PQRS est tel que R et S appartiennent au demi-
cercle de diameétre [AB]. AP = QB.

Soit # 'homothétie qui transforme R en Bet Qen C.

1. Justifie que le rapport de 4 est L :

2. Justifie que le centre de 4 agpartient 3 la
médiatrice de [AB].
3.0nPose PQ=1
a) Démontre que AQ est égal au nombre d'or @ . ..
b) Démontre que le centre M de A, situé sur la

médiatrice de [AB], esttel que IM = ABx 5-.
4, tant donné un demi-cercle de diamétre [AB],
donne un programme de construction d'un carré
PQRS tel que P et Q appartiennent 4 [AB] et R et
S appartiennent au demi-cercle de diamétre [AB].

3 R

(©)

Homothétie




e;ercices

@ Soient A et B deux points distincts, Ile milieu de [AB],
(D) la médiatrice [AB], soit (€) le cercle de centre
Actderayon Al et (€) le cercle de diamétre [AB].
A tout point M du plan, on associe le point M" tel
que H‘:‘: = 2Mﬁ "

Détermine le lieu géométrique de M' lorsque M déerit :
a) la droite (AB) ;

b) la droite (D) ;

c)lecercle (€'):

d) le cercle (¢.").

1. Partiec préliminaire : on considére un triangle
ABC, G son centre de gravité, Q le centre de son
cercle circonscrit et H son orthocentre.
Démontre que H est 'image de Q dans une
homothétie de centre G dont on précisera le rapport.
2. On considére un cercle (I") de centre O, derayon
R, passant par un point fixe A. Soient B et C deux
points de T tels que la distance BC soit constante
et égaled
a) Quel est le lieu géométrique des milieux I de
[BC]?
b) Quel est le lieu géoméirique des centres de
gravité G de ABC ?
¢) Quel est le lieu géométrique des orthocentres
H de ABC ?
3. Reprends la partie 2 avec B et C sur une droite
(A) ne passant pas par A, A fixe.

Dans le plan, on donne deux points A et B distincts.
Soit (D) la droite perpendiculaire a (AB) en B. On
considére tous les cercles (€') du plan caractérisés
par la propriété suivante : T et T ' étant les points
de contact des tangentes menées de A a (©), le
triangle ATT est équilatéral.

1. En étudiant le rapport des distances du centre
d’un cercle (C) aux points A et B, déterminer et
préciser la nature de ’ensemble des centres des
cercles (C) qui passent par B.

2. Détermine et précise la nature de I’ensemble des
centres des cercles (C) tangents a la droite (D).

Soit k un réel différent de 0 et de 1. On considére
trois points A, B et C deux a deux distincts tels que
AC =kAB et les cercles (I' ) et (T',) de diamétres
respectifs [AB] et [AC].

Une droite (A) non perpendiculaire 2 (AB) et
distincte de (AB), passant par A, recoupe les cercles
(I",)) et (I",) respectivement en M et N.

1. a) Quelle est la position relative des droites (BM)
et (CN) ?

Legon 14

b) Détermine de k pour lesquelles les droites
(BN) et (CM) sont-elles paralléles.
2. On suppose désormais que £ est fixé et différent
de —1. Soit P le point d’intersection des droites
(BN) et (CM).
a) Soit & I’homothétie de centre P telle que
h(B)=N. Démontre que A(M) = C.
Calcule le rapport de 4 en fonction de £.
b) Détermine le réel O tel que BP = a BN . Quel
est le lieu géométrique du point P lorsque (A)
varie ?
¢) En se plagant dans le cas ou k= 2 et ou la
distance BA = 6 cm, donne les ¢léments
géométriques remarquables du lieu géométrique
L de P et fais une figure soignée.

@ Dans le triangle ABC, le segment [BC] est fixe.
Le point A parcourt un cercle passant B et C.
Détermine le lieu géométrique des centres de
gravité des triangles ABC.
On pourra utiliser une homothétie de centre le
milieu de [BC].

39

320m i

B i T
On dispose sur le sol une Tour EIFFEL miniature
non loin de la véritable Tour EIFFEL. On obtient
ainsi la figure ci-dessus.
Détermine la hauteur de la Tour EIFFEL miniature.
Justifie ta réponse.
(On donnera l'avrondi au centiméire pres).

ﬂwwa

o Rechercher un point invariant A.
o Déterminer les coordonnées de AM et AM‘
o Btablir une relation entre AM' et AM .

e Rechercher un point invariant A.

e Déterminer les coordonnées de AM €l AM' .
e Litablir une relation entre AM' et AM .

Homothétie




ROTATIONS

Décris le mouvement d'un point sur une roue de bicyclette.

SITUATION D’APPRENTISSAGE

Un éeleve en classe de Seconde C choisit un siége S de
la grande roue d’on parc d’attraction. La grande roue

tourne dans le sens inverse des aiguilles d’une montre’

puis s"immobilise. Il est bloqué 30 minutes sur son sizge
a une certaine hauteur. Pour les ramener & la position

de départ. le maintenancier affirme avoir effectué une

rotation de la roue d’un angle de __E‘T:r ;

De retour en classe, il explique 2 ses camarades la
situation qu’il a vécue au parc. Pour mieux comprendre,
les €léves décident d’étudier les rotations, construire les
images de figures simples et de résoudre des problémes
a I"aide de rotation.

Lecon 15
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: HABILETES ET CONTENUS

AT

e

1 -3-.Qi.é_ffﬁ.i'ti:0n: et premieres proprietes de l'orthogonalité, du milieu et des angles
orientés par une rotation

Connaitre :

o la définition d’une rotation Démontrer :

« la propriété relative aux points invariants e que deux droites sont paralléles en utilisant ¢

par une rotation une rotation ]

» la propriété fondamentale de la rotation. e que des droites sont perpendiculaires en
utilisant une rotation i

Construire : I'image d’'un point par une rotation e une égalité d'angles en utilisant une rotation

en utilisant la définition e qu’un point est le milieu d'un segment en

) , ] . utilisant une rotation
Trouver : 'image d'un point par une rotation

SRR AT

4 | Caractérisation d'une rotation

nages defiglites simpies

Connaitre : |es propriétés relatives aux images Connaitre : la propriété relative a la

o . . . 3

de figures simples par une rotation caractérisation d’une rotation i

3 : : s :
Construire : 'image d’une droite, d’un segment, . 5 Traitement de situation i

d’une demi-droite, d’un cercle par une rotation : ' ' i

Traiter une situation faisant appel aux rotations

|| 3 Propriétés de conservation

Connaitre : les propriétés relatives a la
conservation de I'alignement, du parallélisme, |

INSTALLATION DES HABILETES

(1 ] Définition et premiéres propriétés

SRETRE

:I. 1 Rotation de centre O d’angle ©

Sur la grande roue de centre O d'un parc d'attraction representée par la
figure ci-contre, le siége S tourne de 90° dans le sens inverse des aiguilles
d'une montre et se retrouve en S'.
1. Compare OS et OS'.

. T
2. Détermine Mes (53’; D?) :
3. Détermine la position d'un objet M placé en O lorsque le siége S tourne
et se retrouve en S'.
4, Soit r I'application du plan dans le plan définie par :
rO)=0etsiM#0, r(M) M lorsque OM' = OM et
Mes (OM, OM') = %

Détermine #(S) ; r(S‘), r(s,) et 1(S).

L’application 7 du plan dans le plan définie ci-aprés est appelée tofation de centre O et
d’angle 90° :

+H0)=0;
*siM#£0, (M) "M‘lorsquc OM’ = OMetMcs(_—M’ W) *'g"

Lecon 15 Rotations




Exercices de fixation

.

k) ABCDestuncarrédesens D (¢ W ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
direct et O est son centre. En utilisant les points A, B et C, donne le centre
1. Détermine I’image de B 0 et I’angle de la rotation :
par la rotation de centre A et a) qui transforme Aen B ;
d’angle 5. b) qui transforme C en B ; A
2. Détermine 1’image de B A B ¢) qui transforme A en C.
par la rotation de centre C et ,
d’angle "%.'- 5
3. Détermine 1’image de chacun des points B C
A, B, CetD par la rotation de centre O et
d’angle %—

1.2. Point invariant

Soit  Ia rotation de centre O et d’angle 0 (B # 0).
Justifie, en utilisant un raisonnement par I’absurde, que O est le seul point tel que 7/(0) = 0.

=

Une rotation d*angle non nul admet un seul point invariant : son eentre.

Exercices de fixation

Le cercle ci-contre a 10 i
rayons réguliérement
espacés.

Détermine le centre et

B
P

Sur la figure codée ci-contre A
I"hexagone ABCDEF est
inscrit dans un cercle.
Recopie et compléte la

I’angle d’une rotation phrase suivante,

qui applique ; On peut passer du point A
a)AsurB au point E par la rotation
b)Asurl de centre...... et d’angle

1.3. Construction de I'image d’un point :
Place un point O et un point M distinct de O dans ton cahier.

1. Construis I''mage M' du point M par la rotation de centre O et d'angle %
2. Donne ton programme de construction.

' Pour consttuire 'image M™ d’un point M par une rotation de centre O et d’angle a :
= tracer la demi-droite [OM) : ey
« tracer la demi-droite [OP) telle que Mes ( OM, OP ): G -. i
= placer sur [OP) le point M’ tel que OM™ = OM. |

Exercices de fixation

Place deux points O et A sur ta feuille.
Construis I'image A’ de A par la rotation

Place deux points O et C sur ta feuille.
Construis ’image C’ de C par la rotation

de centre O et d’angle % de centre O et d’angle m.

Legon 15
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1.4. Réciproque

0, M et M' sont trois points du plan et  la rotation
de centre O d’angle 6.
Recopie et compléte :

OM'= ...
FoaM)=M' & Ay T
Mes (OM, OM") = ...

OM'= ..
——=T s
& 1 Mes(OM', OM) = ...

(— e P‘(u;,gj(Mr)

M = rigy(M) & M = rp-a(M).

Exercices de fixation .

@ A et B sont deux points dis- A est un point du plan. 0, A et B sont trois points du
" tincts du plan. F est I'image de E par la rota- plan tels que B est 'image de
C est I'image de B par la tion de centre A et d’angle % A par la rotation de centre O
rotation de centre A et d’angle Détermine une rotation de et d’angle ‘Ti
——’31-' centre A qui applique F sur E. Détermine I’'image de B par
Détermine une rotation qui la rotation de centre () et
applique C sur B. d’angle *%.

1.5. Propriété fondamentale

O, Met N sont trois points du plan.
1. Construis les images M’ et N” des points M et N par la rotation de centre O d’angle Xt 5
2. a) Mesure les distances M'N” et MN puis recopie et compléte M'N*=..... 3

b) Mesure a ’aide du rapporteur Mes (M'N' W) puis recopie et compléte : Mes (M N, MN ) =

Sre

Pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par une rotation d’angle o,
ona: M’N°= MN et Mes (ﬁ,M'N‘) = L.

Exercices de fixation

B L e T T L L L PR ]

@ Sur la figure ci-contre, B @ Sur la figure ci-contre, . ¢ 6
les points B et D sont les points B et E sont
les images respectives les images respectives
des points A et C par des points A et D par
la rotatio?r de centre O la rotation de centre C
d’angle 5. 0 A d’angle —i - =
Justifie que : AC=BD C D Justifie que : AD BEetM&".(Aﬁ Blﬂ = 3 .
et (AC) L (BD).
Legon 15 Rotations




e Images de figures simples

2.1. Image d’'une droite, d’'une demi-droite, d’'un segment

Soit (D) une droite du plan. Soient A et B, deux points de (D) et O un point n'appartenant pas (D).
1. Construis les images A" et B' respectives de A ct B par la rotation r de centre O d'angle 5.
2. a) Soit M un point de la droite (D). Justifie que son image M' appartient & la droite (A'B").

b) Soit N' un point de (A'B"). Justifie qu'il existe un point N de (D) tel que #(N) =N".
3. Déduis-en I'image de la droite (AB), celle de la demi-droite [AB) et celle du segment [AB] par r.
4. Justifie que A'B' =AB.

l A et B sont deux points distincts d’images respectives A’ et B’ par une rotation 7.
L’image de la droite (AB) par r est la droite (A’B’).
[’image de la demi-droite [AB) par 7 est la demi-droite [A'B).
I’image du segment [AB] par » est la segment [A’B’] et B’ = AB.

Exercices de fixation

Trace une droite (D) et marque un point O. @ Trace un segment [AB] et marque un point O.
Construis I'image de la droite (D) par la rota- Construis 1’image de [AB] par la rotation de
tion de centre O d’angle . centre A d’angle -E— 3

2.2. Image d'un cercie

Soit r une rotation de centre Q et d’angle 0,0 € ]—n; «] ;

(€) un cercle de centre O et de rayon R et O’ 'image de O par r; (€7) le cercle de centre O’ et de rayon R.
1. Justifie que si M appartient a (€), alors son image M’ par r appartient & ().

2. Justifie que si M’ appartient (), alors M” est I’image d’un point de (C).

L’image d’un cercle de centre 1 par une rotation # est le cercle de centre 7(T) et de méme rayon. .

Exercices de fixation

Trace un cercle de centre O et de rayon 2 cm. Marque trois points non alignés O, A et B.
Construis I’image de (€) par la rotation de Construis I'image du cercle de diamétre [AB]
centre O d’angle H“é-;- ; par la rotation de centre O d’angle —% 4

| Acﬁt&fese  Propriétés de conservation

3.1. Conservation des angles orientés

P 1 (_ﬁ ) A 1 l,ﬂ;-_
1. Construis l'image de I'angle | AB, AC) par la rotation de centre Q d'angle 5~

—— ——

2. Compare les angles (E,E) et (ﬁ, E)

;Ox

L'image d’un angle orienté par une rofation est un angle orienté qui lui est égal.
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Exercice de fixation

......................................................................................................................................

T Y
Soit un triangle ABC tel que : Mes (E,R ) = -’E— =

On note (X@, AT )ﬂmage de I’angle orienté (ﬁ, E) par la rotation de centre A et d’angle % ¢
Détermine : Mes ( AT, Ii"'(_f‘) f

3.2. Conservation du milieu d'un segment

r & B
Sur la figure ci-contre, A, B, I et { sont quatre B »-"""/T
points du plan tels que I soit le milieu du segment [AB]. P I
A’, B’ et I’ sont les images respectives de A, B et ] §
par la rotation de entre Q et d’angle 0 (6 # 0). Y g g .- A
* 1. Justifie que I appartient au segment [A’B’]. ,4.?\,*
2. Déduis-en que I’ est le milien du segment [A’B’]. 5

==

A et B sont deux points distincts d’images respectives A’ ef B’ par une rotation 7.
L’image du milieu du segment [AB] par 7 est le milieu du segment [A'B’].

Exercices de fixation

T T T T e L R e e L L L L L L

@ Soient I, J et K trois points tels que J soit le milieu de [TK]. o
I’, ” et K les images respectives de I, J et K par la rotation de centre O et d’angle —3—.
Justifie que J” est le milieu de [I’K"]. o

Sur la figure ci-contre, [, A, B et C sont quatre points tels que I \ :
soit le milieu de [BC]. B
B’ et C’ sont les images respectives de B et C par une rotation
de centre A et d’angle 6.(6 #0)

Donne un programme de construction de I’image 1" de I par 7.

=

w

3.3. Conservation de I'orthogonalité

Soient deux droites perpendiculaires (A) et (D), (A”) et (D”) les images respectives de (A) et (D) par une rotation r.
Tustifie que (A”) et (D) sont perpendiculaires.

Les images de deux droites perpendiculaires par une rotation sont deux droites perpendiculaires.

" Exercices de fixation

@ (L) et (U’) les images respectives de (L) et (U) par 7.
Justifie que (L) et (U’) sont perpendiculaires.

@ Sur la figure ci-contre, (D) et (L) deux droites perpendiculaires en A.
(D) est I’image de (D) par une rotation 7.
A’ est 'image de A par r.
Donne un programme de construction de I'image (1.") de (L) par r.

Legon 15 Rotations




3.4. Conservation du parallélisme

(A) et (D) sont deux droites paralléles, (A*) et (D”) les images respectives de (A) et (D) une rotation .
Justifie que (A’) et (D’) sont paralléles.

Les images de denx droites paralléles par une rotation sont deux droites paralléles.

Exercices de fixation 3

@ Soient (L) et (U) deux droites paralléles et r la rotation de centre O et d’angle —
(L) et (U’) les images respectives de (L) et (U) par r.
Justifie que (L") et (U’) sont paralléles.

12'

@ Sur la figure ci-contre, la droite (AB) est paralléle &

la droite (L). (L") est I’image de (L) par une rotation
rde centre Q. A’ est ’image de A par la rotation r.
Donne un programme de construction de la droite
(A’B’), image de la droite (AB) par r.

—

' Caractérisation d’une rotation A 1

Sur la figure ci-contre, ABCD est un carré de centre O et de sens direct. M est un
point de [AB] et M un point du segment [BC] tel que AM =BM’.
1. a) Justifie que la rotation r de centre O et d’angle 2% 5 applique A sur B.
b) Justifie que 1’angle orienté (AM ﬂ') a pour mesure g
c) Justifie que »(M) = M".
2. Démontre qu’il n’existe aucune autre rotation qui applique A sur B et M sur M®, B M C

Etant donné 4 points A, B, C et D tels que : AB = CD et AB #CD, il existe une
unique rotation qui transforme A en C et B en D.

Exercices de fixation

B R RN R R R R R AR R AR EE AR RN e

m On considére un triangle ABC de sens direct, BAB' W Sur la figure ci-dessous, AB = A'B',
et ACC' deux triangles rectangles et isocéles en A Reproduis puis construis le centre de la rotation

et de sens direct. qui applique A sur A' et B sur B".
Démontre qu’il existe une unique rotation » qui B

transforme C en C' et B'en B.

B
Sur la figure ci-contre, ABC 2 /

est un triangle équilatéral de
centre O et de sens direct. M
et M' deux points tels que :

M

CM =AM 5 \
Détermine le centre et 'angle / = q
(&)

de la rotation qui applique C g
sur A et M sur M,

Lecon 15 Rotations




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerciceo Démontrer une propriété en utilisant une rotation

Soit un carré ABCD de sens direct et O son centre. On considére un point I de [AD] et un point J de [AB]
tels que AL = BJ. Les droites (BI) et (DJ) se coupent en H.

1. Démontre que J est I’image de I par la rotation 7 de centre O d” anglc

2. Démontre que les droites (CI) et (DJ) sont perpendiculaires.

3. Démontre que H est I'orthocentre du triangle CIJ.

1. (D) = A et r(A) = B donc
r([DA]) = [AB].

Notons I' = r(I)

1€[AD],I'€ [AB]etB=1A
or J est le seul point de [AB]
tel que JB =IA.

Donc J=T.

2. (CI) est perpendiculaire a
(DY) d'aprés la propriété fon-
damentale des rotations.

3. Dans le triangle CIJ, on a:

d'aprés la question précédente, (DJ) est la hauteur
issue de J.

Deplusona:

A(B) = C et #(I) = J d'ou (BI) est perpendiculaire
(€.

o Lire 1'énoncé pour relever les données et la
conclusion.

e Recherche une démarche.

o Faire une rédaction soignée.

On en déduit que (BI) est la hauteur issuc de I dans le
triangle (CLJ).

Conclusion

Dans le triangle C1J, ona:

(DJ) est la hauteur issue de J et (BI) est la hauteur issue
de L.

(DJ) et (BI) se coupent en H.

Dongc H est I'orthocentre du triangle CIJ.

Exercicea Construire une figure en utilisant une rotation

Trois droites paralléles étant données, construis un triangle équilatéral ayant un sommet sur chaque droite.

Analyse

Nous avons trois droites paralléles

Nous devons construire un triangle équilaiéral ayant
un sommet sur chaque droite.

Faisons une esquisse de la figure

(D)
A
/—"-”J
)
B Q
/ B

Observons la figure terminée (tracée en commengant
par le triangle).

Legen 156

» Analyse ou lecture de I'énoncé.
o Justification ou recherche d'une démarche.
e Réalisation de la solution.

Le point C est I'image de B par la rotation de centre A
et d’angle z.

Comme B est sur (Q), 'image de B est sur I'image (Q")
de (Q) dans cette rotation.

Remarque :

En congidérant le point C comme 1mage de B par la
rotation de centre A et d’angle ——3,—, on obtient une
deuxiéme solution.

Rotations




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Justification

1l faut justifier que (Q") et (L) sont sécantes pour déterminer C puis trouver B = ri{C).
Reéalisation de la construction

La construction est donc la suivante :

® Placer un point A sur (D).

® Construire I'image (Q') de (Q) par la rotation de centre A et d’angle —‘g— ;

8 (QQ") coupe (L) en C.

= I1 suffit de construire le point B image de C par la rotation de centre A et d'angle — -‘g— :

Recherche d'une autre solution

® On obtient un deuxiéme triangle équilatéral en construisant I'image de (Q) par la rotation de centre A
et d’angle — j-i; :

Exercice e Déterminer un lieu géométrique en utilisant une rotation

Soient une droite (D), un point M de (D) et un point A n’appartenant pas a (D).
Soit M’ un point tel que le triangle AMM? soit rectangle et isocéle en A de sens direct.
Détermine le lieu des points M' lorsque M décrit (D).

o Représenter plusieurs situations.

e Utiliser les points fixes pour définir la
transformation utilisée. g

Le triangle AMM' étant rectangle et isocéle de sens direct, M est l'image de M par la rotation » de centre A et
d'angle 25—
M appartient 4 la droite (D), par conséquent M' appartient 4 (D"), image de (D) par r.

(D) est perpendiculaire a (D) car r est un quart de tour direct.

Reéciproque pour tout point N' de (D", il existe un point N = -5 (N') appartenant & (D) tel que ANN' soit
rectangle et isocéle.

L'ensemble cherché est la droite (D).
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Résume de cours

@ Définition et premiéres propriétés
1.1. Rotation de centre O d'angle 6

Soient un point O du plan et un nombre réel 6 appartenant 4 I'intervalle |—= ; ].
On appelle rotation de cenire O et d’angle 0 ’application du plan dans lui-méme
qui, a tout point M associe le point M tel que :

=siM =0, alors M’ =

5 M £ 0, alors OM’ = OM et Mes (OM; OM' ) =6

" Définition

Notation

On note généralement 7,, , ou 7 (s’il n’y a pas de confusion possible) la rotation de centre O

d’angle 6.

Remarque

; ® La rotation de cenire O et d’angle = est la symétrie de centre O.

® Si A’ est I'image de A par la rotation de centre O et d’angle 0 et 8 # «, alors A est I'image
de &’ parlar la rotation de centre O et d’angle —0 (Si Mes (Oﬁ OM )} =8 et B # m alors
Mes(OM:; OM ) = —

Exemples :

P o
1(P) = QﬁOQ= OP et
Mes(ﬁ;bﬁ) =T,

AM) =M’ & OM’ = OM et "A)=B e OB=OAet La rotation de centre O
("ﬂ{}'ﬁ") - o (Gﬂ)"ﬁ) e et d’angle @ est la symétrie
Mes\OM; OM' ] = 8. 3 de centre O.

Vocabulaire

- Une rotation d'angle % s'appelle un quart de tour direct.
- Une rotation d'angle —*'g— s'appelle un quart de tour indirect.

1.2. Point invariant

W Une rotation d’angle non nul admet un seul point invariant : son centre.

1.3. Construction de I'image d’un point
Méthede
Pour construire I’image M’ d"un point M par la rotation de centre O et d’angle orienté 6,

on peut procéder de la fagon suivante :

- Tracer la demi-droite [OX) telle que Mes\ O (_I\/I O}E)
- Tracer un arc de cercle de centre O et de rayon OM : il coupe [OX) en M.
M’ est I’image du point M par la rotation de centre O d’angle 0.
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Trace la demi-droite Trace un arc de cercle de | M’ est |’image du point M :
[OX) telle que centre O et de rayon OM : | par la rotation de centre O |
Mes (W; 67(7) =9 il coupe [OX) en M". et d’angle 0.

1.4. Réciproque

La réciproque de la rotation de centre O et d'angle 6 est la rotation de centre O
et d'angle — 0.

r(g_ o)(M)= M' t:') M = r(o’ _Q}(Mr)

1.5. Propriété fondamentale

m Soient r une rotation d’angle 0, A’ et B’ les images respectives par r de deux
points distincts A et B.

Ona:A’B’=AB ctMes (AB: AT ) - 0.

@ Images de figures simples

2.1. Image de droite, d'une demi-droite, d'un segment

m Toute rotation transforme :

» une droite en une droite ;

° un segment en un segment de méme longueur ;
+ une demi-droite en une demi-droite.

Méthode

» Pour construire I"image d*une droite (D) par une rotation, il suffit de choisir deux points A et B et
d’en construire les images A’ et B’. La droite (A’B’) est I'image de la droite (D) par cette rotation.

» Pour construire I'image d’un segment [AB] par une rotation, il suffit de construire les images
respectives A’ et B’ de A et de B. [A’B’] est I'image du segment [AB] par cette rotation.

» Pour construire I"image de la demi-droite [AB) par une rotation, il suffit de construire les images
respectives A’ et B’ de A et de B. [A’B’) est I'image de la demi-droite [AB) par cette rotation.

2.2. Image d'un cercie

m L’image d’un cerele par une rotation est un cercle de méme rayon.
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Méthode
Pour construire I’image d’un cercle () de centre O et de rayon » (» est un nombre réel positif)
par une rotation, il suffit de construire ’image O° de O par cotte rotation puis construire le cercle
de centre O’ et de rayon r. L’image de (€) est le cercle (€7) de centre O” et de rayon .

@ Propriétés de conservation

3.1. Conservation des angles orientés

\ZEHEET) Toute rotation transforme un angle orienté en un angle orienté qui lui est égal.

3.2. Conservation du milieu d'un segment

Toute rotation transforme le milicu d’un segment en le milieu du segment image.

¥ .
I A g
e
£ I R
k) : ;’ (Q:8)
‘\ ; 't' e o A A AI
“}'Z: e J
= I I

I est milieu du segment [AB] donc I' est milieu du segment [A'B'].

3.3. Conservation de l'orthogonalité

Toute rotation transforme deux droites perpendiculaires en deux droites
perpendiculaires.

_'P'r_‘c-priété

3.4. Conservation du parallélisme

FEEIEE ] Toute rotation transforme deux droites paralléles en deux droites paralleles.

o Caractérisation d’une rotation

HEEET Soit A, B, C et D quatre points tels que A # B, AB = CD et AB # CD B

11 existe une unigue rotation  tel que #(A) = C et r(B) = D, d’angle ('Aﬁ, CD

Remargue

: Le centre de la rotation r qui applique A sur C et B sur D est :

] » le point d'intersection des médiatrices [AC] et [BD] si ces médiatrices sont s¢cantes ;
» le point d'intersection de la droite (AB) et de la médiatrice du segment [AC] si ces
médiatrices sont confondues.
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Exercices de renforcement

@ Compléte les pointillés dans chacune des proposi-

tions suivantes :
1. B est l'image de A par la rotation de centre O et
P { OB=..
'angle <5 signifie que s
B 11 4 M(OA;@)=...
2. G est l'image de ..... par la rotation de centre

......

BG = ..
td'angle........ ignifi ==
etd'angle signitieque [M(Eﬁ, W) = 21.331'_

GB=GC
mes(f?_ﬁf ) = —--g— Signifie que
Dans la figure ci-contre, 2
ABCD est un carré de centre
O et de sens direct. A
A B

1. Détermine I'image du point A par la rotation de
centre O d'angle %

2. Détermine I'image du point B par la rotation de

centre O d'angle —% ;

3. Détermine l'image du point B par la rotation de
centre O d'angle —%L.

PQR est un triangle équilatéral de centre O.

1. Détermine I'image du point P par la rotation de

centre O d'angle 2.5—.

2. Détermine I'image du point R par la rotation de

centre O d'angle — _253:;__

3. Détermine I'image du point P par la rotation de

centre R d'angle % :

Dans la figure ci-contre,

ABCDEF est un hexagone AvA
régulier de centre Q. F¢

Recopie puis compléte les
phrases suivantes. x %

Losvssuiuinis est I'image du point F par la rotation de

centre O d'angle 2- .

Lo vis I'image du point A par la rotation de
centre O d'angle — _23& ;

Rt e I'image du point B par la rotation de
centre O d'angle — % ;

Legon 15

4. Climage dupoint............. par la rotation de
centre O d'angle — -,

5. Bl'image du point D par la rotation de centre O
d'angle ...... YT

Sur la figure ci-contre, AB' = AB,

Soit » la rotation qui A B
transforme respective- e
mentA'et B'en A et B. A
Construis Ie centre O de 7.,

B
Soit A et O deux points du plan.
1. Construis I'image A' de A par la rotation de
centre O et d'angle -‘E— :
2. Justifie que OAA' est un triangle rectangle et
isocéle.

Soit B et O deux points du plan.

1. Construis I'image B' de B par la rotation de
centre O et d'angle — =

2. Justifie que OBB' est un triangle équilatéral.

Soit C et O deux points du plan.
1. Construis I'image C' de C par la rotation de
centre O et d'angle — -35?— 3

T,
2. Détermine mes QCC",

Construis une droite (D) et place un point A qui
n'appartient pas a (D).

Construis I'image (D" de (D) par la rotation de
centre A et d'angle %

ABC est un triangle et D est un point du plan,
Construis I'image A'B'C' du triangle ABC par la

rotation de centre D et d'angle —]'% :

Construis un cercle (€) de centre O et de rayon .
2cm,

Place un point A sur le cercle (€).

Construis l'image (€") de (€) par la rotation de
centre A et d'angle — % ;

1. Construis un cercle (€) de centre O et de rayon
1 cm puis place un point E extérieur au cercle ().
2. Construis I'image (€") de () par 1a rotation de
centre E et d'angle —-ZE— ;

3. Compare les aires de (€) et (€").

Rotations




1. Construis un losange OABC tel que

mes COA= % et OA=3 cm.

2. Construis 'image de OABC par la rotation » de
centre O et d'angle %— ,

3. Construis l'image de la figure obtenue par » et
ainsi de suite.

Sur la figure ci-dessous, I est le milieu du segment
[AB].

A, I et B sont trois points tels que J soit le milieu |
de [IK].

A, T' sont les images respectives de A et I par la
rotation R de centre O et d'angle 0. :
Donne un programme de construction du point B'
et image de B par R.

1§ 1

B
A

AI

Le Moulin

1. Reproduis la figure ci-dessus ou ABCD est un
rectangle relié & une tige [TO].

Soit r 1a rotation de centre O et d'angle -‘%— y
2.AB/CD, estl'image ABCD par r.

A,B.C,D, estl'image A B,CD, parr

AB,C.D, estlimage A,B.CD,parr.
Construis A B,C D, A B.C)D, et A B.CD

: . s B

Energie renouvelable

Les trois palettes d'un pylone d'une énergie
éolienne sont identiques et réguliérement espacées.

Legon 15

Détermine les angles des rotations qui permettent
de passer d'une palette a l'autre.

Reproduis la figure puis construis 'image du triangle
ABC par la rotation de centre O d'angle —% ;
A

X
O

C

Reproduis la figure puis
construis I'image du
quadrilatére MAIL par
la rotation de centre

O dangle —2F.

ox

@ Le ventilateur
Le ventilateur de plafond
ci-contre posséde S palettes
identiques et réguliérement
espacees.
Détermine les angles de deux rotations qui
permettent de passer d'une palette a l'autre.

49 Reproduis la lettre F i 30 I S
sur ton cahier. i
Place le point O. i il
Construis I'image de la
lettre F par la rotation
de centre O et d'angle % ;

Construis un parallélogramme ABCD de centre O.
Construis I'image A'B'C'D' de ABCD par la rotation
de centre A et d'angle — -fzr— !

540 Dans la figure ci-dessous, (D) et (L) sont deux
droites paralléles. O est un point donné.
Construis les images (D) et (L") respectives de (D)

et (L) par la rotation de centre O et d'angle ZTE
®)

*)

O

Rotations




Exercices

{88) Dans la figure ci-dessous, (D) et (L) sont deux
droites perpendiculaires. O est un point donné.
Construis les images (D) et (L') respectives de (D)

et (L) par la rotation de centre O et d'angle — -3% ;

© ®

o"f—

28] ABCD cst un carré de sens direct de centre O. Soit
r la rotation de centre O qui transforme A en B.
1. Détermine I'angle de 7.
2. Soient E et F deux points situés sur les demi-
droites [AB) et [BC) et tels que AE = BF.
Détermine l'image du point E par 7.
3. Les droites (AF) et (EC) se coupent en H.
Que représente le point H pour le triangle DEF ?
1. Construis un triangle ABC rectangle et isocéle
en A de sens direct.
2. Construis I'image D' de D par la rotation de
centre A et d'angle % ;

3. Justifie que A est le milieu [BD'].

{24) ABC estun triangle de D
sens direct rectangle
en B. On construit a
Pextérieur du triangle
les carrés ACDE et
BCFG. A TETG
Démontre que les
droites (BD) et (AF) sont perpendiculaires, et que
BD=AF.

@8] Soit ABC un triangle quelconque sur lequel on
construit deux triangles équilatéraux ABE et ACD
disposés comme sur la figure suivante :

Démontre que [ED] et [BC] ont la méme longueur
et que les droites (ED) et (BC) forment un angle
de 60°.

Lecon 15

@ Sur la figure ci-dessous, les droites (D) et (L) sont
sécantes ct non perpendiculaires. A est un point qui
n'appartient ni a (D) ni & (L).

Construis un triangle ABC rectangle et isocéle en A
tel que B appartienne (D) et C appartienne 4 (L).

D)

x A

L
Construis un triangle équilatéral dont deux sommets
sont situés sur deux droites (D) et (D).
Le point A est un sommet de ce triangle,
A

x

DOy

m Dans la figure ci-dessous, (D) est une droite donnée
et A un point fixé. Pour tout point M de la droite
(D). On considére le point M' tel que AMPM' est
un carré.

Détermine le lieu géométrique du point M, lorsque
M décrit (D).

&9} On considére un point A et une droite (D).
Soit B un point de la droite (D).
Le point C est tel que ABC soit un triangle
équilatéral (direct).
Détermine le lien géométrique du point C
lorsque B décrit la droite (D).

Exercices d’approfondissement

# On considére un triangle direct ABC et H son
orthocentre, Soit S la symétrie centrale de centre A.

r la rotation de centre A et d'angle % et la rotation
de centre A et d'angle — —g“ :

Rotations
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1. Construis D = #(B) ; E=#(C) et F = S(B).

2. Démontre que #(C ) = F puis que la droite (BC)
est perpendiculaire & la droite (DF).

3. Que représente la droite (AH) pour le triangle
AED?

B Soit ABCD un carré direct, les triangles ABA' et
DCC' sont équilatéraux et a l'extérieur du carré.
Les triangles ADD' et CBB' sont équilatéraux et
l'intérieur du carré.

Soit # 1a rotation de centre A et d'angle —-g— et la
rotation de centre C et d'angle — % :

1. Détermine les images des points A' et D' par r et
les images des points B et D parr'.

2. Démontre que A'D' = B'C' et que les droites
(A'D) et (B'C") sont paralleles.

3. Déduis-en que A'B'C'D' est un parallélogramme.
4, Prouve que A'B'C'D' est un losange.

@5 Dans la figure ci-dessous qui n'est pas en vraie
erandeur, ABCD est un carré, de coté 3 m ; ABE,
FBC et BDG sont trois triangles équilatéraux.

D C

G

1. Démontre que les points A, C et G sont alignés.
2. Démontre que les points D, E et F sont alignés.
3. Justifie que : BF = 3v2.

Sur la figure ci-dessous, ABCD et OMNP sont des
carrés. O est le centre de ABCD.

A D P

(OP) coupe (CD) en J.

(OM) coupe (BC) en L.

Démontre que quelle que soit la position du carré
OMNP, l'aire de OICJ est constante.

Lecon 15

Soient les points O, A, B et C et la rotation » de
centre O qui améne le point A sur le point B.
Soit D limage de C par 7. Soit E le point de (AC)
tel que (OE) perpendiculaire & (AC), et F le point
de (BD) tel que (OF) soit perpendiculaire a (BD).
Les droites (AC) et (BD) se coupent en L.
1. Démontre que les médiatrices de [AB] et [CD]
se coupent en O.
2. Détermine I'image de (AC) par 7.
3. Démontre que : r (E) = F.
4. Démontre que O appartient a la bissectrice de
I'angle EIF

- ——
5. Démonire que : mes AIF =mes AOB.

@ ABC est un triangle équilatéral, M, N, P sont des

points de [BC], [CA], [AB] tels que :
BM=CN=AP.
Démontre que MNP est équilatéral.

A

B M

Les trois carrés ci-dessous ont un sommet com-
mun O. Les sommets A, B et C sont alignes.
Démontre que les points

A', B' et C' sont alignés.

Rotations
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37 Dans la figure ci-dessous, ABC est un triangle
- équilatéral et (€)) son cercle circonscrit.
M est un point quelconque de I'arc AB .
On considére le point I du segment [MC]

tel que ; MI = MA. /\
A

(!

(€)

1. Démontre que MAI est un triangle équilatéral.
2. Démontre que MB = IC,
3. Déduis-en que MA + MB = MC.

3g Les triangles OAB et OCD sont isocéles et :
G — T
mesAOB = mesCOD = 30°. D e
Démontre que : AC = BD.

0]

39 Construis un triangle équilatéral dont les sommets

prs

sont situés sur des cercles concentriques.

40 (D) et (D,)sont deux droites paralléles et A un
point situé a égale distance des droites (D) et (Dy.
Construis un triangle ABC, rectangle ef isocéle en
A, avec B sur (D) et C sur (D,), de telle sorte que
la droite (BC) soit perpendiculaire a (D).

41 ABC est un triangle. C
Construis un triangle |
équilatéral inscrit dan:
triangle ABC.

Legon 15

42 On considére un point A et un cercle (€). Soit B un
~ point du cercle (€).
Le point C est tel que ABC soit un triangle équila-
téral (direct).
Determine la courbe sur laquelle se déplace le
point C lorsque B décrit le cercle (€).

43 On considére un parallélogramme ABCD de sens
 direct.
1. Construis le triangle JAD rectangle et isocéle
T
en I tel que Mes (_IX I’ﬁ) =Z et le triangle
DC_I‘E'_\Eecta.ngle et isocele en D tel que Mes
(5&,BE)=Z.
2. Soit R la rotation de centre I et d'angle —’25- :
a) Détermine l'image de A par R.
b) Démontre que R(B)=E.
3. Soit A' le symétrique de A par rapport a I,
a) Justifie que R(D) = A
b) Démontre que : A'E = BD et que les droites
(A'E) et (BD) sont perpendiculaires.

44 On considére un triangle ABC tel que
Mes(KB’;A_(f) = % et AB < AC.
On désigne par (€) le cercle circonsecrit 4 ce
triangle et O son centre,

1. Fais une figure.
2. Soit I'ensemble (E) 'ensemble des points M du

plan tels que Mes (@Tﬁd) = 33— ;
a) Vérifie que A appartient a (E).
b) Détermine et construis le point I du plan tel
e
que IB =IC et Mcs(l_ﬁ;f(-f) = %— '
3. Soit P le point du segment [AC] tel que
CP=AB,
a) Démontre qu'il existe une unique rotation »
telle que H{A)=Pet H(B)=C.
b) Détermine 'angle et le centre de r-
4. Donne la nature du triangle IAP et déduis-en
que AC = AT + AB.
5. Soit M un point variable de I'ensemble (E) et G
le centre de gravité du triangle MBC.
Détermine et construis l'ensemble déerit par le
point G lorsque M décrit (E).

Rotations

W
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Des enfants sont bloqués dans la nacelle d'une
grande rou¢ de manége. Les rayons de cette roue
sont régulicrement espacés. Ce manége est détraqué,
mais, lorsqu'on introduit un angle « donné dans l'or-
dinateur 1i¢ 4 la grande roue, la nacelle tourne d'un
angle 2a autour du point O puis s'arréte.

Détermine I'angle & introduire dans l'ordinateur pour
faire descendre les enfants.

46 Des ¢léves du club de mathématique nommé
"CMATHS" d'une ville décident de concevoir un
logo formé d'un triangle rectangle et d'un triangle
équilatéral. Les sommets du triangle équilatéral sont
situés sur les trois cotés du triangle rectangle. Ils
doivent mettre ce logo sur les tricots polo du club.

Dessin d main
levée du logo

e

5

E

T

Le président du club te choisit pour dessiner ce
logo.

Construis le logo.

Donne ton programme de construction.

%o 1. Faire une figure soignée.

~ 2. Justifier que ACF est rectangle et isocéle en A
puis utilise la propriété fondamentale de la rota-
tion,

3. Utiliser la droite des milieux.

<:1] 1. Faire une figure soignée.

* 2. Utiliser un tableau de correspondance et les
angles correspondants.
3. Les cotés sont paralléles et de méme longueur.,
4. On peut utiliser les médiatrices.

71 a) Utiliser la médiatrice d'un segment.
b) Utiliser une rotation et les Images de points
alignés par cette rotation.
¢) Utiliser la conservation de distance.

Soit G le point de (BC) tel que (OG) soit perpen-
diculaire a (BC).
Soit H le point de (DC) tel que (OH) soit perpen-
diculaire a (DC).

Utiliser 1a rotation de centre O et d'angle =

z -

/1., Utiliser la définition de la rotation.

2. Les ¢éléments sont dans I'énoncé.

3. Utiliser la question 2 et I'image du point d'in-
tersection de deux droites.

4. Utiliser la propriété relative 4 I'appartenance
d'un point 4 la bissectrice d'un angle.

5. Utiliser la définition de la rotation et la
propriété fondamentale de la rotation,

Choisir une rotation d'angle -23£ et de centre le
centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Utiliser la conservation de I'alignement.

1. Utiliser les angles inscrits et MI = MA.
2. Utiliser une rotation.
3. Conclure.
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|- Proposition

Une proposition est un énoncé auquel on peut répondre
sans ambiguité par vrai ou par faux.

On dit alors que les deux valeurs de vérté d'une
proposition sont « viai » et « faux ».

II- Implication et équivalence

La proposition « si P, alors Q » ou « P implique Q » est
appelée implication. Elle est symbolisée par =.

On dit que P est "hypothése et que Q est la conelusion.
La proposition « P si, et seulement si Q » ou « P
¢équivaut a QQ » est la proposition « (Si P, alors Q) et (si
(QQ, alors P} ». Elle est symbolisée par <.

lll- Les quantificateurs

= Quantificateur universel

Pour énoncer une propriété vraie dans tous les cas, on
utilise le quantificateur « pour tout », noté v.
Remarque : Il signific « Quel que soit » ou encore
« Pour tous ».

« ¥v € E, Px) » signific : Pour tout élément x
appartenant a ['ensemble E. la proposition P(x) est
vraie.

Exemple : ¥Vx € R, x* > 0 : Quel que soitx élément de
R, x* est positif ou nul.

= Quantificateur existentiel

Pour ¢noncer une propriété vraie sur des exemples
mais qui n'est pas dans tous les cas, on utilise le
guantificateur « il existe », noté 3.

« 3y € E/ P(x) » ou « 3x € L, P(x) » sigmfic : 1l
existe au moins un élément x de Uensemble E tel que
la proposition P(x) soit vraie.

Exemple : 3x € R /3* - 100 : Il existe des réels x tels
que s x* - 100,

Logiqué et raisonnement

«3lx € B/ P(x)» signifie : Il existe un et un seul élément
x de I’ensemble E tel que la proposition P(x) soit vraie.
Exemple : 3lv €N /#* = 100 : 1l existe un unique entier
naturel n tel que : #* = 100.

V- Les différents types de raisonnement

On peut définir le raisonnement comme un ensentble de
propositions organisées pour aboutir a une conclusion.

= Le raisonnement inductif : de I"étude de plusicurs
exemples concordants (et si possible représentatifs) on
déduit, par présomption, une propriété générale.
Exemple : Deux points A et B étant donnés, détermine
I’ensemble de tous les points C tels que le triangle ABC
soit un triangle rectangle.

= Le raisonnement déductif : a partir de propriétés
reconnues comme vraies, par enchainement logique, on
déduit une propriété.

= Raisonnement par ’absurde : consiste a4 démontrer
la vérité d une proposition ¢n prouvant I'absurdité de la
proposition contraire.

Exemple : Démontre que +'2 est un nombre irration-
nel.

= La disjonction des cas : pour démontrer une pro-
priété, il est parfois nécessaire de I’étudier cas par cas.

Exemple : Démontre par disjonction des cas que pour =

+1)

. nin- ;
tout entier 7, —  — un entier.

= Le contre-exemple : un contre-exemple ou

contrexemple est un exemple particulier et concret qui
contredit une affirmation. :
Exemple : Démontre que Paffirmation « Tout entier
positif est somme de trois carrés » est fausse.




Ensemble des nombres
réels

Approximation décimale d’ordre
Soit ¢ un nombre décimal d’ordre 72, 77 étant un entier

naturel supérieur ou égal a 1.
Sia<y<=g-+ 107 alors:

:®m g est I’approximation décimale d’ordre #
par défaut de x .

= g+ 10 " est 'approximation décimale d’ordre
n par exces de x.

Polynémes

Egalités remarquables

(a+b)y=a +3ab+3ab* +
(a— by =a’=3a’b + 3ab> — b’
(a+ b)a— ci'b-l-b)—a + b
(a— b +ab+)=a — &

Généralités surles fonctions

Variations

Soit fune fonction définie sur un intervalle L.

= fest croissante sur [ signifie que pour tous réels u et
vdel:siu< v, alors flu) < fv).

= fest décroissante sur | signifie que pour tous réels i
et vdel:sin < v, alors flu) = fiv).

= fest constante-sur [ signifie que pour tous réels u et v

de I, flu)=7u).

Maximum - Minimum

/ est une fonction numérique d’une variable réelle
définie sur un ensemble I ; a est un ¢lément de 1.

s Lorsque pour tout ¢lément x de I. fix) < fla) ; on dit

que f{a) est le maximum de /'sur I,

= Lorsque pour tout €lément x de [, fx) = fla) : on dit
que f{a) est le minimum de f'sur I.

Vecteurs et points du plan

Propriété fondamentale

Pour tout point O du plan et pour tout vecteur u w don—
nés, il existe un et un seul point M tel que : OM=1u

O iR =

£i

e

Vecteur unitaire

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme est
égale a 1.

Propriétés

< Jil=0eu=0.

= Pour tout vecteur % et pour tout nombre réel k,
e =1k < [ |l

I=l@l+l7]

e — — B
= Pour tous vecteurs i et v, I| u T
(inégalite triangulaire)

Vecteurs colinéaires

>

Deux vecteurs uw et sont whnuuree siet seulement
si il existe (e ; B) # (0 ; 0} tel que : au irBt = 0.




Norme d’un vecteur

o i -
Si u( ) dans une base orthonormée, alors
Y

|2 ||= ya*+ 4.

Déterminant de deux vecteurs dans
une base

2 e o &
= Soit (7./ ) unebase de 1, 1:,( ) et -r( )

() ¥
deux vecteurs.

Le déterminant de (I?,%’) relativement a la base

p2d Ly A o
(7.7) est: det(z.7) =

[y =gt
y Yy

= Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si
leur déterminant est nul.

= Deux vecteurs forment une base si et seulement si
leur déterminant est non nul.

Angles orientés et
trigonométrie

Conversion degré-radian

Soit x la mesure en degré et o la mesure en radian
3 e I ]
dunangle. Ona; 180 = 7

Mesure principale d’un angle orienté
Tout angle orienté admet une unique mesure dans
Iintervalle |—m ; «] : ¢’est sa mesure principale.

Cercle trigonométrique

Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon |
orienté dans le sens direct.
Le repére (O, 1, I) est dit

orthonormé direct,

Propriétés

Pour tout nombre réel o de I'intervalle |- ; @],
ona:-l=cosa=1:;-1<sine<l ;cos’a+sina— 1.
Pour tout nombre réel o de I’intervalle |- : x| tel

b1 T .. 1
tF — 5 eta# 5,ona: l+ttanfa= —5—.
que o F 2 AR cos‘a@

Produit scalaire

Calcul du produit scalaire de deux
vecteurs

= Le produit scalaire de deux vecteurs 1 et + est le
’ ’ P o
nombre réel noté u . ¢ tel que ;

T g - %)
(R =”u ”X"'f‘ ||X(‘05(u.€' )

= Pour tous points A, Bet C telsque A% B, on a -

AB.AC = AB.AH, ol le point H est e projeté ortho-
gonal de C sur la droite (AB).

wV
=

A B
AB.AC =—AB x AH

TR

AB.AC = AB x AH

; } s S -

= Si dans un repére orthonormal (O;7 o ), w et

ont pour coordonnées respectives (x, y) et (x', y'),
— = i

alors # . v =xx'+ 3w’

Transformations du plan

Transfor- M a pour image M' ;
mation signifie que Hitsations

Symétrie | SiIM € (A),alors M' = M M
orthogonale | i M & (A), (A) est la| (M)

daxe (A | mediatrice de [MM!] M’

— SiM T, alors M' L.

M | SiM# LalorsTestle |M 1 M
de centre ] |* 77 40T L ORL |G

milieu de [MM']. Sl

Translation M’
de vecteuyr MM =1 M / ;

v <l
Homothétie M
de centre (et oM’ = FOM fkl__lf_,"‘*
de rappart & |
Rotation de : M
centre 0 et oM ;_'%I 51‘{:&

dangle o Mci[hﬂl\fi, O )~z _ M’
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