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Cette brochure a été congcue en deux tomes
Pour aider les éléeves de la ferminales SET,
MTI, MTGC, quel que soit leur niveau, a
améliorer leurs performances.
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résolus permettent de tester 'ensemble des
thémes du chapitre :

Notre souhait est que ce livre, ainsi concu,
puisse rendre les mathématiques accessibles
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gualite

LES AUTEURS

Namory SIDIBE LAM
Moumouni TRAORE LPK

3/161



~ SOMMAIRE ~

BERRIME .-.oociinvinissinnmiiinssmsiinimie 33

NOMBRES COMPLEXES

RHORERE.. . onisnniissrsrsmss e s s « 40
Solutions... ..o .81 - 52

RITHMETIQUE

12 T OIS . (I
] T PSS S I | P

SUITES NUMERIQUES

5 (g xR N SR SN O U RPN - 1 - -
SOBEIONE . . v iR s s - B

FONCTIONS NUMERIQUES

S ETONCEE i s s s s e 8 = 107
U] T o L -

FONCTIONS LOGARITHMES ET EXPONENTIELLES

ENONECES . covvnasmoasannssassicnrssasis TTTE » 125
OIS oo s e e e se T 2 B-» TR

GEOMETRIE

ERORERY. i viseiiasissvmimnensnassae 14T « 155
Quelques Solutions.........ccoov e e cei i 0 156 - 159

4/161



RESUMES

ENSEMBLE € DES NOMBRES COMPLEXES

DEFINITION ;

On fﬁf welle nombre complexe, tout nombre qui peut 5'écrire sous la forme a+bi avecaet b dewrx réels
ef it'=—1.
* Soit Z=a+hi unnombre complexe non nul, la formule algébrique de Zest Z = a+ bi

: Si Z =a+bi est un complexe alors son confugué est Z=a-bi - :
Un nombre complexe est réel si et seulement s* il est égai & son conjugué - il est imaginaire pure si el
seulement son conjugué esi égal & son opposé

* 81 Z =a+bi, onappeile module de Zleréel |Z|=Va' +b* =VZZ

* 2]=0 o z=0; |22(=|2)iz| ; [£]- 2L

AL

=|Z|" pour tawtn € N

PROPRIETES :

Soit Z = a +bi un nombre complexe non nul, P le plan muni du repére orthonomé (o, i, ¥)

* Le point Ma, b) du plan P est appelé le point image de Z = a + bi | le vecteur W = aii + bV est
appelé le vecteur image de Z et Z est V'affixe de M et de #.

cusﬂ=m

siné! = I-%—l
o arg(Z.7)=argZ+agZ'; arg(-i.—) zargZ-argZ ,arg Z" = narg 7 ; arg L = —arg(7)
o SiMet M’ somt deux poines d'affixes respectives Z et 2" alors OM 10M <3k eR |, Z=kiZ

c_auvzcdiﬁ..d 2
bh-a

o Soird, B, Cet D 4 points du plan d'affixes respectives Zy, Zp, Zc, Zp; ces 4 points sont
cocycligues (appariiennent é un méme cercle) ou alignés si et sewlemari si il existe keZ el que :

arg Zp_Zc = a:gﬁi—’ +kr o (CE,CE) = [Dﬁ, Dﬁ] + k
2, ~Zn Z4-2Zp
*  Soir Z un nombre complexe de module r dont un argumeni esi @, alors forme irigonoméirique de Z est
Z =r(cosf+isiné)= re?
o  Formule de Maivee : Soit Z = re'® et n el alors
Z" = r"¢" =[r(cos0+isinng)]" =r"(cosné +isinné)

*  Formule de lindarisation

[E,Dﬂ?) =@ ; on a aunssi

* Soit 4, B, C som 3 poimis d'affixes respectives u, b, ¢ alors (AE AC) = arg

- H - -k E
EM *"._,ﬂ ) E i e i sqg emﬂ re Fil] ! Sju"ﬂ_ EMJF‘E ']
. - einfl=s ——— €O e e————— e
cosd g by 2 2 ’ 2i

+ Soit A=acosX +bsinX avec (a,b)eR et Z=a+bi=re” alors A=reofx-6)
o Soit Z=re" =r(cosd+isin ﬂ]l ef 1 un nombre entier naturel non nul alors les n racines '™ de Z

sont Z, = %¢m{£+ E—] +asin(£ +--E-'E1 avec k € {G, Lo = l}}
" h n n 4/

AN.B- Les n racines n“™ d*un complexe non nul sont représentées par n points distincts situés sur
. un méme cercle de centre O (origine du repére) et de rayon ofr

3
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RESUMES

ARITHMETIQUE

I.L’ENSEMBLE N DES ENTIERS NA TURELS

L'ensemble des nombres entiers naturels est i - {':', - - } SN N ﬂ}
: ;; addition et la multiplication sont des lojs de composition interne associatives el comnitalives dans

- Nest un ensemble lotalement ordon

né par la relation « < »
- Vae N 'Ffb €N, Tne Nl que rh > a | on dit queN est archimédien.
= Toute partie non vide de Nadmet un lément minimem

= Toute partie non vide e majorée delN admet un élément maximum.
L

Raisonnement par récurrence
- Théoréme | de récurrence ; Soit P une prapriété sur Net ny un entier naturel, si :
i) la proposition Plny) est vraie
W Dimplication [\n 2 ny, P(n) = P(n + 1)) est vraie
alors la proposition P(n)est vraie pour lout entier naturel n supérieur ou égal é ny

- Théoréme 2 de récurrence - Sou P une Propricté et ng un entier naturel | si :

i les propositions P(n,) et P(n+ 1) somt vraies

i) I'implication [*dn Z My, P(m) et P(n+1)= Pn+ 2]] est wraie

_ alors la proposition P(n)est vraie pour toul enticr haturel n superiewr ou égal & ne.
* Division euclidienne duns W

- Quels que soient le nombre enticr naturel a et le nombre entier naturel non mul b, il existe un unigue
couple (g, r) de nombres enticrs naturels tel que a = bg+ret0<sr<b :qest appelé quotient et v le
reste de lu division evclidienne de a par b,

¥ Systéme de numération :

- Soit x un entier naturcl supérieur ou égale i 2, on appelie systéme de numération de base x une
technique de représeniation des entiers naturels utilisant x symboles appelis chiffres.

- Soit x um entier naturel supérieur ou égaie & 2. Tout entier naturel a 2 x pewt s 'derive de fagon

nigue sous la forme a = a,x" +a, \x""'+...4+ax+a, avec O <a, < x el

vie{dl. (n-1)}0<ai<x

On dit alors que a est développé survant les puissances de x. Par comvention entier a 5'écrit -
@=8,8, y.eeeennnnnn ..y lg dans le systéme de numération de base x.

. L’ENSEMEBLE Z DES ENTIERS RELATIF QU RATIONNELS

Liensemble Z = {.....~3,-2-1L0:1,3;.....} ; il contient N

*  Sia et b sont dewx entiers rationnels avec b+ 0 alors il existe un couple unigue (3, r) d'entiers
rationnels tel que a = bg + ravee 0sr< |,

o Si b est un entier rationnel, on appelfe multiple de b tout entier rationnel a qui peut s'derive a = kb
nit k € F. I.'ensemble des multiples de b est noté bZ

* Ondit que ['entier rationnzl non nul b est un diviseur de a ou que b divise a 5i et seulement si g esy
wn multiple de b.

1) Relation de congruence modulo n dans Z

Soit n tn enticr naturel rationnel non nul, la refation R définic dans Z par ﬁ(-’h}‘} E E:', xRy &
{x- ¥} enZest une relation d'équivalence appelée relation de congruence modulo n. On note -
x=)n] © (r-y)enZ & FkeZ x=ythn.,

4
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RESUMES
Propriétés =
* Soit n un entier naturel non mul. Quels que soient x et y dewx entiers rationnels, x esi congru d y
J':mﬁfmfﬂ n si et seulement 5t x el y onl le méme resie dans la division euclidienne par n.

Soit 1 el k dewx eniiers naturels non muls, Quels gue soient les entiers relatifsx, y, x"ely':

- [(x= dnlet y=yn) < [x+y={.:'+y'InD
© e=xllareyp) o (weerp)

= [-’: = 1'[’!1} = (x* e [n])

- (r=x]]) (For = ' [fen])

*  Sott nun entier naturel non nul, $'il existe dewx entiers naturels pet g lelsque < p<n et n=pg

‘.’fuf P el g sont des diviseurs de zéro dans Z/mZ et [ 'anneau (Z/mZ ,+, X) n'est pas dans ce cas
intégre. .
2) PG.CD — PP.CM

Définition : Soit a et b deur entiers relatifs non mds, en appelle PGCD de @ et b Ventier naturel non nul
d gui engendre aZ + bZ

Prapriétés :

* Siaet b sont dewx entiers relatifs non nuls et ke W alors :

- PGCD(fal, lof) = PGC(a; b)

PGCD{ka, kb) = k. PGC. Dfa; b)

* Sia#b alors PGCD(a,b) = PGCD(a~-b,b) = PGCD{b-a, a)

* Sia=bg+r avecac N, be N et 0<r <b alors PGCD(a, b) = PGCD(b, r)

* Sibdivise a alors PGCD(a,b)=b

¥ Dewx entiers non nuls a el b sont dits étrangers (ou premiers entre dewx) si et seulement si
PGCD(::,EI] =1

* Siael bsoni deux entiers éirangers tout diviseur de [ 'un est étranger a 'auire.

* Troisentiers a b, ¢ sont dits éirangers ou premiers dans lewr ensemble si et sewlemen! si

PGCa,b,c)=1
Théoréme de Begowt @ Dewx eniters naturels a el b sont étrangers si el seulement 5'il existe au moins

denr entiers rationnels u et v lels gue au+bv =1 (identité de Hezow) :
Théoréme de Gauss - 5f a, b, ¢ sont frois entiers rationnels tel que ¢ divise le produit ab et ¢ diranger &

a, alors c divise b.

- PPCM.
Défnition : Soit a et b deyux entiers relatifs non nuls | on appelle PPCM de a et b Te plus petit entier

nafurel man nul de dZn bZ
Propridtés : Soit a et b dewx entiers rationnels non nuls et ke N

+  pPCM|jal., pl) = PPCM(a; b)
*  PPCM(ka, kb) = k. PPCM(a; b)

= PPCM(a,b)x PGCD(a;b)=ab <« PPCM(a,b)=

1]

ab
PGCD{a,b)
. G PGCIZ{:I,E:}:J alors 3 a'ed I beN’ tels que a=da' }h=db' ;
PPCM(a,b) = da't’ et PGCD(a' ) =1

3) Nombres Premiers
Définition : Un entier rationne! a, non nul et différent de | est dit premier si et seulement si l'ensemble

de ses diviseurs dans Nest {a, ]}

5
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RESUMES - i

Propriétds

* Siaest wn enttcr naiurel sicictement supérienr & | of sia n'est pas premier @
um chvisenr premiier doni e cared est infértem éa.

«  Un nombre enticr a Stictement supéricur & | est premier si ef seufement 5t v
PGCOa,b) = 1ou PGCI{a,b) = a.

SfaeN- fﬂ l] alors i cxiste une suite unigue crosssante finie (ﬂ. Wiy Dy yianeeer "

Jors il et ate MOS

LeZ

premiers el une wingue swie {i:“i:, ik ]d Wlénminrs de W telles que : @ = “l -ﬂz
® Un élément x de Z/mZ esi régulicr (ou taversible) st ef sewlement st PGCD{x, "} wl
* (Zin& +, X) et un corps si ¢l seulement 510 est premier.

]
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RESUMES

SUITES NUMERTI QUES
Définiiion ; , .

Ong pelle suite numérique une application d'un sous ensemble de WNvers R
Propriéiés
fmi S’;"} m;?"} dewex suites numériques ; m et M dewx nombres réels. [ une partic non vide de M _
n) €3t dite croissante (respectivement décroissante) sur 1 si et serlement si ¥n e ] . U,,, > U,
(respectivement U,, </, '
L
La sutte (Uy) est dite minorée par m (respectivement majorée par M) sur | si
Vel ,ms, (respectivement U, <M)
St (U,) est majorée et minorée sur { alors eife esi dite bopmde s ],

* i ; ; Crol inore
T‘u:f:e Swite crotssante ef majorée (respectivement décroissante el minorée) est convergerite.
Théoréme des pendarmes :

Soient (Uy), (V,) et (W,) trofs suite numerique telles que U, <V, s W, ;5 lim U, = limW, =1

o

=

alors lim ¥, =1

A=
* Deux suites (U,) et (V,) sont dites adjacentes si et seulement si (U est croissante, (V) est
décroissante ef Yu e, U, s¥V,.
= St(Uy et (V) sont deux suite adiacentes alors elfes comvergent vers la méme limite.
¥ Une suite numérigue (U} sur I est dite arithmétique si elfe est définie par son premier lerme et la
relation de récurrence * Yn €, U,y = U, + r oit r est unz constante réelle appelée la raison,
* 8i (Uy) est une suite arithmétique de raison rafors WYn el :

= Uy=Us+fu-alr
i R B i I ”';”[u, +U,)= ”";“’[zuﬂ{n-a}r)

- Une suite arithmétique est stationnaire 5i sevlement 5i sa raison est nulie : Dans ce cas elle esi

convergente, L
- Troeisréel o, b, e soni dans cet ordre lex 3 premiers termes d une suite arithumétique si ef sewlement

sia+e=2b

= [ne suite manérigue (L) sur [ est dite géoméirigue si elle définie par swi premier terme et la
relation de récurrence ! Wn el ; U, =gl oirq est consiante réelle appelée la raison,

* 81 (17,) est une suite plomérigue de raison g alors Wnel ; Vael U,=¢"" U,

U, - =kl =
=(—q) avec g # L. S,=m
l-g l-¢

S Fq| < | alors (Uy) converge vers zéro et dans ce cas la somme 5, converge i

- S“ =Uﬂ -l-Uﬂ]'I"....“..m....‘f'{f,

L)

=g

I

Si g = 1 alors (L) est stationnaire ; dans ce cas §, = (n+1- a}UR. _
Trois nombres a, b, ¢ sont dans cel ordre en progression géométrique si et seulement si ac = b°.

T
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RESUMES

FEONCTIONS NUMERIQUES

I. LIMITE - CONTINUITE

Sait fune fonction mumérique ¢ varigble

Or appellc ensemble de définition de f, I'ensembie des réels x qui onr ure image par .

* Sout f une fonction numérigue définie dans un voisinage dw réel xo; si fadmet une limite enxg alors
elle est unigue. e

* Soit f et g dewx fonctions définies dans un voisinage de xotel que lim g{x) =1
=g,
alors lim (fog)(x) = lim f(x)
=41, L]
* Soit [ g et h trois fonctions telles que g(x) s f(x) < h{x).
Si lim g(x) = limb{x) =1 alors lim fx) =1
l-l'l‘ 14"0 x FI.
* Soil fune fonetion numérigue définie sur I et C sa courbe représentative :
& Ijnrl-f (x) = (x0e R) alors la droite d ‘Cquation x = x, est asymptote & C paralléle & I'axe des
ordonnées. .
- & lim f [:-:) = Yo OueR ) alors la droite d 'équation y = Vo esl asymplote & C paralléle & I'axe des
abscisses. .
- Sif(x)=ax+b+l(x)avec lim {(x) =0 alors la droite d’équation y = ax+b est une asymptote & C
=@

* Soit [ une fonction numérique définie sur D et xq un réel de D Sest continue en xo si ef seulement 5i ;
- S(xp) existe

- lim £(x) = fix)
* Soit et g deux fonctions numérigues ; 5i g est continue en xo ef f continue en plx,) alors fog est

conlinue én xp
* Si fest une fonction conrinue sur un intervalie [ﬂ". b] alors I'image de [a; b] parfest f([a.t]) = [A; B]

* Sifest continue sur [, b] et f(a).f(b) <0 alors il existe au moins wn réel x, E[.a; b| tel que

f{xu)= 0.

* Side plus [ es! monotone sur [a;b] afors il existe un réel unique x, = [a; b] tel que f(x,)=0.
* Sifest continue et strictement monolone sur [a;b| alors fréalise une bijection de
[2:6] > fii=eD=[4 B] sa bijection réciproque f 1[4, 8] = [a;b] est aussi continue et stricrement

monolone Sur {A; HJ‘
If . DERIVABILITE

Définition :

Soif f une fonction numérigue définie sur wun intervalle centré en xq, [ est dérivable en xg si et serdement
si il exisie un réel a et une fonction ¢ tel que f[”u +""} = [(xg) +ah+he(h)avee ]}_ngﬂ(ﬁ} =0

Si fest dérivable en xg alors le réel a = J(x) est appelé nombre dérivé de [ enxs

[étds » i , .
i%éfﬂﬂhfﬂ en xo. alrar_gfgﬂ confinue en xg, la réc-‘prﬂquﬂ‘ n est pas vrai.

* Soit [ et g deux fonctions mimérigues telies g soif dérivable en xq et fdérivable en g(x) alors ( fog)
est dérivable en xg el on a (fog) (xo) = (/080 xg)-8'(xp)

10/161



RESUMES
Soit f est une bijectionde | — J, dérivable siv 1 et 7" non nulle sur 1 -

¥xed, (1! sk
(e /@)

, L 4 n . .

Notation - Les dérivées d'ordre n(n 2 1) de f sont notées i

L
2 3
Pc.!.l‘ E\'ﬂmp.‘c f‘; i 6! Jr"= E.l f'“= Q
] 3 N
Inépalité des accroissermenis finfs : Soit fune jonction numérique dérivable sur [ﬂ; b} aveca<b

rel que il existe deux réels m er M vérifiant pour towt x € [a'. b]. msf's M, alorsona:
mib~a) < fla) - f(b) < M(b - )
- dutre formulation : Soit f une fonction définic cf dérivable sur un intervalle | et soit M un réel positif
Sipour tout x € 1,|f*(x)| < Malors Yx e, Wy el, [/ (x}- 7 (¥ s Mix-y].
* Proprideds de fa courbe Ude f

Soil f une foncrion numérique, D son domaine de définition et £'sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (u; T, f]

fxo +1) = /(x5)

i ; : +h) - :

= 8 existe xo € D tel que lim Sz +h) f[x“:':-m o lim =—m alors &
I=rx, h r=ax, h

admer au point A d’abseisse x; une paralléle & 'axe (nr; j} { tangente verticale)

=a, (u €R) avee

X +h)= f(x I, +it) -
LOotR=1C0) | ety - tim LB =TC0)
h bt h
a, # a, alors £admer un point 4 x, 2 demi — tangentes de coefficients directenrs respectifs a) et ay : on

dit dans ce cas que A est un point anguleux de &,

- Sifest deux fois dérivabie en xo et 7' s ‘annuie en changeant de signe au pomnt xy alors £ présente en
ce point wn point d"inflcxion.

S'il xpeD rel gue him
Fr=1*

Il . FONCTIONS LOGARITHHMES ET EXPONENTIELLES
NCTIONS LOGARITHA
* On appelle fonction logarithme népérien la prmu;rrve de x> 1 sur }3; + an[ qui prend la valeur zéro
x

enl;onlanotelnerona:lnx= -{::Lﬂ avee Inl=0

* Propriéfés :

- La fonciion logarithme népérien esi définie, contine ef dérivahle sur Iﬂ; + u::[ Jona lnx'= 1
X

- Lafonction In réalise une bijection de R, sur Relie est strictement croissante :Na>0,Vb>0 -
lng=Int & a=56 ; lnazhnb o a>h

In(ab) = Ina+inb ln§=1ﬂﬂ-|nr5 » Ina" =nina avec ne @

4
mx)

Si west une fonction dérivable ef non nulle sur I alors Wx e, {inju(.r}ﬂ. =
i - s limhnx=-w ; limxlnx=0
II_’Ea Ine =+ | :im' AR
g
Has 7 . e EXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES 1
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RESUMES

im B0 o pmMUED
F—bbwe X -0 x

. Inx
Sire@"alors lim —=0e¢ limx"Inx=0
¥t X K

v ()

u(x)

sonl

- Siwest une Jonction non nulle sur [ alors les primitives sur 1 de la fonction fx

F: x> Infu(x)|+ k avec k un réel.

* Siaest un réel strictement positif et différent de | alors on appelle logarithme de base a. ia Jfonction
définie par : log, R, - R xi log, :_15-}'“ =
- dorsque a =10, la fonction logarithme :1: :!:Iuw 10 est appelée fonction logarithme décimal.

Le logarithme décimal d"un réel positif x est notd log.x = I]:_ITJ

N.B:On=a Inx=In10logx ; une valeur approchée de Inl0 est 2,30 et iy = 043 d’oid

Inx=23logx et logx=043Inx

B. FONCTION EXPONENTIELLES
* Définition :
On appelle fonction exponenrielle népérien ou fonction exponenticlle de base e la fonction réciproque du
logarithme népérien. Elle est définie sur R a valeur dans R |, .

L 'image d'un réel x par la fonction exponenticlle est noide exp(x) ou e*
* Propriétés -
- Lajfonction exponentielle définit une bijection de R vers R, donc YxeR e* >0
- Emgf & x=y ; &> <= x>y

Six>0er yeRalorslnx=y o x=¢
- Propriéiés fondamentales : On sait que pour tout réels strictement positifs a et b Inab = Ina +Inbd
doti ¥xcR WyeR " =e".e”

Conséquences :

- 5in est un nombre rationnel alors {Gr ]n =g

e x
- &E l » g ¥ me— afe” =gt"

¥ ’ e

nr

]

La fonction exponentielle est dérivable sur R ot {e’) =¢® ; 5i uest dérivable sur I alors

(e"f.‘?)' = i'(x)e"" Wxel
*  Caleul de limites
- imhr=—= < lime =07

el g
- limlnx=4w < lim " =+
e r=+4m
. | o
. H = & lim xe” = lim xe® =0
Il:_:';;_;r[n.r 0 am oo
K
T
- lim 'ﬂf=n e lim —=+
E=ngt T F—+¥a I
In[r+1 . et -1
= Hm_[q—}:l = lim =]
E=ulf x =0 X

otk ; L T
EXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES 1
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RESUMES et

* Crofssance comparide tles [onetions de tdfdrence :

L
" ,
- Pourrriel fim —=4o : limx' ¢ =0
'-bm;' =84t
L - J o h
. o
- Poura>0 m —=40 ; pour r>0cra>0 fim — 4@

wedam |y ¥ man g
* Fonctioh puissance : La réciprogue dulogarithme de base a (a>D et ax 1) est la fonction
ciponentielfe debasca:onaxe Retye R, x=log,y & y=exp,s

Lo - "
* Onnolea® =¢* ", Lafonction puissance se comporte comme la fonction exponentielle.

1
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RESUMES

PRIMITIVES — CALCUL INTEGRAL

Définition »
Towte fonction f continue sur wn inervalle | admer des primitives sur ] ¢'esi & dive des fonctions de la
Jorme F + k oft F est dérivable de dérivée f, e k une constante réelle. -
Calcul :

a) Siu'et v’ sont les fonctions dérivées respectives de u ef v sur un intervalle ] alors :
® wt v oestune primitive dev'+ v' s | ,

* uv est ure primitive de o'v ¥ v'u surl

*  Au o A ost un réel estume primitive de Aw' sur I

el

b) Siu’ est lu fonction dérivde de u sur I, alors = - estune primitive de o u" surl,n e N

¢) Siv’est la fonction dérivée de u sur I ef une s ‘annuie pas sur ], alors ;

el

e g P, = LI ]
o e Z (1} est ume primitive de w " sur I

|
i -{—"—-n_ l)u"_] ' HEE—{I} et tme primitive de % surl

d) Siu"est la fonction dérivée de u sur | ef si pour loul x élément de | w{x) > 0 alors -

-EL sur [
T

. €@ —§-1} est une primitive de u/ sur |

2Ju est uns primitive de

ur el

r+l
¢) Siu'estla fonction dérivée de u sur |

: ¥ i '
»  Siwume sannule pas sur [ alors In |tr1 €5l 1me primitive de = surd
u
s ¢ et wne primitive de w'e” surl,

Primitives des fonctions usuelles
F est ume fonction continue sur | et I une primitive de [ sur | et Dyl'ensemble de définition de f

Iies) Fx) Dy

g as Z ax K
xm-!

M oned n+l s

_r",nEE-{l} i Fsin<0et Rsin>0

A+

x" re@-{-13 x™ R,
r+l

£ &
x In|x|

- s g

Jx 2x R

12
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S(x) F(x) Dy
(ax+h)' . ne N | (a +f,.]|."” R
@ n+
r+l
(ax+b)", re @ -{-1} l{aﬂ—ﬂ | ]i"“’[
T r+l
, R
sin x _
cosx - r..:usx R
sinx
i b
stw) ~Leogax +b) R
ax + b
. ) Lsin{ax + b) R
1 " .
ms:x:;l.}.;g:x ;gx E {*;—+k.rr,k EE}
- =l+cotg’y -cot gx R—{kﬂ;k eZ }
sin’ x
f‘* E, R

Intézrale d’une fonction
a) Définition @ Sifune continve sur [a,b] ef F une primitive de f sur [a,b], on appelle iniégrale de f

sur [n,f-] le réel ; _{: f(x)dr = F(b) - F(a)

b} Propriétés fondamentales

o ['/(0)dt estune primitive de fqui s annule au point a

[ (e) + pele)ee = ) £(e)ds + B[ e tindarng

E fe)de = j: £(e)de + _[: f(t)dr pour tout ¢ €[a,b] (relation de Chasles)
[ra=-[ 1)

Siasber f<g,. _[:j'(.r}dxs Eg{x}dx

I 7] s e

e S'il existe dewx réel m et M tels que pour tout x élément de [ﬂ,ﬁ] ms= f{x} s M alors:
m(b - a) £ r_f[_z]dx < M(b-a) c'est d dire m< I _[hf{x}afr sM

b-a
o Si Vxe[a,b]|f(x) 5 M alors h:f{.r]dr

-

g M]b —a| finégalité de la moyenne).

»  Onappelle valeur moyenne de f sur [a,b] le réel 3 I r S (x)ex
Y

¢) Intégration par parties Soif u ef v deux fonctions dérivables sur [a,b] , u* e1v' continues sur [a b].

13
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[ (s =[], — [ (e
d) Calcul d'aire

o M{;,y}ﬁﬂﬁ{asxsa

asys< f(x)
L aire du domaine D est A{D} = r Fi (x}a‘x unité d'aires

’ b
asx<h
* MuryvleDs
( ) {f{x}ﬂysﬂ
L aire du domaine D esi A[D]=-J‘hf[.r}dr wa
a "n b

ggxzh

. -M(xv?}EDﬂ{fl{x}EIEfzm

L aire du domaine D est : A(ﬂ] = J:f, [.r) - fl{_::kf.r o

d) Calcul de volumes
Soit (ﬂif;}; E] un repére orthonormal de I'espace, 4, B, C les points tels que 7 = OA, ] = OB, k = OC

I'unité de volume est le volwme du cube dont !{?A},[OB],[O{T ] sont les arrétes.
Si le solide (E) est compris entre les plans d'équalions Z = a et 7 = b fa<b) et si Sz) est ['aire de la
section du solide dans le plan de cite Z{ Z r-:-[a,b] . alors st la fonction Z — S(z) est une fonction

b
conlinue sur [a,bl, le volume V du solide (Z) est tel que V = LS {z}dz

T LRl L S

14
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&) Caleul approcheé d’une i ntégrale

Soit f une fonction continue, positive et monotone sur [a,b]. (&) sa courbe représentative dans un
repére orthonormal du plan

Sait neN, (x, }ﬂ <z WHE Suite d'élément de [a,b] définie par xo = a,
b-a

X =a+i el xe=b

b-a

On a alors partagé le segment [2.6] en n segment d'égal amplitude
r

Jj S(x)dx est un nombre réel compris:
- enire S, des aires des rectangles de dimensions 20 Sx) pour i €f0,), .. (n=1)}
fl
- etlasomme S, des aires des rectangle de dimensions i et f(x,) pour i e{0,..... n}
n
ST Sfewite)
f=0

n
= é_;—af f(B)-f {a]I est un majorant de I'erreur commise en remplageni E Sx)dx par un

Sﬂ:b_a"ff(u'{-f"—;‘l) ;S =
n =

]S::- -

nomibre réel quelcongue compris entre 5, e ,5'; AT r flx)dr< 5;
1)
Fonciion définie par une intégrale .

Soit { une application continue d"un infervalle [ dans Ret a €] considérons la Jonetion

F: x> J 5 f(t)dr. F est la primitive de f qui s'annule en a. F est done difinie et dérivable sur I de

Jonction dérivée f; pour tout x €] 7' (x) = f(x).
81 n'a pas de primitive connue, pour étudier It sens de variation de [ il suffit d"étudier le signe de sa
Jonction dérivéé f

15
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VECTEURS - BARYCENTRE

1. Existence et caractéristiques du barycentre

Définitian :

On appelle point pandéré ou point massif tout couple (A, a) oit A est un point et a un nombre réel. On dit
que a est le coefficient ou le poids de A. ' '

Lasuite (4, @), (Ay, ay),....... .., (A, a,) s ‘appelle sysiéme de points pondeérés ; elle esi motée (A 6) 150
Fonction vectorielle de Leibniz

(A ai). (o @)...... ., (An @) sont n points pondérés. On appelle fonction vectoriclle de Leibniz
associee au systéme de points pondérés (4, a)yee | application f qui & tout point M du plan P (ou de
{'espace F) associe le vecieur.

o= - -
f{M}zEa, MA =a) MA\+a, MAz+....... +a, M4
=l
Stay+ayt........+a, =0 alors le veerewr JUM) est constani,
Théoréme et définition :

Soit (A, a)cice tn systéme de point pondérés tels que & +dytnnsennn: t+a, #0. Alors il existe um poirt

- LA
unigue G tel que f(G)=0 c'estidire Y a, GA, =0
=1
G est appelé le barycentre du Systéme de point pondérés (A, a) sice

Conséquences
G est le barycentre du systéme de point pondérds (A, a)iziz.:

no o=
n —¥ — — Z”' M4,
- Pour tout point M, Za, M, ={a,+az+_. it Y MG clest ddire MG=21

)
i=1 Eﬂ'1

iml
- Sile plan P est muni d'un repére [:u; H _I} lzz coordonndes {.I'G, yg] de G en fonction des
coordonnées (x,,y,) des points A, 1<1 < n sont :
L L
zﬂl-‘} Za!}‘?
= i-; : J"r(] o iml
>

- Sil'espace E est muni d'un repére [o; L ) les coordonnées (x;, yg, 2¢) de G en fonction des

L5

coordonnées (x,, Vi, ;) des points Ay 1 Si<n sont :

n " L]
£y 2
;Z-I:a,.r;- ' . Z:,al}’.- : E 15
g Ty v Yo Z”:
a a
Z‘*i < 1 o 1

i=]

‘. g

2 . Barycentre de dewx points et de trois points e
s Gestle barycentre de 2 points pondérés (A, a), (B, b) équivaut a aGA+bGB =0 aveca+h=0,

6
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=y e

b
alors AG = ::_+,!_> AB ce qui signifie que G est sur la droite [AH}.

‘f' ﬂfm l'espuce, si G est le barycenive de trois paints pondirés (4, a), (8, b), (C, &) distincts et non
alignés. "

= . - - -
Alors aGA+bGB +cGC =0 ce qui équivan a AG = e Y R potrs G est donc
: 1 a+h+c ag+b+c
dans le plan (4BC).
Théoréme »

* L'ensemble des barycentres de 2 points distinets 4 et B est la droile (4B).

o [envemble des barycentre de trois points non alignés 4 B
b . , B or C est e plan (ARC).
3. Propriétés du baryeentre > : R

Théorime 1+ Pour tout nombre réel k rion nu, fes poinis pondérés (4, ka, ), (4, kay )..... (4, . ka,)
soil (4;, ka‘}i sien €1 {"‘I| iy }1 [A: ,ﬂ'z] .......... {ﬂ”,ﬂﬂ} orid le mime .El'm}txfnirf.

Théoréme 2 - (Associativiid du barycenire)
Sﬂ‘l.f {.‘15_ ﬂ.‘}lm: Lt J}'.i‘ft..'ﬂlﬁ abpdrm;pandérf_; ,ff,f que Zgi 20 Sﬂ.'"fp nn EI!‘M#’N ﬂ'&" {l,.?,.....,ﬂ} ﬂ:ur que

iz}
£,
Lﬂu #0 et soit G le barycentre du sysiéme de points pordbrés (A, )i
i=1

Alors le barycentre du systéme de porits pondérés et (4,,a,),(4y.a,).......... { 4,.a,) est le barycentre
du systéme : [(G‘,iﬂ, ), (Arl ,:rp,,l), (.-JIPQ,:IF,:), ......... 4,4, }]

i=l
4. Fonction scalaire de Leibniz
a) Définition : On appelle fonction scalaire de leibniz associé au systéme de points pondérés
(di. ahasa I 'application g du plan P. (ou de Uespace ) dans R définie par :

g M= g(i)= ia,iﬂf

1=]

i
- 8 }:ﬂ, #= 0, soit G le barycentre du systéme (A, a)isiz, Alors pour towt M :

m]
g(M)= [Za;)}cﬂji + Zai[}}if =[Zn‘J]MGI +g(G) c'est ddire
i= i=l i=1
2(M) = [a, +8;+ +£4,,}M61 +a,GA] +..oou.. 40, GA?

B) Surface (ou ligne) de niveau d’une fonetion scalaire de Mblﬁ;;:
Trouver la ligne de niveauk, keRde la fometion g ¢ esi trowver ['ensemble S des solutions de 'équation

S(M)=k
4 é‘:’iq#ﬂ.g{;‘.ﬂ:k & MGi=k__@ MMM,E.;E‘E(G}MG:
i=1

" =

gn,- Y a;

i=l
o l<DalorsS=¢
e A=0,alors S = {G}
o 1>0,alors §est le cercle de cenire G et de rayonJ2, dans le plan P er S est la sphire d2 cenire

G et de rayon 1 dans Uespace E.
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i it -
- N Zﬂ' , =0 posons Zu' MA =¥ (g est wn vectear constanl)
=} 1=l
o 5 V=0 alors S est soit ensemble vide, sou P (on I9)
e Si vt 20 alars s esr une droite orthogonate & v dans [e plan ' el Nest wn plan dont v vecteur
normal ext ¥ dans espace .

L]

TNIRCI LS (ORI NOE MRSy - ——
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APPLICATIONS AFFINES

1" Applications linéaires - B

Soit V' I'ensemble des vecteurs de £ (o P)

- Définirion :
On appelle application linéaire de V dans v (o endomorphisme de V) toute application @ de V dans V
telle que : pour tout veeteur & ef pour toul vecteur ¥ de V, (ia' + "v'] =0 [;‘E} +0p ['F]
T pourtoul vecteur i de V et pour tout nombre réel 3. o (i) = i
= SFop est une applicaiion lindaire du plan vectoriel dans lui — méme, mapt! d'une base
(F, .F) telleque o (Fy=ai +8 et ([)=e¢f + df alors le tableay noté My et qui est:

a o -+
Myp= (.‘1 d] et appelée matrice de 'application lindaire @ relativement o la base (1’, _;} pour toul

vecteur E( ;) le vecteur f(it)a pour coordannéers dans la base {i' : _}') £ (;] = [g 3)(;)

X'=ax+e
soit {}; B d.]f ce sysiéme d 'équations définit analytiquement "application linéaire @ dans la base
= Ty

{1 ¥ j).
- Sitp est wme application lindaire de | 'espace vectoriel dans Tui méme muni d 'une base [F 7 J.:] ielle

gue ¢ (i) =al +hy yek | o (J)=a'T+F]+ck , p(K)=a"T+8" ] +'k la matrice notée My,

a a da
Mo=|b & b"] est appelée matrice de I'pplication linéaire @ relativement & ja base (7, j, k)
c ¢ ::'”J

Pour (oud vecteur E{Q . e vecteur © {ﬁ} o powr coordennées dans la base (F‘, T E) 5
3 a a Y x K=ax+a'y+a'z
y|=|b b & | p|soit {Y=bx+by+b"z
T e & &Nz :':ar-.}-dy.l.c"z

Remargue : ¢ bijective & déthip #0

2. Définitions et propriétés immédinies d’une application affine ;

Définitian I :
On appelle application affine de E dans E (ou de P dans P) une application j de E dans E (ou de P dans

P) qui transforme le barycentre de towt systéme de points pondérés en le harveentre de |'image de ce
systéme ¢'est a dire 5i G est le barycenire du systéme (Al-_a, )ms" alors f{G) est le barycentre

(f(Al }! a] ] Igith
(On définit de méme unc application affine d'une droite D dans D)

Définition 2 :
Soif f une application affine. L applicalion lindaive i qui & tout vectewr # de représentant (4, B)

assvcie le vecteur ¢ (i) = f(A)f(B) ext appelée application linéaire associée a | application
affine de f.

19
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Remargue ; [est biyective si et sewlement si g et bijective,

Thepréme :

Sout [ vne application du plan P deans rapporté i wn repére (o1, :,) [est une application affine s1él

sewlement si les coordonnées x* et y' de [ 'tmage o 'un paint quelcongie M(x, y) sont des fonctions affines
1 i
e B° duns R ¢'esi G odre

xi(xy) o x=ax+ by er y (xy)= y=ersdy
- Sout fune application de Fespace affine I duns E rapporté & un repre (G,Tj,f) Sest une
applicaiion affine si et seulement si les coordonndes x', y', ef ' de 'image d'un point quelcongue
Mx, y, z) de K dans le repére (U,f_ gk ) sant des fonctions affines de R* dans R 'esi adire :

xix, )= = ax s bypies |yt (rz) 2 y=a'x+by+cz e Mifx ) St=a"x+ b y+es
Définition 3 :

Une application affine hijective est appelée iransformation affine.

Théorénie :

Une application affine est une transformation affine si et seulemeni si son application linéaire associée
est bijective.
Définition 4 -

On appelle point invariant par une application affine f tout point M te! gue fiM) = M.

On dit qu'une partie X de I est ;

- nvarianie pomt por point par fsi YA e X fiM) =M
- globalement imvarianie par fsi WM e X fiMle M

3. Propriélés

a) Une application affine conserve :
L alignement - si les points A, B, C soni alignés, alors lewrs images A", B, C' sont alignés.

- Le parallélisme : si les droit Dy e DDy sont paraliéles leurs images 1y, D sont parafléles.

- L'égquipollence de deux bipomts.

b) Une application affine est entiérement détermmée par la donnée d un repere et de I'image de
Celur - i

¢) La composée de dewr applications affines est une application affine, la composée de dewx
(ransformarions affines est une transformation affine.

Les transformations affines forment un graupe. i |
d) Théoréeme : Une application affine de I dans E (de P dans P ou de D dans D) est bijective si el

seulement i | 'image d'wi repére R de E (de P ou D) est un repére de E (de P ou de D)

4. Détermination analytiqgue d’une application affine

Soit (g r.J E ) un repére de E. fune application affine de E dans E et @ |'application linéaire associé

a o &
afde matrice [ & &' b" relativement & la base [r'. J",a{'),

L] L}

r € € .
L application affine [ sera parfaitement déterminée si I'an connali {"image d'un point de E par fet la

matrice de .
Soit par exemple f{0)

PG ——— — . )
ona: f(O)f(M)= a{G‘M] e qui équivan .

20
TXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES |

~ O'fxq, Yo 20,) wlors pour lout poin Mix, v, z) de E tel que fiM) = M(x', y', 2)

22/161



RESUMES
x'-x, a a g° Xsax+a'y+a'z4x,
Y=w,|=|é b & s0if ¢ '=bx+b'y+b"z+ y, ce qui définit analytiquement 'applicaiion

z ;" f=ex+dytdz¥z, i

[

=

I-z, c d g

affine f dans Ie repére ({},T,},E )

5. Homothéties -Transtations — Projections

a) Hamotliéties

Définition : 1'homothénies de cenire £2 et de rapport le réel non nul k est la transformation gut, &

_ = 3
chaque point M de F (de P ou de D) associe fe point M tel que QM = M

- E-r k=1 1"hemothétie est I'application identique idg fou idp ef idp)
Si k= -1 I"homothéties est la symérries cenirale de centre 2
Propriétés
*  Sihestl'homothéties de cemre £2er de rapport k, alors tous points M et N avee M' = hiM) et

N'= N)ona M‘:}N'= s.-ﬁw

*  SiM' = M) alors £ M, M’ sont alignés.

* La compasée de 2 homothéties de rapporis respectifs k; et ks est une homothétie de rapport ky » k;

*  L'ensemble H des homothéties muni de la i (o) de composition des applications est un groupe.

¢ Une homothéiie esi entidrement déterminée par la donnée du centre £2 d'un point A distinct de 2et
de son {'tmage A",

o Une honiothdiie de rapport k multiplic les distances par F[ , les aires par I], les volumes |k| ¢
Images de figures : Par wne homothétic :

- L'image o 'une droite est une droite paralléle.

- L'image d'un plan est an plan paralldle.

= L'image &'un cercle d'un plan P est wn cercle situé sur un plan poralléde 6 P.

= L'image o une sphére est une sphére.

&) Translations :

Définition : la translation de vecteur © est la transformation qui & chagque poimt M de E {de P ou e D),

_}
associe le point M’ tel que MM = @

Propridids :

o Sitest la translation de vectenr i, alors pour tous points M et N de E (de P ou de D), uvec
— —
M=t(M) et N'=t(N)ona: M N'= MN
o Sit; et i sont les translations de vecleurs respectifi & er ¥ alors 1,01, = t;01; =1, oit U5,
esi la translation de vectewr w4 v,
Images de figures : Par une ranslation ;
- L'imape d'une droife est une droite paraliéle.
- L'image d'un plan est un Plan paralléle.
- L'image d'un cercle d'un plan I est un cercle de méme rayon
. L'image d'une sphire est wne sphére de méme rayon,
c) Profections : .
Définition I : Une droite (D) et un plan P étant donnés, (1)) non paratléle & (P), en appelle projection
sur (D) suvant (P) ou suivant la direction de (P), Iapplication p de E qui, & tout point M, associe le
point M, intersection de (D) el du plan passant par M et paraliéle & (P).
L tmage M e M est apgmféc prajetd de M sur (D) suiveru (P).

21
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ﬁ M, / . Jl-’f//
/ Le plan (P} est appelé projetant de M sur (D).

& 5 ¥
Définiton 2 : Soit () un plan et (D) we droite non paraliée (7). On appelle projectin s ':‘: !
suivant (D) ou suivant la direction de (D), 'application p de E qui a tow point M, assecie ic po
interseetion du plan (P) et de I'unique droite (D) passant par M et paralicle & (1),

M

P

Ladroite (') est appelée projetante de M sur (P) si i est wn vecteur directenr de (D),

—3
p(M) = Mo { MM =10, 5 g
MelP

Caractérisation : une application affine p est une profection st et sewlement 51 pop = p.

Remarques *

- mme projection n'esi pas une bijection

- FPapplication lincaire g assacide a une prajection est appelée projection vectoriclle ; elle
caractérisée par : pour iout vecteur i, pop(ii) = p(#).

g8l
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ISOMETRIES PLANES

I. GENERALITES

a) Définition L exemples d'isoméirie :

'M ;:Tf appl fcﬂ:ﬂu;ﬂ du plan P est une transformation de f de P telle que : pour fous J""::“i""""-;iMIr il
= MN oit'on note f{ M) = M et f(N)=N'. fondit gu'unc isométrie du plan P est une
Iransformation de P qui conserve les distances)

*  LExewmples d ‘isontéirie
- -

= les transfations pour fous points Mer N AN = MN
- les réflecions au fymiéiries axiales orvogonales

les rovations - pour lous poinis M et N distincts, fevrs images M’ et N par une rotation d ‘angle @

MN'= My
vérifient : —> —3
[M" N'= MN) =g

b) _Composition d’isoméirie

Théoréme : la composition de deux isoméiric est une isométrie. La iransformation réciprogque d'une
isomelrie est une isoméirie

c) Tnvarianis d'une isamdtrie

*  Une isométrie planc conserve le produit scalaire c'est & dire si fest une isoméirie du plan, pour fous

i
points A, B, Cde P AB. AC = A'B' A'C’ avee f(A)= A, f(B) = B, f(C)=C"
*  Une somérrie planc conserve le barycenire de n points massifs
* Une isoindirie plane conserve : le parallélisme, | équipollence, I'orthogonaiité, le contact, les aives
el les angles péométrigues.
d) Images de fipures :
Par une isométric du plan :
- imapge d'une droite est une droile
= {'mmage d 'un gegaren! [ﬂﬁr est fe segment [A'ﬂ']
- ['tmage d'un cercle de centre | et de rayon r est un cercle de centre [' et de rayan r.
&) [soméirie vecrorielles
L'application indaire associée & wne isométrie de I’ est appelde isométrie vectorielie. C'est vune
bijection de V dans V.
Propriétés
o Toule isométric veciarielle pde V eonserve la norme de lowl vecteur de V, ¢'esi é dire pour tout
veeteur & de V "ﬁ?{ft}u= "E’I
o Toute soméirie veclorielle pde Vconserve le produit sealaire de tout couple de vecteurs de V, ¢'est
& dlire pour fous vecteurs i ef ¥ de V g(ti) o(V) = u.v
e Une application lincaire eii wne isoméirie si el seulement si elle conserve la norme de towt vecteur
de V ou le produit scalaire de tout couple de vecteurs de V
Théoréme : Une application affine de I’ est une isométrie si et seulement si son application linéaire
associée est une isomérrie vectorielle.
£ Image d’un repere orthonoriné par tne isoméirie :
Théoréme : Une application affine f de P est une isoméiric si et sewlement si, 'image d'un repére
arthonormé It de I par (est un repére orthonormé de P,

g Classification dex isométries :

23
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Soit f une isométrie de P
. .‘:.a fadmet I' comnie ensemble de points mwvariants, [est alors identité de P
* 8ifadmei une droite (D) comme ensembic de patnts invariants alors f est symétrie orfhogonale
d'axe (D) : '
s 8 j_';:dmw un sewl poini invariant A, alors Jest la rofation de centre A ef d'angle orignté .
= .

(AM, AM") oit M est'un point quelcongue de P et [(M) = M :
s Sif n adme! pas de point invariant, alors fest : soil la transtation de vecteur non nul, soil les
compasees d ‘une syméirie orthogonale et d'une transfmion dont le veciewr n'est pas normal i !'axe de
cefle symétrie (ou d'vune translation et o ‘une symétrie orthogonale vérifiant fes mémes conditions). Ces
derniéres s'appellent des syméiries glissées.
Théoréme : Les isoméiries de PP sont :

- Aes translations

- lesrotations

- les symétries orthogonales

- les symérries glissées
o Toute isomdirie de P est soit une symétric orthogonale, soit la composée de dewx ou frols spméiries
orthogonales.
Définitions ;
* On appelle isométrie directe ou déplacement toute isométrie de I’ powvani se décomposer comme
produir de dewx syméiries orthogonales. Ce soni les isoméiries quu conservent les angles orientés.
* Onappelle isométrie indirecie on antidéplacemeni, fonte isométrie de P éluny, soif une symélrie
orthogonale. soit la composée de trofs syméiries orthogonales.
*  On note I I'ensemble des isoméiries, I* |'ensemble des déplacements et I~ des antidéplacements ;
T=f"ar"
* Tout déplacement de P est soit une translation, soit une retation y conpris I'identité de P
o Tout antidéplacement de I est soit une symétrie orthogonale, soit une syméirie glissée.

2 . REFLEXIONS = TRANSLATIONS — ROTATIONS

a) Composée de deux réflexions d’axes paraliéles

(D) ()
M-_.. ..... ‘E’: _..____.M.lr
w
SpoSp =t
"‘h‘L‘: :J:m;mée Sp0Sp de deux réflexions d'axes paraliéles (D) er (D) est fa trunslation de vecteur

a5 oi i est le vectewr normal & (1) ef tef que 1;{D)="0" o
* Toute ransfation de vecteur i non aul est fa composée de dewx réflexions d axes paralléles (D) et

(DY, 1 =SpaSp. (D) ou (D) étant arbitrairement choisie, de vectexr normal i

24
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(7

Théoréme ;
" Lacomposée S8, de dew réflexions d'axes sécants en O est la rotation de centre O erd’angle

E{E,ﬁ] ol et V sont des vecieurs divecieurs respectfs de () errf) ),
* Toute rotation de cenire O et d ‘angle Oest la composée de dewx réflexions dont les axes (T) et (1))
sonl sécantes en O, r = §p0Spy, (D) o (D) peuvent Eire choisie arbitrairement passani par O

3. ISOMETRIE FIXANT UN POINT

Un point O est appelée point fixe ou point invariant par {51 J(0) =0
Lroprididy

a) Toute isométrie planc f se décompuose de maniére vmigue en [ = foi oitt est une franslation et | une
isoméirie fivant O.
Une isométrie fizant le point O est ;
sout 'application identique

= soif ime réflexion d'axe passan! par O

- Soif une rofation de centre O
b} Une isomérrie plane fixant un sevd point O est une rotation de centre O.
c) Une isoméirie plane jixant frois points non alipnés est identité de P.
d) Siune isoméirie plane différente de Uidentité & dewx poims fices distinees O et A, ¢ ‘est la réflexion

d 'axe (OA).

25
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COURBES PARAMETRES

I. FONCTIONS VECTORIELLES A VALEURS DANS v

a). Définition :

Soit vn plan P muni d"un repére orthonormai (ﬂ; F 3 j'} et ¥ I'ensemble des vecteurs du plan.

On appelle fonction vectorielle d ‘une variable réelle & valeurs dans V toute app.’wtmnﬁ F d'une partie
non vide D de R dans V. ;

F=Dovy
= F(r)
b} Fouction coordonndes
Pour chaque réel t de D, désignons par x,(1) et y,(t) les coordonnées du vecteur FF(t) dans la base

(.

Nows définitions ainsi dewx fonctions numériques x, et y, de la variable 1 :t — x,(1) el 1 = y, (1)
appeliée fonctions coordonnées de la fonction vectoriefle F+ .

c) Ensemble de définition :

L'ensemble D est appelé ['ensemble de défimition de F . Parfors D n'est pas précisé ; on dit par
exemple « soit la fonction vectorielle F- 1 = F(t) ». Nous convenons alors de prendre pour ensemble
de définition de I |'ensemble des réels t pour les quels les réels x,(1) ef y,(¢) exisient simultanément.
Exemple : F:r» I:]n."]? + (_,—!T}J- ensembie de définitionde F est D)= ]lJ',J[ w ]1,+UU[

d) Indicatrice d'une fonction vectorielle relative i un point O :

On nore :

_b
A tout réel t de D associons le point M, définie par : OM =x, (1) + »,(1)] ef désignons par C
l'ensemble des poinis M, lorsgue ¢ décrit D.
L'ensemble C est appelé !'indicatrice relative & O de la fonction veciorielle F.
Soit M(x,y) un point quelcongue de P.
x=x(1)
MeCe3art el telgue
y=nlr)

I'indicatrice C dans le repére {a; P }] Le réel t est appeld le paramitre, et M le point de C de paraméire

ce systéme est appelé wne représentation paramétrigue de

L
Exemple : Soit la fonction veciorielle I = F(t)=costi +sinj D=R

L'indicatrice Cde F relative & O est 'ensemble des points M(x,y) pour lesquels il existe un réel i el

X=cosf 2 7
que ? =t 4y =1
y=smnf

C est e cercle de centre O et de rayon 1. )
Remargue : {/ne méme courbe peut avoir plusieurs representations paraméirigues

2. VECTEUR DERIVE EN UN POINT

a) Vecieur dérivé en un poin! ’
Onrdit que I est dérivable en ty si el sevlement si les fonctions coordonnées xy ef yy sont dérivables en fy.

(’o]} est appelé le vecteur dérivé de I° au poinl Ig ce vecteur esl noté I {ru} :

Levectenr x,(t,)7 +,
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(ta) = x(t )7 + (1)

b) Fonction vectorielle dérivée sur intervalle

Siles ﬁmcarrin Xy ef yy sont dérivables simullanément sur un intervalle I de D, on dit que la fonction
ttsc:rorfcﬂ'a: I et dérivable sur |, la Jonction dérivée vectorielle est définie sur | par :

Fliy) = x, (m]? +lte )

c) Tangente & Uindicatrice -

SOt to un élément de D supposans gue L) contient un intervalle de la_forme ]fn =Fig t r[

Sida fonction I est dérivable en 1y et si le vecteur F'(ty) n'est pas nul, on dit que Uindicatrice C admet

au point My de paramétre (y une tangente A, de vecteur direcieur F(1y). e vecteur F1y) est aussi
dOM,

dt
Remarque : 1o tengente A, est perpendiculaire & la droiic (OMy) aulrement dit F(1).F{1y) =0
d) Fonction derivée seconde :
Soit I une Jonction vectorielle définie sur un ensemble [ et & valeurs dans V. Soit | wun iniervatle de D
sur fequel I+ est dérivable ef soit I la fonction dérivée de F . Si I’ est elle méme dérivable sur I, sa
forictian dérivée est appelde fonction dirivée seconde de F ou fonction dévivée d'ordre 3 de F. Onla

= d*F =
note I ou encore 5 On dit que la fonction vectorielle I est dews fois dérivable sur L.

noe

3. INTERPRETATION CINEMATIQUE

a) Mowvement d'un point natériel

»  Stle réel t reprisente un instant, une date, un intervalle de R est appelé un intervaile de temps.
Les intervalies de temps envisagés sont de {a forme [r;, ,IL] ou [i., 4 m{. Lorsque !'intervalle de temps

est de la forme [."u..!, ] le réel ;- ty est appelé la durée die mowvemen!
o e mowvemcnt plan d 'un point matériel M pendant wn wmtervalle de temps { est défini par les
coordonnées (x, y) du point M en fonction de t dans wn repére orthonormal (G, & Ir} 11 est done

représenté par une fonction vecloriclle F définic sur I et ¢ valeurs dans V. 5i { est wn élément de ], le
point M, défini par : OM, = 17‘[.-] est la position du point matériel M a instant 1. La position de M &
Uinstant tg est appelée position initiale, la position & 1'instant 1) est la position finale.

* Trajectoire :

. Si F est constante sur [, le point M est fixe pendant 'niervalle de temps 1.

. 5i ' n'est pas constante, nous supposons qu'elle est deux fois derivable sur 1. L'ensemble des
pasitions du point M quemd t décril P esi uppef_é la trajectoire de M .

La trajectoire de M est donc Uindheatrice de F par rapperi a O

- On dit que le mouvement de M est rectiligne si et seulement si la rajectoire est incluse dans une

droite :
- Ondit gue le mowvement de M est cirewlaire si el seulement si la irajectoire est incluse dans un

cercle.
b) Vecleur— vitesse © )
Définitions . Soit M un point matériel dont le mouvemeni est représenté par une fonction vectarielle IF

de Fdans V.
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On appelle vecteur vitesse de Ma 'instant t de | le vecteur (1) ; on noie F*(r) = V(1) ou encore
F‘(f} = -:an
di
=~ Unappelie vecteur arithmétique de M a ['instant t le réel uf{’ﬂ

- Les coordonndes du vectewr V(t) dans la base {F,;} sont (x(1), (1))

- 8 ouninstane t, F{J‘) 20 F{r} est un vecteur divecteur de tangente a la trajectotre au point My,

pasuion de M a Pistant 1,

- Omappelie hodographe du movvement relativement & un point A de P, I'indicatrice de la fonction
V relatve a A,

c) Vecteur — aceélération :

On appelle vecteur accélération & I'instant ¢ le vecteur * (1) ce veciewr
- accélération est notée T(1)
~ Les coordonnées du vecteur f(r) dans la base (F _}'} sant I:x“lff}, » (I]]

= Pour tout instant t de I, on a T(1) = 7'(1)

4. EXEMPLE DE TRACE DE COURBE

Svit C la courbe de représentation paraméirigue
2
=/
> t e[-22]
y=1-2t
da fonction vectorielle associce est I'application de [-2,2] dans V définie par : Fliy=r +(1-21)7

Lude coijointe de x et y

Les fonctions x et y sont dérivable sur [—2.3] etl'ona: x(t)=2t y(1)=-2

da o 2 1E -
w| - + 3 ad -
= 4 I [
JI*JIL'"""-*-.Q..--"" "wlw_______-__""‘-?-'
On représenie cette élude en wn seul tableau de | ‘étude conjointe des variations de x et de p.
t f-z 0 z

| - ‘ +
Yo - -

.tfl,.l|4"“'--....h_nr__..--""'4

de [y courbe T 5
1Lexamen du lableau permet de tracer la courbe C aprés avorr placé quelgque point avec leurs

tangentes :
- Le réel -2 est ba burne inféricure de D ona : x(=2)=4 er Y(-2)=5, 2(-2)=-4 @ ¥(=2)-2
la courbe ( passe par fe poini A4, 5) | elle admel en ce point une demi langenie i panche dont le
SUpPOrt g pour veckeur directewr (-9, -2).
28
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Pourt =0ona : x(0) = 0¢1 y(0) = 1 ; x(0) = 0 et y{0) = -2

-

: C

La courbe C passe par {2 point B(0, 1) et elle admei ce pownr (v'y) pour tangenfe.

= Leréel 2 est la borne supericwre de Dona ; x(2)= -3 ;x2)=4 e W2)y=-4 lacourbe C passe par

Ie point C(4, -3) et admet en ce poi ;
’ poini wne demi tangente & gawche doni le support a powr veeteur
dircetenr (4, +2) . » AR

Egquation cartésienne

e 5
il 1=y 1-y . . -
{y=l-2:=f- 5 erx_-.[ 2 ] la cowrbe C est done inclue dans la parabole (T') d*équation

2
carfésienne r = (]_Ty]

29
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CONIQUES

i. DEFINITION PAR FOYER ET DIRECTRICE

a) Définition ;
On donne fe plan unc droite (D) et un point I non situd sur (D), ¢ un nombre réel sirictement positif. On
appelle ﬂ'ﬂﬂff_j‘uﬂ de foyer I, de directrice (D) et d'excentricité e, I'ensemble (&) des potnts M du plan

Adl y
rels que T €, ouHl est le projeté orthogonal de M sur (D)

H=A

Kh 5
(4} 3
(D)

b) Axe focal :

Ladroite (A) orthogonale & (D) et passant par F est l'axe focal de la conigue.

L 'ave focal d'une conigue est axe de syméirie de coite conigue.

) Sominiers

Les ponis communs a la conigue () ef I'axe focal [ﬂ.] sont fes somunels de comige.

- Sie=lalors [A} contient 1un seul de (&) ; le miliev S du segmeni [Fﬂ'l :la conigug est alors

appelée une parabole et § est le sommet de la parabole.
- Sie#1 alors (A) coniient deux points de (€) - les points A et A’ communs & (&) et é la ligne de

niveau e de M % qui est un cercle dont le centre est un poini de (A)

*  S5i0< e <1 la conique (&) esi appelée ellipse.

* Sie>1 la conique (&} est appelée une hyperbole.
* S le miliew 0 du segment [A.f!'] est cenire de symétrie de la conigue & (ellipse ou hyperbole)

* [ 'ellipse et I 'hyperbole sont les conigues a cenfre
La parabole n'est pas une conique a centre.

2. PARABOLE

guation réduite : o e , . N
gfﬁ"ﬂﬁtme droite F un point du plan non situé sur (D). L'ensemble des points du pian équidistant de F

it rabole. F est le foyer, (D) la directrice.
f:rarj;:i-r?m;”; TFK du foyer & la directrice est appelée paraméire de la parabole.
Hp—
Kh_7]
7 e - 3
D) P
30
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:;"er"y- La parabole (Z) de sommet S, de paramétre P, a pour équation dans le repére orthonormal
(8,7.7) du plan (o (5.7) est I'axe jocal) - 2px = F. Cette équation est appelée équation réduite

P 3
de la parabole () esi I(E ,ﬂ) et la directrice la droite d'égquation x = —-;— .

3. CONIQUE A CENTRE
a) Pour ¢ # 1, la conique (£) a dewx sommets A el A'. Soit o le mili¢u de [M] le centre de la conigue
Notonse=0F ,a= 04 : alors e= = et OK ==
a [

Soient (x, y) les coordonnées d'un point M quelconque du plan dans le repére (o, ,), H le projeté
orthogonal de Msur (D) M eZ o MF* = eMH?

. 2
soif (x=¢)" +y* = e’(x- E)
e

L
a’-¢*

2
(&) a pour équation dans le repére {ﬂ.'.l'_. f) : 't—z-l-
a

b) Ellipse : O0<e < alors a:»::nm:msbr-.lrbz_—?

b0 erbP=a*-¢ = a’=b*+c*
s Soit (A") la droite orthogonale & (8) passant par O (&} coupe (AY) en dewx points B(o, b) ef
B (o, b} 00dans le repére (0,1 ,7)
s Ladroite (&) est le second axe de symétric de (&
e a>b lenombre a= AA' est appelé grand axe et fe nombre b = BE' est appelé petit are (hon focal)
de ellipse (&)

2

: 2
e  Equation réduite de (&) dans le repire (0.1.7) : S+ ;
ZHp

e lesdirectrices sont les droites (D) et (D) -
i 2

. o sg &
(D): x i D) x =
e Les foyers sont fes poins . Fi-c, o) : F'fc, o}
Les points Afa, 0) ; A'(-a. 0} ; Bfo, b) : B'(o, -b) sont les sonumels de I'ellipse.
(&) est la réunion des courbes représentatives (T)) el (&3} respectives des fonclions
Fixe b Iai-x et fuxs —E\I'az - x* définies sur [-a, af .

: . g
() est le symélrique de (&3) par rapport d la droite (4)

a=k

(LEH]

* Ondit que F est le foyer associé
i la directniee (D) el Flest
le foyer associé a la direcince (D

3l
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o Latangente & (2) en un point My de (£) a powr équation 2+ }:n o
ﬁ

Théoréme : 'ellipse (L) est | ‘'ensemble des points M du plan tels que M + MF'= 2a (definition
bifuocale d'une ellipse).

c) Ifyperbole : e> [ afors a<c, notons b = vllcl—az B>0 bi=cl-al= ¢’ = a® +&’
e Soit (A") la droitc orthogonale & (A) passant par O (4') et (£ n'ont pas de point comutim.
e L'iyperbole (& est la réunion des mun}e: r:p.re'.smfam:c.g (&) et (T3) respectives des

Janctians f: :Hi x*-at et fy xH——ux * définies sur ]-tﬂua]u[ﬂ-f-BUI

(Z)) et (&) sont :.}wérr.*gues par rapport +é (.d,.l.
o Lescourbes (d) et (d) :

fdi: y= Ex fd): y= -—E.x sont asymplotes & (Z) el (& done & (&)
a

>y
it

\]m (4% (i

N
ah\

{7 e

z
Equarton réduiie de (C) - .\'_2

Ll

& :
at
Jes directrices sont les draites : (1) : X= ol D) x=

sont les points : F{c, o) ; ' o)
Les fovers po Hﬂ -

La tangente & ["hyperbole Cen un poinl Ma(xo yo) est ——= - &

Les sommets de I"hyperbole (&) son! : - Afa, 0}, A (-q, 0)
32
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- 1 i :
Th ;;Cj est r_rp;lzeffe hyperbole de foyer F. de directrice associé (D)) et d'excentricité ¢ i

. réme : | 'lyperbole (E) esi 'ensemble des points M du plan 1efs que |W =M 1" 2a (définition
bifocale d*une hyperpole) '

¥~ Représentation paramérrigu d'un igue * e i
s ! w8
" 3 . } I
Ellipse : Soit (L) une ellipse d'équation == i_l = ldans un repére orthonormal e plan
(]
Une représentation paramétrique de l'ellipse (&) est :
I = acosf
v =bsins d E[_E’ﬁ]

: 2
Hyperbole : Soit (2) I hyperboie d ‘équation %--— i—: = | dans un repére orthonormal du plan.

Une représentation paramétrique de I'hyperbole (&) est :
2
ol
2f
]

-1
o i
o 21

Farabole Soit (F) une parabole d'équation ¥ = Jpx dans un repére orthonormal du plean.
Une représentation paramétrique de () est :

-
{r—zpr r el
y=2pt

redt”

33
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Nombres Comploxes

NOMBRES COMPLEXES
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~ ENONCES ~

EXERCICE 71
Soit fT'application de E = C-{-i) dans C définies par = H f{zJ = .ii_ Dans le plan complexs
z+I

rapporté au repére orthonormal direct (o, F)on note M le module d'affixe 2,

1°) Déterminer les coordonnées du point B dont I'affixe zo est telle que f{z,) =142

2°) Soit zun clément de E. On note 1 le module = 1 el & une mesure dz son argument. Expnmer la
forme trigonométrique de f(z)-ien fonctionderet a

3%) Soit A le point d’affixe —i

a] Deéterminer I'ensemble € des points M vérifiant | 1(z)- J| = V2 et I'ensemble D des points M tels

X i
que Z-soit une mesure de I'argument de /(z) - .

b} Montrer que B appartient 4 € et D et construire £ et D
EXERCICE 2

1) Calculer les racines carrées du nombre complexe u=—1- 22/
2°) Résoudre dans C I"équation 2% + 2i=+/2 i = 0. On note z; &1 2, les solutions de cette équation.

Montrer gue F+L|= 2
sy I3

3°) Montrer que |'équation =* —(1+2i)=? +(2+ 242)iz = 24/2i = 0 admet une racire rézlle que I'on
notera 7o . Résoudre cette équation dans €. Déterminer les racines cubiques de zq.
4°) Vérifier que 1 + ¢ est une racine cubique de 2(i - 1).

s +;JE Al 42 . Montrer que {1 + ¢ ;u ;¥) est une suite géométrique dont on
précisera la raison.

5°) Soit v=

EXERCICE 3

3 it +i
1°) Déterminer la forme trigonométrique des nombres complexes tels que on ait z° =

2°) Démontrer que I'un d'eux vérifie 2’ +7=0
39) Réciproguement trouver tous les nombres complexes 2 tels que 2* + 7 =0

EXERCICE 4

1°) Démontrer que |équation suivante oi 2 est I"inconnue et a un paramétre récl, nadmet pas de

s
solution réelle : 227 ~2(1-cos2a)z +1-cos2a =0 ; a E]O;E[

alors les racines complexes de I'équation

2°) Déterminer .
3¢) Calculer en fonction de a, le module el |*argument de ces racines.
il Baak F I el 1 ey i, I..

s
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Nombres Complexcs -

EXERCICE 5

On s'intéresse dans cet excreice aux solutions de I'équation =* - 1627 + 9022 - 16z +89 = 0 (E) dans €
1) a) Verifier I'égalité =* - 16=+89 = (= + 1)(z2 - 16+ 89)
a) Déterminer les quatre solutions de (E)

2"}. Le plan cst rapporté au repére orthonormal {o,6;v).
Soit A, B, C et D les points dont les affixes sont dans 'ordre ; 8+ 5i, 1,8 - 5i

a} Représenter les points A, B, Cet D '

b) Montrer que le quadrilatére ABCD admet un axe de symétrie

» €} Calculer les longueurs AC, BD et AD.

EXERCICE 6

On considére I"application /de C dans C définie par f (z) =" +2iz* +9(6i - 1)z - 3(di + 12).

1) Démontrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution réelle z, et une solution imaginaire pure z;.
Factoriser f(r).

2) Résoudre dans C I’équation _j"(::l =0,

3) Dans le plan complexe on considére les points A, B, C d"affixes respectives - z) z; 73 (73 ¢lant la 3°

solution de I"équation).
Montrer que ces points sont alignés.

EXERCICE 7
On considére les nombres complexes : j = _?]+r'?3 etu=1+j

1) Etablir les deux égalités suivantes ;1 + ¢ +7=0etj’=1
2) Démontrer que pous lout entier naturel n, ™" e
On pourra raisonner par récurrence. . _
3) Pour tont entier naturel », exprimer " en fonctionde zet .
~4) Applitation : calculer v et (donner ces nombres sous la forme de x + iy avec x et y réels) .

EXERCICE 8
.l L
On considére les suites (Un) et (Vr) définies par | Un = (E] et Vn=n % nel
On désigne par M le point du plan complexe d'affixe Z, définic par

zZ, = U.e”* =Un(cosV, +isin ¥,)
1) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles Zy estréel. . :
2) Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (o;#,v) direct (unite 4 cm)

a) Représenter dans le plan Mo, M M: My My _ 2 _
b) cﬁi’mm en fonction de Un les longuaurs des trois cdtés du tnangle OALM, 4 1. Quelle est la nature

de ce triangle * ‘
3) Soit la suite (a,) définic par @, = [Z,,, - Z,|. Montrer que cette suite est une suite géométrique

dont on précisera le premier terme et la raison. Déterminer sa limite.
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Nombres Complexes "
EXERCICE 9

Le plan est muni d’un repere orthonormal (0,#,,&, ). Soit A (1;0) et B(-1 ; 0). A tout point M d’afTixe *
Z#0, onassocie le point M’ d"affixe 2° défini par ZxZ'=1
1) a) construire A quand 7 = 2(1+4)
b) Idan5 le cas pénéral, montre ' ' "o ; M. OM®
: que la droile { A8) est bissectrice de 'angle (OM, OM')et que
OM % OM = 04

ey | o | o 2.
2°) a) Vérifier que pour tout 2 ¢ C°, (T‘+i_ ]["*" +|]=(3""]
2 2 3 )

D) Soeit I le milien de [ A414"]. En wtilisant a) montrer que IA x B = IM? et que pour M A et M # 8,

- -3
la droite [MM‘] est bisscetrice de I'angle [M,;.‘:r].
EXERCICE 10

Soit o un nombre réel appartenant 4 ]— ;; %[ - On considére 1"¢quation d'inconnuc complexe z :

(E) : (1+£) (1-itga) = (1 - iz)’ (1 + ifge)
1) Soit z une solution de (E)

a) Montrer que || +iz] = |1 - i

b) En déduire que 7 est réel

| +itger

2) a) Exprimer — % en fonction de e
l-dge

b) Soit z un nombre réel ; on pose z = tgp ou -%{ n< g- Fcrire I"équation portant sur ¢ traduisant

(E) et la résoudre.
c) Déterminer les solutions 2,, 2;, 2; de (E).

EXERCICE 11

1} Ecrire sous forme trigonométrique les racines cubiques du nombre complexe o définie par
a=16{1-i)
2) Pour 2. nombre réel quelconque, on pose: z; =14+ 242¢
a) Calculer la partie réclle x; et la partie imaginaire y; de z;,
b) Déterminer lorsque A décrit [ﬂ;}!r] I'ensemble (E) des points M de coordonnées (x;, y;) dans le
repére orthonommazl (0,€,;2, ) du plan complexe P,
3) Montrer que les solutions de [z = (1+ r'}]] = a sont les affixes des points de (E).

EXERCICE 12
1) Résoudre dans C I’équation : 2" — 1 =0 (n entier positif)
2) Soit p,........, 2wt les racines de 'équation précédente,
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Nombres Complexes wan

el o =P . - - . I -
S0l Zg + {4 #Zly = 5 ol pest un enticr positif. Calculer S dans les deux cas suivants

a) pestunmuluple de s
b) pnon multiple de # (on pourra calculer 2, en fonction de )

EXERCICE 13

Soit « un rée) appartenant a [0;27]

1) Resoudre dans € 1équation d'inconnue =2 =2 —(2°'! cosa)z +2%* =0 (1). Donner la forme
mgconomeétrique de chaque solution

) Dans lc plan complexe on désizne par A et B les points d*affixes les solutions de I’équation (1).

Déterminer u pour que le triangle OAR soit équilatéral.
EXERCICE 14
Résoudre dans le corps € des nombres complexes le syst2me
J:, 8y 42y =1
.'L";.'E; f I35 +..’2.I_-,| =1
:I:Z‘:J = ]
N.B: On utilisera (z -z, )(z ==, )(z = 2,).

EXERCICE 15

1) Résoudre dans C |'équation z° — (1 + JE} +2=0

1 L
2) Résoudre dans € les équations z+—=1¢t 2+ —= V2.

3) Soit P(s) == - (1+42)7* +(2440):% - (1+42)+1

Onposc Z=1+ x Exprimer F{;} en fonction dz Z. En déduire lcs solutions dans € de P(z) = 0.

-

EXERCICE 16

Dans Iensemble C des nombres complexes on considére 'application f:z 4 f(z)= =" +az +b-+8i

1) Déterminer les complexes a et h pour que IPéquation f(z) =0 admette dans € les nombres

complexeszj= 1 +iet; = 2i comme solutions. _ .
2) Mettre f(z) sous forme d'un produit de facteurs de trois polyndmes du premier degré en z En

déduire la 3° solution z; de f(z) =0.
3) Déterminer le module et I'argument dez), L€l Z3

EXERCICE 17

Soit (E): 2% +(i-2)z? +}1-i)s+2i-2=0 avee 2€ C une équation

1) Montrer que (E) admet une racine réclle zo. Résoudre I'équation (E).
2) Soient z; et 7 les deux autres solutions de I'équation (). Déterminer le complexe ¢ tel que les

nombres mmp[gxgs Za—1I 3 & -d . 23— aient le méme module,
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EXERCICE 18

On considére dans € I'équation 2t = 62% 423:2 - 342+ 26 = 0. Montrer que s zp st une solution de

CI:‘.‘ﬂc cqualion, son conjugué =, est aussi une solulion.
, . & ; :
Résoudre I"équation aprés avoir vérifier que 1+ i est une solution.

EXERCICE 19

Soitzet Z les nombres complexes définie par: z=y1+42 +isf2 -1 et 2 = z'; Déterminer les

racines quatriémes de z sous forme trigonométrique puis sous forme alpébrique, en déduire cus-g— et

_—
5IN=—

EXERCICE 20

P est le plan muni du repére orthonormé direct (o) i, %) et A est le point d’affixe 3.
1) OAB estun triangle équilatéral direct et N ¢st le milieu de [AB). Donnez le module et Pargument de

I'affixe zde N
2} OARN est isocéle direct et rectangle en N. Donner le module et I'argument de I"afTixe Z de N.

EXERCICE 21

Soient les nombres complexes 2, =2 +2ict 3 =1- i3, A l'image de z, et B 'image de 2, dans le
plan complexe muni d"un repére orthonormal (0,€,.8; ).

On appelle C I'image de A par la rotation de centre O et d"zngle de mesure %ﬁ

a) Calculer |"affixe 2;de C.

2371 et un imaginaire pur . Calculer le module de ce quotient.

) k|

c) En déduire la nature du triangle ABC.

b) Prouver que

EXERCICE 22
Dans le plan complexe rapport¢ 4 un repére orthonormal (0€);€; ) d’unité 1cm, on considére les points

A, B ct C d'affixes respectifs : a=2-2if3, §=2+42if3, c=8
1) Ecrirea, betcsousla forme triponométrique. Placer les points A, Bet C.

2) Calculerle ‘nombre complexe g = F que I'on écrira sous la forme exponenticlle. En déduire la
- t.'

nature du triangle ABC.
3) Déterminer le barycentre G des points pondérés {Alnﬂ (H,}.&D, {FH]

4) Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que
. —» - = =3
MA+ MB+2 MI‘] = ﬂM4+ MB+2 Mr.‘|

(D'aprés Bace. SET. MT1, MTGC. 1998)

&
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Nombres Complexcs

EXERCICE 23

1) ) Résoudre dans C I'équation =* = (2 +43): 4244320
On notera 2, la solution dont Ia partic maginaire cof positive
b) On considére les nombres complexes n=2 + 1 el v=1' -2
Le plan complexe ctant muni d'un repére onhornomal (o8, &, )d'unit¢ graphigue -"'-'-""f"r

points A, B, C et D d'alMixes respectifs |, 2y, uelv
d) Démontrer que les points A, B et [ sont alignés

placer les

(D'aprés Bace. SOT. 1995)
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Nombres Complexes . [&'ﬂ.‘uﬁmu]

~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

b - c_.["] =L :Hf{:}:i
+i

'y iz - ;
1) Soit Bfxu, ya) donc zo = xo + iy flzg) = 1 + 20 bquivaut & ——=142i & zg=7-7

Ty +i
d'oic B($:- 1)
) :ell @ zoiiOnal+il=r e Arglz+i)=a
f{:]—:':“_';r_-h:—j”_. d'oi |f(z) -] = % = rl ;
f‘tfﬁ(fl[:]-i} = ,'frg[: : J =—drplz+i)=—a dol f(z)-1= }[ms{—a}+ isin(-a]]
3) A est le pomnt o ‘affixe — i impligue AU -1)
a) l_f[:}—r1=-.|lr2_ = H=Jf = [:+.-'|=%.‘

o ‘oit Eest le corcle de centre A of die rayon —;—

Arg{ Jz)- r'] = E = Arplz+i)= % cela traduit que Je point d'affice = + | oppartient é fu droiie

d'équationy = - X @ V+X=0.8iz =x+iyalorsz t 1=x 1 (T4 i d'oi
Arg(z+i) = -—f— o y==x-1 quiest | 'éguation de la droite D.

(T O -
b) Naus avons d(A,B) =7+ 1= -‘;—i done Bel’

[
d’aufre part : —%= " | donc B el
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Nombres Complexes

EXERCICE 2

1) Caicul des racines carrdes de 1= =] = EE,'
2 }‘2 ]

w=(x+ip)} < {x? +y =3
.‘l}‘:—'ji-
On abtieni u, = 1-iy2 er Uy = —1+hﬁ comme les racines carrées de u==1=2+2i
9274254 V2= 00 A= -1-242i= (1-12)]
:-,{nzr} _ _—1-i(1-242)

o= &
» F JEs 2

%) —" Exﬂ J1r Jz"’

3) Soir = la racine réelie de : =* — (14 20)z* +[1+2J‘):-zﬁi=

S-2=0
alors z3 —z3 + (223 +(2+242)5, -243)i =0 %~ %
( ‘E) ~2:3 +(24242)5p-242 =0

on frowve zg= 1,
Apreés factorisation on rrowve (= — lx::J -2z + EE\E] =0
Les solutions dans Cde =% =2iz42i2 =0 som = l+(] - E\('?T]r el oy =] +{1 +242_]f

Les racines cubiques de zo sont les racines cubigues de | gui sant -1 23 = -1 ;-%-I- % o "'rr

4) (4+ ;';l] = 2i(1+i) = 2{i =1)d"oi | + i est une rucine cubigue de 2(i - 1). Les 2 autres racines sont -

QP L MR FEES SR SR I

2
-7 4
5) v= +;J_ ?+2J_'t (146, u;v)est une sutic g-;-:amé.rﬂquc Equivaul & w _v[l-l-:}
:(z=—'?+4fu5
=7 +dy2 4/ 2i =T+44J2 T+dy2i - + a9,
;{1-”';:( #4427+ ‘r’){iﬂ]a o IR L ?+4ﬁ+?*4"’é‘=—';+4@.
2 2 2 2 2 2
d'oli (1+i;u; v) est une suife péométrigue. La roison Esrq-]ﬂ -1+22J_ 1- ’!""r_
+i 2
EXERCICE 3
ittt = cosf+sing =[1, 5+ 24a]
V2 & «.-"_
aﬂadﬂne:,,=[1,;'_§_+l‘j£]we{..&E{G;I;E}
9
2.—[ ] cos{5+ising | :1=[l;]4' = cos it +:sm—--T+-{_;
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Nombres Complexes 0 _@?Mfmg

= [l | = cos iz -+isinle

o B JF

2) Nous remarquons que Zy= ——+ —; i done zl +z,=0

3) Trowvons les complexes z=at bi m.ft que z zi +- =0

Nous savons que z=0 et z = *-i;+£.‘ sont les solutions de |'équation z; +2= !]
Supposonsz# 0 el = =.—l?.+£,-
2
2 1 L
. | } _3gb? +a=0 a{a - 3b +1}-1}

2} +2=0: @’ =3a%hi-3ab® —blita-ib=0 & { =
5 +3atb—b=0 b[ﬁ2-351+l)—0

Nows remarquons que sia=0etb#0oua#0et b=0, il n'y a pas de solution. Ainsi le systéme devient

a?—3b:l +1=0
—3ﬂz+bl+]:l}/‘“—a"%1:4 C:}EI'E:-% b;%ﬂuﬁ:-ﬁ

1

=
;-‘?— J2 [ J.f ﬂf{m

o Si bz% alorsonoura a® =1 © a oua=—<% ccqmnausdmmczﬂ-g—+?
:=-% +-"-?~: (cas z; défd étudié)
- 7 o2
. S;b-_—-'%z- a!c:r.'r_{maumal=51- = g-f‘;i-yyaﬂ—:‘; CEqWHDﬂSdﬂﬂﬂE’:_—g—TL
5 2 2 2
En conclusion les compiexes z vérifiant 2z} +z=0 sont:7=0; z, = —JT+JT Y= %4-—\2:-.'
V2 7 V2 2
gy B ol Ty =
3 2 pi
EXERCICE 4

1) a E}] !-I 22 —2(1-cos2a)z +1-cos2a =0
& diseriminani de cette équation est A=(1 - casEa}‘ 2{1 - cos2a) = (1 — cos2a)(-1 — cos2a)
Nous savons gue pour o E]\’J, 1[.]—0052&':-—1]&' =1=cos2a <0
Done A < 0 ce qui monire que | 'équation n'a pas de solution réeile
2) A=(~1-cos2a){]-cos2a) = cos’ 2a~1=-sin’ 2a = ; sin2a)’
1-cos2a +isin2a s 1-cos2a - isin2a

Les solutions complexes sonl 2= z el M= -

|| = l=1= 12-2!(1 —cos2a)” +sin’ 2a =sina

Soit 0y = Argz"alors :
|-cos2a _ 2sin2a

= = =sing
e 2zing Zsing
’ sinla
sinfly = ——=C0s4
' sing
d'oir 8, =5—a: Arg'=7 -
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EXERCICE &

= 162" +90z* =16z +89 = 0 (E) dans C
|'} a) En développant (., I)( =162 +E§'] on objient z° - 16z° +902° — 16z + 3“;
b) D'apres a) 'équation (E) est équivalente i > + 1 =0ouz’+ 16:+89 . 22+ 1=0 o z=10u
z=.] :

Pourz* + 16:+ 89=0onaA'™=64-89=-25=25; : les solutions de celie équalion soni .
:.-Iﬂ—ﬁr ef =8+ 5§,

L'ensemble des rolutions de (E)est §={,~i,8—5i ,8+5}

2) a) Latracé du courbe

b) {‘axe (ox) est un axe de symérrie de ABCD
¢) AC=[8+5i+il=[8+6i AC=10
B = |3—ﬁr| =1
=|8+5i—8+5]=10
On remarque que AC = BD = AD = 10

EXERCICE 6

On considére I'application [ € dans € définie par - f(z) = =2 4 9iz® +2(6i—11)z —3{4;+ 12)
1) Sile réel z; est une solution de l'équation fiz)=0 m’am
225,-36=0 (1)
322z, - 36+i(9z] +122,-12)=0 &
2} - 22z, - 36+ {97 +122, ) {9:.’+11z,-1z=n e
['équation (2) nous donne z) = - 2 qui est la solurion réelle de I'équation fiz) = 0
Soit 7, = bi la solution imaginaire de fix) = 0 glorsona:

2 . (-126-36=0
3. - - - = = I
_bi—9ib? - 12 - 22bi - 12i - 36 |6 -9p* —226-12=0

126+36=0 < b=-3 doit z=-3
Ainsi (z) = (z+2)(z + 30)(z - z,). Aprés développement et identification on obtrent

-3(4i+12) <= izy =2i+6 ce gui nous donne =3 = 2 - 6i

..3 -
d'eti f{z}= {4+2){.-.+31}|"—-2+ﬁ1r}
2) fix)=0¢& z=-2 ou z=-3 ouw =2 -6i
31 A(-2,0) ,B(L‘J 3) et C(2;-6)

>
.{E{l -3): AC{#_ — 6) . Nous remarquons AC =2 AB donc les points A, B et C sont alignés,
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EXERCICE 7
==t o u=14j
I} Ona jz =—r_.|,-'——"2£,_!'-| |'.:|‘-:.rr:|4.'.':|+_,f1-_‘|"I =I—%+$i-%-%§-i
Dou 1)+ =0; 1= fx(-3-Fi)m -4+ i 4= 1)1

2) Démonirons par récurrence que WM = J e

- & "= Oonawra ¥=-1 vraie car 1 tj+f=0 o U'z=

32 4.; .Suéipﬂ.i'rm.ﬂ' que ua"” - -j nt2 el monirong gue umﬂ ==f i
A mi -

W = P o m M 4 Py i

Pf“l.u]'h'é' H?HI = = | wl ﬂ'lrﬂf'.'ﬁ' LF‘""J' = rﬂ?'xj = _'j-.l'ﬂ"'i

3) C}F!Sah‘que u!—(]_ '-_,1]-"= [+_j+_;2+j = uz=jd'auum'=;"

Application :

o = Hmzzj.z ._.UJ}-i -

=

Ile.'lm' ‘—‘-_f15'1=.-_;'l5x;2=-j2= uqu--l-‘—g-i
EXERCICE &

U, = (+), , Vp=ni | z =U,(cos¥, +isin¥,)
1) zaestréelsisinV,=0 i V, =kr ; ni=km nous donne n =3k avec k un entier naturel
2) p=1et =0 donc z; =0 My(1;0)

bllzi. el F _‘% donc ) :%-i-"'?‘f = }J:[%r%}
”1=% ef ./1=L; done =, = -,';+‘TG" =¥ Mz(‘lurTl]
U3=il el Vy=x .donc 33=——,§ = Ma(_%;u)
i, 4
U, =ﬁ_ el V‘:‘Tt donc  z, =—§'IE-%’ -» 34’4(_%-_%
a)
Ay
-=nm My
My .
dlp Mo,
: X
ns

b) Les longueurs des coiés du triemgle OM M, son

OM, =lz,|= U, i OMy, =fa|=Usi e MM, = -2 =Y30)" =Lu,
Le triangle OMuM,.; est un iriangle reclangle : Eneffer U, ,, =

OM?,,+ M, My = LUL A +3+U) = U2 = oM}

'zLUn donc

45
EXERCICES CURRIGES DE MATHEMATIQUES 1

Scanned by CamScanner

47/161



Nombres Complexes

EXERCICE 8

Al 1 0) 3 B(-1;0) dewx pointy du plan

z# 0 er Mun point d'affixe z ; M" d'affixe 2" tel que zxz"= |

1) a) Lorsque = = 2(]+r’] el 2'= X'+ | zx2'=1 équivam & :
_ _ 2¢-2y'=1

2+2i) '+ i) =1 © L2y +(2x42))i=1 < '

( }[ yr] ¥ ( }']: 2x42y'=0 ::_.r"=‘1ef}-'.="‘}

b) Ladroite (AB) a pour équation y = 0 qui est |'axe des abscisses z » z'= | équivaut é 2" est 'inverse

de = donc | z| = ’—izﬂ Argz'= —Argz donc M et M' sonl symétriques par rapport & I'axe des

i B iy
abscisses. Ce qui prouve que (AB) est la bissectrice de 'angle [GM oM ]

On sait que OA* = 1 done OMxOM' = 1 car OM = '_-.-| ; {JM"=|3'] drnd=l=o E:|:¢I;'J-l

5

| e * . 'r: Ve ald o 1y Wl L
2) a][';‘—lj[';zﬂ):[._*;‘] - *21:"”’ ~1=1 i” =['2’) car z='=

.
b) Imilicu de [MM ] implique que l'afjixe de I est i;:

=+"+IJ O L
2 ‘ 2
I

[apres a) [3 ; x .. I)[: ;i + l] = (; ; :—l] équiveul rI:rM w<lB = IM. (AdAL") est der bussecirice de

Dong 14 = N =

2

Ny

[}3 IE] signifie que d(M ,(14))=d(M ,(JB)) e d(M", (14)) = d( A, (I1))

EXERCICE 10

a wm réel appartenant d ]-—*’21,%[

B: (1+) (1-iga) = (1-iz) (1+ irga) | | |
) - T :

a) i< est solution de (E) alors ona: 1[1+ iz) (l_’fg‘r)i=k]‘-'::| {1+;Igﬂ},"-='*kl+r:} t=|[i"=) [

car || - itgal = || +itge| d'ou |t+iz| = |1 - 2] _

b) S:'z-a+fba."ursl+::=I+.b+a:'erl—:'z=]+f—aa ; :
|l-.".l+m]:![+£r-m‘] = (i-é}z*az={l+b)+a o (I-b) =(1+8)  b=D
dou == a qui est réel | " .

N el

b) z=rgp(Lk) < {I+rrgw}’{l-rrga]:[I-Jrgp}’{lﬂ:ga}

3
[I"'HEQ'] = 1 +uga o (ell'ﬂ]j —e slg=a+dUrop= %*’% wec k e {D, I 2}
1-iige |-wea .
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€) Lessolutions de (Esamt 70 = 15§ ; 2, =g(§+%) 3 = =55+

EXERCICE 11

1) a=16(1-i) ; la|=1642 ; Arga=-Z+2kn
les rucines cubigues de a sont - a; = j?ﬁ;-ﬁ--lvl",—’-]
ay =[2v2; - ] = 242 (cos &~ isin )
a, = [z\ﬁ;%: = Eﬁ(mﬁ%f+ I'Ein?n"l)
a, =[247. 3;-"-] = Iﬁ(cnséf—ﬂsinéfw]
2) a) z; =1+i+226% :1+f+2ﬁ{ms.1+js[n.1]=x; + Vi
x, =14242cosdl e y1=1+2/2sind
b) M,(x; ;y,) avec {x,, = 1422008 < {zﬁﬁﬂ‘ﬁi—xﬂ-l
¥ =14242sin2 2J2sini=y, -1
= Beos’A +8sin’d = (x-1)" +(y-1) = (x, 1) +(y; -1)" =8
d'ou I'ensemble (E) des points M) est le cercle de cenive Kl etderayonr= 242
3) [f-+0f =a o |-+ =l|=16v2 @ [z-(1+0]=242 d'ouzest'affice de

{'ensemble des poinrs M du cercle de centre e'affive 1+ ier de rayon r = 2J2.Ce qui est |'ensemble
des poinis de (E).

EXERCICE 12
1) z”:!ﬁz":[l;ﬂ’:r]-.‘:bzk=[l',i—*€_~“i’-=¢05%‘:—+:’5i|13£‘} avee kE'[l];'I;?.; rr-—l}

2) 2p 4+ a2l =8
a) Si p=1ikn alors

k k k i
b} Stp n'est pas un muliiple dle n alors
Ul P
P Py -2y 3p (n-lp 1'(#) 1'{3f]
S=1+¥zl +zf +2f sy = 14l 407 457wt Ly . -0

1=z -5
EXERCICE 13

Soit a €[0,27]

) 2 - (2 cosa)z 422 =0 () a=[27 cosa]’ -2% =2 [cos?a-1]

7 2 1
A= 2“(—5&!1 a) = ——(2" sin u] = [r’.?" sma]
z, = 2°|cosa +isinal . &= 2*[cosa - :‘sina]
2) AdaffsenetBd ‘affixe z3. Le triangle QAR est équilatéral si a = Zcar A et B sont symétrigues par

rappor! a (ox)
47
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- MNembres Complexes

EXERCICE 14

4%, +5=1
Résoudredans € 2,2, + 2,2, + 2,7, = 1
21235 =1

Nous savans que {z- f,]{:r— -'-:]'[:' e :!] L [:_ 2 :I(:! (2, 41,)2 42, % 5;]

¥ o
':] -('—'-1 *+ Iy ]__..2 "".'.'-2:1:':1;.- +{51:: +2|:3:|: T Spm1=1
3 T T T
=2 =(5 454 5)57 Hnm tan 4 55)E -05n5
Nous savons par ailleurs que z\, z3, =3 sont selutions de | 'équation du troisiéme degré swivanl
1 . .
- +z=-1=00 PE-D)4+(:-)=0& I:‘:—]:I[:2 +I]=ﬂ esc=louz=iouz=—i

L 'ensemble des solutions du systéme est {] o f'}
EXERCICE 15

1) L'équation 3’ - ( + JZT}I ++[2 = 0 admer comme solutions 1 et 2
2 1-iv/3 _1+idf3

ou =
2 2
\J = 1 i
=2 = :j'ﬁ:+l=ﬂ =] _'-:=——-2 byd o :='J:-;J£

3 f’{:}::"—(]+u'2_)::v(2m:!-(l+ﬁ):+] : 2‘::+£
-‘-'1]{1=:3+?+r_-11——(1+-.’ixz+{-)+?=Z:—(I+J2_)Ff+-.ﬁ-

P(z) = 0 nous raméne & I "équation de (1) d'ou les sofutions de F(zy=0 sonr ;

| NE . ]-HJE . JE—JJE : -;\E-Hﬁ

b

A= R g ¥ g F 2

EXERCICE 16

f{::}=:3+a:2+b:-ﬁa - gy=l4i el zp=AU
D, f/+i)=0 < 2ui 4+ (14 1)b=2-10i
f(2)=0 o b=-2ai
La résolution de ces dei
flzy= 4 (1-50)7 = (104 21)= 4 81

2 = mrfe-sifi-n) @ [@=(-1-Ka-2ie-2) aveozy= 2+ 2i dou

Sz =(-1-if=-2i)=+2-2)
3}Iﬂ=\|rf - dArezn =% Igzl-_E . ,1,-g:]=_§

Egralions nous damne e =1=5i et h==10=2id"ou

|5l=242 5 argz=-5

48
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EXERCICE 17
Soit (E) : = +(i-2)22 +3{1-i)z42i-2=0
-2z 432, -2=0
28 =375 +22, =0
On obtient 2= 1. D'oi (E) : {:—1)[:1 tbz-2i4 2)-0.
Ontrowve b=-1+1. (B): (z~1)(=* +(-1+1)z +2-2i) =0

1) o est une racine récile de (E) équivan ¢ : {

“"“‘:fﬂfﬂﬂ'ﬂf'éqwrfﬂnf(zz+(—l+r}:+2—2:‘)=ﬂ somt z,=1+i e 2y = =21,
Pﬂsﬂﬂiqm‘?|'=.T+I)F:|:u-*J%:|l—_;-f}ﬂ1=1i(i—x}z+y2
== Y= +(1-3)" & = 124

RPN (B Y (00 ST () R lf
e o s et

d'r.'-*ﬁf=-§-+li
|
EXERCICE 18

Ainsi [ 'éguation devient : [z’I -2+ Exzz =4z +4z)+1 3) ={

Les solutions de I'équation z* —4z+13=0 sont 2+ 3ief 2- 31
L 'ensemble des solutions de 'équation 262 42321 3427 +26=0 esr:
S={1+i,1-i.2+3i,2-3i)

EXERCICE 19

1} oit les racines quatriémes de Z soni de la jorme 2, = [2: 4 -Ii] avec k € {0;1;2; 3}
Z, =2 [ms{-§-+ £2) 4 jsin(§ + %))

Puisgue =
avec = Jl +2 + r-J:r—‘l En donnant é& k e vafeur )
On obtient 2, = 3'(c05—+:5m-—] = Jl-- NG +J-JJLT—I

-Jl_-n-__ -,,‘2+J_ JJ_ '..JrZ—_

BCT g ha 2

49

= 7 alors = est une racine quairiéme de Z ainsi fes racines quatriémes de Z sont ; z,

z:J]-.-ﬁH-J\_fE--I . Z=:z'. Aprésles calculs on obtient * = 8i donc E=E:‘=[E;—;+2k:r]

-z ef —iz
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Nombres Complexes

EXERCICE 20

1) Ay 2 Ay

B

Z

o]
€l
e

o

L
=

L
Le triangle OMA est recrangle. M étam le mifien | [I'angle AON = T ear le triangle OAN est isocele
de [AB] elors AM = l o "o el rectangle done Argz =%
OM? = 04% - AM* =9-1 o OM= _£ GH2=§-GA: = ﬂﬁﬁi;ﬁ d-ﬂil:l=%
d’of [:I = i{-

Fa
L 'ung-'u[AGM) =30°=Ldol Argz=%

EXERCICE 21

=242 : -z—i—:f
A est 'image de =, et B est 'image de 2.
a) Calculons I'affice de z3de C

OC = 04
C est l'image de A par la rotation de centre O et d’angle de mesure de 22 éguivaut & [ -:'JE : {,‘:‘-’[’] i SFJI

0A=|:T|-—-2J_2- = 0C=242
=|5l=22 = |a]=242

_y i i
[GA,DC:)=HIE-’;'HSQ=% = g =g ags

Soit 8, I'argument de z;

W‘SIF':%} — Flﬂﬂ.
sing, =4 4

- = dm = _ 13X
g, =S riT 12

_3-—2'4'_(1305 +:5m1§—) ZJ_( -¥6- J_ Jz_ Jﬁ] -'U@_-]-H-{]"yr;]

-

b) Prowvons que ——= est un imagmaire pur

2T =2

50
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MNombres Cﬂmplglcs ___

;3_-;2_1_~ﬁ-1+:[|-./§)-1+.:£ (-j-ﬁh}(l—:{hﬁ]]_1[3+4J§)_,_
=5 2-2i-1+i3 - I+(2+J§)Z ks

- S| ; P
dune sl w inaginaie pur,

BC s 2
T 1 = BC=RBA = [letriangle ABC est isocile.

- =k =%
D'autre part NT,[E:—"’) = ( s BA) = arg(i) = ¥ donc fe triangle ABC est rectangle

n—=

EXERCICE 22

1) (o, &, &) est un repére vrthonormal direct du pian d"unité 1 cm

a=2-2if3, b=2+2if3, e=8 ona:|d=4, |f=4 |{=8

arpla)=—-%, arglb)=% i

doii a=4[cos(-§)+isin(-§)]  b=4{cosF+ising) ¢ = B{cos0 +isin0)
a-¢ —6-2if3 g

LB —6+2JJ§=%+F{1

onalgl=1 = |a-¢=|b-¢ alors AC=BC d'oulc iriangle ABC est isacile ef puisque

=cosE+isint dolig=e"?
3 1

arg(q) = [EB, (:_:4) = & done le triangle ABC est équilatéral.
3) Déterminons le burycentre G des points ponddrés {H, [ag. {E, ! El]}, (C, lrﬂl

(lnea: 4G74+4§B+EG-E: =0 & ff#+.ﬁ-h+1€c=ﬁ

a+b+2c

G a pour gffixe zg = 2 =5 ; donc G est Te point de coordennées (5, 0) dans le repére

A_i'.ﬁh A%B—Z&kﬂ

(0: 83 1)

- — —5
4) Dérerminons Uensemble (E) des points M du plan tels que HM.-I + MB+2 M[‘I] \ = 1

- — -+ - ' | - -
A}A+A«_;’1':HEM."H:|MA+ME—2MCE o N4}AGH=I’(IA+CH

Sait 1 le milieu de JBCY
b

4 r.?t;l:lf?;nﬂ?ﬁﬂ = NMG|
‘;;(;1 ‘ & MG =GC =3 d'oii(E) est le cercle de centre G el de rayon 3.

Construction de (E) : Voir figure

A 11.11 G

o A
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Nombres Complexes 8

r\

£ 3 (E)

9 |

EXERCICE 23

1) a) Soit & résoudre dans € 1'équation =2 - (2 + JH_): +2+43=0

a=[~[2+ﬁ)z -4[2+J§]]= =42

2+43 2443
S_a"zﬂﬁ v 289
_.[ 5 +xi; 5
c) u=z+1 o u=4_;ﬁ+-}£
[ -
oo v=19+43ﬁ+4+2~.5‘_%_2 st v=5+;~.3+4+;'r;:.

Plagans dans le plan complexe les pomis A, 8, C et D d'affixe respectives 1, z), w et v dans le plan muni
d'un repére orthonormal(o; €. &, )

¢) Soit @ démonirer que les points A, B el ) sont alignés

NE: L (2 (s in)- £ 2l fFa3-3-443
1 A 5| e\ "zl 1 3 4
2 ?

d&f? 2) [j;j, E:‘J) =0 d'oi les points A, B et D sont alignés
1=

52
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ARITHMETIQUE -
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~ ENONCES ~

EXERCICE 1
1) Les entiers ab et ba sont écrits en base quatre.
‘ ‘ . = ba-ab=a
Reésoudre le systéme en examinant toutes les possibilités pour aeN s
a+bh+3=ab

2) aetb prenant les vﬂlt:urs trouvées cn 1), éerire cn basc dix puis ¢n base deux chacun des entiers
naturels 3a35 (€crits en base 4).

EXERCICE 2

Résoudre dans #x27
a) I'équation 3x-Sy=6

Jx=5y=06
b le systémE{ = !'P
y= s

EXERCICE 3

Diémontrer par récurrence que :
YneM 2x6x10%......... #(4n - 2)=(n+1)(n+2)......x2¢

EXERCICE 4

1) Démontrer que W eN 30 4 2 % 4¥ est divisible par 11
2} Déterminer I'ensemble des entiers naturels a tels que 3™ + a.4™" ' soit divisible par 11 pour tout
entier naturel #.

EXERCICE §

1) Démontrer que pour tout entier naturel p, E | p 45p est divisible par 5.
2) Déterminer les entiers naturels p tels que p' +p- 2 soit divisible par 7.

EXERCICE 6

A tout couple (x, n) d’entiers x et n supcrieurs ou égaux a deux, on associe le Nombre entier noté a(x, n),
qui, dans le systéme de numération de base x, s'éerit avec n chiffres dont le premicr et le dernier sont
des | et les autres (s'1l y en a) des zéros.

Ainsi @(3,2) = 11en base 3 qui est 'entier quatre.

a(33) =101 =10
a) Montrer que quelle que soil la base 1, ai(x, n) est divisible par afx, 2) si n est paire et ne 'est pas sin

est impaire. = : _
b) A quelles conditions les entiers x et n doivent — ils satisfaire pour que le couple a(x, ) soit divisible

par 3.

54
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Arithmétique . __

EXERCICE 7

Soit N un entier naturel tel que, en numération décimale, N s’écrive abed et que |'entier qui s’éernt
bedax par 7,
1) Montrer que si a =7 alors beda—10 N = 0[m0d7]

En déduire que pour cette valeur de a, N est divisible par 7.
2) Montrer que 10N — 3a est divisible par 7 ; en déduire que si N est divisible par 7, alorsa =7

EXERCICE &

1) Seit N Pentier naturel dont |*écriture dans le systéme de numération de base 13 est N'=25x 3. Pour
quelles valeurs de x : N est — 1l divisible par 6 ? divisible par 4 ? divisible par 24 7
2) Déterminer I'ensemble des éléments x de Z qui vérifient : 3x = 23(mod 7) . En déduire I'ensemble

des courbes (x, y) d= 22 qui vérifient 3x - Ty=23
. (D'aprés Bac SET 1931)

EXERCICE 9

1) Trouver trois naturels a, b, ¢ différents del, premiers entre eux deux & deux et tels que
axbxe=495
?) x, y, = étant des chiffres de la base dix, on considére le nombre A = x13y8z en base dix. Déterminer
tous les triplets (x, y, 2) pour lesguels A est multiple d= 495.

(D'aprés Bac SET 1980)

EXERCICE 10

Les chiffres dans le systéme de numération de base seizesont ' 0, 1,2,.... 9, a b c de [
1) Calculer le quotient Q et le reste R de la division euclidienne des nombres M par N dans les cas

suivants ; (la disposition pratique de la technique de la division en base seize est exigée)
a) M=cafe et N= bac

b) M -abada et N =def
2) Vérifier les résultats du 1) a I"aide des écritures de M, N, Q et R dans le sysi2me décimal
3) Déterminer deux entiers relatifs x et y tels que 51966 +2988y = 18 ; 51966 et 2988 sont donnés

dans le systéme de numération de base dix.

EXERCICE 11

1) Montrer que si p et q sont deux entiers relatifs premiers entre eux, il en est de méme de pct q3,
2) On se propose de trouver les racines rationnelles de 1"équation (1) : 3x’ —2x* +6x—4=0

x) ik 2 un nombre rationnel écrit sous forme irréductible. Montrer que, s'il est solution de (1) alors a

divise 4 et b divise 3. P i
b) Montrer qu’une solution de (1) ne peut etre négative,

¢) Déduire de ce qui précéde que la seule solution rationnelle de (1) est % .

3) Résoudre dans C I'équation : 3r” - 2x" +6x-4=0

55
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Arithmétique

EXERCICE 12 S

1) Etudier suivant les valeurs de enlier maturel n le reste de la division cudid'"’-'ﬂm_&' 7" par 10.
2}_ Dans le systeme de numération décimale, déterminer, suivant les valeurs de P'entier maturel n, |
chiffre des unités de 'entier A(n) définic par A(n) =1+ y St RDRE b

EXERCICE 13

1} Résoudre dans Z° I'équation 17g - 11p =2
2) On considére par 7 la classe d"équivalence modulo 187 de I'entier neZ. Résoudre dans Z/1872Z
I'équation x> —1=0

EXERCICE 14

Soit E I"anneau Z/33Z , la classe de "entier naturel 1 sera noté 7
1) Soit f I'application de E dans E définie par f(x)=17x+9

Trouver Pinverse de 17 . Résoudre dans E I'équation f(x)=0
2) Montrer que f est une bijection dont on donnera la bijection réciproque.

EXERCICE 15
Résoudre dans N I'équation * 3% — 5x3"* = 3* +5=(11]

EXERCICE 16

1) Déterminer le PGCD des nombres 21590 ot 9525
2) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs x pour lesquels 34.x = 2[5]

3) Résoudre dans ZZ I"équation 21590x + 9525y = 1270
EXERCICE 17

On désigne pard la classe d'équivalence modulo 15 de lentier a.
1) Déterminer les couples (a,b) tels que ab = 0. ax0etb=0
2) Résoudre dans ZNSEZ l;&]uaiiu!] g .ﬁ-,.- +5=0
3) Résoudre dans (ZN5Z)" le systéme suivant ;

3.1' + 3}* :l:]

{2}’, + Y= fs

EXERCICE 18

b est un entier strictement positif supéneur & 1. On rappelle que b -1=(b+1)o-1)

1) Quel estle PGCD de Bet(h-1)7
2) Quelest Pensemble des solutions dans Z° de I'équation Blx+(b=1)y=1?
APPLICATION NUMERIQUE : Résoudre dans Z’ I'équation 9x+2y =1
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Arithmétique Cnances
EXERCICE 19

Déterminer les couples d'enticrs naturels {a, b) tels que

n {a +h = 168 2 {PGCD{a.b} =27
PO a by = 2) FPCM(a,b) = 108

3) (a.b) #(0,0) PGCIa,b) + PPCM{ab)=b+9

EXERCICE 20

Déterminer les paires d’entiers naturels {a.b} qui vérifient :
n—16d=19T7 ol = PPCM(a, &) et d = PGCD(a, b)

EXERCICE 21

1) Etablir que ¥(a,b.9) € Z’, anb=bn(a-bq). La notation a ~b désigne le PGCD des entiers
relatifs act b
2) Montrer que Vi e Z (5;13 -ﬂ]r-.{n +2)=(n+2)n38

3) Déterminer I’ensemble des entiers relatifs » tels que (n + 2) divise (57" —n).
4} Quelles sont les valeurs possibles du PGCD de Sn —netn+27?

5) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n tels que {Srrt = n] Alnt2)=19

EXERCICE 22

1) Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de 'équation (1) - Sx—4y=2.

2) On considére 1'ensemble des couples (. &) solutions de (1)
a) Quelles sont les valeurs possibles du PGCD de wet & ?
b) Montrer qu'il existe un seul couple (a, 5) dont le PPCM de a et best60etle PGCD deaet best 2.

EXERCICE 23

1) Démontrer, quel que soit I'entier naturel n, ona : 3°" +2""* =0 (7]

2) Résoudre dans Z/77Z I’équation : 2 +dx+b6=0
a’ -5 =405

3) Résoudre le systéme (a,b) eN'xh’ {3’ m étant le PPCM des entiers a et b,

(Daprés Bac SET. MTE MTGC. 1998)
EXERCICE 24

1) Onsaitque: 107 -1=9x111
10°-1=7x11x13 —_— N .

Pour tout enticr naturcl, on considére le nombre A4 = 107 +2x 107 +2x 107 + 1.
Déterminer le reste de la division de Apar 111
2) On suppose mimpaire. Démontrer que A est divisible par 7, par 11, par 13,
3) On suppose n pair . Ny

a) Démontrer que A - 6 est divisible par 11, par 7, par I3,

b) Quel est le reste de la division de A par 111x1001 7
LA ool e i - {Daprés Compasition I* Période District de Bho 1997)

£
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EXERCICE 25

‘[’} ﬁlcnm_ncrauirunl fes valewrs de Tentier naterel p, le teste de ladivision de 4" par 7.
2} Déterminer suivant les valeurs de entier naturel o, be reste de la division de
A= 851" 4 8517 48517 4 2 par 7,
3) On Considite Ie nombre B qui " éerit dans Ie systéme de numération d base quatee, B = 2103211

Déterminer dans Je systéme déevmal le reste de 13 division du rombre 13 par 7.

58

FYFRONWECCTIRBICEY NE WA THELU A TR ¢

60/161



Anthmétgue [Selutions

~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

1) Les racines ab el ba somt écrit en ba quatre :
ba —ab =« i db+a-d4a-b=a =3alb-a)=a (1)
a+b+3i=ah

L'équation (1)} est équivalente aux cas suivants :

o Sia=0alorsh=1 etona: 3\]31l :.'EII:IH‘.‘I]II‘.ZII2

o Sia=3 alorsb=2 etona: 3137 =222=11011110"

—— = .-—2

s Siag=6 glorsb=3 etona: 3133 =223=11011111

a+b+3=da+h Do=1 (2)

EXERCICE 2

Résoudre dans Zx & :
a) L'dguarion 3x -5y =6:
3r-5y=6 < Ix=6+5y =65 & x=25] & x=5k+2
Qaobtient dans 3x-5y=6 , y=3k
D'eit 'ensemble solution dans Z' de 3x~5y=16 esi 8§ = {(Sk +2 ,3.&) o EZ}

3x-Sy=06 _
b) Résoudre dans Zx Z I systéme & . D’aprés a):
y=x'[5]

3x-5y=6 = x=5k+2 ;y=x'[5] @ y=(5* +2}1[S] e p=4[5] & y=5k'+4
Puisque nows avons aussi y = 3k alors on obtient S5k'+d =3k .
Soif —Sk'13k =4 o k=5a¢+2 (aeZ)doul ‘ensemble des soTutions dans & x Z du sysiéme

est: x=Sk+2=25a—8 ; y=3k=150-6 e S={(25a-8;15a-6) aeZ)

EXERCICE 3

Déterminons par récurrence que ¥'n eN’
lxﬁ:w.]ﬂx._..,.,..x{dn—1}:{;:+!}{H+1] ....... 2n T
=1 idm ; =2ona 2x6=3x4=
Nous servons que pour n=1:12 ldememep?urn
Supposons la propriété vraie jusqu'au rang n ie 2 x 6 10%......x{(4n = 2) = (n+ 1)+ 2).....2n er

montrons qu‘clle est vraie au rangn+1 ic |
2x6x 10x.....x(4n—2)dn+2) = (n+2)n+3pc..... x2(n+1)

D'aprés I'hypothise de récurrence 2% 6 x10%...... x(4n=2) = (n+1)(n+2)x.....x2n donc
2xfix Iﬂx.,._._x(‘in -214” + 2] = {H + ]:]{ﬂ +?}K ...... KIn (4”' ¥ 2]

=(n+1)(n+2)x znx{lnﬂ]xi:{n+2]x[n+3]x.....x2nx (24 1) x 2(n+1)
=(n+2)n+3)...2(n+1)

Ce qui montre que la propriéié est vrale au rang (nt+1)
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EXERCICE 4

1) Démontrons que : Vae N 33" 42 < 4™ est divisible par 11 ;
32m| =3 32‘» =k o" . 4.1"1-! i 4:‘.41“

Nous savons que 4" = 9| 1]donc2 x 4™ = 8 4’ = 8x9"[11]

Aingi 3 4 2% 47 = (329" +8x9"|[11] & 37 +2x4™ = 0[1]]

Car 3x9" $8x9" = []1x9" = 0[11]

2) 3 ol 2 q11] 23x9" +4.09" = O[11] > du+3=0[11] & a=21]]
d'olt a E{'E k+2} aveck e Z

EXERCICE 5

1) Démontrons que pour tout naturel p 81p° - 45p" +4p est divisible par 5

Nous savons que 81=1[5] , 45=0[s] e 4=4[5] alors 81p° -45p* +4p=p’ +4p[5)]
Powrp=1 p*+4p= 5=0[5]

FPourp=12 p$ +4p = 4UE{I5]

Supposons que pour loutp € N p* +4p = 0[5| monirons alers que (p+ ]}5 +4p+l)= '[}Ii]
Ona: (p+1]s +4(p+1)=p° +4p+5(p' +2p +2p% + p+ l) = 0[5] par p’ +4p=10[3]
Par suite, pour tout entier natwrel p, 81p° —45p* +4p est divisible par 5.

2) Déterminons les enticrs naturels p tels que p:’ + p=- 2 soit divisible par 7.

Pour p e {I’J. 2,4,6,8}, p’ + p—2 n'est pas divisible par 7

Powrp=1 p +p-2=ﬂ'.-_[?]

Powrp=3 p3+p-2=28:[?]

Par suite p* + p—2 esi divisible par 75ip=1+Tkoup=3+7k ke N

EXERCICE 6

Soit = alx, n} =T00-001"  (n chiffres)

a) =alx, n) = 100001 (n pair) ofx,2)= H

Lorsque n est pair la somme des chiffres de rang pair est 1 ef celle des chiffres de rang impeir est |
1—1=0= o[ﬁl & N ase divisible ar afe 2)

Lorsque n est impair la somme df Ich:ﬂ.’ms de rang pair est 2 el E:fife des chiffres de rang impair est 0 -
3 _ 0 =2 n'est pas divisible par 11 d'oti n'est pas divisible par 11

by alx,n)=x" 'o1=0[3) sst 2" =2[3]

pour gue £ 1 sou comgru & 2 modulo 3 if faut gue x = 1{3] el n=s ]I?,]

En conclusion a(x, n) est divisible par 3six =3k 2 ctn=3k"+ lavecke Netk'e N
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Arithmétique [Sotutions]

EXERCICE 7

N=abed et beda=0[7]
1) Montrans que * st a=7 alors beda - 10N = 0[7]
Ona beda— 10N = b10* +c10+a - 10210’ +5.10% + cl0+ d’)

a=(1-10")
St a=7 alors beda-10N =7(1-10*) = 0[7]
boda —10N=07] = 10N=(7] = N=0[7]
beda = 0[']'] car |0 n'est pas divisibie par 7
2) Montrons que 10N - 3a est divisible par 7
10N - 3a=a10" +510° +c10® +d -3a =510* 4+ c10* +d.10+a +al0’ - 4a,

10N = 3a = beda + a(10* - 4)
10=37] = 10°=4[7] & 10'-4=07] & a(10'-4)=0[7]
Puisque beda = l]'[?] alors 10N - 3a = beda+a(10 - 4) = {I[?]
Si N est divisible par 7 alors 10N = ﬂ{’?l ef comme 10N -3a = 0[?] alors 3a = 0['?1:} a= 0['?]
Or ae {{], e SRR . 4 Q}danca =7

Davere part

EXERCICE 8

) & = 25% 3 dans le systéme de numération de base 13

N =213 +513% + x1343

ona:13=1[6] = N=245+x+3[6] = N=x+i[f] .
N=0[6] & x+4=0[6] = x+4=6F = x=6k-4,keWN
xef0,1,2,...12) = 0s6k-4512 = ke{l2}
pourk=1 , x=2

pour k=2 , x=8
On a aussi |3E][4] = HEZ+5+x+3[4] =3 N=x+2[='-|]

Ndivisible pard <> x+2=0{4] < x=4k-2, ke '
2€{0,1.2,....12} = 054k-2512 = kefl,2,3]
pour k=1 , x=12

pourk=2 , x=6

pour k=3 , x=10
Nest divisible par 24 ssi N est divisible par derparbear2d =6 x4

Ndivisibie par 24 < xe{z,s]n{z,ﬁ.m} o x=2

2) 3x=237] < Ix=Tk+23 ke Z

3x =7k +23 :,%“23 o Yo puiisque 7= 1[3] et 23=1[3]
3”;+2:.rk+2:3:x=>k-=3a—2;ﬂ'r.—‘2 d'oli :
3x=?k+23¢?3:=?{3a—2]+23

Ix=2lg+9=x=Ta+3
donc 3.:—23[?]<->x:'?cr+3 L E &
Gl
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Aritnéige

Ona:3x-Ty=BTy=3x-23cTy=YTa+3)-23
ly=2la-Hey=3a-2,aeZ
donc 3x =Ty =M (r,y) e{(7a+33a-2)a e Z }

EXERCICE 9 .

1) Ladécomposition cn produit de fuctenrs premiers de 495 nous donne
495=5x9x11d"%i (a b, c) = (5,9, 11)

2) x:y .z dtani des chiffres du systéme décimal on donne A= x13y8z ; A esi divisible par 495 ssi il est

a la fois divisible par 5,9 er 11
AED[?] = z=0puz=5: A=ﬂ[9] = :+}'+3=ﬂ[9]
A=0[11] = y+z-x+1=0[11]
*  Siz=0alors on aura Ie systéme {x Gy .

—x+y+I=11k
0sx<Ser0<ys9 = 3sx+p+3s?2 o 3<9k<2 o ke{l2]
9<rs0er0sysd = -B<-x+y+1=10 & -8=<il's10 = k=0

x+yp+3i=y

Ainsi on aura : s de solutton dans N’
{—x+ y+i=0 (pa )

+y+3=18
T & y=Tet x=8 Danscecas A=813780
—x+yp+1l=0

il e ‘x+y+3="9k
s Siz on aura le sys mf1_l+y+]=”k,
8<x+y+8s26 o B2 o kell 2}

g<-x+¥<15 o -351W's1s = kKef01}
La résolution des 4 systémes obtenus en faisant varier k el k° dans leurs ensemble nous donne x =8 et
y =12 ce qui correspond & A = 813285, En conclusion A est divisible par 495 si et serlement si

A < (813780, 813285}
EXERCICE 10

1) * Ondivise cafe par bac fou ca par ba ouc par b
Disposition

ot
*| =
-y !
o = 11
.

b) c=12=11+1=lxb+]
On divise 103¢ par bac (on divise 10 par b} 10=16=11+5=1xb+5 d'oli caje = 11xbac+492
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Arnthmétique m

ﬂbmhl hac

ot | —=
2 |= ¢5
A7%
= 4 Jad
Icf

@ﬂﬁdunc on divise abad par def ou ab pard:
ab=10x16+11=10(14 +2)4 1= 12x14 +3=cxd +3

exf=12x15=11x16+4 =24

cxe=12x14=12(16-2)= 10%16+8 = a8

cxd=12x13=9x16+12=0¢

‘,f 'oit ¢ x def = ad79, On pracéde comme précédenment pour déterminer le quotient de 7% par
def et le reste.

En conclusion_abada = def = c5+1¢f

2} Veérification : cafe  =12x16" +10416+154+16+14 = 51955 (en base dix)

T =16+1=17 ; bBac® =11x16*+10x16+12=2988

492" =4 x16? +9x16+2=1170 ; 51956=17x2988+1170

abada =10x10" +11x10% +10x 16 +13x16+10= 703194 fen base dix)
def =3567 ; c5=197 ; ief =495

d'oit 3567 x 197 + 495 = 703194

3) 51966+ 2988y = 18 2887x + I-ﬁﬁ}'n 1

L'algoritiome d Euclide nous donme :

17 2 1 1 1
2887 | 166 65 36 29 7
65 36 29 7 1

Nous en déduisons les relations suivanies :

65=2887—-17 %166 ; 36=166—-2x65; 290=65-1%36; 7=36-1%x20er1=29-4x 7 d'ou
1=29-4x(36-20) o ]=-4x364+5%x20 & 1=-4%x36+5(65-36)

] =-9x36+5=65 & 1=-9(166-2x65)+5x65 = 1=-9x166+23 %65

> 1=-9x166+23x (288717 x 166) © 12887 x 23+ 166 x (400 )

Une salution particuliére de [ '‘équation 2887 X + 166 Y = | estalors (23, -400 ).

L' ensemble de ses solutions dans Zlest: 8= {(-166*4-13;18371:-4[]0};,& « Z }

EXERCICE 11

1) Hammvmquesape:q.mmdeuxem:‘crsrc.'a!g{rrefs gue pag=1alorsvne N, pag” =1 :en
particulier pa g’ =1
2) Soit | équation (1) : 35" =2x° +6x-4=0 : r
. j y i '_](n] _g(.u) & 6(‘}—4 =0
a) bmrfeﬂmecanbnl,s:-g-e,s;umm{unmdz{I}a.’nm p g {
& 3a’ —2a% + 6abt -4b" =0
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Arnithmétique "
a(Br:-! —2ab+ 6!:1)- -0 a(3n1 _2ab +ﬁ.§-3) = 4p*
En posant k = 3u® - 2ah+ 68> alors ona : ka = 4b%:a et b élant premier entre ews, d ‘uprés gawss b

divise 4. De mime ;—" solution de (1), 5i 3a® - 5(261 —Gab + db:) —0e 3’ =k

(k-=1a=_5a¢-+4b=]

En vertu du méme théordme de gauss b divise 3
b) Soit x une solution de (1), supposons x <0 alors a >0 iel que x=—u donc

3{"‘"}3 =3 2{—“]2 +bh(~a)-4 =0 30" + 22" +6a+4 =0 ce qui est impossible car a étant positif alors
3a" +2a’ +6a+4 > 0 d'oi x ne peu étre négatif
<) D'aprésles gquestions a) et b), si % exi stlution de (1), alors a € {1,2,4}43:‘ be {',3} ; on vérifie

aisément que seufe % est solution dz (1)
3 y i 3 3 G 2 o ﬂ!
3) 3 éiant ume solution de (1), 3x° =2x° +6x -4 est divisible par x - 3 La division nous donre

327 -2x7 +6x-4‘(1‘§](3x: +ﬂ]aimf(.’} x’% oud +6=0x =2 x=if2 ot

X= —N‘f.
. 2 :
Leg solution dans € de (1) sont : 3 2, —iaf2.

EXERCICE 12

1) n étant un entier naturel, on a7’ = 1[]0],?' = ?{Iﬂ}?’ =9 ﬂ}. a7 = l[lﬂ]:'?“‘ = 7[1(]]
742 2 9[10] er 77 = J10] avec ke W
2) Alr)=1+7 + 72 4 P4 AT nous remarguons que la somme des reste esi :

14 749+ 3 =20 {Te chiffres des unités est ()
- Sin=4k le chiffre des unités de A(n) est 1

Si m=14k +1 le chiffre des unités de A[ﬂ} est 147=8
Si n=4k +2 le chiffre des unités de A(n) est)+749=17 qui est ]
Si n =4k +3 le chiffre des unités de A(n) est celui de 17+3=20 qui est 0.

-

EXERCICE 13

1) Résoudre dans Z I'équation 17g=11p =2

17g-1p=2 < 17g=211] & 6g=21l] < g=4[1] & g=1lk+4

On obtient p=17k+6 ; l'ensembie des couples (p, q)€ Z solutions de 17q - 11p=2 est
5:{(11;c+45-,1u+4),kez}

2) 1 désigne la classe de n dans ZN\81Z

Résoudre Z/|BTZ = x1-1=0

P -1=0 = (I—TXI+T)=§ = {I~IHx+I}Eﬂ{IR?] cﬂ(x-lXxH):{]lxl?]ﬂ' (HE@.

G
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Anthmétique o

rf=l=0 < [[.r-]=IIpe.rx+l=[‘}'q) ou {r—l =17g et x+1 :]lp}]

r—=1l=1 IP
* » 2 " p o )
{x+l=l?q = 17¢-11p=2. Cela nous donne p l'?kd-ﬁ.

Danscecas x= 18Tk +6T > x =67

I_IEI?‘? 17 11 2 ot 17k -6
x+1l=11p - q+11p=2 ;onobtienr p= -6.

Dans ce cas x = 187k - 67 < x =120
Dans Z/181.Z x = let x=—1= 186 sont aussi solutions
En canclusion les solutions de ['équation x* ~1=0som1 , 186 , 120 et 67

EXERCICE 14

E est 'anneau Z/33Z. n est la classe de n 1 _

1) fE -+E:fo{x)=ﬁx+§.L'mmrsadc]Ta‘hmEesHWémenrarqurue 17xa=1:on
obtient a=2 car 17 xZEﬂH]

f(0)=0 o 17x+9=0 o 2x17+2x9=0 < x+I8 g
Jest bijective ssiv ye E, Qxe Erelgue y= f(x}) < y=ﬁ.x+§al?-=y+24 e x=2p+15
Ce x étant unigque pour y donné alors fest hijective @ =2+15 -

2) g:E—» E:x glx)= 2x+7 Nmnn*m:m;-'mm_t;me_ﬂ=llﬂ ; puisgue 11x3=0 alors :
o S§ix=3k est éiément de E alors g(x)=22x3k+T7=7

o Six=3%k+1 alors g{:]=ﬁx(3k+j)+?=iﬁ

o Six=3k+2 alors g{x}:ﬁx(ﬂni)i-?:ﬁ

En conclusion {‘ensemble a_:fe.s images des éiéments de E par g est 5= F 1R, 29}

0 & x=15

EXERCICE 15
Résoudre dans W1 'équation dinconnu x :
3% _5x 3% -3" +5=0[1]]
3553t —35 45 =37 - 1)¥ -5)
(= -1z -s)=oft] o F*-1=ql] o 375 of11]
Les restes de la division par 11 des puissances de 3 sonf : 3 =111]
=311 ; 3%t =] ; 3= 1] ; 3% =4q11] (keN)
~1=0[11]< 3 =[ll] > 2x =5k o 3a e tel que x =5a
"-5= lJ[I l] =3 = ql I] > x = 5k +3. En conclusion les solutions dans Nde l'équation

% G 3 =37 +5E({ll] vomi ;. x =5k ou x= 5k4+3 avec ke N

3!1*
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Arithmétique . Solution:
EXERCICE 16

1) Déterminer le PGCD des nombres 21590 ¢ 9525

Aprds décomposition on obtient : 21590 = 2x5x 17x127 er 9525 = 3x5'x127 d ‘0t PGCD
(21590, 9525) = 5x127 = 635

Remarque : 'algorithme d'Euclide nous donne :

2 3 1 3
21590 | 9525 2540 | 1905 635
2540 | 1908 635 0

Ce gui nous conduit a PGCD (21590, 9525) = 635

2) 3x=2015] o 17x=115] & 2x=115] & x=§i5] & x=15k+8 keN

3) Résoudre dans Z » Z 21590x + 9525y = 1270

Cette équation est Squivaienic d : 34x+15y =2 > 34x=2-15y <> 3dx= 2[15] e

D 'vir I 'ensemble des solutions de I"éguation st » 8 = {(l Sk+8,-34k-18).k e Z}

EXERCICE 17

0 désigne la classe d'équivalence module 15 de I'enier a
1) ab=0avecax0erbz0 o (ab)e{(3k 5K, 5k avec k e {L.2.3, 4} et k'e{1,2}

2) Résoudre dans Z115Z I'équation x* —bx+5=0
x-1=3k% {J.'-—l=5k'

2 & i : 2 s 3
2 -bx+5=0 & (.r-lHr-—j]—D:r =1 ou .r—Smr{x_j_ﬁ. oMl _s

r=1=3k et x-5=5k & 4=3k-$k‘wr::rb.rlam.{'-—'3w&'=lca::gur'nausa'unnc,t-liﬂ
x—1=5F et x=5=3k & 5k'=3k = 4 on obtient k=3 ce qui nous donme x = 1
En conchasion l'ensemble des solutions dans Z[15Z x1—br+5=0esr S= {i, 5,101 1}
§x+§y=3 (1)
& dans (ZNSZ :
3) Résoudre ( y {jau—y:ﬂ )
(2) < _y_—.ﬁ—ix:{1}devierrﬂa]urij+j{5—ix ="5.!t¢=>—j.r-fi<:>'3.r=—j¢=r-3x:l-2
d'm‘;x—.:ﬂ au..t-—-'.;' )
Pour x =14 ontrowve y=12 ; pour x=9 on trowve y =2
[ ‘ensemble des solutions du syséme est 8 = [(4 12],(9, 2)}

EXERCICE 18

b est un entier naturci strictement supérieur a 1
1) Puisque b2 — 1= (b +1)b-1)alors B —(b+1)o-1)=1
En pusant &= 1 ¢ ~(b+1)=v alars B2 (b= 1) vérifient lidentité de Bézow, ils sont donc premiers

ERire €1,
2) b x+(b- 1]_y =1.Daprés 1) [1, —(b+ I}} ext ame solwion particulitre de cetfe équation |

P'ensemble des selutions dane ZZl exi 8 = {(ﬁi- (b =1)4+1 ;I‘b" ~(b+ I}]'..k EZT}
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Arithmétique

3) 9x+2y=1 estde la forme x4+ {FJ == I] y =1 avec b= 3 d'ol | 'ensemble de ses selutions est
S= {{—Ik +1,9k - 4]} avee ke Z

EXERCICE 19
a+h=168

- 1) Déterminer les couples d'entiers naturels (a, b) tels que {PGCD ta, b] S

a=2ld
PGCD (a, b)=2] =
W {aazw

a+b=168 & 2a"121'=168 & a'+b'=8

otra' et b’ sont deux entiers naturels premiers entre cux alors

a' i 2 3 4 5 &
24 7 5 1 F ) 4 | 3 z 1
On obtient
" a'=1 G a=21 i a'=7 P a= 147
=T 6=147 =1 b=121
. |a=3 a =63 " a'=5 a =105
=5  |5=105 g T lheitd
Les couples d'eniiers nuturels (a, b) solutions sont deme (21, 147) (147, 21) ; (65, 105) ; (105, 63)

—— - PGCD(a,b)=27
2) Darern:r@ﬂv lex couples d'entiers naturels (a. b) tels gue PPCM (a,b) =108

- a=21Ta
na:PGCHa, b)=27 = e
D'autre part : PGCD(a,b)x PFCM(a,p)=ab < ab=27x108

XTa'=27h'=27x108 =4

avec PGCNa' b')=1

B
s

—

al
B 4

On obtient
a'=1 a=21 . ][n'-a - {a=103
= {y:q - [.zmmz b=1 b=27
Les couples d'entiers naturels (a, b) solutions sont = (27, 108) ; (108, 27)

3) Déterminons les couples d ‘entiers naturels (a, &) tels que PGCIXa,b) + PPCM(a,b) = b +9

Pasons PCCD{a, b)—d el PPCMa, b)=m
Aors a=da' | b=db' , m=da'h' avec and'=1
insi d+m=b+9 ¢ dida'b-di'=9 & d(l +a'b'-b') =9 d est donc un diviseur de 9 .

de{l,3,9)
* & d=1 alors a'b'-b=8 & b‘{d—l]:ﬂ = b'est un diviseur dc 8 E!'E{],Z,"r,ﬂ}.

Remarguons que pourd

a=3

* 8l d=3 alors 'b'-b'=2 '© fr'{ﬂ'—l}=2 Onaira > b'=lera'=3
67

=1, ua=daeth=§ doironaura: b=leta=9 ; b=2¢eta=5 ; b=4de
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Arilhmétigue \Serfutior

Ce gui nous donne a =9 et =13
Sid=%alors ab-b=0 o -':-'{fr'-l:l =0 < a=|e beVN
dolta=9 ¢ b =90, Lensemble des sulutions esi

8§ ={(9.1).(5.2)(3.4)(9.3)(9,9p'). b* € N}
EXERCICE 20

1) Déterminons les paires d'entiers naturels (a, b) qui vérifient

m—16d =1977 oit m=avh d=anh

Nous avons a = da’, b=db’, m=da'b’ avec o' nb’ =1

mi—16d = 1977 < d(a'b’ - 16) = 1977 - d est alors un diviseur de 1977 = d €1, 3, 659, 1977}
o Sid=lalors a'b' =1993% a'=1etb' =193 a=1 e b=1533

o Sid=3alors a'h' = 675=27x25 :onawa a' =1 el b' =075

ce qui nous donne a =3 et b=2025 ou b' =15

ce qui donne a=81 ¢t b=75
o Sid=659alors a'h'=19 = a'=1et b* =19 ; cela nous donne a = 659 et b=12521

e Sid=1977 alors a'b’ =17 = a' = 1 et b' =17, cela nous donne a = 1977 er &= 33609,

L ‘ensemble des paires (a, b) est donc
5§ ={(1,1993), (3,2025), (81, 75), (659, 12521}, (1977, 33609))

EXERCICE 21
1) Duprés ['aigorithme d*Euclide si a =bg +r alors anb=bnr puisque r=a - bq alors
anb=bnla—ba)
2) Ladivision euclidienne de 5n’ =101 +9 el pour reste v = =38
d'ou (5n]—n]n(n+_2}={n +2) A (-38)=(n+2) A 38 |
3) sn® —n est divisible par n + 2 5i (5}13 -n):\{n=2]=ﬂ+2 £ |:H +2] Ad=n+2 . Pourcelan~+

2 doit étre um diviseur de 38 2
doii: n+2e{-38 -19.-2,-1, 1,2,19,38} = {—45}. -21,-4,-3,-1,0,17, 35}

3) Les valeurs possibles du PGCD de [ﬁn’ == n} et (n+2) sont les diviseurs posilifs de 38 qui sont :

J, 2 19 et38 [5n3 wrr}n[n+2]= 19 si n+2=0[19] et n+2 est impair d'oit
n+2=19(2k+1)=> n=38k+17 avickeZ

EXERCICE 22

1) Déterminer les couples d'entiers relatifs {x. y) solutions de I'équation (1):5x—dy =2 (2,2) est une
solution particuliére de I'équation (1).Les couples {x, y) solutions de 'éguation (1) sont tels que
r=dk+2e y=5k+2 keZ S={((ak+25k42) keZ )
la=4k +2
k
9 eyes ()= {b=5k+2

a) Ona:
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Arithmétique [Soletions)
anb=(5k+2)n(Sk +2) =4k +2)n(Sk +2-4k -2) = (4k+2)nk = k 4k +2-4k) =k n2
sanb=2oranb=|
avh =060
anb==2
b
) ol ke Z
bh=5k+2
Gn.mi:queab=(uvb}x(ahb}
(4k +2)(5k +2) = 60 = 2
204" +18k—116=0

A’ =2401 = 492
-9-49 29

_EE : |'( o
20 10 :

alors k=2 = a=10eb5=12

-9+ 49 _ E i
20 10

EXERCICE 23
1) Démontrons que :
Pour iouf entier naturel n, 32 +2*2 =20 [?] ona 3 =2 [?]
alors pour tout entier naturel n, 3= 2[?]
32.!!43 _,‘_Ipn-! - 2» ” 33 +2n 3-:‘.2‘3' i?]
32av3 42273 = 2" % 35[7]
D'oir 3% + 27 = 0[7] .
2) Soit & résoudre dans Z/TZ = {0, i,2, 34,5, ii} D'équation x* +2x+6=0

jpar suife

Sy g g nl
ﬁ'=1-ﬁ=—5=2={3)
y=-l-3=3 x"=-i+3=1
dh&.ﬁ:{i,j}

a® —b® =405

3) Soir & résoudre le systéme (a, ) NN {}ﬂ:a&
On saif que md =ub ¢t a=a'det b=h'd oira’ ef b sont detex
ab < md =3d alorsd=3ef a=3a’,b=3b'

m 'étant le PPCM des entiers a et b.

Soir d le PGCD des entiers a et b.
enfiers naturels prentiers €Rre crs Im=

o ~b? =405 > 9(a* b7 ) = 405

a4 =45 > (a' 4+ b7 ) = b)=45
Jes entiers o', b' solutions sont (4" =23 et b'= 22) ou(a'=7,6' =2
Dois 'ensemble des couples (a. b) solutions est : 8= {[ﬁ?_ 6{':](2 1, 6}}

EXERCICE 24

1) 10° —1=9x111 ; 10 +1=7x11x13

n est wn entier naturel quelcongue
o ]
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A=10" 4210 + 2% 10% +1

a=(10"+ 1)[103"(1 0™ + 1)+ |]

On sait que 10° ~1=9x1]1] = 10°= (111)

alors 10™ =1(111) e 10% +1=2(111)

parsuile A=2x3(111) « A=6&111)

2) On sait gue 10" + 1=7x 11x13

alors 10° =—1(7) ; 100 =-1Q1) @« 10°=-1(13)

Pour iout entier impaire n ona: 10" = -1(7) ;, 10" =-1(11) e 10™ =-I(13)
10" +1=0(7) , 107 41=0(11) e 10" +1=0{13)

doi A=07) , A=0(11) a A=K13)

3) a) Pour tour entier naturel paire n, 10 =1(7) ; 10V =1(11) et 107 =1(13)
alors 10™ =T , 10™ +1=2l) e 10" +1=2(13)

d'oii A=6(7) , A=611) e A=6(13)

donc A — 6 est divisible par 7, par 11 et par 13.

EXERCICE 25

1) Déterminer suivant les valeurs de {'enticr naturel n, le reste de la division de 1" par 7
4°=%7) , 4=47) , 4*=27 , 4 =17
Pour tout ke N 4% = 7 . a4 |, 8 = 2{7) donc pour fout entier naturel n,
4" =r(T) avee re{l,2 4}
2) Déterminons suivant les valeurs de entier naturel n, le reste de la division de
A=851" +851> + 851" +2 par?
In g3
851=4(7) = 851" =4 m} B
4% = (4" = 1(7)

I, gin

851> = 4% (7) } e —

4% =(47)" =2"(7)

851" =4"(7)

Par suite A =851 4851 4851" +2=1+2" 44" +2(7)

Pourn=0 A=57) , pourn=1 A=2T) , pourn=2 A=27) , pourn=3 A=5T7)
Pourtourke M, n=3k = A=X7), n=3k+1 = A=27), n=3k+2 = A=2(7)
Done A=r(7) avec re{2,5}

3) B=2103211 =2x46+4° +3x 4’ +2x47 +4+]

B=2+2+3+4+4+1(7)

donc B=XT)
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SUITES NUMERIQUES -
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Suites Numériques s
~ ENONCES ~

EXERCICE 1

Trouver trois nombres réels @, b, ¢ positifs (a < b < c) constituant dans cet ordre les trois premiers
termes d'une suite arithmétique et vérifiant simultanément les deux conditions suivanies :
{a thtc=12

i o g LT
a®,3b,c* constituent dans cet ordre les trois premiers termes d' une suile géométrique
{Comp. SET 1978)

EXERCICE 2

i i e = . Ul = 6
Soit la suite numérique [/ définie par {Un N33V, . -2U, =3 4
1) Calculer L, [7; et U,
2) Onappelle ¥ la suite définie dans M’ par v, =, -3
Caleuler ¥ et montrer que Pona: 3V, =2V, = 0. Quelle est la nature de cette suite ? Exprimer V, en

fonction de n et calculer.
3) Lxprimer L/, en fonction de n et trouver sa mite lorsque n tend vers 1'infini.

EXERCICE 3

Ug=2

YreN;U,.,, =1-2U,

13 Montrer que pour tout #, [, et U+, son premiers entre eux.

2) Pour quels entiers positifs n, U, est il divisible par 3 7

3) Trouver un rationnel o tel que (U - o) soit une suite géométrique de raison —2. Déterminer alors U,
cn fonction de #. En déduire que ¥, >0, 5(-2)" +1 est divisible par 3.

(On définie dans Z une svite (IJ,) en posant {

(Bac 85 SET)

EXERCICE 4

Soit la suite (U,) définie par Vn e, U/, =In2"

1) Caleuler Uy Uy, U
2) Donner la nature de la suite (U,) et la somme des n premiers termes.

3) Soit (F,) la suite définie par ¥, = e* . Donner la nature de la suite (V) et ealeuler la somme des ny
premiers lermes.

EXERCICE 5

Quatre entiers stnetement positifs g, b, ¢, d, forment dans cet ordre une suite géométrique dont la raison
est un entier outre 10a” =4 - b.

2
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EXERCICE 6

Trouver les suites géométriques de premier terme et de raison non nuls telles que 4U, = 49U/

EXERCICE 7

Soit (Un) une suite réelle dans laquelle les dix premiers termes de la suite sont en progression
anithmetique de raison r et a partir de Uyg les termes sont en progression géométrique de raison g. On

donne Uy =0; U, =—-2-lf etrg=1.

1) Calculerg, r, Unnet Uy

2) Calculer la somme S, des n premiers termes de la suite dans les cas suivants :
ay n<lD;
b) n>10

3) Deéterminer la limite de S, lorsque n tend vers +oo.

EXERCICE 8

Soit (L) une suite géométrique décroissante de raisonq telleque: U, U, U, = % el
(Lr'l - %; Uty ,) soit en progression arithmétique.
Déterminer U, et g. Calculer pour tout entier # non nul la somme S, =Uj + U3+ +U, . Quelle est

la limite de 5,.

EXERCICE 9

7
Soit ([,) une suite géométrigue positive telle que: 4(U, + U, +U,)=7 ;U +U +Us= =
1) Calculer le premier terme U etla raison g de la suite (Uy).

2) Calculer la somme S, des n premiers termes de la suite.

3) Trouver le plus petit entier positif p tel que S, -2/ <107

EXERCICE 10

. . N 2 e i .
On considére ]a suite numérique U définie par U, =1 et pour tout entier natweel n; U, =5U, +n-1.

On pose V., =4l, —6n+15. .
Montrer que (V) est une suite géomeétrigue.

fonction de n, en déduire que pour tout entiern, U, =

1 6u-15
—+
- 4
Montrer que U, peut s’éerire I, + #,, ou (T, est une suite géométrique et () est une suite arithmétiqu
Calculer Ty =fo + f) + cooecnnt €1 W, =Wo+ Wi+ rret Wa
En déduire 7 = Un"‘ U|+.. cavanF

16
Exprimer Fpen =t K

73

EXERCICES CORRIGES DE MA THEMATIQUES |

75/161



Suiles Numériques

EXERCICE 11

Soit (Up) 1a suite définie par Uy = 0 et pour tout entier naturel # : Uy + U+ 4, = I?("'”I * ")
1}y Calculer O, thet Uj.. -

2) Caleuler U, et U, en fonction de n.

3) En déduire que (U,) est une suite arithmétique.

EXERCICE 12

Les cing premiers termes Uy, Us, Us, Us, Us d'une progression géométrique sont strictement positifs. On
nate x la rzison de cette suite et a le 3° terme. Exprimer 4 I'aide de a et x les sommes §= Uy + Us et

257
5= Uh + Uy. Montrer que s* = a§ + 2a*. En déduire g etx pourque s =34 et 5'= 5

EXERCICE 13

Soit (U,) la suite définie par Uy =2, U, =40/, +3

1) Calculer les 5 premiers de cette suite.

2) Montrer par récurrence, que pour tout n eM, U, <6.

3) Montrer que ([f,) est strictement croissante.

4) On considére dans un plen muni d’un repére orthonormal (0,7, ) la droite D, d’équation y = x et la
Droite Dg d'équation y = %;c +3, Utiliser ces deux droites pour représenter sur axe des abscisses : U,
U, Us et Us. Faire une conjecture sur la limite de (L4,).

5) Soit la suite () définie pour tout n e par ¥y = Up=0

6) Calculer les 5 premiers termes de cette suite.

7) Montrer par récurrence, que pour tout n €N, U, <6.

8) Montrer que (Uy) est strictement croigsante.
9) On considére dansun plan muni ¢'un repére orthenormal (o, £ /) la droite Dy d'équationy = x ctla

Droite D d'équation y = 4 x+3 . Utiliser ces deux droites pour représenter sur ['axe des abscisses : U,
Us, Un et Us. Faire une conjecture sur la limite de ( Uy y
a} Montrer que (V) est une suite géométrique dent on donnera le premier terme V et la raison g.
b) Quelle est la limite de (¥4) 7 En déduire la limite de (U,).
¢) Exprimer ¥, & 1'aide de n, puis Uy en fonction de n.

EXERCICE 14

Soient (a,) et (bs) les suites numériques définies par ag = 2, by = 3 et pour tout entier n -

dpsl =, Jj'(jan + ?'bﬂ‘}
b= %{Eaﬂ +35,)
1) Soit (Un) la suite de terme général U, =a,, +8, .
a) Pour tout entier n, calculer U+ en fonction de U,
2) Soit (Va) la suite de terme général ¥, =a, - b,.
a) Pour tout entier n, caleuler Vo en fonetion de .
b) En déduire ¥, en fonction . La suite (Vy) converge — 1 —elle ?

T4
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¢) Exprimer a, ct b, en fonction n.
d) Caleuler les limites, si elles existent des sujles {an) et (Ba).

EXERCICE 15

1) n étant un enticr naturel donné, résoudre dans R I'équation ln(?" x) =2n.

2) On considére la suite (V) définic par |ﬂ(7' Vr.) =2n

a) Calculer V.
b) Montrer que (¥,) est une suite géométrique et déterminer sa raison.
3) la suite (V,) admet — elle une limite ?

4) Déterminer un entier ry tel que, pour tout entier n strictement supérieur a #o, on ait ¥,> 100.

EXERCICE 16

1) Montrez que pour tout réel x € |<0,3,ona: <3,

b-x

2} Déduisez — en qu'il existe une suite I définie par Uy = -1, U, = : 2 pour tout 7 de M.

L]

3) Déterminer le scns de varation de la suite U/
|

¥, -3
Montrez que la suite v est une suite arithmétique.

3) Déduisez — en U, en fonction de n.
6) Déterminez la limite de la suite [/

4) Scit la suite v définie sur N par v, =

EXERCICE 17

Soit I/ la suite définie sur N par

U=1et Uy =+dUn

1) Calculez U, U3, Us, Us.Donnez les résultats sous la forme 2%
7) Soit la suite ¥ définie sur N par ¥, =In U,—In4

Montrez que F est une suite géométrique |

3) Exprimez ¥, puis U, en fonction de » . Calculez limU/,

b 4m

4) Pour quelles valeurs de »n a-t-on: i,=3967

5) Caleulez Sn= ) Vi ; étudicz la limitc de Sn quand  tend vers + .
P

EXERCICE 18

Soit € un réel tel que : Gﬂ&ﬂg
la suite (U,) définie par Uy =2c0sé et U, = ..||'1+U“ pour toutne M.

1) Calculer les trois premiers termes de la suite en fonction de @ (on rappelle que, pour tout réel x, ona

{mslxrlcusz x-1)
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(]
2) Montrez par récurrence que, pour tout entier naturel m,ona U, =2 ““5{1_..]

3) Soit (V,) la suite définie pour tout entier naturel n par ¥, = z-ﬂ—n . Déterminez la limite de la suite (V)

4) Enddéduire que (U,) est convergente ; quelle est sa limite ? ;

EXERCICE 19

Soit (U) la suite définie sur M par U, =0 et U ,; = /30, +4

1) Tracez la courbe représentative de la fonction fx - 3x +4

Représentez graphiquement les premiers termes de |a suite
2) Montrez que pour tout entier naturel n,ona U, £4
3) Montrez que la suite U est sidictement croissante

l
4) Montrez que pour tout entier naturel n,ona 4-U,,, = E(‘ iz U-!]

3) Déduisez-en que la suite [/ converge. Quelle est sa limite
6) Etudiez la convergence de la suite V' définie par :

¥, =n*(4-U,) pour tout entier naturel .

L

EXERCICE 20

On consid2re la suite (1) définie sur N par
3 | 1

Uﬂ =E, et UJH-I =EUHI + EU"

1) Tracezlacourbe C: y= %x’ +%x et ladroite A:y = xdans un méme repére orthonormal .

Déduisez-en la construction des points M,{U,,,UM,} pour n variant de 0 & 3 . Que vous suggére cette

étude graphique de la suite 7
2) Montrez que, pour tout entier naturel m, on a : 0<U<1

3) Montrez que Ja suite (Uj) est décroissante.
4) Montrez que pour tout enticr naturel 7, ona: U, = iU,

5) Déduisez —en que (U;) converge vers 0
EXERCICE 21

Soit U et ¥ les suites définie sur M par
/ Uy +5 urne M, ¥, —U_ﬂ_'_ﬁ
Sl T e L T

: 2
1) Montrez que, pour tout entier naturel ,ona V,,, =¥,

Déduisez-en la relation = ¥, = Fﬂ[r} pour tout 2 de M
-1

(24- JE)’

Déduirez- en: IV“| “ % . Déterminez alors la limite de la suite ¥ puis celle de U.

2) Montrez que l'ona: Vy =
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EXERCICE 22
: y -
Soit (D) une droite, B et C deux points distincts de (D) . On munit (D) du repére | B,8C .

On désigne par Ay le barycentre de [B;%), [C;%J. A; barycenire de (_.-i‘g ,%J,[EJ %), A, celui de

1 2
(AI-E)-(A:;.—S'J pour tout n =2, 4, celui de [,{H_] -%}(-ﬁ—z-‘i‘]

On note X, I'abscisse de 4,
1) calculez Xg, X, X3,

2) a) Montrez que , pour tout # 22, on a larelation X, = %(Xh_l - Xn-!} +X,.2

b) Déduisez-en: X, + X, = %{X,_, - Xy)+ X + X, puis caleulez X, en fonction de Xn.1

¢) Montrez que la suite définie par ¥, = X, —% est une suite géométrique. Caleulez alors X et Vi

3) Quelle est la position limite des points A, lorsque » tend vers I'infini 7

EXERCICE 23

n 3n+2)
= 2{n+l}u" +2[r: #1)

Soit la suite (U,) » € N* définiepar U, =-l et U,

1) Démontrer par récurrence que U, est majoré par 3
2) Etudier le sens de variation de |2 suite (Us)
3) On considére la suite (V) définie sur N* par ¥, =n(3-U,)
a) Démontrer que cette suite est géométrique . Préciser sa maison et caleuler ¥y
b) Exprimer ¥, puis U, en fonction de r.
c) Caleuler lim ¥,et lim U,
+ oo + o

EXERCICE 24
; s W Wl S e
Soit (Up) la suite définie sur N par Uy =2 =T 42
; e
1) SoitfI"application de l'intervalle [ﬂ,l] dans R définie par f(x)= =5

a) Déterminer les fonction dérivées f* et Y ol
1 2
b) Démontrer que, pour tout réel x de [0,1] ona 5 r(x)< =

) Etudier f. Quelle est I'image du segment [01] par /7
2) a) Etudier le sens de variation de [2 fonction
gx = f(x)=x sur [0,1]
b) Fn déduire que I"équation f{x) = x admet une solution unique / dans [0.]
3) a) Tracez dans un repére orthonormé, la courbe representative C de /.
b) Représenter praphiquement |es premiers termes de la suite
77
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4) a) Montrez que pour tout entier naturel n,ona U, € [U,l]
Sl =k ,.;_2_
M.l '3

b) Udliser le | b) pour démonirer que, pour lout entier nalurel n, ona 0=

¢) En déduire que la suite I converge vers [,

d) Deélerminer un entier no tel que, sil'ona : n 2 no, alorsona }U"_, <10
EXERCICE 25

Soit /1a fonction numérique de la variable si ¢lle définic sur [0+ par f(x) =2¢™* —e™*". On désigne

= =y

par (C) et la courbe représentative de f dans un plan P rapporté au repére orthonormal (a,:' od)

L cbjet principal du probleme est de montrer que la courbe (C) et droite (A) d’équation y=x se coupent

en un seul point dont on déterminera une approximation de son abscisse @
1) Etudier les variation dz £, en précisant sa limite en s .Construire la courbe C ; on fera figurer la

tangente au point d’abscissz o et la droite (A) d'équationy = x
2) a) Montrez que la fonction g définie sur [o,+o[ par g(x) = f(x) - x est strictement décroissante
b) En déduire que 'équation f{x) = x admet une solution & > o et une seule et que I'ona:

Li.xsl

(L]

] -’
our tout =1
pour 1ou IF1:2

- -

3) a) Utiliser le tableau de variation de fpour montrer que f{x) appartient a [%,i
b) Montrer que I'ona: o £u(l-u) s;l pourtout wtel que o Sus1

En déduire que I'on a |f{xl '-I_?;-pnur tout x élément de [% ,1] (on pourra poser ¢ =4 )

4) Soit (U,) la suite telle que [y n—;- et I, =S (U,)

a) Utiliser Pinégalité des accroissements finis pour montrer que [, - af< ELH]UD -4q

1
Em-]

U,u _ﬂ'lg

b) En déduire gue quel que soit entier naturel z, ona iU,, - a:l 2 Zi"
Quelle est la limite de la suite (U,) 7

i 1 |
¢) Trouver le plus petite entier k tel que PIC) <107 . Calculer U4 I"aide de la calculatrice.

En déduire une valeur décimale approchée de o d 107 prés
NB : Pour les solutions des exercices 24 et 25 voir fome 2

EXERCICE 26

Pour tout entier nature! a, on pose :
1,= (1o ds

1) Calculer Iy, calculer 1) en intégrant par parties
2) Comparer x” etx™! In:lsql.la_t: 0 £ x £1. En déduire que la suite (1,) est une suite décroissante.
i CHANER ARSI ! = o U PR B FOTEE e T S T S T Wiis ]

& F fwg =
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3) En procédant par encadrement, établir que : = - J2
o e
4) Démontrer que pour tout x élément de [l},l.], ona: 052 -JT+x El(l - x)
2

2 L 2

endéduire que ; ——— — e
n+1 ["4_]]? " r4l

Déterminer la limite de nl, lorsque n tend vers +o

EXERCICE 27
1) On définit la suite [ Liadnest par son premier terme Up= -1 et la relation de récurrence
U +8
(Ve M [U =r ]
] n+l 2U

n=1

Calculer 7}, U, L

: . e 1 x+8
2) Soit la fonction k déf; —— =
) nction e:mcsur] = ft:[parh[x} T

et (H) sa courbe représentative dans un

repére orthonormal (a,?,j} d*unité 1cm
a] Tracez dans ce repére (H) et la droite d"équation y = x
b) Construire 4 'aice de (H) etde (4) les points de 1'axe (a,f) d’abscisses respectives Uy,
U, U,
¢} Que peut —on prévoir quant A la convergence de la suite de la suite (Uy) ?

3) Soit F(x)= [ sin2tat

: . 4
Prouver en effectuant deux intégrations par parties successives que F(x)= G(x) - Eﬂ[x} ol G est une

fonction que I"on déterminera. Indiguer une vérification.

(D'aprés Bace MTE 1998)
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~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

f;m'sque a. b, ¢ sont dans cet ordre en progression arithmétigue alors la traduetion des hypoihéses rous
onne

db=a+c " |3B=12 b=4
a+b+e=12 = a+c=2d & {a+c=8
(36)* =a’ x ¢ 9b? = (ac)? c=6
EXERCICE 2
U =6 Hng
3, ~2U, =3 = B 2U,5+3
1) Ul=¥_‘5 . U1=2UL+3=J—_} -’U;=EU33+3=‘1§5

d V,=U,-3: Vi=Uj-3 & }=3
3, =2V, =3(U,,y = 3)-2(U, -3)=3U,,, -2U, —3 =0 car on sait que 3U,,, —2U, = 3.
On endeduit que V,, = %P’“. C'e qui monire gue [a suite (V,) est une swile péomélrigue de vaison g = -}

e e 5=
limV, =0 car |g|<1

n—t 4

3) Nous savons gue V, =U, =3 donc U_ =V, +3 ce qui implique que U, = 3(%}:;-1 A
limU, =3

EXERCICE 3

Uu =2
U.n+| -] EUH'
1) De larelation U, = 1-2U, ondéduit U, +2U7, =1 d'oii Uy et U, vérifient identitd de

Bezout, ils sont par conséquent premiers enire enx.
2] (ha: Ulz"j 3 U1=T ' U3=—!3 . U1=2'}"

Nous remarguons gue Uy et Us sont divisible par 3.

Nous conclurons done que 5t n =3k + | alors U, est divisible par 3. Démontrons cette propriéié par
récurrence. Supposons la relation vraie a ordre n =3k + 1 et montrons qu'elle est vraie au rang
suivant le n'= 3[.& + l}-l-] ¢ Unin divisible par 3 : Usies est — il alors divisible par 3 7

Uyier = 1=2U30 3 Usea = 1-2U5,,

U3k+3 = I '2(1 e '?'U]E"H} = _] +4U=!+|

[I]kl‘ = 1_2U3|4]1 = l—z{_-l—qﬂuﬁl - 1 4 BU:‘H‘&I
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Uy g =34 8Uy,,,. Puisque Uy, divisible par 3 alors Us.q anssi l'est. Ce qui établi la propriéic
En conclusion U, est divisible per 3 5i n =2k +1 avec k un endier naivrel.
3) (U, —a) esf une suite géométrigue de raison -2 si {Um-l - a] = —E(Un - ﬂ'}

< 1
1-2U, —a==-2U +das= a= 3 d ot la suile (UN - ;} esl une suile géomélrigue de g = =2

U)W U =33

5(-2)" 41
3

De U, = on obtient 5(=2)" +1=3U,. Puisque (U,) est une suite de & ic Uy est un entier

alors 5(=2)" +1 est un multiple de 3 d'oit esi divisible par 3.

EXERCICE 4

U, =n2"
) Uy=m2"=mnl=0 ; U=l2 ; U,=in2"=2In2
2) Upy =027 = ln(ﬂx 2“)-—- In2+In2" =In2+ U, = (U,)estune suite arithmétique de raison

r=In2
5, = Ug+ U e b,y = 2(2Ug +(n-1)r) = "(_"T_EM

NV, =e =e"™" o V,=2" Lasuite (V,) est une suite géométrique de premier terme Vy =1 et
de raison g =2

S, =V +¥ +htumnwn it =—m———— & 5, =2"-1

Va(l'q"]

EXERCICE §
a, b, ¢ et d quatre enliers positifs en progression géoméirigue : ¢ laraison:anb=1
ona:b=ga ; d=g'a:10a=d-b < 10a’=g’a—qa < a=4(¢*-1)
Puisque a et b sont premiers entre evx alors d'aprés Gauss : q divise 10. D'oti g € {1,2,5,10}

Ontrowve g=5 — a=12 ; b=60 ; =300 ; d=1500,
g=10 = a=99 ; b=90 ; c=9%00 ; d=99000.

EXERCICE &

Sait Uy le premier terme et ¢ la raison
W, =49, < Woxq*=U’ & 4=89¢ o ¢'=F = q=toug=-3

Nous avons donc deux suites géométriques de raison g =% et g =—1% de premier terme Uy

EXERCICE 7

1) U, ,Us yoreeovieeneny Uy en progression arithmétique de raison r implique U,y =U, 4+ 9r = 9r
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4 L TR —/ en progression géométrique de raison g impligue Uyg = q"U g d'oit
o
-5=4"x9 o -+=9¢" car qgr=1d'oi q"-,}? g Uy=jetr=-3,0na
27 x
Up =-127
U' e 9

2) a) Sin<10 alors Sn =“;(UL +U,) = _3,2{;- :

=

v ; 23 i -I'_qu—]ﬂ
b) Sin>i0alors Sn= Ui +Up sl + U+ 2l el - ”{ )

" 2 l_q
g n=10
S, =-135+ -243{1 - {;‘)—}

3
=10
) limS, = ling ~135+ 27 10 || 513
o 4 3 4
EXERCICE &8
L . - W o T
(Un) est une suite géométrique décroissante impligue 0<g<1 U, xU,xly= < Uh = =
3
U, = E= qu,
U, ={—§,U2,U3 en progression arithmétique implique 2U, = U, —%+U3 = 5=U, _%_i_q_ul
12U, +30g = 65
12U, +30qg = 65. D'ait le systéme B 5
=
2q

2 :
6g° -13g+6=0—¢ - ou g =%. Puisque 0 < g <1 alors la raison se la suite est ¢ =% ; par suile

$, = U+ # Us bty = @ A %(1_%]“
1ma=?
EXERCICE 9

Soil q la raison de la suite, g > 0 car la suite (U, ) est positive.
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Suites Numériques

AW +Ux +U,) =1 U,[]+q+¢z}.?f
.
! Us + U, +Ug = — = "o "l En divisant membre d membre deux équations
6 3( q+q ) g
nous ohienons —Ii:-]_ = U}=-}d‘auq‘ o .
I

P p-1
3 fs,-2<107 -:m‘*mz[g -:m*m.[%) <107 <271 > 10

2 z[‘]’
~2{ =] -2
2

Sachant que 2™ =1,048576 alors, D 'oi |5y, - 2| <107

EXERCICE 10
Uﬂ = I -l Un-il =EI-UI'I +ﬂ‘—| M Vn =4U"—l5n+15

1) Vourr =4, —ﬁﬂ+9=:;—U" +dn—-4-0n+9

Vo= ![4{!,, —6n+15) eV, = %I‘; d'ot(V,) est une suite géoméirique de raison q = %
3
Vy =4Us +15=19.

12 1  6n-15

]Jﬂ l (l)ﬂ‘
V. =19 etU,=—{19~] +6n-15| U, =—x—
zj " Ig[a € " 4[ 3 +on = » 4 Xsn-l'- 4

/ e :
3) En désignant par (tn) la suite de ferme général tn = -14— x (3 et (Wn) celle de terme général

Wan= -_42+ = on oblient une suite géométrique () de raison g = % el 1o = _f“ et une suile
arithmetique Wn de raison r -21 Wo = :;—E . Telles gue Un = tn + Wn on en déduit

Un=Us+U +.....4U, =Tn+Hn

57 l—(g‘]”] " 3[H+I](H—5]

U, = 3 4

EXERCICE 11
1
(U,) est définie par Uy =0 et Ug +Upt.......+U, = E[ﬂ" + n)

83
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Suites Numériques

2 2 7 4
Uﬂ+ul+uz+u3=4ﬁu!=2
2) Nous avons Ug +U, +Us+........ U, = % nt -H".I'} pour fouf criler o

dmmu.} + U| s +U, 1= —]3-[{" - 'I:}3 + {r.- - Ijj] par conségquent

U, = Eli{nt +n -%[ﬂz;2n+l+m l)- %n

N -;—(.r:'2 +n+l4nmt IJ- -;:(nl + n} — %(rr*l' l}

2
3) Nus remarquons que U, = U, +% d'ott (U, ) est une suite arithmétique de raison r = =
e

EXERCICE 12
x est raison de la sulte et a le irolsidme terme d'oii U, =12;U1 = E; U, =ax, et Us =ax’
x
iT 2 2 l e |
S=U]+U5=—2+m: = X +—1 ,S=U1+U4=ﬂ —+ X
x x x
2 _of 2 1 i AV g e 1
$f=a" | X" +24=—|=a"| x +—:J+2a 5" =af+2a
x x

25'? 257

=3 8= =34 =
¥ g

_g:.a[%+.r:} alors 34=E(%+r) o 4rl-17x+4=0:A=225-15° :omrmmxmroux:‘;i

EXERCICE 13

3 P S =%U,, +3

! b S e e 0 ;T 23
]J UI-_-__U +3=41U=-EUI+3_5=U3-§{I2+3- U‘=EU3 3--'—4-

2) Nous savons que les rermes U . I-"; Jusgu'e U sone m_rifr.fewe g Sr.ppmnm gue U,<6 Uy et

montrons alors U, <6. U,.,,.— U +3U, <6 U <3 — U +3 <6 ce qui monire

U,, <6 doiVneN; U=¢

6—
EU" 20 d'aii

3) Uy =Us =40, +3-U, =3=3U,. Puisgue U, <6 alors 3- 40, =

U.-u,=20. La suile U,,) est alors croissante

84
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Suites Numdériques vaan

f- -1-------*--‘-;":'

%

T

k -

&
Elz

|u Us

D'aprés cette représentation nous remorquons que de la suite (U,) converge vers 6.
5) (Vo) telieque V. =11 -6

a) ¥V, =U,, -6=31U, +3-6=1(U,-6) =1V, d'eu(V})est une suile géoméirique de
raison q =
Vn Uﬂ - E —4

b) (V.)}a pour limite zéro car sa raison est comprise 0 erl.
Q) V,=(1)'x¥%, & ¥,=-40)": U,=V.+6 < U,=-41)" +6

EXERCICE 14

a0 = 1(3a, +28,)
ay=2 et by=3 b, =3{2a, 3,)

1) U,=a,+b,
a) U,y = Gpy +Bpa =3[30, +25, +24, +3b,]=a, +b, = U,
b) D'aprésa) U, =U, dome (U,) est une suite staiionnaire par conséquent U, =Uy=ay+by=5

2) 2) V,=a, b, : Vo =8pa—bs=}(a,+20,-22,-3b,)

= T(ﬂ =b J- P
b) ¥, =1V, impligue (V) est une suite gloméirique de raison q } el de premier terme
m#

Vy=ay—by=-1 d'olt V, = —{l) La suite (V,,) converge vers zéro.

¢) Nows savons que Uﬁ=n,+b =5 HV,,za,,-b,——(;] d'on

a, +b,=5 d, =~
=
{a. - b, '—'-(Js')ﬂ 5+ 5')”

d) lima, =limb, =: D ol les suites (a ea‘ {45 }canvcrgc vers i

EXERCICE 15
n i
) n{7"x)=2n & T"x=e" & “f{r? = "F(%)n
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Suites Numériques "

2 m"y)=2m = ¥, =(g)

) Fy= ‘—}n =

P Lk T
b) D'aprés l'expression de V,, on déduit qu'elle esi une suite géométrigue de raison ¢ =5
3 g=%»1doi lim¥, =+

no=f

4) V. =100 o (:?:'J" = 100 on trouve n>=83514 d'ott ny =86

EXERCICE 16

9
1) Mont I 3 — <3
) rons que tout réel x €|-w,3[ ona —

1 1 ; 9 ”
Vx:;l—m,ﬁ[ ¥r<3 = 6-x2>3 o= -i:-;::-i par fa suite E—I{J

2) Lasuite Udéfinie par Uy ==1, U,,, = = 2 existe si pour tout n eN U, # 6

OraUy=-1 = U,cl]=,3]
Supposons que pour fout nefN U, €]-o,3]
d’apr&sfe{]}ﬁ—lg—-{E = T3
- X
donc WneWN U,<3 = U, #6
9 U,f~ﬁU,+9_(U,,-]]’

‘_Uﬂ= r
=i 6-U, 6-U,

3) VneN U, -U,= >0 car U, <3 donc la suite Uest
strictemeni croissanle

4) Montrons que la suite v définie sur M par v, =

est une suite arithmétique.

" 1 6-U, U -6
vnelN v, = - -
MUE- 94, W,-9
U,-6 1 _Au,-3 1
G T g U3 XO.-8 3

done la swite v est une arithmetique de raison v = -J!-.

5) Puisque v est une suire arithmélique de raison 3, alors YneWN v, =vy+nr

1 1 1 1 —4n-3
W e R P A R AT

U.-3 & 1

i 1 I+3v . 1Z2n-3
- = U ~Fus = U me—hDa L el T =
vﬂ ElkI vﬂ Uﬂ_s n u' U] VH Uﬂ o i 4"_'_3
mU, = lim -
,I_l,l.].l., = =+ Ay
86
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Swites Numériques [Solutions]
EXERCICE 17

Uest la suite définie sur W par U, =1 et U, = JaU,
1) Calewle de Uy , U, Uy, Us

Up=2U, =4 =2 ; U= 8T, =8=2} ; U, = JaU, =fax2¥ =2} ;

Uy = JaU, =Vax 2% =27

2) Monirons que la suite (V) définie sur N " par v, =InU, —In4 est une suite géoméirigue
VneN V,,=lU, -nd=n /30U -In4

1 ] i 1
V '=—'I 44— — = — Fe——
ntl 2“ +2l|1U_ In4 Eﬁnﬂﬂ 2ln.*ﬂr

Ver1 = %(L" W™ !-“4]

1 .
V., = 3 V, donc la suite V est une suite géométrigue de raison g :% ;

3) Onavnel V. =¥ q""
Vi=InU, -In4 = —In4

1 =1
d'oit V, = —]114(—J
2

Puisque V, =In Un-ln4=]n% alors %zey‘ = U, =4e"

Uﬁ=4e_i"[i'rl
n=1
<1 = lim (l) =0 doi lim U, =4¢® =4

A=+ ]

4 U,>396 = 4" >396 = " >099
Va>1n(099) < VFn>-001

1 n=1
—hfl(--] > —0,01
2

(nJ"" 0,01

S— .q: —_—

2 In4
o In(0,0072

GJ < 00072 = [ﬂ_l}m%,:m(n,nﬁn] a‘hian—lp%—l Sn-1>711 = >8]l

done U, > 3,96 pour n=8,l1

s ron oo ) e

=1 =i

lim i:’; =-2In4

4 p—

EXERCICE 18

“Uest la suite définie sur Npar Uy =2cosf ot 6eR 0 < 0<% etpourtoutn e NU,, = J2+U,
87
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Suites Numériques .

1) Calcwi des trois premiers termes :
Uy =2cosd

Uy = V24U = V220050 = [2(1+ 2c05" § ~1) = 2c0s¢
Uy =42+, "-JZ-F?L:U:;-E =.JZ[I+2m5=E-l)ulmsf

2} Monirens par récurrence que, pour toutne M U, = 1::05{-1"1'—

Uy=2cosO=2cosd ; U, =2cos? ; U, =2co0s? = 2cos % supposons que pour tout n2.2,

U, = 2.:0;?‘1 el montrans que U,,, = 2':":'5??-7

Ona:U_,= 1!'1"'”- = \(2+2m5%=\!2+2(2uu5-§_-?7-1} =200$% donc Yne W U, =2Gﬂﬁ£
3) VnelN; v,=£

"=
O<i<cl=lim L=0=lim £=0
d'o lim ¥V, =0

4) YneM U, =2cosL =2cosk,
lim U, = lim 2cosV, =2cos0=2 done lar suite (U) converge vers 0

A— a0 H— {20

EXERCICE 19

U est la suite définie par Uy =0 et Nne N U, =.3U, +4
1) Tragons la courbe T de la fonction fix > ~3x+4 elreprésentons graphiguement les trois
Uy=0

_ ite 4 1edl :
premiers terme de ln suite u telle que {\m eN U,=7U)

+ (c

&

=

&
-

= i

wl " !
- *//7|D 1 [ 3
2) Monirons que VneMN U, 4
U, =0= 02U, <4 supposons que Ve N 0<U, <4 et montrons alors que 0<U,,, <4
0<U, <4=0<3, <1243, +4<16222 30, +4 <425V, 54

donc Vne N U, 54
3) Montrons que la suite (U) est strictemeni croissante ¥n & N

_ U, +4-U,2
Uy =Ua =43U, +4-U, " U iU,

88
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Suites Numériques

-(U, + 1)U, - 4)

U=, = 20 car Yne N0, <4 donc lasuite (U) est strictement

JIU, +4+ U,
croisanfe, '
4) Montrons que ¥ne N 4-U,,, s1{4-U,)
Ry e 4-U, 1(4-Uy)
a; =45 ] - =
5'{4—{.:"@]22 | B 3 o
U, =2 et Vx e[2,4]/"(x) = —me
243x +4
P I ] 1 3 3 1
vre[2,4] 35 SIr+d<do6<2n+dsn s ——< - T ——= <5
[2.4] % B 2ized B B 2y+d 12

=0< f'(x)<+ pour toul x €[2,4]
D'aprés l'inégalité des accroissements finis, pour tous récls a et b de I'intervalle [2,4] ona
Lf{b} —f{a}| <ilh—a| enposant b =deta=U,avec n=1 car Uy =2etla suite (Uy) est croissanie
ona: |f(4)-f(U,)<34-U,|=4-U, | <3¢ -U,| et comme 02U, <4 alors
4-U, ,sL(4-U,). Yne N donc Yne N 4-U,, <4(4-U,)
3) D'aprés 4)
0<4-U, sH4-U,)
0s4-U,sH{4-U))

0=4-U, 5%[4 U,,_l}
en multipliant membre & membre ces inégalités, ona 05 4-U, < -%)"{4 - U,} =0=4-U_= 4[%)“

fim 4(3)" =0=> lim 4-U, =0 lim U, =4

A=t Y =y Ao \
6) Etudions la convergence de la suite V définie par¥ne N V, =n [4 e U")
On sait que Yne W 4-U, < 4(—%)" =H:2[:4-—U,,) ﬂdnz[%)r

4n’

2."

H2{4_ Un} £

2
or zim"zil-:n:- lim ¥, =0

Fi=p A=k 0

EXERCICE 20

2
La suite (U,) est définie sur Npar Uy =3 et U,, =3U," +3V,

1) Tragons la courbe &: y = -]Lau:1 +1x et déduisons —en la construction des points M, (U,,,U,,,)
pour n & {D. 1,2, 3}

'U'HEN}"--—I+%
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Cette figure nous suggére une convergence de la suite de points (Moae w vers le point 0(0,0)

2) Montronsque Mme N0<U, <1

Upg=4=0<l, <1

Supposons gue ¥ne N 0<U, <1 et montrons alors que 0< U, <1
Ona:0<U, <1 # Unhl=%{un+12_}z_'}

0<U, <1=}<U, +d<i=t<(Ua+4) <§= }<}(U. +4) <3
=0<{(U, +1) -1 <1=20<0,, <1

dol ¥neN 0<l, <l

3) Montrons que la suite (U) est décroissanie Yne NU,,,-U, =4U.? =10, =1U (U7, - 1)

Comme Y'ne N0 <U, <1 alors 3U,(U, =1) <0 d'oit la suite (U,) est décroissante.
4) Montrons que tout ne NU,,,, s U,

La suite (U,) étant décroissante alors Yne W U, sU,
=, si=3U,s¢=4U, +357

Comme 0 <U, <1, alors U (U, +1) 23U,
—iU2 +4U, sFU, dome YneN U,, < lu,

[[] < U| = %Uﬂ

0<U, =1U,

5) D'aprés (4) {0<U; £]U;

0<U, < iU,

En multiplient membre & membre ces indgalités
Ona:0<U, <(}) U,
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[Salutiong

Puisque 0< 1 < alors lim {%}n =0

A=

lim ()" Uy =0 d'oit lim U, =
im G-) 2 o ,,l_].]:mU" a

I

EXERCICE 21
Les suites (U) et (V] sont définies par
UZ+s U, -5
Uo=2, U =2 "=
o =, Gy

1) Monirons que toutne NV, =V,?
A

Un+1 . . W, Jg
Uﬂﬂ_‘_ﬁ E]'r:l'-ﬁ-l-j'lr§

z f am, 1
Vul o Uﬂz ZJgtr 2 Z[Un ﬁ) d'oi L =Vn1
U2+250,+5 (U, +45

Onaalors: Vi =Vl : ¥, =W =V* =F,"

Ona.pourtoutne NV, =

- mal
Supposons que pour tout ne W nz22, V, = Vﬂ':l | et montrons alors que V= V.;.':i )

F] A # gl al
Vn*l = Fﬂz - (FD{EH}) — Vq{! } x Vu[r] = Vorz 2 } - l”u{r -}
donc wn e NV, =V,
: AT (e
2) Montrons que ['ona ¥, )

2 5 _ [2=5)(2ed5) _ 1
Yo~ f.rl&:-% 5 144: - [:“Fs]tﬂF T 2A)

2
s5s4=>5>222+5>4= 21—«@] > 16

5 1 | L
RCO LA

:!—W‘ <k =l<x%

on sait que lim 2" =+
=

fVu!{IJ;: Ein;Vur =0 donc lim ¥, =0

]

-ﬂ "f alors V, .U +\EV."£:UH'J§

» V _—
Puisque V, U +45
v, 445
U, v, ~1)=—5U, - S 2V, =-—"——
£1 par suile lir*ILU. - ;_":i =5
91
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EXERCICE 22

_-}
(D) est une droite, B et C sont deux points distinets de (D) e (E; BC'J un repere de (D).

—
B a pour abscisse O e1 C a pour abscisse 1 dans le mpére[ﬂ; EC] -

_}
Anest le point d’abscisse x,, dans le repére (B; BC.‘] nel

1) ealeul de xy, x;, at .t:r

0=

An barycenire de {B. {-), [C‘, %] a pour abscisse xg = Ti;_}- =3
x, =3
Ay barycenire de (A',;,, -3';), {B, %} a pour abscisse x| = ix—ij gx_{l =4
x =% 2
A; barycentre de (Ay.3). (4. %) ; apour abscisse x; = L i: f:c-; =1

Xy = 4%
2) Pourtout n>2, A, est le barycentre de {AH ; %], (A,,_-_,_ " ‘}]

a) Montronsque Yn22 x, = i{x,_, - Xz ]. * X, s

1 z
X +iX
: _ 371 T 302 ) 2
Ana pour abscisse x, = T2 3%n1 + 5%
373
x, =4x, 4 —3%, 0 ¥ %, doU X, = LIESNEE SPY £ Y

x; =4{x - Xg )+ %g

bj o x4 .—-%(x!"3|]+xi

Xy = %{xn-l o n—2}+ K2
En ajoutant membre & membre ces égalitéson @ x, +x,., = MXpe) = Xg)+x, 41,
En remplagant x| el xg par leurs valeursona: x, =4x, | —4xp + X + x5 - X, |

Xy = '_'ixnrl +%

¢) Monirons que la suile (V) définie par V, = x, —% est une suite géométrique : pour tout n e N, on a

Frop) = Xaal _% ef Xpp = '%I.'r +§_
d ot Vo =-%xﬂ + % o E =_.§.x' +'|!§
an'l - _i(x” _‘})
V., =-% Vadonc la suite (V) est une suite géoméirique de raison q =—%
v, =Voq" Vo=xo-%=%-%-1%
az
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dof V, = 15{ 1]

Mol

3) |-Yectl= lim(-2)" =0 doir lim x, =2
} I J! u—sl-u( T] ¥4 " ) ]
Done la position limite des points A, lorsque n tend vers l'infini, est ie point de la droite D d’abscisse 5

_,}
dans le repére [B; B'C]

EXERCICE 26

Pour tout entier naturel n, on pose I, = .E.r"n.il + X dlx
1y Calcul de Iy .

fy= (V75 de= {19 de=[30002)], =0+ NI = 222
Coalcul de [ :
1 =[xl ax
u=x u=1
posons {*—Jl-l-—x alors { —ﬂ|+x]§

[ Hx]L 21+ 2" @ =[22(1+ VT3], [”{l+x}]
=[x+ 0)TH3], [0 +2)° ML

4wr2_+4

L=4V2 -2+ %= T

2) La comparaison de x" ef x""! lorsque 0<x <1 einel
™ —x"=x"(x-1)$0 car 05 x =1

doi x™' < x" pour tout nelN ¢f 0sx=<1

par suite x"*' J1+x s x"1+x car J1+x+ 0 et f)x"‘“-JchitE Ex"»..llq-xdx

soit I, < I, done la suite (I;) est décroissante.

3) Pour tout réel x ielque 0£x<lona:
1£1+x=2

1<J1+x 542
"< x"Jl+x 2x"/2 pour tour neN

alors Bx" dr = Bx"mdr £ J;Jr" 2 dx

o ! a+l I
[ e 5
n+l . n+l |
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N2
n+l

d'ﬂﬁ'—LEI =
n+l T
4) Soit fla fonction définie sur [II]. 1] par f(x)=+1+x
1
Fest dérivable sur [0, 1] ef pour tour x |0, (x) =—F—
[ ] POUr foul x [ ll.f(ﬂ' T

D€xsl = 222J1+x22/2

L e I
242 " 2/1+x T 2 Taflex T 2
on a alors powr tout x €[0, 1] AGES

d'aprés i'inégalité des accroissements finis, pour fous réels a et b élémenis de [G. l] :

HOEFIC BT A

pour tour x E[ﬂ, II, enposant b=1lef a=xonaura |-E-'~(l+—-'|5 ‘Hi -3

comme +2 -1 +x 2 0et 1 -x2 0 alors pour towi x [0, 1] ﬁ-\fms%ﬂ‘r}

ona: 022 -Jlax2l(l-x) = %fx—l}Em--»Eiﬂ

J2_+%(J:-I] <J1+x /2 ; en multipliant par X" ona :

x"[ﬁi-{(x— I:]]éx“-.m.':x"’-ﬁ = Bx"[ﬁ-{»{-(:-—l]]dxﬂ Ex'mtﬁﬂ _E,x""«'r:’_-d-"

E[;"ﬁ+ {-x"*' - -}x’}fir <[ < Lx"w'cl_r.i‘.r

[E.f|ﬁ+ i £ i|' i E[xmﬁ}'
n+l  2(n+2) 2(n+l) "7l m+l

2 - | L p e
n+l 2{n+2ﬁﬂ+l] n+l

0 0

1 1
Ty )

puisque pour tout neW 2An+2)(n+1)2(n+ i]! =

B 1 a1
e (ﬂ+[}= ral 2An+2)(n+l)
V212

d'oti m'{"+l)2 i

EXERCICE 23

1) Démontrans par récurrence que U, est majorée par 3.
U=-1 = U, =3
Supposons que pour [ouf entier naturel n, n2 1 U, <3 et montrons alors gue U, €3 c-a-d
U, -310 { 2

n Hn+ n
Upyy-3= e UU,. + 2n+ 1) —J= '2(”+ I}{U" -3}
puisque U, =30 alors U,,; — 320 done U, est majorée par 3.
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Suites Wumériques

2} Sens de variation de la swite (Uplp car
n 3n+2)

Pour tout entier natwrel n, n210 UMI - = )

" 2+ 1) “+z{n+1}" "

(n+2)3-U,)
T 2n+d)
U,s3=3-U, 20 doit U,,, -U, 20 done la suite (U, )aesr €5 croissanie
3) @) V,=n(3-U,) pour tout neN*
monirons que la suite (Un)nea est une suite géométrigue . Pour tout neN* V,, =(n+1)(3- U, .)

V,..]:-{H-Fl]r?--[ i +3[n+:-1}H

2n+1) " 2(n+1)

Upn=U

1 .
Fou = 3 V., = lasulie (Vn)uen est une suire géoméirique de raison 4 = 5 ef de premier terme
H = 3 - bf1 = 4
1 ;
B) (Vn),ear étant une suite géométrigue de raison q = 2 ef de premier terme V; = 4 alors pour foul

nelN*

n=1
Soit V, = 4[%] d’autre part V, =n(3-U,)

n=1
li’ =3-U, U :3-1}’“ d'ou U,=3—i(1) pour tout ne*
n L " i n n 2

n ) ) i n=1
¢) On ﬁ:ﬂ-c‘-]z—-':la'fars lim G) =0 d’auﬂﬂ: rLqu4(-2_) =0 el

f R ]
ar1 r=1
lim U, = lim|:3——-(-) :l=3
e ] " - i 2

EXERCICE 27

1) La suite (Up),en st définie par
U, +8

2, +1

Uy=let VineW U, =

Caleu! Uy, Uz Us:
cul Uy U, 3U0+ﬂ | U+s 11
Pourn=0, U, =

= 4 =1, U;= =—=]
T RS T A 7

- U 67
Pourn =2, U,:-EE:*—iT=ﬁ=2,31_

x+8
2x t1
(H) est la courbe representative de h, (A) la draite d'équation y = x dans le repére orthonormal

2) hest la fonction définie sur }—% o+ w[ par h(x) =

(0.7, ])
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Suites Numériques Vis olution

Al
¢) On peut prévoir la convergence de la suite (U,) vers le réel 2, c-a-d L“j..'j U,=2
3) F(x)= EEE" sin2f ot
Prouver que F(x)=G(x) -; F(x) oit G est une forction & déterminer,
Posons u(t) =sin2t = u'(t) = 2cos2t
v’{.r}l = = v(t) = %e:’"

, S
F(x) =[§e3* smzz] 0- % [ cosar dr

¥ 2 _I_ e _3 3
F(x)= 3 sin2x 3 fe cos?2r dt
posons u,(r) = cos2t = uj(z) = -2sin2¢

vi(f)=e* =) = i—e“
Flx)= %eh sin2x -%[l%ej' ms!f}o +§ft3* sin2t d’.r]

211 1 2
F(x] - %g” sin2x -E(Ee:h cm2x~§+§ﬂxﬂ

4
F(x)= %e“ sinixwge“ cos2x + %—;F{x} & Flx) = G(I]*%F{x]
1 3 2 2
avec G[x} = ie:"" sin2x -Eej" mszx+5

4 13
F{x)= G{I}-—EF{I} GS'-Q—FTI:]=G(I}
F(x)= %e" sinl-r—l:'—e"" cusZr+l—23
Justifions F’{.r)-—-(fe]' sin2t c#) = e s5in2x

i 3 ¥ . P ir E 2
d'autre par F'(z)=|—e " sin2x——e" cos2x +—

13 13 1

F'(x)= e sin 2x
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FONCTIONS NUMERIQUES
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Fonctions Numérigues

~ ENONCES ~

EXERCICE 1
Trouver I"ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes ;
D SIRAR: x b — ; R—= R:ixw PO
x “'E{X} ¥ .E. s X g': ] E'[X)
z S
2) (RoR:x— e, . ‘R- FR:""'X =
x+1 ’ B ﬁ
x +|x] -1 1

3) fiIROR:x gR—= Rixm glx)=

cosx 4 sinx

EE

4) fTR—‘*Hi:IHfI:x}rd:us.r-sinx : g;IR-—}IR:xH-L] six=0

x—
et Inx sil<x=<l
x+2
el ~ sixzl
x= -1

EXERCICE 2

On considére les fonction numérique représente par les courbes si dessous

1y fR-R

¥y

a

e~ -~ 1k

g

a) Quelest |’ensemble de définition de f.

b) Caleuler Jes limites aux hornes de son ensemble de définition.
¢) Donner les équation des asymptotes aCy -

d) Caleuler f '(-2)

2) g:R=> R "

a) quel est ['ensemble de définition deg ?

b) Ecrire I'équation de Ja tangente 4 la courbe de g au point d'abscisse 1. En déduire g'(1).

¢} gest dérivable en x; = 27
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Fonctions Numériques

d) Menire que g réalise une bijection de ]-u:-;?] vers un intervalle § 5déterminer. Tracer Cg ™' dans le

méme repére que Cg

EXERCICE 3

Sait f la fonction numérique sur |-7 ;5] et représentée par la courbe T ci — dessous.

1) A partir des tangents a (€ ) aux points B et D. Montrer que pour x E[{J;ﬂl]:-]—‘x +35 f(x)£Fx+6

2) Déduire de (1) un encadrement de l'intégrale J = Ef{x}dx
3) En se servant des segments [CE] et [AE] et des 1angentes & € aux points C et A . Trouver un

encadrement de J = ﬂ F(x)dx

EXERCICE 4

x3

Soit la fonction f:R—=>R: x+ f(x) = =1

99
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Fonctions Numériques "

1) Quel est "ensemble de définition D de 7 Calculer les Jlimites aux bornes de Dr.

2) Caleuler la dérivée f'de f et étudicr le sens des variations de £

3) Onnete (€} 1a courbe représentant les variations de f Etudier les branches infinies de (€).
Construire (T) dans un repére orthornormé du plan.

EXERCICE 5

On considére une fonction numérique § continue sur [ﬂ; ]] ¢t satisfaisant, pour tout x de [l‘.] . ]]ﬁ

f(x) €]0;1]. Soit alors la fonction g définie sur [0;1] par g(x) = f(x)-x.

1) Enappliquant a g le théoréme des valeurs intermédiaires démontrer qu'il existe un réel a dans [0: 1_]
vérifiant f(a)=a

2) On suppose de plus que f est dérivable sur }‘J; 1{ et que sa dérivée vérific, pour tout x de ]ﬂ';][:

l2 condition f*(x) < 1. Démontrer alors que a est unique.

EXERCICE 6

Soit g une fonction numérique définic par g(x) =sinfx
1) Etudier la parité et la périodicité de get |g|
2) On donne une fonction numérique A paire et périodique de période T =2 telle que A{x) =2~ x pour
x €[0;1]. Etudier et représenter graphiquement & pour -3 S x < 3.
3) Résoudre graphiquement A(x) = |g(x)|.

EXERCICE 7 ]
A — a) Etudier les variations de la fonction numérique f définie par f(x)=2x+ = +1.8cit (2 la

courbe représentative de /. Tracer (Z7) dans un repére urﬂmqrmé; ’ o
bl Dnn.nEr 1’équation de la tangente T d la cowbe (7} au point d’ordonnée nulle. Déterminer 771 (ot

1
B — Soit la fonction numérique g définic par g{x) = 2+ 1+ 5

a) Montrer que ¥x <0 ; g(x)> f(x) B

k) Montrer que la courbe (Tg) de g admet un axe de symétric.

E:; déduire le tracer de la courbe (Tg) dans le méme repere que (o))

c) soit B(m) I*aire compris entre Ty, Ty, la droite d*équation x =—lef x =m avecm E]—l : [)[ . Calculer

B(m) et Lim Bim)
m =i
_ Soit la droite Am d’équationy =m o
CajSF'nur quelles valeurs de m cette droite coupe t —elle Tren trois points M), M3, M.

i i 3 points M, Mz, M;.
Soit xy, X2 ¢ x3 les abscisses de ces . » M2, M3 ' )
ca'fgmm X |+ X, +xy €l XXX En déduire unc rclation indépendante de m entre les abscisses de ces 3

puinls Mji Mﬂ! Mﬂ-

EXERCICE &
) ] , _ 2
Soit la fonction numérique f définie par f(x) = Tl |x| .
100
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Fenctions Numériques . [Ennuafﬂ

|) Etudier les variations de f et tracer sa courbe T dans un repére othonormé (a,f,}} (d’unité Zcm).

2) Montrer que fadmet une réciproque /' dont an précisera |'ensemble de définition. Donner
I'expression de f ~'(x)en fonction de x.
4) Tracer dons le méme repére que € la courbe € de £,
Déterminer les points commun 3 C et 2.

EXERCICE 9

1) Tracer dans un repére orthonommé du plan la courbe représentant les variations d'une fonction fdont
Voict le tablean de variations

L 4 -
J‘TL; - [ +
/&) u\ /}',;5_/'“

2) Donner a partir de la représentation graphique, le tableau de variation et les équations des asymptotes
dans les cas suivants ;

a)
b)

EXERCICE 10

Erudier les variations de la fonction g de R vers R définic par: g{x) =2x+ x? — ]J . Trouver les
asymptotes 4 € de g et les tangentes aux points particuliers.

EXERCICE 11

On considére la fonction numérique /i, définie par : x = f, (x) = I_u[x =2 m+)x+2m+ 2]

1) Déterminer m pour que f, soit définic sur R. ‘
2) Démontrer que toutes les courbes (Cr) des fonctions f,, passent par un peint fixe A que 'on

Déterminera,
EXERCICE 12

On donne le tableau de variation d'une fonction /
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Fonctions Numériques e @—-

X| - -2

15« ¥ -~

Jx) /2\

D’autre part: f(-3)=0 ; lim‘HT*l=1in'{f(ﬂ_x]:1

Eb—m -

D’aprés ces donndes :
- Préciser 'ensemble de définition de f
- Eerire les équations des asymptotes a la courbe (€) de f
- Tracer (T) dans I plan muni du repére orthonormé

EXERCICE 13

Soit la fonction numérique définie par f(x) = x +sinx

1) Montrer que la courbe représentative de la fonction fadmet un centre de symétrie.
2) Mentrer que cette courbe admet une direction asymptotique que |'on déterminera.
3) Caleuler f'(x), étudier son signe. Déterminer les points d’inflexion de la courbe.

4) Tracer cette courbe sur 'intervalle [-27 ; 2],
EXERCICE 14

On considire la fonction fde R — R dont la représentation graphique, dans un repére orthonorme, est
donnée ci = dessous.

Parmi les 3 représentations graphiques ci — dessous quelle est la seule qui soit susceptible de
représenter la fonction dénvée [ de [ (Expliquer votre choix) ?

Ay _}J“ l_y

(=]
=Y
=]
o8 |
=
b

a b c
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Fonetions Numdériques - E'En nuce'}l
EXERCICE 15
Soit la fonetion numérique définie parx 2 0 par f (x) = x{x -E {,1-}] ; E(x) désignant la partic entiére
de x.

1) Dans le plan rapporté au repére orthonormé [ﬂ‘; T;f) construire la représentation graphique de f
pour x € [[] : 3]

2) Soit keM | déterminer f(x) pour x E[k sk+ ]] puis calculer U/, = f}l{x} dx

3) Calculer Uy, —U, ; en déduire que (L), n € N est une suitc arithmétique dont on caleulera la
raison ¢t le premier terme

4) Caleuler _Ef[x] de,neM

EXERCICE 16
Soit fla fonction numeérique de la variable réclle x définic par f(x) = 4x” —3x—1. Caleuler f(~1) ;
O [ e fF1). '
En déduire que |’équation f(x) = Dadmet trois racines réelles distinctes comprises entre —1 et 1.

Calculer cosia en fonction de cosa . Posant alors x = cosa ; en déduire les trois racines de 1’équation
JS{x) =0 sous forme trigonométrique.

EXERCICE 17
On connait une partie des représentation graphiques de trois fonctions polyndémes du troisiéme degré

x+3 ar’® +bx® + cx +d i coefficient réels, donnée par les figures 1, 2 et 3.

LY +y Ly

=

M T
Fie ===
b 1

t |

Figure 1 Figure 3

L'une des 3 fonctions précédentes a pour fonction dérivée une fonction f du second degré dont la
représentation graphique est donnée par la figure 4

3— -------------
'
i
-
a N+ 34X
Ap-----
Eigure 4
103
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~Fonctlions Numériques

1) Quelle est celle des 3 fonctions 1, 2 et 3 qui a pour dérivée f 7 (la réponse devra €re soipneuscment
justifide).

On notera F cette fonction. Que représente F pour f

2) Montrer que fest définie sur R et donner I'expression de f(x).

3
3) Montrer que F est définie sur R par F(x) = %—112 +3x+1

Donner le tableau de variation de F.
EXERCICE 18

Le graphique i — contre représente une parabole (P) et sa tangente (T) en un poitt A. Cette parabole
passe par les points A(2;4)ct B(-2;-2)
1) Ladroite (T) coupe 'axe des abscisses au point C{-6 ; 0) . Donner une équation de (T).
2) (P) estla représentation graphique d’une fonction f définie sur R par f(x) = ax Prbxtc;
S désigne la dérivée de £ Déduire de a premiére question la valeur de f(2).

da+2bh+c=4
3) Pour quelles raisons les rézls a, b, ¢ vérifient — ils les relations {4a -2b+c¢ =-2
da+b=1

4) Résoudre le systéme ci — dessous puis en déduire une équation de (P).

EXERCICE 19

Soit (D) la droite d’équation y =x + 1. A tout rée] x on associe le point M de (D) d"abscisse x et on
note flx) la distance OM.

[ T -
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Fonctions Numériques Ernoncés

1) Déterminer praphiquement les variations de f et les limites en +eo eten —eo
2y Expliciter fx)
3) Montrer que Cradmel en +o une asympiote d'équation : y = -ﬁ{rar %]

4) Montrer graphiquement que Ty admet la droite d’équation x = -1 comme axe de symétrie.
En déduire I'existence d’une asymptote en -0

EXERCICE 20

P désigne la parabole d’équation y =1 -x"
Pour tout réel x, on note f{x) coefficient directeur (lorsqu’il existe ) de la droitz (OM) ou M est le point
de P d’abscisse x.

1y Déterminer géométriquement I"ensemble de définition, 12 parité, les limites en +ec, —c2 et 0, et

les variations de la fonction f;
2) Dorner I'expression de f(x) puis étudier le comportement de fen +e¢ et —os (asymptote, position

d2 Uy par rapport A cette asymptote).

EXERCICE 21

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (n; F;f] on considére les points Al:l = ]] et B(—E - 2} . A tout
point M de (Ox) dabscisse x, on associe lorsque czla est possible le point m intersection des droites
(AM) et (Oy), puis le point M’ intersection des droites (Bm) et (Ox). On note u(x) I"abscisse de M".

1} Faire une figure ; montrer que u(x) est définie pourx # 2 et x = 3 et expliciter u(x).

2) Etudier les limites de u en +e0, —w, § et montrer que «(x) admet un prolongement continu en 2.

3) Interpréter géométriquement ces résullats.

EXERCICE 22

1) Sur la figure ci — dessous D est la droite d*équation y = 3(x +1) ct  la représentation graphique
d’une fonction f définie sur R

(D)

©

- —————

Etudier la fonction f* : ensemble de définition, valeurs remarquables, sens de variations, limites, courbe

représentative )
2) Méme questions avec la courbe (C) ci —dessous.
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Fonctions Numériques —

(Envisager dans ce cas la parité de [)
EXERCICE 23

On se propose de déterminer 'ensemble F de toutes fonctions f définies sur R, deux fois derivables et
vénfiant "'+ =0 (¢'estadire f"(x)+ f{x)=0 pour tout x réel.
1) a) Montrer que toutes les fonctions nulles cosinus et sinus apparticnnent 4 E.

b) Prouver que si f et g sont deux fonctions de E, F+ g et Af (A réel) sont aussi des fonctions de E.
En déduire que pour tous réelsaetb: x = acosx + bsinx appartient A E.

2) a) Montrer que f € E, alors f? + /'? est constante sur R, Comment peut — on caractériser une
fonction constante par sa dérivée ?
b) Soit f une fonction de E telle que f(0) = (0} =0
Utiliser la question (a) pour montrer que fest la fonetion nulle.
3) Soit fune fonction de E et g la fonction x = f(x)- f(0) cosx - f'(D)sinx

a) Montrer que g € E (utiliser le (1) - b)
b) Calculer g(0)et g'(0) . Déduire du (2) - b) que g est nulle sur R.
¢] Montrer que les fonctions de E sont toutes de la forme : x = acosx +8sinx, a et b éiant deux réels

quelconques.
EXERCICE 24

1) Trouver une primitive F de [dans les cas suivants :

1 1 [ 1)‘ COSXY
. =—|l+= z =
cos” x §() e\ oz "o J2+sinx

2

a)f(x)=1-
b) f(x)=xcosx+smx ; g(x)=xcoex® ; ﬂ(-‘fhx;—_lpaﬂrx#l

2) Dans chacun des cas suivants caleuler : E f(x) dx

a)a=0,b=1, ffr}=:z, b a=0,b=2, f(x)=9xv1+x’
in2
ya=0,b=7%, f{x}=i§s; d) a=0,b=£%, f(x)=sinxcosx

3) En utilisant la méthode d'intégration par parties ; calculer les intégrales suivantes ;
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Fonctions Numériques

Eﬂ'ﬂ!l cé".il

_ﬂxw‘rx—-f_l.-‘.ir ; E{I-l}cmxa& : Ehzsinhrb : E'r:tnrdr

3
(s s [oe

EXERCICE 25
Résoudre les systémes suivants par la méthode du pivot de Gauss :
rty+z+i=-] —2x+y-z—t=1]
) Ix—-y+2:-5t=-26 5 x=2p+z=-U=7
-x+z-2t=-§ ) Ix+2z4t=5
ix+2y+1=0 2x=y+iz—=2=13
—x43p+Tz=4 fﬂi’dz:ﬂ
3) {2x-yp+3z=-1 4) ;‘H;"'EE
+ =
“2x+11ly+31z=14 z
x+y=15
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Fonciions Numériques }
~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

Ensemble de définition des Jonciions
1 J(x)= -;'_xf"m : fest définie si x = E(x) ¢ - a— d si x n'est pas un entier rationrel donc
Di=R-Z
x
8(x) = E{E : g est définie si Efx) #0 ie x E[[].][ doi D, = ]f* ; 0{ w1 _?{

x4 x_:._.-_q'.:.-ﬁ
2) f(x)= =y sfestdéfinisi 4 x41 = onobtient Djﬂl—l;—l['\.’[ﬂf:*[

x+120
F) 2
Al 2 -
g{-’f} i w.?x_ﬂ : g est définie si {i 33 iz 4 an ebtient D, =[25 _}[

% b
3) f{x]-_—f—HL_rlz :fest définiesi |x|-220c>x22etx+-2
d'oit D, =R-{2;2};

1
g{x]"msx+sinx
et x#"T’szz
4) f(x)=Jeosx =sinx fest définie ssi cosx—sinx 20

ﬁﬁﬂﬂﬁ{:-‘-%) bﬂﬂm{x+%] zle ;?wzkz 5r5§+2ka~

3
1o et difinie ssi cnsx+sinx=!l‘.}#qffco{x+§) 20 x =Tx+ 2km

X _six<0
x=1
g(x){lnxsiDcx<l] La fonction g est définie sur £

*+2 sl

x* -1
EXERCICE 1

1) a) L'étude dela courbe de f nous permet de dire que [est définie sur & —{2]
b) Le comporiement de fa courbe nous cfam:c les limites subvanites
lil'ﬂf(‘]=l . |IMf{x}='m 3 Im’l.lr':""':l=""mI
S %1 K=+ 40
¢) Lesasymprotes ala courbe de fsont les droftes d'équations : x =2 y=l ety=x
d) Puisque le point de coordonnées (-2 ; 3) est un extremum alors f'(-2) =0
2) De 'étude du graphe de g on déduit que D= R
b) La tangente a la courbe de g passe par les points de (1, 3) e (0, 1) d'ofl I'équation de cette tangente
oest y=2x+ 150 g'(1) étant le coefficient directeur de la fangente alors p'(1) =2
108
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Fenctions Numériques Eofmiqfa
c} g m'est pas dérivable au point x5 =2 car la tangente en ce poini est verticale.

d) D 'aprés |'étude de la courbe de g on remargue que g réalise une bijection de ]—W. 2] vers ]D- ?]

1

/
7

\
et u -

EXERCICE 3

1) Latangente & & au point B est la droite (AB) el la tangenie & Cau point D esi i droite (FD) avec
A0, 5); B(4,0); F(0,6)er D(2,1) On vérifie que (AB) a pour équation y = -4 x+6. De plus pour
x€ [i]; 4 ] nous remarquons gue est au dessus de (AB) el au dessous de (FD) d'ou Vencadrement :
—3x+5< f(x)S—3x+6

2) A partir de la premiére questionona . E{—-}x-l- der. < _Ef(x}d‘.c s _E(—%x + 6}#;: =

[§x? 52, <7 <[-§x* 4 6, « 10<7<14

3) Nous avons C(-4,0) ; E(-2,3): A0, 5). La droite (CE) a pour équation . y = 3x +6 et (AE) a pour
dquation : y = x + 5. Graphiquement nous savons que pour —4 < x2 -2 lacowbe Cest au dessus de
(CE) et au dessous de la tangente a Zen A qui a pour équationy =35 ; pour =2 £ x <0 & es! au dessus
de (4E) et au dessous de la droiie : y = 3. Ainsion a . 3x+6= f(x)S5 ef x+55 f(x)£5:

[(Gx+8)acs [ f(mdrs [ o [3a? 6], = [[f(x)de s[Sx] e 3¢ [raxs1o o)

e+ e < [ f0de [5& o [p s < rmars[sl, o 8s [ fdsio @)

dois de (1) et (2) on déduit 11< [ f(x)dx <20 & 115520

EXERCICE 4

%
f(XJ=F
x—1
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_ Fonctions Numériques i Ealm‘.r'ﬂn_d
=zl
l} f‘cﬁ'l'-‘ dﬂ'ﬁril—f 550 .TJ ainxsi D:}l—*,ﬂ] U]l,'l‘m[
—

x=1"

lim f(x) = lim f(x) = 4«0

X~ =0 X3 o0

{Ex -3)

E{x- 2\(_

¢ LEmf(x)=0 ; limf(x)=+
R g x 1"

2) J'(x¥)= s S =0 = x:%_ Le tableaw de variation dﬂf-ﬂ'.ﬂ'l.'

x 1] 1 32 + 0
\\6{;’/ \ 55/'(

3) lim f(x) = 4o d'oit la droite d'équation x = 1 est une asymptate verticale & T
x—= 1
&) =—1; lim(f(x)+x)=~1 ; d'oii la droite d"équation y = —x = est une asymptote a &
I-)--E-m x ! T =% —g0 - 2

de méme on vérifie que la droite d'égquotion y = x +1 est une asymptote a L lorsque x — +o0

/!
o
Y

EXERCICE 5

it :{ﬂ, l] -+ [ﬁ, |] continue el g définie sur [ﬂ, 1] par g(x)= f(x)-x

1) g est continue sur [U, 1] car fi'est sur [ﬂ, l]

g(0) = /(020 ; g(h=7/()-10car 7(1) &[0,1] done g(0)x g(1) <0 d'oit il existe au mains un
réel a dans [ﬂ, 1] tel que gla) = 0. '

pa)=0 = fl@)-a=0 o fl@)=a

2) §i f1(x)<1pour xel0; 1[ alors g'(x)= f'(x)-1<0.

La fonction est dans ce cas strictement décroissant, elle définit donc une bijection de [a, t] sur

[3(1]; g{ﬂ]] ce cas prouve que g{a) =0 admet une seule solution ie f(a)=a admet une solution
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Fonctions Numériques

EXERCICE 6

glx) =sinfx
1) Lafonction g est impair et périodique de périoce T=A4.
La jonction |g{ est pair et périodique de périade T'= 4
2) La fonction h éramt pair et périodique de période 1 =1 ; il suffit de la représenter sur [CI, 1]. Sur ccl
Intervalle la courbe de h est un segment. On obtient le reste de la courbe en appliguant la syméiric par
rappert @ (ay) ef en appliquant la périodicilé

3) Lafonction |g| étant pair et périodique de période 4 alors il suffit de U'étudier sur [0,2]. Sur cet
intervalle Fgﬁx}i= sinfx
g0)=g(2)=0 ; glx)=Fcosfx ; g'x)=0 <> x=1.ieletableau de variation suivant :

x |0 | 2
g + 0 =

gx) ﬂ 1 h_-“*--.;__ 0

D'aprés la représenation graphique hix}=|e(x)) = xe {-3,-1,1,3}. Ces valeurs de x sont les
abscisses des points communs & Gyet T\

EXERCICE 7

A-2) f{x}=2x+-;—z+i. =R
limjf{x)=—0 , limf(x)=+0 ; li,mf&x}=+m

X — = x —F ez X =P
Les droites d'éguations x = 0 et y = 2x + | sont des asymptotes a la courbe [

2
f‘(r}=1[x ])[x] +x+l] . f'(x)=0 < x=1:Letableau de variation de
x
x |- 0 1 +

f(r.?!+|-°+
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Fonetions Numdériques [‘i‘a.fuﬁﬂué!

b) f(x)=0 < 2x+‘l+-lf=t] & x=-1. Le point d'ordornée nuile de Zra pour abscisse =1 .
X
(1) =4 d'oli | 'équation de la tangenie (T est y=4(x+1). M(x,y) eTn & < f(x)=Y

¢:21+I+L2=4x+4 & x=-1ou x=1d'i Tﬁf.',r-{rh{-i,ﬂ} ; -41(%:5)]
x
B -a) g(x}z-12x|+1+xiz,

Six < 0alors g{x)=-1x+ L} +1 et g(x)- f(x)=-4x quiest positif donc g(x)> J(x)
-

b) La fonction g est pair donc sa courbe admei l'axe {oy) comme axe de symétrique. ( Voir le graphe ) :
Ly et Ty colncident pour x>0

b) pour x E]—I; ﬂ{ g(x)> f(x) donc B, = E{g{x)—f(x})dr
3_.—.[_‘I-qmw[-le]:@B.,=—zm=-_rz;lim3,,,=z

= 0
C - Am la droite d'équationy = m
a) D’aprés ia représentation graphique Am coupe &t en 3 poinis distincts My, My, Mz s5i m> 4

; ; 1
b M(x.y) edmn Géquivautd: f(x)=me2x+1+omm 20" +(1-mp +1=0 St.xs xz,
xy sont les abscisses des point My, Ms, M. alors x) x5, x3 sont solutions de I'éguation. En identifiant les

=1
X 4 +xy =

dewx expressions on oblient 1% %y +xx3 +x3%3 =0

-1

- ! ¢
D’aprés ce SySIEme NOUS AVORS X X3X; = — 5 qui est une relation indépendante de m.
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Fonctions Numériques

2) Lafonction dont le graphe est donmée dans la question a) est -

x |-t 0 + o
fx) + o

o +0

f&) ‘.-m’,; -m""’j

Les asymptotes a la courbe & sont les droites d'équations : x =0 et y=3x+1 (celle gui passe par les

poinis de coordonnées (0: 1) ; (-2 ;0)
b) Le tableau de variation de la forction représentée dans la question est -
x |- 512 + o
el + o - 1 ¢
feg| ' T J e e
oo -

Les asymptotes & g sont les droites d'équations x =d et y= %x + 1 (asymprore passant par les poinis

(0;1)er(-3;0)
EXERCICE 10

g(x)=2x +..!|Ix2 - I|

La fonction g est définie suriR..
. . x )
implay=ve 5 Tmagrjsea ;I-'.n:-%zj ; lim (g(x) - 3x%) = 0 done la droite
o= X —% —= i

d'équation y = 3x est une aspmptote & &
glx) lim (g(x) - x) =0 d'owt la drofie d'équation y = x est une asymptote & Z,.

r X
lim =—==1 ;
-
X

e

o plx)=2x+4x? =1 pour x &e==1[ U |40 dans cer inrervalle g'(x) =2+ :
x =1

« Sixeliteo| g(x)>0

o Ry 5]4 _:_][ ., £(x)20 & 24 2 -1+x20 ce qut nous donne
24/
;-1[

x E](-;—-E‘:f—i[ d'otg'(x)<0 <= x E]—T
114
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Fonctions Numérigues

o g(x)=2r+1-x* powr x E]-l.; I[. Dans cer intervalle g'(x)=2- . = Celie dérivie es!
VJl-x

positive pour x e ]—l; 'D]
* Sixell, g®20 o -5x*4420 @ xc]o;f’-;’s- ef g'(x) <0
* Six E]%; 1[ on en déduit le tableau de variation de g.

x |.-eo X -1 X, 1

$6)| + 0 - | +u-]

¥ e(x) /3{’:1)\\_2 /grrz,i,_ﬁ__q__h:? P

too
+

to

N.B. -rl*—'"'g'.'iﬂ- x1=lf et E{xlj=ﬁ' g(‘r?}:E

EXERCICE 11

fu(x) = = 2(m+ 1)z +2m+2)

1) [, est définie sur B ssi x* —2(m+1)x +2m+2 >0 pour iowi x réel

Pour cela il faut que le discriminant de x? =2(m+Dx + 2m + 2 soit striciement négatif ce qui nous
donne (m+1)* =2(m+1) <0 2(m+ Ym-D S me]-L |

2) Alxo yo) € (L) pour tout m équivaut & yg = f,,(xp) = ln[rg - 2(m+ I]x, +2m+2

Xs=1
= yu=ln(x.}—2:ru+2-2[—rﬂ+l}m) = {y:=1

En conclusion toutes les courbes (L) passent par le poini A(1, 0).
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E_l_:,l_fnﬁﬂ.ll,;‘l

EXERCICE 12

1} D'aprés le tableau de variation de f I'ensemble de défimition de f est }“_iﬂi = ]I;+m[
2) limf(x) =0 = la droite d’équation y = 0 esf une asypmplole a(l)

X =

!:“l;r (x) = H'"If (x) - x] =1 implique la droite d ‘équationy =x + | esi une asymplole a(&y
i :

X = —0

EXERCICE 13

S(x)=x+sinx

- RN

3

1) Dy= R: pour tout xréel f(=x)= —(x +sinx) = - f (x) donc la fonction f est impair ce qui prouve
que I'origine du repére est un cenire de syméirie de la courbe de f.
2) limf(x)=+ ; limB2 =lim{>4a5) =1

X =+

X = 40

X —r 4+ - tm

lim{f (x)—x) = limsinx qui n'exisie pas donc la droite d'équationy = x est une direction asymptotigue
E =k 40

de la courbe de f.

3] fi[x} =I+c05xaﬂ d'ﬂiffﬂﬂ Cmffm!ﬂ IHP"R
7(x) = ~sinx; ["(x)=0 < x=ka aveckentier rationnel d'cii les points d'inflexion de Csont

M, (kx5 k)

116
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Fenctions Numériques Em:fm@

r

EXERCICE 14

D'aprés le tableau de variation de f nous avons le tableau variation suivans *
x |0 1 +00

| + {' -
7 ,,.-r“*mﬂ

Ainsi parmi les 3 représentations seule (2) est susceptible de représenter [ car cetic fonction est positive
sur ]ﬂ; ][. nulle en 1 ef négative sur ]l; —>[ )

EXERCICE 15

fx) = x(x - E(x))
1) SEIE[ﬂ',I[ f(x)=x*
Si x e[, Fx)y=x(z-1)=x"-x
Sixe[] f(R)=x(x-2)=x'=2x ; f(3)=0

P S e T

Y

2) k érant un entier naturel puur;rﬁ[k;k+l[ E(x)=kd'ou
) =x(x-k)=x*-kx ; flk+1)=0

117
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Fonctions Numériques :

U= [ 1) de= [ (2 - o) m[%—*"_z]m

2 U
(k+1) & R
=g —=glhs T
Ly 2 O
Uy moh™ 10k +3k+i-§fk:'+2kz+k) g
k1 Ak +2
U, =—+—d'oil -
k 1+3 ﬂnU P
3) Upu-U, = jk+;+2 3.‘:;—2 4 el ,=U+

d'oir la suite (Uy) est une suite arithmétique de raison r = %
Uy= [ fl)ae=(x® o=t
o= [/lz)ar= [ :
n! In+1
4 Ef{:} de=Uy+Up+..U,,y = 1{14:.*EI n=1)r) on obtient _['I(I) dx =

EXERCICE 16

1
=4 2_3 B e
f(x)=4x o

f(-1)= —%; f(_?l:] = %; f(x} i —%: S()= % . La fonction f est contenue sur R car c'est une

fanction polynéme. De plus f(-1)x f [__li] <0, f (—5 % f(0)<0 et f{0)x f(1) <0 done, d'aprés

le théoréme des valeurs infermédiaires il existe © x, E]—I; _ﬂ % EI"i‘F 0[ DX, E]D; l[ tels gue :
f(x,) = f(x3) = f(x;) = 0. Ces 3 solutions de I'équation f(x) =0 sont comprise entre -1 er 1.

On sait qgue cos3a = 4cos’ a—3cosa, donc en posant x = cosa ['éguation f(x) =0 devient :
4cm3a—3cﬂsn—%=ﬂ = ms?u:—l-—l] = mgkul & 3a=%+2krou-42ke.

Ce qui nous donne @ =£5+ 2=, En faisant varier k on obtient les 3 valeurs distinctes de a qui sont
ag=%:a= friay =5 les safm‘.’am de 'éguation.

= ety 7
f(x) =0 sont x, = msi} ; X, =c0sE ef xy =cosat

EXERCICE 17

1) Lareprésenration graphigue de J” nous permet d'avoir le iableau de variation suivan : I
X 1 3 4

Sx) + 0 = 0 <+

J?'I)/’\'\i/-’l’

Ce tableau de est compatible avec la courbe de la figure 3 car ce."l’e = ¢i esl croissanfe entre ﬂ el ]
décroissante entre 1.el 3 et croissante entre 3 ¢f 4, S Na A ST SRR

118
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Fonctions Numériques ?Eofmfanﬂ

[fesi la dérive de F et Fest une primitive de f " )
2) fétant une fonction polyndme du second degré elle est définie sur R D'aprés sa représentation

graphigueona . f(0)=3 ; f()=0; f(3)=0. 5iffx)est de la forme fix)=ax’ +be+c alors
fi)=3ec=3 ; f()=0a+b+c=0; f(3)=0<> 9 +3b+3=0. Cesdeux équations

nous donne a=1et b=—4 d'air f(x)=x*-4xr+3
3) Fétant une primitive de falors F(x)=4x" =2x% +3x+ k puisque F{0) = 1 alors k=1 par

conségquent F(x)= %x“ -2x2 $+3x+1
Le tableau de variation de F esi ;
x | 1 3 +00
¢w| + o - o +

Frlem/rzmil/*“

EXERCICE 18

1y La tangente (T) passe par les poinis A(2, 4) et C(-6, 0) d ot son éguation est y = % x+3
2) D'aprés la premiére question la tangente a () au point A(2, 4) a pour équation y = 1x+3 donc
r@=4.
3) flx)=ax® + bx +¢ Nous savons que Ae (Pydonc f(2)=4 < da+2b+c=4 ; B(-2,-2) e(P)
donc f(-2)=-2 ¢ 4a-2b+c==2
J'(x) =2ax+ b ef nous savans que ['(2) =1 donc da+b=1%
da+3db+ec=4
Ces 3 égquations nous donnent le systéme (§) da-2b+ec=-2
Ja+h= Jz'
4) La résolution de ce systéme donme b=4 a=—1 etc=2.
2

L ‘équation de (P) est f(x)=—+x +3x+2

EXERCICE 19

=
==
bl

L

..........l.... Pe——

1) Lorsque x varie sur ['axe des abseisses. la disiance OM aussi varie. Nous savons que la distance du
peint O a la droire D est J? Cela correspond au point M de D d'ol: abscisse x = - L. Ainsi
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Fonctions Numériques

|

si x> -1 fest croissante - 5i x < —1 fest décroissante .

lim f(x) = lim f(x)=+0o0

= =m ¥ =b +un

2) Lepoint Mde D d ‘abscisse x a pour a pour coordonnées (x, x + 1) d’ol
S =0M = (i + 1) & f(x)=Tx? 2251

3) On vérifie aisément que Iim( filx) - Ji(x ¥ %)) =0 d'oit la droite d'équation y= Jf(x + —;-)e.rr Lre
asymptote a (2y) en +eo.
4) La droite (OM) ot M est le point de D d'abscisse — % est la médiatrice du segment (4B) avec

A(D, 1) er B(-1,0) qui sont symétrique par rapport & M. De méme pour x et x* symétrique par
rapport .. .....

D’oit la droite d*équation y = —ﬁ(x + -1-] syméirigue de y = -u'rf{: + .zl_] est asymptaote & en (&7) en -20.
EXERCICE 20

1) Geométriguement nous remarguons gue pour tous les réels x von nuls la droite (OM) n'est pas
paraliéle & l'axe (oy) donc le coefficient directeur existe. Dy= R .
Soit M et M* deux points de P d'abscisses x ef —x, ['axe (oy) est la bissectrice de Uangle MOM' d'ofi fes
coefficients directeurs des droites (OM) ei (OM") soni apposés ce qui prouve gue f(=x)=—f(x) - fest
alors impaire lim f{(x)=—w ; lmf(xl=+w ; limf{x)=+e ; hmf(x)=—«

X = m I=+=m =0 2=

La fonction f est siriclement décroissante sur Dy= 4

2) flx) étant le coefficient directeur de la droite (OM) alors f(x) = 2 avee y=1-x* d'oi
x

1= _f(_r]-—x-l--l—
) == =-x+—.
Nous savons que lim-} =0 donc la droite d'équation y = - x est une asymptote oblique a &;.

Sixr > 0 alors &y est au dessus de son asymptote.
Siz <0 alors &y est au dessous de son asympiote.

A

/

0 x\ -

EXERCICE 21

Dans I.E‘P!ﬂ'ﬂ muri d'lﬂ'! H‘-‘pﬂlrf ﬂrﬁiﬂ‘mrfﬂﬂ' {E,F';]m dﬂnﬂe A{I A ]]_ el E('J ;_2}
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Fonctions Numérigues Eﬂfu.‘fﬂn.;l

e
—

ST
77

1) D'aprés la représentation ci dessus nous remarguons que Ux) n'existe pas lorsque x=2 ou x = 3.

En effet ; six =12 la droite (AM) est paralléle a (oy) doric m n'existe pas ; 5i x = § la droite (Brm) est
paralléle & I'axe (o, x) donc M" n'existe pas.

L ¢quation de la droite (AM) est de la forme ¥ = aX +b A(2:1) et Mix, 0) appartient & (AM) équivaut a
{1 =2a+b& 1 x i x

on abiienr a = et h= aon l'é i i A
IR | o = P ol ['éguation de la drofte (AM) ¥ 2—.:X+.ta—2

Le point m a pour coordonndes [ﬂ ;-x—z)
r—-

La droite (Bm) a pour équation : ¥ = a' X +b', Puisque B(-3, -2) et m[ﬂ :, i:—] € (Bm) alors

X -
=2 ==3a'+}'
ce qui nous domme .a'= o
Wase = ) -
— ix-2)
Ainsi 'équation de (Bm) est ¥ = 2x =4 .
(x-2) x=-2
. i ¥ 3 4 _Sx T} 31
Le point M' d'ordonnée nulle de (Bm) @ pour abscisse X = ek d'olt U(x) = e
P N
4 X -3x

= 0 pour obtenir X =

N.B. : on résout Uéquation i
3(x - 3x—4

X -
2 x-2

2) U(x)= Sk ; lmU(x) =ImU(x)=-1 ; ImU(x)=+t= ; lIml(x)=—o
3x= —a 2 =p 400 =47 ,...i‘

liml{x)=-3

T-»d

=& sixzd
P 3

e : P fix)=
ainsi la fonction [ définie par 3x-

' est un prolongement de contunité v au
f(x)=U(x) six#2erxs$

pointx =2
3) Les résultats de la 2° question se traduisent par les droites d'équations x = -‘% el y=-1 sont

asympiotes & la courbe de la fonction u
EXERCICE 22

1) L ‘étude de la courbe Zde fnous donne les résultats suivants -
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Fonctions Numériques @ﬂa

* [Y(x)>0pow x E}{-—; - -%[.JP 1 -:-:-[

= ['(x)})=2 sur [—-zl; f{ F{xy=-1 six EI{}; 2[

En effet sur [—-}; l][ Cestla droite de pente 2 et sur |0;2] Cest la droite de pente — 1. La derivée [*
n'est pas définie pourx =3

L 'ensemble de définition de " est - ]{—; -%[u]--%;ﬁ[u}ﬁ]; ’E[U ]2; + C‘:-{ puisque ) - y = i’(’“’ 1) esi
asymptate & Zoplovy [ Fix) —%{x +l]] = 0 quand x -0 dam;' I’ f'(x) - H —+ 0 guand x — 40 donc

“I'I'I.f'{..'c}=%
Um f(x) = 4e0 ; mf'(x)=2 ; limf(x}=2 ; lim7/'(x) =1 ; lim/'(x)=-1 ; iy [z} =0
-1 r==tt r=wiT =0 ey x-—+1'

La cour de f” peut avoir la jorme suivante

f

2) D aprés la courbe [ est définie sur aﬁ“-{-%;%}
limf'(x)=lim /() =0 ; lmf(x)=+4e ; lmf'(z)=-e

X =t 4 T

La fonction f* est impaire

=312 an

EXERCICE 23

E = {J définies sur R dewx fois dérivables vérifiant f*'+f =0 }
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Fonctions Numérigues Izamm,,,g

1) a) Sifestla fonction mdle alors f" = f =0dotr f"+f=0,sf fl[:::} = cosx alors
f"(x})=—cosx d'onr S[x)+ f(x)=

si f(x)=sins alars f*(x)=-sinx d'ou () +r{x)=0

En conclusion les fanction nulle, cosimus ¢f sinus appur.rfmnem' akE.

b) Si fet g appartiennenr d Ealors [+ f + g"vg=(f +g)"+(f +g) =0 ce qui prouve que

S +g € E De méme on vérifie que L f ¢ E

Nous savons que les fonctions cosinus el sinus appartiennent @ E donc la fonction f définie par

S{(x) = acosx +bsinx esr élément de E.

2) a)8i f <« FE alors f"+f =0 : 72+ [? est constante si (fz +f‘1)'=ﬂ
=200 +21" =02+ f)=0 (vraic car f est élément de E)
N.B. : Une fonction est constante ssi sa dérivée est nulle
&) 8i f(0)= f'(0)=0 alors £2(0)+ £ (0)=0 donc f* +f*? est constante et sa valeur est zéro,
cela n'est possible que si f= f'=0
3} Sait f une fonction de E et g définie par - glx)= f[::r]— f[:ﬂ}cnsr-—f '{ﬂ] sinx,
al D'aprés 1)-b) la somme de dewax fonctions de E est une fonction de E donc g = f— U avec
ufr) =cosx+ f'(0)sinx est élément de E car elle esi la somme de deux éléments de E.
b)) g(0) = j(0)- r(0)cos0 - 7(0)sin0 = £(0) - F(0) =0
g'(0) = s*(0) + £(0)sin0 - £'(0)cosl = £*(0) - £(0) = g(0) = £'(0) = 0= g EstIa fouction

nulle,
¢) Nous venaons d ‘établiv que si f est élément de E alors la fonction g = f—u est la fonction rulie done

S{(x)= f(0)cosx — /*(0)sinx = O ce gui implique gue f(x) = f(0)cosx + f'(0)sinx En posant
7(0)=a er f'(0) =& on obrient pour toute fonction fe1 E f(x)=acosx +bsinx.

EXERCICE 24

1) Caleul de primitive : F est une primitive de f

g f(x)=1- mF[x]-x—ng

Cﬂs X
1 g 1 =
g(x)=—|1+=] :enposant u=1+— onaura v'=—
xt x x x

=1
done g(x)= w'.ut d'ol une primitive de g est G =?u5

5
ote)=-4{1+3)
cos x : ;
o ulx)= e - En posant V(x)=2+sinx on aura V'(x) = cosx
2+sinx

d'ot u(x} = ([ ] = U[:x} 21||F{I} ume primitive de u est L{x] =2J24sinx

b) f(x) = xcosx + sinx nous remarquons que {xsin.r]‘ = sinx + xcosx d'oil une primitive de f est
F(x) = xsinx

o g(x)=xcosx". Posaniufx) = x* on aura g(x) = xcos(u(x)) .
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Fonctions Numériques Eﬂulﬁ.o s

Nous savors que [sinl: n{xm; = u'l:r}.-::os{u[x}] d'oit [sinx’) = x2cosx’,

On en déduit que (sin{u(x)))' =u (J-‘:l CHS{H( x)} d'olt {ﬁin 5 ] =2cosx®. On en déduir gu'une primitive
de zest G[I} = lgin 12

o Ux)=—— ;powr x=1;une primitive de u est U(x) —I’I]I = |i|
2) Calcud d amﬁgra!e

a) -E;::. [ln(l-l-e ] ll'.t{l-i-f-’] In2= i;lﬂj
o T s T W] 5

isin2 . sin2x _ 2sinxcosx : s
_L SZX & - nous savons gue sin2x = 2sinxcosx donc - = 2sinx d ot
cOsx COsX COsXx
T sinZ
[ =2f-cosx]} =2-2
CO5X

d) Eshxms:dx = [%—s'mz x]; =
3) Intégration par parties
* I= Exdl+nﬁ: onpose u=xdonc w=1; v=1+x donc v=3(x+1}J1+x : on obtient

42 +4
15

1
4

42

I:%x{x-l-l]m ce qui implique -’=—3—'E[{“‘l) *']'“'L & L=
* J:E[x—l}ﬂﬂﬁdx' P u=x=-1>=u=1; v=cosx = v=sinx
J:[{x-—l]lSiﬂI]'!‘[WSl']: = J=-2

r K= fExl sin 3x dx = [-xz cuﬂxE -1-2fxcuslxd: = (%)2 +[-§sl.n]x]§ —-%[cns?sx]g

2
' 1 1€ _¢e +1
szf-[ﬁ-]l s 4
3
* M:ﬁ——i——dx u=x" = u=2x; v'= = =v=vl+x"
|+ 14 x?
2-42
On trouve M=f—é—‘
« N= IIEEd”tﬂ:= Jj—ﬁ'—(-Exe"J ]dx‘ ‘ =—-‘-1-’-='.P!.I'r= =X, V= -2:;_". &N P e—l* d ot
I i 1 . _1
*[_ﬁa'fr — [~xe s onsrowve N =L ~[te™] dou N ==
=|=-X K ’ =
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Fonetions Numérigues

EXERCICE 25
Résolution des systémes par la méthode du point de GAUSS
A+ y+zl=—]
N Ix—py+2z=5=-26

-x+z-2f=-8
Bx+2y4i =0

1 11 1 i=1
J -1 2 -5:-26 L,

I~

La matrice compléte de ce sysieme est :

-1 01 -2 i=-8||&
8 20 1:0 L,
L« L 1 111 -1 L 13 % =1
LedL-L, |0 4 1 8 28 = 812 =1 3283
LieL,+L, |0 2 -1 :-9 o0 -7 2 :-9
Ly« 8L, -L,\0 6 8 7 -8 0 00 -43 -8
=43t = -B6 [t=2
=Tz+2(=59 z=-5
F o =H_31- )
T Vyede-r=zz y=135 LR p s }}
x+y+r+t=-l x=-33
2x+y—z~t=3 (2 1 =1 -1 %3 -2 1 =1 =]
. x=-2y+z-2t=7 _} 1 -2 1 -2 :7 > 0 -3 1 -5
) 3x+2z+¢=5 3 0 2 PO 0 31 -1
2r=y+2r=2t=15 2 =1 2 =2 : 15 b 01 -3
L« L =3 1 =1 =1 % 3 L« L 2 1 -1 -1
LeL+2L |0 =3 1 =5 : 17 __}th—li " 0 -3 1 -5
L3 +2L(0 0 1 =3 | 18| " Ly«LI4 D01 -3
LieL+L, W0 0 2 -6 i 3 Ly« L+, B 0 1 -3
—dx+y—z-i=3
0-3y+z-5r=17
enposant t=a alors z=18+3a ;3y=z-5a-17
0+04z=-3r=18 - 4
0-0-z-3=18
1-2a
=ly=18+3a-5a~-17 - ST 2x=m p=g—it=3
— — =14
h:.lzfz—lﬂ_ja_aﬁjmx:iz—lc—x.
3 3
3={(_62“;14“; 1—329:; 18+ 3a; a),aeﬁ’

125
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles 'ﬁ——

~ ENONCES ~

EXERCICE 1

Soit g la fonction définie par E(:}:::—I—J_nl:x—]}z :

1) Calculer g(0), g(2), g(4), g(5). On donne In2 = 0,7 ; In3=11. Etudier g ct tracer 52 courbe (C) dans

un repére orthonormé (unité 2 em). Préciser les branches inﬂnms: )

2) Déduire de 1) que 1’équation g(x) = 0 admet exactement 3 racines dont on donncra les porties
cntiéres.

EXERCICE 2

Soit f 1a fonetion numérique définie par: f(x) = ™

1) Tracer sa courbe (£) de Fdans repire nﬂhﬂﬂomﬂ(ﬂi?;j) .
2) Discuter graphiquement le nombre et le signe des solutions de I'équationx’e ™ =m ol m estun
réel.

EXERCICE 3

On considére le polyndme P définic par: P(x) = (x +a)(x + 5)(x + ¢) ol x est la variable réelle eta, b,

des réels en progression géométrique dans cet ordre. ‘ o -
1) I}é[erminsrf b et ¢ sachant que dans le développement de P(x) le réel =3 est le coefficient affecté 2

x‘eta.b.c=8. o _
2) Résoudre dans R les équations suivants :

a) .::.«;-'":"mwII + 2(.:2 —5x+4) = Slne"
’ -5 __ =ik

g AT EE_ ‘ (Bac. SET 1993)

EXERCICE 4

1) A Paide de deux intégrations par parties successives, calculer fe"‘ cost dt

2) Déduire de la question précédente la valeur des réels : / = fe"' costdt 3 J= _L:e Ysintrdi

EXERCICE 5
- : _ [+ x]
Soit la fonction de R dans R définie par: f(x) = e

1} Prouver que [ est impaire , ; : ; ; ;
2y Etudier les variations de [t construire sa représentation graphique (£) dans un repére orthonormé.

3) Montrer que f est une bijection de ]-1 = 2[5!::1' R el déierminer sa fonction réciproque /.

126
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Fonctions Logarithmes ¢t Exponentielles [Enonces|
EXERCICE 6

J)=0

Soit la fonction numérique de la variable réelle x définie par: 7
Slx)=x(lnx)" six>0

1) Montrer que f est continue sur R* (on pourra montrer la continuité en 0 en posant x = uwt, u-0)

2) Calculer les limites, lorsque x tend vers +eo de f{x) et de AL
X

3) Etudier le signe de la dérivee de f.

Quelle est I'équation de la tangente 4 la courbe (€) représcntative de fau point d’abscisse ¢ ?

Montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0.

Quelle est la demi — tangentc a (&) en 0 7

4) Représenter (&) dans un repere orthonorme.

$) Soit ¢ la fonction de R vers R définie per: g(x) = 3x” Inx(lnx-1)

Caleuler la dérivée de g et en déduire les primitives de f.

§) Calculer I"zire A() de la portion du plan compris entre(Z]) et les droites d’équations x = A

(0 <i<1);xr=1et y=0.Calculer la limite de A(M) lorsque A tend vers 0.
(Bac. MTE 1993)

EXERCICE 7

1) Sout I"équation ¥ _q4x? —Tx+10=0. Vérifier que | estune racine de cette équation . Déterminer
le nombre réel atel que VxR, x* —dx? =7x+10=(x+ (x* +ax - lﬂ].
2) Déduire de la question précedente, les solutions de chacune des équations suivantes :
a) I[Inxf' —4(inx)* = 7(Inx) +10=0
B) &t —de? +10-7e" =0
&) sin®x-4sin® x—7sinx+10=0
(Bac. MTE.1985)

EXERCICE 8

Le plan affine euclidien E est tapporté & un repére orthonome (o‘.?";}) d’unité graphique Zem.
Soit £, la fonction numérique de Iz variable réelle x définie par : £, (x) = mx +e” ol mestun parameétre

réel. On désigne par £, la courbe de fdans {a:f;}) :
1) Montrer que toutes les courbes 25, passent par un point fixe que I"on détermincra.
7) En discutant suivant les valeurs de m, étudier les variations de la fonction f.
3) Onsupposem >0

a) Montrer que f,, est une bijection

b) Montrer que f, 'est dérivable sur R, puis calculer sur nombre dérivé au point 1.
4) On suppose m = -1 eton désigne par D I'asymptote Z;

a) Tracer I'aire A[A) du domaine limité par la courbe 2Z,, D et les droites d'équations x =A et x =10
oii A est un réel négatif.

h) Calculer lim A(4) quand A tend vers -oo

{Bac. MTI = MTGC . 1993)
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EXERCICE 9

n)=0

Soit la fonction I définie sur I'intervalle [ =[{} : +m[ par: ﬁxi —xlnc=2x+] 5ix>=0
1) Ewdier la continuité et la dérivabilité de fau pointxy =0
2) a) Calculer fi{x) six >0

b) Etudier les variations de fsur |
3) a) Déterminer la limite de fen +oo.

£) Quel st le nombre de salutions de 1'équation f{x) =07 v
4) Etudier Erreur! Des objets ne peuvent pas étre créés partir des codes de champs demyist i
forme.. Déduire le comportement asymptotique de (€) courbe représentative de f.
3) a) Tracer (€) dans un repére orthanome - "

b} Déterminer une équation de la tangente & la courbe (Z) en son point d’abscisse €
6) Sait g la fonction définie par: g(x) =Inx-1. Déterminer la primitive de g qui prend la valeur (-1)

pour x = | sur [l]';+nu[.
EXERCICE 10

On considére la fonction définie par : f(x) = lr(.r1 =T 2) .ol In désigne le logarithme népéricn.

1) Déterminer le domaine de définition de f caleuler les limites aux bornes de ce domaine et étudier les
variations de .

2) Soit (&) la courbe représentative de fdans un repére uﬂhunnrmé(a;?; 7). Montrer que (&) admet la
droite d’équation x = 1 pour centre de symétrie.

3} Déterminer les coordonnées des points d'intersections de (&) avec |'axe des abscisses.

4) Calculer f(0), f(dret f(-2). En donner les valeurs approchées a 10 prés a I"aide de la table

cujvante :

®x 2 : 5
bnx 0,693 1,099 1,609

5) Construire (Z) dans {o;f;j} avec i=j=2cm.

(Bac. MTE. 19835)

EXERCICE 11

1) fest la fonction 2 X 3 L . D est l= domaine limité par la courbe (Z) de £, 1a droite des abscisses, les
X

droites d’équations x =1 etx =e. I'unité graphique est 3 cm.
a) Représenter D. ,
b) Caleuler 'aire de Dencm’.

2) Pour tout naturel nonpose: [, = _E.""e' dt
a) A I'aide d'une intégration par partie, démonitrer que pour tout 21, =e—nl,_,
by Calculer Io puis Iy, I, 1a.
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Fonctions Legarithmes et Exponentielles IEnmrtI'.z-]
fBac. SET, 1995)

EXERCICE 12

1) Vérifier Pégalité log, x.log, x = 4 (log, )’ . En déduire les solutions de "équation :
log, x.log, x=2
2) Résoudre dans R? le systéme suivant od |'inconnue est le couple (x, ) :
{Elug: y+2log, x = =5

xy=g
(SET Compo 1983)

EXERCICE 13
In(1 +sinx)

1) Etudier la limiteenzérodef: x = f(x) =
sinZx

?) Résoudre dans R "équation fix} =3

3) Pour guelle valeur de x la fonction fs"annule - t —elle 7
(SET Compo J1981)

EXERCICE 14

Soit /: R — R définic par: f(x) = xe"™ six<let fix)=ax’ +bxsix=lou(a,b) eR%
1) Déterminer a et b pour que fsoit continue et dérivable en 1.
7) Etudier les variations de f'et construire sa représentation graphique dans un plan rapporté a un repere

orthonarmé {a;f;}).
3) On désigne par D I'ensemble des points M du plan dont les coordonnées (x , y) sont telles que
O<x=<4et0syxfix). Calculer "aire de D.

EXERCICE 15
Inx=2

Soit la fonction de R — R définie par = f(x) = o

1) Donner |'ensemble de définition de fet calculer sa fonction dénvée.

2) Résoudre dans R |*équation f{x) = 3.
3) Pour quelle valeur de x la fonction s"annule —t —elle ?

EXERCICE 16

On considére la fonction numérique de fde la variable réelle x définie par J)=(x+ 1](1 +e "‘)
1) Montrer que la droite (D) d’équation y = x + 2 est asymplote 4 la courbe (&) de f.

2) a) Calculer f'(x)
by Dresser le tableau de variation de f* et cclui de /.

3) Construire (&) dons un repére orthonorm¢ (o:f;f) unité graphique 1 em.
4) Evaluer en cmy’ 'aire A(e) du domaine plan limité par (&), la droite (D) et les droites d’équations
r=-2ef y=a avec o>==2
5} a) Montrer que fest une bijection de R sur R,
129 |
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles -

b) Représenter £ dans le méme repére que (£).

¢) Soit I le point de la courbe ( T Me /' d'abscisse 4. Etablir 'équation dc la langente a(I')enl.
Tracer cetle tangente.

(Bac. SET 95)

EXERCICE 17

1 - 1) Déterminer la solution de ’équation différenticlle 42y = 0 qui prend la valeur § au point 0.
2) Soit I fonction définie de R vers R par: f(x)=1e™". Construire la courbe représentative (E)def
le plan muni d’un repére orthonormé [u;?-,_ﬂ (unité graphique : 4 cm).
3) M?HTTEI que jest une bijection de R sur un sous — ensemble de R que ['on précisera.
Soit / la bijection reciproque de f; donner son tableau de variation ct construire sa courbe
représentative ( Z)dans le repére (u;f;}) .
4) Déterminer |'expression de f/(x) et calculer Paire de la partie du plan limité par les droites
d'équations x =} ::t-;':.y-ﬂ et ().
11 - 1) Soit (U,) une suite arithmétique de raison r et (V,) la suite numérique définie par : ¥, = f(U,)
pour tout entier nature! n.
a) Montrer que (V,) est une suite peométrique dont on précisera en fonction de r, 3a raison q.
b) Discuter suivant les valeurs der, la limite de la suite (V).
¢) Calculer en fonction de Up, ret n la somme Sa = Vo + Vi+........+ Vo et la limite de la suite (8,).
2] Calculer la limite de la suite (F,,) définie par : F,=flo) + f(1) + .........+ f[n) pour neM.
3) Soit (W) suite définie par : B I;}'(x} dx
Exprimer W, en fonction de n et mountrer que {W,) converge vers une limite que I'on précisera.

fBac. MTE #8)

EXERCICE 18

I - Résoudre dans R? les systémes suivant :
log, e+log,e=1
Inxy=1%

; 1
1 Soit la fonction définie sur [—E ,%] par f(x) -

E-&

1) Etudicr le signe de ffi) sur |§; 3 etcaleuler leréel [, = f £(x) dx . Interpréter I; comme I'aire
d’un domaine a préciser.
7) Soit g la fonction définie sur [{ ;ﬁ] par g(x) = - f(x). Caleuler g '(x) et en déduire [, = f—lz-

lgtx
{Buc MTE 25)

EXERCICE 19 (Equation différentielle)

IR 2 0 |
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Dans un culiure de microbes, le nombre de microbes 4 un instant, exprime en heurces peut étre considere
comme une fonction y 4 valeurs réelles dz la variable réelle . La vitesse de prolilération 2 Iinstant t du
nombre de mierobes est la dérivée y' de cette fonction.

On a constaté que * »'(1) = £3(1) oll & est un cocflicient récl strictement positif. On désigne par Nle
nombre de microbes 4 I'instant t = 0. '

1) Déterminer I"unique solution de 'équation différenticlle y* = &y telle que }(0) = N.

2y Sachant qu'au bout de 2 heures, le nombre de microbes a quadruplé, calculer en fonction de N, le
nombre de microbe au bout de 3 heures. .
3) Quelle est la valeur de N sachant que la culture contient 6400 microbe au bout de ¢ing heures.

EXERCICE 20

Soit la suite (U,) définic par U, = f_’e'p’ dx pourn € W

1) Caleuler U/, en fonciion de a. . : ,
9) Montrer que la suite (L) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

3) Onappelle 5, la somme des n premiers termes de la suite (/). Montrer que S, = r_l e 1" dv

4) Lasuite (S,) a—t —clle unc limite quand n tend vers +m
EXERCICE 21

Soit f1a fonction définie sur [ﬂ : -l-u:[ par f{x)=1+In(l+x).On note (C) la courbe de fdans le plan

muni d"un repére orthononme d"uru‘té graphique 3 cm.
1) a) Etudier le sens de variation de o
b) Donner une équation de la tangente (A) @ L2 courbe (£} en son point d"abscissc 0.

¢) Canstruire (T) et (3).
7) En étudiant la fonction numérique g définie sur [0:+ w[ par g(x) = x— f(x), démontrer que

I'équation x =f{x) a un¢ solution unique & & [2:3]).

(D'aprés Bac SET 1997)
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles

:

~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1

1) gl)=x-2-In(x-1). gl0)=-22 g2)=0; ga(4)=-02 g(5)=02 Dg=R(1}.

La fonction g est continue sur Dg ; lim g(x) = —eo0; :Eﬂx{xl = 4m; :T]I g(x) = +o0
L ]

La courbe de g admet une branche parabolique de direction asympiotique la droite d ‘equation y = X

car lim£2 t:' =1. La droite d'équation x = | est une asymptoie a fa combe de g . |

-

2 r=3

Mxy=1-
g'(x) = e

=—r gx)=0 & x=3]

¥ | =00 1 q i
reg| 4 | - 0 +
BIKH ‘___,..-:m""‘-'-.h i_',,-'"‘m

-0 -0.4

2) D 'aprés la représentation graphique NOus Voyons que fa courbe coupe Uaxe (ox) en irois poinis x),
i sont telles que 0<x; <1, x; =2 et d<x; <5. D'oir E{x,)=0; E(x,) =2 e E(xy)=4

x2,%34 <% <]
N.B. : E(x) désigne la partie eniiere de x.

EXERCICE 2

Soit la fonction numérigue définie par ; f(x} = xle”
D =R lim flx) =42 ; ,i.i‘n:uf[x]-t]_

A

2x

4/
1A2 4 ¢ o'y
5

)

La droite d ‘éguarion y = est une asyniplote hovizomtale & la courbe (2) de f

/(=) =2xﬁ'h{]—x]
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles _

x

fiv)
;rr1|*m"~u.h e

-2 0O 1T a0 1‘
-0 + 0 =

2) Graphiguement nous avons les résuliats sufvanis :

- 5i m<0 alers 'équation x*e™* =m n'a pas de solution réelle
- 8 m=0 alors admet une seule racine gui est égﬂff a0

- Sim F]ﬁ;e“z] I'équation admet 3 racines xi, Xz, X3 vérifiani x; <0 <xy £xy

- 5 m> e I'équation admet une seule solution négative.
EXERCICE 3

Pix)=(x+ a)(x +8)(x+ ¢) ; a b et ¢ en progression géomelrique.
1) bt =ac. P(x)=x’ +(a+b+£‘}h’1 —{ab+ar+£ar]x +abe.
a+bh+e==3
D'aprés les I 'hypothéses nous avons (abe = 8
b* =ae
B —ac = abe=b° doit abc=8 = b*=8 = b=2. dinsilesysiéme devienl :
::c: - e g=-let c=-4doi ar"’{:r:]={:Jr—‘l](:’+2]|:1:-ﬂ'j=J:"'—:‘r.1:2 -6x+8.

2) Résoudre dans R les équaiions
) .xc'“[xz -+ 4) +2(.'74r2 ~5x 4-4-)-—51m.-”j = x(xz +4] +27  —10r+8=517 = x° -3x' —6x+8=10

(x=D)(x+2)x-4)=0 = x=loux=-2oux=4

S S R
B e*-3-6e =8 & & -3-+g=0
¥ —3e2* —ge* +8=0. En posant X =¢° avec X > 0 on trouve X1=3X*—6X+8=0. Les valeurs
de X sont donc X =1ou X =4(lavaleur =2 ne convien! pas).
Fel & =] & x=0;X=4 & =4 & x=In4. D'oi §={0,In4}
EXERCICE 4

1) Posons A= f[{j' cos2tdf . Calculons A & 1'aide de dewex intégrations par parties en posant u=¢ i

alors t'==2¢™Y + v=cos2i = v=3sinli donc A =[%e"‘ s'mlr]; i ff‘z’ sin2idr
V=sin2f = v=-—gcosl d'oi r‘lnl% ’ sin?l]; —[fe'?' :ns?.r}; - fe"'mszrdr
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles

24 :i[{r'?’ sin2r —e mslr)]; & 2d4= -zl(c" +]) o A= %(f "+ 1)

4) A= L:a-:' cos’tdt ;. J= -[Er_-"!’ sin” relr

:—_I - 1
T e +1

o

I=J = (e (cos” t —sin? t)ar = [{e™ coszrar = (e +1) d'oi

T
1

l!+.1=—%e'+% ."si(-e"+3]
L]
I-J=4fe+1) J=3{-3" +1)
EXERCICE 5

Tl 5a Fli= In[%}

2=-x 24z
1 D :—Ilij'ﬂr or.-= = D ! —_ =i|"|_[ ]:—In[ ]
) D, =)-22;VxeDf,~xeDf et f(-1) — .
D'oit f(-x)=~f(x). fest doncimpaire
2) !il'ﬂz f(x)=—0 ; limf (x) = 40, Les droites d'équations x = —2ei x =12 sonl des asymplofes
X—k= x =3l

T 1 4
f{x}r2+x+2—xd{2+x](2—.r}

> 0 d'on fest strictement croissant sur Df

2 . A~
+
._.__'________.—-"' "'.”’

=

X
iz
fixr

3) fest confenue ¢t Sirictement croisanfe sur ]—1; 2[ é valewr dans R d'oi elle réalise une bijection de
J-2;2[ sur R

Z+x 2+x ; 2
f[;]:.ny=f"{:}<:y-]n[2_x]me’=ﬁ«=2e”—xe’ =2+x=~x(l+e”}=1[:e —I}dr:-
2{&:"-—1] e _?(""I)
=g O W
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles .

EXERCICE 6
o
fesi la forction manérique définie par {f{:!} i x{lnx J B A0
J(0)=0
7) lim f (x) = tim x(ln x)* = 0= £(0) d'oir fest contenue sur R’
i+ - -
R (in x)* = 4e0

o x T=h 400
3) S{(x)=(nx)" +2Inx & f(x)=Inx(nx+2)
f(x)=0x=10ux=e¢
0 e 1 +00

+ 0 - 0 +

x

Sz

f{e] =& f'{r_‘} =3 ['équation de la tangente (C) au poinl d ‘ahscisse ¢ est

y=3x-e)+e y=3x-2¢

) lx & 5 L) Pk % P 1

Nous savons que lim /() = lim (In x}g =+ d'ou fn'est pas dérivable a droite au point x = 0.
=0 X =0

L'éguation de la demi-tangenie ¢ (C) enQestx=10

4 Lua courbe de [

2
5) g est la fonction numérique définie par g(x)= % Inx(lnx -1)

2
g'(x)=xInx(lnx - 1)+ %[; lnx - %:I = x(lnx)’ —§ dont

g'(x) = f(x)- % o f(x)=g'(x)+ % e f(x) =££("]'+ xT] une primitive de fest donc

g{x}+r—:=F[1]=%x! Inx{lnx—l}
6) A(d)= Ef{.x]dx=[."-"{x)]l ﬂﬁ{i]zi—-—%ﬂz |n[|ﬂﬂ—|]—sz

fim A(2)= L
Al 4
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Fonctions Logarithmes o Exponenticlles ' —!—Eﬂ

EXERCICE 7
D x'—4x ~7x+10=0. Lasomme des coefficients de cutre équation es! égale 20 dl oir | est une
solution. x* =4x? = 7x+10= (x- lj(rl +ar —1'3) @a=-3
On en déduit l‘l—-41*‘—Tx+1ﬁ—{x-1}(x1—3rdlﬂJ |
2 @ (inx)’ -4(lnx)* ~7{lnx) + 10 = [lnx—l){{mx}’ ~3lnx-10)=0< lnx=1 0w
(Inx)? =3INx=-10=0: nx=le>x=e¢ :

i 3 5 _ Lt
(Ir‘lr:] —3lnx—-10=0=lnx=50u Inx=-1sxr=£ OUX=F
5

S=[e1r,e'1]
b) -4 ~Te"-10=0ce =1 ou ¢ =5 x=0 ou x =I5
§={0;In3]

T
c) sin® x—4sin’ x - Tsinx-10=0=sinx=ler =;~+2kﬁ.keﬁ

s

EXERCICE &

Lo(x)=mx+e’ _
1) @ ¥meR, f,(0)=1 doi toutes les courbes (En) passent par le paini de coordomnées {0 ; 1)

2) Salx)=m+e'
e Sim=z20 alors ,f,; {x) >0 pour rour n réel ; dans ce cas fn est siriclement croissante sur K

e Sim<Oalors f(x)=0 e’ =-m & x= log(—m) et nous avons le tableau de variation

suivant; Eﬁ S(x)=+o0 _I':ugf{x} = 40

X | . oo Xp 4 0o
St = &
+ e s}
Y N S

N.B Dans le tableau x, = log(-m) et S (xq) = mllog(-m) 1]
2) mz0

a) Nous savens §
R sur R

B) Pour m>0, S (x) ne s annule pas d 'oil f est dérivable sur Ret (f,, ){x] =

1
AV
1 1

1 L g
Dok 2= T @ el L Qy=0

3) §im=-1alors . (x)=-x+¢" ; ladroite D d'équation y=~x est une asympiote oblique a

(%)
al

136
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles
—_——  ——————a——

k.

-3
1 -
b) A[z‘.]=]2(ﬁ_,[x}+x]dx = A(i}=lfe’dx=l-e’-
lim AC) = | 1er = 4 o’
A =
EXERCICE 9 .
, L [fla=1 i
f:1oR. xx {f{x}:xlnx—lxﬂ S et J’—{U,J-m]
1) lim f(x) =1 donc fest continue au poini x5 =0
r=s 01"
lim ﬁ}—:‘ﬂ = lim(Inx = 2) = o d'oit f n'est pas dérivable au pointxy = 0.
x=# x=
2)a) Six>0, f'(x)=Inx-1
¢l f(x)=0 & hx=1l = x=e:f'(x)>0 © x>e
Le tableau de variation de f:
xlﬂ‘ e 4+
S - 0 -
ﬁxj 1“‘-‘-“'-5, =]
l-e-'/r

3) a) lim f(x) = lim{xh‘:x-lx+l} = limxInx =+

=
I o+ =t =

b) D'aprés le tableau de variation de fl ‘équation f(x)=0 gdmet dewx solutions dans I
4) !jm-"_i’fl = Iim.{lnx -2+ ‘;':‘:l = +w0. La cowrbe () admei une branche parabolique de direction

X =h b X =b 40
asympiotigue ['axe des ordonndes
5) b) J"{g:} =1": f"{el} =1 d'oi!'équation dela fangente a (£7) au point d'abscisse e® est
y=x-¢l+1
6) g(x)=Inx—1. Nous suvons que fx)=Inx—1 d'oir f(x)+Fk estune primitive de g. La primitive
Fde fielle que F(1)=—1 est définiepar [(}+k=-1 & —l+k=-1 & k=0di
Fix)=f(x)=xInx-2x+1l.

La primitive de g qui prend la valeur (1) pour x=1 est la fomction .
3) a)
137
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Fonetions Logarithmes et Exponenticlles

Sofiatians

Ay

oo

EXERCICE 10

J:R=R: xa f(x)= In[lx] —x—ZJ)
1) Jesi définie ssi x* —x =220 c'est adive Dy= R —{-1;2}
limf(x) = limf(x) =+ , lim/(x) = li “{fﬂ =

X —b - X —b o T | X
; 2x=1
ftxj‘-‘xjfTE P =0 &= x=%.
Les variarions de f sont résumdes dans le tableau de variation ci — dessous.
x|w -1 12 2 1o
fe| = $ & = 3
I L In(9/4 o

2) La draite d'équation x = 2 est un axe de symétrie de () ssi f(1-x) = f(x) :

f(l-:}=ln[|[l—x]? —{I—-x}-l!)=tn x2 -1-2]=f[x] d'ol xag est | 'éguation de 'axe de

syméirie de (&)
) flx)=0 <« In{lxz--x—zn=g - |-'r‘2—#—2|=1

2?—-r-2=1 ou xt—x=2==l

1-4/13 =
ox-2=1 o x*-x=-3=0 x= erx3=]+2b
]“’f’ |+v"§

I]—I""|=ﬂ x,--_—z— .E'.!J;"=—_2-.._

I.es abscisses des points d'interseciion de (Z) avee ['axe des abscisses sont

T 1B 1= 144

=y A T TRERTT
4) f(O)=In2=0698 ; f(;)=Ing=2In3-2n2=081; f(-1)=0223
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles

s L -

EXERCICE 11

I} f: R=R xa f(x)= L D s demsioefinins par la courbe (&) de f 'axe des abscisses, les
x

droites d ‘iquationx =l erx=¢
al La rracé de la courbe

Laive de Dest § = f%dx:[lnx]r =1 wa=9m

» I = _EJ" e" di
a) Posons u=1t" =>u'| = " iv'=e' = v=e' dou

1=[re], ~n[edt = 1, =e=ni,,(COF D)

b) Iy = ‘tc-*::!;f, =e=1;ly=2-e;,=49¢-6

139
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CADRLILE TZ

w2
I) Inﬂ-ﬂ 'r'lngal A= Ii: " '!ﬂx = 1.“_1' X h—r = ﬂ]'.“]_

s = 1[_Ing x}z
Ine Ina® Ina 2lne 2(]11.;1]1 - il

log; x.logg x =2 <= %{Iug;x]z =2 &> (log, x}z =

]ag;x=2rmlug;x=—-1<=x=9m:x=l

2 {2]{5{;, y+2log, x=-5

1
Hwe . Nous pensons log, y= X alors log, y = Y ef

-1
11‘“3:}'+2lﬂgyx=—5d:>'!}f+-i—_=-5c:>1.1’1+5){'+2=U¢=* X==-1 wx,?

* SiX =-=2 alors le systdme devien!

1
I X o= — -—— C -2 s o o
&> o [lnx=-2lny o Jlax=lny P e R
y=¢ Xy=¢€ ip=e 1l.—_ﬂ‘ I=,ez

¥

1 e y=é

Inx=—I i
- S!X=-~;- aglrs {27 o Yy = 1
XY= J;:E x'_;

EXERCICE 13

1 f[x}=ﬂ_i;m—x}. Nous savons que powr x = 0 ; sinx = x d’oil
SmMLx

_ In{l +sinx) _ . ln{l+x}=|_ ]]I:I-I-,r}:l_ JIn(lex) _1°

- sin2x - Sl il e

2) La résolution dans Rde Inx +In(x +1)=In6 . x> 0
Inx+I(x+1)=ln6 <= x(l+x)=6 < b x=-6=0 d'oit r=2

EXERCICE 14

fx)=xe"™ sixgl
flx)=ax’ +bx six>] oit(a b) € R
1) f)=1;limf(x)=a+b: feontinucen]ssia+b=1]
=

-.]‘
i ﬂxz:j"’_”] = lim===l Posons x—|=halors x=1+h et x=1 & h=0 d'oi
e | ="
u -y BN (T | ; : =hi 2ehi =
fim 2=t = lim ; . Nous savans que - potr x =1, h—= (), ™M o= 4

o =+ 0

140
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Fonetions Logarithmes et Exponentielles waledion,

=2t -2h
i T P LU . " ' = | . ¢ -] s :
I'm1_‘h_.¢r_' - |'“'{f ok —] - |Im|:r* * 42 =1-2=-1 d'oir lim&2=U irl:!-' =—|

50 h 2h paagr
=0 b}
3 ;

. (-7l i s A ax” +hbx—1 -
hm‘f—% - lm|1l w bl puisque a+b =1 alors T ax +a+b doi
o=+l =k X=

iim(rrr + 1 +h] =2a+h

r=s]"

; " -{n,b:l = —
En résumd nous avons s A .

2ath=-1

et fest donc définie par Jix)=xe™ sixsl
Jlx)==2x* +3x six>]
?:I {}f-' & lim f(_r'j =10 - lim f{t} = _m,

L = =00 X =4 40

Pour x<1 f'(x)=(1-2x")e"" . f'(x)=0 < x=-—-“;—1 ou x‘-‘%

Six>l [f(xX)==2743x & [(x)=-4x+3; f(x)=0 & x=}e],+

xl_@ L3 | X2 +00 i
I’fr.!_| =g Py =
frep |0 fl‘*ﬂh-.._h___‘
H‘H“"‘n‘xﬁ)/ o=
L’airedeﬂesr.
: et 1! P e=1 7
5= I:/{x}dxﬂ Ixe""ldx+f{-—2f+3x}dx =—JI'II‘.'I x ]D+[—%x3+-§-x=]l -_—2—+§
_12e-5
o
EXERCICE 15
Inx-2
TOI= i

1) fest définie ssi x>0 el Inx=120 o x=0e/xze doi Dy =0 e[u)e s+ o

fix)=—o

3 x(nx -1?

2) f(x)=3

Inx-2

=3 & hx-2=3nx-3 & 2Ihx=1 = hx=1iox=e¢

- e

I.—
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“Fonctions Logarithmes et Exponenticlles

2

3) J(x)=0 = Inx-2=0 & Ilnx=2 & r=¢

EXERCICE 16

f{r} - {.T +2)(I+L’_I]:x+2+{r+2}e'l

1} Fx)-(x+2)=(x+2)e"
lim(/(x) = (x +2)) = lim{x + 2)e™* = 0 d’oit la droite (D) d'équation y = x +2 esl une asymptofe

ke L= v

a(&).
2a) fx)=1+e" —(x+2)e " =1-(x+De™"
b) M) =(x+De™-e* =xe™; ["(x)=0 < x=0

=l - 0 &
f@l = & *
j'lr’j L n ] 1
-\H‘\\‘D""!ﬁ
x|-o + (T)
1'r:u| +

+e
s Iou"""__-_-—-—-* 2

4) L'aire Me) du dum;:fnr timité par () (D) ef les droites d "Sguations x = -2 el x=a est -
=z = —-x =4 - Led -
fz{f{r]—-{x+2)}dx = _[;(.r +2)e r!x:[—-{.:+2]e ]_1 —[e ]4 =—(@+3)e™® +e?

5) a) D'aprés !'étude des variations nous savons que f est continue el striciement croissante sur R
vers R d'vi Jdéfinit une bijection de K sur R

b) (Voir la représentation graphique)

<) K4,0) un paini de la courbe (I }dej"’. Nous savons que {7 (4) =0 er S0 =0 d'ois (j.-l]. .-
pas définie au point verticale a ([ ) en ce poini [ est verticale et son équation est x = 4.

EXERCICE 1T .

I. 1) Lasolution générale de I'équation y* +2y = 0est y=ke™" : celie qui prend la valeur 1 au

! K 5 1.
point 0 est définie par f(0)=- o k=idﬂ” f{x:l‘—"—jf-e x

4
2) [:R=R: xo f{:}=%¢-'3‘ : j-{x}=“_zl_(,-1r{ﬂ
lim f(x)=4e0 ; lim f{x}={]
142
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Fonctions Logarithmes et Exponenticlles ; '

Y

EE IR R 1

3) fest conienus el strictement décroissante de Rvers |0, + wo| done elle réalise une bijection de R

vers ]D:. +o. le tableau de variation de f~' est le suivani :

x |0 +¢€o
ful'
e

+o=

-co
4) f(x)= %E"h o=y :%e_h ody=e¢? ohfdy)=2xrox= %In[ﬂ-x} d'ou f(x)= _?]}n{-flx:]

c

s 1 :
L'gire dz portion du plan limité par(Z), les droites d équarion x = Pl et y=0 est

(T L 1 L : By A, i
s= [ () = 5 [inax)ae = 3 {[rin(a]; () s=qua=20m
IL. 1) (U,)} une suite arithmétique de raison r,(V,) la suite définie par V,, = f(u,)

] + i r
"'ﬂ V:. = %E-IU_ :Vn+l = %EJU‘“ ;Um-] =U-w+r‘='Fn¥I =ze"ﬂff. ") = VHH =IE - £ 5 =
o= eV, d’oti (V) est une suite géométrigue de raison g = "

a o 1.
b) - Sir=0alors g =1 et (V,) est stationnaire, sa limite est dans ce cas V, = E e

— Sir>0alorsg=¢™ <1 et lm ¥, =0

Fp=Fay
— Sir<0 aglors lm ¥V =+

1—F
I ou, I+l
VO(I"?MI Ef [l—t
¢) S, =V+Vi+.....t, = i = T pour r#0
; I =24,
~ Sir=0alors S, =(n+1)V, = E[FH e,
P

=5 Fﬂlﬂ'r:"ﬂr lj_m Sﬂ':——_zr—

v 4[] - )
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Fonctions Lopgarithmes et Exponentielles

— Sr20 alors limS, = 4o

L ]

: ) ) ) | E_I f—?n
2} (Ful la suite dtjﬁmﬂ par Fn - I(U} g f{:l}+ ............ +f{n} = I+ —4— +-T
1| 1=t
an— & i = l —
4[ l—c“ljl " 41—
A=+
3-] H;:I;f{x]ﬁ::lEre—zldrhl[ | "'11!]"_ {-E‘r'_l)
-|. 4 _?'E o '&ﬂ'
y 1 i g e 1
HH_E(I_E ) = IlmH’ﬂ.:Ed:u;fﬂ,,lcnnve.rgcwrrE
EXERCICE 18
- EXO01I
i)
log e+log, e=—
Résoudre dans R* .
Infxy) = =
l | S Inx+Iny -7 T
Etieny e [l
Le systéme est dquivalent é H A ; i, ARETRY '; = i
Inx=lap== Inx+lny=— nxiny=">
nx—Iny 2 nx+lny > s 2
d'ol hxerlnymnrfermiﬂrr'an.rdeXEF}X+%=U o= 2X1=7X+3=0: X=touX=3

Silnx=lerlny=3 alors x=¢7 et y=e® ; nous avons aussi x=¢° et y=£§ d'oit {"ensemble
dex solutions di 5ysiéme est S={(¢% T B (i .elf]}
- EX02
1
_,lr.'[%:-—]—}.ﬁ'. X Cr f{x}-m

a) x E[.;_ %] tanx > 0 d'oit f{x) est positive sur [%,%] Ch= ff(x] dx = fmsr dx :[In{sinx}]i
f P SINX '
f =ln§-ln% o I =Iny3

iy est ! 'aire du domaine limité par la courbe de f, les droifes d“équations x = %, x = < et laxe des
abscisses.
2) g;[%;?]-i R:xa E{I}=_f[1)_x

tan' x K tan® x |

gx)==-r(x)-1= o e -1 & gx=—

ﬁm1 X tﬂnn x lan” x

L 1 § " " Y
L, = ‘Et-mﬁ—xdr-:{gfr}]i 55 -0P~5-14
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Fonctions Logarithmes et Exponentielles
EXERCICE 19

¥=ky = YU =kdn) k> 0. Nle nombre de microbes o Utnstant 1 =0

1) ¥v=ky < y=ae": y0=N & A=N doulnigue solution vérifiant y(0)= N esi
yi1) = Ne". .

2) Sit=2alors y=4N & 4N=Ne* o ® =4 & k=In2.Doi yir)= N.e™".
Ainsi y(3)= N.e'" = N2 = p3)=8.N :

3) p(5)=6400 alors 6400 = N.¢'"? & 6400=2°.N = N= f’—ﬂ—“ =200

Done & Uinstant t =0 i y avail dans la culiure 200 microbes

EXERCICE 20

U, = [’_ﬁ':'xdx pourne W’

) U= o] a et

=

= 2071 (1 ety

2) U, =-20';'"*'{I—1.(E}=e“g[—ze'i"[l-JE]l:f'%.U". D'oii (U,) est ure suite géométrigue de

raison g =¢ ',

w

Le premier terme est * [, = —Zle_% - i) = U =2 ~2ei=3-4

ar ] et =Ly =lg ¥ ;
3) 8, =U +Uy+Ui 4l = [E ‘Id.tv'*re I’dr+fe i o SUR S k-2 de=| e dx
' #]" = e -0
=[e ¥ ax=-2e7"| == -
4) 5, Le dx 2[: ]n [ ]u
limS, =2
=

EXERCICE 21

[fonction définie sur [0 ,+ [ par f(x)=1+In{l+x)
1) a) Eiude du sens de varigiion de f:

[fest dérivable sur [0 ,+ |

FPour tour xe[i}.-lw[ f'{x}ﬂlj_x
La fonciion f est strictement croissante sur [0, + o

b) Egquation de la tangente (8) G fa courbe de f au point d'abscisse 0 :

Elle est définie par y= f'(0)x=0)+7(0) fO)=1e f(O)=]

>0

¢) Consiruction de (C) el de (4)
lim f(x) = Iim[l +In(l + x)] =+

imZB o i L 4 e
ln'nJ ==hm[,+ - ] i)

] o
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Fonctions Logarithmes ef Exponenticlles e 0!

d'oi (& Yadmer une branche parabolique de direction axe dey abseisses

2) Lafonciion g est dérivable sur {U, +ooelona:

Yx EE{]’.‘F&[ gI{I_]=I_j+{I}'—_I.'-‘—l—HL2EI
x+] l1+x

£ esi comtinue el siriclement croissante sur [lflir + m[ . B €5t done ume bijection de Iﬂ', + nﬁ[ s
([0, +«f) = [g{ﬂ} ,limg{x}[ =[=1, + [ puisque 0 [0, + | alors I'"équation g(x) = 0 admet une
£ =t

solution unigue c.
g(2)=1=-In3n0 ; g(3=2-In4¢0
2(2).2(3) <0 d'oit a €[2,3]

Conclusion Péquaiion x = [(x) admet une solution unique o € [E‘, 3
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Géométric

~ ENONCES ~

EXERCICE 1

Soit trois points distincts A, B, C non alignés d'un plan affine P, On considére le systeme de points
pondérés. S={(4,2):(B,3);(C,-9)}

1) 5admet-il un barycentre ?

2) Soit C’ le barycentre du systéme f{x’ N ilE 3]} et B' le barycentre {{A , 23l C .~ 5}} construire C’

et B' puis montrer que les droites (CC’) et (BB’) sont parallZles.
3) Montrer que C” est I'image de B par une homothétic de centre A dont on précisera le rapport. Quelle

est 'image dz B’ par cette homothétie ?
EXERCICE 2

On donne dans I plan affine E deux points distincts Aet B

1) Déterminer la condition sur le couple (a , b) pour que pour tout point M de E, il existe un unique point
M’ de E tel que aM A+bM B+2M M=0

2) On suppose dans toute la suite de |'exercice réalisée la condition trouvée dans la question 1) et on
désigne par f 1'application de E dans E qui 4 M associe M’

a) Déterminer suivant les valeurs du couple (a , b) 'ensemble des points invariants par f

b} On suppose a+ b= 0 ; montrer que f est une homothétie ponctuelle dont on déterminera le centre ct le

rapport.
EXERCICE 3

Dans !¢ plan affine euclidien de repére orthonormé (a;f_ 5 }'] on appelle G I'isobarycentre des points
A(a:b):B{b:0);C(0;a)ouael b sont deux réels.

1) Déterminer I’ensemble décrit par G lorsque aetb varient.
2) Dans celte question on Suppose 2 fixe et b = 2a. Détermine
MAZ + MB? + MC? = 10a".

r "ensemble des points M du plan tel que

EXERCICE 4

Seit E un espace affine de dimension 3. On donne 3 points A, B,C et  I'application de E dans R définie

par: f1 M1 lﬂmlz + 3]|Fﬂz +Jlm]
1) Justifier 'existence du point G barycentre des points [A .2):(B.
vérifier par les vecteurs G_z]:EE, GT

2) Montrer que f(M) =3 MC] +koik =1G)

3) Discuter suivant les valeurs de k la nature de l'en

3); (€ ,-2). Donner unc relation

semble des points M de E tels que f{M) = 4.

EXERCICE 5

* Dans le-plan rapporté au repére crthonormé (037 7) ondonne les points A2 , 4) ; B(1,0); C(6, D).
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C:tomdirie

1) Placer ces points dans le repére (o373 7).
2} On appelle H "orthocentre du triangle ABC.

a) Verifier que H est le barvcentre du systéme pondéré {[.4 a):(8.b):(C, c}} onb=Yetc=1%

b} Deéterminer et construire "ensemble des points M du plan tel que SMA? + 12MB? + 3MC2 = |4'U'
(Compe SET 1988)

EXERCICE &

1) Déterminer les solutions dans C de I'équation 2" = 2+ 3!}'1 . Construire leurs images dans le plan
complexe,

2) On désigne par A, B, C les points du plan complexe d'affixe respectives:zy =3 ;z)=2—i;z3=-1 =i
a} Determiner les coordonnées du barycenire G des points pondérés : {A .= l} : {B ) ]] i(C, 1]

b) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que MB? + MC? - MA* =]

¢) Soient A', B*, C” les images respectives des points A, B et C par une transformation f du plan.

e Fal
Comparer les angles (A' 8", 4'C) et (AB. AC) duns chacun des cas suivants :
= fest une homothétie de rapport —2, de centre quelconque
- fest une symétrie orthogonale daxe quelconque.
On construira la ligure pour mieux visualiser les angles.

EXERCICE 7

On donne deux points distinets A et B du plan affine et un réel k non nul, Soit M, 1'image de M par
I'homothétie de centre A et de rapport k, soit M le barycentre des points B e1 M, affeciés respectivement
des coefficients a et |, a étant un réel distinct de 1. Soit f 'application qui & tout point M du plan associe
M.

1) Montrer que pour tout point M du plan affineona: (a+ )MM =(1- k) M4 + a MB

2) Montrer que si k=a + 1 alors f est une translation dont on déterminera le vecteur.

3) Montrer que si k y a +1 il existe un unique point invariant § par £. Montrer qu’alors f est unc
homaothétie de centre G dont on déterminera le rapport.

EXERCICE 8

ABC est un triangle du plan euclidien P : BC=a; CA =b; AB = c. Soit G le centre de gravité du triangle

o 2 2 2
a) Quel est I'ensemble des pmnta M du Elan P tf:ls que : MA*+ MB* -2MC* =07

b) Déterminer GA® + GB* + GC” = 5(a" +b* + ),
¢) Monirer gue pour tout point Mduplanona:

(324, ME) + (Wb, MC) + (MC. M) = 3MG* 4a® 47 + &)

EXERCICE 2

Dans le plan affine euclidien P ABCD est un carré de centre O et de coté a,
1} Déterminer les réels b, c et d tels que A soit le barycentre dc{ﬂ 8);(C.c):(D.d)et déterminer
I'ensemble des points N du plan P tels que NENC+NC.ND-NC =0

2) Détermuner le nombre réel o, de fagon que O soit le barycentre des poims A, B, C et D &ffect-:s
. respectivement des coefficients 1@, 2,-1t2, . ., | ol i T
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Giéomelrie
1) Déterminer les réels b, c et d tels que A soit le baryeentre de(B.5): (C.c) ; (D,d) et déterminer

I'ensemble des points N du plan P tels que ER + REB— H’:‘j =1

2) Déterminer le nombre réel a, de fagon que O soit le barycentre des points A, B, Cet D affectés
espectivement des cocltlicients : o, 2, -1 et 2.

3) Déterminer le nombre réel P de fagon que A soit le barycentre des points O, B, C et D affectés
respectivement des coefficients 5, 2, -1 et 2.

4) Quel est I'ensemble E des points M de P tels que : -2MO” + 2MB’ - MC” + MD? = k* ( Discuter
suivamt les valeurs de k réel queleongue).

EXERCICE 10

1) Soit P le plan affine euclidien et AB = AC = 5 et BC = 6, Calculer le produit scolaire AB AC.
2) On désigne par G le barycentre de (4, 2): (8. 3) ;(C, 3). Construire le point G et calculer GA.

3) On considére "application fde P dans R telle que f(A) =28 MC + MC. MA + MA. MB.

Démeontrer que |'on a pour tout point Mde P (M) = f(G) + 4 MG’ . Calculer numérique f(A) et f{G)
4) Déterminer et construire ’ensemble E des points M tels que f(M) = f{A)

EXERCICE 11
Soit le plan affine euclidien P rapporté i un repére orthono n'né(o;i_:_f:] . A tout point M(x, y) on associe
les points Ao, x) et B(-y, o) puis le point M’(x ", ») barycentre des points M, A, B affectés
respectivement des coefficient (1 - -f), @ ¢t P étant des nombres réels , on désigne par f, 5 'application
de P dans P telle que fid) = M
x=(l—a-f)x—fy
y=cox+(1-f-a)y
laissant au moins un point invariant .
2) Déterminer les couples (o, ) de réels tels que fa,p soient involutive.
3) Déterminer la nature de 'involution qui correspond & & > B. (On pourra chercher d'abord 1'ensemble

des points invariants).

1) Meontrer que x et y " vérifient : { . En déduire que [ ¢st une application affine

EXERCICE 12

P désigne dans ce qui suit un plan affine euclidien rapporté 3 un repére ﬂnhonnnnﬁ[o;f';}') .On

considére I’application affine f de P dans P qui au point M(x, ¥) associe le point M'(x", ") tel que
x'= JJ-.r + Jl- y+l

{ y=lx4dly-2

1) Cette application admet — clle des points invariants ?

fest - elle bijective 7 Déterminer ensemble f(P).

2) Sait ¢ I'endomorphisme associé a [, montrer que ¢ est une projection vectorielle orthogonale sur une
droite veetorielle D dont on déterminera une éguation caniésienne.

EXERCICE 13
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Géométrie

Dans le plan complexe orienté, muni du repére (o;if;v) orthonormé direct, on considére la
transformation T qui, au point M d’afTixe z, associe le point M* d"affixe 2" définie par :
: o
F=1-1)F+—.
2
Démontrer que T est la compose d'une symétrie orthogonale et d'une homothétie dont le centre {2

apparticit 4 I'axe A de la symétrie. Déterminer , A et le rapport de I'homothétie.
' (Bac 1988 SET)

EXERCICE 14

Un plan affine P étant rapporté 4 un repére orthonormé (n;f; }} , soit z=x + iy I'affixe d"un point
M(x, y) de cc plan .
1} Déterminer 'ensemble des points M du plan vérifiant |(1+)z -2 =2

2} Quelle est la nature de la transformation F qui 2 chague point M d'affixc z fait correspondre M’
d’affixe z' = (1 +i)z-2i.
Déterminer les éléments géométrigue de cette transfonmation,

EXERCICE 15

Le plan affine E est rapporté au repére orthonormé {ﬂ; T;}:l. On considére I"application affine de E dans
E qui au point M(x, y) associe le point M'(x’, y") définie par :

g ;}x+3§-j-‘={-

y=Bx+ty+§
a) Montrer que tout point M, le vecteur MM est colinéaire & un vecteur constant.
b) Etudier I'ensemble des points invariants par f.
t) Reconnaitre la nature de I'application f.
2) Soit g "applicetion affine de E dans E: M(x, y)i> M'(x",)" " )telles que :

43 1, 3
ettt

y=gx+iy+gi
a) Montrer que g peut s"écrire hof ot h est une application de E dans E que 1"on précisera.

b) Sans calcul, vérifier que hof = foh.

EXERCICE 16

P est un plan rapporié & un repére orthonormé {n;?;f]. Soit a un nombre réel. On considére
I=ar+a-|

V={3a-1)x +(1-2a)y+2
a) Montrer qu’il existe une valeur de a pour laquelle f, est unc homothétie dont on déterminera le

Centre et le rapport ‘ )
b) Existe —t—il a tel que f; soit involutive ? Montrer qu’alors [} est une symétrie que 'on précisera.

c) Déterminer avec précision I'enscmble f(F) suivant les valeurs de a.

I'application affine f, définie par: M(x, y)i=s M'(x',y') avec

d) On suppose a = 0. Soit tla translation de vecteur 3] . Montrer qu'il existé uine projection g
déterminera telle que /= top = pal.
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Géométrie

EXERCICE 17 (sientilituecle)

Dans le plan affine euclidien muni du repére orthonormé direct [n;f f} on considére les points A(3, -1)
et B(0, 2). On désipne par :

= h 'homothétie de centre A et de rapport =

* 1 larotation de centre B et d’angle dont une mesure est 37,

* tlatranslation de vecteur BO

a) Construire, aprés avoir donné une justification rapide le point Q du plan dont I'image par to ro h est

["origine o

¢} Quelle est la nature de la transformation to roh ? En donner les cléments caractéristiques.
EXERCICE 18 (similitede)

Le plan affine euclidien orienté est rapporté au repére orthonormé direct {u;f ,f] . On considére les

points A(1, 0) ; B(0, 1). Soit S; la similitude plane directe de centre A dont une détermination de I'angle

est 2% et de rapport 2. Soit S; la similitude plane directe de centre B d'angle dont une détermination

est§ et de rapport 5 .

1) Quelle est lanature de T = 5208, ?

2) Soit M(x. ) un point du plan et M'(x’, » ) le transformé de M par T. Exprimer x " et p* en fonction
dexctdey.

EXERCICE 19

Soit E; Iz plan affine euclidien rapporté en repére orthonormé direct R = (0;7;7) . Soit /1'application de

M. M' (<) x'=x+A(2-)
dans E; tell ) MU et :
E; dans E; telle que A4(x, y) v y'={r-l}ﬁ+y

Soit z et 2" les affixes respectives de M et M. .
1) Mentrer que |'on peut déterminer deux nombres complexes uniques a et 7o tel que 2° — zp = a(z —Zg)

2) En déduire la nature de [,
3) Quelle est I'image par f du cercle d’équation : ¥yt —2x-Ayp+d=0

EXERCICE 20

Soit E I'espace affine euclidien de dimension 3 rapporté & un repére urthununné(a;?; }',E ] CSeitf
"application de E dans E qui au point M(x, y. 2) associe le point M'(x, |, 27) tel que

x'=—z+1
_'],#':_t—-fi
==y

Démontrer que { est Ia composeé d'une rotation r d’axe A et d’une translation t de vecteur ¥, ¥ étant un
veeteur directeur de A (Autrement dit, fest un vissage). Déterminer A etv,

EXERCICE 21

(SET Compo 1990)
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Glométrie

Soit E un espace cuclidien de dimension 3 et (u;F;},E] un repére cartésien de E. Soit A(4,2,2) et
B(0, 2, 0) deux points de E ; s la symétrie orthogonale par rapport 4 un plan P telle que s(A) = B.

1) Déternuner équation cartésienne du plan P.
2} Definir analytiquement s

3) Soit Q le plan dont un repére cartésien est (.4. 4B, f] .Montrer que ( est globalement invariant par s.

EXERCICE 22

1) P estle plan affine euclidien muni du repére orthonormé [n;i"; }'}, Dans ce plan P on donae les
points A(-2, 1) ; B(0, 2) ; C(1, -2) et E(-2, -2). Soit f1a symétrie axiale telle que fld) = a ; fC) = cet
fim=E

a) Placer dans le plan les points 4, B, C, E, { et f{7) ot { est le milieu du segment [BC].

b) Donner une équation cartésicnne de 'axe et la direction de f.

2) Soit D la droite d'équation x + y + | = 0 et A la droite d’équation y = 1.

a) Trouver I'image par la projection g sur D parallélement & A des poimts C(1, -2) et F(0, 1).

b) Définir analytiquement la projection g.

EXERCICE 23

Dans le plan affine euclidien muni du repére orthonormé [r.'-; i I] on considere la droite I dant une

équation est y = 2x — 1 et le point A{l, 1).
Soit S la réflexion d'axe D (symétrie orthogonale par rapport & D) et h ["homothétie de centre A qui

transforme le point de coordonnée (3,2)au point de coordonnées (2, 3).
1) Dans le plan, construire ’image par hoS des points O, Eet F ot E[ﬂ+%] er F(2,1).

2) Définir analytiquement les applications S, h et f= hoS.

3) Endésignant par M(x, ¥) le point d'affixe z = x + yi et M'(x', y') d’affixe 2' = x' + y'i son image
par f, exprimer z" en fonction de z.

4) Déduire des guestions précédentes la nature et les éléments caractéristiques de f.

EXERCICE 24

Soit dans le plan affine cuclidien I"affinité orthogonale @ d’axe A y = x + 1 et de rapport k = -2
1) Construire dans le repére (o;7; 7 ) I'image par ¢ des points O, A, B o A(1, 0) ; B(D, -1). Quelles sont
les coordonnés des poims imagEs de E{ﬂ. 11| el Fl:-l i 'D}.

2) Définir analytiquement @ puis denner une éguztion cartésienne du cercle £ de centre O et de rayon
r = 1 et de son image par ¢. Quelles sont les ecordonnées du point O tel que (0;) =0 9

EXERCICE 25

Le plan zffine P étant rapporté & un repére orthonormé (o;?;f) on considére |'application de P dans P
X'=~y+]

yi=x+l

1) Démontrer que f est un déplacement

définie analytiquement par : {
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Géométric
2) Menirer qu'i] existe un point A et un seul, invariant par £,
3) Montrer que pour tout point M # A, de transformé M” par fon a y AM“ = '_|AM1| el gue |"angle

(EW,\ est constant. _

4) Quel est I'ensemble des points M de P tels que O, M, M" soient alignés ?
_ (Bac SET 1992)

EXERCICE 26

- -
Soit ABC un triangle rectangle isocéle direct de sommet A tel que [_43 ' AC] e %lh}

On note & le cerele de eentre B et de rayon BA, &7 Ie cercle de centre C et de rayon CA . Les cereles
(L) et (&) se recoupent en M.
1) a) Montrez que S, 4, (Z) =&, S, étant la réflexion d’axe la droite (AM).

- = - 3
b) Déduisez — en 1" égalité [AE,AM] =(:1M,AC)

2) Déterminez la nature de I'isométrie 7 = S 410y 05 48)

3) Déterminez |'image du cercle ¢Z) parr.

a) en déterminant 'image de (Z) par chaque réflexion

b) en déterminant directement la rotation r.

4) Soit =580 05 4n - Déterminez l‘in:nage (%) du cercle (&) par fet representez la. Montrez que

(AB) est tangente a (Z7)
EXERCICE 27

Soit ABC un triangle et O un point du plan orienté distinct des poinis A, B, C.

Soil r la rotation de centre O et d'angle -;E On désigne par A", B’, C les images respectivesde A, B, C
par r. ' . .
On construit alors les points D, E, F tels que les quadrilatéres OA'DB, OB’EC, OC’FA soient des

parallélogrammes .
Onnotea, b,c.a’, b, ¢',d, ¢ f les abscisses respectives de A, B, C. A, B", C', D, E, F dans un repére

orthonormal direct d’origine O.
1) Caleuleza’,b’,c’ puisd, g, 1.
2) a) calculez (e —d)et(f—d)

b) Montrer alors que [ - d= ¢ (e—d) .
) Déduisez — en que le triangle DEF est équilatéral.

EXERCICE 28

o
1) On considére dans le plan orienté, un carre ABCD de centre O tel que (OA,G{:‘) - glg,r}
Soit A, B,C, D, un parallélogramme tcl que A, B, C, D appartiennent respeclivement aux ssgments

[‘4'-31] 1 [BICI] L] [Cl II:':'l] * [DH‘!'I]-
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éeométrie

a) Montrez que les droites (A D) et (D, C;) son! les images des droites (B, Cy)et (A By)parla

symétrie A de centre Q. Montrez que O est le centre du parallélogramme A BCD,.

L] A 2 :
b} Soit AJimage de ladroite (A, B,) par la rotation de r de centre 0,d angle +E.E!ahhssez que C

esl commun aux droites (B, Cy) et (A).

2) Soit Ay, By, Cy, D, les points de enordonnées respectives (1, -2) . (3,2), (-1, 2) &t (-3,-2) dans un

plan orienté rapporté au repére orthonormal direct [:r?,:-j) ;

En utilisant la question (1) construisez un carré inscrit dans le parallélogramme 4, BEB,
{on donnera les coordonndes des sommets de ce carré).

EXERCICE 29

; . S r
On considére un losange ABCD de centre O de cité x tel que : [AE’. AD] = Elzx]

1} Calculez les distances AD et AC
J3

i FRg o i s T
2) Soit S la similitude direct de centre C, d’angle P et de rapport =%

a) Montrez que S transforme A en B,

b) Montrez que l'image " du point O est le milieu de [ BC]
3y Onnote D I'image de I

a) Montrez que D* appartient & la demi — droite [CA] ;

- =
b) Que vaut I’angle (Gﬂ,f}' D'] 3

- =
¢) Déduisez—en 'angle [E‘C,EJ'D‘]

4) Montrez alors que D' est le centre du cercle circonscerit au triangle BCD.

EXERCICE 30
On considére dans le plan orienté un triangle OAB rectangle isocéle tel que OA = OB =« et

(6;,55) = ElZn‘]. On note [ le milieu du segment [AB].
2 N
Soit M un point de la droite (QA), k le réel tel que MA = k O4 et soit N le point définic par

— —
NB=-k0OB. A
1) Dans cette question M est différent de A.

—) =
) [Détermingz une mesure €n radians de [MA, NE)

b) On considére la rotationr qui trznsforme Aen B et Men N,
Précisez I'angle de cette rotation. Soit £2 son centre Montrez que OA OB est un carre

2) On note I le milieu de [ V]

a) Déterminez I'angle ct le rapport de la similitude s de centre €2 qui tansforme M en 1.
b) Déterminez I'ensemble (E) des points J lorsque M décrit la droite (OA). Représentez (E)
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(éomdtrie
EXERCICE 31
Le plan st rapponté a un repére orthonormal direct (o; i, v) . On note s la similitude directe de

détermination complexe ='= [I—%i] Z.

1) Déterminez les éléments caraclénstiques de s.

2) Soit (An) la suite de points définie par :
{A,, a pour affixe 1

pour tout nzQ A _,, = 5{.-"‘;,,}
a) Déterminez les affives 2, et z; de Aj et A;.

#

z -2 _ , e :
b) En calculant =22—== déterminez la nature du triangle OAAqe, et déduisez - en une construction

Znel

géométrique de A,+; & partir de A, Représentez Ag, Ay, Az, A

a) Comparez ||4,,,4,,;] et |4, 4,,| pour tout entier
L —

¢) Onnote L, = |4,4,,] - Caleulez Ly, en fonction de n puis déterminez lim Ln .

By
i=0

EXERCICE 32 _
1) Le em est 'unité de longueur choisie. On fera une figure pour visualiser.
— =
Soit ABC un triangle équilatéral de coté 3, B” milieu de [AC] et un point D tel que = 4 AD+3 BC
a) Démontrer gue D est le barycentre des points pondérés (A, 3). (B, -2), (C, 3). En déduire que D
apparticnt 4 la médiatrice du segment [AC] ;

—+ 9=
b) Démontrer que BE' *—*EBD

¢) Caleuler DA? et BD? )

d) Déterminer ’ensemble (E) des point M du plan vérifiant 1a relation ; 34M% =2 MB? + 3MC* =12
Vérifier que I'isobarycentre G du triangle ABC appartient a I'ensemble (E). Tracer (E}).

2) a)Dans ]’espace muni d'un repere [n; I ofs .‘:) , placer les points : Q(6 ;0 ;0), (016 ;0) S(0 ;0 ;4)

b) Déterminer les coordonnées du barycentre G des points massifs (Q :2); (0:1): (R ;3)

-3 e s
c) Déterminer I"ensemble (C') des points M de I'espace tels que ! [M(J+ 2 MO+3 Lﬂ{] MS=0

Donner une équation cartésienne de (T) :
d) Déterminer I'intersection de (E) et du plan d'équation x = 0 dans le rﬂpn’:te(a; o k) :

EXERCICE 33

Dans un plan P, on considére 3 points non alignés A , B et C. Soit s la réflexion d"axe (AC) qui
transforme B en D et soit / I'application affinc P dans P telleque J(A)=4; [(B)=C; f(C)=D.
1) On pose g = sof -
a) Déterminer 'image par g des points A,B,C et celle du milien 1de IB.C]
b) Etablir que g est une symétrie dont on précisera I'axe (d) €t la direction . _
¢) Exprimer fen fonction de g et 5. En déduire une construction géométrique de I'imape M d'un point
de P parf
2) Commient faut — il choisir A, B, C pour que / soit une isometrie ? Explicitez alors celte isométrie.

155 :

EXERCICES CORRIGES DE MATHEMATIQUES 1

156/161



Géométrie

~ SOLUTIONS ~

EXERCICE 1
A, B, C trois points non alignes : § = {(A, 2),(8, 3k(C, - 5]}
1) S n'admet pas de barycentre car la somme des coefficients est nulle.

2] C* baryeentre de {(,{ 2};{3, 3}} == _:f_;?‘- %ﬁ}

B barycenire de {[,-1, 25(C, - 5}} = _,-;I_,E = %E’

.4_%"=§E AC+CCr =3 B o

5 "5 SIGHROSl | R L
g i Ly o Ly WRL o + =0 d'oit les
AB = 4C AB+ BB =2 AC AR+ 3BB' =5 AC

droite (BB} et (CC’) sont paralléles.
- -5
3) D'aprés la relation AC' = % AB, C'= h(B) oi h st une I'homothétie de centre A et de rapport %

EXERCICE 2
A et B deux points distincis
- - -
1) aM A+b M B+2M' M =10. Le point M' est unique si et seulement si a+b+2 2 ()
—* -3 —
2) a+b+2#0: f1 PP ME{M telque: aM A+b M B2 M M =0
- -

@ f(M)=M < aMA+bMB=0

e Sia+b=#0 alors Mestle barycentre de {(4 ,a) ; (B .0)}
- - _ —3 —
s Sia+b=0aglors b=-a eta MA+bMB=0 o n[ﬂﬂ-bﬂfﬂ]=ﬁ_
s Si a=0 alors tous les poinis sont invarianis ¢ =d-d fest Vapplication identique.
s a =0 alors il n'existe pas de points invariamt
¥ - —
B a+b=0 {[A 2l 3 (BJ)} admet un barycentre G g M'A+bM' B+ 2 M'M
R — — - - = — -
a M G+aGA+b M'G+bGB+2 M'G+26M =0 = (a+ b+ 2)M' G+2GM = D

—
A GM [ est donc I'homothétie de cenire G el de rappori k = o

,_}
= OM'=

1ié
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Geéomdlirie e
EXERCICE 3

Alab) 3 B(b:0) @ C(0 va) 1 aetbdeux réely

1) G isebarycentre de A, B, C donc les coordonnées de G sont poten = X=Ydoei
I'ensemble des points G est la droite d'équation ¥ = X.

7) h=2a (afixe) MA* + MB* + MC® =10a*.

Soit M[;) MA® =(x—a)t +(y-b)" ; MB =(x-8)"+y : (v-a)’ +x* = MC
MA? + MB® + MC? =10a° & 3x'+3)7 ~2a+b)x - 2(a+byy+2a’ +206% = 104”

2 b ] 1 3
h=2a done 3x° +3y* - 6ax —6ay =0 = xl4yp? —2ax-2ay=0 &< (x-a) +(y-a) =2a" qui
est I 'équation di cercle de centre ria ,a) ef de rayon r = a2.

2

EXERCICE 4
E espace affine de dimension3 ; 4, B, C irois potals de E.
— 1 — I — i

E—->R: MH4M4“ +3 MBI -2|MC‘
1) La sonvme des cocfficienis est 3 (non nulle) donc fe baryeentre G exisie.

N =
Par définition :2GA+3GB-2GC=10
%) On sait gue f(My= @ iMG’ + f(G) donc J(M) = 3MG? +2GA® +3GBY =2GC? : il suffit de
poser k =2GA* +3GB® -2GC’
3) fiM)=4 & 3MG'+k=4 & IMG? =4-k

s Sik=4 alars M=G
e 5i k>4 glors 4=k <0 et dans ce cas M n'existé pas

. Si k<4 alors MG® = 4—;1 & MG= sl . L'ensemble des points M est le cercle de

-

.

centre & el rayon ¥ =J%
EXERCICE 5

{ﬂ.f_f} repére arthonormé _,{{2;4] i B{| ;u} . C{ﬁ;D}
1)

I8¥
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Géométrie

F

o| B 2 C
2) L'orthocentre est le point d’intersection des hauteurs. La hautcur (AH) a pour équation x =2 :

- =
Soit H(x,y), la hawiewr (CH) est définic par CH.AB=0

- -
CHAB=0 & -(x-6)-4y=0 & -x-4y+6=0. Puisque x =2 afars y=1 . Hii,l)
= 35-"— =2 s
Les coordonnées du barycenire du systéme T-{{A i (ﬂ Jf- [-(, )] son! 49 o1 ou

H(2 1) esile barycenmre de .
B) SMA® +12MB? +3MC? =140 o MA® +4 MB* +3 MC* =28. H étant le barycentre de S

alors | équation est équivalente a 4 MH? + HA® + 2 HB* + iric P=28

P?d(%') = HA* =9 ; Hﬁ{ }] = HB® =2 ; .?c{‘f_‘l] = HA* =17

AMH? + 0+ +3=28 < 4MH =4 e MH® =1, L'ensemble des points M est le cercle de

cenrre H et de rayon r=1.

EXERCICE 6

1) Dans €1'ensembie des solutions de 2 = [2+3r'}q est § = {2 * IEE, —EM—: %, =3 :f: 21, 3;121}

2) =3 zy=2=i:2% ==1-i:

) A0) - 5(2) o Dscomtoris s G (4. (0.5}

Y==2: G(:%J
b MB+ MCt-MA =1 @ (x-2)' +{.v+t}"+{x+l}*+(}-+1)1-(x PP aeptal
o 343 raredy=3 o xiayitirtiy=l o (x+3) +(r+3) =% =

417

F'r:membfe des paints M est le cercle de centre (-3, -3) evderayon r= 4L

¢ fidy=4"; f(B)=F; [(C)=
. Si f=hir,-2) alors(AB A r:) (4B ; 4C)
o  Sifestla symétrie orthogonal d ‘axe D alors (.-1 B ﬁ) = —-[E ...-‘.TE)
%8
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EXERCICE 33

Dans wn plan P, A, B et C son! trois point alignés S esi la réflexion d'axe (AC) qui fr ansforme Ben Df
est 'application affine telle que

fid) =4, fiB) =CetfiC)=D

1) On pose g = Sof

a) Dérermination de 'image par g des paints A, B. C el du miliew 1 de [H C] ;

£ 8
AA Aa
B|c clc
clp BlD

&l4) = Sofd) = S(4) =4

g(C) = SafiC) = 5(D) =B

g(B) = SeffB) = 5(C) =C

g est une application affine composée de dewx applications affines. L'image du milieu I de [BC] est le
miliev de [g( B). g(C }] =[CB] d'oti gtl) =1

b) Etablissons que g est une syméirie

(4. B. C) est une repére du plan

gog(d) = g{A) =4

gog(B) = g(C) =B

gog(C) = g(B) =C o
zest involutive par suite g est une symeirie.

-

C
]

D
A et | sont invarianis par g = {Af] est invariante par g B n'est pas invariant d ‘ot I'ensemble. de

points invariants est la droiie (Al) '
I ‘axe de la symétrie g est la droite (A])
#(B) = C d'oil la direction de la syméirie g est celle de la droite (BC)
o) g =Sof = Sog=So(Sof) = f =Sog carSoS =lp
Construciion de |'image M* d'un point M par f :
Posons M; = g(M) on a donc J{M) = Sog(M) = S(My) = M’
D'vit le programme de construction .
- Consiruire {'image M; de M par la syméirie g.
. Consiruire i ‘image de M par lu réflexion S quin 'est aulre que e point M.
Y fra)=A' . fiB)=C
[fisométric alors AR = AL
D’oir il ferut choistr le triangle ABC isocéle de sommet principal A pour que fsoif une isomélrie. §i ABC
est isocele g est la réflexion d'axe (A1) fest danc la composée de deux réflexions o 'axe sécanis en A ext
rotation de centre A ef d angle
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