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EXEICICE L eineiiniiniiiatineeneeanteeeeecansosscensonscnasensossssssansonnssnsonsosnssnsanssnnsns (5 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (0; u; ), (unité graphique : 2 cm).
On considere la transformation f du plan qui, & tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z" définie

5T .TT
par z' = e"% z et on définit une suite de points (M,,),,ey de la maniére suivante : M, a pour d’affixe z, = e'2 et,
pour tout entier naturel , M,,., = f(M,,). On appelle z, I’affixe de M,,.
1) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f, place les points M,; M, et M,

T 5nm
2) Montre que pour tout entier naturel n, on a I’égalité z,, = el(5+T) .

(On pourra utiliser un raisonnement par récurrence).
3) Soient n et p deux entiers naturels tels n est supérieur ou égal a p.
Montre que les points M,, et M,, sont confondus si et seulement si, (n — p) estun multiple de 12:

4) a) On consideére 1’équation (E) : 12x — 5y = 3 ou x et y sont des entiers relatifs.
Apreés avoir verifié que le couple (4; 9) est solution, résous 1’équation (E).
b) En déduis I’ensemble des entiers naturels n tels que, M,, appartienne a la demi-droite [Ox).

EXEICICE 2 Tuiniiniiniininerearnesnssnssnrossesonsonsommonsonsbasiasonsessssonssieensantioesonsonss (5 points)

1) Pour tout n € N, on pose I,, = fol (xzcixnn'

a) Calcule I, puis a I’aide d’un changement de variable, démontre que I; = %.

2

B * 1 x
b) Justie que Vn € N*,I,, = I,,41 = fo 2Dt dx.
¢) En utilisant une intégration par parties sur I,, n € N*, montre que I,,,, = 22;1 I, + nziﬂ.

d) Calcule alors 1.
2) On considére la suite (J,,) dénie pour tout entier naturel n non nul par, J,, = fol(l — t)"eldt.
a) Détermine les réels a et b tels que la fonction f : ¢ » (at + b)e' est une primitivede g : t = (1 — t)e’sur
[0; 1]. En déduis la valeur de J;.
b) Montre a l'aide d'une‘intégration par parties que, pour tout n nonnul, J,,; = (n+ 1)J, — 1.
c¢) Montre que pour tout entier naturel n.non nul, J,, = 0.
d) Montre que pour tout réel ¢ de l'intervalle [0; 1] et Vn € N, (1 — t)"et < e x (1 — t)™

¢) En déduis.que pour tout n nonnul,Jy, < —.

f) Détermine la limite de la suite (J;,).

[ 18] 0] 1< 11 (- PP (10 points)
Partie A :
Soit ¢ la fonction definie sur ]0; +oo[ par : @(x) =Inx + x + 1.
1) Calcule les limites de ¢ en 0 et en +co.
2) Etudie les variations de ¢ et dresse son tableau de variation.
3) a) Montre que 1’équation ¢ (x) = 0 admet une solution unique telle que 0,27 < 8 < 0,28.
b) Déduis le signe ¢(x) de suivant les valeurs de x.

Partie B
xlnx .,
Soit f la fonction définie sur ]0; 4+oo[ par : { f) =—Fsix>0
f(0)=0

On note (C) la représentation graphique de dans un repére orthonormé (O, I, J). (Unité graphique : 2 cm)
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1) a) Etudie la continuité de f en 0.
b) Etudie la dérivabilité de f en 0.
2) Calcule la limite de f en +oo et étudie la branche infinie de (C) en +co.

3) a) Montre que Vx € ]0; +oo[, f'(x) = (ffﬂz-

b) Déduis les variations de f et dresse son tableau de variation.

4) Montre que f(B) = —

5) Trace (C).

Partie C

Soit h la restriction de f a l'intervalle [ = [1; +oo.

1) Montre que h reéalise une bijection de I vers l'intervalle J & préciser.

2) Soit h=1 la bijection réciproque de h et (C°) sa représentation graphique.
a) Dresse le tableau de variation de h™1.
b) Calcule h(2) et (h™1)’ (21—2)

3
3) Construis (C’) dans le repére (O, 1, J).
Partie D

1) A I’aide d’une intégration par partie, calcule I’intégrale [ = | f xIn x dx.

-=<fl)<

e+1

xInx xlnx

2) Montre que pour tout x € [1; e]

< [ oo <

3) En déduis que

Partie E
1) a) Démontre que 1’équation f(x) = 1 admet une unique solution a dans [3; 4].

)_

1+

b) Démontre que les équations f(x) = 1 et e” "= = x'sont équavalentes.

2) Soit g la fonction définie pour tout réel strictement positif x par : g(x) = e'*
a) Etudie les variations de g pour x élément de [3; 4] et démontre que pour tout x élément de [3; 4], g(x) est un
élément de [3; 4].
b) Démontre que : Vx € [3;4],|g'(x)| %
3) Soit (u,) la suite définie par : u, = 3 et larelation de récurrence : u,,,; = g(u,).
a) Démontre que pour tout entier positif ou nul n: |u, 4, — a| < %Iun —al.
Déduis-en quei|u,, — a| < Zin
b) Démontre que la suite (u,)est convergente et calcule sa limite.
c) Trouve les valeurs de n, pour lesquelles wu,, est une valeur approchée de a & 102 prés.
Partie F
1) Soit n un entier naturel non nul. Démontre que I'équation f (x) = n admet une solution a,, et une seule.
Place a; et a, dans le méme repére que précedemment.
2) a) Démontre que, pour tout entier naturel non nul n,ona a,, > e™.
b) Démontre que, pour tout entier naturel non nul n, f(a,,) = n est équivalent a In (“—,’:) = aln

c) Déduis des questions 2-a) et 2-b) que la suite ( ) est convergente et calcule sa limite.
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