e 02 | MATHEMATIQUES | TEoons
Séries: TESTI Coef : 4 Durde: 46

On considére [équation différentielle (E) : y' — 2y = (x — 1)e”.

1) Détermine les réels a et b pour que la fonction u définie sur R par u(x) = (ax + b)e* soit solution de (E).

2) Montre que v est solution de [‘équation différentielle (E') si et seulement si W — v est solution de [‘équation
différentielle (E") : y' — 2y = 0.

3) Détermine les solutions de (E"). En déduis toutes les solutions de (E).

4) Trouve la solution f de (E') vérifiant f (0) = 1.

1 d
1) Pour toutn € N, on pose I, = fo (x2+x1)n-

a) Calcule 1y puis a Caide d’un changement de variable, démontre que I, = %.
2
b) Justie quevn € N*, I, — I, ;1 = fl ad

— - aX.
0 (x24+1)n

2n—11n+ 1

¢) En utilisant une intégration par parties sur I, n € N*, montre que L, 1 =

d) Calcule alors 1.

2n n2n+1’
2) On considere la suite (J,) dénie pour tout entier natureln non nulpar, J, = | 01(1 — t)"etdt.
a) Détermine les réels a et b tels que la fonction f +t.—> (at + b)e’ est une primitivede g : t = (1 — t)etsur
[0; 1]. En déduis la valeur de ] .
b) Montre a [aide d'une intégration par.parties que, pour tout n non nul, [, = (n + 1)J, — 1.
¢) Montre que pour tout entier nature[n non nul, [, = 0.
d) Montre que pour tout réelt de l'intervalle [0; 1] etVn € N, (1 — t)"e < e x (1 —t)™

, . e
e) En déduis que pour toutn non nul, [, < ——

n+1’
f) Détermine la limite de la suite (J,):

PrOBIBIME ;.. i vt et iaien ettt vttt e et e aee e a (10 points)

Soit @ la fonction définie sur]0; +0o[ par: (x) =Inx + x + 1.

1) Calcule les limites de. en 0 et en +00.

2) Etudie les variations de @ et dresse son tableau de variation.

3) a) Montre que [équation o (x) = 0 admet une solution unique telle que 0,27 < 8 < 0,28.

b) Déduis le signe @ (x) de suivant les valeurs de x.
Partie B

xlnx .
flx) = 1 51x>0_

f(0)=0
On note (C) la représentation graphique de dans un repére orthonormé (O, 1, J). (Unité graphique : 2 cm)
1) a) Etudie la continuité de f en 0.

b) Etudie la dérivabilité de [ en 0.

Soit f la fonction définie sur]0; +oo[ par: {
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2) Calcule la limite de f en +00 et étudie la branche infinie de (C) en +o.

o (x)
(x+1)2"

3)a) Montre que Vx € ]0; +oof, f'(x) =

b) Déduis les variations de f et dresse son tableau de variation.

4) Montre que f (B) = —B.

5) Trace (C).

Partie

1) a) Démontre que ["équation f (x) = 1 admet une unique solution & dans [3; 4].

1
6) Démontre que les équations f(x) = 1 ete*x = x sont équavalentes.
1
2) Soit g la fonction définie pour tout réel strictement positif x par: g(x) = e'*x.
a) Etudie les variations de g pour x élément de [3; 4] et démontre que pour tout x élément de[3;4], g(x) est un
élément de [3; 4].
1
6) Démontre que : Vx € [3; 4], |g(x)| < >
3)Soit (Uy,) la suite définie par: uy = 3 et la relation de récurrence : Upyy = g(Uy).
. . 1
a) Démontre que pour tout entier positif ou nuln : |upy, — @] < > lu,, — al:
Py 1
Déduis-en que : |u, — a| < v
b) Démontre que la suite (U, ) est convergente et calcule sa limite.

¢c) Trouve les valeurs den, pour lesquelles Uy, est une valeur approchée de a a 107 prés.
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