Fonctions numériques

Fonction numérique
d’une variable réelle

LIMITES - CONTINUITE
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
» Compléte I’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premiére par :

- L’introduction de la limite d’une fonction composée ;
- La limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.

* Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels
liés a la continuité de cette fonction.

Commentaires

La plupart des propriétés ont été abordées en classe de premiére. Ces propriétés, tout comme
les techniques de calcul pour lever une indétermination, ne doivent pas faire I’objet d’un
traitement théorique. Elles seront mises assez rapidement en ceuvre dans des exercices dont le
niveau de technicité et I’abondance doivent rester tres raisonnable car elles seront réinvesties
tout au long de I’année dans les études de fonctions. La propriété sur la limite d’une fonction
monotone sur un intervalle ouvert sera utilisée dans les suites et les fonctions définies par
intégrales.

Les asymptotes a une courbe (horizontale, verticale et oblique) ont été abordées en Premiére.
L’étude générale des branches infinies est hors programme. Les branches paraboliques selon
les axes de coordonnées sont les seules directions asymptotes a connaitre. Dans le cas d’une
asymptote oblique, une équation est fournie a I’éléve.

On introduira la continuité d’une fonction sur un intervalle. Cette définition permet I’usage de
deux théorémes importants concernant I’existence d’une bijection réciproque et la propriété des
"valeurs intermédiaires ". Notons que la forme générale de cette derniére propriété est hors
programme. On se limitera au cas d’une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle.

Les propriétés concernant les opérations sur les fonctions continues sur un intervalle sont
admises. On n’exigera pas de I’éléve la justification de la continuité sur un intervalle lors d’une
évaluation.

On habituera les éléves a Donne une valeur approchée d’une solution d’une équation.

Volume horaire/semaine : 5 heures
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SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Limites « Détermine la limite d’une fonction :
- Limite d’une fonction - enutilisant les limites de référence ou une expression
composée. conjuguée ;

- Limite d’une fonction
monotone sur un
intervalle ouvert

* Branches paraboliques de
direction (Ol) et (OJ) dans un
repére (O, 1, J).

« Continuité sur un intervalle :
- Opérations, composée
(propriétés admises).
- Image d’un intervalle.

» Fonction continue et
strictement monotone sur un
intervalle :
Théorie 1 : si f est une fonction
continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
alors f est une bijection de I sur
f(1). sa bijection réciproque
~Lest continue et de méme
sens de variation que la
fonction f

- enayant recours a la définition d’un nombre dérivé.
« Détermine la limite d’une fonction composée.

« interpréte graphiquement :

Q) Q)

IlTw_ =0, IlTw_ = +oo (resp. —D)
lim Q= Oet IimB—)= +D (resp. —D)
- —00 X - —f

« Démontre qu’une courbe admet une branche parabolique de
direction (Ol)(resp. (0J))

 Détermine I’image d’un intervalle par une fonction continue :
- en utilisant le tableau de variations ;

- en utilisant une méthode algébrique.
« Démontre qu’une fonction réalise une bijection d’un intervalle |
sur un intervalle J dans le cas ou f est donnée par une formule
explicite, Détermine f 1 (x).

Théoreme 2 : si f est une
fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle I,
alors pour tout m de f(l),
I’équation f(x) =  admet une
unique solution dans I.

Corollaire : soit f une fonction
continue et strictement
monotone sur [ , ]. Sif(a) et
f(b) sont des signes contraires,
alors I’équation f(x) = 0 admet
une unique solution dans
I’intervalle ouvert] , [.

» Fonctions du type :

« Prouver I’existence d’une unique solution de I’équation :
() = surunintervalle I.
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-x  VYx,(n IR )

X xX"(r Q,x IR+*).
Définitions ; notons x
Propriétés des puissances
d’exposants rationnels

Remarques et suggestions

Dans la détermination des limites, on veillera a ce que I’éléve sache identifier une forme
indéterminée sans forcement en faire état par écrit.

Pour Détermine la limite d’une fonction composée on peut utiliser un changement de variable.
On n’abusera pas des fonctions définies par raccordement.

Sur des exemples, introduire les branches paraboliques de direction (Ol) et (OJ).

Pour Détermine I’image d’un intervalle par une fonction continue, on privilégiera I’ utilisation
du tableau de variations, I’utilisation d’une méthode algébrique n’étant proposée qu’a travers
des exercices guidés.

On peut avec profit Vérifie les pré requis de la classe de Premiére et les théorémes concernant
la continuité a travers des études de fonctions.

On habituera les éléves a Donne une valeur approchée d’une solution.

DERIVATION
OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
« consolider les notions abordées en classe de premiere telles que la détermination du sens de
variation d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;
« consolider la notion de dérivé et I’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;
» Compléte les théoréemes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et
de dérivabilité a droite ;
« utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour Démontre des inégalités ou établir des
encadrements.

Commentaires

La definition d’une fonction dérivable en un point ou sur un intervalle reste la méme que celle
introduite en Premiére. On la compléte par la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle
fermé et par la dérivabilité a droite et a gauche. On définira la notion de demi-tangente a une
courbe. Le vocabulaire « point d’inflexion » est hors programme. Cependant on pourra étudier
la position d’une tangente par rapport a une courbe.

La différentiabilité ou toute autre forme s’y rattachant est hors programme, de méme que
I’approximation affine d’une fonction.

La dérivée d’une fonction composée et la dérivée d’une fonction réciprogue sont des
compléments apportés en Terminale. Ces fonctions doivent garder une place raisonnable et étre
considérées comme des outils pour I’étude de fonctions nouvelles : des fonctions avec
radicaux, des fonctions racines n'®™®, les fonctions logarithmes et exponentielles.

Dans le cas ou une fonction est définie par raccordement, on se raméne alors a une étude
portant sur chacun des intervalles. 1l est bien entendu que ces cas doivent étre considérés
comme exceptionnels et leur étude doit étre largement guidée.
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Les fonctions qu’on peut étudier dans ce chapitre sont en nombre infini. Il sera bon de bien
sélectionner celles qui seront étudiées pour obtenir un éventail aussi complet que possible de

situations différentes.

Volume horaire : 12 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
« Dérivées successives ; nouvelle notations. « Démontre qu’une fonction composée est
df d?f dérivable en un point et savoir Calcule le
X' o nombre dérivé en ce point.

* Si une fonction est dérivable sur un intervalle,
alors elle continue sur cet intervalle.

« Dérivée d’une fonction composée (admise) ;
application a la dérivation des fonctions de la
forme:u" (n¥ ),vu

« Existence de la dérivée d’une fonction
réciproque (admise), formule de la dérivée de
la fonction réciproque.

« Dérivée des fonctions puissances d’exposants
rationnels.

« Inégalité des accroissements finis (2 formes)
< nombre dérivé a droite (a gauche) d’une
fonction en un point.

» Demi-tangente

* Préciser I’ensemble des éléments ou la
fonction réciproque d’une fonction donnée est
dérivable.

« Détermine le nombre dérivé de la fonction
réciproque en un point xg

Utiliser I’inégalité des accroissements finis
pour :

- Démontre une inégalité ;
- établir un encadrement.

* Etudie la dérivabilité d’une fonction définie
par intervalles en un point de raccordement.
« Interpréte graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un
point Xq.

Remarques et suggestions

On ne demandera pas de justifier la dérivabilité d’une fonction sur un intervalle lors d’une

évaluation.
La dérivée d’une fonction de la forme u" (n
dérivée d’une fonction composée.

) doit étre traité comme application de la

Les dérivées de la forme u’ (' # IR*) seront aboydées dans les chapitres sur les fonctions

puissances.

Le programme signale que I’existence de la dérivée d’une fonction réciproque doit étre

admise.

On se limitera a I’ utilisation de la formule donnant la dérivée d’une fonction réciproque
uniquement en un point X, et cela pour des exemples ne présentant pas de difficulté

particuliéere
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I- Généralité sur les fonctions

1) Définition d’une fonction :
On appelle fonction : - | toute relation qui a chaque élément de  on associe au plus un

- ()

élément de
NB :

- est appelé la variable ;
- ( Dest appelé image de par la fonction ;
- est appelé ensemble de départ.

- est appelé ensemble d’arrivé.

2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérigue

Soit une fonctionde vers
On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique
, ’ensemble des éléments de qui ont une image dans .Onlenote D .

Ainsi :

- Si ()= () (fonction polynéme), alorsD = =]—oo ; +oo[

- Si ()= () (fonction irrationnelle), alorsD ={ / S ()=}
- Si( )=%(fonction rationnelle), alorsD ={ / O

3) Opération sur les fonctions :

Soit et deux fonctions définies respectivement sur leur ensemble de définitionD etD .
a- Somme :

D et D;(C +)()=(O)+ ()
b- Produit :

D nD ;( x)()= ()x ()

c- Quotient :
)
D nD et ()¢O - ()—ﬁ
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- Limites
1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1

= 400 : 2= %oo : 8= ¥oo : \/_:+oo
- =+oo - +o00 - =+oo - —+oo
=—o0 2=+ o0 : 8 - —
- —o0 - —oo - —00

b) Propriété 2

1-9; L=o; L=o; —=0( )
- +oo - +o00 - +o0o - “+oo

1 1 1

_:01 _2_01 _3: 1 _:0( )

- —o00 - — 00 - — 00 —» — 00

2) Opération sur les limites

a) Somme :
+oo —00 +o0o
’ +00 QU — © +o00 —o00 —o00
+ + 7’ +00 QU —00 +o00 —o0 Forme
indéterminée
b) Produit :
0 )
’ [ (%) (%)
. o’ oo regle des Forme oo régle des
signes indéterminée signes
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c) Quotient:
0 ) oo
"0 =0 0 oo )
_ _ +/— o0 d Forme 0 oo régle Forme
' gauche/a | indéterminée des signes | indéterminée
droite

On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminées qui sont :

[o0]
—00 + o0 ; O0Xoo ; — ; —.
(o0}
3) Limite des fonctions polyndmes et rationnelles a I’infini.
a) Limite d’une fonction polynéme a I’infini
La limite d’une fonction polyndme en + o ou en — oo est égale a la limite de son monéme
du plus haut degré.

Exemple : 1-2 2+3 = -2 2=-2(—)?=— oo,

- —o00 - —o00

b) Limite d’une fonction rationnelle_a I’infini :
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—=1 et —=1
l-cos _1 ot 1—cos(a ) _1
2 72 « 2 -

6) Limite a gauche — Limite a droite de ,

a) Limite a gauchede

On appelle limite a gauche d’un réel , d’une fonction , la limite lors qu’elle existe quand
tend vers , par valeurs inferieures on note : ().

-

b) Limite a droite de ,

On appelle limite a droite d’un réel , enune , la limite lors qu’elle existe quand
tend vers  par valeurs supérieures on note : ().
+
NB:
Une fonction admet une limite en un point , si sa limite a gauche est égale a sa limite a droite.
() = Q)
- 0 - 0

7) Théoreme des gendarmes

Soit  une fonction définie sur un intervalle I tel qu’on ait I’encadrement suivant :

O= O= O)
()=

- 00

L~
8~
Il
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()=+eo ()= —e
Alors la droite d’équation = est asymptote verticale a la courbe
y A
4t A
3t .
asymptote vgrticale x = a
24
14

-1+

2L

-3l

41

[ ()-C +)]1=0 [ ()-C +)]=0
- o0 - —o00
Alors la droite d’équation = + est asymptote oblique a la courbe
y
41
34 .
asymptote obliquey = ax + b

2L

———
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 137



Fonctions numériques

I1l1-  Continuité
1) Définition

Soit  une fonction définie sur un intervalle | et soit , un réel appartenant a .

Ondit que estcontinueen ,sietseulementsi estdéfinieen ,etsilalimite de ()
quand tendvers g estégalea ( )

Une fonction est continue en  si et seulement si :

()Existeet ()= ()= ( )
Y

Remargque : les fonctions non continues en  sont les fonctions non définiesen et les
fonctions n’admettant pas de limite en

2) Continuité sur un intervalle :

Soit une fonction définie surunintervalle =[ ; ] ou =1 ; [.Onditque est
continue sur | si et seulement si  est continue en tout point de I.

3) Continuité a gauche — continuité a droite
a- Continuité & gauche :

Une fonction  est continue a gauche de ()= (o)

b) Continuité a droite :
Une fonction est continue a droitde , si ()= (o
“

-

0
NB : Une fonction est continue en un point de , si elle est gauche et a droite de

4) Prolongement par continuité

Soit une fonction numérique non définie en  ; mais admettant une limite en ce point. La

()

fonction définiepar: ()= est appelée le prolongement de la fonction

par continuité au point

N B :Si n’est pasdéfinieen  mais admet une limite en ce point, alors on dit que est
prolongeable par continuité au point
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4) Interprétation graphigue d’un nombre dérivé
Soit  une fonction numérique d’une variable réelle et (C) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (; ; ; )

Soit 8 un point fixé de (C). M un point courant de (C); construisons la droite

(o).

Lorsque tend vers ¢, ladroite ( o )vient occuper une position limite ( o, ) appelée
tangente a la courbe (C) au point 8 .
'( o) est appelé pente ou coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de
au point g

5) Equation de la tangente au point d’abscisse

L’équation de la tangente a la courbe en un point d’abscisse  est donné par :

M: = CHC- )+ ()

NB :

Si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la
courbe admet deux demi — tangentes en M, de coefficients directeur respectifs : les nombres
dérivés a gauche et a droite de 4 en faisant un angle en ce point.

- Lacourbe () passe par le point sietseulement ( )=
- Lacourbe () admet au point une tangente paralléle a I’axe des abscisses c'est-a-
dire I’axe o si et seulementsi '( ) =
- Lacourbe () admet au point une tangente paralléle a la droite (D) d’équation :
= + sietseulementsi ‘() =
- Lacourbe () admetau point une tangente de coefficient directeur si et
seulementsi ‘() =
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8) Extremum relatif:

Théoréme 1

Soit  une fonction définie sur unintervalle] ; [ouvert contenant . Si ‘() s’annule en
o et en changeant de signe, alors admet un extremum au point d’abscisse .

Théoréme 2

Si  admet un extremum relatif d’abscisse g, alors ‘(' 3) = 0 ou encore on diraque n’est

pas dérivable au point d’abscisse .

Si () passe du signe négatif au signe positif on dit que présente un minimum

y .
Maximum
(o)~
: Ici: () passe du signe positif au
| signe négatif.
i On dit que présente un maximum
0 0 X
y
Ici: ’( ) passe du signe négatif au
signe positif.
(9 Onditque présente un minimum
o)b----
Mirdimum
0 0 X
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9) Extension du nombre dérivé

a- Point d’inflexion:

Théoréme
Soit  une fonction définie sur unintervalle] ; [ouvert contenant 4. Si ’’( ) s’annule en
o changeant de signe, alors admet un point d’inflexion au point d’abscisse .

b- Points anguleux:

Soit une fonction admettant au point d’abscisse  un nombre dérivé a gauche ( ) etun
nombre dérivé a droite "(’ ). On dit que la courbe ( ) de admet au point d’abscisse
un point anguleux si et seulement  n’est pas dérivableen et si # '

Y
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c- Points de rebroussement:

Soit  une fonction admettant au point d’abscisse  un nombre dérivé.

Point de remboursement de 1° espéce

()—()=_ooet O- )_

Si +oo

- - 0
Alors la courbe ( ) de admet au point d’abscisse  une
| demi- tangente verticale dirigée vers le haut

0 0 X
y Point de remboursement de 2™ espéce
(o) Si ():()=+ooet ():()z_oo
g . —V- 0_ i
Alors la courbe ( ) de admet au point d’abscisse  une
i demi- tangente verticale dirigée vers le bas
0 o il

d- Théoréme de I’inégalité des accroissements finis

Soit une fonction définie et dérivable sur un intervalle =1 ; [.

Premiére forme :
Soit et deuxréelstelsque < et et sonttelsque si [ ; Jet = ()<
alorsona: ( — )< ()—- ()= (=)

Deuxiéme forme :
Si  estun réel tel que : =[; 1 si|l ()= alos|] ()— (D)I= | — |
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V- Etude de fonctions :

1) Parité d’une fonction

a- Fonction paire :

Une fonction est dite paire si et seulement si et — ,ona:
=)= Q)
b- Fonction impaire :
Une fonction  est dite impaire si et seulement si et — ,ona:
=)=-0)
NB :
- Lafonction estpairecar (— )=

- Lafonction

estpairecar (— )=-—

2) Périodicité d’une fonction

Une fonction est dite périodique et de période si et seulement si ,ona:
(+)= ()
NB :
. A L. 2
- Lafonction (  + ) estpériodique et de période = T
: A L. 2
- Lafonction ( + ) estpériodique et de période = T
- Lafonction ( + ) estpériodique et de période = T

- Les fonctions
=2

et

sont toutes deux périodiques et de période
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c) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :

Centre de symétrie :

2
Soit  une fonction rationnelle définiepar: ( )= % et (C) sa courbe
représentative dans le repére orthonormé (O; ; )ou: ; ; ; ; sonttous des réels
avec: Z0 + Z= 0.
Si  peux ce mettre sous laforme: ( )= ' + '+

Alors le centre de symétrie a la courbe () de  a pour coordonnée : |

— 4 s
- Axe de symétrie :
Soit  une fonction polyndme du second degré définiepar: ( )= 2 + +
avec( #0)
2 2_4
Si  peux ce mettre sous laforme: ( )= + 5 = E:
Alors I’axe de symétrie a la courbe () de fa pour équation = — 5
Représentation
Symétrie de la ¢ J
courbe  par Courbe Courbe
Paxe (" ) .
A}
\\‘
\
\ L 1
\
AY
N
4 3 2 1 1 2 3 4y 4 3 2 1 1 2 3 4y
1
1
1- ' -1
1
g |
K Symeétrie de la*
courbe  par
& I’origineO0 =
Ici I’axe ( ' ) est axe de symétrie Ici I’origine O du repere est centre de symétrie
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3) Fonction réciprogue

Bijection :

Une fonction de E vers F est dite bijective si tout élément de I’ensemble d’arrivé F admet un
et un seul antécédent dans I’ensemble de départ E.

- EnPratique :

Une application est bijective si et seulement si ! ona: ()=

- Graphiquement

Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont symétriques
par rapport a la premiére bissectrice( A ) d’équation =

Yy <+— &
-~ 4— -1
3 -7
e ——
//
L /
2 /
/
’
14/
/
!
32 1 2 3 4 sy
-1t
21
Théoréme :
Si  est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors  est une
bijection de I sur (). etadmet une bijection ¢é ~ de ( )surlayant méme

sens de variation que

Lescourbes et ' sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A: =
SiM( ;) alorsM( ;) 1

Si = estasymptotea C; alors = a devient asymptote pour

4) Théoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoreme 1 :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit une fonctionde -  etsoit son ensemble de définition. Soit1=[ ; ] ou
I=] ; [ unintervalle de . Siestcontinue sur l alors () estaussi un intervalle
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Théoréme 2:
L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.

1% forme :

Soit une fonctionde - et soit D; son ensemble de définition. SoitI=[ ; ] ou
I=] ; [ unintervallede .Si estcontinue surlalors () estaussiun intervalle.
2°™ forme :

Si estcontinuesurletque ( )x () < O,alorsilexisteunr®el U Itelque () =

()r--

5) Théoréme relatif _aux fonctions continues et strictement monotones

1°" forme : Si  est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ ;]

etsi ()et ( )sontde signes contraires alors il existe un unique point élémentde] ; [
telque ( o)=0

2°™ forme : Si est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle] ;]
etsi: ( )x ()OO0alorslé@quation ( ) =0admetune unique solutionU [ ; 1]

6) Approximation d’une solution a de I’équation () =

a- Méthode de dichotomie :

Soit une fonction définie sur unintervalle[ ; Jtelque ( )x () <O.
Posons = 0 =
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e Si eststrictementcroissantesur[ ; ]
y
gb) F====-=----
I
I
T |
I
a a 1
1 1 R 1 1 1 1 | |
| 0 b X
I
| 1
I
|
I
:_/
-------- 9(a)
Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux et telquel0 [ ; 1
On calcule ;
. + - +
- Si 5 <0 alors U 5 ;
. - +
- Si 5 >0 alors U ; >
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e Si eststrictement décroissantesur[ ; ]
y
Fo------ 9(a)
1 4
|
|
| 1
|
! b
| | | I | | | | | | |
a 0 : "
|
T |
|
|
T |
|
gb) - ---===
Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux et telquel0 [ ; 1
On calcule ;
. ~ +
- Si 3 < Qalors U ; 5
. =+ o +
- Si 3 > Qalors U > ;

b- Méthode des balayages :

Coest une m@thode qui consiste ** détermin®e une approximation de U " partir doun tableau de
valeur. Ainsi la valeur de U est obtenue en encadrant la valeur de & partir du changement de
signe obtenue entre I’antécédent positif et négatif.

1 2 3 4 5 6 YA R

()] C| C2)] Ca)| Ca)| Cs)| Ce)| Ca)fon ¢ )

Siparexemple (5)x (g)<Oalors U [ 5; 4] etparcons®quent U=
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7) Etude des branches infinies :

Notion d’asymptotes :

Si ()= ou )=

(
- —O00 - —+oo
Alors la droite d’équation = est asymptote horizontale a la courbe

]

Asymptote horizontale =

()= e ()=~

Alors la droite d’équation = est asymptote verticale a la courbe
X7 A

A

Asymptote verticale =
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[ ()-C +)]=0 [ ()-C +)]=0
- +oo - —O00
Alors la droite d’équation = + est asymptote oblique a la courbe

+
4 5y
4L
Recherche d’asymptote oblique :
Il est évident de dire que si : ( )== oo, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.

- =+ oo
Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :

—Sl Q = et ( )_ =
- oo - X oo
Alors la droite d’équation = + est Asymptote oblique a la courbe (C) de
- ) _ —
—Si — = et ()- = 0ou oo
- *+ oo - oo
Alors la droite d’équation = est Asymptote oblique a la courbe (C) de
- i (o]
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Alors la courbe (C) de admet I’axe ( ' ) comme branche parabolique.
: Q)
—Si — =0

- *oo

Alors la courbe (C) de admet I’axe ( ° ) comme branche parabolique.

N.B:
Si  est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire () sous la forme :

( ) =quotient + —— = ( )+T

Si NO) = 0. Alors ladroite d’équation = ( )est appelée Asymptote oblique.

(
- 00

8) Position relative d’une courbe (C ) et de son asymptote obligue (A).

Pour Détermine la position relative d’une courbe (C ) et de son asymptote oblique (tp), on
étudie le signede: ( )- .Ainsi:

- Si ()= <0,alorslacourbe (C ) esten dessous de la droite (z).
- Si ()~ >0,alorslacourbe (C ) estau dessus de la droite (z).

- Si ()- =0,alorslacourbe (C ) et la droite (&) sont confondues.

9) Intersection de la courbe avec les axes du repére :

a) Intersection de la courbe avec I’axe des abscisses ()

Pour Trouve le ou les points d’intersection de la courbe () avec I’axe des abscisses, on
régous I’équation-1.3<0052>-3<004C>3.8<0057>8>1.2 0 Td3j 0.4220Td ()Tj 0. /P <<rbe7
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Préciser le sens de variation de la fonction
- Consignation des résultats précédents dans un tableau de variation.
- Rechercher ci-possible des points d’intersections éventuels avec les axes du repére.

Exercices

Limites
Limites en un point

Calcule les limites suivantes aux points o donnés :

3-8, v — 3, 2 +5 | 2+1-1
a- — Db 5 & 2= &
- 2F -9 - 27 -0
o 2. _—p ] i 21
v -3 ' - 2-3 +4
-3 - —1*

Calcule les limites suivantes aux points o donnés :

2 . Cos2 . 5 . 4
a- =3 b- 1= , C- 3 , € — ; f )
Limites a I’infinie
Calcule les limites suivantes a I’infinie :
-8 vV -1 | 22+2 2+1-1
a- 1= - b- 7 - . d- - =
- —O00 - +o0 - —O00 - —O00
e A ¥ g 1 i 3 -1 |
22+ -5 ' i-v 1+v 9 2 -2
- +o0 - —00 - —O00
h- 1- +vV 2+ +1; - 2 ( é ¢ )
; 1
- +oo - +oo

Limites et asymptotes

Calcule les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous (on Donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes)

2 2
270 2L g ()= g
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. Soit la fonction déniepar: ( )=+ 2+ +1-—
On note (C ) sa courbe dans le repéere orthonormé (O ; ; ).
a- Etudie les limitesde en + oo et en — oo, La courbe (C ) admet — elle une asymptote
horizontale ?
b- Démontre que la droite () d’équation = —2 — % est asymptotea (C ) en —oo .
Continuités
Continuité en un point

. Etudie la continuité des fonctions suivantes aux points  donnés :
| —1j+2

_ (—2)2 = =1
a =275 « 42 b ) l+3 0
(2)=0 D=3

Continuité et condition de faisabilité

Soit la fonction  définie sur  par

3— 2 45
()=T —{2}

2=
Détermine la valeur de  pour que soit continueen ,=2
- Soit la fonction  définie sur  par:
()= 2+ J—oo ; —1[
()=2 -1 1-1; 10
()=(?-1 I1 5 +oof

a) Détermine le réel pour que soit continue au point ,=—1
b) Pouvez — vous Détermine la valeur de  pour que soit continue au point ,=17?

Prolongement par continuité

- Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction et Détermine
(s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonctionen .
- =V -
a) ( ) - Na : b) ( )
0=0 0=0

- Soient et deux fonctions définies respectivements par :

_ T+ 1-1 _ 1
O=——= O=373—=3

a- Détermine les ensembles de définitions D et D respectivement des fonctions et

b- Vérifie que la fonction est le prolongement par conitinuité de la fonction en 5 =0.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 155



Fonctions numériques

- On considére la fonction  de la variable réelle  définie par () = \/2_ ;2
1) Détermine son ensemble de définition D .
2) Montre que admet en 2 un prolongement par continuité que I’on notera par
3) Montre que est dérivable en 2 puis Donne I’équation de la tangente a la courbe( C)

de au point d’abscisse 2.

Dérivabilité
Dérivabilité en un point

-Etudie la dérivabilité des fonctions suivantes aux points  donnés :
| —1]+2

_ ( _2)2 = — =1
) U725 5 e ,=2 : b 0 LB
@ =0 =1

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Détermine lesréels et pour que soit continue et dérivable aux points ¢ =1
()=22+ -3 <1

(=22 >1
Soit lafonctionde vers définie par:
()= *1 > 1
( +2) -
()=2 + <-1

1) Pour quelle valeur de la fonction est — elle continue au point —1 ?
2) Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction au point — 1.

Application de la dérivée

- Détermine une équation de latangenteen ,( o; ( 0)) alacourbe (C) de dans les cas
suivants :

2+2 +2
) ()= #*2%5 +3  ,=-2;)()=—F7— e o=1
0 ()= —et ,=0

- Détermine la fonction dérivée °’ de la fonction dans chacun des cas suivants :

) ()= 3_9 2,45 +3 )():#;C)():(_Z_,_Z)S

+

d ()=v23-42+1 ;¢ ()=(1-3?%(2+1);f ()=Cos’

9 ()=(C-DVv 3 -2:h ()=sin(3 -1* ;i) ()= *B -1
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- Soit la fonction numérique  définie par : ()=|12%2-2 - 3
1) Ecrisde () sansle symbole de la valeur absolue.
2) a— Etudie la continuité et la dérivabilité de aux points ,=-—1 et ,=3.
b— Que dira -t - on quant a la dérivabilité de aux points ,=—1 et ,=3?
3) Donne une équation de la tangente a gauche et a droite aux points ,=—1 et ,=3.
4) Dresse le tableau de variation de la fonction

Etudes de fonctions
Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

- Analyse puis interpréte chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :
a- les domaines de définition.
b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes et possibilités d’asymptotes.
c- Donne I’allure de la courbe (C ) dans chaque cas.
1) est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

—00 + o

@) +

+o0
o

—0ao0

De plus :
- La courbe (C ) admet I’origine du repére comme centre de symétrie.
-Lacourbe (C ) admet!l’axe ( ° ) comme branche parabolique.

2) est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
—o0 -1 2 + o0

Q) -

i + 0 —
() w\o/l\_w

De plus : Lacourbe (C ) admet!’axe ( * ) comme branche parabolique.

3) est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
—o0 -2 1 2
@) +

+ o
+ () — —
+00 1 + o0
) /r / \ \
-1 — — -1
4) est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

—o0 -2 1 2 + o
() - ( + — ( +

©) 2\ 0/+oo+w\l/,
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Dresse le tableau de variation de la fonction numérique donnée, partant de ses renseignements
fournis dans les cas suivants :

1) Pour
A est dérivable sur  telle que I’équation  *( ) = 0 admet les solutions = —1 et
3
2

A n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée ’ et les points 4 > 74 et

5
2 -1;— 5 sont ses extremums

A lesdroites =—2 et =3 sontsesasymptotes respectives en — oo et + oo
2) Pour
A est définiesur ]— o ; 0] g ; +oo et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et >

A est strictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
A ladroitey=— esta lafois asymptote oblique en — o et +

A les points de coordonnées (0 ; —3) et 1 sont sur la courbe de

5.

5 )

3) Pour

A est dérivablesur —{0 ; 2} et continue sur

A le point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe ()
et estcroissantesur [0 ; 03] [2; + o]

A les droites d’équations = —1 = —2 + 1 sontasymptotesde ()
respectivement en — oo et + oo

A les points de coordonnées (0 ; 0);(1 ; 0);et (2 ; —2)appartiennenta ()

Analyse et interprétation d’un graphique.

Analyse
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3) La fonction donnée est telleque: ()

Fonctions d’initialisations.

: . i 2+2 +2
Soit la fonction  definiepar () = 1

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Détermine I’ensemble de définition D .

2) Calcule les limites aux bornes de D .

3) Détermine les réels ; telque ()= +  + )

4) a- Montre que la droite (D) d’équation =+ est asymptote a la courbe C
b- Détermine la position de la courbe C et de la droite (D).

5) Montre que le point | _01 est centre de symétrie pour la courbe C .

6) Détermine une équation de la tangente a la courbe C au point d’abscisse — 2
7) Calcule la dérivée ’de la fonction puis Dresse le tableau de variation de
8) Construire la courbe C et la droite ( D ) dans le méme repére.

: . . 24 4
Soit la fonction  définiepar ()= —————

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Détermine lesréels ; ; tel que :
a- Lacourbe C admet comme asymptote les droites = 2 et = —1.
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b- Lacourbe C passe par le point A . etadmet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 5.
2) Etudie la fonction puis représente sa courbe C dans le repere.

. , e 3+ 2+ o+
Soit la fonction  définiepar ()= R

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
Détermine les réels ; ; ; tel que :
a- Lacourbe C admet comme asymptote les droites =2 et = —1.

b- Lacourbe C passe par les points A % et B % etadmetaupointB 3 une

tangente de coefficient directeur — 3.

8—9
- Soit la fonction  définie par ( ) = 202-1)

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) Etudie les variations de

2) Préciser les asymptotes a la courbe C .

3) Soit A l'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, Détermine la position de
C par rapport " ¢p dans lbintervalle — 1 ; 1 .

4) Construire C .

. : g 2+2 +4
Soit la fonction  définie par: ( )= —

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Etudie et construire la courbe représentative de  dans un repére orthonormé (O ; ; ).

2

2) Montre que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

3) Discute graphiquement suivant les valeurs de  I'existence et le signe des racines de
l'équation: 2+2(1- ) +4 =0

4) Montre que la restriction de alintervalle | =[2 ; + oo [ est une bijection de I sur un
intervalle J que I'on précisera.

5) Construire la courbe représentative de la fonction réciproque ~! de dans le méme
repére que (Cf).

Fonctions biologiques.

Une population de bactéries (exprimer en millier) a un rythme de croissance modélisé par la

. 60 + 40 ) L.
fonction () T ou [0 ; + oo [est le temps écoulé en jours.

1) Quelle est la population de cette culture au bout de 3 jours ? ; 5 jours ? ; 21 jours ?

2) Détermine les réels telsque ()= + pour [0; +ol.

+ 10
3) a- Calcule ladérivée ’( ) delafonction ().
b- Justifier que la population de bactéries est croissante.
4) a-Résousdans I’équation: () =52.
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c- Endéduis a partir de quel jour la population de bactéries sera égal a 52.000 individus.
5) a-Quelleestlalimitede en+w?

b- En déduis une interprétation quant a la population de bactéries.
6) Tracelacourbe ( ) de dansunrepéreorthonormé (O; ; ).

Echelle : 1 ~ 10anssurl’axe () etl - 10.000 individus sur I’axe ().

- Un laboratoire médical désire mesurer le nombre de personne contaminés par jour du a un
virus a partir d’une « fonction de contagion » , définie sur I’intervalle [ 1 ; 30] par :
()=0,02°3-142+22 +64000 désigne la durée en jour de propagation.

On appelle ’ la dérivée de la fonction comme la fonction « contagion ».

On dit qu’il y a « contagion » lorsque ’est positive. Sinon on dit qu’il y a « non contagion ».
1) Quelle est le nombre de personne contaminé entre le 1* jour et le 21 jour ?

2) Détermine les intervalles ou il ya contagion et non contagion.

3) On désigne par S =J’1105 () ,laireen 2de lazone contaminée par la virus.
Détermine cette aire.

- Une culture de bactéries a un rythme de croissance ( é / et modélisé par la
fonction () = % ou [0; +D[ est le temps écoulé en jours.

On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population ( )c’est-a-dire
que ‘()= ( )etautemps =0, laculture compte 1000 bactéries c’est-a-dire :
(0) = 1000.
1) a- Détermine (' )désignant la population des bactéries aprés jours.
b- Evaluer le nombre de bactérie ainsi que leur rythme de croissance au bout de 3 jours.
c- Aprés combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 1500 individus ?
2) a- Etudie les variations de  sur I’intervalle [0 ; +D[.
b- Calcule la limite de  ( )en +b.

Un malade contracte une fiévre dont la température en degré est modélisée par la fonction
définie sur ’intervalle [0 ; +oo[par ( ) =— 2+ 15 +1.00: estletemps écoulé
exprimé en seconde et () est la température de la fiévre exprimé en degré.

1) Quelle est la température du malade a: 0s?; 1s? et2s?

2) Lafonction estreprésentée par la courbe ci-dessous :
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-1+
a. Indiquer a qu’elle instant la fievre atteint sa température maximale.
b. Donne les intervalles respectifs de montée et de descente de la fievre.
3) On désigne par T une primitive de la fonction définie sur I"intervalle [0 ; 2].

a. CalculeT.

b. Calcule la température moyenne du malade pendant I’intervalle de temps [0 ; 2].
( é e )
: Soit  une fonction définie et dérivable sur I’intervalle[ ; 1.
La valeur moyenne de sur I’intervalle[ ; 1], estle nombre tel que:

=271 ()

Fonctions circulaires.

- - 7 e - 3
-SO|t la fonction definiesur — - ; = par: () =—

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Montre que I’ensemble de définition D peut se réduit
2) Etudie la parité et la périodicité de puis en déduis un intervalle d'étude Dg.

3 2 . L
3) Montre que D, ()= = buis Dresse le tableau de variation de
4) En déduis le tracé de (C ) sur — 55 par symétrie.
. . i 1+ 3
-80|t la fonction deéfiniesur [~ ; Jpar ()=——F5—
Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) Détermine I'ensemble de définition D .

2) Etudie la parité et la périodicité de  puis en déduis un intervalle d'étude Dg.
3(1-2 )

3) Montre que D, ()= 7

4) Etudie le signede (1 —2 ) sur Dg puis en déduis les variations de  sur Dg.

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 3. Fonctions numériques. Page 163



Fonctions numériques

5) Détermine les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec lI'axe des

abscisses.
6) Endéduis le tracé de (C )sur[— ; ] par symétrie.
- On considere la fonction numérique  définiepar: () = 2 .
Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) a- Prouver que la verticale = > est un axe de symétrie pour la courbe C et étudier la
parité de
b- Justifier que I’on peut étudier surDg= O ; 3 puis décrire les étapes a suivre pour
avoir la courbe C sur

2) a- Détermine '( ) et justifierque '( )=2 (3 2 —2)pourtout De

b- Etablis le tableau de variation de  sur Dg

3) Trace (C )sur O ; 3 puis sur - par symétrie.

22
Fonctions paramétriques.

Soit la fonction définiesur par: () =@ -1) *-( +4) *- +5
Ou  estlavariable et  estun parameétre réel.

Soit () sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1)  Montre que toutes les courbes () passent par deux points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.

2) Etudie la fonction ( puis représente sa courbe ( ) dans le repére orthonormé.

. . e ) _ 2+ 3 +4
- Soit  la fonction définiesur par: ()= 735 7 1) 73
Ou  estlavariable et  estun parameétre réel.

Soit () sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Montre que toutes les courbes () passent par trois points fixes dont on Déterminera les
coordonnées.

2) Détermine  pour que le point d'intersection | de () et I'asymptote parallelea ( ' ) ait
pour abscisse g
Etudie les fonctions et ; puis représente leur courbe respectives courbe ( ) et ( ;).

2_
- SO|t la fonction définiesur  par: ()= ———

est la variable et est un parameétre réel dlfferent de 1.
SO|t () sacourbe représentative dans le repere orthonormé (O ; ; ).
1) Donne le tableau de variation de la fonction suivant les valeurs de

(Ondistingueralescasou = -2 ; =2).
2) Comparer () et _ (— ) puis Donne la position relative des courbes () et ( _ ).
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3) Montre que toutes les courbes () passent par un méme point fixe dont on Déterminera les
coordonnées..
4) Représente leur courbe respectives ( _) et ( »).

Fonctions auxiliaires.

- Partie A : On considére le polynéme  définie: () =2 3-3 ?-1
1) Donne le tableau de variation de
2) Démontre que I'équation ( ) = 0 a une solution unique U dans ldintervalle]1,6 ; 1,7 [.
3) Donne le signe de () dans I’intervalle]—1 ; + oo [.

1 —_
Partie B : On considére la fonction :]—1 ; +oo[ -~ et T+ 3
Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) a) Justifier la dérivabilité de sur]—1 ; + oo [.
, s , )
b) Calcule '( ) puis établir que ( ):m

2) Donne le tableau de variation de
3) Détermine les équations des asymptotes a la courbe C de
4) Place U puis Trace C .
5) Soit g la restriction de  a I’intervalle[ 2 ; + oo [.

Montre que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que I'on précisera.
6) Trace C ~Lou ! est la bijection réciproque de la fonction restriction de a
intervalle[2 ; + oo [.

- Partie A : On donne la fonction définiepar () = *-3 -4
1) Etudie les variations de et Dresse son tableau de variation.
2) Montre que I'équation ( ) = 0 admet une solution unique U et que 2,19 < U < 2,20
3) Endéduis le signede () sur

3 2 2
Partie B : On considere la fonction f définiesur —{—1; 1}par ()= %1
Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Calcule les limites de  aux bornes de son ensemble de définition D .
2) Montre que -{—1; 1}, ona: ()= ﬁ
3) Etudie le signe de '( ) et en déduis les variations de  puis son tableau de variation de la
fonction
4) Montre que la droite (D) d'équation = + 2 est une asymptote oblique a la courbe C
. Etudie la position de C et (D).
5) TraceC .

- 1) Soit la fonction  définiesur par: ()=2 —v 2+ 1
a) Etudie les variations de la fonction
b) Montre que () = 0 admet une solution unique & que I'on Déterminera.
¢) Endéduis le signe de sur

2) Soit la fonction  définiesur par ( )=2v 2 + 1 —
Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
On note (D) et (D") les droites d'équations respectives: = —3 =
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a) Etudie les limitesde en +oo et —oo

b) Montre que () = \/(2—:1

c) Endéduis le tableau de variation de

3) a- Détermine la limiteen —oode ( )- (=3 ).
b- Quelle conséquence graphique peut — on déduis de ce résultat ?

4) a-Montre la droite (D) est asymptote a la courbe (C) en +co
b-Etudie la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").

5) Trace la courbe (C), les droites (D) et (D").

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

- Soit la fonction  définie par () = 11%

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) Donne I'ensemble de définition D de

2) Etudie les variations de , puis Trace avec soins sa courbe représentative dans un repére
1-+5 1- 5

orthonormé. On donne : 5= —0,6 et 5 = —-03
- Soit la fonction définiesur par: () =—- + Vv 2+ 8
Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) a) Démontre que ,ona: —+v 2+ 8<0
b) Etudie les limites de aux bornes de D . En déduis que la courbe (C) de admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation.
c) Démontre que la droite (D) d'équation = —2 est asymptote a (C) en-oo
2) a) Calcule '( ). Puisen déduis de 1) a) le sens et le tableau de variation de
b) Trace (C) et (D) dans un repére orthonormé (unité graphique : 2 cm)

: e 2+ +1
Soit la fonction définie par: ()= T 1

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) Détermine le domaine de définition de f et écrire () sans les symboles "valeur absolue'
2) Etudie la dérivabilité de en —1 et en 0, puis interpréte géométriquement les résultats

3) Etudie les variations de

4) Montre que les droites d'équations = — —2 et = sontasymptotes a la courbe
(C) et

5) Trace (C)

Soit la fonction numérique définiepar () = | 2 =2 —3]

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) Détermine I'ensemble de définition de

2) Ecris () sans valeur absolue

3) Etudie ladérivabilittde en o= —leten ( = 3 puis interpréte graphiquement vos
résultats.
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4) Montre que la courbe (C) de admet une asymptote oblique (&) au voisinage de —oo et
une asymptote oblique (D) au voisinage de +co.

5) Dresse son tableau de variation

6) Trace dans un repére orthonormé la courbe (C) de

-Soit la fonction définiede wvers par () =] | "

Soit C sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; ).
1) Détermine I'ensemble de définition D de
2) a) Etudie la dérivabilité de au point o =0, en déduis I'ensemble de dérivabilité de
b) Calcule '( ) pour élément des intervalles de dérivabilité.
¢) Calcule les limites de () aux bornes de D et préciser les équations des asymptotes a
la courbe (C) de
d) Dresse le tableau de variation de
3) Trace la courbe (C) de

On considere, dans le plan ( ) rapporté & un repére orthonormal (O; ; ), lecercle () de
centre O et de rayon 1.
Soit e point de coordonnées (1; 0) et ’le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ '], distinctde et ’, on méne la perpendiculaire

() " ladroite (). Ladroite () coupe le cercle (Gi)en et
On pose = . Calcule en fonction de I’aire du triangle

2) Soit lafonction définiesur]—1 ; 1[par ( )=(1— )V1- 2
a- Etudie les variations de f.

b- Montre que le triangle ' d’aire maximale est équilatéral.
Problémes
- Lafonction de dans estdonnée par une partie de son tableau de variation.
On sait de plus que la droite d'équation = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de
—o00 2 4 +o00
Q) | - -
1 +
—00 3

1) Trace lacourbe de

2) Compléte le tableau de variation de
24

3) Onsupposeque ( )estdelaforme ()= 7y "

a- Déterminelesréels ; ; ; S

b- Montre que la restriction de al=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle J

a préciser.
c- Donne I'équation de la tangente a la courbe ‘de ~au point d'abscisse 1
d- Trace '
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e- Discute graphiquement suivant les valeurs du parametre , du nombre et des signes des
solutions de ‘¢ 3- )?-(12-4 ) +8=0

- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction

A 4

41
1) Compleéte la courbe de la fonction sachant que est impaire.

2) Donne les équations des asymptotes a (Cg)

3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles
Donne les limites de  aux bornes de Dg.

4) Dresse le tableau de variation de

2
- Soit  la fonction numérique définie par ( )=% ou ; ; et sontdesréels
et (C ) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé ( ; ; )
1) Trouve lesréels ; ; sachant que la droite d'équation = 3 est asymptote et
(C ) passe par les points (2; 3), (4; 7) etadmetau point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.
2) Dans la suite du probleme onprendra =1; = -1; = -5 = -3

a- Etudie la fonction

b- Etudie la position de (C ) par rapport a son asymptote oblique
¢c- Montre que la restriction g de f a l'intervalle [ 4 ; +oo[ réalise une bijection de [ 4 ; +oo[
sur un intervalle J que I'on précisera.
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3) Montre que (C ) admet un centre de symétrie que I'on Déterminera
4) Montre que I'équation () = 0 admet exactement deux solutions et

3
5) a- Montre que [4:5] ona: | "()I=

3
b- En déduis que  ( )—% < Zl — 5|
6) Trace (C ) dans le repére ( ; ; ) ainsique (C ~1) lacourbede ~*
1 _
- Partie A : Soit  la fonction numérique définiesur D =]1 ; +oo[ par: ( )=—F—+

1) Montre que la dérivée de f garde un signe constant sur D .
2) Etudie les variations de  (limite et sens de variation)
3) En déduis que I'¢quation () = 0 admet une solution unique dans l'intervalle ] 1 ; 2[

Partie B: On se propose de Résous I'équation ( )=0dans]1 ; 2[ .
1) Montre que I'équation () =0, a méme ensemble de solution que I'équation 1 + \/i_ =

2) Onappelle lafonction définiesur]0 ; +oo[ par: ( )=1+ Tl_ soit la solution de

I'équatico ( )=0(Onadonc () = etl=s <=2)
a) Montre quesi estélémentde] 1 ; 2[ alors ( ) estaussiélémentde]l ; 2[.
b) Justifier la dérivabilité de sur [0 ; +co[Calcule la dérivée de puis Montre que

1
pourtout [1;2]e ona:| '()|l= >

1
c) Endéduis que pourtout de[l ;2lona:|] ()— |< El -
3) Construire la courbe (C) de la fonction

1
- Soit la fonction définiepar ()= 1 et (C) sa courbe.

1) a- Démontre que la courbe représentative de la fonction sur l'intervalle [0 ; +oo[est au
dessus de sa tangente en tout point.

1
b- En déduis que [0; +oof onai——= 1- ().

2) Soit la fonction  définie sur [0; +co[; par ( )=+ +1 etsoit un réel strictement
positif.
a- Détermine la dérivée premiere et seconde de  sur [0 ; +oo[

1 , 1

< < -

2Vi+ T ()= 2

c- En utilisant le théoreme de I'inégalité des accroissements finis a la fonction  sur

— < + <1+-

2V1+ =v1 =1 2 2)

d- Déduisez des relations (1) et (2) que : [0; +o[ ,0na:
2

b- Vérifie que: [0; [ ona:

l'intervalle [0 ; ], Démontre que : 1 +

l+5— 7=Vl+ =l+7

e- Etablis alors l'inégalité suivante : 1,0475 <v1,1 < 1,05
- En déduisez une valeur approchée de v1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.
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Solutions

Limites en un point

. Calculons les limites suivantes aux points  donnés :
3_g_22-8_18-8

0
a- = = = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
- +2 _2+2 -2+2 0( )
—>2+
3_8 (-2 2+2 +4 2
= _ = —_ + + = —
— a— ( 2 4) 12
5 2% 5 2F 5 2F
v -3 Vv9-3 3-3 0 o _ L L
b- = = = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
-9 9-9 9-9 0( )
—)9
V-3 _ V-3 v +3_ vV-3v+3 _ V232
-9 -9 v + 3 (—-9v +3 (—-9v +3
-9 -9 -9 -9
B -9 _ 1 _ 1 1 1
(-9v +3~ v +3 y9+3 3+3 6
-9 -9
o 245 _ _2+5 _9 _ _
- -2 @-@-2 0
o 27
2+1-1 0+1-1 _0 . . . L.
d- = o =35 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
—»0
J— - —_ [ 2
2+1_1x 2r1+1 241-1 2+1+1 _ 2+1 -2
2y 1+ 1 () 2+1+1 B () 2+1+1
-0 -0 -0
2
N 2+1 —(1)? _ 241-1 2 _ _%_
- () 2+1+1 () 2+1+1 () 2+1+1 2i14+1 2
50 -0 -0 -0
e - -6_9-°3°6_0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
v — 3  V3-v3 0 :
-3
2- -6 v+ 3_ 2- -6 v+ 3 _ ( *+( -3Hv + 3 _
v - 3 v+ 3 V- 3 v+ 3 2 372 a
-3 -3 -3
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_ ( +2) —_3;\/ + 3 — ( +2) v +V3 =10V3
.3 -3
2.5 _ 1-5 _i_+
T T 22344 —1-3+4 o 7
—>_1+

. Calculons les limites suivantes aux points  donnés :

2 0_0 — . - L
a- =3 "9 "% (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
-0
2 _ 2 2 _ 2 2_2 _
3 - 3 X327 ; X3~z (@ —=1
-0 -0 -0 -0
Cos2 Cosm -1
b- 1= =— =00
2
5 0_0 s - v S
c- —3 = v (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
- 0
5
X 5 5xg _ 5= 5 _ 5=, 5-1,5_5
3 = 3~ —3 X3~ 3 X337 1%3°3
37> 3 3 X3 3 3
-0 -0 -0 -0
0 e, e
d- —=—= o (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
Effectuons un changement de variable en posant = — => = +
Si - alors -0
= (+) _ (+) _ - () _
Donc — e — = — = = —=1
- —(+) - - -
- - 0 - 0 - 0 - 0
(car  ( + )=—- )
4 4 0 0 L ., ve iz .
e- —= —= 5 = o (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
-0 -0
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4

—x 4 4 x—4 _4 _5

4 = 4 = .4 = S x4=-x4=4
—-X X— —_— —3

-0 -0 -0 -0

Limites a I’infinie

. Calculons les limites suivantes a I’infinie :

w B o zB . 8__8 _38 g
+1- 2 -2 2 (—)? +oo
5 —o0 4 —oo - —o0o
—T 1 1 i_s
1 oy—1_ 2 2r—1 ozt 2 11 2 ===
) T+ 2 T +2 T T +2 T +2 1+ 2
- +o0 - +oo - +oo - +oo
1 _
232 _20-0_0 0
- 1+2 1+0 1
- +oo
2242 _ 22 _2
¢ T T TzI7%
- —o00 5 —o00
1 1 1
. 2511 21-5 -1 _ [ | 1-=5-1 _ - 1-5-1
4 —oo L —oo , —oo L —oo
T_1
_1____
2 1 1
= = —-1—-5-==-1car — =0 et -=0
L —oo L —oo L —oo L —oo
4 +3 4+3 4+3 4+3
e- = = =
2+ — 2 .1 5 1_5 I_5
45+ -5 42— 14+ === 4+ 2-=
- +o00 - +o00 - +o00 - +o00
4+§ 4+§ 4 >
- T_5 T_5 o
4+1-3 4+ 2-3
- +oo - +oo
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1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
f- = — = — = = —= —=0.
1-v 1+ 12— v 1- - + o
- —o00 - —00 - —o00 - —O00
< 3 -(—)_ 3+ _ 4 _ 4__1_2
¢ 73 2 -2 2 =2 2 -2 2 "2
5 —o0 - —o0 5 —o0 5 —oo 5 —oo
1,1
h- 1- +V 2+ +1-= 1- + 2 1+=+5
- +o00 - +oo
= 1-— +] | 1+l+i2: 1- + 1+1+i2: —00 + o0
- “+oo - +oo
(Forme indéterminée)
Levons I’indétermination:
N - =V 2+ +1
- +vV 2+ +1 = - +vV 2?2+ +] X—
1=+ ! 1=+ SO T
- +oo - +oo
1- + 2+ +1 1- — 2+ +1 _ A- Y— 2+ +1
1- — 2+ +1 - 1- — 2+ +1
- +o00 - +oo
1= 2= 2+ +1 _ 2-2 +1- 2+ +1
- 1- — 2+ +1 B 1- = 2+ +1
o +oo o +oo
_ 2—2 +1- 2— -1 _ -3 _ -3
1- - 2+ +1 1- - 2+ +1 - - 2
- +oo o +oo o +oo
_ -3 _ -3 _ -3 _-3 _3
- -1 - - -2 -2
o +oo o +oo o +oo
2+ P
) +—1( € ¢ )
- +oo
Onsaitque:—1 < =1

En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :
12+ < 3
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- ST 2+ 3
En divisant chaque membre de I’inégalitt par +1,0na: = =
- - - N - 7 e +1 +1 +1
En appliquant la limite & chaque membre de I’inégalité, on a :
1 2+ 3
—_— < S —_—
+1 +1 +1
- + o 5 + oo 5 + oo
1 _
-7 -0
- oo 2+
Or Alors d’aprés le théoréme des Gendarmes, on a : o C 0
3 _
L= 0 - o0
- oo

Limites et asymptotes

Calculons les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on Donnea ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

2+5
a ()=——03 = = —{&=]-=2[ ]2; +[
2,5 2
(): +2: _—: — =400
5 — 5 — o L — 5 — o
2,5 2
(): +2: _—: — = —o0
- + oo - + o - + o - + o

Apres division euclidiennede  + par— + ,onobtient:

(O)=- - +—
Alors la droite d’équation = — — 2 est asymptote oblique car - 9+ 5= 0
— 00
(22+5 9
()= ===

=—— =4
- + - ’ -
@+2 0 Alors la droite d’équation

-2 = 2 est asymptote verticale
_(@%?+5 9
="~~~
- 2+
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b ()= i = —{~6:1}=]-c0;—6[ 1-6;+
_() 2+5_6 { !}_] o, [] loo[
— +5 _ 2
( )_ 2+ 5 —6 2 _1
- T® - T - T Alors la droite d’équation = —1
est asymptote horizontale
ja— — + 5 — -2 _
( )_ 2+ 5 —6 2 1
- + o 5 + oo - + oo
—(-6)2+5 —-31
O=Grrsons o - IR,
6 Alors la droite d’équation = —6
. (e2+5 31 _ N est asymptote verticale
T (6)2Z+5(-6)—6 0
- _6+
()= -(1)2+5 4
T (@)2+51)-6 0
- 1_

) Alors la droite d’équation = 1 est
—-(1)?+5 4

()= 2256 07" + 0| asymptote verticale
- 1+

Soit la fonction déniepar: ()=+v 2+ +1-—

On note (C ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ; ; ).

1) Etudions les limites de en + oo et en — oo puis en déduisons si la courbe (C ) admet une
asymptote horizontale

———— 1,1 1.1
()= Vv 2+ +1— = 21+=+5 — = [ | 1+=+5—
5 — o0 5 — 0 5 — 0 - —
1,1 1.1
= - 1+=+5—- = - 1+=+5+1 =—(—)(2) = +oo
- — o0 - — o0

Alors la courbe (C ) n’admet pas une asymptote horizontale en — <o, mais on a une possibilité
d’asymptote oblique — .

———— 1 1 1 1
()= v+ +1—- = 2 1+=+5 — = || 1+=+5—

- + o 5 + o0 - + oo - + o0
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L 1+=+5—1 =+

14241

+ 5=

- +oo o5 4+

Levons I’indétermination:

Fonctions numériques

o % 0 = (Forme indéterminée)

VIF ¥1 Y e G
-+ + +1 = -+ + +1 x
- -V 2+r 11
- +oo - +oo
— + 24 41 - - 2+ 4] = )= 2+ 41
- - 2+ 41 - - - 2+ 41
- +oo - +oo
- )= 2+ +1 2 24 41
- - — 2+ 41 - - - 2+ 41
- +oo - 400
_ 2— 2— -1 _ - -1 _ - -1
- — 2+ 4] - — 2+ 4] - - 2
- +oo - +oo - +oo
_ - -1 _ - =1 _ - _-1 1
- - - - S22 2
- +o00 - +oo - +o00

Alors la courbe (C ) admet une asymptote horizontale en + o d’équation

2) D@montrons que la droite (g) d’équation

-2 - % est asymptote a (C ) en —co .

La droite () d’équation = —2 — 5-est asymptote a (C ) en —co si et seulementsi :
—— 1
()y- = v 2+ +1- - =2 —=
- —o00 - —O00
—_— 1 —_— 1
= v 2+ +1— +2 +?: v 2+ +1+ +?
- —O00 - —O00
1_J/725r +
1 +§—\/ + +1
= + =+ 24+ +1 x o
2 +§—\/ 2+ +1
- —O00
1, 72+ +1 O S— 1 2. o
+ 5+ + +1 +5- + +1 _ +5 - + +1
1_ =2 - 1_ =2
+5 + +1 +5 + +1
- —o00 - —O00
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_ 24 +711— 24 41 B 2 4 +%— 24+ 41
= I = il
+5— 24+ +1 +5— 24+ +1
- —O00 - —00
1 3 3 3
+5- 24 41 +5- 24 41 +5-1 | +5+
- — 00 - —O00 - —O00 - —O00
3 3 3
_ 2 = 4 = B S 3 = —3 -3 =0
2 +% 2 2 8 8(—o) —o0
- —O00 - —O00 - —O00 - —O00
Ddo% la droite (@) d’équation = —2 —% est asymptote oblique a (C ) en —co
Continuités
Continuité en un point
Etudions la continuité des fonctions suivantes aux points  donnés :
_ (=2
a- ()=—=3 -6 et =2
(=0
est continue en o =2 sietseulementsi:
()= (@=0
—)2
()= ( —2) _ ( -2 -2 _2-2 _0 _,
T 2+ -6 (-2(+3  +3 2+3 5
Puis que ()= (2)=0.Alors estcontinueen o=2
—;2
_ | —1+2
- )= =5, =1
(1) =5

Ecrivons sans le symbole de la valeur absolue :
Posons —1=0=> =1
Puis étudions le signe de tableau de si — 1 dans un tableau.

———
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—o0 1 + oo
-1 - i +
| —1] - +1 7 -1
- +1)+2
()= 1-o; 1]
=>
_ (. -1H+2
()= =3 11 ; +o [
—_ +3
()="55 1-o; 1]
=>
+ 1
()= T3 11 ; +o [
Ainsi étudions la continuité de  a gauche et a droitede =1
estcontinueen =1 si (1) ()= ()= (1)=%
- 1- - 1%
Continuité & gauche :
_ - +3_1
()= —¥3 ~ 3
- 1_ - 1_
Continuité a droite :
_ +1 _1
€)= T +3 T2
- 1+ - 1_
. 1
Puis que ()= ()= (1)=§
- 1_ - 1+

Alors est continueen o =1.

Continuité et condition de faisabilité

. Soit la fonction  définie sur  par

3— 2 +5

()=—=— —{2}
2=
Déterminons la valeur de  pour que soit continueen =2
est continueen =2 ()= (2=
- 2
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()= 3— 2 +5_ 3-V2x2+5 _3
- -2 2—-2 2

-3
2

olo

(Forme indéterminée)
- 2 - 2

Levons I’indétermination:

3- 2 +5,3+V2 ¥5 _

3-v2 +5 3+v2 +5 _ @2- vZ ¥5°
-2 3+v2 +5 ( —=2)3+v2 +5 ( —2)3++v2 +5
5 2 -5 2 5 2
2
_ (32— 2 +5 _ 9-2 -5 _ 4-2
- ( —2)3+ 2 +5 ( —2)3+ 2 +5 ( —2)3+ 2 +5
5 2 5 2 5 2
_ -2( =2 _ -2 _ -2 _ -2 _ 2 _—_2_—_1
- ( —2)3+ 2 +5 3+ 2 +5 3+v2x2+5 3++9 3+3 6 3
-1
Alors ()= (2= 3
el 2
o ()= @@= & =2 Do =22
3 3
- 2
.Soitlafonction définie sur  par:
()= 2+ ]—oo ; —1[
()=2 -1 1-1; 1[
()= (?-1) 11 ; +oof

1) Détermine le réel pour que soit continue au point ,=-1

est continueen =2

()= () e + = 2 -1
— _1_ - _1+ - _1_ = _1+
e(-1)?+ (-)=2(-1)-1e1- =-2-1é&1- =-3=> =4
1) Vérifions si I’on peut Détermine la valeur de  pour que soit continue au point ,=1.
est continueen =1 ()= () e 2 —1 = (2-2
- 1- - 17 - 17 - 17

e —-2—-1= (1-1)é&—-3=0absurde

Alors impossible de Détermine la valeur de

pour que soit continue au point ,=1.
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Prolongement par continuité

- Dans chacun des cas suivants, précisons I’ensemble de définition de la fonction et
déterminons (s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonctionen .

—_
5 (=

v
0=0

- Ensemble de definition:
D ={/ =0 #0}=>D =]0; +oof
- Prolongement par continuité:

0=0 1]0; +oo[.Alors peut étre prolongée par continuité au point 5 =0

- 0 .o . .o —
()= \/_‘/ =E(Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
-0 - 0

-0 -0 -0
Alors est peut étre prolongée par continuité au point 5 = 0.

Soit le Prolongement par continuité de  en ¢ = 0 tel que:

— _—V .
O)=—F 107 +eof ou ()=v -1
0=-1 =0
b) ( ): _
0=0
- Ensemble de definition:
D ={/ #0  #0}
z—=+ 2
Z0e Z > e et #0=>
#5 + 2
D = — —§+2 ;§+2 ;0 avec
- Prolongement par continuité:
0=0 — —=+2 ;=+2 ;0 .Alors peutétre prolongée par continuité au point

2 '2
0=0
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()=— =3 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
— 1 1
—= — = — X-= —x—0=1
-0 - 0 -0 -0
Car —=1et —=1

Alors est peut étre prolongée par continuité au point 5 = 0.

Soit le Prolongement par continuité de  en o = O tel que:

()=— __54'2 ;§+2 ;0
) = =0
- Soient et deux fonctions définies respectivement par :
_ +1-1 _ 1
()= et ()= 1+ +1

Fonctions numériques

a- Déterminons les ensembles de définitions D et D respectivement des fonctions et

D ={/ +1=0 #0}=>D =[-1:;0[ ]O: +oo[

D = / +1>0 1+v +1#0 =>D =[-1;+oo[
b- Vérifions que la fonction est le prolongement par continuité de la fonction en o =0.
()= I e A e SV s \/le—(l)z_ +1-1
v I—l+1 vV 1+l v+ 1+1
= r=ia o O at O

Alors est le prolongement par continuité au point = 0 de la fonction

On considere la fonction de la variable réelle  définiepar ( )=

1) Déterminons son ensemble de définition D .
D ={/ 2 =0 —2#0} =>D =[0;2] 1]2; +oo[

V2
-2

2) Montrons que admet en 2 un prolongement par continuité que I’on notera par
0=2 [0;2[ ]2; +o[. Alors peut étre prolongée par continuité au point o =2

N

0 . . L L
()= > "% (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

2
- 2 - 2
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- Equation de la tangente au point =

L’équation de la tangente au point o = 2 est donnée par la formule :
-1 1

= ' —=2)+ (2) avec '(2) e et (2) =3

- 1 -1 - 1 -1 -

16 2 16 6 2 16 8 16

Dérivabilité
Dérivabilité en un point

Etudions la dérivabilité des fonctions suivantes aux points o donnés :

_ (= 2)?
a) ()= =% -6 et 4=2
(2)=0
est dérivable en 2 si et seulement si : %2(2)= (2) =
g 2
(-22 _, (== 2)?
OH-@ _ 2+ -6 _ C+3( -2
-2 -2 -
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()="71 1-w; 1]
=>
()=—5 11 ; +oo [

Etude de la dérivabilité de
est dérivable en ( =1 si sa dérivabilité a gauche est égale a sa dérivabilité a droite,

Tact A _dira - O-@ _ O-@
c’est-a-dire : — = —
- 17 - 17

Dérivabilité a gauche :

2(— +3)-( +3)

— + 3 1 o S S
(- @ _ —¥3 ~ 37 _ 2( +3) _ -2 +6- —3
-1 - -1 - -1 - 2( +3)( - 1)
S5 1” I I R
_ -3 +3 _ -3( -1 _ -3 __=8 _38
T2 +3)( - D 20 +3)( - D 2( +3) 2(1+3) 8
- 17 - 17 - 17
Dérivabilité a droite :
20+ 1D)-( +3)
O-o _ =5 -3 _  T®HF»_ _ 2+2- -3
-1 - -1 - -1 - 2( +3)( - 1)
-~ 17* -~ 17* - 1% - 1%
_ -1 _ 1 .1
20 +3)( -1 T 2(+3) 8
() — 1 O- @
— =1 7 ——1
- 1_ - 1+

Alors n’est pas dérivable a gauche et a droite de o = 1, mais elle admet deux
demi-tangentes de coefficients directeurs respectives (1) = % et ‘()= %

Dérivabilité et condition de faisabilité

Déterminons lesréels et pour que soit continue et dérivable aux points 5 =1

()=22+ -3 <1
(=22 >1
- Continuité :
est continue en =1 si et seulement si : ()= () e

- 17 —>1+
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2 + . :
22+ —-3= e —-1=2+ & - =3 (1)
- 17 - 1t
- Dérivabilité :
est dérivable en =1si etseulementsi: ¢ ): 1(1) = ¢ ): 1(1)
- 17 - 17
O- @ _ O-@ . 22+ -3 —(-1) _ 2r —@+)
-1 ~ -1 = -1 - -1
- 17 - 1+ - 1 N 1+
22+ -3 —(-1) _ 2r @+ . 22+ —3- +1_ -
- 17 - 17 - 17 - 17
22_924 _ - ; 2 2-1 + (-1 _ - .
—) — € _— = -5 €
- 17 - 1 - 17 - 1
20 =D +DH+ (=D _ - (-vRC+H+ 1 —-(-1
-1 -1 -1 -1
- 17 - 17 -~ 17 - 1t
e 2( + )+ = - eé4+ =- e + =—4 (2
- 17 - 17
Ainsi, formons le systeme avec les équations (1) et (2)
- =3 () , . . o1 _ 7
+ =4 ) Larésolution de ce systeme donne:  =—3 et =-—3
_ _ . (=2 =
Soit lafonctionde wvers définie par: ( +2)
()=2 + <-1
1) Déterminons la valeur de  pour que la fonction soit continue au point —1
est continueen (=—1si etseulementsi: ()= ) e
- _1_ - _1+
(+1) _ s N .
m = 2 + el=-2+ e =2
- _1_ - _1+
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2) Pour = 2, étudions la dérivabilité de la fonction au point - 1.

est dérivableen o=-1 si etseulementsi : O il s O- b

+ 1 + 1
- =1 J—
(D —
O-ch -1 & ( +2)2 _ @2 +2)—(—2+2)
+1 - +1 +1 - +1
- _1_ — _1+ - —1_ 5 _1+
( +1) _ 2( +1) . _ .
W_ +1 e ( +2)2° 2e 1—2(absurde)
= —1_ R _1+ . _1_

Alors n’est pas dérivable en — 1.
Application de la dérivée

Déterminons une équation de la tangenteen ,( o; ( 0)) alacourbe (C)de dans les cas
suivants :

L’équation de la tangente a la courbe au (C) de point  est donnée par la formule suivante :

= () — )+ (o)

) ()= *+2°-5 +3 o= =2 => = (=2)( +2)+ (-2)=>
= '(-2)( +2)+ (-2)=> =-1( +2)+13=> =- -—-11

b) ()=2++1+2 et ,=1=> ="' -+ )= :% +£

0 ()= 2 et =g=> ='¢ —z+ = :_; +9+12§

- Déterminons la fonction dérivée ’de la fonction dans chacun des cas suivants :
) ()= °-27%+5 +3=>'()=37%-4 +5

242 +2
) ()=%.Posons = 242 +2=> '=2 42 e = +1=> '=1
r — ' 1 2+2
=== = "'0O=7y
c) ()=( 2+ 2 ). Posons =— 2+ 2 => '==2 +2 et =3

()= (N0) 7*=> "()=3(-2 +2)(- >+ 2 )

d ()=vV23—-42+ 1.Posons =2 3—42+1=> "=62-8
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'y = = ()= 6 2-8 _ 32-4
v T 2V2 3-4 241 V2 3-4 2+1

e) ()=(1-32%( ?+1).

Posons =1-32=> '=—6 e =—2+1=> "=-2
I(): e => '():(_6 )(_2+1)+(_2 )(1—32):123—8
f) 