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EXERCICES SUR LA FONCTION LOGARITHME 
Site Pédagogique de Adama Traoré Lycée Technique Ba mako 

 
EXERCICE 1 :  

1°) Résoudre dans  ℝ les équations suivantes : 
a)  ln(x – 2) + ln(x + 1) = ln (3x – 5)       ;         ln (3x – 5) = 0. 
b)  2ln(x – 2) + ln (3x + 1) = 2ln2           ;     ln(x + 2) + ln(x – 2) = ln5 + 2ln3. 
c)  16ln;16ln5ln1ln =−=−++ xxx . 

d)  ln (–x – 1) = 








+
−−

2

10
ln

x

x                          ;           lnx – 
4

15

ln

1 =
x

. 

e)  6ln2x + 7lnx – 3 = 0                         ;           ln3x – 2ln2x – lnx + 2 = 0. 

f)  2ln (2x – 1) – ln (3x – 2x2) = 






 −
x

x 34
ln  ;       ln(x + 2) + 1 = ln(x – 1) + ln2. 

g)  2lnx = ln2 + ln(2 + 2 ) + ln(2 + 22 + ) + ln(2- 22 + ). 
 
h)  (lnx)2 – 7lnx + 6 = 0              ;                 2(lnx)2 – 3lnx + 1 = 0. 

i)  logx + log (3 – x) = log5       ;                 0log
2

1
log )154(

93 =++ +xx  

2°) Résoudre dans ℝ les inéquations suivantes : 
 
a)   ln ( )9102 +− xx ≤  ln ( )273 −x               ;        ln[ x (3 - x)] ≤  ln2 
 
b)     ln ( )165 2 ++ xx >0            ;                       2(ln2x)2 – 5ln2x – 3 0≤  

c)     ln 








+
−

15

32

x

x
0≤       ;                 ln(x + 5) + ln(x + 4) ≤   ln(x +13) 

d)     lnx + ln(2 - x) + ln(x + 4) ≥ ln(5x)    ;         ln2x + 2lnx – 15 < 0  

e)     lnx - 
xln

1 <
3

8             ;             ln(x2 - 4 2e ) < 1 + ln3x. 

3°) Résoudre dans ℝ2 les systèmes suivants : 
 

a)       




=+
=+

2ln6lnln

65

yx

yx
    ;  





−=+
=−

2ln5ln

9ln3ln2

yx

yx
 ;      





+=+
=+

3ln2ln2lnln

722

yx

yx . 

 

b)        








=








=

5ln

6)ln(

5

2

43

y

x
yx

     ;      




=
+=

29

2lnln

exy

xy
 ;          





−=−
=+

2lnln

3lnln
22

23

xy

yx . 

 

c)        




=−+
−=−

01lnln

4lnln
4

23

yx

yx  ;    




=+
=+

2loglog

7

yx

yx
 ;       





=+
=+

1loglog

29

yx

yx
 

 

d)        






=+

=

4

17
loglog

243
x
y

y
x

xy
    ;    







=+

=

7

50
loglog

256
y
x

x
y

xy
 ;       





=−−−
=−+−

4)1ln()2ln(2

0)1ln(3)2ln(

yx

yx
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e)   




+=+
−=+
13)cos(sin2

4ln3ln)ln(cos)ln(sin

xx

xx  ;   










−=

=








2

17
)ln(

9ln

5

3

2

yx

y

x

 ;  




=+
−=−

+

+

43log72

11log32

2
2

2
1

yx

yx

 

 
EXERCICE 2 

 
1°) Calculer 

x

x
x 2sin

)sin1ln(
lim

0

+
→

 

2°) Déterminer les ensembles de définitions des fon ctions suivantes : 

a) )56ln()( 22 −+−= xxxxf  ;       b) 








−
+=

x

x
xxg

1

2
ln)(  ;       c)  )3ln()( += xxh  

d) 43ln)( 2 +−−= xxxp  ;  e) 
5

3
ln13)(

+−
+++−=

x

x
xxq  ; f)  93ln3)( 2 −+−= xxxr . 

g) 






 +=
x

xxS
1

1ln)( 2   ;  h)   )23ln(23)( 2 −+−−+= xxxxT  ; i) U(x) = xln3−  

j) V(x) = 
3ln4ln

5
2 +−

−
xx

x   ;   k)   








++−
+−=

87

65
ln)(

2

2

xx

xx
xi   ; L)   







−=
+
−=

1)0(
ln1

ln1
)(

f
x

x
xf  

m) 




=
≠−=

0)0(

0)ln3ln()(

f

xsixxxf
; n)g(x) =

)107ln(

)45ln(
2

2

++
+−

xx

xx ; t)h(x)= )82ln()1ln( 22 −−− xx . 

3°) Soient les fonctions f  : x a xxf ln)( =  et g : xa 1)2ln()( ++= xxg . 
a) Ecrire )(xg  en fonction de )(xf . 
b) Déterminer les ensembles de définition de f  et de g  . 
c) à partir du tableau de variation de f déduire celle de g . 
 

EXERCICE 3 : 
A) On considère la fonction g  définie par xxxg ln1)( 2 −−= . 
1°) Etudier les variations de g . 
2°) Calculer )1(g et en déduire le signe de )(xg . 

B) On considère la fonction f  définie par
x

x
xxf

ln
3)( ++−= . 

1°) Etudier les variations de f . 
2°) Démontrer que la courbe )(Cf admet la droite (∆∆∆∆) d’équation y = –x+3 
comme asymptote oblique. Etudier la position de )(Cf  par rapport à (∆∆∆∆). 
3°) Déterminer les coordonnées du point A de )(Cf  où la tangente (T) à )(Cf est 
parallèle à (∆∆∆∆). Donner une équation de cette tangente. 
4°) Démontrer que l’équation 0)( =xf admet une solution unique αε]0 ; 1]; puis 

une solution unique β dans [3 ; 4]. 
5°) Tracer  )(Cf et (∆∆∆∆) dans un repère orthonormé d’unité 1cm. 
6°) Déterminer l’aire A de la région du plan limitée par )(Cf  ; la droite (∆∆∆∆)  et les 
droites d’équations x = 1 et x = 3.   
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EXERCICE 4 : 

Une entreprise fabrique des objets dont le coût de production en francs, de q 
objets est donné par la fonction C(q) = 20 ln(3q+1). 
1°) Déterminer le coût de fabrication de 5 objets, de 10 objets. 
On arrondira le résultat au centimètre près. 
2°) Quel est le nombre d’objets fabriqués sachant q ue le coût de production 
s’élève à 90,22F ? 
3°) Etudier les variations de C et construire sa co urbe représentative (C ) pour q 
variant de 0 à 50. 
4°) Chaque objet est vendu à 3 F 
a) Exprimer la fonction bénéfice B en fonction de q.  
b) Calculer B (5) ; B(10) ; puis B(40). 
c) En utilisant le graphique, déterminer la quantité minimale d’objets que doit 
vendre l’entreprise pour être bénéficiaire en supposant qu’elle vend toute sa 
production. 
  

EXERCICE 5 : 
Soit la fonction numérique f  définie par xxxf ln)( +=  
1°) Déterminer l’ensemble de définition de f . Ecrire )(xf  sans valeur absolue. 
Déterminer les limites de f aux bornes de Df .  
2°) Calculer )1()1( fetf −  ; étudier le sens de variation de f puis dresser son 
tableau de variation. 
3°) Déterminer les coordonnées des points d’interse ction de )(Cf avec la droite 
(D) d’équation y = x. 
4°) Montrer que l’équation 0)( =xf   admet une solution unique  α ε]0 ;1].  
5°) En déduire le signe de )(xf  dans Df . 
6°) Tracer sa courbe représentative )(Cf dans un repère orthonormé d’unité 
graphique 2cm. 
7°) Déterminer en cm² l’aire A de la région du plan limitée par )(Cf  ; la droite (D)  
et les droites d’équations x = 1 et x = e.   
 

EXERCICE 6 : 
Soit la fonction f  définie sur ]0 ; + ∞[ par xxxxf ln31)( −+= . 
1°) Peut-on prolonger f  par continuité au point x0 = 0 ? Si oui déterminer son   
prolongement g . 
2°) Déterminer l’intervalle I  de définition de g . 
3°) Etudier la continuité et la dérivabilité de g  au point x0 = 0. 
4°)  a) Etudier le sens de variation de g  puis dresser son tableau de variation. 
       b) Montrer que dans [1 ; 2] 0)( =xg  admet une solution et une seule α. 

5°) Calculer 
x

xg
x

)(
lim

+∞→
 puis interpréter. 

6°) Tracer la courbe représentative de g dans un repère orthonormé d’unité 
1cm. 
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EXERCICE 7 : 

 
I) Soit f  l’application de ] –1 ; 5]  dans ℝ définie par : )1ln(1)( +−+= xxxf .  

On désigne par )(Cf la courbe représentative de la fonction f  dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé d’unité 2cm. 

1°) Etudier le sens de variation de f  et la limite de f  quand x tend vers (–1). 

Donner le tableau de variation de f . 

2°) a) Calculer les images par f des réels : 0,5 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5. En donner une 
valeur approchée à 0,1 près. 

b) Déterminer une équation de la tangente (T) à )(Cf au point d’abscisse :
2

1−  . 

3°) Construire (T) et )(Cf . 

II) –  On appelle D l’ensemble des points du plan dont les coordonnées x et y 
vérifient :    0 ≤ x ≤5   ;    1  ≤ y ≤ )(xf . 

A] 1°) 'f  désigne la fonction dérivée de f . 

a) Etudier le sens de variation de 'f  et donner son tableau de variation. 

b) En déduire, pour x ε [0 ; 5] : 0 ≤ )(' xf ≤ 
6

5
 . 

2°) En appliquant l’inégalité des accroissements fi nis au segment [0 ; x],  

     établir que :   1≤ )(xf  ≤ 1
6

5 +x . 

3°) a) Tracer la droite d’équation : 1
6

5 += xy . 

      b) Déduire de ce qui précède une majoration de l’aire de D. 

B] On appelle A l’aire de D, en cm2. 

1°) Exprimer A à l’aide d’une intégrale. 

2°) Donner la dérivée de la fonction g  définie par : )1(ln)1()( ++= xxxg . 

                    En déduire ∫ +=
5

0
)1(ln dxxK . 

3°) Calculer A ; en donner une valeur approchée à 1 cm2 près par défaut. 
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EXERCICE 8 : 
 

A]    Soit xxxg ln1)( 2 −+−= . 

1°) Etudier la fonction g  ; 

2°) a) Calculer )1(g  ; 

 b) En utilisant le tableau de variation de g , déduire que : )(xg >0 ∀xε]0;1[ 

 

B] Soit 
x

x
xxf

2

ln
3

2

1
)( ++−=  

1°) a) Préciser l’ensemble de définition Df  de f . 

      b) Etudier les limites de f  aux bornes de son ensemble de définition. 

      c) Calculer )(' xf et montrer que pour tout x de  Df  : 
22

)(
)('

x

xg
xf = . 

     d) En déduire le signe de )(' xf  puis dresser le tableau de variation de f . 

 

2°) Soit )(Cf la courbe de f  dans le plan rapporté au repère orthonormé d’unité 

graphique 2 cm. Soit D la droite d’équation : 3
2

1 +−= xy . 

a) Donner suivant les valeurs de x le signe de )3
2

1
()()( +−−= xxfxh et en déduire 

la position de )(Cf par rapport à D. 

b) Soient respectivement M et N les points de même abscisse x de )(Cf  et D. 
Calculer la distance MN en fonction de x. Calculer )(lim xh

x +∞→
. 

c) Construire )(Cf  et D. 

3°) a) Calculer la dérivée de la fonction U  définie par )²(ln)( xxU =  

b) En déduire l’aire A du domaine plan limité par )(Cf  la droite D et les droites 
d’équations : x = 1 ;  x = e². 
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EXERCICE 9: 

Soit f  la fonction définie sur [0 ; +∞ [ par 






=

+=

1)0(

)1ln(
)(

f
x

x
xf  

Soit )(Cf sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormé 
);;( jiO (Unité graphique : 2 cm). 

1°) a) Prouver que pour tout réel t ≥ 0 on a :  1
1

1
1 ≤

+
≤−

t
t . 

b) En déduire que ∀x >0,  )1()1ln(
2

²
xx

x
x ≤+≤− . 

2°) Soit g la fonction définie sur [0 ; +∞ [ par  
x

x
xxg

+
−+=

2

2
)1ln()(  

a) Calculer )(' xg  

b) Prouver que pour tout nombre réel x ≥0 : 
4

²
)('0

x
xg ≤≤   

c) En déduire que pour tout nombre réel x ≥0 : )2(
12

)(0
3x

xg ≤≤ . 

3°) Etude des variations de f . 

a) Calculer )(' xf pour x >0. 

b) Etablir que pour x ≥0 on a : 
x

x
xxg

+
−+≤

1
)1ln()( .  

Grâce à (2) établir le sens de variation de f . 

4°) a) Déterminer la limite de )(xf lorsque x tend vers +∞. 

      b) à l’aide de (2) montrer que pour x ≥0 on a : 

       
x

x
xxx

x

xx
x

+
−≤+−≤

+
−−

2

2
)1ln(

2

2

12

3

. puis 
2

1

²

)1ln(

122

1

+
≤+−≤−

+ xx

xxx

x
. 

c) Montrer que 
2

1

²

)1ln(
lim

0
=+−

→ x

xx
x

et en déduire que
2

1
)0('

−=f . 

    d) Soit T la tangente à )(Cf en x0 = 0.  

       En utilisant (1) montrer que )(Cf  est au-dessus de T pour x ε ∗
+IR . 

5°) Dresser le tableau de variation de f . Tracer )(Cf et T dans le même repère. 
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EXERCICE 10: 

 
Partie A : On considère la fonction g définie sur ]0 ; + ∞ [ 

par :
1²

2
)

²

1
1ln()(

+
−+=

xx
xg . 

1°) a) Calculer la dérivée g’ de g. Montrer que pour tout x ε, 
)²1²(

)1²(2
)('

+
−=

xx

x
xg . 

      b) Etudier le signe de g’(x) selon les valeurs de x. 
2°) Déterminer )(lim)(lim

0
xgpuisxg

xx +→+∞→
 . 

3°) a) Dresser le tableau de variation de g. 

      b) En déduire qu’il existe un unique nombre réel α > 0 tel que g (α)=0.  

Vérifier que 0,5< α <0,6. 
4°) Déduire des questions précédentes le signe de g(x) sur]0 ;+ ∞ [ . 
 
Partie B : On considère la fonction f  définie sur]0 ;+ ∞ [ par : 

                                                  






=

+=

0)0(

0)
²

1
1ln()(

f

xsi
x

xxf f . 

On note )(Cf  la courbe représentative de f  dans le plan rapporté à un repère 
orthonormé d’unité graphique 5cm. 
 
1°) a) Montrer que pour tout x ε]0 ;+ ∞ [ , on a f (x)= g(x). 

      b) En déduire les variations de f  sur ]0 ;+ ∞ [. 
 
2°) Calculer );(lim xxf

x +∞→
 en déduire que 0)(lim =

∞→
xf

x
. 

3°) a) Montrer que 0)
²

1
1ln(lim

0
=+

+→ x
x

x
. 

 b) Etudier la dérivabilité de f en 0.  
     Préciser la tangente à la courbe )(Cf en x=0.  
      
4°) a) Prouver que, pour tout élément x de [0,5 ;  α] ; 0 ≤ f ’(x) ≤ f ’(0,5). 
      b) En déduire que, pour tout élément x de [0,5 ; α] : 

            )5,0('
10

1
)5,0()(0)5,0(')5,0()5,0()(0 fffquepuisfff ≤−≤−≤−≤ ααα . 

d) En déduire une valeur approchée de )(αf  à 10–3 près. 
 

5°) Dresser le tableau de variations de f . Tracer la courbe de f  . 
 
6°) Déterminer l’aire du domaine plan limité par la  courbe de f , l’axe des 
abscisses, les droites d’équations x = 0 et x = 1. 
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EXERCICE 11: 

 
Partie A : On considère la fonction g définie sur]0 ; + ∞ [par : 

                                               x
x

x
xg ln

12

1
)( −

+
+=   

 
1°) Etudier le sens de variations de g. 
2°) a) Calculer g(1) et  g(2). Montrer que l’équation g(x)=0 admet une solution 

          unique  α dans ] 0 ; + ∞ [ .  
      b) Trouver un encadrement de  α d’amplitude 10-1. 

3°) Déduire  le signe de g(x) sur ]0 ;+ ∞ [. 
 
Partie B : On considère la fonction f  définie sur]0 ; + ∞ [par : 

                                                 
xx

x
xf

+
=

²

ln2
)(  

On appelle )(Cf la courbe représentative de f  dans un repère orthogonal d’unité 
 Graphique 2 cm. 
1°) Etudier les limites de f en 0 et en +∞ puis interpréter graphiquement ces 
limites.  

 

2°) a) Montrer que, pour tout x de]0 ; +  ∞ [, )(
)²²(

)12(2
)(' xg

xx

x
xf ×

+
+= . 

b) En déduire les variations de f . 

c) Montrer que, 
)12(

2
)(

+
=

αα
αf et donner le tableau de variation de f  . 

3°) Construire la courbe )(Cf de f . 
 
Partie C :On se propose de trouver un encadrement de l’aire A de l’ensemble 

des points M(x ; y) tels que 






≤≤

≤≤

)(0
2

3
1

xfy

x  

1°) Montrer que, pour tout x ≥1 : 
x

x
xf

x

x ln
)(

²

ln ≤≤ . 

2°) a) Calculer ∫= 2

3

1

ln
dx

x

x
I  ; 

     b) En utilisant une intégration par parties, calculer ∫= 2

3

1 ²

ln
dx

x

x
J . 

3°) a) Déduire un encadrement de ∫= 2

3

1
)( dxxfK . 

  b) Exprimer A en fonction de K, puis déduire une valeur approchée de A en 
       cm2. 
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EXERCICE 12: 

 

On considère la fonction f  définie par
xx

x
xf

ln

ln
)(

−
= . 

1°) Après avoir montré que, pour tout x réel x ≠ lnx , préciser l’ensemble de 

définition de la fonction f . Déterminer la limite de 
1

)(

−x

xf lorsque x tend vers 1. 

2°) Etudier les variations de cette fonction en pré cisant éventuellement les 
asymptotes. 
3°) Construire la représentation graphique  des var iations de la fonction f dans 
le plan rapporté à un repère. (On donnera l’équation de la tangente au point 
d’abscisse x = 1). 
 

EXERCICE 13: 
 

Soit la fonction P définie par )1ln()
1

1()( x
x

xP ++= . 

1°) h  désigne la fonction numérique définie par : h(x) = x – ln( 1+x). 

Etudier le sens de variation de h et le signe de h(x). 

2°) Quelle est l’ensemble de définition de P noté PD  ? 

     Calculer : )(lim;)(lim
1

xPxP
xx −→+∞→

. 

On désigne par F l’application de }{ 1−∪PD  vers  ℝ définie par : 

                                   




∈=
=−

PDxpourxPxF

F

)()(

0)1(
. 

Etudier la dérivabilité de F en x = –1. 

3°) Quelle est la limite de P(x) quand x tend vers 0 ? 

On désigne par f  l’application de }{ 1−∪PD  vers  ℝ définie par : 

                          




=
=

)()(

1)0(

xFxf

f
Pour x ε }{ 1;0 −∪PD  ; 

4°) Etudier les variations de f  en utilisant en particulier la question 1°). 

Construire la courbe représentative de f . 
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EXERCICE 14: 

1°) a) Etudier les variations de la fonction f  définie sur [0 ; + ∞ [ par : 

                                          )1ln(
)1(2

)2(
)( x

x

xx
xf +−

+
+=  

b) Étudier les variations de la fonction g définie sur [0 ; + ∞ [ par : 

                                         
1

)1ln()(
+

−+=
x

x
xxg . 

c) Déduire des questions précédentes que, pour tout nombre réel x strictement 
positif, 

                         
1+x

x
< ln (1+x) <

)1(2

)2(

+
+

x

xx
     (1) 

d) Démontrer que pour tout x >0,  
)1(2

)2(

+
+

x

xx
< x.    (2). 

2°) a) Déduire de (1) et (2)que pour tout  y> 0, 

                                  
y+1

1
< )

1
1(ln

y
+  < 

y

1
. 

b) Déduire de (1) et (2)que pour tout  z > 0, 

                                  
z

z 1−
< zln  < 1−z . 

3°) Utiliser l’un de ces encadrements pour encadrer  lna dans chaque cas 
suivant :  a = 0,5   ;   a = 0,8   ;   a = 0,98   ;  a = 1,02   ;  a = 1,5. 
                            

EXERCICE 15: 
 

Le but de ce problème est d’étudier la fonction f  définie sur ]0 ; + ∞ [ par : 

    ( )xx
x

xf ln1
1

)( 2 −+=   et construire sa courbe représentative Cf dans le plan 

muni d’un repère orthonormé d’unité graphique : 2 cm. 
1°) Soit g la fonction définie sur ]0 ; +∞[ par : xxxg ln2²)( +−= . 

a) Etudier le sens de variation de g et ses limites en 0 et en +∞. 
b) En déduire que l’équation 0)( =xg   admet une solution α et une seule et  
       que 35,130,1 ≤≤ α . 
c) Etudier le signe de )(xg . 

2°) a) Etudier les limites de f  en 0 et en +∞. 
      b) Exprimer )(' xf  à l’aide de )(xg . En déduire le sens de variation de f . 

3°) a) Montrer que la droite ( ∆) d’équation y = x est asymptote en +∞ à  la  
        courbeCf .  
b) Déterminer le point d’intersection A de Cf  et (∆) ; préciser la position de Cf   
       par rapport à la droite (∆). 
 c) Construire la courbe Cf et la droite (∆), en précisant la tangente en A à Cf . 
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EXERCICE 16: 

 
A) Soit  la fonction g définie sur ℝ* par : xxxg ln212)( 3 +−=  

1) Étudier les variations de la fonction g sur ℝ*. Préciser la valeur de 
l’extremum relatif de g.  

2) Montrer que l’équation 0)( =xg  admet une solution unique α ∊ [ 
2

1  ; 1].  

3) Donner un encadrement α de  par deux nombres rationnels de la 

forme
10

n   et 
10

1+n  avec n entier naturel. 

4) En déduire le signe de )(xg  sur ℝ*. 

B) Soit la fonction f définie sur ℝ* par : 
2

ln
2)(

x

x
xxf −= . Soit (Cf ) la courbe 

représentative de f dans un repère orthonormé ( )jiO ;; . 

1) Étudier les limites de f en  –∞ ; en 0 et en +∞. 
 

2) Calculer )(' xf  puis en déduire le tableau de variation de f . 

3) Démontrer que 
22

1
3)(

α
αα −=f  . 

4) En utilisant l’encadrement de α trouvé au A) 3°) montrer que :  
6,1 < )(αf < 1,2 . 

C) soit les points M(x ; y) et M’(x’ ; y’) dans le repère ( )jiO ;;  où M’ est le 
symétrique de M par rapport à l’axe des ordonnées. 
1) Déterminer x’ et y’ en fonction de x et y.  

2) Démontrer qu’une équation de la courbe (ℰ) à laquelle appartient M’ 

lorsque M décrit la courbe (Cf ) est la suivante : 
2

ln
2

x

x
xy −−=  

3) Étudier la position relative de (ℰ) par rapport à (Cf ). 
 
D) On considère un réel m supérieur à 1. 

Soit h la fonction définie sur [1;+∞[ par 
2

ln
)(

x

x
xh = . 

1) Démontrer que H définie sur [1;+∞[ par 
x

x
xH

ln1
)(

+−=  est une  

primitive de h. 
2) On désigne par A(m) l’intégrale [ ]∫ −

m
dxxfx

1
)(2 . Calculer A(m). 

3) Déterminer si elle existe la limite de A(m)quand m tend vers +∞.  
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EXERCICE 17: 

 
Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : 

                                        
1

1
ln12)(

+
−++=

x

x
xxf  

1) Etudier les limites de cette fonction aux bornes de son ensemble de 
définition. On appelle (Cf ) la courbe représentative de f dans le plan 
muni d’un repère orthonormé. Préciser les asymptotes à la courbe (Cf ) 
de f . En particulier on établira l’existence d’une asymptote oblique (D). 

2) Etudier le sens de variation de f  puis dresser son tableau de variation. 

3) Etudier la position relative de (Cf ) par rapport à (D). 

4) Construire la courbe de f . 

 
 

EXERCICE 19: 
 

A/– Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : 
                                          32ln)( 2 −−= xxxf  

1. Déterminer l’ensemble de définition de f . 
2. Ecrire f(x) sans valeur absolue puis calculer les limites de f aux bornes de 

son ensemble de définition. 
3. Etudier le sens de variation de f  puis dresser son tableau de variation. 
4. Montrer que la droite d’équation x = 1 est axe de symétrie de la courbe def . 
5. Tracer la courbe représentative (Cf ) de f  dans le plan rapporté à un 

repère orthonormé d’unité 1 cm. 
B/– Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par : 

( ) 0)0(ln)( 2 == fetxxxf  
1. Etudier le signe de )(' xf  
2. Montrer que f  n’est pas dérivable en 0. 
3. Quelle est la demi tangente en x0 = 0 ? 
4. Donner l’équation de la tangente (T) en x0 = e. 
5. Tracer la courbe (Cf) de f. 

6. Soit g la fonction définie par ( )1lnln
2

1
)( 2 −= xxxxg . 

a) Calculer )(' xg et en déduire une primitive de f . 

b) Calculer l’aire A(λ) de la portion du plan comprise entre (Cf) l’axe 

des abscisses et les droites d’équations x = λ  (0<λ<1) ; x = 1. 
    7. Calculer )(lim

0
λ

λ
A

→
. 

 



Exercices Logarithmes                                                  Page                          Adama Traoré     Professeur    Lycée  Technique    13 

 
EXERCICE 20: 

 
Pour m réel on considère la famille de fonctions mf  définie par 

1ln)( 2 +++= mxxxxfm  
1. pour m = 2 étudier les variations de mf  
2. Déterminer l’ensemble des valeurs de m, noté mV  pour que mf  soir définie sur ℝ. 

3. Montrer que les courbes )( mC des fonctions mf  passent par un point fixe A 
dont on déterminera les coordonnées. 
4. Pour m = 0, on considère la fonction 0f  
a) Etudier les variations de la fonction 0f . 
b) Etudier la continuité et la dérivabilité de 0f  sur son ensemble de définition. 
5. a) Montrer que la courbe )( 0C de 0f  admet deux points d’inflexion dont on 
donnera leurs coordonnées. 
b) Etudier les branches infinies de )( 0C  ; 
c) Tracer la courbe )( 0C  dans le plan muni d’un orthonormé. 

6. Soit la fonction F définie par : )1(ln
22

)( 2
2

++= x
xx

xF   

a) Quel est son domaine de définition ? 

b) Montrer que l’on a : 
1

)()('
2

2

0 +
+=

x

x
xfxF  ; 

c) Soit h une primitive de la fonction u telle que : 
21

1
)(

x
xU

+
=  vérifiant  

hɅ(x) = U(x) et h (0) = 0 ; h(1) = 
4

11. En déduire une primitive de la fonction 0f   

(On montrera que : FɅ(x) = f0(x) + 1 – U(x) ). Calculer en cm2 l’aire de la portion du 
plan limitée par la courbe )( 0C  l’axe des abscisses et les droites d’équations 
 x = 0 et x = 1. 
7. Pour m ε mV , on considère la droite (Dm) d’équation y = x + m. 
a) Montrer que pour tout m de mV  et m >0 l’intersection de )( mC  et (Dm) contient 
toujours deux points dont on donnera les coordonnées ; on les notera Mm et 
MɅm. 
b) Montrer que les points  Mm et MɅm sont symétriques par rapport à un point I m

  

c) Que se passe-t-il si on fait tendre m vers 0 ?. 
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EXERCICE 21: 

Partie A : 
 

On considère la fonction f  définie sur ]-1;+ ∞[ par : )1ln(
1

2
)( x

x

x
xf +−

+
= . 

1. Etudier les limites de f  aux bornes de son ensemble de définition ; 
2. Etudier les variations de f  et dresser son tableau de variation. 
3. Démontrer que l’équation 0)( =xf  admet dans ]1;+ ∞[ une solution unique 

α. Vérifier qu’une valeur approchée de  α  à 10-1 près par défaut est 3,9. 
4. Préciser suivant les valeurs de x, le signe de )(xf . 
 
Partie B :          
    

Soit g  la fonction définie sur ]0;+ ∞[ par : 0
)1ln(

)(0)0( ftsi
t

t
tgetg

+== . 

1. Etudier la continuité puis la dérivabilité de g  au point t = 0. 

2. Montrer que pour tout réel t strictement positif on a : ).(
2

1
)(' tf

tt
tg =  

3. a) Calculer la limite de g  en + ∞. 
    b) Dresser le tableau de variation de g . 
4. Le plan est rapporté à un repère orthonormé );;( jiO .  
On prendra pour unités : 1cm sur l’axe des abscisses et 10 cm sur l’axe des 
 ordonnées. Construire la courbe (Γ) de g . 
 
Partie C :          
    

Cette partie a pour objectif de déterminer l’aire A, en unités d’aire, du domaine 
plan limité par l’axe des abscisses, la courbe (Γ) et la droite d’équation : x = 1. 
1. a) Démontrer que la fonction 1g définie sur [0; + ∞[  par : )1(ln)(1 xxxg +=  
est dérivable en 0. 

b) Soit φ la fonction définie sur [0; + ∞[ par  ∫ +
−+=

x
dt

t

t
xxx

01

2
)1(ln2)(ϕ . 

Montrer que φ est dérivable en tout point de l’intervalle [0; + ∞[  

et que  φɅ(x)= g(x). 

2. Déduisez des questions précédentes que : ∫ +
−=

1

01

2
2ln2 dt

t

t
A  

 et K la fonction définie sur l’intervalle I = 






2
;0

π par : θθ 2tan)( =K  et    

                                      ∫ +
x

dt
t

t
xh

0 1

2
: a . 

 
a) Calculer )()( θkh o  ; 
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b) Prouver que, pour tout θ ε I, θθ 2tan4)(')( =kh o . 
 
c) Ecrivez θ2tan  sous la forme (tan2

θ + 1) – 1 puis déterminer une  
    primitive de  ')( kh o .  Donner l’expression de )( kh o . 
 
d) Calculer h(1). 
 
4. Déduisez des résultats précédents la valeur exacte de A.. 

 
EXERCICE 22: 

 
L’objet du problème est l’étude de quelques propriétés des fonctions nf  ; n ∈ℕ* 

définies sur l’intervalle ]0 ;+∞[ par : 
x

xn
nxxfn

ln
)( −−= . La courbe 

représentative de nf  dans le plan muni d’un repère orthonormé d’unité 2cm est 
notée (Cn). 
A) Etude des variations de nf  ; n ∈∈∈∈ℕℕℕℕ*. 
1°) Soit, pour tout entier naturel non nul n, la fonction ng  définie sur ]0 ; +∞[ par    

                                        xnnxxgn ln)( 2 +−= . 

a) Etudier le sens de variation de ng  et préciser ses limites en 0 et en +∞. 

b) Montrer que l’équation 0)( =xgn  admet une solution unique αn ; et  

     que αn   appartient à [1 ;3]. 

2°) a) Etablir que, pour x ∈]0 ; +∞[ : 
2

)(
)('

x

xg
xf n

n = . 

 b) Déterminer le signe de )(xgn et en déduire le sens de variation de nf . 

3°) a) Déterminer les limites de nf  en 0 et en +∞. 
b) Montrer que la droite (Dn), d’équation y = x – n est asymptote à la courbe (Cn), 

puis étudier la position de (Cn)  par rapport à (Dn) sur l’intervalle ] 0 ; +∞[. 
 
B) Etude des cas particuliers n = 1 et n = 2. 

1°) αn  étant le nombre définie en A) 1°) montrer que : 

� Pour n = 1,  α1 = 1     ;      Pour n = 2 ;  1,2 < α2 <1,3. 

2°) En utilisant les règles sur les inégalités et l ’encadrement de α2 ci-dessus 
montrer que 24,1)( 22 −≥αf . En utilisant le sens de variation de 2f ,  
montrer que 10,1)( 22 −≤αf . 
3°) Donner les tableaux de variations de 21 fdeetf . 
4°) Représenter dans le même repère les droites (D1) et (D2) puis les  
     courbes (C1)  et (C2) . 
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C) Etude des positions relatives des courbes  (Cn). 

1°) Pour tout entier naturel n , et pour tout réel x de l’intervalle  ]0 ; +∞[ ,   
      calculer la différence )()( 1 xfxf nn +− .  

     Calculer la limite de cette différence lorsque x tend vers + ∞. 
 

2°) Soit d la fonction définie sur ]0 ; + ∞[ par 
x

x
xd

ln
1)( += . 

a) Etudier les variations de d , préciser ses limites en 0 et en +∞. 
 
b) Déduire de la question précédente que l’équation d(x) = 0 admet une 

solution unique β et que β appartient  à l’intervalle ]0 ; 1[. 
 
c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, on a ββ =)(nf . 

3°) A l’aide des résultats obtenus dans les questio ns C) 1°) et 2°), établir que 
toutes les courbes (Cn) se coupent en un point A que l’on placera sur la figure. 

Pour n ∈ℕ*, préciser les positions relatives de (Cn) et (Cn+1). 
 

EXERCICE 23: 
 

Soit la fonction f définie par 1)( 2 ++= xxxf  
 

1°) Déterminer l’ensemble de définition Df de f . 

2°) Démontrer que pour tout x de Df    )(xf > xx + . 

3°) En déduire le signe de )(xf sur Df. 

4°) Etudier la fonction et tracer sa courbe représe ntative (Cf). 

 
5°) Soit g la fonction définie par ( )1ln)( 2 ++= xxxg  
 

a) résoudre l’équation ( )223ln)( −−=xg . 

b) Démontrer que gest une fonction impaire ; 

c) Etudier get tracer sa courbe (Cg). 

d) Démontrer que g  est une bijection de ℝ vers ℝ ; et que pour tout 

entier relatif n , n
ee

g
nn

=






 + −

2
. 


