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Exercice 01 :

Saitn € N”.

Calculer les limites suivanies :
i

1 - l_[ cos(kx)

i=|

l. ]Ln‘lj x; 1ERE ET 2EME
' 5 BAC SM
| = chs‘u) 1ERE ANNEE
; i CPGE MPSI
2. lim ~
x—l 3 e

Exercice 02 :

Soit Ia fonction f définie sur [0, 1] par: (Vx € B), j(x)= é —x+ %E(_ll‘) - %E(l — 2x)
ot E(x) désigne la partic entiere du réel x -
1. Etudier la continuité de f sur [0, 1], puis tracer la courbe (Cp).

2. Montrer que f cst une bijection de [0, 1] sur lui-méme.

Exercice 03 :

Soient f ¢t g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert / telles que :
— [ est bornée sur [ ot discontinue en un point xp € /,
— ¢ esl conlinue en Xg.

Montrer que la fonction [ - g est continue en Xy si et seulement si g (xy) = 0.

Exercice (04 :

Soit (a;b) € B tel que :a < b.
Soicnt | et g deux foncltions continues sur un scgment [a: b| telles que :

(Vx € [a:b]) (3y € [a:b]). f(x)=g(y).

Montrer qu’il existe au moins un réel ¢ € [a: b] el que : f(c) = g(c).
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Exercice 05 :
Soita e R}.
On considére la fonction f définic sur B pur: (Vx € R), f(x) = e buy =0,
1. Montrer que I'équation (E) : f(x) = 0 admet au moins une solution dans I'intervalle [-1; 2].

2. Celie solution est-clle unique 7 Justifier volre réponse.

Exercice 06 :

Soit f une fonction continue sur K, tel que I'équation : f( f(x)) = x admel au moins une solution sur -
Montrer qu'il existe au moins un nombre réel ¢ tel que : f(c) = c.

Exercice 07 :

Soit f une fonction continue sur 'intervalle [0; 1] telle que: f(0) =1 et f(1)=5.

|
Montrer qu’il existe au mains un réel ¢ € [0: 1] tel que :f(c + i) —f(e) =2.

Exercice 08 :

Soit / un intervalle de &, (non vide ct non réduit & un point) et f : / — K une fonction continue sur /.
Lobjectif de cette exercice est de montrer que f est strictement monotone sur / si et seulement si
elle est injective.
~~» On suppose f que est injective sur l'intervalle /.
I. Ecrire i I"aide des quatificateurs et connecteurs logiques la négation de 'assertion :
A @ f est sirictement monotone sur /,

2. On suppose que f n'est pas strictement monotone sur /, donc il existe (a, b, ¢, d) € I°, tels que :
a<b et f(a)z f(b) et c<d et f(c)< J(d)

(a) Justificr que f(a) > f(b) et f(c) < f(d).
(b) Soit h la fonction définie sur [0: 1] par:(VYt € [0:1]), h(r) = f(ar+(1=t)c)=f(bt+(1=1)d).
Montrer que h est bien définic et continue sur [0; 1]
(¢) Montrer que 3y €] 0: 1 [Lh(1g) =0
(d) Déduire que h n'est pas injective.
3. Conclure.

~~ On suppose f que est strictement monotone sur intervalle /.

4. Montrer que f estinjective sur |"intervalle /. IERE ET 2EME

5. Conclure. BAC SM

1ERE ANNEE
CPGE MPSI
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Exercice 09 :

o
On considere Ia fonction f définie sur [ = 33

. Monirer que f admet une fonction réciproque f~' et délerminer son domaine D

par: (Vx € 1), f(x) =sinx.

2. Montrer que la fonction ' est impaire.
3. Représenter graphiquement dans le repere (O. 1, j) les courbes (Cp)et(Cpa).
4. On considére la fonction ¢ : x — [~ (?_\'\v‘ | —Jrz)
(a) Déterminer I'ensemble de définition D,
2 N
(b) Montrer que : (V_\' € ——2{, -%: ) . @irx) = 2f"(,\').
1ERE ET 2EME
BAC SM
1ERE ANNEE
CPGE MPSI
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Solution 2 :

I. Ewdions Ia continuité de f sur [0; 1], puis tragons la courbe (Cy).
Soitx € [0: 1].

— Six =0, alors f(x) =0
(}‘l
2

NI calors0 <2y < let =1 < =2x < ().

Donc E£{2x) =0et0< 1 -2x < |.
Donc E(2x) =0et E(1 —2x) =0

|
Danc f(x) = 5 —x
I - |
— S“_5 ulursf(\)——
[
— Six e };;I yalors 1 <« 2v <2 el -2 < —2x < —1.
Denc E(2x) = 1 et £(] = 2x) =-[.
3
Doncf(l)-;—.. 1ERE ET 2EME
— Six=1l,alors f(x) = 1. \BACSN!
1ERE ANNEE
0. six =0, CPGE MPSI
| |
i —x. sixe |0 E
: 1
Par conséquent @ f(x) = 1 %, six = 7
3 I
3 —X. SIXE _—2—.1
I, six=1.
| . | 3 ) |
Comme x — 3 — x est continue sur [0; 2 ety — == X est conlinue sur -2-; 1| car elles sont
polynomiales, alors f est continue sur ();-% U -;—; l[.
Etude de la continuité A droite en O :
1 |
Ona: hm Firs ‘lun (E —.1') =
Et f(O) = (b
Donc¢ f n'cest pas continue a droite en (.
|
Etude de la continuité en 3 I
3
Ona: lun f(x) Inn (; —.\') =
- ﬂP ﬁl
|
Ex Iun f(x) = lim (— —,1‘) = (.
s d)- i—(4)- \2
| |
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Ona:

FULD) = =£ )4 % (EQJ(x)) - E(~2/(x)))

= ; (E(2x) — E(-2))

+ % [E (=2x + E(2x) — E(=2x)) — E (2x + E(=2x) — E(2x))]

E e /1 Ml
_rkiﬁ(l\)«kifz(—l\)

4= [E(=25) + E(2%) = B(=2x) = £(2x) = E(=2x) + E(20)]

(8]

:}

X — %E(Zr) + %E(—?..r) + %E(Zx) - lE(—Zr)

=X.

Donc f est involutive.
Donc f réalise une bijection de [0: 1] sur [0; 1].

Btona:(¥Vx€ [0:1]). [ '(x)=f(x).
1ERE ET 2EME

BAC SM

1ERE ANNEE
CPGE MPSI
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