Limites et continuité —- 2BAC SM

Mohibi Maths
Cours de soutien a distance : +212 711-201796 (Whatsapp)

Limite d’une fonction numérique

Exercice 01 :

Calculer les limites suivantes :

. VWai+4-2 C N2x+3-Vx+6
L. lim——. 5. lim :
¥l x—x- 3 3y — 1 — V8 —2x
= - - ¥ Y oy sy
2. lim - (\."[3.1:' +1 -2 +_1'}. & Tida x+Vx=2-V2
dpasie gl s 2-4
i i V2x+1-3 3
e ; 7. lim ' -xl.
X 1.,4':; -2 X — o x+1
4 Vi +r =3 +x g i ( X T )
4. lim : . lim - -
Eh oo 5vVrZ+3 i T R ()
Exercice 02 :
Calculer les limites suivantes :
. |l =2x| -8 Nt ==
. i) . 6. hm :
r—d ye =S8y +4 TR {7 R R o B
Vilgxr+l—va2-4 , = , ,
2, lim . 7. Soit o € K, étudier, suivant les valeurs de «,
i T+ Vx+2 la limite
3 : 4 3 ) - 3 L
o 1]_I.IP_,‘,( LR ey J lim (‘!."r.r-' +axi+x+1-xVr+ I]_
e L

: = ey
4. lim ("' Axt+3x =7 -2 ) 8. Soita € B,, calculer :
VIiOx2 +9-7 Vil - ax + Vxt - 4?

5. lim lim

s>y e Vi +5-=5 — Vi —a

Exercice 03 :

me + (m=22+(m—-Dx+m-=-73
x(x—=2)x-3)

Soit m un nombre réel et [ la fonction définie par f(x) =

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Etudier les limites de la fonction f aux bornes de son domaine de définition.
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Exercice 04 :

Calculer les limites suivantes :

. sin3x Y1 +sinx =41 —-sinx
L. lim T 7. lim .
a—l) Tx r—(} X
. tan 5x | — cos? x
2. lim ——. IR 1 y e s ety
x==0) SINX —) X hll'l-“:'
. l—cos2x : | —cosSx
3 lim—————: 9, lim —————.
K==l x* r—0 (x=+ x) tan 3x
3
. tanx-—sinx . | —x=
4, lim ——— 10. lim ——.
PR Vi c—1 sin{rx)
3
. Sinx—tanx T tan“x+2tanx—3
3 Iy ———, - lm I '
eal I x—E SIN.X COS5X
sinx sin 2v (2. lim S 2+ ooz
6. hm —. L i T |
=l | —cosx =& LCOSXK —
Exercice 05 ;
Calculer les limites suivantes :
SN — COS X E 2 i
. lim u f. lim(2 = 3x + x7) tan (F.r).
t—Z X + X COS5dx k=1 =
~ Ztan2x —V3cosx ; 5 (] )
2. lim . 7. lim (x~—x+ 1)sin™ | —].
1.—04 = :3_‘[ R e .'lf_
: T
3. lim {_r tanx — = }  cosdv—sindy
1.—r-?, ZC08 X H, um T A R
. =% 45in{T —x)
40 ﬁﬁln.r — cosx — 1
. lim . 5 —
=& 2cosx +cos3x 9, Soit (a, b) € (R"), calculer :
. i = e
3. lim [ = — x| tanx. li cos(ax) — cos(bx)
1 im .
I'_'l - l.—"” .L._"'

Exercice 06 :

. . - : = 3 . 1 4
Soit f une fonction pumérique vérifiant (Vx e R), l4+x—-x"<€ flx) €l +x—-x +x".
Calculer les limites suivantes :

1. ]1T (f(x) +x%).
i Tl
x—=l B
3. hm E&}i——l
x—#l) X-
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Exercice 07 :

En utilisant les propriétés des limites et le théoréme d’encadrement, calculer les limites suivantes :

\ 3x+2 . x=E(x : X
l: hm e 6. lim 4’1 10. lim _ :
=0 5 — 4 ginx a—{p x- =03 4 sin {lJ
§ ¥y | ! -1 Eixi) -
2. Im x~smn (-} 7. lim ﬂf_‘_ o it
v X v} X 11. lim o ,,'l.
X +cosx TRk i—-1 (x+1)=
3. lim - : . xsin{x") ;
R | 8. Im . ; o o x—E{x)
| y—ado0 s — 3 F2: I”"x £
4. lim \HL‘UH(—). — MG — JEdm i
RelEr Vi 9. lim St
5. lim (V¥ - cosx). 524 sin {%)
] X=a
Continuité d’une fonction en un point
Exercice 08 :
) = e S T i
On considére la fonction f définie par Jx) = x+1 ik '
fi=1)=12.
Montrer que la fonction f est continue en —1.
Exercice 09 :
: V3i+oosx =2
Hlx) = ———— HX #* ),
On considere la fonction f définie par l v
f(0) = —~z,
Montrer que la fonction f est continue en ().
Exercice 10 :
cos x— 1
] . ; 2 i flx)= . Z six # 0, ;
Détermuner le réel a sachant que la foncuon f défine par sin= x est continue en
fl0)y=a
0.
Exercice 11 :
Vsinx—-1 n
flx)=—— SEX# =,
Déterminer le réel a sachant que la fonction f définie par ) £ est continue
T
,I'— (;J =
. n =
au point xp = 3.
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Exercice 12 :
Soit a un réel strictement positif.
glx) =
On considére la fonction g définie par

gllh) =

1. Montrer que g est continue en (.

Exercice 13 :

. |.1;'l" -5/+3
li-fix)=————— xp = 1.
r+2
rf'f =t #2
X)= ———— 5ix#2
2. ¥ Vil +5-3 xg=2.
f(2) =18,
3 J_,I"[.l.']l = t.r—’ = 9)sin (:__%.] six#3,
f(3) =0,
(1 —tanx)* by
)= e T
4 | | +cosdx - X0 =
e 1
73)=7

“+vVr+a—va
X

sixz —agetx 0,

2

fﬂ.

2. Préciser la limite de g lorsque x tend vers 4-oo.

Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction f au point xg

Continuité a gauche — Continuité a droite

Exercice 14 :

Dans chacun des cas smivants, étudier la continuité

de la fonction f & droite et & gauche au point x :

. x| + 3x
Lr)= Fr—— r 10
Jix = —2|x| E xg = 0.
fl0) =4,
2. f{x)=xE ] ) xp =0,
x+1
{ W =
flx) =~ V% e <d,
x—4
l
4=z, xp =4
Vi—4
i) = bl sty >4
Xx—4
+ 2BAC SM BIOF 26/27 = Prof agrégé EL. ABBADI
Pour rejoindre, contactez-nous sur : Page : 4/24 Mohibi Maths
© +212 711-201796 Offre d’excellence §P



e
fla)====3= sizelo. 2],
x- 2
4. ¢ f(0) =1, xg =10
; tanx — 5inx : b5
Jffl}zf S1X € |—§,ﬂl\

Exercice 15 :

T

g(x) =(2x +m)tanx six € ‘—J‘T. |

: 1 —cosx
On considére la fonction numérique g définie par ¢ glx) =

i T
———— HI.\'E‘—'?,[}
Xlanxy cos-x 4

AV 4+ —x
2 4+x

glx) = six € [0, +o0].

. Calculer les limites suivantes :

(a) lim g{x).

T—F+oa

(b) lim g(x).

() lim g(x).

A=

2. Etudier la continuité de la fonction g en 0.

Exercice 16 :

X+x—a .
flx)=———— - g 2
Déterminer les deax réels a et b sachant que la fonction f définie sur & par - ” } -
; b L :
k)= : sive 2
est continue au point xp = 2. :
Exercice 17 :
7
F(x) 3x==2bx + 1 ; |
X} = = six=< |,
i 2rv-4+ar—ag-2
" ‘ v ; e : 2+c¢
Déterminer les réels a. b et ¢ sachant que la fonction f définie par § f(1) = —
e
, ~2xf 4+ 3r +3 )
JREy =2l siv > 1
_ . \ x*+ 1
est continue au point xg = 1.
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Exercice 18 :

Soitne M-,
Soit (a, b) € B*

: (3—-x"—-a .
Tilx) = — - BX< 2.
On considére la fonction f, définie par e _: b =
falx) = - 1 gix =2,
Déterminer a et b sachant que f, est continue en 2.
Exercice 19 :
(x) ax*+br—1 —a
g e s i, L= — x>z 2,
Soit f la fonction définie sur B par x2=1 -
flx)=3x+¢ six <2
Déterminer les réels a, b el ¢ sachant que les conditions suivantes sont vérifides :
1. lim f(x) =2
Kb 0
2. Iim f(x) = lim f(x).
T —=l] r—+3

L

. est conlinue au point x5 = 2.

Prolongement par continuité

Exercice 20 :

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction f admet un prolongement par continuité en xg, puis
donner ce prolongement :

VX =1

l: f{x)= . xn:=1.
Vix+1-vx+3 ¥
: Ve+64+V2xr+5-3
2. fix)= - xp = =2
4 —x=
< ”i} = M Ap = (.
X+ sinx
08X — Y1+ siny
4. flay =22 = xp=0

X

Exercice 21 :

VEx + | 3)x|

On consideére la fonction f définie par f(x) = 2x-1) 1 =x%
i e =X

. Déterminer 2, le domaine de définition de f.

2. f admet-elle un prolongement par continuité en 17
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Exercice 22 :

I+ 5c+2

On considere la fonction g définie par g{x) = — :
xe=1=|x+ 1]

1. Déterminer D, le domaine de définition de g.

2. g admet-elle un prolongement par continuité en —17

Exercice 23 :

. N - . . s [1
Soit f la fonction définie sur B® par f(x) = x°F [T] .

]

|. Montrer que, pour tout x € R*, x —x* € f(x) € x.

2. En déduire que f admet un prolongement par continuité en (), puis donner ce prolongement.

Exercice 24 :

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction [ admet un prolongement par continuite en xg. puis
donner ce prolongement :

2l — 17x 4+ 15

. flx) = x xo = 1.
x—1
, | +cosxcos 2y
2 _Jrf.l'} = . X =T,
X =1
- x'=a" : =
3 THx)i= : ¥p=, ol (a,n)eRx N,
xX—da
xsinx —cos (3)
4. FLT' - = X = —nH.
' X ==
. sin (mry/cos x)
5. flx)=——=, xg = 0.
; M (p+ D+ p . i
6. flx)= = . xp=1, ol p e N".
(x—1)=
, Va® +x —a . .
T A ) ey xg =0, oilg e Rl.
fanx
lanx — | T
SR Xp= —.
V2eosx — 1 4
cosx +cosly —2
9. fix) = = it ¥g.=0)

cos3Ir +sinxy—1"

10. fix)= 3 _l 7 (] - ﬁirl[ﬂn. =3

Exercice 25 :

(x—1)7
R 7 et St [ )
Soit f la fonchon déhnie par 2=

fix)=x>=3x+2 silx] <]l.
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. (a) Calculer lim

(b} f admet-elle un prolongement par continuité en 17

flx)et I_inl':‘ flx).

2. f admet-elle un prolongement par continuité en —17

Exercice 26 :

e A et i, n (1= tanx)?
Soit f la fonction définie sur lf}. —l par f(x) = —}
2 : cos 2x

Exercice 27 :

: P—x+] s
flx) == six> 1,
On considére la fonction f définie par ?'-:" +6
. [T :
Ffix) = = 1] [—-—_1') six < 1.
x-—x 2

|. Etudier la continuité de la fonction [ en .

2. f admet-elle un prolongement par continuité en (07

Exercice 28 :

tan{mx)
x—=E(x)

1. Déterminer D, le domaine de définition de g.

On considére la fonction g définie par g(x) =

2. g admet-elle un prolongement par continuité en 07

Limite d’une composée de deux fonctions

Exercice 29 :

Calculer les limites suivantes :

sin [myfcosx : l
. lim ~—[—-J 4. lim tan (\"Imﬂ (-—;)) ]
¥—0) X y—0* x2
¥ )] . E(y/x
2. limtan (Hn{m :I) . 5. lim ms( (¥©) ) :
x—4(] X r—sl X
1" 6. lim t =]
; e - . lim tan|x - ,
3 1'1_1-T:~n (J \‘IIT i .T] : A=t dx-+1

1. La fonction f admet-elle un prolongement par continuité en * ? Justifier la réponse,
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Exercice 30 :

=3

3

Calculer les limites smivantes :

. sinf(cos (Zx)) 4
hm ———. T r—pog
x—+1 =
) mrsiny 5
limy fan | ————x1.. 7
s Bl — x=|
. tan(2mx) — tan{Gmrx)
lim cos ' :
10 3x

lim E

6. lim sin

x—ll

G

: axt + 2x
lim cos| ———].

J—hFo3

§— a3

(.f—‘ sin (H - 11-) .

Continuité sur un intervalle

Exercice 31 :

filx)

fx)==5c"+Tx" -5

. = +2
T x4+ Dilx—=D(2x=-3)

Flx) =x" + 3% + 5x—sinx.

flx) =

COS.X
Ixt=5x+2

f(x) =sin’ x — 5cosx + 4.
Flx) = Vit —5x2 + 6
IS e 1)
x? +4x -5
Fix) = sin(vx) + %

Exercice 32 :

46
3r—2

Jfix) =

On considére la fonction f définie sur K par § f(x) = cos(ax)

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est continue sur son domaine de définition :
1.

six = —1,

5i -1 <x<l,

fix) = —%1.’.1-3 +3 sixz 1.

I. Montrer que f est continue sur &,

Exercice 33 :

1. f{x)=tan (

n 1
l'r—IJ'

2 st =sineos ().

A

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition, puis étudier la continuité sur
chaque intervalle de ce domaine :

+ 2BAC SM BIOF 26/27

Pour rejoindre, contactez-nous sur :

Page : 9/24

© +212 711-201796

=0 Prof agrégé EL ABBADI
Mohibi Maths
Offre d’excellence §P



:
T =Y2-—x

3 hlx)= ——.
= er =2
A Rl = I — cos(2mx)
xix=1)
I = cos yIx|
uix) = -—-l! six#0,
5. |x]
1
u(0) = oo
6. vix) = —

" tan(mx)’

Exercice 34 :

2(x) = a’x +3 siy< 1,
e 4o 8-p% T
Soit g la fonction définie sur B par {81%) = = S11 <x <3,
1-'- 2
(x)==x'——x+af six23
g(x) =2 5 B

l. Déterminer les réels @ et £ sachant que la fonction g est continue sur E.

Exercice 35 :

£ Qe ihy co, & : ]
Soit f la fonction définie sur ® par f{x) =x" —3x + L.
Déterminer les images par f des intervalles suivants :

L 1= ]0,+oo]. 2. =10,1[. 3 K=w=1].

Exercice 36 :

: — iy s - 2 flx)=2x—3 six <2,
On considére la fonction f définie sur K par § ,
Flxy=x"—=3 sixz2.
I. Justifier la continuité de f sur E.
2. Déterminer :
(a) f([-2,4]).
(b} f(]=ee,1]).

Exercice 37 :

§
X

x4+ 1

Soit f la fonction définie par f(x) =

: : . 3
I. Montrer que f est strictement croissante sur I'intervalle / = l_? =] ‘

2. Déterminer I"image de / par la fonction f.

+ 2BAC SM BIOF 26/27 =0 Prof agrégé EL ABBADI
Pour rejoindre, contactez-nous sur : Page : 10/24 Mohibi Maths
L +212 711-201796 Offre d’excellence §P



. 3. En déduire que I'équation f(x) = 10 admet une unique solution dans 1" intervalle 1.

Théoreme des valeurs intermédiaires

Exercice 38 :
Dans chacun des cas suivants, montrer que |'équation proposée admel au moins une solution dans
Iintervalle / :

=2t 1.=0, I=12.3].

2. xT=2x—x+1=0, =101

3 xt vt da =1, I'=3{0, 1]

4. x—2sinx =10, ."=‘g.,!r|.
o |
. I l I 5.2
e ==, =1.
x 4 2

Exercice 39 :

Dans chacun des cas suivants, montrer que I'équation proposée admet au moins une solution dans
Iintervalle [ :

L. x¥+3x-3=0, I=101].

2oosiny=2 =% = Ill,gl.

"
3 anr+de=5  I= ;—rﬂ
P ol N 3 =
4 x +E(3)—.-.+E. =131

Exercice 40 :

Montrer que chacune des équations suivantes admet au moins une solution dans I"intervalle [ :

. ¥ =3+ 15x -7 =0, =R

2. 1 +sinx—x> =0, /=R,
3. = 4, =R,
4. ¥ai+5x+4 =100, IR,
2
5. cosx = —~, =R
(x+1)-
6. x cosx +xsinx+1=0, =R,

Exercice 41 :

|. Montrer que 1'équation x° + x* = ©* + x + | = 0 admet une unique solution dans |-, %]
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; . e . 1 - .
2. Montrer que la courbe de la fonction f, définie par f(x) = 2" + 3x + 4, coupe "axe des abscisses
en un seul point dont I"abscisse a vériie =1 < a < ().
3. Soit g la fonction définie sur B par g(x) = =6 411,
(a) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet trois solutions distinctes dans R, notées xj, ¥; et x3,
avec xj < X3 < Xi.
(b} En déduire le signe de g(x) sur .

Exercice 42 :

Soit J la fonction définie sur [0, 1] par f(x) =

— cos(mx).
X+ 1

l. Montrer que 1'équation f(x) = () admet une unique solution o dans |0, 1].

2. Par la méthode de dichotomie, trouver un intervalle [a, b] de longueur 0,25 tel que a < @ < b.

Exercice 43 :

Soil i un entier naturel non nul.

l. Montrer que I'éguation cos x + cos 2v + - - - + cos(nx) = () admet au moins une solution dans [0, ].

2s5in" x | : : T
= — — x admet une unique solution dans IEJ. —|

2. Montrer que |'équation
1 s l+cosx 4

Théoréme de la fonction réciproque
Exercice 44 :

Dans chacun des cas suivants, montrer que f réalise une bijection de [ sur un intervalle J a déterminer,
puis déterminer une expression de ™ (x)

.': 5
1o ft.rj:L * L, .’=l2+m,+m|.
x—2
2. flx)=x-6x+5, [ =]-c0,3[.
3 Fix=—2—,. I=R.
i 4 1
4. f'fi']'=("-"3-.‘-.'+1]_, I = ]=c0,3].
5. fl)=x—vxi-x,  I=[l,+00].

o

|
. flx) =2x — yx, =10, —].
flx) =2x — & | ]ﬁ‘l

Exercice 45 :

X
On considére la fonction f définie sur |—1, +oof par f(x) = ;
Vi +1
l. Montrer que [ admet une fonction réciproque £, définie sur un intervalle J  déterminer.
2. Dresser le tableau de variations de la fonction f~'.
+ 2BAC SM BIOF 26/27 =0 Prof agrégé EL ABBADI
Pour rejoindre, contactez-nous sur : Page : 12/24 Mohibi Maths

O +212 711-201796 Offre d’excellence §P



. 3. Déterminer I'expression de f~'(x) pour tout x € J.

Fonction racine n-ieme — Puissance rationnelle

Exercice 46 :

1. Simplifier les nombres suivants :

V18 V256 V64

(a) a = — - .

V1024 V64 x 108
L ch RO
A V2048 V160000
) o= — ?

Y4096 v V256 V512

2. Simplifier les nombres suivants :
: : 3 Vi)
(a) x=(27)5 +(16)F — — + {
Va2 4d

_ (81)5(27) 49t

14

o ({3)'

¢) = ——— ol (a,b) f'-_:&}}l:-

[:u;*):i Vb1

3. Comparer les deux nombres VOl et VI5.

(b) ¥

4. Ordonner dans I'ordre croissant les nombres 4 = ‘v'?.!.

5. Rationaliser les dénominateurs des nombres suivants ;

(a) (c)

2
o

{(b)

_Tﬁ

Exercice 47 :

Résoudre dans B les équations suivantes ;

B = V4,

V5 + 2
V5 -2

I

c=Vvs, D=13

(d) —— —
v25 - V10 + V4

I x*=25=0. 5. x* =16,

2. P +8=0. 6. (3x —4)° =32,

3t = 7. Va2 =5y +4 = 0.
4. v = V7. 8. 9x—TVx-2=0.
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Exercice 48 :

Résoudre dans E les équations suivanies :

' =5 -24=0. 8. Vx+8+V27-x=5

L] Ty (i e i 1L $|'- %
X ?!.1 4 - {J. - 9. T+ 3 = E.I. — 3 = ﬁ_l_ - .3.-'1.
V32 +5r 4+ 8- VA2 45+ 1= 1

Vxl—4+2Vx2 -1 =x. 10, \/3+‘JI+\I3_\E:@'

__j\/’?—a J1+l“ 11, Sx—4vx~1=0.
3+x 2-x 12. x+4x-12=0.

BN =

6. (Vr-1) -54=0. |
} "l:ll:\"‘l'_"; 13 1 \E
f i _x+ V1 +x=7V2 I3, 3 +\/;{+E: ..E.

Exercice 49 :

Résoudre dans E les inéquations suivantes :

. ¥x+2 <x. 4. Vx2+8-2<ux.

2. Vx4 1-3<Visd. 5. Va3 — h-1+r+1:;-.r—1.
Tl 3
3 (R 6. 2Vt q,_{ 20,

Exercice 50 :

Calculer les limites suivantes :

1. Iim ———, 6. lim

iz 7. IiJ\l-{\:",l.'-“ +X— .1.-) .

2. lim . (oo
I * 8. lim (x — ¥ — vx) .
) | ﬁ- 1 i i X :
9 11_1)11” o 9. lim (\".r-“ +x241 - 11:) :
4 o X=VEE 10, lim {».r +22+1-1x).
- hm L :
=23 _VIx+5 ; !
s 1. in‘n( —:.—L—I}
) frT -2 i
s i S22 2 (7752

Exercice 51 :

Calculer les limites suivantes :
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Vei+1l-x

(4 —x$)2

. lim ——. 6. lim
400 '\Il't-: + 1 - r: .'.--FH- = R
S o T o g Vil +xr—3
2. bIim J 7. tl_'m.‘. Sy !
r—tton ofy | — ,\I,IT s
T *+x—3
; . : o lim —
3. lim (v‘l[.r + 132 = Jix - 1:3}. Ppersiar ! ¥
Xk y
| 5 . lim — +2-k
4. lim (6} -x3). oo e Ve 1
“:"IZ.'I:-{ — - W:"r.'l.'j + 2x 10. ki ,_,,_,_,____,._' x+1- ‘:ﬁ'. g;.l'_
5_ 'l”." g l |=ﬂ'|l1-‘ - : s
e ] x i \1’.[ +1 - ‘Iu'IT-
Exercice 52 :
Calculer les limites suivantes :
~ Vl+tanx - V1 +sinx = V2x +2-Vr +7
. lim = : 3. lim e
x—ll x- = l —tan (%)
sin %}
s R 4, hm
1. Ii]Tl. CO5.X \I'IIL{"N"'. F—od . 3 [ a8y
=i} X e

La fonction arctangente

Exercice 53 :

Simplifier les expressions suivantes :

17

darclan .[UI'I —ﬁ
e L& 3 -

3. arctan (L’:I'I'I (5 drctan ﬁ)) -

[ dlr
|. arctan [tan —|.

[

1

)

4. arctan

Exercice 54 :

1. Simplifier les expressions suivantes :
I

(a) A = arctan 2 + arctan =

(b} B =arctan{| — ﬁ] —arctan( 1 + \.I'Ej.

2. Etablir les ézalités suivantes :

oo =]

tan{arctan 2016).

2 3
. lan | arctan — — arctan = | .
3 3

tan{— arctan 3).

tan(2 arctan 3).
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(&) lan = + i : =
4) arctan - + arctan - = —.
2 3 4

l |
(b} arctan 5 -+ arctan 3 + drctan —

8

- -

1

]
(c) 4arctan — — arctan — = —.
] 5 239

5

| |
3. On pose a = 2 arctan (;] — arctan (5) ,

% n
(a) Vértherque D <a < —.

Exercice 55 :

Résoudre les équations suivantes :

—

arctan(3x) = =
» dAIClam axy = 3’

]
2. arctan{x= + 2) = arctan{3x).

3 3
3. arctan{x” —x) = IH

Exercice 56 :

Calculer les limites suivantes :

arctan(3x)
N

I
x=l) X
_arctan(x* + 4x)
2. lim .
==l = 1

. 4
3. lim arctan(x” —x).
Jul—s 4o

. ]!
4. lim (x= + I]:m‘l:m(f)_

b= X

(b) Calculer tana, puis en déduire la valeur de a.

.

X | *

)=

n
arclanx = Z + 2 arctan

arctan x +arctan(2x) =

| |

i §
arcran \.-'T = — Z

—++0

= i
lim [.1' arctan .y — ;.r] .

arctan ( | -l».-l ) +

T

lim

r—+]? x=1

lim

r—17

xr—1
arctan Vx — |

lim
r=1

Exercices de perfectionnement

Exercice 57 :

2 I
XX 7 =g

l. lim
5= (2=x)" =1
sl Iux)
. I+contnxd
2. lim

s &) dnix? —m?

Soit n un entier naturel non nul, Calculer les limites suivantes :

x — 24jaretan x — % -1
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| — cosxcos2y-:-coslny)

3. lim _
x—l] xIr=

[ S :r_ e e
i Iim_{ sinx){l —sin“x)---(1 —sin ”.

N
k—+§ CO8=" X

Exercice 58 :

Etudier la continuité en 0 des fonctions suivantes

( A=Vl +x%

flx) = ——— six =0

i X+ |.
: cosx — V1l +s5mx
L_J"f-'t'] B : i x <0,
l-.' RS _t. ¥
elx) = u six =0,
VA

2. 4 2(() =10,

g(x) six < (0.

I

-

-
— —
= o—
e

hi{x) =xE (ﬂ) s1.x < (),

Fad

h(0) =10,
o o
kg = 1—{1:] six >0,

T

( 7
k(x) = arctan x sin (1 + _‘,‘_,) six <0,

4. {k(0) =0,

|
k(x) = y/xsin (—w—) six >0,
WV
Exercice 59 :
El‘ﬁ[%-‘l‘) ~ V3 sin (2x - £)
: 11+ r; — ] _.' T I’},
Soit fi, 1a fonction définie par Jn(x) T six > ey

2m + 1 :
six < Oetx 2 -1,

- 7 ]
fulx) =x"+mx +m+
x+ 1

1. Calculer:
(a) lim f,(x).
K=

(b) hm' f(x).

XN—F—Do

2. Déterminer m sachant que [, est continue en (.

3. Déterminer m sachant que f, est prolongeable par continuté en - 1.
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Exercice 60 :

Soit f la fonction définie par f(x) = yx — E(x) —x.
1. Déterminer Dy, le domaine de définition de f.
2. Résoudre dans K I'équation f({x) = (.
3. Soit p un entier relatif.
(a) Etudier la continuité de f en p.
(b) Etudier la continuité de f sur |p, p+ 1.
4. Montrer que (Vx € R) -x< f(x)<1-x.

5. Endéduire Iim fix)et lim fix).
= =

=

Exercice 61 :

[. Soit [ une fonction continue sur K et périodigue.
Montrer que f est bornge sur H.

2 Soitn e M.
)
l +cosx +cos“x+---+cos"x

On considére la fonction f; définie par f,(x) = -
| +cos"x
Montrer que f, est continue et bornée sur F.

Exercice 62 :

O I e
xX) = —— g X <=
I siny X I : i

£(0) = 0.

viaa . e T
On considére la fonction f définie sur ‘l‘L ?l par

T :
I. Montrer que [‘w’.-.- € ]ﬁ, ;l) Siny € X < lanx.

I - CO% X
T 1) e il

2. En déduire que, pour tout x €
SNy

0.2
2

3. Etudier la continuité i droite de f en (.

Exercice 63 :

ax- — ax
¥2 -5y +4
=1
Ve+x—2
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la fonction g soit prolongeable par
continuité en 1.

glx)= slx>1,
On considére la fonction g définie par

glx) = six < 1.
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Exercice 64 :

. S o : I
On considére la fonction définie par f(x) = tanx E (-—) .
X

1. Déterminer D ¢, le domaine de définition de [,

[ ]

. Montrer que (¥x € D),

; tan x
filx) - T‘ < |tan.xj.

frd

. En déduire que [ est prolongeable par continuité en 0, puis donner ce prolongement.

Exercice 65 :

Soit f une fonction définie sur B et k € R, tels que (Y(x. ) € BN, |f(x) = ()] < klx — ¥].

1. Montrer que f est continue sur &,

Exercice 66 :

Soit f une fonction définie sur R telle que (V(x, v) € R?Y), flx+ y) = flx)+ fy).

I. Montrer que si f est continue en (), alors elle est continue sur .

Exercice 67 :

|. Montrer que 'équation 2x* — 4x + 1 = 3vx + x? admet au moins une solution dans [0, 1].

4 = 5 L] . 3
2. Montrer gue "équation 4x” + x~ = 27 admet une unique solution dans |1, 2].

, , . '] ) Oy —x =2 .
3. Soit f la fonction définie sur B par f(x) = S sin [:;.1:) ’
X° 4+ 2
Montrer que la courbe Cr coupe I'axe des abscisses en un point dont I"abscisse appartient & [0, 1].

4. Soient u et v les deux fonctions définies par u(x) = V3x2+ Tx + 1 el vix) = V5 -x2.

Montrer que les courbes C,, et C, se coupent en un point dont I'abscisse appartient a |0, 2],

Exercice 68 :

Soit f la fonction définie par f(x) = - 1.

. Déterminer D, le domaine de définition de f.

o

. Calculer les limites de f aux bornes-de D).

fd

4 i ¥
. Montrer qu'il existe un couple (a, 8) € B tel que [Vx €

]l) X = l+l—'\".!::+11'$".-=,|r:’.'li,
X

|
2

—

4. Montrer quil existe un réel ¢ € é 1] tel que+/ 1 + ~I— -Ver +2e =c.
- o
Exercice 69 :
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i e e i s s | Il' 2% e
Soit f la fonction numérigue définie par fix) = = ( l + V2x —x2].
2 X+

. Déterminer D, le domaine de définition de f.
2. Justifier la continuité de la fonction [ sur 0.

3. Montrer qu’il existe un couple (a, f) € B2 tel que :

2x
), 2a € + N2 —x2 < 24.

x+ 1

("n'r.r c

P | L

[od |

4. Montrer que f réalise une bijection de [0, 1] sur [0, 1].
5. Soit (a. b) € [0,1]7 tel que a < b.

Montrer que (3¢ € [a.b]). fic)= et

a=-2b+¢

Exercice 70 :

Soit f une fonction définie de [0, 1] dans [0, 1] et continue sur [0, 1].
Etablir que (3c € [0,11),  f(c) + f(1 = ¢) = 2¢.

Exercice 71 :

Soit (a, b) € [0.1]" tel que a < b.
Soit f : [a, b] — [a, b] une fonction continue sur [a, b].
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 72 :

Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1) =

b2l —

Montrer qu'il existe ¢ € |0, 1] tel que f(e) = =

Exercice 73 :

Soit f une fonction continue sur [a, k| telle que fla) = f(b).

- . - ' I L .
Montrer que I"équation f{x) = f (.1' + ] admet au moins une solution dans [a, B].

Exercice 74 :

Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que ( f(0) — g(M)( f{1) = g(1)) < 0.
1. Montrer qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que f(¢) = glc).
2. On suppose dans cette question que () = g(1) =0 et J{1) =e(0) = 1.
Montrer que (VA4 € R} )(3a € [0, 1]). fla) = Agla).
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Exercice 75 :

Soit (a. b) € [0,1]" tel que a < b.
Soit f une fonction continue sur [a, b] et soient p et ¢ deux réels strictement positifs.
Montrer qu'il existe unréel ¢ € |a. b] tel que: pfla) +qgf(b) =(p+q)fic).

Exercice 76 :

Soit f une fonction définie et continue sur B telleque (a € B), (f e fila) =a.
Montrer que (3c € R), flc)=rc.

Exercice 77 :

Soit f une fonction définie et continue surun intervalle [ de E.
On suppose que f ne s"annule pas sur /.
Montrer que f garde un signe constant sur /.

Exercice 78 :

Soient f et g deux fonctions définies de [0, 1] dans [0, 1], continues sur [0, 1], tellesque fog=g0o f.
I. Montrer que si un réel a est solution de 1'équation f{x) = x, alors g(a) est aussi solution de cette
équation.,
2. Montrer qu'il existe un réel ¢ € [0, 1] tel que flax) = gla).
On pourra utiliser un raisonnement par | absurde.

Exercice 79 :
Soit f une fonction continue sur un segment |a, b], et soient xy, x3, . . ., x, des éléments distinets de |a. b).

Montrer qu'il existe un réel ¢ € [a, b] tel que fic) = - E flxg).
n
k=]

Exercice 80 :

. % g
Soit (a, b) € K- tel que ab < 0.
Soit f une fonction numérique continue sur  telle que lim f(x) = a, lim f(x)=b.

T —F 4 [ —F —ix
1. Montrer que (3(xp. ¥p) € R3). flxg) Flve) < 0.

2. En déduire que I"équation f(x) = () admet au moins une solution dans K.

Exercice 81 :
Soit P une fonction polynomiale de degré impair.

I. Montrer que |"équation P(x) = 0 admet au moins une solution réelle.
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Exercice 82 :

Soit [ une fonction numérique continue sur [0, 1] telle que f(0Q) = f(1).
Soitn e N\ {1}.

On considére la fonction f;, définie sur

1
0,1--
n

par fulx) = f [.1' + ,l‘) - f(x).

n=1

1. Calculer Z I (f_a) "
k=0

2. En déduire que I'équation f(x) = f ‘.1‘ + — | admet au moins une solution dans 0O, 1].
1

Exercice 83 :

: B i . Gl = ; fix)
Soit f une fonction continue et strictement positive sur K, telle que hm —— < |.

X = s 'L

1. Montrer gque 'équation f(x) = x admet au moins une solution dans B,

Exercice 84 :

Soit n € N\ {1}. On considére la fonction numérique f définie sur & par f{x) = x""' — 24" + 1.

: : : . 2n
I. Montrer que f est strictement décroissante sur I'intervalle | (), =T ‘
n
e g 2n

2. En déduire que f <.

n+ |

ey : 2n :
3. Montrer qu’il existe au moins un réel a € 2| tel que fla) =0.
n+
P fl I

4. Vérifierque a” = >

2-a

Exercice 85 :

Soit (a, b) € R tel que a < b.
Soit f une fonction numérique continue sur [a, b] welie que f(a) < ab et b < fb).
Montrer que (3o € [a. b]) fla)=ab.

Exercice 86 :

Soit (a, b) € B tel que a < b.
L. Soit f une fonction continue et strictement positive sur un segment [a, b].
Montrer que (3o > 0)(Vx € [a,b]), filx) = a.

2. Soient g et h deux fonctions continues sur [a, b| telles que (Yx € [a, b]), g(x) > h(x).
Montrer que (36 > 0)(¥x € [a. b)), g(x) = hix) + 5.
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Exercice 87 :

Soit (a. b) € B” tel que a < b.

Montrer qu'il existe au moins un réel ¢ € |a, b[ tel que fic) =

Exercice 88 :

Calculer les limites suivantes :

1. lim (w."_r-*+3—{f.r-‘+3].
K—++o0

3 Hm [:\-"I—x Vit |]
K==

3 I”n¢

e

4. hm £

Exercice 89 :

Résoudre dans R les équations suivantes :

\I?(.‘L'_—]= *‘U,\‘—I.

2xyx — 3.1'{/% =k

I3

L]

Exercice 90 :

|. Résoudre les équations suivantes :

@ Va2 =33 =1)

2. Catltu]crlculilllilu suivantes :

fa) lim x32 (\I"’——F]

x—+Fioa

X—#400

+ 24 (x = )2 = 0.

(b) V{1 +x)244y(1 —x)2 =4v1 —x2.

(b) Calculer lim (".-'.1.'4 +x—x- 3] et lim

Soit f une fonction numérique continue sur [a, b].

|
+ .
a—-c¢ b-=r

Vr=1-Vr—1

5. lim
O e
6. lim L
=l yx+63-4
Nt +3 -
7.t YEX3I-VK o
Y e
8 i Ve + 1 - l“:"t_
v 1m Y
maase By [ Eo B X
.l_ T ot W
4, ( "‘h] +125=0.
1—\?1

("u‘d.r* +X—x-— 2) .

5 3
3. Etudier, selon les valeurs du paramétre réel m, la Imul.:, hm (‘q‘.t" +x-+ 1+ .I'J'i!.l.') ;

b o]
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Exercice 91 :

Résoudre dans E les inéquations suivantes :

. Vix+1—-vVr+8>3, A .1'—{ﬁ;ﬁ—l
. — T

) 4
Vii+8<x+2 j
5. ¥ - 324 Si—6>x-2.

3 3.1.'
= e | | and ol -
..l\f.l‘_ﬂ“%_{]+ﬁ_ & 3.#.'?"‘."{;;2“

[ £}

S

Exercice 92 :

Un marcheur parcourt 12 km en une heure.

I. Montrer qu'il existe au moins un intervalle de 30 minutes pendant lequel il parcourt exactement
6 km.

Exercice 93 :

Discuter, suivant les valeurs des paramétres réels a, b, c et m, 'existence et la valeur des limites suivantes :

1. lim (\'II.'&"J' +axi+ bx + e+ mxVy + 2] ;

R )
' X
2. lim {\'.1:-‘ +x2+ 1 +m.1.'] L
Xt 00

Exercice 94 :

Soit f une fonction continue sur [0, 1] et & valeurs dans [0, 1].
On suppose gue (Yx € [0,1]), (f o fx) =xetque f(0) =1
1. Montrer que [ est injective.
2. Montrer que [ est strictement monotone sur [0, 1].

3. En déduire que [ est strictement croissante sur [0, 1], puis que (Vx € [0, 1]) flx)=x.

Exercice 95 :

X =

. : s X —dx+2
On considére la fonction i définie par i{x) = arctan (%) ;

. Déterminer Dy, le domaine de défimition de h.

]

Calculer les limites de i aux bornes de Dy,

3. Montrer que /i réalise une bijection de K = V2, +ml sur un intervalle L a déterminer.

4. On considére la fonction [ définie sur I'intervalle [ =

V2 -1, +wl par f(x) = hix+1).

Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J & déterminer, puis déterminer £~ (x)
pour tout x € J.
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