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Recueil de problémes - fonctions numériques

PROBLEME 1:

PARTIE A
Soit I'application f de  vers définie par f(x) = x +3 +Vx2+ 1 et ( ) sa courbe représentative

dans le plan muni d’'un repere orthonorme (O, I, J).

1°/ Déterminer la limite de f en — co. Quelle en est la conséquence graphique ?

2°/ Démontrer que ladroite () d’équationy = 2x + 3 est asymptote a ( ) en +oo,

3°/ Etudier les variations de la fonction f et dresser son tableau de variation.

4°/ a) Montrer que f réalise une bijection de  vers un intervalle K & préciser. Soit f~ la bijection
réciproque de f.

b) Calculer f~1(4) et (f"1)'(4)

5°/ Construire ( ) et lacourbe ( ’) de f~! dans le repére (O, 1,J)

PARTIE B

Soit la fonction h définie sur [—%; 1] par h(x) = vx+1
1°/ Montrer que la fonction dérivée h’ de h est strictement décroissante sur [— %; 1]

2°/ Soit a un nombre réel de I'intervalle [0; 1] .

1
2V1+a
b) En appliquant les inégalités des accroissements finis a h sur I'intervalle [0;a], montrer que : 1+

2 < Ji+a s1+§.

2V1+a ~

) 1
a)Vérifier que pour tout élément x de [0;a],ona: <=h'(x) < >

PROBLEME 2 :

PARTIE A
On consideére la fonction g définie sur ]0; + oo[ par g(x) = x> +Inx
1°/ Etudier les variations de g.
2°/ Montrer que I'’équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 0,65 < a < 0,66.
3°/ Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.

PARTIE B

. . - . . . 1+Inx
Soit la fonction numérique de variable réelle x définie par f(x) = 1 - x + — de courbe

représentative ( ) dans un repére orthonormé d’unité graphique 4 cm.

1°/ a) Déterminer I'ensemble de définition D; def.
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b) Calculer les limites de f aux bornes de D; puis interpréter graphiquement.

2°/ a) Montrer que ( ) admet une droite asymptote (D) en +oco que I'on précisera.

b) Etudier la position relative de ( ) par rapport a (D)

3°/ Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.

4°/ Montrer que f(a) =1-2a + %

5°/ Montrer gu’il existe un point A de ( ) dont précisera les coordonnées ou la tangente (T) est
paralléle a (D).

6°/ Construire (D) ; (T) et ( ).

PROBLEME 3 :

A) On considére la fonction définiesur IRpar ( )= =~ In (1+ ).0On note ( ) sa courbe

représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O, , ) unité graphique 1cm sur I'axe
des abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnés.

1.2) Déterminer lalimitede  en-co. (On pourraposerh = ).

b) Vérifier que, pour toutréel ; ()= — + 7 In(1+ ~ ).Déterminerlalimitede en +oo.

En déduire que la courbe () admet deux asymptotes que I'on précisera.

2. estlafonction numérique définie sur I'intervalle |—1; + o[ par ()= - In (1+ ).

Démontrer que est strictement décroissante sur [0; + oo . En déduire le signe de (%)
lorsque >0.
3.a) Calculer ’(x) et I'exprimer en fonctionde ( ), ’désignant lafonction dérivée de
b) En déduire le sens de variation de la fonction et dresser son tableau de variation. Tracer la

courbe ( ).
B) Soit  lafonction définiesurIRpar () = o f(Hdt.
1. Etudier le sens de variation de la fonction

1 e 11
2.a) Vérifier r nombreréel, — =1- — lculer ,——
a) Verifier que, pour tout nombre réel, = Tre etcalculer Tre

b) En déduire a I'aide d’une intégration par parties le calcul de ().
c) Veérifier que () peut s’écrire sous les formes suivantes :

(@)) ()= - @+e)- ()+2In2

@ O= (&) O+

1+e

3. Déterminer IirIl () et lim [ () — ] Donnerune interpretation graphique de ce résultat .
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PROBLEME 4

PARTIE A
On considére la fonction fde vers définieparf( )=1- 2 ~
1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Montrer que la courbe représentative ( ) de f rencontre I'axe des abscisses en seul point
d'abscisse  dont on déterminera une valeur approchée a8 10™% prés
3°/ Tracer la courbe ( ) dans un repere orthonormé d’unité graphique 2 cm.
4°/ a) Déterminer les nombres réels a, b et c tels que la fonction : (a °>+b +c) ~ soitune
primitive sur  de la fonction : 2 -
b) Calculer en nN? laire du domaine plan limité par ( ) I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=0etx=2

PARTIE B

1°/ En désignant par f’ et f " les dérivées premiere et seconde de la fonction f définie dans la partie A,

vérifier que pour tout nombre réel ;If " ()+2f )+ f()=-2T-+ 1.

2°/ On se propose de déterminer toutes les solutions de I'équation différentielle
(E):y"+2y+y=-2" +1
a) Montrer qu’une fonction g est solution de I'équation (E) si et seulement si, (g — f) est solution de
I’équation différentielle (E) :y” + 2y’ +y =0.
b) Résoudre I'équation (E’) ; en déduire les solutions de (E).
c) Déterminer lasolution  de I'’équation différentielle (E) telleque (0)=1et ’(0)=0.
PARTIE C
On considere les fonctions numeriques définies sur  par
()=( 2 +n +n) ~ ounestun entier naturel.
1°/ Montrer que toutes les courbes () des fonctions passent par un point fixe I.

2°/ Montrer que la fonction admet deux extremums que I'on précisera.
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