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| Avants - @ropos .

i Conformément au nouveau programme des mathématiques au

" "Mdli, ce piésent manuel est ferésultat d*un-travail réalisé-avec
assiduité. Il a pour objectif d’étre un tremplin pour les éléves des
classes inférieurs afin d’uniformiser le niveau de ceux des
classes supérieures. Outre cet objectif pédagogique, ce manuel
est d’un apport inestimable pour 1’acquisition des connaissances
requises en mathématiques.
Chacun des chapitres recouvrant I’ensemble du programme, est
composé de 04 parties :

Rie ’ . '
Chan qu{:jl-gsﬁe.ntlel dans un langage clair et simple soutenu par des démonstrations.

que detinition ou théoréme est suivi d’un exemple simple, en parfaite harmonie avec le
programme en vigueur,

m Les exercices et problémes :

- I:es ex'e!'c.lces : Inédits et ordonnés suivant 1’évolution des cours. Ils contribuent a
’acquisition et 4 1’assimilation correcte des cours. :

- Les problémes : IIs viennent en appoint aux exercices tout en restant fidéle au
programme en vigueur.

m|  Les corrgeés:

Ils sont rédigés avec assiduité et appuyés par des démonstrations claires et explicites. -,
Chaque corrigé est suivi d’un commentaire simple afin de faciliter son appréhension au profit

de tous les éléves.

m| Les sujets de type Bac

Introduit par des conseilles pratiques, ils sont le fruit d’une longue expérience professionnelle.
En outre, ils sont constitués chacun de deux exercices et d’un probléme. Cette séquence de
’ - . ., . .

sujets permet aux Bacheliers de s’auto-évalués aprés 9 mois d’acquisition de connaissance,

je souhaite donc une utilisation rationnelle de ce manuel qui ne saurait se substitue aux cours
tue un support efficace et utile surtout au profit des

les mathématiques dans toute Sa diversité.

t de m’avoir donné 1’occasion de réalisé
modeste

des professeurs en classe, mais qu il consti

pour mieux comprendre

je tien 4 i ieu le tout puissan
t effet, je tien a remercier Dieu m’avoir d .
Ace J de prés on contribués a | élaboration de ce

ce m i de loin ou 3

anuel et tous ceux qu . . . s
il. Compte tenue du faite que toute ceuvre humaine est imparfaite, vos ¢ .qu
travail. q

t ité \Y% | que jC‘
i 2l ’ la uallte de ce traval
geslions Sel()nt la blenvenue pDUI a]]lellOIel d avan age q

future édition.

apprenants

sug
publierais dans une

siv aeahoo I
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Chapitre 1 > Nombres complexes

COURS

I- Rappels et compléments des propriétés dans R

1) Ensemble des entiers naturels |
L’ensemble des entiers naturels est noté : N tel que : N={0,1,2,3,4

L’ensemble des entiers naturels privé de zéro est noté N* tel que : N*={1,2,3,4...4+00}

2) L’ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatifs est noté : Z tel que:Z ={—00...~2;0,1,2,3,4 ..+ o},
NB : L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté : Z* tel que Z*={0; +1; ..+ o}
L’ensemble des entiers relatifs négatifs est noté: Z~ tel que Z™= {—00 w—2;-1..0 }
L’ensemble des entiers relatifs privés de zéro est noté : Z" tel que :

Z‘={~—oo w—2;=-1..4+1; +2;...+oo}

L’ensemble des entiers relatifs positifs et privés de zéro est noté :Z } tel que :

Zy ={+1;+2; .40} - -

L’ensemble des entiers relatifs négatifs et privés de zéro est noté :Z * tél que :

Z: ={-00..—2; -1}

3) L’ensemble des nombres rationnels
L’ensemble des nombres rationnels est I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme

quotient de deux entiers relatifs.

L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que : Q = [g avecP €Z;q € Z'}

4) L’ensemble des nombres réels
3 Lo :
Certains nombre comme : V2 ; -";—— et © ne peuvent pas s’écrire comme quotient de deux
entiers relatifs. Ce sont des nombres irrationnels et I’ensemble des nombres irrationnels et

rationnels forment I’ensemble des nombres réels.
L’ensemble des entiers relatifs est noté : R tel que :

IR1={*°°;—\/5;:23;—2;0; 1;2;V2; -3-,...-}-00}.

B:NcZcQcR
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. T raphique
II-  Définition ; vocabulaire et inter| rétation

ition : B l sels a et b tel
=On :g)pe?lg:mwnplexe,mumplemm'd&deux e

. e 1=—1,
queZ = a + ib ou i est un imaginaire tel que i 1

2) Notation et vocabulaire : Soit Z un nombre compllexe tel qu

* [Décriture Z = a + ib est appelée forme algébrique de Z : 2)
* le nombre réel a est appelé partie réelle de Z et est noté Re(

* le nombre réel b est appelé partie imaginaire de Z et est noté Im(Z)
NB:

-Sib=0;alors Z = a (Z est un nombre 2 la fois réel et complexe) car Rc C

-Sia=0; alors Z =(b (Z est ‘un‘imaginaire pur).

3) Interprétation graphique : \

A tout point M(%) du plan P, on peut associer un nombre complexe Z=a + ib.

M est le point image et Z ’affixe du point M.

OM est le vecteur image du nombre complexe Z=a + ib I"affixe du vecteur OM.

Ainsi on a la représentation graphique du point M comme suit

Yy 4

—» Axe des idels ¢ s ?L,\‘MLU\.:%
4

Axe des imeginaires (1 0¢ CJO :

o]
~y
al

:

=

III- Operations dans C:

Soient Z et Z' deux nombres complexes telsque : Z=a+ibet 7' = 4 ib'

Egalité : . |
Deu:()nombres complexe Z et Z'sont égaux si et seulementsi Z = 7/ <

a+ib=a'+ib'<=>a = a'et b = b".

L s?m:_mz_md—;;_ejeux complexes Z et Z'esttelque: Z + Z'=(a + a)+i(b + py
a

Produit : . )
Le lgr)odmux complexes Z et Z'est tel que:

;2 —

7 Zf_(aar_bb')+i(ab’+a'b) (avec i =-1).
xZ'= ‘ )

E. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 : Page 2
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4) Quotient :

Le quotient de deux complexes Z et Z'esttel que:

z _ aa+ bb' a'b- ab’

7T @rr oy @it 0

N.B : Le nombre -;— est appelé inverse du complexe Z tel que :

IV- Conjugué d'un nombre complexe :
1) Définition : »
Soit Z=a + ibl’expression algébrique d’un nombre complexe.

nombre cdmplexe noté Z tel que Z = a - ib.

Mali-Maths. Tome

On appelle conjugué de Z, le

NB : les images des deux nombres complexes Z et Z sont symétriques parrapport 4 I"axe

des réels.

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexes :

Pi1:Z2= 7 © Zestunréel

Pe:ZxZ =2 x 2

P2 : Z=—Z%Z est un imaginaire pur

P::Z+Z =Z+ 7 ,
Ps:@=—§—,(avec2’ + 0) Ps:@=%(avecz’¢0 eta € R)
Pr:Z" = ()" Ps:Re(Z)=Z+Z etIm(Z)=z;iZ
Py: Z X Z estun réel positif

NB:x*+ y*+ ax+by+c =0 <=>(x+§)2+(y+‘bil)z=m—zil-::;"E

)

Module et argument d'un nombre complexe :

1) Module :
Dans le plan rapporté a un repere (o;

7 : 7); plagons le point M de Z dont l'affixe est

\

Z=a+ib=>M[ZJ Y4
a
bl-------5 M(b)
it 0 |
(0] -i a

Ici : [|OM|| =d(OM) = JaZ ¥ b2

— ____———————'—'_—____————‘;_- .
i~ NEMRELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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\
a- Définition : " 'j
o 7. le nombre éel positif ou ul .

SoitZ=a + ib un nombre complexe. On appelle module de

noté : |2 tel que |Z| =VaZ + B2 ~
Si Mest le point image de Z alors |Z| = d(O ; M) = Ja? + b .
b- Propriétés : .
P1:|Z| est toujours positif : P::1Z1=12] P3:|Z|=0®Z=40 | -
Poilzxzl= lzIx|Z|  ; Ps:lZ +21< |21+ 121 (Unégalit triangulaire) o
-
Ps: |§l=%(avecz'=ﬂ=0) ; P7: ‘—;— =|%T(a_1JeCZ#0¢ta E_ R) o I“
Ps: |z = |Z]* (avecn € N%) ’ -:
2) Argument : '1”
a- Définition :
En observant la figure ci-dessus représentant un triangle rectangle d’angle 6,ona: :
Cosf = 2 )
Sin = —=2

“az + b? a

Soit Z est un nombre complexe de module |Z| ( avec |Z| # 0). On appelle argument de Z,
le nombre réel noté 0 ou arg (Z) tel que : .

Cos6 = = Cosf = — '
= 0s0 = —
Jaz + b7 12| |
¢ &~
Sing = —2 . b
{az + b2 Sinf@ = 1zl

b- Propriétés :

Soient Z et Z’ deux nombres complexes d’arguments respectifs arg(Z) et arg (")
P : arg (Z x Z')=arg(Z) + arg(Z") ; P2 arg(—;"-,)= arg(Z) — arg(2")
P3.arg(Z") = narg(Z) (avecn € N*) ; Pa: arg(%)= — arg(2) (avec 7 = 0)
Ps:arg(Z) =— arg(Z)

V-  Forme trigonométrique d'un nombre complexe -
1) Définition : -
Soit Z = a + ib un nombre complexe de module r et d’argument @ On appelle f,
' Orme

trigonométrique de Z toute écriture de la forme Z, = r (cos @ +i sin 0) avee s
=vVa? + p7 o

Scanned by CamScanner



Mali-Maths. Tome 1

Cosf = ———
O€ [~m; n[{ 'a2b+ Be
CIEY Slne —.:laz + .bz

_2) Propriétés : _
Soient Z et Z' deux complexe tels que Z =r (cos @ + isin@) et Z' =1' (cos @' + isin ')

P1:ZXZ'=r xr'[cos(8 + 8') + isin(0 + 6]

P1: = = I [Cos(6 — @) + isin(6— 69

P3:Z" =r"[Cos(ng) + isin(n@)]

NB:sir=1ona:Z" = [Cos(nd) + isin(n8)] (formule de Moivre)

VI- Forme polaire d’un nombre complexe
1) Définition :

§0i.t Z un nombre complexe de module r et d’argument§. On appelle forme polaire de Z toute
ecriture de Z de la forme Z= [r ;6 ]

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexetelsque Z=[r; 8] etZ'=[r; €’ ]
Pi:ZeZ =[rr';60+8"

Pz:z—z,= [—’};9—9']

r

P3:Z"= [" n6]

VII- Forme exponentielle d'un nombre complexe :
1) Définition :
Soit Z un nombre complexe de module r et d’argument ©. On appelle forme exponentielle

d'un nombre complexe Z, toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z = re'®
16

ou

sonconjuguéestZ=re"

2) Propriétés : o .
Soient Z et Z' deux nombres complexes de formes exponentielles respectives

. N ia’
7 =re'® et Z2=r'e®
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¥4 r —al
P1:Z2°Z =rer’el®+e) Pz:;=;e‘(9 e')

Py ZoZ =rel 0 D=rle!( ). =riel= 42 «d=e2{ Avec.e’=:1,)

Ps:Z" = rtein® Ps : Formule d'Euler

Cosg i@ +é‘i0
2 et{ew +e" =2cosn@
ig —i8 in@ —in@ . .
. e e —e"" =2i
sin® = . sin n@
2i

VIII- Formules de Moivre et formules d’Euler:
1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument #. On appelle formule de Moivre
toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z" = cos (n8) + i sin (n6) avec (n € N*)

2) Application de la formule de Moivre :

Soit z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6 tel que :

Z = cosB + isinf et Z = cosf — isin@
-  Recherche de: Z+Z et cos@

et

{z = cosO + isinf
Z = cosf — isinf

z+Z

z+ Z = 2cos0 =>cosl = >

- Recherchede:z—Z et sin@

et

{z = cosf + isinf
Z = cos0 — isinf

, . zZ—Z
z— zZ = 2isin8 => sin@ = T

- Recherchede:z Xz

et

{z = cosf + isinf
Z = cosB — isin8

z X Z = (cos8 + isin8)(cosO — isinf)=cos?g + sin?g — .
De facons générales on a :

-n _ . n__sn __ Y O
2" + Z" = 2cos(nB) v 20— 20 =2isin(ng) et z" x sn

=1
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mai-macns. ‘Lome 1

3) Linéarisation : de cos™8 et sin™80

-+ Pour Linéariser-0os™0-et-sin"0 (n-€..N) yon-peut-utiliser de procédé suivant  mettanten yeu
les formules (d'Euler ou de Moivre) et du (bindme de Newton ou du triangle de Pascal).

Meéthode :

=\N - \n
e g G @
velopper et réduire : cos™@ onou sin™@ " (Moivre) v

(%0 + ¢—if )” e (elf + ¢=if )"

on D" (Euler)

Ou encore cos™@ =

- Regr(?uper deux a deux les termes d'exposants opposés et exprimer chacun deux en
fonction des termes de la forme Coskx et Sinkx.

IX- Equations dans C
1) Equation du premier depré : .

a) Définition :
On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la forme aZ + b=0.
Avec(a + Oeta€cC)

b) Résolution :

L'ensemble solution de l'équation aZ + b=0estS = {— g]

2) Racines carrées d'un nombre complexe :
a) Définition :
On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe z tel que Z =z 2.

b) Résolution du cas général :

SiZ=a+ib etz=x+ iy. Ondit que z est une racine carrée de Z si et seulement si .

z22=2Z (x+iy)*=a+ib @{x2+2ixy—y2=a+ib
[l"’z' =1Z] |\/x2+yz|2 = Va? + b? x? +y% = Va? + b?
2—yi=a

[xz—y2+2ixy=a+ib o 12xy =

x* +y? =Va? + b? (x2 +y2 =Var+ b2

\drissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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Autre méthode pratique

SoitZ =q 4 ib, I’écriture algébrique d’un nombre complexe.

Si 2 est un entier relatif tel b _ b% - b3 =a)
2 ati equeE—bIsz avec ( by 2

Alors les racines carrées de 7 sont: &1= by + ib, et &=—by— ib:

Exemple

Déterminer les racines carrées de Z=5 — 12

Ici:a =5 et b = —12

272 =-6= —13 x I
(=3)% (2)?

|l |
9 — 4= 5=q

Alors : by=—3 et b;=2 D’oudi=—3+2i et d2=— (-3 + 20)=3-2i

3) Equation du second degré :

a) Définition: ~

On appelle équation du second degré dans C, toute équation de la forme
aZ*+bZ + c = 0(a # 0)

b) Résolution :
La résolution de telles équations nécessite d'abords le calcul du discriminant associé

A= b?—-4ac.

A tel que

-b-JA i,
e SiA>0,ona: Zi=— et ZIn= b+va

2a 2a

-b
° SiA=0,0na:Z1=Zz=—2;

-b+iVa _ -b-iVa
. SlA<0,ona:Z|———m—et 22 = ”
i A=a’+ ib’(sous forme algébrique) ona-Z|='_b+5| -b+§

e SiA=a L g , . > ot Z,2=__2~a_z_

Ou : &1 et 62sont les racines carrées de A,

4) Racines ni’™* d'un nombre complexe :

a) Définition :
On appelle racine nit™¢ de Z tout nombre complexe z tel que:z"=7 .

ldrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. T'ome |
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b) Résolution : .
SoitZ=a + ib un complexe de forme polaire : [r ; 8]

* z=a' +-th'em-complexe de-forme-polaire - < {r'3-97]
2L 0T =[r; 01 @[ (r');n0'] = [r; 6]

Par identification, on a :

{(r'),":r & aveck € [0;n-1]
ne’' =9 9,_g[zkn]_o+zkn
=- 7= —

n

Ainsi les racines n*™ de Z sont données par la formule :

Zy= '{/|7| [cos (e +n2’m) + isin (3 * Zk")] ouz,= [W ; d +nzkn] Avec k e [0;n-1]

n

6) Racines ni*mes de |'ynité -

Soit Z un nombre complexe tel que z= 1.

—

. - . e 2k
Les racines de z sont obtenues en utilisant |a formule qui suit : Z, = [1 ; n]

X-  Complexe et confisur

des complexes :

Configurations géométriques Caractérisations Caractérisations complexes
géométriques
Triangle ABC isocéle en A AB=AC ZcZa _ ia on
Zp-Z,
A
i /(\ ) (Zc— . ) )
arg\ 7.~ - Zcm2a _zia
Zp—Zy Zo-2, e
(e€ [0; m])
Triangle ABC équilatéral AB=AC=BC Zemza _
A Zp-Z4
Et
B
c Ze—24 =€_i§
7c= 7, ) _r Zp-2Za
arg(ZB— Zy 3
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. Zc—Z2A =], ou
Triangle ABC rectangle et AB=AC | E;:-z—; K
g isocéle en A ' E
t
Zc=Z2a Y\ =_ L ou Zc—ZA =—|
A :,rg B=Z4 ) -Z—B—:--_z;
; /
Points A, B, C alignés (zc— Za ) 0+ Km Zc=24 -4 (a € R")
A o E\Zs- 24 Zp~Za
"‘\,‘\E\
Triangle A -
gle ABC rectangle en A g(Zc Zp ) =—Zou | Zc=2%a —jp ou—ibavecb€E
Zg—Za 2 Zp—2a
B g R*
A ~C
Points A, B, C, D cocycliques mesC = (mes D) [n] | ze- 25
A Zc-2Z4
Ou
i E——— ER"
mes C # 0 [m]
C Zp—-Zg
Zp—2Z,

XI-

Complexe et lieux géométriques :

1) Distance entre deux points A etB :

Soient A et B, deux points d'affixes respectives Za et Zp.

d(A, B) = ||AB||= 12z — Zul

2) Cercle de centre A etderayonr :

Soit M(;) d'affixe Zm. A d'affixe Za.

dAM)=re|Zy -2, =71

ldrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. I'SE. T'ome 1
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3) Médiatrice d'un segment :
Soit M(%) daffixe Zw; A d'affixe Za et B d'affixe Zs.

M appartient 4 la médiatrice du segment [A, B] si d(A, M) = d(B, M) &
|2y — Zpl =|Zy - Zg|

4) Droite passant par un point A et faisant un angle a avec I’horizontale

Soit M(i) d'affixe Zm ; A un point d'affixe Za et (D) une droite du plan.
(D) passe par A et fait un angle o avec I’horizontale si Arg(Zy—Z)=0+kn

XII- Complexe et transformations géométriques du plan

1) Translation :
La traduction complexe d'une translation est -

f(Z)=Z+q (avec q e C)

Ainsi la translation qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B d'affixe a’ + ib’
est: f(A)=B® (a + ib)+q=(a' + iby=>q=(a’ + ib")—(a + ib)
Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z)=Z+ q pour trouver la traduction complexe.

2) Homothétie :
La traduction complexe d'une homothétie de rapport k et de centre @ est :
f(Z) = kZ + q(avec q € C) ouAM' =KOMi<=>7" -0 =Kk(Z - o) avec :
- Z’:imagedeZ

-k :le rapport
- : le centre d’affixe Q

Ainsi 'homothétie de rapport k qui transforme un point A d'affixe @ + ib en un point B

d'affixe @’ + ib"est:

f(A)=B® k(a + ib)+q=(a’ + ib)® q=(a' + ib"y -k (a + ib).

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = kZ + q pour trouver la traduction complexe.
3) Rotation :

La traduction complexe d'une rotation d'angle fet de centre o est

f(2)= Ze' + q (avec q € C) ou OM' = d90M7Z’ — 0 = ¢(Z - w ) avec:
- Z’:imagedeZ

- O:langle
- o : le centre d’affixe Q

b

e e e —— e
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n un point B d'affixe

Ainsij 1 rotation d'
nd )
a' an b) e e «~

gle & qui transforme un point A d'affixe a+ibe _
b’ ’ ih! L
T blest: FA)=B & (q 4 ib)e“+q=(a’ + ib) @ q=(a +ib)~Ha*

9= v(a. +.ib) (€058 -+.ising),

Ainsi on remplace q par g4 valeur dans f(Z) = Ze' + q pour trouver la traduction complexe.

4) Similitude du plan :
\\“-L

Expression complexe :

Soit S une similjr,

' de directe du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M’ d'affixe
Z' tel que -

® Casd'upe similitude directe :

Zl = N . - .
aZ + b (ol aet b sont des complexes). Ces éléments caractéristiques sont :
" sonrapport k = |gf
" Sonangle @ = arg(q)
- Soncentre Q d'affixe w = —b— aveca # 1
—-da
®* Casd'une similitude indirecte ou inverse :
Z'=az7

+b (ot aetb sont des complexes) Ces éléments caractéristiques sont :

- sonrapport k = |4

- sonaxe(D):y = px + q.
b+ab
l1-aa

- soncentre Q d'affixe w =

5) Caractérisation des transformations
=aracterisation des transformations

Soit f la transformation:z’' = az + b

- St a = 1, alors f est une translation de vecteur # et d’affixe b.

- si @ = —1, alors f est la symétrie centrale de centre Q d’affixe w = %b.
- sia ER*—{—1;1}, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre
b
Q d'affixe w = —.
! sia € C°—{1}et|a|l =1alors f est une rotation d’angle o .d’argument © = arg( a) et
b

de centre () d’affixe w = —

E - sia €C —{1}et|a| # 1alors f est une similitude directe de rapport

k = |a|, d’angle o ,d’argument © = arg( a ) et de centre Q d’affixe w = _ b __

1-5p-

Soit_f la transformation : Z'=az + b

- Sila| = 1,alors f est une symétrie orthogonale d’axe I’ensemble des solutions de

z'=z.

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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e similitude indirecte de rapport k = |a|, d’angle a,

- Si|a| # lalors f estun
= px + q etdecentre Q d'affixe

d’argument ©=arg(a),d axe (8): Y
b+ab

=
l-aa

EXERCICES

Forme algébrique

- Fcrire sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduire la partie réelle et
imaginaire de chacun d’eux :

)Z=(—1—-i) ;b)Z=i5; ¢)Z=——~— ;d)Z=(1+3)(3-2
0’ 30)Z=i5; 9 Z=pmms D)2 (1+3(3-20

On donne les nombres complexes suivants : Z; =1—2i et Z,=3+ i.

Ecrire sous forme algébrique : Z; + Z, ; Z, — Z, ; Z, X Z, ; Z% Zl =
2 1

Forme trigonométrique - Forme exponentielle

S Déterminer les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants :

. . —1-i
a) Z=—i ; b)Z=V3+i;¢) Z= 2* d)Z=—1+ i3;¢ Z=—1—i

0Z=(-V3-1)° s 9Z-"20 ) Z-(+D(-2-20) ;D Z=(-1+De

1+1
j)Z = —cosa + isina ; k) Z== —cosa —isina l) Z== cosa — isina
Compléter le tableau suivant
-5(1 - iv3)

Forme algébrique

1 i 3 .. 3
Forme trigonométrique 2[505 (_ _4_) + i sin (_ T)]

=)

Forme exponentielle

B Onpose: A= 5v2(1+i) ; B=-5(1 +i3)

Le Professeyr
Charga

o]

1) Déterminer le module et un argument de:A; B;A; vk AxBe

2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ=B

a) Ecrire Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
131

13m :
b) En déduire les valeurs exactes de Cost- et Sin =

¢) Calculer (Z )12
page 13
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-Onpose: z2=v2-3 —iV2+43

1) Calculer Z* puis déterminer son module et son argument
2) En déduire de ce qui précéde le module et un argument Z.

- I-  Onpose: |Z|=2VZ et arg[(1+imZ]=%t,

Déterminer la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

Vé-iv2
2

et Z2'=1-1i

II- Onpose:Z=

1) Ecrire —g-; sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

2) En déduire les valeurs exactes de Cos% et Sinllrz-

Détermination de I’ensemble de points

2 § Déterminer les ensembles suivants :
1) L’ensemble () des points M d’affixes Ztelsque: | Z =i =2
2) L’ensemble ( T') des points M d’affixes Ztelsque:|Z—i|=2
3) L’ensemble (A ) des points M d’affixes Z telsque: | Z+1—2i|=| Z—-1-i
4) L’ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Ztelsque:arg(Z-1+2i)= %+ kn

5) L’ensemble (@ ) des points M d’affixes Z tels que : arg( 22-2+ i)= _E +kn

- Le plan est muni d’un repére orthonormal (0;1;7)

z+1
z—-1

Soitz = x + iy un nombre complexe distinct de 1 et soit Z =

Déterminer puis construire l'ensemble des points M dont l'affixe z vérifie les conditions
indiquées :

1) |z]=1 2) Zestunréel.  3) Z est un imaginaire

Linéarisation. - :
o )

Ol Linéariser les expressions :A =sin’x ;B = 3%
X;B =cos 3 C =5in%x » cosx

Résolutiqln d’équations et systémes.

“ Résoudre dans C les équations suivantes :

RIEENA ST i

A

ECICA. Bamako-Mali, TSE, Tonﬁenll
- Page 14
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2)Z?-2Z+2=0 ; b)Z?-2Z+1=0; ¢)Z*+ 2sina Z+1=0;¢) Z2=2cosa Z+1=0

f4Z3- 4(1 + i) Z — (45 +26i) =0

1) Développer le produit de facteurs suivant : (x — 1)(x® + x? + x + 1)
2) Résoudre I’équation Z* = 1 . . _ '
3) En déduire des questions 1) et 2) la résolution des équations suivantes :
. (3Z+0)\3 3zZ+i\%, [3Z+i _
2+ 2%+ 2+ 1=0 puis () + (T2 + () +1-0
- On donne le nombre complexe Ztelque: Z=2+3i

1) Veérifier que 7*=—-119-120i

2) Déterminer les racines quatriémes de |'unité.
3) En déduire les solutions dans C de l'équation : Z*

=-119-120i

(A Résoudre dans €2 les systémes :

1)[21x22=6 .2)[(24-3:')2—52':—1
Z1+Z;=5 > (A-DZ+22' =2(1+1)

Résoudre dans C* le systéme sujvant :

X—y+iz=0
[x+y—- z=1(
(I+idx—-2y=2z-17;

| Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o,7

,}) » ON considére |e polyndéme P(Z) telque :
PZ)=2-3+50)22+ (- 4 + 9%)Z + 6~ 4i

1) Démontrer que I'équation P(Z) = 0 admet

ne solution réelle que I'on notera Z;, dont
on déterminera la valeur,

2) Facloriser P(Z) puis résoudre dans C I'équation P(Z)y=0

ELOg) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o

.{,7), on considere le polyndme P(Z) telque :
PZ)=2-4iZ-(6+i)Z+3i-1,

1) Montrer que I'équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure.
2) Factoriser P(Z) puis résoudre dans C I'équation P

(Z2)=o0.

EU7a| Soit f la fonction 4 vari

tid;

able complexc Z telle que : f(2)=7'-3723+ 322‘ 37+ 1
1) Prouver que si Zy est une solution de I’équation f(2Z) =0 alors les complexes : z_

o €t
— en sont aussi,
Zy

2) Déterminer f (1+ ) eten exploitant ce qui précéde, Lrouver toutes les solutions
de I’équation f(Z)=0.

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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| N 72— NZ +1
| - Soit le polynéme P(Z) définie par: P(Z) = 2* = (1 + v2)Z* + (2 + VZ)Z% — (1 +V2)
1) Vérifier que : P(Z) = Z2 [(Z + %)2 - (z + ‘%) (1++2) + \/‘Z—J avecZ# 0

2) En utilisant la question précédente, résoudre I'équation P(Z) = 0. -

On considére dans C le complexe u tel que : u = —1 - 2iv/2

1- Calculer les racines carrées de u.

2- Résoudre dans C I'équation : 272 4+ 2i Z + 2 =0.
(On notera Z, et Z; les solutions de cette équation).

1

—_+___

3- Montrer que

=2.

1 2

Figures géométriques dans le plan.

2.0) Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs: —=1-1{ ; 2 + 3i : —iO - 13i.
Démontrer que ces trois points sont alignés. (on fera une figure).

# Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs: 3 + i ; 2i; 2- 2i.

a- Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A.

b- Déterminer I'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on fera une figure).

223 soicnt A, B, C, D quatre points daffixes respectifs : —1 + §; —1 - i;2i;2-2i

a- Etudier la nature des triangles ABC et BCD.

3) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent 4 un mém

€ cercle dont on
déterminera le centre et le rayon. (on fera une figure).

{ On considére un repére orthonormé directe (O ; U : V )du
" A ; B; Cd’affixes respectives :

7 - 2[’6‘05(;—’-;)+15in(€l5r)]

DT T Cos(@)-ism() S Fem2-ai

plan complexe. Soit les points

ZA=—1+’i

a- Ecrire les complexe Z,; Z, et Z; sous forme €Xponentie]|e
b- Déterminer I’affixe Z, du point D tel que le trian .

gle OBD soit équilaara 4
dire la mesure de I'angle ( OB ; 0D ) = g quilatéra] direct, c'est-a-

@ Le plan est rapporté au repére orthonormé directe (O ; [ . % )
~ On considére : n

* Lepoint A d’affixe Z,=5 — V3,
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Le point B d’affixe Zg est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire
la mesure de I’angle (04 ;0B )= Z

. , ’ 3
* Lepoint Q daffixe Zg est tel que le point Q soit milieu du segment [0B].

D D.ét Le- Point K d’affixe Zy est tel que ABQK soit un parallélogramme.
erminer les affixes Z ; Zg et Zy respectivement des points B ; Q et K.

2) Dé k-2 o ,
] ) Démontrer que Ze 2 est un imaginaire pur. En déduire la nature du triangle OKA.

3) Soit C la point d’affixe Z; tel que Z, = 224
3

) Zx — Zpg . -
a- Calculer Zc" Que peut-on en déduire pour les points B ; C }t’l(/?

Zy—

On considére I'ensemble des complexes Z, tels que : Y € C ona:

23 ‘}_‘ Z 0 = 1
- 1+ i

Zny1 =

Zn

2

1) Onnote M,, le point d'affixe Z,dans le plan rapporté au repére (o,u,v).

a- Calculer Z, ; Z,; Zzet Z,.
b- Placer les points M; , M, , M3 , M4 et Ms.

2) Calculer le quotient : 5"_;'.11.:.1_23 puis en déduire la nature du triangle OM,, 41 M,

Transformations géométriques du plan.

B Soit (S) l'application de P dans P qui 4 tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M' tel que

Z'=(1 + i)Z + 1 - i. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (S).

Soit la similitude directe plane S de centre#A (1;1); de rapport \/5 et d'angle Epar
b la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M’ d'affixe Z',

Exprimer Z' en fonction de Z.

B8R Soient A, B, C et D les points d’affixes Za=—1- i;Zs=i;Zc=1 + 3i;Z0=5 + L
Soit S la similitude directe transformant A en C et Ben D.
1) Déterminer le rapport k et I’angle 6 de S

2) Déterminer |’écriture complexe f associée a S.
3) Déterminer I’affixe de Q le centre de S

YO Déterminer la traduction complexe de la transformation (I") dans chacun des cas suivants :
1) (T") est la translation qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe —2 + 3i

1 . . 3i
2) (T') est I'homothétie de rapport > qui transforme A d'affixe —1 + i en B d’affixe =2 + 3¢

- e s - Page 17
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, -2+ i
. + ienB daffixe
3) (") est la rotation d'angle ? qui transforme A d'affixe —1 tt

-Soit f la.tansformation définie par.Z’ =.aZ +3i

_ i.
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de

fsiia=2 puis si 857

2) Soient A(1) ; B(2 + i) ; A’(2i) ; B’(1 + i).Vérifier que AB = AP’
4 . . — ] = B,
3) Démontrer qu’il existe une unique rotation r telle que 7(A) =4 etr(B)

Problémes.

. , .. iz omplexe
Soit f I’application de C— {— i } dans C définie par:f(Z)= 711 Dans le plan comp

rapporté au repére ortho normal direct(o, i, ), on note M le point d’affixe Z

1) Déterminer les coordonnées du point B dont I’affixe Zj et telle que f(Z5) = 1+2i

2) Soit Z un élément de E. on note 7 le module de Z + i et 0. une mesure de son argument.
Exprimer la forme trigonométrique de f(Z) —i en fonction de 7 et o.

3) Soit A le point d’affixe — i

a) Déterminer I’ensemble (I") des points M vérifiant |f(z) — i| = V2

b) Montrer que B appartient a (I").

Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; u ; v°).
1) Résoudre dans C, I’équation Z> — (2 + 6i)Z- 16 + 12i = 0
2) SoitP(Z)=73— (4+6i)Z>— (12 —24i)Z+32—24i
a- Montrer que I’équation P( Z ) = 0 admet une solution réelle notée zo que I’on déterminera.
b- Factoriser P(Z) puis résoudre dans C 1'équation P(2)=0
Partie B:

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, ¢, j)

On donne les points A(2), B(4 + 2i ) et C(—2 + 4i).

1) a- Calculer le rapport Zc " 24 et en déduire la nature du triangle ABC
Zg—2,

b-Montrer que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]

c-Déterminer (A ) ’ensemble des points du plan d’affixe z vérifiant IZ -4~ 21‘[ = I z4+2
~ 4

2) Soit S la similitude du plan telle que S(A) = A et S(B) =C.

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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a- Déterminons le rapport k et I’angle 8 de la similitude S..

b- Déterminer I’expression de la bijection complexe associée a la similitude S.

¢- En déduire le centre de la similitude S.

Solutions

Forme algébrique

B Ecrivons sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduisons la partie

réelle et imaginaire de chacun d’eux :

AZ=(-1-i) =>2Z=(-13(1+)=(-13[(@)?* + 3(1)*() +3(MD* + (D)* ]
=>Z=-1(-2+2)=2-2i=>Re(Z)=2 et Im(Z)=-2

b)Z=i> =>Z=i?xi?xi=(-1)(-1)xi=i=>Re(Z)=0et Im(Z)=1

i i i i(5— i) 1+5 1 . .
c Z:—-—-—-—-— =>Z: = = = = i—
) (1+i)(3-20) 3-2i+3i+2 S5+ (5)2+(1)2 26 26 T iz

=>Re(Z) =- et Im(2) ==

6 6 6
0)z=(1+3)(3-2)=>2=3-2i+T—4=-1-2i—6 avecT=

=>7=-7—2{=>Re(Z) =—-7 et Im(Z) = -2

OB On donne les nombres complexes suivants : Z; =1—2i et Z, =3+ (.

Ecrivons sous forme algébrique : Z; + Z, ; Zy— Z, ; Z1X Zp 5 Z% %z
2+ 2, =(1=20+(3+ ) =1-2i+43+ i=4-i=>Z1+ Z, =4~
Z,—Z, =(1-20)=(3+ ) =1-2i—3-i=-2-3i=>2Z;— Z, =—2-3i
Z; X Zz=(1—2i)><(3+i)=3+i—6i+2=5—5i=>21><22=5—5i

72 =(1-2i)2=1-4i-4=-3-4i=>7] =-3 -4

i o 13 .1
Z, 3+i (3)2+(1)? 10 10 10 Z; 10

. . . L . . 2 17
Zp; _ 3+1 =(3+1)(1+21)=3+6t+1 2=1+7'=1—+i—=>-3=—+1—5—
z, 1-2i (1)?+(-2)? 5 5 5 5 Z, S

) ; Page 19
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Forme trigonométrique - Forme exponentielle

lexes suivants :
. Déterminer les formes trigonométrigues et exponentielles des nombres comp

AZ=—i=> |Z|=1 et arg(Z) = —% alors Z=COS(—§)+i5in(—§)
D)Z=V3+i=> |Z|=2 et arg(2) = E alors Z = 2[6‘05‘( ) + lsm(ﬁ)]

—"1-1i V2 51T NF3 5w . o
C)Z—. => Pt = E_:_ =_[ (__) + isin )]
> 1Z| , ctag@)=m+7 == alo;.s Z=|cos\

DZ=-1+ i3 = |Z] =2 et arg(2) = n-—;=—alorsz 2[605( )+Lsm(—-)

. o 5
€ Z=—=1- i=>|Z| =2 et arg(Z)--— alors Z——[COS(D * ism(Tn)]

f)Z=(‘\/§—i)3.Posons A=—\/§—i=>|A|=

7
et arg(4)= 11'+-Jr5=?1lr

= 121 =14P = (2)° = 8 et arg(2) = arg(4)® = 3arg(4) = 3(Z) - 7
alors Z = 8[003 (%) + isin (77”)]

-V3-i

1+

g L=

. Posons :
=—V3-i=> |Al=2et agd)=n+1=""
B=1+i=> |B|=v2 et arg(B)=7]

A 2
Alors |Z|=|A| 4| =2V

7 T
- |31_ﬁ"—z__ 2 et arg(Z)= arg() arg(A)—arg(B)=f—:

=> arg(Z) = 14”1; L 111: alors Z =2 [cos (1—1122) + isin (111_2”)]

h) Z=(1+i)(— 2 — 2i). Posons :
A=1+i= |A|=V2 et arg(A)=%

5w

B=-2-2i=> |B|=2V2 et arg(B)=m+ 7 =7

Alors |Z| = Al % |B| = V2 x 24/2 = 4 etarg(Z) =arg(A X B) =arg(A) + arg(B)
rr = = 3n

=>arg(Z) = = t T =T =5 alosZ= 4[cos( )+£sm(2)]

iy Z=(- 1+ i)e' = . Posons :

R ; ———

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 Page 20
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n o ==
A=-1+i=> |A|=VZ et arg(4)=~ 7 alorsA=V2e's

=131 13n

E -t -sm ,_131:)_“ i ]
“B=e'% > Tk B=fBeln xe'e =yBel = ﬁ-{ws-*( 7 ) trsm

12

Alors Z =2 [cos (— 11—32”-) + isin (“ 13“) ]

12

1) Z = —cosa + isina

1Z| =/ (—cosa)? + (sina)? =+cos?a + sin?a =1
cosl = —cosa

arg(Z) est tel que : =f0=r—q
sin0 = sina

Alors Z = cos(m — @) + isin(n — a)

k) Z== —cosa — isina

De méme, ici : le cosinus est négatif et le sinus est négatifdonc 8 =7 + ¢

Alors Z = cos(m + a) + isin(m + a)

l) Z==cosa — ising

De méme, ici : le cosinus est positif et le sinus est négatif alors § = —¢

Alors Z = cos(—a) + isin(—a)

Le tableau Complété est le suivant :

Forme algébrique =5(1 — iv3) _g + i? I3
e
Forme trigonométrique IO[Cos (4_3_") +iSin (4?")] [Cos (_ §4_") +isin (_ STH)] 2[Cos (— 3—:5) + isin (— 345)]
—
Forme exponentielle ‘Oel% ei(:%) zei(_i_n)

On pose : A=5v2(1 + i) ;B=-5(1 + i\/§)

- B A

1) Déterminons le module et un argumentde: A; B ; A4 - S AXBet —
m
A=5V2(1+i)=> |A| =10 et arg(4)= 7

T 41
B=——5(1 + i\/§)=.> |B] =10 et arg(B)=m+ Y

. md —
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4= 41 =10 et arg(4 )= —arg(4) = _i'-

™\, (4"

1Al % |B| =10 x 10 = 190 etarg(AxB)=arg(A)+af8(B)=(Z)+(3 12
| dal _al_ 10, A 2) = arg(A) — 2arg(B)
Bz| |3|2 102 19 °© arg(?)=a:g(A)—arg(B ) =arg !

=>arg(4 )= g —o(4m\_ 7T 8x_  20m
3 12

B| _18|
I I = |A| ‘1% =1 et arg(% ) arg(B) — arg(A) = (—-) _ (_E) = 113:
A% B| < N-%=

2) Soit Z un nombre complexe te] que:AZ =B

a- Ecrivons Z soys forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
Forme algébrique de Z

AZ =B=>7=B_50+1V3) -(1+03)_ -1-w3 _(-1-WA)(V2- ‘2\@
4 V2D VEIaw)  VZvioz (V2 )+ (v2)

7= VE+i(VZ-V6) -vi_y5 + ;0Z-V8)
4 4 4

D’ou la forme algébrique de Z est : 7 = = \/54_ 6 + i (ﬁ; ve)

Forme trigonométrique de Z :

D’aprés la question 1) on a : I | =1 et arg( ) 13rn

. ry - 13m
D’ou la forme trigonométrique de Z est : Z = cos( ) + isin (1311-)

3n 137
b- En déduisons les valeurs exactes de Cos— et Sm

Pour cela on égalise la forme algébrique et la forme trigonométrique,

Z = cos () + isin (2 = cos (B0) + isin (B0) - V2B | (v3- )

V2 -6 l_(JZ—\fé) 4 "%

Z=—T'—+ 4

13n —\/:2'—\/6 ; 137 _ (\/5— 6
Par identification, on a : cos( > ) 2 et sin (—1—2—) = _TD_
c- Calculons (Z)1?

Pour cela on utilise la forme trigonométrique de Z

Z = cos (1132 ) + isin (1132 ) > (Z)'*= [COS (13 ) + isin (1132") ] =

IAricca DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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+ isin (12 X 13—") = cos(13m) + isin(13n)

(z 12 _
)12 = o5 (12 x 13m =

12

Dot (2)2 = cos(13m) + isin(137)

ol O pose: Z=y2_3 —if2++3

1) Calculons 22 puis déterminer son module et son argument

Z2=\2-\3 213 = 72 =(m—i\/2+ﬁ]z

=21~ () A 575
2= (2-43) -2{\/(2*—\/5(2“/5)—(2“/5)

2 .
Z2=2-3-2i-2-\3="23-2i = 22| =4 et arg(z®) =

2) En déduisons le module et un argument de Z
2’| =4= 2| =

7T 7
arg(22) = - <=> 2arg(2) = => arg(2) = 2

I- Onpose: | Z|=2V2 et arg[(l + i\/§)Z] =—

Déterminons la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

arg[(1 + iv3)Z] =_;[' & arg(1 + iV3) +arg(2) —_n => arg(Zy=— — arg(1 + iV3)
T : n _Tm-4m 3w w
=> arg(Z)——— -3 (avecarg(l + L‘\/-S_) = 5) =>arg(Z) = — = =7

D’ou la forme trigonométrique de Z est: Z = 22 [cos( ) + isin ( 4)]

5ei(3)

Et la forme exponentielle de Z est : Z = 2+2e

\/-6__':\/f ! i
II- Onpose:Z = . et Z'=1-1

1) Ecrivons Z sous forme algébrique puis sous forme trigonometrique
Zt .

% Charqe 1R

B\ du Cours ,’Tz-t‘--
%, /i

_____JE—:\/E et Z'=1-1

Pose Z = >

- Forme algébrique :

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Ma
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z V- ivz
= Z .3 _VE+vi, 5-i

“Br ~ \-/‘1,_,{ g L g

Forme Trigonométrique

z=Ye-iv2 .
2 =>IZ|= \/E etarg(Z) = __6_
F=1-1=12'= V2 etagz) = -
4
= |Z|_12I _vz m_X
== = = — == — Z ’ m _(_=)=—
Zl iz1 vz 1 etarg(7)=arg(2)—arg(Z)=('g) ( 4) 12

D’o la forme Trigonométrique de Z est
Z _ 12| i

—_—

T
zZ |z [cos(8 - 6") + isin(6 - 0")] = % = % [cos ({%) + isin (1—2')]
z
=_= Y 4 isin (T
7 cos (12) + isin (—1—2)

2) En déduisons les valeurs exactes de cos (%) et sin (1"—2)

Pour cela on égalise la forme algébrique et la forme trigonométrique.

= Y + isin (&
= cos (12 + isin (12)

Zz
Zf
A S5 AU 20

=>cos(1) + istn(1)= V6+v2 | VE-v2

12 12 4 4
4 4
. . . /4 V6 ++2 . T V6 -2
Par identification, on a : cos (1—2) pa— et sin (ﬁ) i

Détermination de I’ensemble des points

| Déterminons les ensembles suivants :

1) L’ensemble (Q) des points M d’affixes Z telsque : | Z —i | = 2
Posons : Z, —i=0=>Z2, =i=>A(})

Alors L’ensemble () des points M cherché est le cercle de centre A(g) et de rayon r = 2.
2) L’ensemble ( ') des points M d’affixes Z telsque : | Z — i | = 2
Posons: Z, —i=0=>Z,=i=>2Z, - —i=> = A(-D1)

Alors L’ensemble ( ') des points M cherché est le cercle de centre A(_"l)

3) L’ensemble (A ) des points M d’affixes Z telsque : | Z+1—2i|=|7 _ 4 ~i|

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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mag-matns. v -

Zy +1— 2 , _
Posons : ] - tl-2i=0 Z,=—1+2i Z,=—1+2i A(S)
. Zn ey =>{ et =>[ et => et

s—1—-i=0 Zg=1+i Zg=1—1i B(_ll)
Alors L’

ensemble (I") des points M cherché est la médiatrice du segment [AB]
4 ? -

) L’ensemble (@) des points M d’affixes Z tels que : arg( Z - 1 + 2i )= % +km
Posons:Z, - 1+2i=0=>2, = 1-2i=>4(_)

Alolrs L’ensemble (p) des points M cherché est la est la droite (D) passant par le point
A(_,) et faisant un angle o = §+ km avec I’horizontale.

5) L’ensemble ( @ ) des points M d’affixes Z tels que : arg(2Z- 2+ ()= —E + kn
arg(2Z- 2+ i)= =~ +kn

=>—arg(2Z+2—1i) = —T+kn

=>arg(2Z+2—1i) = =~ kn

=>arg[2(Z+1-3i)] =7~ k<=>arg(2) +arg( Z+1— 3i)= 5 —kn

=>arg( Z+1— 7i)=F— kn =>arg[Z- (-1+ L) =2 ke

<=>Arg(Zy — Za) = f —kmAvecZ,=—1+ %i => A(—l)

[0 R

Alors I’ensemble () des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A(‘f‘ )et
2

faisant un angle o = E avec I’horizontale.

§ Le plan est muni d’un repére orthonormal (0 ;1 j')

) z+1
1 Soitz = x + iy unnombre complexe distinct de 1 et soit Z = 3
Déterminons puis construisons l'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie les conditions
] indiquées :
+1
. 1)|Zl=1®|2+1=1©lz———'=1©|z+1|=lz—1|
l z—1 lz— 1]
Z,+1=0 Z,=-1 A(‘ol)
} Posons : et => [ et => et
-1 = ! — 1
710 2y =1 52
] Alors L’ensemble des points M cherché est la médiatrice du segment [AB]
1 Lavicoa NEMRFIE D E&(t BECICA Ramakn-Mali. TSE. Tome 1 Page 29
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2) Z est un réel.
z= z+1
z-1

Onsaitque: Z = x + iy

g G+ xHD+i) _ [x+D+ i -D-i(y)]

(x+iy)-1 (x=D+i(y) (x-1)% +(y)?
z- XA li2y)  xeyol L -2y
(x=1)"+y (x=D*+y*  (x-1*+)?

Zestunréelsi -2y = 0 =>y =0
Alors I’ensemble cherché est I’axe des abscissés.
3) Z est un imaginaire

Z est un imaginaire si x> +y*—1=0
, 0
Alors I’ensemble cherché est le cercle de centre 0 etderayonr =1
Linéarisation.
En utilisant les formules de Moivre et d'Euler, linéarisons les expressions suivantes :
A(x)=cos’x ; B(x)=sin’x ; C(x)= Cossg ; D(x) = cos’x+sin’x

Linéarisons A; B; C; D

e Utilisation des formules de Moivre

A(x) = cos’x
= 3 _ -
Z+Z 3 s s
Posons 8 = x => A( x ) = cos’@ = (Cosf)? = ( 2 ) =(Z(:)axz) =£ﬂ£i§i32‘z_zlz_‘_3
_ (23 + Z3) + (3z2Z+32Z%) _ (Z°+72%)+ (3222 +3272) 23, 53 _
=>A(x)= . = . =S_+Z)+3\££Lz)_
8

Or Z"+ Z"=2Cos(nf)=>Z*+ Z3=2Cos(30) et Z+ 7 =2Cos0
Deméme Z"Zh=1=> ZZ=1

2Cos(30)+ 3(2Cos(0)) _ 2Cos308+6CosH 2

=>A(x)= -
(x) o 8 = E(COS3B+3C039)

=> A(x)=7(C0s30 + 3 CosB) or6=x

o

d.-
-

|

)

LLEELLL LY

a-
-

b

&y ™Y &Y 39 g

t
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mat-macns. ‘Lome 1

=>A(x)= %(Cos3x + 3 Cosx)

B(x) = Sin3x

(2i)3 —8i

=>B(x)=E =2+ (3222 +322%) _ (23-2%) - 322(2-2)
—8i - —8i

Posons =y == B(x) = Sin’0 = (5in6)3 = (Z‘ 2)3 _(2-2° _73-37Z+3222-7°
2i

(9) n_ 5n_ n:a- =
r Z z"—zusm(na)=>z3—_z3=2iSin(3e) et Z—Z =2iSind

De méme z77n=1=> 77 =1

=> B(x) = 25IN(30)+ 3(2iSin(6)) _ 2isin30+6iSin® _ 2i ,
Y = e == (Sin360 + 3Sing)

- 1,
>B(x) = -3 (Sin36 + 35in6) orB=x
=>B(x)=—2(Sin3x + 3Sinx)

Clx) = Cossg

Posons@=X=> C(x) =cos’0 = (CosB)5 = (Z_’f)s _(+ Z)5
2 2 (2)5
C(x)= Z°+52%Z +102322;- 10Z2Z3+ 5274+ 75 -
2

—>C(x)= (Z5+Z5%)+ (52%Z +527%) +(1023 22 +1022%23)
32

(25+25)+52Z(Z%+ Z%) +102222(z + Z)

=>C(x)= 32

Or Z"+ Z™=2Cos(n0)=>Z> + Z>=2Cos(50) ;Z°+ Z*=2Cos(30) et
Z+Z =2Cos0

De méme Z"Z"=1=> 77 =1et2272=1

3 10( 2 Cos®
e e e — Z(Cos56 +5 Cos30 + 10Cos6)

=>C(x) =

=>C(x)==(Cos56 + 5 Cos36 + 10C0s) or§=3
1 S5x 3x x

=> C(x)=;(€os7+ 5 Cos—z— + 106‘055)

D(x) = cos3xesin’x

. Z+Z 3/z-2 3
Posons 0 = x =>D(x) = cos’0sin’0 = (Cus6)3(SinB)3 = (—:_) (‘;’)

Tdrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE, Tome 1  Page27
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_ = (Z+2)° (z-2)} (z+2)3(z-2)®
=>D(x)= @3 23 — 64i

23+ 32%Z ¥3772¢ B (23> 3727 ¥3ZZ2'7%) -

4

4

Aprés development, on a -

{

(Z5-26) + (-3 2972 4 3z2Z%)  (z5- Z9) -32272(z2- Z?)
— 64i —64i

g

Or Z"— 7" =2iSin (nf) =>76 — 76 = 20Sin(60) et 22 — 22 = 2isin(26)

El

Vo
D B D O BBl EEE T GEEE s O mmmm O mwi %

Deméme Zn7n=1=>z272_

2iSin( 60)— 3(2isi 20 i . ,
=> D(x) = _sf” n(26) _ 2 (Sin66 — 35in26) =2 (Sin68 — 35in26)

Or 6=x =>D(x)= < (Sin6x — 3Sin2x)

e Utilisation des formules d’Euler

A(x) = cos’x

H

i -6y 3 i -ig3
Posons 0= => A(x) = cos’0 = (Cose)? = (£2420Y" _(e e

8
g

23i9+ 382i66—i9+ 3eiee—2i6+ e—3i6

e3i6+e—3i9+33i6+ 39—1-,9 (esi6+e—3i9)+ 3(eie+ e—ie) -
=>A(x)= 3 = 5

Or €™ + ™M =2Cos(ng) => e36 4 =30 yC05(3g)
Et e + e~0=2Co0s0
De méme e"® o ¢=in0= | =5 ,i0 , ,-i6 1

2 30 2C 0 2Cos308+6Cos0
=> A(x) = 2805 ):83( as(8)) _ 2Cos "= =2(Cos36 + 3 Cosé)

=> A(x)=%(C0339+3C039) or 9=x =>A(x)=%(CosSx+3Cosx)

Résolution d’équations et systémes.

s Résolvons dans C les €quations suivantes :

a)Z* —2Z+2=0 =>A=—4=4{ zlors

L

_ZC2)-VaZ _2- g )

7 =—(—2)+\/4i2____2+ 2i i
2 2D > =1+

| e
O

ldrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome'1 Page 28
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=>8=(1-i;1+i)
: 2
b)Z2-27+1=0 =>A=0alors: 23 =2 =% = e 5 =1 = 5={1}
€) Z% + 2sinaZ + 1 = 0 => A = 4sina — 4 = —4(1 — sina) = 4i*(cos*a) = (2icosa)?

—(2sina) - \/(2i 2 -2sina- 2icosa ; ,
Z,= ( ) (2icosa)” _ = —sina — icosa ¢t

2(1) 2
—(2sina ) + (2icosa)? —2sina + 2icosa . .
Z;= ( )2(1)( X - > = —sina + icosa

[ o o

=>§ = {-sina — icosa ;—sina + icosa}

i

d) 22 — 2cusaZ + 1 = 0 => A = 4cos?a — 4 = —4(1 - cos?a) = 4i%(sin*a) = (2isina)?

7 = —-(—2cosa) — /(2isina)? _ 2cosa- 2isina
= =

= cosa — isina et

] 2(0) 2
T
—(=2cosa )+ /(2isina)? _ 2cosa+ 2isina ..
Z;= 2(D) = . = cosa + isina

L

=> 8 = {cosa — isina ; cosa + isina}

e)4Z2 - 4(1 + i) Z — (45 +26i) =0

b= [—4(1+0)]? — 4(4)[- (45+26i)]=16(1+2i — 1) — 16(— 45— 26i)

(-

= A=720+ 448

b

x‘z_y2=720 xZ_y2=7,20 (1)
_ 2xy = 448 <=>{ xy= 224 (2)
== 22 + y? = [(720)2 + (448)? X2+ y2=848 (3)
N Effectuons: (1) +(3)
"i Ona:2x? = 1568=>x>= 784 =>x = —28 ou x =128
- _ 224
— (2):xy= 224 =>y= "
i = 2= = x+iy =>86=-28-8i
o Six=-28 =>Y= "5 B oo HmrEY 5,=28+ 8i
= 2= =x'+iy' =>027 i
g e Six'=28 =>Yy = 3 g8 et §z y
] =28 — 8i =28+ Bi
) Alors les racines carrées de 72 sont §; = —28 —8i et &2 2
’ —[—4(1+£)]+(—28—3i) =—24—4i - _3— %i
Z,= 2(4) 8

]

. : 1. . 37
—[~4 (1+i)]+ (28+80) -2 s %i =>S=[—3_ 2t T Zl}

a0+ (28 B
wJ Z;= 2(4) 8
. Page 29
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1) Développons le produit de factems suivant ¢ (x — 1)(x3 + sz + x+1)
(x—DE*+ 22+ x+ 1)=x*—-1

2) Résolvons dans C I’équation Z ‘=1 |

Z¢=12*-1=0 @(22—1)(zz+1)=0®.(Zz_1)=0 ou (22 +1) =0

Alors 22 —1=0=>2?=1=>Z=-1ou Z=1
DemémeZ?+1=0=>22=-1®2?=i{2=7=—| ouZ=i

=8={-1;1;-i;i}

3) En déduire des questions 1) et 2) , la résolution des équations

Z-1 Z-1 Z-1

C-1)(Z3+Z*+Z+1)=0 et [(3:_‘“1i)—1][(3z+‘)3+ (ﬁ)ﬂ (322 +1]=0

_ 3, 2
s Z-1D)(ZP+Z?+Z+1) =002 -1=0 D’apres les questions 1) et 2), on a :

Z;= -1 12, =1;2; =—i ; Zy= 1
[(3z+1 _ ][(3z+u) (3z+1) + (3z+1)+1] 0

+ i o irs. . .
o ) ainsi I’équation dévient :

e
L

CZ-D(Z*+2?°+Z+1)=0 =>2,= -1 3 Zy=1;23 =—i ; Z, =i

il

~SiZj= 102X =1037 + i=-1(Z- Dedz=1-i=>z-22=2_1, E

“ N |
—-Siz,=1® 3Z+'—1@32 +i=1(Z-1)®2Z=-1-j=>z="21"f__1 1,

2 |
—SiZy= —i® =32 + i=—i(Z-1)®ZB+i)=0=>Z=0

—SiZ,=i® BZZ_? i e3Z +i=i(Z-1)®Z@B-)=-2i=>7=1_
5

L)

On donne le nombre complexe Ztel que: Z =2 + 3§

1 1. 1 1., 1
=> =l — - ' o — — — . f o —
S {4 4" 2 zl'o‘s

n | W

-

1) Vérifions que Z'=—119-120i

o

Z'=(2 +30)' = (2)" +4(2)° (3) + 6(2) (3i)’ +4(2) (3iY +(3i)' = 16 +
96i - 216 - 216i + 81 = —119- 120i =>2Z'=—-119_ 120;

2) Déterminons les racines 4°™s de |

[———
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En Remplagant Z par sa valeur dans 1’équation (1), ona: —52

—=S={A+i;i);;1+i))

Réso
x+y—z=0

En utilisant la méthode triangulaire

matk-matns.

Les racines 4™ de 1 sont les racines 4*™ de I’unité qui sont données par la formule :

2km , )
[1 :T]orn=4 =>20=1; zy=1 ; 2,=—1; z3=—1

3) En déduisons les solutions de Z* = — 119 - 120i
OnaZ'=—119-120i ® 7= (2 + 30"

Donc pour trouver les solutions de Z*= — 119 - 120, on multiplie les racines 4*™ de 1’ unité
Par (2 + 3i) Ainsi:

Z1=29 X(2 + 3i)=>Z7,= Ix(2 + 3()=2 + 3i
Z2=2z1X(2 + 30)=>Z,=ix (2 + 3i) = —3 + 2i
Z3=2;X (2 + 30)=>Z3=—1x (2 + 3i) = —2- 3i

24=23X(2 +30)=>Z4=—ix (2 + 3i) = 3— 2i

('a8E Reésolvons dans €2 les systémes :

Z1XZ,=6 =
1) { VR @ {P 6 Résolvons ainsi I’équation : X2 —SX + P = 0

Zl+22=5 §=5

=>X*—5X+6=0=>A=1 alors X, =2 et Xi=3=> =>8={(2;3) ; (3;2)}

N [2+30)Z 52" =1 (1)
){(l—i)Z+ZZ'=2(1+i) 2)

En multipliant I’équation (1) par 2 et 1’équation (2) par 5,ona:

(4+6)Z —10Z' = -2 (1)
{ (5—5i)Z + 102" =10(1 +1i) (2)

=> Z[(4 + 60) + (5 - 5] =—2+10(1 + i)

. o . . 8+ 10i
=>Z(4+6i+5—5)=—2+10+10i @ Z(9+i)=8+10i =2Z= yer
PN CLa LD DI ZEZUSE PHE Y S I
= (9)7+ (1) 82

= S5i=>Z =i

Jvons dans C* le systéme suivant :

(1+L)x_.2y=22—2!

(méthode du pivot de Gauss),

M

‘L O
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x-—y+i2=0
x—y+iz=0 2y — Z('1+‘)=0_
jx+y-z=0 > z(2+D =2t .
Q4 x-2y=2z-21 " z:%

. 4
2i _ _2i(2-1) =2+4l=£+ii =7 =z-+i;
2+i (@2+ (W2 5 5 5

=7 =

3 3 1 1
— + i_ —_ — + | —
y 10 = et x > 15

2

3 ,.3.2 .4
'|‘lg', 5+15)}

— 1 .1
“>S={(E +l'5‘; T

L5 Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,7, /). on considére le polynéme P(Z) telque :

PZ)=2-(3+5)Z2+(—4 + %) Z+6- 4i

1) Démontrons que I'équation P(Z) = 0 admet une solution réelle que I'on notera Z;, dont
on déterminera la valeur.

Soit Z; = a cette solution réelle telle que :

Z3-(3 + 5i)z§+(—4 + 9)Z,+6-4i=0,
<=>(@)®* - (3+5i)(@)?+ (=4 +9)(a) + 6 —4i=0
<=>g3—-3a?—- 5ia’— 4a+9ai+6—-4i=0
<=>(a®-3a?—- 4a+ 6)+ i(—5a%’+ 9a—-4)=0

(a®—3a2— 4a+ 6)=0(1)

<=>{(—5a2+ 9a—4) =0 (2)

NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons ’équation (2) : = 5a® + 9a—4 =0 =>A= (9)? — 4(—5)(- 4) =1

n | b

=>q, =1 eta; =

Et par vérification dans (1), on remarque que :

I i vérifie I’équation ( 1
a; =1 estla seule solution qui vérifie I'équati (1)

D’ou Z; =a= lestla solution réelle
2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C l'équation P(Z) =0

72+ (—4 + 90) 7 + 6 — 4i ( En utilisant la méthode d’Horner )
)22+ (-

P(Z)=Z3—(3 + 5i
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S L | =3-5i [-4+9 6— 4i
1 N P v
1 —2—5i —6+4i
_ll —2-50 | — 6+4i 0
Zy a [;l Cl

=>Z3—(3+5i)Z’-+(—4+9i)Z+6—4i=(Z—Z.)(aZ2+bZ+c)
<=>ZP~(B+50)Z2+(— 4 + 90)Z+6—4i= (Z-1)[2* + (—2-50)- 6 +4i
DouP(Z)=0 <=> 22—~ (3+5{)Z>+(—4 + 9)) Z+6- 4i= 0<=>

(Z-1)[Z2+ (-2-50)Z- 6+ 4i]=0<=>Z-1 =0 ou Z2+ (—2—5))Z- 6+4i=0
=>Z7Z=1=>2 =1 ou 224 (—=2-5)Z- 6+4i=0

SiZ?+ (—2-50)Z- 6+4i=0=>A=[-(2+5)]* - 4(1)(- 6 +4i) =3 + 4i

xt—y2=3 x2—-y*=3 (1)

x?+ y2 =(3)2+ (4)? x*+ y2=5 (3)
Effectuons : (1) +(3)

Ona:2x2 = 8=>x2=4 =>x= -2 ou x=2

L1 et Si=x+iy =>8=-2-i
'=32=1 el Sr=x'+iy' =>8=2+i

Alors les racines carrées de Z sont : §1=—2—1 et 602=2+ 1
= (=304 (-2-0) _ 4 _ o
Z,= (1) > 20

Zaz—(-32i():)(2+i) =4;6i =2 +3i=>S={1; 2i ; 2+3i)

%@ Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, /), on considére le polynéme P(Z) telque :
P(Z)=Z3—4EZZ—(6 +i)Z+3i-1.
1) Montrons que I'équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure.

Soit Zo = ib cette solution réelle telle que :
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Z3 —4iZ2—(6 + i) Zy+3i-1=0,

<=> (ib)3 — 4i(ib)> — (6+i)(ib) + 3i—1=0
<=>—ib3+ 4ib® - 6ib+b+3i—1=0
<=>(b—-1)+ i(—b>+ 4b2— 6b+3)=0

<=>[(b-1)=0 (1)
(—b*+4b%2— 6b+3)=0(2)

NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.
—o=>b=1

Ainsi résolvons 1’équation ( 1) qui est la plus facile résoudre : b — 1= 0=>

Et par vérification dans (2 ), on obtient :

—(1)3+4(1)* - 6(1) +3=0

<=>—-14+4-6+3=0

<=>-=3+43=0

<=> 0=0 Vraie

D’ou Zo =ib = i est la solution réelle

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C l'équation P(Z) = 0.

Factorisons : Z> —4iZ?—(6 + i)Z+3i-1

1 —4i |- 6—1 3i—1
[ i 3 —3i+1

1 —3i - 3—1 0
Zo a b c

=>73 _4i 7 - (6+D)Z+3i—-17 (Z-Zo)(aZ*+bZ+c)

c=>73_4i 72— (6+D)Z+3i-1= (Z-i)(Z*-3iZ-3-1)

DonZ}—4iZ2—(6+i)Z+3i—1= 0<=>(Z2-i)(2*-3iZ-3-i)=0

<=>7Z-i=0 ou Z*-3iz-3-i=0
Z=i =>Zp =1

Ou Z2-3iZ-3—i=0=>A= (—3i)2 - 4D(=3-D=3+4
ldrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 e —
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¥2 _ 2
y°=3
2xy = 4 Comz 2y
2
F1y =@ @ (24y=5 (3)
Effectuons:(l) +(3)
Ona:2x? = 8=>x2=4 =>x= -2 gu x=2

(2):xy=2=>y="12

x

. Slx=—2 =>y—i=_1

= et &1=x+iy =>86=—-2-1
* Six'=2 =>y'=£2=1 et Sr=x'+iy’ =>0=2+i
Alors les racines carrées de Z sont : §1=—2—1i et §2=2+ i
-(=3i)+(-2-i) -—-2+2i
Z = = - 1
1 2(1) > 14+

—(=-30)+(2+1i 2+4i
z,==¢ 2()1)( Y- = =142

=>8={i; —1+4i; 1+4+2i}

Soit f la fonction  variable complexe Z telle que : f(Z) = Z* — 373 + %Zz -3Z+1
1) Prouvons que si Z, est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes :

_ 1 .
Zy et Zen sont aussl.
0

7o est solution de I’équation f(Z) =0 ¢ Z§ =3 Z5 + 223-3Z,+1=0

En appliquant la propriété du conjugué (z+2' =7+ Z"),ona:

=>Z8-3Z3 + 223-3Z, +1=10 ©73-323 +22¢ —3Z, +1=0

De méme — est aussi soluti ‘(1)4 3(1)3+3(i)2 Ix 2 +1=0
e me CZD est auss ution Si Zo Z 2 \7, Z

Conclusion : si Z est une solution de ’équation f(Z) = 0 alors les complexes :

- 1 .
Z, et ——en sont aussl.
2y

2) Déterminons f(1+ i) eten exploitant ce qui précede, trouvons toutes les solutions
de I’équation f(Z)=0.

FL+D) =1+ =31+ +5A+D-31+D)+1=0=>

B R T et t(_l_)=l+li
Zo=141 5 L= b Z, 1+i (1% +(1)? 2 2 2" € Zy 2 2
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. -.l-—-}—i;‘l"*"zl'i}
D’ou les solutions de l’équationf(Z)=Osont:'S={ 1+i;1-ti 77 272

i : LdV2IZ +1
- Sait le polyadme B(Z)définie par-RAZ) = 2~ 1bV2) 342 o) ()
1) Vérifions que : P(Z) = Z? [(Z n %)2 _ (Z+ ';_)(1 +ﬁ) + ﬁ] avec L # 0

P@)=2*-(1+v2)Z* + (2+V2)22 - (1+V2)Z +1

En mettant Z2 en facteur, ona:
= 72
P2)=22[22 - (14VD)2 + (24VD -5 (14D + 3] @
P2)=22|22-2 -2z + 242 -1-24 —1;] &
Z VA V4

P =22[(22+ 2+ 5 )+ (-z-1) + (—vEz-2)++2]| @

P@)=22(22+ 2+ % )~ (z+3)-vZ(z+3) ++Z]| @
(z+ %)2—(Z+ 2) (1 +v2) + x/f]@

2) En utilisant la question précédente, résolvons I'équation P(Z) = 0

P(Z)=2Z?

P(Z)=0®22[(z+ %)2—(z+ 2)(1+V2) + Ji]@zzqto ou

1\? 1
(z+3) -(z+3)@+v2D)+ V2 =0
Effect h i =Z+ 2
ectuons un changement de variable en posant X = Z + >, alors I'équation dévient :
X2 — X(14+2) + VZ =0=>2=[-(1+ VD] ~4D(2)=1-2V7 + 22>
A=(1- \/?)2. Ainsiona:

_=[-(+v2))- (1-v2)"  (1+vD)-(1-V2) _14VZ-1+VZ _ 242
- 2 N =—=V2

17 2(1) 2 2
~[-(1+v2)]+ }(1-»/5)2 _(1+m+(1—\/f)=1+ﬁ+ 1-v2 _ 2 _
1= 2(1) - 2 2 2

SiX=V2®Z+t %zﬁ@zz_ﬁZH=0=>A=("/§)2‘4(1)(1)=2~4='_2

=> A =2i°
_ ‘[2— ﬁ— =__——ﬁ+iﬁ=£ ._Z
Alors Z3 ﬁ2£2=-2—-l—2" et Zz > — T3
- slx=1@z+Eﬂ1c:>22—z+1=0=>A=(—1)2—4(1)(1)=1—4=_3
=> A =3i?

ome 1
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Alors 7, = 1-iV3
3=-—-_=1_.\/3 ) ' 1_+..‘/§- 1 . :
2 2 Tl et Z,= zl =E+i_f
R D'R.Ol‘jl S {}’2 1/-
= = i 2 ]fz
"l-—_‘-. T 2 1 3 1 .
2 LIPS LIS SR RO SURPN £
2 2+1'2 13 lz,;"i"“‘!‘-;-]

m On consiga
sidére dans C Je complexe u tel que : u=—1-— 2iV2

1
) Calculons les racines carrées de u

xt—y? =
ST
wEN2e w==2 @
x4yl = 2
x*+yt=3 3)
M+B)=2x?=2=>x2=1=>5=-1 1
= = - ou x =
(2):xy=—\/§:>y=_‘/§
Six = ;
X =-1=>y=42 et 5, =-1+i2
Six =1=>y=-2 et 5, =1-i2

2) Résolution dans € I’équation 272 + 2iZ + i+/2 =0

Ona= A = (i)2- (2) (i42) =-1-2i\2 = (1-i/2)?

Donzy = TIAHN2) 114242 L 1-23
1 =—-—1 et Zo=———i
2 2 2 D)
1 1
3) Montrons que |— + — =2
| 2
| -*i
1 Z, +Z| 2
-+ = =—=4/2
lz, |2xz| l } V2 V2

Figures géométriques dans le plan.

| Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs : -1-i; 2+ 3i; —10-13i
¥ Démontrons que ces trois points sont alignés. (on fera une figure).

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs —1-i; 2 + 3i; -10 - 13i.

Za=—1-i=> A(=1;-1)
7e= 2 + 3i=> B(2;3)

Zc=—10—13i=>C(—-10: -13)

Demontrons que : A B; C sont alignés :

a DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako- -Mali. TSE. Tome 1
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A; B; C sontalignéssidet( AB; AC)=0
LAB () =>AB(3) et AC(XeIX)=>AC(7)

det( AB; 4C)=[5  ’,|= (3)-12)- (4)(-9)=-36+36=0

Puis que det( AB; AC )= 0; alors les points A ; B; C sont alignés.

MW Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs: 3 + i : 2{ ; 2 - 2i.

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i: 2i; 2 - 2i.
Za=3+i=>A(3;1)

Zp= 2i=> B(0;2)

Zc=2-2i=>C(2; —2)

1) Démontrons que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A. (on fera une figure).

ar (M)_ T ous
o, _ " o . g Zp-2,) 2 ous
A ; B; C estun triangle rectangle et isocéle en A si : ot
AB = AC
o Ze—Za _(2-2i)- 3+0) _ -1-3i _ (=1-3i)(-3-1) _ 1_0;'_L
U Z0-24 (@) -G+ -3+i  (-3%+ (2 10

Ze-2 :
Et arg(zgizﬁ) = arg(i) =§

AB=(xg — x2)? + (yg — ya)? =/(0— 3)2+ (2— 1)>=V10

AC={(xc = x)* + (e = ¥a)? =/ (2= 3)*+ (-2- 1) =V10

(Zc— ZA) m
arg|(—=)= -
. . Zp—Za 2
Conclusion : Puisque : et

AB = AC = V10

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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W =

L

IR . 35,

P ——

2) Déterminons 'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC Avec D (’;)
A=) =G =) pe=() -(53)
= _ =R _ (- _ 2—x= -3 =5

AB = C<—>(_22_"y) =( 13)<_>{—2—y _1 =>{yx= 23

D’ou D(%,)

Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs: =1 + i ; —1-i ; 2i ;: 2- 2i.
Za= —1+ i=>A(=1;1) |
Zsg=—-1—-i=> B(-1;-1)
Zc=2i => (C(0;2)
Zp= -2 — 2i=> D@2 ;-2)

1) Etudions la nature des triangles ABC et BCD.

Pour le triangle ABC

Zc=2Zp __ (2i)- (140 _ 1+i _ (1+1)(2i)
Zg—-Z4 (=1-i) = (=1+i) =2i (0)2+ (-2)?
- Zc=Za =—2+2i=_—_1 1.

Zp—Za 4 2 + zl

B (B5) - g2+ 21)

AB=1/(xg — x4)2+ (75 — ¥a)? =/(= 1+ 3)2+ (-1- 1) =2V2
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AC=Trc— %Y ¥ (e — 7 =0+ D2 + (2 1% =V2

BC =G ~ ) B o)’ =0 3 DF 42+ 1 = V10
Alors le triangle ABC est quelconque.

Pour le triangle BCD

Zp=Zp _ (2-20)- (-1-i) _ 3-i _(3-i@-3i)_ -10i _ .

Zc—-2Zp  (21) - (-1-1i) 1+3i (02+ (32 10 '
Zp—-2 . -

Buag(2E2)- a0 -

BC=/(xc — x5)? + (yc — ¥5)* =/ (0+ 1)?+(2+ 1)2=v10

CD =G = %02+ Op = y2 =2 =07 + (-2~ 20 =V20 =512

BD =/(xp — %5)2 + Op — ¥5)? =@+ D7+ (=2 + 1)? =V10
Alors le triangle BCD est rectangle et isocéle en B.

2) Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent & un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon. '

Soit Q( x; y ) les coordonnées du centre de ce cercle.
les points A, B, CetD appartiennent a un méme cercle si :

d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)=r

dA:Q)=d(B; Q)<=>/Ga— x)? + 0= I Vi = x5) + Oa = y5)?

<=>\/(7¢+1)2+(;v-1)2=\/(7+1)2+(3’+1)2
e A1)+ — 1)F = (x/1)2+(y+1)2
<=>(y —1)2= @y +1)*

<=>-2y = 2y =2 J/=0

Ci0)=d(D:Q)<=> Ta = %)t + 0a— Y0~ V(= %)+ G = L
c=> JGo0YP+ (& - 202 =Jx-2)+(¥ +2)°

<> (e-0)4(y -2 = (x=2)P+(y+2)

En remplagant y = 0 par sa valeur dans |’équation ci-dessus, on a:
—4x+4=0 =>x=1
Dot ()

w,
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Orlerayonresttel que r=d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)

=>r=G+ 1T+ - 1?2 =J1+1)7+(0 - 1)* =5

D’ou les points A, B, C,D appartiennent 4 un méme cercle de centre 2( ) et de
rayon r= Jg

On considére un repére orthonormé directe (O ; U ; V )du plan complexe. Soit les points
A ;B ; C daffixes respectives :

Zy=—1+; . _Z[Cos( )+1Sm(s)] oo
R e

1) Ecrivons Jes complexe Z,; Zg et Z; sous forme exponentielle,

= . 3.
Zi=—1+i=|7,| = V2 etarg(ZA)=%r =>7,=VZet
Zy= Z[Cos( )+tSm( 5)] -7 = 25,»115r 2m; 2n

o) els) I T I
Ze=2-2 =|Zel= W2 etag(Zo)=-F  =z.=2yZe ¥

2) Déterminons I"affixe Z;, du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-
dire la mesure de I’angle ( 0B ; OD )= =

ZD_ZO _ Ef

OBD est équilatéral direct si et seulement si : = g3 Zp _ i >
1 "Zp-29 © ®23—93 (car Iaffixe de

. 2m. .
Porigine Zo =0). Alors Zp=Zze3 = 2¢3" x 3! = 27 = 2(-1)=-2=>7,=-2

-

Vi Le plan est rapport€ au repére orthonormé directe ( O ; U V).
" On considére :

o Lepoint A d’affixe Z,=5—iV3.
e Le point B d’affixe ZB est tel tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire
la mesure de I’angle ( 0A;0B)= -
e Le point Q d’affixe Z, est tel que le point Q soit milieu du segment [0B].
e Le point K d’affixe Zg est tel que ABQK soit un parallélogramme.
1) Déterminons les affixes Zg . Zo et Zg respectivement des points B; Q etK.
Zp _ T

& —=e3
Z4

Zpg —20 L
_ OAB est équilatéral direct si et seulement si: ZA Zo 3

(car I’affixe de I’origine Zp = 0). Alors Zp= ZAeB =(5-iV3) x (casg + ising) =
Zg= (5 — iV3) % (1+i‘/—§)=>zg=4+2n/§ et 3(2\75)

- Q est milieu du segment [0B] si et seulement Si:

age 41
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2
'o+2\f§=«/§ =>ZQ=2+i\/§etQ(ﬁ) .

_Xot+ xp 0+ 4 _yo+____yB=
e (XB"“) xq"’;’,‘() @

- ABQK est un parallélogramme i et seilement si AB K
- -1 xg =3
4-5 \_(2-xx 2-x 2 - = {
65) = (3002 G) = (53007 L =387 L= 28

=> ZK =3 - 2i\/§ et K (—23;/3)

e du triangle OKA.

) Zrr —
2) Démontrons que K24 oty imaginaire pur et en déduisons la natur

Zk=Za _ (3-2043)- (5-0V3) _3-20/3- 5403 _—2-iW3 _ (2= 13)(3+20¥3) =—N§i

Zk (3-2iV3) 3-20/3  3-203  (3)%+ (2\/5)2 21
= ZK—2Z4
=> . ..
est un imaginaire pur. D’ol le triangle OKA est r&ﬁ@le en O.

Zy

3) Soit C la point d’affixe Z, tel que Z, = 224
3

a- Calculons Zk ~ Zp Pui 3dui ' i
~ .- Duisen déduisons une relation entre les points B ; CetK

Zx—Z¢

2Z,4

ZC=__ ZA_§(5 L'\/_)_——l—

_Zxk =28 _ (3-20V3)=(4+2i3) _ 3-2iv3- 4213 -1-4i3 _ —(1+4iVv3)

Zx—-Z¢ (3—2i 3)- (1?0_i2_\3/_3') 3—2i\/§—1—:+ i%i —%—¥ —(1+4iv3)

3

Zy-Zg 1 Zg —Zp

7 est un réel. D’ou les points B ; C et K sont alignés.
-Zc

PBEE On considére 'ensemble des complexes Z,, telsque:Vn € C ona:

Znyr = ——In

Zo=1
{ "
2

1) On note M,, le point d'affixe Z,dans le plan rapporté au repere (0 ; U ; )

Calculons Z, ; Z5; Z5 et Z,.

1+ 1 1 1+ i 1
1+ _' . 1,1, 1+i, _ = ——
Zy= =2y = Iy= — 4+l jZy= —~ I3 L= 3

. . Zns1— ;
2) Calculer le quotient : 221~ % puis en déduire la nature du triangle OM n+1Mn
n+1

Page 42
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. 71— 2 (Li_tzn)_zﬂ_ S 1+
On sait que Z,,,, = 1+‘Zn=>_n_+_1__.-—"-= 2 (ca:Zn+1—-—2-—Zn)
2 Zn+1 TZ,,
— Zns1=2Z ._zn(l+i_1) (}_t_‘_l) _1+¢=(—1+i)(1—2i)=—1+i2+i+1=_2;i___i
Zn+a 1+( 1+ 14 i (1)%+ (1)
— Znsa- Zn z“( 2 ) ( 2 ) ' | o
Znes est un imaginaire pur. Alors OM, 41 My estun triangle rectangle en .

Transformations géométriques du plan.

Soit (S) I'application de P dans P qui 4 tout point M d'affixe Z associe 7' d'affixe M' tel que

Z'=(1 + i)Z + 1- i. Déterminons la nature et les ¢léments caractéristiques de (S).
- Rapport: k =|1 + i|=4/(1)2+(1)? =2
- Angle: 8 =arg(l + i)=%
1-i

=>

- Centre: = avec a = [ 11— =0
- a ec a=1+1i e b=1 P O=TT 040
IR R I Sl N ¢ S 9 O)) . ,
O=T 1 i = =1 + ialors le centre a pour coordonnees QG)

Soit la similitude directe plane S de centre A(1 ;1) ; de rapport \/2 et d'angle z L par
la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M' d'affixe Z'.

Exprimons Z' en fonction de Z.

Ona: le centre A(1 ; 1) ; rapport k = V2 etlangle 6=

L’expression de Z' en fonction de Zest donné par la formule suivante : Z' = aZ+b

Cherchons ainsi les complexes a et b.

= |a|(cos @ + isinf) <=> a = k(cos@ + isinf)=>a ~\/_(cos- + isin ) =aq=1+1i

or a=14+1i <=>

b
affixe — @ 1+ (=
1-a

On sait que le centre A(1 ;1) apour 4
b b b
14 0= - & 1+ 1i= ; = & 1+ i=—=b=1-1
1-(1+40) 1-1—1 -1
DouZ =@Q+)Z+1-1 {;El\

a=—1-1i;Zp=1i;Zc™ 1 +AioZo=5 + L.
= leﬁm*,‘%w; [ u‘
Charg> :
du Cours

BEW Soient A, B, C et D les points d’affixes Z

Soit S la similitude directe transformant A en CetBenD.

1) Déterminer le rapport k et I’angle 0 de S

La traduction schématique d’une similitude directe S qui transforme Aen C

\drissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1

Scanned by CamScanner



A

A C
B D
[AB] | [CD]
k=[CD]=IZD"ZC|= (5+i)-(1+30)| _ I4—21| \/1'5’_:_ ‘5; \[4_ 2

i—(-1-1i) |1+21| \/1+4

[AB] Zg—Z4

w
4 2!) arg (_21) —-— -

e O= p—Z
mes (4B CD) =are (272) =rs (50

2) Déterminons I’écriture complexe f associée a S.

L’écriture complexe f associée a Sest: f(Z) = aZ + b.
AenC et BenDest:

La traduction algébrique d’une similitude directe S qui transforme

S(A)=C et S(B)= Dc’{gZZAIsffc Eg
B = 4p

Ze—Zp _ —4+2L _ o

()= (2) => a(Za—Zn) = Zc—Zn=>a =
Zpa—Zp —-1-2i

Dans (2)ona: aZs + b=Zp=>b=Zp-aZs=>b=(* i) — (= 20)()
> h=S+i+22=5+i-2=3+i=>b=3+i
D’ou I’écriture complexe f est f(Z) = — 2iZ + 3 + 1
3) Déterminons I’affixe du centre £ de S.

Soit o I’affixe du centre de Q tel que :

_ b 340 _ (3 +i)(1-2i) —1—i
O=TT. T T2y (1)P+@)P '

duction complexe de la transformation (T") dans chacun des cas suivants :

DGR Déterminer la tra
=27+ q
=-2 +

exe d'une translation est : f(Z)

1) La traduction compl
)——2+31¢i> 1+i+q

fA)=B & f(-1 + i

Dou f(Z)=Z —1 +2i

une homothétie est f(Z)=kZ*a

2) La traduction complexe d'u
|+ )+q=—2+3i=>q=~ 43

f(A) = BOf(-1+ 1) =-2+ 3¢©,_(—

Dow f(Z)=3Z -3+ 3i

l Page 44 J
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3) La traduction complexe d'une rotation est f(Z) = e’Z + 4

f(A) = B® f(-1+ i)=—2+i®ei¥(—1 +i)+g=—2+1
=>q=-2+i(l+2)

, L
D'od f(Z)=2Ze's — 2+i(1++2)

Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 31
1) Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de fsi:a=2 puissia=—1

g =2
7' =aZ +3i <=> f(Z)=2Z +3i

e Montrons que f admet un point invariant :

f admet un point invariant si : f(®) =@ <=> ro+3i=o<=> o=-3i=> Q0; -3)

e Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’— o en fonction de Z— o <=>

7> =2Z+3i(1)

o =20+3i(2)

En effectuant (1) - (2);ona:Z’—@= 2(Z- o ) ; sous la forme :

7’ — o = k(Z — ®) qui est ’écriture complexe d’une Homothétie
Ces éléments caractéristiques sont :

Centre : Q(0; —3)
Rapport : k =2

]

Sia=—1i

7’ =aZ + 3i<=> f(Z) = —iZ + 31

o Montrons que f admet un point invariant : ;
o <=> — o +3i=w<=>m=5 +

l

NS R RV

f admet un point invariant si : f(w) =

3.3
=>Q(2; 2
> 2)

e Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’— o en fonction de Z— ® <=>

7' =—iZ+3i(1)
®=—iw+3i(2)
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En effectuant (1) =(2):0na:Z’—@=—i(Z— 0); SOUS la forme
2’ -0 =eYZ_ ) qui est I’écriture complexe d’une Rotation

* Ces éléments caractéristiques sont :
- Cent:re:Q(i . 3 )
2 2

13

~ Angle=arg(_.i)=._2

2) Soient A(1) ; B2+ 0); A’Q20); B’ (1 + i)

Vérifions que AB = A’B’

Puis démontrons qu’il existe une unique rotation r telle que 7(A)=A’etT(B)= B’
AB=A'B’ =./2

TA)=A =>A— = eA-0)=>2i —@= e(l-w) (1)

r(B)=B’=>B’— ©=e"B—wp)=>14+i —0=e%2+i —a) (2)

(1)—=(2)donne : ei°=—i=>a=—§+2kn

On en déduit que 2i —p = — (l-0)=>n= 343 et d’angle -g
2

Problémes.

Soit f I’application de C— {— i} dans C définie par :f(Z) = ﬁ—l . Dans le plan complexe

rapporté au repére ortho normal direct(o, 1, ¥), on note M le point d’affixe Z.

1) Déterminons les coordonnées du point B dont I’affixe Z et telle que f(Zp) = 1 + 2i

;)

f(ZB)=1+2i¢>ZiZB 14+2i®iZpg=(1+20)(Zg+i) P iZg=Zp+i+2iZ; -2

2—-1i 1-3i

_1._3,
2 2

— B=

LZB— ZB'—ZLZB=—2+I. @ZB(1+[)=2—1-=>ZB=1+1

1
D’od B( 23)
-7

2) Soit Z un élément de E. On note 7 le module de Z + i et o une mesure de son argument.

Exprimons la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de 7 et a.

. - H _A1
iZ—iZ +1 Orlz+i|=r=>|f(z)-1|—;

. ¥4 . 1 1
=1 |- -
If@- i z+i ' Z+1 Z+il |z +i|

re(f@)- 1) - arg(’é% L ) = arg(——-—iz_zif £+ 1) = g(z—i:) = —argarg(Z +0) = —a
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D’ou la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction deretaest:
.1
-H(2) ~i== [cos(~q) + isin(~a)]
3) Soit A le point d’affixe — i

a- Déterminons I’ensemble (I") des points M vérifiant If(2z) — il = V2

R 1 1 , V2
Z2) — = _—— i = — ¢> = —
lf( ) i|=V2& | i V2 © |Z + i 7 |Z + ll 2

Posons Z, + i =0 => Zy=—i
) : 0 \ _ V2
Alors ’ensemble (I") des points M cherchés est le cercle de centre 'Q(—1) etderayonr = -y

b- Montrons que B appartient 4 ).

B appartient a (I") si et seulement si la distance du centre A a B vaut le rayon, c’est-a-dire
|ZB - ZA| = \/i

V2

2

0 20|53 - Ol R-3is - -4 4 (3 - 2

2 2

D’ou B appartient a (I").

BB Partie A : Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct( 0 ; 7 V).

1) Résolvons dans C, I’équation Z2 — (2 + 6i)Z- 16 + 12{ = 0

A=[-(2 + 6i)]* —4(1)(- 16 + 12i)= 32 — 24i

x?— y2 =32 x% — y? =32 (1)
2xy = =24 <=>{ xy= —12 (2)
¥4y =322+ (-242 P+ yP=40 (3)

Effectuons: (1) +(3)
Ona:2x? = 72=>x*=36 =>x= —6 ou x=6

(2)ixy= -12 =>y==2

e Six= —6 =>y=‘_—1:= et Si=x+iy =>8 =-6-2
© Six'=6 =>y'=2=-2 e &=x'+iy =>6=6-2
Alors les racines carrées de A sont : Si=—6-2iet 62=6-2i

= (2+6i)+(-6-20) ) (2+6i)+(6-20) .
Z = —J— = =
1 21) 2+20 et Z, (D) 4+ 2i
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WILE e

=>8={-2+2i; 4+ 2}

2)Soit P(Z) =273 — (4+6i)22— (12— 24i)Z2+32 24 _ e"l’on'aéte““"mera' )
a- Montrons que I’équation P(Z) = 0 admet une s6lution réclle notée’ Zo 4 -
Soit Zy = a cette solution réelle telle que : =
Z3 - (4+6i)2% — (12 — 24 )Z, + 32 — 24i=0 E
<=>(a)® - (4+6i)(a)? — (12 — 24i )(a) + 32— 24i=0 |
<=>a® —4a% - 6ia® — 12a + 24ai +32 - 24i =0 [
<=>(a® - 4a® — 12a + 32) + i(— 6a? + 24a — 24)=0 | f
R .
L

NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2) : — 6a% + 24a — 24 =0<=>—a’+4a—-4=0

Dl

=>A=16-16=0 =>qg =2

!

D’ou Z, = a =2 est la solution réelle

b- Factorisons P(Z) puis résolvons dans C 1'équation P(Z) =0

l_-l

P(Z)=2Z>— (4 +6i)Z>— (12 — 24i )Z + 32 — 24i

1 — 4 — 61 — 12 + 24i 32 — 24i
5 2 —4—12i| —32+24i
1 —2—-6i | —16+12i 0
Zo a b ¢

=>Zg__(4+6i)22_(12—24i)2+32—24i=(Z—Zo)(aZZ+bz+c)
<=>za_(4+5i)z2—(12—245)z+32—24i= (Z‘Z)[Zz“(2+6i)—16+12i]

Dou P(Z)=0 <=> (Z-2 2% - (2 + 60) - 16 + 12i]
<=>Z.—2 =0 ou Zz—(2+6[)"16
—(2+60)-16+12i=0

+12i=0

2
—> 7-2=07=> 2, =2 ou 4

Z? - (2+6i)-16+12i= donne pour

onl), la résolution de I’équation

D’aprés la questi
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STLMVE JTLM WISy <=7

Solutnonz (2+6i)+(-6-12i _ (2+6i)+(6-20) ‘
= ) =4+ 2i
~2r6D+(—6-2i) _

Alors I’ensemple solution de I’équation P(Z)=0 est S={-2; -2+ 2i; 4+ 2i}
Partie B:

L
€ plan est Tapporté a un repére orthonormé direct (0 i,))

On donne les points A(2),B(4+2i)et C( =2 +4i).

1) a- Calculons le rapport puls en déduisons la nature du triangle ABC.

Zc=2a4 _(-2+4)-(2) _T2+4i-2 4440 —2+2i _ (-2+20)(-1i) =i=2i
Z8=Za  (4+20)-(2) a+zi-2  2+2 1+i 2 2

== Zs -2, imaginaire pur. Alors le triangle ABC est rectangle en A.

b-Montrons que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]
F est milieu du segment [AC] si xz=0 et V=2

_Xat xc 2— 2 0+ 4
Xp = > = > =0 et yp= .

=2

D’ou le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]
c-Déterminons (A ) I’ensemble des points du plan d’affixe Z vérifiant :

|Z — 4 —2i|=|Z + 2 — 4i

Zp —4—-2i=0 Zp =4+ 2i D(“)
Posons : et => et =",
Zp+2-4i=0 Zp=-2+4 E(] 2)

Alors L’ensemble (A ) des points M cherché est la médiatrice du segment [DE]
2) Soit S la similitude du plan telle que S(A) =A et S(B)=C.
a- Déterminons le rapport k et I’angle & de la similitude S

La traduction schématique d’une similitude directe S qui transforme AenA et Ben Cest:

A A
B C
[AB] | [AC]

_ Page 49
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-l m vZ

lac) 4+4

* Rapport k = [a5]

Zc- zAI _ |2 +4d-@) _
Zp-Zy (4 +2i)-(2) |2+21I

¢ e (52) - () w0
B—4A

b- Déterminer I’expression de la bijection complexe associée 4 la similitude S.
L’€criture complexe f associée 4 S est : f(Z) = aZ + b.

La traduction algébrique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenD est:

S(A) =4 et S(B)=C©{;lzz::§:§2 83

(1) 2 = a(Z 7 _ Zp— ZC —4+4i —
(2) (ZAa-ZB)=Za-Zc=>a= Zazs . 2420

Dans (2)ona:aZp + b=Zc=>b=Zc—aZa=>b= (-2 + 4i) - (2i)(4 + 2{) => b =2 — 4i

D’ou I’écriture complexe f est f(Z) = 2iZ + 2 — 4i
c- En déduisons 1’affixe du centre Q2 de S.

Soit o I’affixe du centre de 2 tel que :

b 2-4i _ 10
1-a  1—-(2i) (1)2+(2)2

10
= =_=2
@ 5

G B o i “Tomel
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Chapitre 3 > Fonctions nilméll'iq“es

COURS

I-  Généralité sur les fonctions
1) Définition d’une fonction : i
O)n appelle fonction toute relation de A vers B qui 4 chaque ¢lément de A on dat plos
un élément de B. )
2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numeéri ’u.e
On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numerique f
I’ensemble des éléments qui ont une image par f. On le note Df.

Ainsi :
- Si f(x) = u(x) (fonction polynéme), alors Df =R =]—0 ; +oo[
- Si f(x) =./u(x) (fonction irrationnelle), alors Df = {x/x € R; u(x) = 0}

- Sif(x)= % (fonction rationnelle), alors Df = {x/x € R; v(x) # 0}

3) Opération sur les fonctions :

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur leur ensembles de définition Df et Dg.

a- Somme:

vx eDfetvx €Dg; (f+9)x) = fx)+ g(x)
b- Produit :

vx eDfetvx €Dg; (fxg)x) =f(x)xg(x)

¢- Quotient :
Vvx EDfetvx €Dg; (-;;)(x) = -;%)5 avec g(x) # 0

II- Limites
1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1
lim x=+o0 lim x?=+oo lim =40 limx =400
X = +oo X = 4+ x — +o0 X = 4o
lim x=—oco; lim xX*=+0 ; lim x’ =—o ]
X — —0 X =3 —o0 X — —®©

b) Propriété 2
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; 1
l"";:o; lim = =0; limX=0; im X =okeRr)
x ’ x3 L] xn

X = +oo X = 400 X = 400 X =+
Li -1-=-. . ; 1 . ; ' K

m==0; lim ==0; lzm;:;=0; lim —=0(k€R)
X = —oo

X= —o X— —o0 X— —o00
¢) Propriété 3 -

Si k est un rée] non nul alors :

. k . ’ '
lim ¥ @ (lesigne de oo dépend du signe du zéro et du signe de k ).

x—- 0

2) Opération sur les limites

a) Somme :

f [ [ +o00 —0 +o0 7
g r +00 ou — o0 +00 —00 . l
f+g [+ 0 +00 ou —co +00 e Forme.
indéterminée

b) Produit :

f l I 0 0 007

g r o) o) 00 I

feg [l oo regle des Forme oo régle des
signes indéterminée signes

¢) Quotient: 1

f [ [ 0 l o oo
g r o I'=0 0 ) l 00
- f L +/— oo a | Forme 0 oo régle _For{ne N
E r gauche / a | indéterminée des signes | indéterminée
droite N

NB : . C ety
— .y es qui sont :
On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminces q
(e 0]
—.

»

—00 + 0 ; (Oxo0 ; e
Page 95
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3) Limite des fonctions polynémes et rationnelles 3 I'infini.
3) Limite d’une fonction polyndme A Pinfini

La limite d’une fonction polynéme en + o0 ou en — oo est égale dlalim
du plus haut degre. |

ite de son terme

EXemple . lim 1— 2x2 +3x = lim _zxz — _2 (_00)2 = — 00, |
X = —oo X = —oo

b) Limite d’une fonction rationnelle i I’infinj :

La limite d’une fonction du rationnelleen + oo ouen —ooest égale a la limite du quotient
des termes du plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

- 3 2 3
Exemple : [jjm 32447+ x?-1 . 43 -
P 2147 = lim 2 = lim 4x=+co

X =+ o X = +o0 X— +o00

N.B : La propriété sur les limites des fonctions polynomes et des fonctions rationnelles ne
peut &tre utilisée qu’en + oo ou en — oo,

En aucun cas, elle ne peut étre utilisée lorsque x tend vers un nombre réel,

4) Limite de la composée de deux fonctions :

Soient f et g deux fonctions et fog leur composée définie sur un intervalle I contenant « a »
ol aestune borne. Si: limg(x) = | et silim f(x) =
l alors lim fog(x) =0

xX-=a x -l xX—=a

S) Limite des fonctions circulaires :

Si a est un nombre réel non nul,ona:

., Sinx . sinax
lim — =1 et lim =1
x-0 x— 0
. tgx .
lim —x—= et lim tgax =]
ax
x>0 x—- 0
limi=osx _1 et lim 1-cos(ax) _ 1
2 (ax)? 2
x>0 XxX=-=0
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6) Limite 2 gauche — Limite a droite de xo
a) Limite a gauche de Xo

On appelle limite & gauche d’un réel xo d’une fonction £, la limite lors qu’elle existe quand x

tend vers x, par valeurs inferieures on note : lim f(x).

X = Xg

b) Limite 2 droite de xo

On appelle limite a droite d’un réel x, en une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x

tend vers X, par valeurs supérieures on note : lim  f(x).

x - xot
NB:
Une fonction admet une limite en un point x, si sa limite a gauche est égale a sa limite a
droite.
lim f(x) = lim f(x)
X = xy x = xp"

7) Théoréme sur les limites

a- Théoréme des gendarmes :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

St f(x) Répond a I'inégalité :A(x) f(x) B(x).

limA(x) =1
X = o
et si et alorstim f(x)=1
X—00
limB(x) =1
X — 00

6) Interprétation graphique de la limite d’une fonction :

e Silim f(x)=1 ou lim f(x)= [ (alors la droite d’équation y = [ ) est asymptote

X — —00 X — 400

Horizontale  la cof¥be représentative de f.
Counke

drissa DEMBELE. P ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1

Page 97

Scanned by CamScanner



,’
)

asymptote horizontale y=1

1
o
|
v
I
-y
]
w
U
[N}
I
i
o
i
N_-
w-
'
w
o
-
n

* Silim f(x) =4 oulim f(x) = —oo( alors la droite d’équation x = a) est
X —=a X—a

asymptote verticale 4 la combe représentative de f.
y j;

A

asymplote verticale x = g

6 7 x
_1...
-24
_3__
_4__
o Silim[f(x)-(ax+b)] =0 ou tim[f(x)_'(dx+b)]:0
X = +oo X ==

(alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la eombe rePrésentatiyeg
de f)-
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asymptote oblique y = ax + b |

N

w

=

(&)
[e)]
ol
®oV

III- Continuité
1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit x, un réel appartenant a 1.

On dit que f est continue en x, si et seulement si f est définie en x, et si la limite de f(x)
quand x tend vers xo est égale a f(x;)

Une fonction f est continue en xsi et seulement si :
f(xp) existe et lim  f(x) = f (x9) =1l fini).
X— Xo

Remarque : les fonctions non continues en xo sont les fonctions non définies en x,et les
fonctions n’admettant pas de limite en x

2) Continuité sur un intervalle :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =[a ; b] ou I=]a ; b[.Onditque f est
continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de I.

3) Continuité 4 gauche — continuité a droite
a- Continuité a gauche :

Une fonction f est continue a gauche de xo si  lim f (x) = f(xo).

X = Xq~
Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 Page 99

Scanned by CamScanner



b) Continuité i droite :

Une fonction f est continue 4 droit de xo si lim f(¥) = f(xo)
x = xo+
NB :

. . . . A ite de Xo
Une fonction est continue en un point de X sielle est gauche et a drol

4) Prolongement par continuité
: i ‘i n ce point. La
Soit f une fonction numérique non définie en X, ; mais admettant une limite [ € P

ot o . _[f(x) st x#xo
onction g définie par : g(x) { lsi x= x

est appelée le prolongement de la fonction f par continuité au point Xg

N B : Si f n’est pas définie en X, mais admet une limite en ce point, alors on dit
que f est prolongeable par continuité au point x,.

IV- Dérivation :
1) Nombre dérivé en un point X, :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant Xo.

On dit que f est dérivable en X, si et seulement si la quantité M

a
finie quand x tend vers x,. Cette limite est appelée nombre dérivé en x, et est noté f ’(xo).

C'est-a-dire :

admet une limite

lim L&) = fxo) = f'(x,)

x — X,

X = X

. o flxot h) - f(x,
N.B : f est dérivable en xg est équivalente que la quantité - )

admet une
limite finie quand h tend vers zéro ; il suffit de poser h=x —xo

. . -
f est dérivable en xo si elle admet un nombre dérivé f (x,)

2) Lien_entre la notion de limite et de continuité :

e e e e e

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en X, .
N.B : La réciproque est inexacte.
3) Nombre dérivé 2 pauche — Nombre dérivée a droite

a) Nombre dérivé 3 pauche :
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f est dérivable a gauche en Xo

f(x) = f(x0) et est finie, alors on dit que

Si lim existe
xX- xp
On la note fy(x0)

b) Nombre dérivé a droite :

Silim 1) - f(xo) Existe et est finie, alors on dit qué f est dérivable 4 droite en Xo.

x— X,
x—x,t

On la note f(x0)

Théoréme :

si f est dérivable 4 gauche et 4 droite en xo et si les deux nombres dérivés sont égaux alors
f est dérivable en xoetona:

p f) = f(xo) _ 4. fx) = f(xo) _ o
lim = =lim = == (%,)
X - X, x = x,7

4) Interprétation graphique d’un nombre dérivé
Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et ( C ) sa courbe représentative dans le

plan muni d’un repere orthonormé (O ;1;1])

Soit M, (;g) un point fixé de (C). M(;) un point courant de (C ) ; construisons la droite
(MoM ) . Lorsque x tend vers x, la droite (MoM ) vient occuper une position limite

(MoT ) appelée tangente a la courbe (C ) au point Mo(;g) ; f'(x0) est appelé pente ou

coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point M, (;0)
1]

a) Equation de la tangente au point d’abscisse xg :

L’équation de ]a tangente en un point xgest:y = f'(xp) (x = x0) + f(xp)
NB :

—

Si le nombre dérivé a gauche ct le nombre dérivé a droite existent et sont différents, alors la
courbe admet deux demi — tangentes en Mo de coefficients respectifs les nombres dérivés a
gauche et a droite de xp et fait un angle en ce point.

A retenir

Si la courbe (C ) de la fonction f admet en un point xo , une tangentc parallcle a I'axc des

abscisses alors f '(x0) = 0
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ment f(-’fo) = Yo

3 I’axe des abscisses € est-a-

- La courbe (Cf) passe par le point A (;g) si et seule

- .. La courbe (Cf) admet au,point‘A(;:) une ta:ﬂg‘?ntcparalléle
dire ’axe ox si et seulement si f'(xp) = 0.

- La courbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente paralléle
Y = ax + b si et seulement si f'(xy) = a.

- La courbe (Cf) admet au point A (;:) une tangente de coefficie

i 7é ion :
3 la droite (D) d’équatio
nt directeur ksiet

seulement si f'(x,) = k.

5) Utilisation des dérivées :

Sens de variation d’une fonction.
Soit £ une fonction définie par : x > f(x). On appelle dérivée de f, la fonction f définie

par: f':x - f'(x) nombre dérivé de la fonction f au point x
|
| J

6) Formules sur les dérivées :
P . e r [~
b- Opérations sur les dérivées : f

a-_Dérivées usuelles :

Fonctions Dérivées Domaines Fonctions Dérivées
a 0 R U+ v u' + v
ans1 a R . au (a € R) au’
ax nax™1 R UXV u'v + v'u -
a -nax™-1 R* : a f '
o = (x #0) —(@a€R) _an
1 * u2
x N R ’ '

Vx i . z @@ - D@ a
Vax +b - R v (©)? |
e (D)l nu'yn-1

COSX sinx R a L.
sinx cosx R o @GER) —nau'ynl F
tanx L= 1+tg%x R — {m} i |
Cos2x 2 \/17 u'
cos(ax + b) —asin(ax + b) R 2 '3
- + b) R ] u P
sin(ax + b) acos(ax sin(u) %
cost) | = wisin (uy
tan(u) u’
LQSEIJ.\
4= 90N | ¥ = £ (og [ ()
— "

7) Dérivée de la réciproque d’une fonction f :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.
Alors f réalise une bijection de I sur sur f (1) etadmet une bijection f~* de £(1) dans |

Ayant méme sens de variation que f

. o
Pour calculer (f )’ (x0), on peut procéder comme suit
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On détermine 1a solution de I’équation f(x) = Xo
On calcule f’(x) et on vériﬁe que f'(x) =0

e Onmnclue(fl)(x‘) f()

8) Sens de variation d’une fonction.

Théoréme :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On retient que les variations d’une fonction
dépendent du signe de sa dérivée. Ainsi :

- Sif’(x)<0pourtoutx € LalorsV x € I, f est strictement décroissante.
- Sif'(x)>0pourtoutx €l alorsVx € I, f est strictement croissante.

- Sif’(x)=0pourtout x € I, alors Vx €I, f est constante ou stationnaire
N.B :

Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de
variation de f. Ainsi un tableau de variation comporte les éléments suivants :

- Domaine de définition

- Valeurs pour lesquelles la dérivée s’annule

- Des fleches croissantes et décroissantes montrant les variations de f.

- Une courbe ( Cr) admet en un point A(xo ; Yo ) une tangente horizontale ou une tangente
paralléle & I’axe des abscisses si et seulement si: f'(xo0)=

- Une courbe ( Cr) admet en un point A(xp ; yo) une tangente de coefficient directeur a si et
seulement si: f'(xp) = a.

9) Extremum d’une fonction :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en
changeant de signe en passant par xo , alors f admet un extremum en Xo.

Si f '(x) passe du signe négatif au signe positif on dit que f présente un minimum
Si f ’(x) passe du signe positif au signe négatif on dit que f présente un maximum

Ainsi on dit que : (Cf) admet une tangente horizontale en Mo(Xo 5 f(X0))

V- - Etude de fonctions :

1) Parité et périodicité d’une fonction :

a) Fonction paire :
Une fonction f est dite paire si et seulement si :

vx € Df et —x.E Df;f(—x)= f(x)

/msﬁ’-
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b) Fonction impaire :

Une fonction f est dite impaire si et seulement 1 :

VxeDfet —xeDf;f(—x)= —f(x)

c) Fonction Périodique : ' 1 T tel que
. 3 3 € reel
Une fonction f est dite périodique de période T s il existe un nombr

VX€EDf e¢ x+TeDf ;f(x+T)= fx)

Remargue :

- La fonction Cosx est paire car Cos (—x) = Cosx
- La fonction Sinx est impaire car Sin (—x) = — Sinx

2[1

—

- Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = lal

2) Courbes symétriques :

a) Axe de symétrie :

La droite d’équation x = a est dite axe de symétrie pour la courbe (Cf) de f si:

* f(2a-x) = f(x)

ou
e f(a + x) est paire

ou
e fla+ ) = fla-x
b) Centre de symétrie :

Le point I(z) est dit centre de symétrie pour la courbe (Cf) de f'si

e f(Ra-x) + f(x) = 2b

ou

e f(a + x)- bestpaire
ou

* f(a+x)+ f(a-x) = 2b
N.B:

- Toute fonction paire admet ’axe (y' 0 y) comme axe de symétrie.
- Toute fonction impaire admet le point O (g) (origine du repére) comme centre de
symétrie.

¢) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :
Centre de symétrie :
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ax®+ bx+c
Soit f une fonction rationnelle définie par : f(x ) = — t (C ) sa courbe

représentative dans le repére orthonormé (O ; ;) ou:a; b; c; v B sont tous des réels
avec:a #0 et yx+ f # 0.

C'

Si f peux ce mettre sous la forme: f(x) = a'x + b’ +

yx+ p
Alors le centre de symétrie 4 la courbe ( C ) de f 4 pour coordonnée :
(=5
0= a/xg + bs

- Axe de symétrie :

Soit f une fonction polyndme du second degré définie par: f(x) =ax? +bx +¢
avec(a#0)

. 2 2_
Si f peux ce mettre sous la forme : f(x)=a [(x + _,b_) _ b 4ac]
2a 4q?
Alors I’axe de symétrie a la courbe ( C ) de f a pour équation x = — zi )
a

3) Maximum - Minimum - Extremum - Point d’inflexion

a) Minimum :
Soit f une fonction définie en un point x,. S’il existe un intervalle I centré en x,tel que V x €
Iona: f(x)= f(xo0)alors f présente un minimu

m en X,. Ce minimum est m = f(xo ).

b) Maximum :
f admet un maximum relatif au point xo, s’il existe un intervalle I centré en xo tel que ¥V x € 1

ona: f(x)< f(xo).Lemaximum est M = f(xo).

Théoréme :

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I et si f'(x) s’annule en x, et change ce signe
en passant par Xo, on dit alors que f présente un extremum en X,. Cet extremum est égal a
f(x0). 11 est le minimum si f* passe du signe négatif au signe positif. Il est le maximum si f

passe du signe positif au signe négatif.

NB :

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert] a ; b[ , tel .
s la fonction f admet un extremum relatif en Xo.

que la dérivée s’annule en
changeant de signe au point Xo, alor
¢) Extremum :

Le systéme (Maximum-Minimum) est appelé Extremum.

F - Page 105
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A représente le maximum relatif,
- B représente le minimum relatif,

d) Point d’inflexion :

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle] a ; b[. On appelle point d’inflexion,
tout point ou la dérivée seconde f "(x) s’annule en changeant de signe.

e p—

e) Point de reboursement :

Silimf'(x) = £ ou limf’(x) = +

x = x,* X 2 x,”

Alors on dit que f admet un point de reboursement x, a tangente paralléle 4 I’axe des
abscisses ou des ordonnées :

alim f’'(x) =+ o b) limf'(x) = — o0

X — 400 B X = —o

4) Fonction réciproque
Bijection :

—

T

Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de I’ensemble d’arrivé F admet un
€t un seul antécédent dans I’ensemble de départ E.

- En Pratique :

Une application f est bijective si et seulementsiVy € F 3lx € Eona: f(x)=y

Bamako-Mali. TSE. Tome 1 ) Page 106
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- Graphiquement
Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont

symétriques par rapport a la premiére bissectrice( A ) d'équation y = x.

T~

=
———t————p——————+

w

W

"~

—

“Ny

Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [, alors f est une
bijection de I sur f(/). et admet unc bijection réciproque f~'de f(1)surlayant
méme sens de variation que f

Les courbes Cret Cr! sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice At y = x
SiM(x; y)€CralorsN(y; x )€ Cit

Six = a est asymptote a Cralors y = a devient asymptote pour Ce!

5) Théoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoreme 1 :

L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

Page 18
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=[a; b]

t1=
¢finition. SO o - tervalle

Soit £ une fi semble de d
f une fonction de R = R et soit Dy son en alors (1) est aussi

oul=]a; b[ unintervalle de Dr. Si f est continue Sur I
Théoréme 2:

' Y ] . é.
L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle ferm

1% forme :

[a; b]

S
oit f une fonctlon de R — R et soit Dr son ensemble de définition. Soit I=
intervalle.

oul=]a ; b[ unintervalle de Dy. Si f est continue sur I alors f (I) est aussi un 1

2™ forme :

Si f est i
f est continue sur I et que f (@) X f(b) < 0, alors il existe un réel a € I tel que f(a) = 0

A

f(a).

[~

v

J () SEEREEEEEEEETETETEEEPEE

6) Théoréme relatif aux fonctions continues et strictement monotones

e . . - . .
1°" forme : Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intérvalle [ b
a -
et si f(a) et f(b) sont de signes contraires alors il existe un unique point xo élément de ]’ b[]
a;

tel que f(x0)=0

2tme forme :  Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un

intervalle[ a ; b]etsi f (a) X f (b) <0 alors I’équation f (x) =0 admet une unique

solutiona €[ a ; b]

7) Approximation d’une solution @ de ’équation g(x) =0:
a- Méthode de dichotomie :

Soit g une fonction définie sur un intervalle [ @ ; b]tel que g(a) g(b) < 0.

Posons ap = b et by = b.
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e Si gest strictement croissante sur [a ;

b]

I

w

I

o

]

w

- -l

I
38

L—=—___/__—:— f(;,)

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,

On calcule g (a" ! b“)

- Si g(a"+b“)<0 alorsaE[Lzb" ; bn].

- Si g(a"+b“)>0 alorsae[an

e Si g est strictement décroissante sur [a ;

fla)

et b,

_————— =T T

—_——
-5 -4 k
_\__‘
-3
Ainsi on a deux suites numériques de termes

ldrissa DEMBELE. P.E.
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On calcule g (M)

7 Si g‘(‘“‘—-:'b“) '<’Ddlor5"d‘E'['an'7 Jﬁfz_pﬂ]

- Si g( )>0alorsa€[a“+b" ; bn]'

b- Méthode des balayages :

C’est une méthode qui consiste 4 déterminée une approximation de o & partir d’un tableau de
valeur oil la valeur de a est obtenue en encadrant la valeur de x & partir du changement de

signe obtenue entre I’antécédent positif et négatif.

X X1 X2 X3 X4 X Xg X7 | oeeeeenns Xn
FCX) | FCr) | FOe) [ FCx3) | FCxa) | FCxs) | FCx6) | FC27) | covinnin F(xn)
Si par exemple f(x5)x f(xg) < 0 alors o € [xs; xg] et par conséquent a = S:I"

8) Théoréme de I’inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Soit a et b deux réels appartenant a
I tel que (a < b).

-Sim et M sont deux réels tel que m < f’(x) < M, alorsona:

(b-a)ym < f(b) - f(@)< (b-a) M.

-Si f est dérivable sur I, alors il existe un réel k appartenant a I tel que |f'(x)| < k.

Ainsi par conséquentV a € Ietb € Lona:|f(x) - f(a)l < k |x-al.
(qui est le théoréme de I’inégalité des accroissements fins).

9) Etude des branches infinies :

Notion d’asymptotes :

e Silimf(x)=1 ou lim f(x)= L (alors la droite d’équationy =1)

X — —00

x— +o

est asymptote horizontale 2 la combe représentative de f.
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Asymptote horizontale y = Ll_kf |

Ll |
|

5 2 -1 d 1 2 E 4 5*"|
_1_4_
-2+
_3_...
—4T
* Silim f(x) =+ ou lim f(x) = —oo(alors la droite d’équation x = a)
X—a XxX—a

est asymptote verticale 4 la combe représentative de f.

Asymptote horizontale y = |

- Asymptote verticale x = q .

o Stlim[f(x)- (ax+b)] =0 ou  lim[f(x) - (ax+b)] = 0
X =+ X = —00
(Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives

de f).
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|
Asymptote oblique y = ax + b

!
0 1 2 3 4 5 x1
{

I
W
t

o
Recherche d’asymptote oblique :

II'est évident de dire que si : lim f(x) = + oo, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
x —» +oco

Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :
1@ _

x
x =+ oo

e Silim alors la droite d’équation y = ax + b est

Asymptote oblique a la courbe (C) de f.

et lim f(x)-ax=Db

X — + oo
o Si lim f¥=tow ~alors la courbe (C) de f admet I’axe (y'0y)
X
x »+oo comme branche parabolique.
e si lim ®=p alors la courbe (C) de f admet I’axe (x’0x)
'x —> t - comme branche parabolique.

N.B:

Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

¥
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= N t une division euclidienne ) .
f(x) = Q(x)+ ) (en effectuan

_Q(x) = y estle guotient et est aussi appelé Asymptote obligue.
D(x) = est le diviseur et R=est le reste.

Cas Particulier d’asymptote

Toutes fonctions de la forme :

f(x) = Vax? + bx +c ou f(x)=\flafx2 + bx +c|;(avec a + 0 et a >0)

Admet deux asymptotes :
b
-L’une en — o d’équation : Y = T \/E(x + ';)

b
-L’une en + o d’équation: ¥ = \/E(x‘ + -)

a

10) Position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote obligue.

Pour déterminer la position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A), on

étudie le signe de : f(x) - y. Ainsi:

- Sif(x)- y <0, alors la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A).
- Sif(x)-y>0,alors la courbe (Cf) est au dessus de la droite (A).

- Sif(x)-y =0,alorsla courbe (Cf) et la droite (A) sont confondues.

11) Intersection de la courbe avec les axes du repére :

a) Intersection de Ja courbe avec I’axe des abscisses (0x)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des abscisses, on
résous I équation f(x) =0. Ainsi la courbe passe par les solutions de I’équation f(x) = 0

sur 1’axe (0x).
b) Intersection de 12 courbe avec I’axe des ordonnées (0y)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec I’axe des ordonnées, on

calcule ’ordonnée ¥y = f(0). Ainsi la courbe passe par y = f(0) sur I’axe des (oy).

12) Plan d’étude d’unc fonction :

pudier une fonction f et représenter graphiquement sa courbe (Cf) dans le repére on
Pour €

adopte le plan suivant -
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On donne le domaine de définition ou ensemble de définition note Uf
On calcule les limites aux bornes de Dr

. On éudie Ja parité.et.la périodicité..de f

On étudie la continuité de f
i . . ¢t r [ . n Si e

On étudie le sens de variation de f qui consiste a calculer la dérivee et a étudier Son sign

umé de toutes les études précédentes

On dresse le tableau de variation qui est le rés
s avec les axes de coordonnees

On peut chercher les points d’intersections éventue

VI- Fonctions économiques:

1) Coiit total :

On appelle coiit total, I’ensemble de dépenses effectuées par une entreprise.
11 est noté par : Cr(x).

2) Coiit marginal :
On appelle coiit marginal, la fonction dérivée du coit total.
Il est noté par : Cpp(x) tel que: Crp(x) =C ().
3) Coiit moyen :
On appelle cofit moyen, le rapport entre le cofit total et la quantité de produit fabrique.

c ' Cr(x -
1l est noté par Cpney(X) tel que : Conoy(X) = r(x) _ codit total
x quatité de produit’

4) Lerevenu ou recette :

enu ou recette, le produit du prix unitaire par la quantité de produit

On appelle rev
R(x)=PU x xou R(x)=PUXq.

fabriqué. 11 est noté R(x) tel que :

5) Le bénéfice ou profit :

On appelle bénéfice ou profit, la différence entre la recette et le colt total.

Il est noté par: B(x) = R(x) — Cr(x).

maximum relatif de la fonction B (x).

Le bénéfice maximal est le
latif de la fonction B(x).

Le bénéfice minimal est le minimum re

‘Page 114
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EXERCICES

Jamites
Limites en un point x,

- Calculer les limites suivantes aux points x, donnés :

im =8 JFTFi- 1
a- lim . i VX =3 L 2X45 4
-x+ 2’ b-lim e clima—— d- lim—
e- lim T-X=6 i
i o im e
X —)3 x _’_1+

§ Calculer les limites suivantes aux points x, donnés :

. Sin2x . Cos2x . Sin5x Sinx . Sindx
lim - b- i her . L . : . £ .
3x 1- Sinx ’ lim Sin3x ’ e- lim 2 lmtangx ’
x =0 x —-72 x =0 x =T x -0
Limites a ’infinie
-8 . 2x—-1 . 2x%+2 . VxP+1-1
- lim———— : b- . c- lim : d- lim————
a llmx+1-x2 ; b-lim x+2 ° 5x2-x °’ d- 1 x*
X — —o0 X =+ X — —00 X =3 —o0
4x+3 . 1 li 3x-|x|
- [ * - _— - lim —
c hm\/‘txz +x-5 E hm( 1- Vx)(1+ Vx)’ & 2x - 2
x — +oo X = - X = =0
2 + Sinx .y
: = 2 . i- lim ————— (théoréme des
h-lim 1—x +Vx2+ x +1; i- lim —— ( gendarmes)
x = 4+ x — +oo

Limites et asymptotes

B Calculer les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

x*+ 5 _ =x*+5 P4 x+l _
a-f(JC)= -x+ 2 ;b-f(x)— x2 + 5x -6  e-f(x) = -x ; d-f(x) x3+ 1

b Soit la fonction f dénie par : f(x) = VxZ+x+1- x.

On note ( Cf ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;15 7).

ldrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 Page 115

Scanned by CamScanner



i

maltt

te
| —elle une asympto
a- Etudier les limites de f en + oo et en — oo, La'courbe ( Cf ) admet el

horizontale ?

: : \ -0,
b- Démontrer que la droite (A ) d’équationy = —2x — % est asymptote & ( Cf)en

Continuités
Continuité en up point x,

n Etudier 1a continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

flx) = x=27 . floy = B2 =
a- ! x24+ x- g et x,=2 b x+3 0
f@ =0 ° ’ =1
f)=-=

2
Continuité et condition de faisabilité

2 Soit la fonction f définie sur R par

{ﬂw=1§§5ﬂxem-u}

f(2)=a

Déterminer la valeur de g pour que f soit continue en x, = 2

D8 Soit la fonction £ définie sur R par :

fO)=x* + ax six e J— ; —1]
f(xX)=2x — 1 si x €]-1; 1]
fG)=b(x* - 1) sixe]1; +oo[

1) Déterminer le réel a pour que f soit continue au point xo = —1
2) Pouvez — vous déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point x, = | 9

Prolongement par continuité

O Dans chacun des cas suivants, préciser ’ensemble de définition de la fonction f et déterminer
" (s'il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x..

x—x — tox
2 =7 ; b)[f(x)— ¥

x0=0

gy Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :

Vx+1- _1
flx) = % et g(x)= 1+Vx+ 1

a- Déterminer les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.
b- Vérifier que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fqnctionl fenxo=0.
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On considere 1a fonction g'de la variable réelle x définie par g(x) =7

1) Déterminer son ensemble de définition Dg. ) h
2) Montrer que g admet en 2 un prolongement par continuité que I’on no{era par h.
3) Montrer que h est dérivable en 2 puis donner I’équation de la tangente a la courbe( C)

de h au point d’abscisse 2.
Dérivabilité

Dérivabilité en un point x,

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

— (x-2)? = lx-1l+2 =1
2) {f(")— e AP L
f(2)=0 fa =3

Dérivabilité et condition de faisabilité

il Déterminer les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points xg = 1

f(x)=2x*+ ax-3six <1
f) =22 six >1

Soit f la fonction de R vers R définie par :

{;(")= Xxt 1) gy >

(x+ 2)?
x)=2x +a si x <-1

1) Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point —1 ?
2) Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

Application de la dérivée

Déterminer une équation de la tangente en Mo( x0; f(x0)) a la courbe (C) de f dans les t.:é,s
" suivants :

2
Q) f(x) = P+ 2x*=5x + 3 et xo= —2 ;b)f(x)=%3 et xo= 1

tangx
x

et xo= 0

c) f(x) =

Déterminer la fonction dérivée f” de la fonction f dans chacun des cas suivants :

x2 4+ 2x+4 2
x+ 1

a) f(x) = x*-2x*+5x + 3 ; b) f(x)= ;o) f(x) = (—x*+ 2x)3

d) f(x) = V2x3 —4xZ + 1 ; e)f(x)=(1 — 3x2)(=x%+ 1) ; Of(x) = Cos’x

Idrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali, TSE. Tome 1~ Page 117

Scanned by CamScanner



1)t
g) f(x) = (x —1)Vx3 —x2 ; h) f_(x?':_‘Sm(Bx 1)

: = |x% — 2x — 3]
. Soit la fonction numérique f définie par: flx)=lx
i bsolue. v
1) Ecrire de f(x) sans Je symbole de la valeur @ - _ _3
@ et la dérivabilité de f auX points %o = "1 fte:tcox ?i 19
[ p— 0= !

2) a— Etudier la continui :
b— Que dira —t — on quant 3 la dérivabil

3) Donner une équation de la tangente a gauc
4) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Etudes de fonctions

un tableau de variation.

ité de f aux points Xo

he et & droite aux points Xo = —1 et xo0=3-

Analyse et interprétation d’

un des tableaux de variations suivants afin de préciser :

I Analyser puis interpréter chac

a- les domaines de définition.
ant en évidence les

b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mett

éventuelles asymptotes €t possibilités d’asymptotes.
Donner I’allure de la courbe ( Cf ) dans chaque cas.

n tableau de variation ci-dessous :

Cc-

1) f est la fonction donnée par SO

x — o0 400
f'(%) +
40
— 00
De plus :
- La courbe ( Cf ) admet I’origine du repére comme centre de symeétrie.

- La courbe ( Cf ) admet ]’ axe (y'0Oy) comme ‘branche parabolique.

2) g est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

+ 00

X - -1 2
g'(x) - 0 + 0
|

g(x) +m\A / . \_w

De plus : La courbe (Cg ) admet I’ axe (¥'0y) comme branche parabolique.
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l .
. . i_dessous .
3) heest la fonction donnée par son tableau d2 variatioft ©

M

x —® -2 1 —

s s

2 h’(-x)' w
+

+ - 1
o | Q;/\;,

- tion ci-dessous :
4) p est la fonction donnée par son tableau de variation ci-d

x - -2 0 : 2
P L |- o]
p(x) 2\ 0/'+°° \\ /

| Dresser le tableau de variation de la fonction numérique donnée, partant de ses
renseignements fournis dans les cas suivants :

1) Pour f:

= festdérivable sur R telle que I’équation f '(x) = 0 admet les solutionsx = —let x =
3

2
r K r ’ ’ - 3
= f n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivee f ' et les points E; (E ; 4) et

E, (—1; —%) sont ses extremums

» les droites y =—2 et y =3 sont ses asymptotes respectives en — co et + oo

2) Pour g:

. 5 :
» gestdéfiniesur ]— o0 ; 0]V [; ; + o [ et admet des demi tangentes verticales aux
: 5
points d’abscisses 0 et =

= g est strictement decrmssantc sur son ensemble de dérivabilité.

= ladroite y = — x est a la fois asymptote oblique en — o et + oo
= les points de coordonnées (0 ; —3) et e ; 1) sont sur la courbe de g.
3) Pour h:

s hestdérivable sur R— {0 ; 2} et continue sur R.

» e point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Cy)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2 ; 4+ oo

= |es droites d’équationsy = —lety
respectivement en — o et + oo

* les points de coordonnées (0 ; 0);(1; 0);et(2; —2) ; appartiennent a (Cn)

= — 2x + 1 sont asymptotes de (Cp)
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Analyse et interprétation d’un graphique.+

) : un repere 0
- - -8 Analyser chacune des courbes représentatives données dans P

afin d’établir son tableau de variation. .
b- Déterminer les réelsa; b; c.....en utilisant le graphique.

rthonol'l'né du plan

— a3 24pcx+d
I) f est la fonction dont la courbe est dornée ci-dessous par : f(x) = ax” + bx” +

¢
st
ol
3t
21
E;
_ﬁ-s—si—a = T S T
14 E
2l
-3t
—al
sl
_6T
De plus:E:( _?1 ; g) et E2(1; 0) sontles sommets de la courbe (Cf)
ax+ b

2) La fonction donnée est g telle que: g(x)= cx%+ d

-Mali. TSE. Tome 1
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, matr-mMatns. Lome I

‘ ax?+ bx +c¢
3) La fonction donnée est h telle que: h(x)= Tdax +e

Fonctions d’initialisations.

X%+ 2x+2
X+ 1

R228 soit la fonction f définie par f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0; 75 ).

1) Déterminer I’ensemble de définition Df.

2) Calculer les limites aux bornes de Df.

3) Déterminer lesréelsa; b et ctelque f(x)= ax + b + x_: -

4) a- Montrer que la droite ( D ) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe C f.
b- Déterminer la position de la courbe Cf et de la droite (D).

5) Montrer que le point I("ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

6) Déterminer une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse - 2

7) Calculer la dérivée f de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f.

8) Construire la courbe Cf et la droite ( D ) dans le méme repére.

. . _ x4+ ax+b
& Soit la fonction f définie par fx)= w2+ oo+ d

1 Déterminer les réels a ; b ; cetdtel que:

La courbe Cf admet comme asymptote les droites x = 2 et x

a-

——" e —
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CL VIR

map-matis:

. . nte de
b- La courbe Cf passe par le point A( *,) et admet en ce point une tAnge
coefficient directeur — 5.
v 2) %lﬂ‘fmi‘)ﬂ flpu,iSqq)pésmtmsa,mu{\belC‘f“daﬂS\'le‘fepérc'

- Soitla fonction f définie par f(x)= %t ‘:’f - b: —
mx nx P

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0;7;7)
Déterminer les rées a; b c;m; netp telque:

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x =2 et x = —1.
b- La courbe Cf passe par les points A(,) et B() et admet au point B(%) une tangente
de coefficient directeur — 3.

I Soit la fonction [ définie par f(x)= '_"22(532_ 9x)
X~ 1

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0 ; 7; J).

3

1) Etudier les variations de f.
2) Préciser les asymptotes a la courbe Cf.
3) Soit A I'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, déterminer la position de
Cf par rapport & A dans Iintervalle ]— 1;1 [
_4) Construire Cf.
28 Soit la fonction f définie par : f(x) = L-:?ﬂ

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).
1) Etudier et construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; 75 ).

2) Montrer que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (CH)
3) Discuter graphiquement suivant les valeurs de m I'existence et le signe des racines de

l'équation : x>+ 2(1-m)x + 4 = 0 o
4) Montrer que la restriction h de f & l'intervalle [=[ 2 ; + oo [ est une bijection de I sur un

intervalle J que I'on précisera. . . ,
5) Construire la courbe représentative de la fonction réciproque h™ * de h dans le méme

repere que (Cf).
Fonctions économiques.

78 Une entreprise fabrique et commercialise chaque mois x objets dont le colt total de
2

X
production, exprimé en milliers de francs est donnée par C(x) == +5x +200avec x €
[5; 60]. |

On admet que toute la production est vendue chaque mois. On rappelle que le coit moyen

. . c
unitaire de fabrication d’un objet est donné par C,,(x) = —SQ
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tableau de variation de Con ().

1) Calculer Cy, (x) puis en déduire le
moyen unitaire est il minimum ?

2) Pour quel nombre d’objets le colit

-' La production-exprimée en‘tonne d*ume entreprise sur-ies cing
2
= —% +2t +36o0ut s’exprime en années.

derntéres'armées-est dormee

par la fonction suivante t — f(t)

f(t) puis en déduire le tableau de variation de f.

utilisant le tableau.

rthonormé (O ; T; 7).
5

I f (t)dt.

Donner une interprétation commerciale en
2) Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repere 0

1) Calculer la dérivée f'(t) de la fonction
|. 3) La production totale sur les cing années est donnée par

Calculer la production totale.
Une entreprise fabrique des objets. On estime que le bénéfice, en centaine d’euros, réalis¢ par
la production et la vente de x centaines d’objets st : B(x) = 3x3 + 33x — 54 ou

1<x <10

1) Calculer B'(x). En déduire le tableau de variations de B sur [1;10].

2) Quel est le nombre d’objets & produire, et a vendre, pour réaliser un bénéfice maximum ?

Préciser la valeur de ce bénéfice.

| On note f£(x) la population ( en milliers ) d’une ville fondée en 1960, ou x désigne la durée

"~ écoulée depuis le début de I’année 1960, exprimée en années.

60x + 40
On donne f(x)=_x_+—170ﬁx €[0; 4+

1) Déterminer les réels a et b tels que f(x) =a + — 10 Powrx € [0;+o]

2) a- Calculer la dérivée f'(x) de la fonction f (x).
b- Justifier que la population est croissante.

3) a- Résoudre dans R I’équation : f(x) = 52.
b- En déduire a partir de quelle année la population de cette ville sera supérieur a 52.000

habitants.
4) a- Quelle setla limite de f en+ o ?

b- En déduire une interprétation quant a
5) Tracer la courbe ( Cf) de f dansun repére orthonormé (O ; i 7).

Echelle : 1 cm = 10 ans sur ’axe des abscisses
| cm — 10.000 habitants sur I’axe des ordonnées.

la population de cette ville ;

Une entrcprise produit d’un certain nombre X de crayons de couleur par jour ou:

(x exprimé en millier).

omprise entre 3 et 10, on admet que le cot de production

rsque la quantité x estc
o C(x)=x3 — 48x + 600

mé en euro est donné par :

journalier, expri
[ sentreprise vend chaque millier de crayons a 99 euros.
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1) En supposant

; ' el ‘1a recette journaliére
que toute la production du jour est vendue, déterminer la re )
en fonction de x

que I’on notera R(x).

V' 2) Montrer quelab

enéfice B(x), exprimé en euro, est donnée par :
B(x) = —x3

+147x — 600 avec x € [3;10].

3) Calculer B ‘(x) ou B 'désigne la fonction dérivée de B.

4) Etudier |e signe de B'(x) sur 1’

intervalle [ 3 ;10] .
Dresser_ le tableay de variation de

la fonction B.
5) En déduire e nombre de milljer.

s de crayons 4 produire quotidiennement pour obtenir un
bénéfice maximal, Quel est alors ce bénéfice maximal ?
6) a-

Montrer quil existe o e 13570 et pe 17; 10[ tel que B(a) = B(B) = 0.

b- Calculer B(4); B(8); B(5)

3 B(9) puis en déduire les vale
maximale 3 I'extérieur deg qu

elles B(x) < 0.

7) Quelles sont les Productions qui assurent 3 I’entreprise un bénéfice positif ?

- Dans le Périgord, un producte

57 conditionne de 1 3 45kg
de truffes par semaine durant la période de production de la truffe. Chaque kilo de truffes est
vendu 950 FCFA. _

ur de truffes noires cultive, ramasse et

On désigne par f(x) le colit mo

Yen, en euro par kg,
semaine.

pour x kg de truffes traités en une

On estime que la fonction £ est définie sur [1;4S]par: f(x) = x2 — g0y + 1250.

1) Justifier que le coit de production total C

() pour x kg de truffes est donné, en FCFA, par :
C(x) = x3 - 60x2 + 1250x..

2) Exprimer le bénéfice B(x), en euro, réaliser par ce

producteur pour x kg de truffes
conditionnés et vendus.

3) a) Calculer B’(x) et en déduire le tableau de variations de B sur [1;45].

b) Pour quelles quantité de truffes de bénéfice du producteur est-il maximal ? Arrondir le
résultat & 100g pres. Quel est alors ce bénéfice maximal, a 100 FCFA pres ?

a0l Une entreprise fabrique entre 1000 et 4000 chats en porcela'me_ par mo'{s. Ils sont to?s'
- identiques. On estime que le cofit total de fabrication de x milliers de bibelots, en millier
d’euros, est,pour 1 <x <4 ; C(x)=2x— Vx

Hx-1
2Vx

1) Montrer que, pour tout réel x de [ 1 ; 4], ona: C'(x) =
2) a- Résoudre ’inéquation 4/x — 1> 0
b- En déduire le sens de variation du coit total C sur I’intervalle[ 1 ; 4].

‘ ' e i ' Page 124
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- Le coit ¢ :
_ otal de fabricatjon exprimé.en FCFA de x,objets est donné par la fonction : .

Cr(x) =200 + 100x - 0,012,

1) a- Cal .
culer le coit tota] pour 1000 objets puis 1001 objets.

I}‘dedu“e I’augmentation du coiit entrainé par la fabrication de cet objet supplémentaire
au centiéme pres.

12,) a- Exprirr.ler en fonction de x la différence entre C7(x + 1) — Cr(x) représentant
augmentation du coilt total de fabrication d’un objet supplémentaire, sachant que I'on a
fabriqué x objets.

b- Calculer la dérivée C';-(x) de fabrication Cr(x).
3) On pose Cp,(x) =C'r(x)

Calculer I’erreur commise E (x) tel que E(x) = C'p(x) = Cr(x).

4) Le prix unitaire d’un objet est estimé a 200.
a- Exprimé la recette R(x) en fonction de x.

b- Etudier les variations du bénéfice B(x).

La société EDM désire mesurer la satisfaction journaliére d’un client & partir d’une « fonction
"% de satisfaction » f, définie sur I’intervalle[ 1 ; 30] par f(t) = 0,02t — 1,4t% + 22t + 640
ou t désigne la durée en jour de consommation. .

On appelle f* la dérivée de la fonction f comme la fonction « envie ».

On dit qu’il y a « envie » lorsque f'est positive. Sinon on dit qu’il y a « rejet ».

1) Quelle est la consommation du client en kilowatt du 1¢" juin au 21 juin.

2) Déterminer les intervalles d’envie ; de rejet.

3) On désigne par S = f1105 f(t)dt, I’aire de la zone éclairée par la lumiére quant il fait nuit.

. . 2
Déterminer cette aire en cm? et en m*.

Fonctions circulaires.
Sin3x

268 Soit / la fonction définie sur |- 25 5] pars ) =Goma

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé ( O ; ;7).
ition Df peut se réduit
de f puis en déduire un
"(x) = S2X _uis dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que Vx € Df.f'(x) = gtz P

]- g ; % [ par symétrie.

1) Montrer que I’ensemble de défin

2) Etudier la parité et la périodicité intervalle d'étude De.

4) En déduire le tracé de (Cf)sur

Page 125
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-Soit la fonction f définie sur [—m ; m]par f(¥) = "os3x
~*Soit €f sa coutbe mprésenmrﬁve'dmsﬂcwcpere-nnhonbﬁné‘(‘@ 5157

1) Déterminer I'ensemble de définition Df. un intervalle d'étude De.

2) Etudier la parité et la périodicité de f puis en déduire
3(1— 2Cosx)Sinx

3) Montrer que ¥ x € Df, f'(x) = 2

Cos*x o . defsu_rDE- -
4) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduire les variations
5) Déterminer les coordonnées des points d'intersections de la courbe

abscisses.

(C) avec l'axe des

6) En déduire le tracé de (Cf) sur [—m ; 7 ] par symétrie.

u On considére la fonction numérique f définie par : f(x) = § in2xCosx .
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; j )

1) a- Prouver que la verticale x = g est un axe de symétrie pour la courbe Cf et étudier la

parité de f.
b- Justifier que I’on peut étudier f sur Dg = [ 0; g ] puis décrire les étapes & suivre pour

avoir la courbe Cf sur R.
2) a- Déterminer f'(x) et justifier que f’'(x) = 2cosx(3cos?x — 2) pour tout x € Dg

- b- Etablir le tableau de variation de f sur Dg
. T : T E] 21
3) Tracer (C f) sur [0 P g ]rpms sur [_5 ; 5 | par symétrie.

Fonctions paramétriques.

_; Soit f,, la fonction définie sur R par: f,(x) = 2m- 1) x*- (m + 4) x}-m + 5.
"~ Ou x est la variable et m est un paramétre réel.
Soit (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (051

-

s )

1) Montrer que toutes les courbes (Cr,) passent par deux points fixes dont on déterminera les

coordonnées.
2) Etudier la fonction f; puis représenter sa courbe (Cy) dans le repére orthonorme.

2
. . s x“+ 3x+ 4m
| Soit fi, la fonction définie sur R par: f,,(x) = Tt (smt i3’

Ou x est la variable et m est un parameétre réel.
Soit (C;n) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Montrer que toutes les courbes (Crn) passent par trois points fixes dont on déterminera les
coordonnées,
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2) Déterm'lner m

Py !
. Pour que le point d'intersection I de (Crn) et 'asymptote paralléle 2 (x"ox)
At pour abscis

3
se =
. 2 .
») Buudier les fonctions fyet £, puis représenter leur courbe regpectives courbe (Co) et (Ga)-

l . x2— mx
a fonction définie sur R par: fm(x = —xz_—-—l— )

Soit fn

Ol x estla variable

. et m est un parametre réel différent de 1.
Soit (Cm

) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, ;7).

1) Donner le tableau de variation de la fonction fin suivant les valeurs de m.
(On distinguera les cas oy m=-2; m=2).

2) Comparer f,,(x) et f-m(=x) puis donner la position relative des courbes (Crp) et
(C_m).

3) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par un méme point fixe dont on déterminera
les coordonnées..

4) Représenter leur courbe respectives (C_;) et (Cy).

Fonctions auxiliaires.

| Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x3-3x*-1

1) Donner le tableau de variation de P.

2) Démontrer que I'équation P(x) = 0 a une solution unique o dans intervalle]1,6 ; 1,7 [.
3) Donner le signe de P(x) dans I'intervalle]—1 ; + oo [.

1-x

Partie B : On considére la fonction f :]—1 ; + o[> R etx — T 2

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; ).
1) a) Justifier la dérivabilité de f sur ]—1 ; + o [ja(x)
b) Calculer f '(x) puis établir que f'(x) = (1r )
2) Donner le tableau de variation de f.
3) Déterminer les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
4) Placer o puis tracer Cf.
5) Soit g la restriction de f a I'intervalle[ 2 ; + oo [.

Montrer que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que l'on précisera.

6) Tracer Cg~* o g~ * est la bijection réciproque de la fonction g restriction de f a
'intervalle [2 ; + oo [.

M2 Partic A : On donne la fonction g définie par g(x) = x*-3x-4

1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
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2 9<a<2,20
2 : i ue 2,19 <a <2
) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a. et q

3) En déduire le signe de g(x) sur R x3 + 2x°
. -
Partie B<-On-considére fa fonction fdéfiniesur R—{—1 7~ -par £(x) x2-1

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; i;7)

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df -
xg(x)
2) Montrer que V x ER-{—1; 1}, ona: f'(x)= (ng_ 1)2 .
3) Etudier le signe de £ /(x) et en déduire les variations de f puis son tableau de varl
la fonction f. . 5
4) Montrer que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe
Cf . Etudier la position de C f et (D).
5) Tracer Cf.

ation de

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

1+x
1—x

A Soit la fonction f définie par f(x) = x

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).

1) Donner I'ensemble de définition Df de f .
2) Etudier les variations de f, puis tracer avec soins sa courbe représentative dans un repére
1-+5

orthonormé. On donne : I_Z‘Ez —-0,6 et f( > )= -0,3

Soit la fonction f définie sur Rpar: f(x) = —x + Vx2 + 8

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ;7).

1) a) Démontrerque Vx € R,ona: x— vx%z + 8 <'O
b) Etudier les limites de f aux bornes de Df. En déduire que la courbe (C) de f admet une

asymptote horizontale dont on précisera une équation.
¢) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —2Xx est asymptote a(C)en-w

2) a) Calculer f'(x). Puis en déduire de 1) a) le sens et le tablee'lu de variation de f.
b) Tracer (C) et (D) dans un repére orthonormé (unité graphique : 2 cm)

|x2+ x|+ 1

PR Soit f la fonction définie par : f(x) = o

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé ( O ; ;7).

1) Déterminer le domaine de définition de f et écrire f(x) sans les symboles "valeur absolue"

2) Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interpréter géomélriquement les résullats

3) Etudier les variations de f

4) Montrer que les droites d'équationsy = —x - 2 et y = x sont asymptotes a la courbe
(Cretf

Idrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. BamaKo-Mali. TSE. Tome 1 Page 128

Scanned by CamScanner



S) Tracer (C)

. . Soit | ) '
a fonction numérique f définje par f(x) = |xz —2x— 3|

Soit C .
/ sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O3 15 J )-

1) D 1 '
2) Ecé:fr?}:?;; I'ensemble de définition de f
. Sans valeur absolue ;
3) Etudie i solue o : aphiquement VoS
fésulta;sl,a dérivabilité de fenxy= —leten xo = 3 puis interpréter £raP '
4 . ol —oo et
) uMn()ntrer que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (4) au voIsInage N _ *
5) D © asymptote oblique (D) au voisinage de +co.
& Tre:sser Son tableau de variation
racer dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.

Q) | Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x| ’ xi 1

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 1; 7).

1) Déterminer I'ensemble de définition Df de f
2) a) Etudier la dérivabilité de f au point x, = 0, en déduire I
b) Calculer f'(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.

ensemble de dérivabilité de f.

c) Calculer les limites de f(x) aux bornes de Df et préciser les équations des asymptotes a
la courbe (C) de f. : :

d) Dresser le tableau de variation de f.
3) Tracer la courbe (C) de f.
5. On considére, dans le plan (P) rapporté a un repére orthonormal (O ; 7; J),lecercle (T )de
= centre O et de rayon 1.

Soit A le point de coordonnées (1 ; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA'], distinct de A et A’, on méne la perpendiculaire
(A) aladroite (AA"). La droite ( &) coupe le cercle (T')en M et M.
On pose OF = x. Calculer en fonction de x I'aire du triangle AMM’.

2) Soit f la fonction définie sur]—1 ; 1 [par f(x)=(1=x)V 1— xZ.

a- Etudier les variations de f.
b- Montrer que le triangle AMM' d’aire maximale est équilatéral.

On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la co
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: man-macns. "LOIE

X —00 2 4 : —ﬁj
_L'(x) ) - —
1T * =] | -
1
r \
. - :

1) Tracer la courbe C de f
2) Compléter le tableay de variation de f

3) On suppose que f(x) est de la forme f (x)=

a- Déterminer les réels ¢ ibic; peta

ax?+ bx+ ¢
x2+ Bx+ a

b- Montrer que | icti AT - '
I3 préCis(ir. arestriction gde fal=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle

c- Donner I'équati \ _ )
d- Trace; ' quation de la tangente 4 la courbe C' de g~ 'au point d'abscisse 1

Di i ;

llsc1.1ter grapfl’lquement survant les valeurs du paramétre m, du nombre et des signes des
- :lo utions de l'équation (3 — m)x? - (12 - dm)x + 8 = 0
o 1 donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

(4]
1

y Iy

N ===~
w
o
w
A

—=6 _%5 _#4 _}3 _}2 —=l i 1 ) ]
-1+
-1
-3+
-4+

1) Compléter la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

2) Donner les équations des asymptotes a (Cg) _
3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles

Donner les limites de g aux bornes de Dg.

= \ 130
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man-mMatns. ‘Lome i

4) Dresser le tableau de variation de g.

ax®?+ bx+c |
_H Spit f la fonction numérique définie par, f(x) = T ord ouas b.; .cetd sontdes

réels et (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere orthonormé (0;7; )

1) Trouver lesréels a; b; cet d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2;3),B(4;7)et admet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.

2) Dans la suite du probléme on prendraa = 1;b=-1;¢c=-5etd = -3

a- Etudier la fonction f

b- Etudier la position de (Cf) par rapport & son asymptote oblique
¢- Montrer que la restriction g de fal'intervalle [ 4; 4oo[ réalise une bijectionde [ 4; +oo[
Sur un intervalle J que l'on précisera,

3) Montrer que (C f) admet un centre de symeétrie que l'on déterminera

4) Montrer que 1'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions aetf

5) a- Montrer que Vx € [4;5], ona: If'(x)] <

B w

b- En déduire que |f(x) - 12§ l < % |x — 5]
6) Traccr (Cf) dans lc repére (o; 17 J) ainsi que (Cg™1) la courbe de g?!

1
| Partie A : Soit f la fonction numérique définie sur Df=]1; +oo[ par: f(x) =TI Vx

1) Montrer que la dérivée de f garde un signe const_ar{t sur Df.

2) Etudier les variations de f (limite et sens de varlatlgn) _ ‘

3) En déduire que l'équation f(x) =0 admt_at une solution unique dans l'intervalle ] 1 ; 2(
Partie B: On se propose de résoudre I'équation f(x)=0dans]1 ; 2[ .

. S L
1) Montrer que I'équation f(x) =0, a méme ensemble de solution qu;: l'équation 1 =X
2) On appelle g la fonction définie sur] 0 ; +oo[ par: g(x)=1+ 2 soit @ la solution de
: = = <a<2)

'équation f(x)=0(Onadonc g(a) = aetl<a

:1)6 qlI:f;olntrefr(qu)e si x est élémentde ] 1 ; 2[ alors g(x) est aussi elemen't de]1; 2

b) Justifier la dérivabilité de g su'r [0; +;’°[Calculer la dérivée de g puis montrer que
pour tout x [1 ; 2]e ona:|g'(x)| = 2

1
c) En déduire que pour tout x de[1; 2],ona:|g(x)—a|< > |x — al

1
€ Soit la fonction f définie par f(x)= Y et (C) sa courbe.

Démontrer que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [0; +oofest au
]) a- bem

dessus de sa tangente en tout point.
ess
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. 21‘-—’a 1)
b- En déduire queVa € [0; +oo[ ,ona: Ty

; ent
e rée] strictem
g te)=-Vx+1 epsoit - réel
par g )=

+ 2) Soit ta fonction g défintesur{ 05 ool
positif.

a- Déterminer la dérivée premiére et seconde de g sur [0; +ool

N R

<g'(x)=

b- Vérifier que: v x € [0; k[ ona: 7==

ion g sur
c- En utilisant le théoréme de l'inégalité des accrmssements finis & la fonction g
l'intervalle [0 ; k], démontrer que : 1 +3 <Vi+k=s1l + - (2

d- Déduisez des relations Met@)que:VYa € [0; +oo| ,onq:
k k2
14— —4—5\/1+k51+§

e- Etablir alors I'inégalité suivante : 1,0475 < /1,1 < 1,05

f- En déduisez une valeur approchée de 1,1 tout en précisant la marge d'incertitude.

Solutions

Limites en un point x,

1B Calculons les limites suivantes aux points x, donnés :

x3 - 23 - -8 _0 . . .. « 4 ..
a- im*—=2 = 8.8 = — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
-x+2 -2+2 -2+42 0
x - 2%
3_ 2x+4
lim*—2 = ltm(x 2tz +4) = lim—(x*+ 2x + 4)=-12
—x+ 2 —-(x-2)
x - 2% x - 2% x - 2%
b- limﬁ_ 3_-¥9-3 _3-3_°0 (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:
x—9 9-9 9-9 0
x -9

2
o3 _ g VE-3 WEr3 g (E-30E+3) (R G

{im -9 Mm—"9 "~ Vx+3 tm (x - 9)(Vx + 3) lm(x—9)(\/3"c+ 3)
x =9 x =9 x -9 x =9
xX-9 ) 1 _ 1 _ 1 ___=1_
=lim(x—9)(\/,'{+ 3) =hm\/;'c+3 T V9+3 3+3 6
x =9 x =9

' i Page 132
drissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 g

Scanned by CamScanner



Mae-macns. 'LOme 1

2x+S __2@+5 _ 9
x2-x-2 (2)2-(2)- 2 ([
X =2

c-lim

. YxT+1-1 _ VOo¥i- . . Ty Y
d- lim =—= = % (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

0
x -0 :
. 241 2 211 — Z 2 2_ 12
“m\fx LI w/xz+1+ 1_ “m(wlx +t1-1)(VaZ+1+1) _ Iimwx +1) -(1)
x VxZ+ 1+ 1 )(VxZT+1+ 1) T @OWxE+1+ 1)
x -0 x =0 x =0
= Jigy OATF1) - ()2 249 2
= llm( - I5 x“+1-1 — I x — s x =_0_
it ) M Sy Rt I T P I 4
x =0 x =0 x -0 x -0
i X:—Xx-6 _9-3-6 g
e- lim —V3  G-f - (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

lim 2 ) YEXVE (- x-6)(VE+ VE) _ (x+2)(x- 3>(x/‘+\/')
e L R o T B o

x =3 x =3 x—3

= 1im DD VE) hm(x+2)(\/—+\/_)~1o\/_

x=-3
x—3 x=3
, x2-5 1-5 -4
- lim = =" =
f - x243x+4 -1-3+4 0O o
x - —1*

288 Calculons les limites suivantes aux points x, donnés :

. Sin2x _ Sin0 ,
a- lim =—== (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

3x 0
x =0
Sin2x Sin2x 2 Sinzx  2_ 2 Sinax
[ = - X=-= = ar LI =
lim ! <32 lim —=x3= 7 (carlim 1)
x =0 x -0 x =0 x - 0
Cos2x Cosmt “1_ o

b- Lim 1- Sinx 1- Sm%r 0

LT
x 2

; 0
sinsx _ S0 _ — (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

c- lim Sin3x " sin0
x =0
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inSx 1 5 5
inSx sinSx Bl s _ 1 xi=2
Xy sinsx o 5xxE . 5% _ lim w2 = Sk
lim S = lim B = lim iy X o "Flrs;xx 771
5;)(5'!".31 3xx—F T 7
“x =0 x =70 x =70 x -0
[ inx Stnxe ination:
d- lim Snx _sinw _ 0 (F orme indéterminée) et levons I’indéterm

T—-X m—-1
X =
Effectuons un changement de variable en posant X =x —m =>x=X+T7

Six - alors X -0

. i . Sin(X+ . Sin(X+m . =Sin(X) _ ,. SinX _
Donc lim 3% & lim SIX+m) lig S0X+m) lim——=—= = lnm——x =1
T-x m— (X+m) T-X-1 -X

X =n X -0 X -0 X -0 X -0

(car Sin(m + a) = —Sina)

iy SINAX . Sinax  sino
e- lim =lim——==2""|=2 (Forme indéterminée) et levons 1’indétermination:
tangx tangx  tango
x—=20 x-0
:—:XSindfx 4x x51:4x 5”.,4: i sm5:r )
' =l > = —_ = = - =
lim Exmngx lim xxtangx lim ige tangx X x lim sm.3x X 4 1 X4=4
* d T3x

x =0 x =0 x =0 x =0

Limites a ’infinie

3@ Calculons les limites suivantes 4 I’infinje -

x + 1= x2 - x? x2 (-w)2 4oo
X — —00 X = —00 X > —00

b- umzﬁ‘; = um%’?-= limZJ% =lim2\/§ =2 |= =240 =0

+oo
X = 400 X 940 x 5 4w x - 4o
2x2+2 ) 2x2 2
c-lzm = lim=— =%
X — —® X — —oo
VxZ+1-1 Vx2 |
-lim————= lim— = [ X _ o TX
d- lim . x lim - lim —=-
4x+3 lim X . ax X%
- I —_— N —— = [lm——— = . Ax _
e ltm,/o,xz +x -5 Vaxz 2] lim o =2
x o+ X 240 x > 4o X > 400
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f- lim ! s lim m—— = = :
(1-vx)(1+ V) (1)%- (f) 1- x x +o

ey =000 X S =00

- X — = x = 0 |
' : 3x-|x . 3x-(-x) _ . 3x+x . 4x  _q. 4x _ 4 _
g- lim L1y 3x-(x) Xrxr_ g X —lim Z=Z=2
2x - 2 2x - 2 2x-2 2x - 2 2 2
X — —00 X — —o0 X — —00 X = — X — —o

h-lim 1—-x +Vx2+x+1 =lim —x +Vx? =lim —x +|x[=lim —x +x

X = 4o X — +o0 X = 400 x = +o
= lim 1-x +Vx24+x+1 = —0+ 0= (Forme indéterminée)
X = 400
Levons I’indétermination:
1-x - Vx2+x+1

bm 1-x +Vx2+x+1 = lim(1-x + Va2 +x+ 1) X

X =4 X = +oo

1-x = Vx24x+1

lim (1 x+\lx2+x+ )( x-w/x2+x+1)=lim (1--x)2-—(~./x2+x+1)2

e 1-x — Vx2+x+1
X = 4o X = +oo0

(1-x)2- (Va2 +x+1 )

x2—2x+1)— (x2+x+1)

=lim = lim {
1-x — Vx2+4x+1 1— x —x2+x+1
X — +oo x — +o0
PN ot L S it ot W P S PN ¥
1—x — Vx2+x+1 1—x — Vx2+x+1 —x—Jx?
X = +o00 x — +oo x — 400
—3x — 3x - 3x -3 _ 3
— 1 —— =lm T e— e S—
lim e oy llm_x_x — - -
x =+ x — 4o X — +o

i- lim 22 Smx( théoréme des gendarmes)
x+
x — +0o0
On saitque : —1 < Sinx = 1

En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :

1 <2+Sinx < 3

En divisant chaque membre de ’inégalité par x + 1,ona:

RV =TT e —— 135
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e . LTOLIA <
x+1 < x+1  ~ x#1
*inégalité,on a:
En appliquant la limite & chaque membre de I'inegal s
. 1 24Sinx lim 3
“mﬁ' < lim x+1 - x+1
X > 4+ x = +© X = +o
e 2+Sinx 0
X — =0 ) ) _
r b3 . m
Or et Alors d’aprés le théoréme des Gendarmes, ona : lim —75—
.3 -
mon =0 x- +
X = +oo

Limites et asymptotes

& Calculons les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

x2+5
af) = X5 = D =R-(2) =]-00;2[U]2; +oo]
2 2
limf(x) = limE22= pmi_= im —x = 2
f(x) -x+ 2 m—x lim =x = +oo Aprésdivisioneuclidiennedex * S )
-x+ 2
X > —0 X 2 —m X = —0 X = —o0 | onobtient f(x) = —x — 2 + 9+2
-Xx
’
. . x%+5 .ox2 ] . Jis .
lim f(x) = lzm_x+2= ltm:= lim —x=—o0 Alors la droite d’équation y = —x — 2
est asymptote oblique

X—=>+w0 x> +0 X > +0 x - +© Y,

: 9
lim f(x) = T@rz T

x - 27
Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale
-(2)+2 o0-
x = 2t

b- f(x) = T => Dy =R — {6;1} = ]—00; —6[ U] =6 ; +oo]

x2 + 5x —6

. e =X*+5 . —x?
lim f(x) = lim praar——— lim i 1 3
X —> —®© X 2 —© X & —o Alors la droite d’équationy = —1

: iy XS g =xP } est asymptote horizontale

lim f(x) = lim por S lim i -1

x > 400 xXx — +x® X =2 4+ J
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lim _ o —Ce?+s 31 )

f@&) (-6)? + s(-6) -6 0% ® o
xX. - =5 Alors la droite d’équation x = —6

> est asymptote verticale

lim — _—(=e¥+s _-31_ 4

f&) (-6)2 + 5(-6) -6 0~ +
x =» —6t J
lim - —f+s _ 4 _

f&) (1)2+5(1)-6 0 @ }
- > Alors la droite d’équation x = 1
lim f(x) = (TL =2 -t est asymptote verticale

1)%2+ s(1)-6 ot

x —» 1t )

BBl Soit la fonction f dénie par: f(x) = V¥*+x+1— X

On note ( Cf ) sa courbe dans le repere orthonormé (O ;737 )-

1) Etudions les limites de f en + o et en — @ puis en déduisons sila courbe (Cf) admet

une asymptote horizontale
lim f(x) = limVxZ+x+1—x = limvVxz— x = lim|x|— x=lim—-x— X
¥ — — o0 x—»—oé | X = —® X = —© X & —
= lim —2x =—2(—o) =+

x — — 0

Alors la courbe (Cf) n’admet pas une asymptote horizontale en — oo, mais on a une

possibilité d’asymptote oblique — <.

limf(x)zlimvx2+X+1—x=lim\.‘xz—x=“mlx|_x=“mx_x
x = +o x 2 +® X 2 4o X = +0 X = 4o
400 — oo (Forme indéterminée) et levons I’indétermination:

—x —Vxi+x+1

_x N lim(—x + Va2 +x+1) x

-x =VxZ+x+1

lim
x — +00
X -+
R xS e ()
[im -x X > oo
x = +0
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=lim

ST X oo

o2~ (Vv xyT)
G L By~

. 2_
Slim Xoxoxo1
X = Vx24xiq m ——___ - lim

BB

wau-Matns. ‘Lome

x2— (2 + x4 1).
hh-‘_—

T XS oo

b
I
I
|

X = 400 ~x=VxZixt1 _x__\[—
X = too X = +o0
=]y -Xx—1 _
“m:TLT;T=lim ’;"1 =lim =% -1 _1 , I
—X-x .
X = 4co X = 400 s oo 2 ‘

La droite (A) d’équation y =

2y 1 A .
; est asymptote & (Cf) en —oo s et seulement sj :

li T
im f(x) y—llm[(\/x2+x+1—x)—( 2x—~)]—l:m\/x2+x+1—x+2x+—

X == X - —o0

X — —o0

y 1
SUmVxP+x+T+x+32 =lim (x + §+m)xx+rm

X — —00

1
x+5—Vx2+x+1

X - —oo

(et V) (x4 3= Vo ) (x+ 1)~ (VaZvar1 )’

=lim
x+3—Vxl+x+l x+7—xl+a+l

X = —oo

X — —

2
tx+7-(V2+x+1) — i 2 tx 41— (P Hx+1)

=lim = lim
x+3—Vx2+x+1 x 45— Vxttx+1
X — —co X =& —
2 L o2y _3 _3 _3
=limx+x,+"' ¥ lim — = lim —4+—=lim ——
x+5—Vxt+x+1 x + 2= Vxi+x+1 x+5— x| x+3+x
X — — oo X — —oo X o —0 x — —o00
3 3 3
= 2 -2 - -3 -3
. __.___-4 = A =im =4t~ =lim 3 = ' = =0
lim 2x+ Lim 2x lim 2x 8x 8(—0) —00
y o —0 x — —00 X — —oo X — —o

Idrissa
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D’ou la droite (A) d’équationy = —2x — %est asymptote oblique a (Cf) en —oo

Continuités

Continuité en un point x,

n Etudions la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

if( x) = L2z2)

x2+x-6 et xg=2

f)=0
f est continue en xo =2 si et seulement si :

lim f(x) = f(2) = 0

x -2

— (x—z) Y (x-2) X2 _ 2-2 _0 _
lim f(x) = le 24 x e_hm(x—z)(x+3) -hmx+3 2+3 5 0
x =2 x =2 x -2 x -2

Puis que lim f(x) = f(2) = 0. Alors f est continue en x, = 2

x =2
=222
{f(1)=5 e

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx —1=0=> x=1

Puis étudions le signe de tableau de si x — 1 dans un tableau.

|x —0 1 + o
x—1 — J +
f(x)=(—_'%'1_;lz' si x € ]—w; 1]
=z f(x)zﬁ_x_'_%ﬁ six € ]J1; +m
X
=i sx el
x+
f(x)" 31 six € J1; 4o
x+

. studions la continuité de f @ gauche et 4 droite de x, — |
nsi €

Al
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f est continue en Xo =1 sif (1) existeet si limf(x)= lim flx)= f(1)=

B I e

Continuité 3 gauche :

X+ 3 2
X - 1" x - 1-
Continuité a droite :
[imf(x)z [im _1;*!-_1- = l

X+ 3 2
x = 1t X - 1

Puisque |im f(x) = lim fX)=f(1) = %
x - 1° x - 1t

Alors fest continue en Xo=1.

Continuité et condition de faisabilité

28 Soit la fonction £ définie sur R par

{f(x)= 1 Six € R (2)
f(2)=a

Déterminons la valeur de a pour que f soit continue en Xo=2

f estcontinueen xy =2 si limf(x)=f(2)=a

x = 2

2—2 2-2

li )_ li 3—V2x+5= 3-V2X2+5 3-3
im f(x) = lim —

x - 2 x = 2

Levons I’indétermination:

Mall'matns' CAVITEE TR

1
2

0 . -
5 (Forme indéterminée)

(3)2 - (Vax+ 5)2

. 3-Vax+5 3+vVax+s _ . (3-V2x+5)(3+V2x+5) _ .
lim x-2 x3+d2x+5 - dm (x—z)(3+\/2x+5) llm(z—z)(3+\/2x+5)
x — 2 x = 2 x - 2
2
. (3)?-(V2x+5)  _ . 9- 2x-5 = i 4 - 2x
=hm(x—2)(3+ﬁx+5) zlm(x—ZJ(3 +V2x +5) Ihm(x—z)(3+\/2x+s)
x = 2 x = 2 x = 2

4
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-2(x - 2) -2 , -2 -2 . =2

=lim = [ g = =
(x—z)(3+v‘2x+5)‘ um3+»[2x+s'3+y’2xz+5 349 3+3

-2 _ -1
6 3

X .2 x =2
Alors  lim f(x) = f(2) ==
x - 2

Orlimf(x)=f(2)=a <¢i>a=_—31 .D’ou a—t%1

X = 2

R f Soit la fonction f définie sur R par :

fX)=x%> + ax six € j-—oo ; —1[
fx)=2x —1 si x € 1-1; 1]
f)=b(x*-1) sixe1; +oo[

1) Déterminer le réel a pour que f soit continue au point x, = —1
f est continue en x, =2 si limf(x)=limf(x) © limx2+ax= lim2x — 1

x - =17 x » —-1* x = =1~ x - —1%
S1P +a-D=2(-1)-1®1-a=-2-1®1-a=-3=> g=4

1) Vérifions si I’on peut déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point xo =1,

festcontinueenxg =1 si limf(x)= limf(x) @ lim2x —1 = limb(x? - 1)
x -1 x-1 x = 17 x - 1t |

@+2-1= b(1 —1)© %4 = 0 absurde

Alors impossible de déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point xo = 1.

Prolongement par continuité

e Dans chacun des cas suivants, précisons 1’ensemble de définition de la fonction f et
inons (s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en xo.

~ déterm

f(x) = x;}_:/i
a)
XO_—-O

- Ensemble de definition:
pf={x/x€x=Z Oetx #0}=>Df=]0; +oo[

_ Prolongement par continuité:
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Xo=0¢]o; "
£10; +oo[. Alors f peut étre prolongée par continuité au point xo =0 -

~lm f(x) = Lim X% x_o
Vx -+ g(Farme indéterminée) et levons I’indétermination:

lim ¥ (VF 1)z

x = lm(vx-1)=-1€eR

X -0 X = 0 X = 0

Soit
gle Prolongement par continuité de f en xp = 0 tel que:

[g(x) = \/-‘/_ Six € ]0; +oof

Alo
rs f est peut étre Prolongée par continuité ay point x, = 0. [
g9(0) = -1 Six=0 ou g(x)=+vx -1 E

b) {f(x) = =

xo = 0
- Ensemble de definition: » ' E

Df={x/xEcosx=#Oetx¢0}

- xqt-—§+ 2km
COSX -
¢0¢>cosx¢cosz® ou et x*0=>

X # > + 2km
Df=]R{—{—§+ 2k1r;§ + an';O]aveck EZ
- Prolongement par continuité:
T I (3 A “
xo=0¢ R— {— P 2km i+ 2km ;0 } . Alors f peut étre prolongée par continuité au

point xo = 0
t
lim f(x) = ﬁ == (F orme indéterminée) et levons I’indétermination:

x =0 x —» 0

Slnx
1
ltm——hm-—Q"— = lim smxxl=limﬂx——l(carltm——=1311”71—:1)
cox x x ax 0sx
x—=0 x-0 x -0 x =0 x = 0 x -0

Alors f est peut étre prolongée par continuité au point x5 = 0.

Soit g le Prolongement par continuité de f en xo = 0 tel que:

Page 142
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x

{9(3‘) = Zsix e R- {—g-l-v an'i:% + ‘an‘:ﬂ-} 5 e
g(0)=1 six=0

- Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :

90 = e

a- Déterminons les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.
Df={x/x€x+120etx#0}=>Df=[-1;0[U]0; +oof
Dg={x/x€x+120et 1+Vx+1+#0}=>Df=[-1;+0o[

b- Vérifions quc la fonction g cst le prolongement par continuité de la fonction f en xy = 0.

l
)
] rw=Em :
]
]
|

f(x) = Vet 1-1_ (Vx+i-1)(Vx+i+1) _ (Vx+ 1)2-(1)2= x+1-1 _ x -
x x(Vx ¥ 1+1) x(Vx+ 1+1)  x(Va+ 1+41) x(Vx+1+1)

— 1 —
fe) = VX+ 141 =g(x)
Alors g est le prolongement par continuité au point x, = 0 de la fonction f.

V2x -2

11 On considére la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) = -
o x—

1) Déterminons son ensemble de définition Dg.
Dg={x/x€2x>20 et x—2+0}=>=>Dg=[0;2[VU]2; +oo[
2) Montrons que g admet en 2 un prolongement par continuité que 1’on notera par h.

xo = 2 ¢0;2(v]2; +oo[. Alors g peut étre prolongée par continuité au point xo = 2

V2x -2 0o . . ye s .
. =Ji =—(F indéterminée) et levons I’indétermination:
limg(x) =lim ——>"=3 (Forme )

x — 2 x — 2
-  (VZx —2)(V2x +2) _ o 2x -4 Y 2(x=2)
lim—‘%-’é——zg = ltm((x_ D(V2x +2) lim =W +2) hm V2 +2)
- 2 x = 2 x - 2 x = 2
x

Z _
I —

2
=limpriz 242

N =

x—')z

Alorsf est
. le Prolongement P

ut étre prolongee par continuité au point Xo = 2.
pe

ar continuité deg enxp = 2 tel que:

Soit
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of VR

h(x) = Jj_x__zz six € [0;2[ U]2; 400 *

Ar@) =3 six=2

: ) be(C)
2) Montrons que h est dérivable en 2 puis donnons I’équation de la tangente d la courbe(

de h au point d’abscisse 2.
- Dérivabilité au point xy = 2

h est dérivable en 2 si et seulement si : lim "R _ pe 2)=1l€eR

x— 2
x = 2
Vix =2 1 2(V2x -2)-(x—- 2)
lim h(x) -h(2) _ lim( 3 )‘(‘2") _ ( xz(x)_ z)x — 2(V2x —=2)—(x— 2)
x=2 x—2 M2 2t - 2)2

x = 2 x = 2 x — 2 x = 2

=um2.m—4—x+2 =1 2V2x —x— 2 = g 24D
2(x— 2)2 M x = 2)2 M= & - 2)2

x - 2 x = 2 x = 2
] h(x) =h(2) _ . [Zm—(x +2)][2wf—2_x_+(x +2)] = fim (Zml_ (x +2)?
M =2 MY G ) vax +(x +2)] M = 22 [2V2x +(x 12)]

x - 2 x = 2 x = 2
. 8x — (x2+ 4x + 4) — i B8x — x2— 4x— 4 — lim —x?+ 4x— 4
=lm s e Vet 42 I — D VZx G 4 D)) 200 — D2 [2V2x +(x +2)]

x = 2 x = 2 x = 2
. — (x2— 4x+ 4) s — (x— 2)? = lim -1
=M Ve 2] M- 2P 2Vex + (D] 2[2V2x +(x +2)

x = 2 x — 2 x = 2
. -1 _ -1 _ -1

~ M et ZavEe@] | 16

x = 2
D’ou h est dérivable en 2 et son nombre dérivé est : h'(2) = %

- Equation de la tangente au point x, = 2

L’équation de la tangente au point Xo = 2 est donnée par la formule :

y = K'(2)(x = 2) + h(2) avec h'(2) = '16

-1 1 -1 -2 1 -1 3
— = ( = +—-= -
>y 16 2 16 16 2 16
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Dérivabilité
+ Dérivabilité en-un point %,
- ‘Etudions la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

2) {f(x) = (x-2)*

x2+x-6 et X =2

f@)=0

f est dérivable en 2 si et seulement si : llmM)— fl2Q)=1eR

X = 2
- _(Ei (x-2)2

limM=lim[IZ+x-6] =i (x+x3)(x 21 _ . (x-2)2

x—2 x— 2 m-

(x+3)(x-2)2

x - 2 x = 2 ¥ = 9 | £ 3
_ 1

(x+3) s €R

X = 2

D’ou f est dérivable en 2-et son nombre dérivé est : f'(2) =-§
f( ) — Ix—1|+2 xo = 1
f (1) =

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :

Posonsx —1=0=> x=1

Puis étudions le signe de tableau de si x — 1 dans un tableau.

[T T E—

ch-:_l1 _x—+1‘ ';_1
f(x):_(_:%l_j_*i si x € ]—w; 1]

=S e It
f(x)= x++33 st x &= 1

= () = 2:31 six € ]1; +of

Etude de I2 dérivabilité de f

“page 145
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.1:04 5 droite
abilité a drotte
f est dérivable en xo = 1 si sa dérivabilité a gauche-est égale a sa dénv

- . -fQ1
c’est-a-dire : lim&x)—f—(ll.= l;m__—-f(x) fQ) =leR
- x—-1 x-1

x = 1° x = 1t

Dérivabilité a gauche :

[2(—x+ 3)-(x+ 3)

_2x+ 6-x—3
2(x+3) ] _lim 2x

£G) —F(1) &5)-: o
x - 1° Cx o1 x> 1" x = 17
_ lim ——3%x+3 Clim =3 =D g T3 o 3 _3eRr
2(x +3)(x - 1) 2(x +3)(x— 1) 2(x+3) 2(1+3) 8
x - 17 x =17 x = 17

Dérivabilité a droite :

x 2(x+ 1)-(x+ 3)
. e -f@ . | “)“ . [ 2 ] . 2x+2-x-3
llm___ x+ 3 (x +3) ] _
x—1 lim = lim x—1 llmZ(x+3)(x—1)
x - 1% x —» 1t x » 1t x - 1%
s x—-1 — 14 1 _ 1 =1_
—hmz(x+3)(x—-1) llmz(x+3) 2(x + 3) s R
x - 1t x = 1t
limf(x) -f(1) ?tlimf(x) -f(1)
x—-1 x—1
x - 1”7 x - 1*

Alors f n’est pas dérivable & gauche et a droite de x = 1, mais elle admet deux

deml-tangentes de coefficients directeurs respectives f'(1) = — > et f'() = -5

Dérivabilité et condition de faisabilité

g8 Déterminons les réels a et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, = 1

f(x) 2x*+ ax—3six <1
[f(x)" b osix>1
- Continuité :
f est continue en Xo = 1 si etseulementsi: lim f(x) = lim f(x) ©
x = 17 x - 17
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lim2x%+ ax—3 = lim z::: 2 ®a-1=2+b®a-b=3 (1)

x = 17 x - 1%

- Dérivabilité :

f est dérivable en xo =1 si et seulement si : lim% = lim%__fl(ll
‘ylc - 1" x = 1%

(50) -w

] _ _ 2 -3)—(a-
lim LX) =r@ _ lim;(,;)_f(n © ”m(Zx +ax-3)-(a-1) _ lim

x—1 1 x—1 x—1
x = 17 x = 1* x - 17 x = 1*
. (2224 ax-3) -(a-1 . 2x+ b —z-i-b 2 —3- =
lim x_)l (a-1) _ ltm( o (2+b) & ljm Fi¥ex-3-att _ b — bx o
x—1 x—1 - x—1
x - 17 x - 1t x o 17 x - 1*
2_ 2
Slim 2x*-2+ax-a _,. b-bx . Z(x—l)+a(x—1)= . b—bx
2= 1 llmx_1 & lim ) ltmx_l &
x - 17 x - 1% x = 1" x — 1t
o 2(x = Dx+1)+alx- 1) . b—bx . - DR2GE+1)+a] —b(x—
lim = 27X — (x—1)
x— 1 l[mx_ 1 @llm — = ltm?
x = 1° x = 17 x - 1° x.—bl+
@lim2(x+ 1)+ a=lim-b ©44+a=—-b < a+b=-4 2)
x = 1° x - 1t '
Ainsi, formons le systéme avec les équations (1) et (2)
a—b= 3 (D) . 1 7
La résolution de ce systtme donne: a=—= et b = —-
{a+b=-4 (2) d 2 2
x(x+ 1)

(x) = a2y SiX > -1
(x)=2x +a six <-1

1) Déterminons la valeur de a pour que la fonction f soit continve au point —

18 : Soit f la fonction de R vers R définie par : [j

1

@ﬁé&}‘\.
) il = i & ; BERNAR
f est continue en xo = —1 si et seulement si: lim f(x) = lim f(x) - P &%

x » -1 x -» -1t

L ox(x+1) _ |im2x +a & 0= -2+a®a=2
tlm(x_'_z)z .

x-—)—1+
-

x = —17
bilité de la fonction f au point —1.

2) Pour @ = 2, étudions la dériva
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: —f(-1) _- 1: f(x) —f(-1)
f estdérivable en xo=—1 si et seulement si : lim "————(x; +f (1 = lim=— 71
-t :-’vxu—)n—l_ i ‘,.‘-“,'-.'.-‘-—‘11-

x(x+ 1)
. —f(= —f(— —(0) ‘ —(-2+2)
lim f(X)x+f; 1) _ lim £X =D S i [g, +xz+221 -l (2x+2) -( &

x+ 1 x+ 1 I
¥~ =1 x—’_1+l x - —1" x = —1% l
@li x(x+ 1) — . 2(x+1) . x 3 ) . )
Mo+ Dxr - UM— 7 ®lim—o5= lim2 & -1 2 (absurde)
¥ = =i x = —1* x > —1- x - —1%

Alors f n’cst pas dérivable en 1.

Application de la dérivée

13 De'EterminOns une €quation de la tangente en Mo( xo ; f(x0)) ala courbe (C) de f dans les cas
suivants :

L’équation de la tangente 4 la courbe au (C) de f point x4 est donnée par la formule suivante :

y= f'(xq)(x —Xo) + f(xp)
a) f(x) = X*+2x>~5x + 3 et xo= —2 => y=f(=2)(x+2)+ f(-2)=>

y=f(=2)x+2)+f(-2)=y= —1(£+ 2)+13=y=—x+11

(@ N MmN
1 i L

b) f(x) = ZEEEL ot xo= 1= y = F(D)(x— 1)+ F(1) = y=Zx+o

x+1

Wi

¢) f(x) =cos?x et xo= ’6—’=> J’=f'.(§)(x—§)+f(§)=>y=—§x+9+1;_""§

EW Déterminons la fonction dérivée f* de la fonction f dans chacun des cas suivants :

a) f(x) = x*- 2x*+5x 43 => f'(x) = 3x%- 4x +5

x2+ 2x+ 2

b) f(x)= —— .Posonsu=x2+2x+2=u'=2x+2 et v=x+1=>v'=1
ey WV = ViU x4 2x
f@O=— =M=

¢)f(¥) = (=x*+ 2x)3 Posonsu=—-x?+ 2x=>u'=—2x+2 et n=3

f'(x) =n@H)™ ' => f'(x) = 3(=2x + 2)(~x% + 2x )2

d) f(x) = V2x® —4xZ + 1.Posonsu=2x3 —4x2 +1=>u'=6x2 — 8

!

Foy =57 =@ =

6x2—8x _ 3x%*-4x
2V2x3-4x24+1  V2x3—4xZ+1

>~
o

_—
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e) f(x)=(1-3x2)(-x2+1). : - : o )
“ Posonsu=1-3x2=>u'=—-6x et v=-x’+1=>v =-2x

Y PO = WY TuSSTTE) = (S0 £ 1) + (2201 = 3582) =12%° —'8x
Df(x) =Cos’x.Posonsu = cosx => u' = —sinx etn=3
f'(x) = n@)(@)" 1 => f'(x) = 3(~sinx) (cosx)z = —3sinxcos’x

g f(x) = (x—-1)Vx3 —x2

3x2-2x

—x—1=>y = =Vx3 —x2 =>v' =
Posonsu=x—1=>u'=1 et v=vVx3 —x v P g

FER=uv+vu=>fu)= NV -2 )+ (le)( -1)

‘\fxB_xz

h) f(x) = Sin(3x — 1)*, Poson§ u=(3x—-1D*=u' =43)Bx-1)3= 12(3x -1)3
F'(x) =w'cosu=> f'(x) = 123x = 1)*cos( 3x — 1)*

D f(x) =Sin*(3x — 1) Posons u = sin(3x — 1) => u' = 3cos(3x —1) et n =4
Fi() =n) @™ = £(x) = 4[3cos(3x — 1)][sin(3x D3 |

=> f'(x) = 12cos(3x — 1)'>< sin*(3x — 1)

%78 Soit la fonction numérique f définie par:  f(x) = [x2 — 2x — 3]

1) Ecrivons de f(x) sans le symbole de la valeur absolue.

En posant x* - 2x - 3 = 0 on obtient comme solution x, = —1 et x; =3

x —o0 -1 E + o0

x2-2x-3 + O -0 +

[x* —2x—3] [x*—2x—3 | —x®>+2x+3 x*—2x-3
f(x)=x*-2x-3 st x €]-00; —1[U]3; +oof

=>{f(x)=—x2+2x+3 st x €]-1; 3]

2) Etudions la continuité et la dérivabilité de f aux points xo = —1 et xo=3.
Etude de la continuité en xo=-1

[ est continue en xo = —1 si et seulement si lim f(x)= lim f(x)
x—- -1 x —» —1*

et limf(x)= lim—x*+2x+3=0
x—= -1t x=--1F

lim f()= limx* = 2x—=3=0

x—)—-l- x—)_l
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Puis que lim f(x) = limf(x)=0 - sl A S
' X=-1"  xo -1t
Alors f est continue en Xo=—1

Etude de |a dérivabilité en Xo=-—1

: - f(- - f(-1
[ est dérivable €N Xo = —1 si et seulement sj lim f——-—-(x) f) = lim [~ (1)

x+1 x+1
x - =17 x - —1*
lim £ = r(-1) x2—2x-3 —g x2-2x-3 (x=3)(x+1)
im =120 _ =lim =222 o gy @24
i1 —_— im ———— = [lim
X x+1 x+1 x+1
X= -1 X = —1- X = -1 x—-—=1"

= iimx—3=_1_3___ —4
X = -1

lim __f(x.)_f(_l) = llm "x2+21+3 -0

. =x24+2x +3 —(x~3)(x+1)
=lim =213 _ 4 —Gx-3)(x+1)
¥ x+1 ‘o x+1 Lim x+1
rT= -1 x - —1* x——1* x - —1%

=lim-—x+4+3= 4

x - —1%

Ainsi on dira que f n’est pas dérivable a gauche et 4 droite de Xo
demi-tangentes respectivement a gauche et a droite de Xo
sont: f'(—1) = —4 et f'(-1) =

= —1, mais elle admet deux
= —1 dont les coefficients directeurs

- Etude de la continuité en Xo=3

f estcontinue en x, =3 si et seulement si lim f(x) = lim f(x)
x— 3" x =3t

imf(x)= lim-x*+2x+3=0 et limf(x)= limx®—2x—3=0
x—-3" x-3" x - 3t x -3t

Puisque lim f(x) = lim f(x)=0
x—=3" x-3*
Alors f est continue en xo, = 3

- Etude de la dérivabilité en x,=3

. 3 - f(3) . f(x)-f(3)
f est dérivable en x, = 3 si et seulement si lim [ -7@) lim —————

x-3 x-3
x =3 x — 3*
—x? -0 . =x*4+2x+3 . =(x=3)(x+1)
) fx)-f3B) . x° +2x+3 _ = lim
lim x=3 = lim x-3 Lim x-3 x-3

x—- 3" x — 3 x— 3" x 37

=lim-x—1=-3-1= —4

‘LOMU

x — 37 | | |
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- 2x- -3)(x+1

lim fxX)=f@3) = lim x2-2x-3 -0 = lim x ix3 3 _ um_(x x)(:; ‘ )
x=3 x—3 x . R

x = 3t x = 3% x -3t x—>3.

=limx+1=3+1=4
x - 3t

Ainsi on dira que f n’est pas dérivable a gauche et a droite de x, = 3, mais el!e adm_et deux .
demi-tangentes respectivement & gauche et a droite de x, = 3 dont les coefficients directeurs

sont: f'(3) = —4 et f'(3) =4

3) Donnons une équation de la tange;nteagauche et a droite de xo = —1 et x,=3.
—Agauche‘de—.l, bna:f(x) = x? —2x-3 = fix)= 2x— 2 et
Y=FEDG+D+f(-1) = y=—4(x+1)+0 = y=—4x—4
—Adroitede —1,0na: f(x) = —x2+2x+3 => f'(x) = —2x+ 2 et
Y=F(EDE+D+f(-1) = y=4x+1)+0 = y=4dx+4
—Agauchede3,ona: f(x) = —x2 4+ 2x + 3 => fl(x) = —2x+2 et
Y= 3)x-3)+f3) = Yy=—4(x-3)4+0= y=—4x+12
— Adroitede 3,0na: f(x) = x2 - 2x — 3 => ffx) = 2x -2 et
Y= =3)+f(3) = y=4(x-3)+0 = y=dx—12

3) Dressons le tableau de variation de la fonction f.

Pourx €]-oo; —1[U]3; +oo,ona: f(x) = x% — 2x — 3 et f'(x) = 2x — 2

Posons f/(x) =0 & 2x—2=0® x=1etle tableau de variation est le sujvant -

x —= = + o0 |

o | VL

PR —

Pourx €]-1;3[ ,ona:f(x)= —x2+2x+3 etf'®W= _2x+2

o

Posons f'(x) =0 ® —2x +2 =0 © x = 1 et le tableau de variation est le suivant :
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X —oo —1 1

b V77 = 77077
o V=~V ]

A' s 10; .
insi 'intersection de ces deux tableaux donne celui de f(x) sur I’intervalle ]—oo ; +oo[

% == —1 1 3 + o
'
f(x) - + @i} — +
1
4

f(x) +°°\0/ ~_ |

Etudes de fonctions

Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

8 Analysons puis interpréter chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :

1) f estla fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X — o0 + o0
f'(x) *
+ o0
f(x) /

De plus : .
- La courbe (Cf) admet I’origine du repére comme centre de symétrie.

- La courbe (Cf) admet I’ axe (y'Oy) comme branche parabolique.
a- Domaine de définition.

Df =R=]-c; +|

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

lim f(x) = —oo et lim f(x) = +oo
x — —w X — +0o

La courbe (C f) admet I’ axe (y'0Oy) comme branche parabolique.
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2) g est la fonction donnée par son tableau de Ya;iatiqp ci-dessous :

o “o 4 1 + 00
g'(x) - ¢ ¢ ' -
oo - 2
g(x) \
\ 0 B

a- Domaine de définition.

Dg=R=]—00; +oo[

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles

asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limg(x)= 4o et limg(x)=—
X — —00 x — +c

La courbe (C) admet une branche parabolique de direction (0y)

3) h est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X —® =2 1 2 + 00
h'(x)
+ ’ + D - -
+ 0 1 +
o | T NG
—1 - o 3
a- Domaine de définition. . -

Dh=R —{-2; 2}=]-o0; =2[U]-2;2[U]2; +oof

b- Limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les éventuelles
asymptotes ou possibilités d’asymptotes.

limh(x)= —1 et lim h(x)=3
x = —@ x — 4o
Alors les droites d’équations y = —1 et y =3 sont respectivement asymptotes

horizontales en — et +oo

lim h(x) = — el lim h(x) = +o0. Alors la droite d’équation x = —2 est asymptote
T - x - —=2% :
x = =2 Verticale
i = —oo. Alors la droite d’équation x = 2 ‘
. — 4o et limh(x)=- A quation x est asymptote
lim h(zx_? x = 2+ .
X~ Verticale

t la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :
gpestla
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X -0 .. ) . 2a 0. .~ .1 . ac 400 -
i I O I T
2 | +oo|| +00 ‘ 2
l \ ' 0/ \ 1/

a- Domaine de définition.

Dp=R —{0} =1-c0 . 0[U]0; +oof

b- Limites aux bornes du d

es omaine de définition tout ep mettant en évidence les éventuelles
asymptotes ou possibilités d’ asymptotes.

limp(x)= 2 et limp(x)=2

X = —o0 X > 400

Alors la droite d° €quation y = 2 est asymptote horizontale en —oo et +oo

iimp(x)': =0 et lim

p(x) = +o0, Alors la droj
x- 0

2 ite d’équation x = 0 est asymptote
x—0 Verticale

Jﬂ Dressons le tableau de variation de la fonction numéri

que donnée, partant de ses
renseignements fournis dans les cas sulvants :

1) Pour f;

f est dérivable sur R telle que I’équation f '(x)
3

2

f n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée f ' et les points E, ( 4) et

= 0 admet les solutions x = — let x =

E, (—1 - 5) sont ses extremums

les droites y =—2 et y =3 sont ses asymptotes respectives en — oo et + oo

x —00 —1 : +°°\
f&) _ , s ( _
—2 4
' \ _s / \- 3
2)Pour g:

» gestdéfiniesur ]-o ; 0]uU E : + 00 [ et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et b

= g eststrictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
* la drmte y =—x estala fons asymptote obliqueen — o et +
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les points de coordonnées (0 ; —3)_ et _‘ G ; 1) sont sur la courbe de g.-

T e "]
;_f'_(j)___ P / .+/ /c — i
g(x) /'—3/ / +00
% 1 .
3) Pour h :

h est dérivable sur R— {0 ; 2} etcontinue sur R. _

" le point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum a
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2; + o[

* les droites d’équations y = —lety = —2x + 1 sont asymptotes de (Cr)

respectivement en — oo et + o

bsolue de la courbe (Cn)

- i 0,3 2 +o
i T e
hx) | \ /0,'4 \ /+°°

Analyse et interprétation d’un graphique.

1) festla fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) = ax® + bx* +cx +d

tl

5__
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2) et E2(1 ; 0) sont les sommets de la courbe (CH

Deplus:El(_?1 ; :—7 .
mpéfe.onhmmc‘du‘plan

.a- Analysons.chacune. des courbes.représentatives données dans.un

afin d’établir son tableau de variation.
Df=R=]-00; 4oof '

limf(x)= -0 et lim f(x)=+o0

X = —00 X — +oo
—
x o % 1 T®
f(x) R + o 0 -+
32 +00
] —0o 0
b- Déterminons les réels a; b ; cetd en utilisant le graphique.
bx*+cx+d

On sait que la formule explicite de f estle suivant : f(x) = ax® +

D’aprés le graphique, la courbe ( C) passe par les points El( _?1 ; g) et E2(1; 0) &

-1 32
F(3)=2 e fy=0
De méme, la courbe ( C ) admet les points El( —?1 ; %%) et E2(1; 0) comme extremum <

F(Z)=0 e f@=o

La réunion de ces deux conditions donne le systéme suivant :

-1 32
f(?)“? —a+3b—-9c+27d=32 (D
f1) =0 o Jatbtc+d=10 (2)
f,(-_1)=0 a—2b+3c=0 (3)

3 3a+2b+c =0 (4)
fla) =20

L’équation (2) donne:a+b+c+d=0=a=-b—-c—d

En remplagant a par sa valeur dans les équations (1) ; (3) et (4), on obtient le systéme suivant :

b-2c+7d=28
—3b+2c—d=0
—b—-2c-3d=0

En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, la résolution de ce systéme donne :
b=-1; c=—1 et d=1 puisenremplagant les valeurs de b; ¢ et d dans I’équation (2),

on obtienta = 1.

.
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D'odflx)=x®—x2—x+1. _ . . o ..

. + b
2) La fonction donnée est g telle que : g(x)_j;:_z d

a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.

Dg=R—-{-1; 1}=]-00; —1[U]-1;1[U]1; +oo[
limg(x)=0 et lim g(x)=0

X = —0oo X = 4o
Alors les droites d’équations y = 0 est asymptotes horizontales en —oo et +o0

limg(x)= +oo et lim g(x) = —oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asy}nptote
X - -1 x - —1t -
Verticale

limg (x_) = —o et lim g(x) = +oo. Alors la droite d’équation x = 1 est asymptote
x=1 x—-> 1% Verticale

J

X —00 _ 0 1 )
g'(X) + _ ) — +
+o0 -1 +00
0 ;oo —00 0
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b- Déterminons les réels a; b c et d en utilisant le graphique.

ax+ b. .
-Oa sait que-la.formule.explicite.de.g.est le.suivant - g (x) =

cx%+ d

Puis que g admet Jes droites x = -1 et x = 1 comme asymptote verticale, alorson a :

xPtd=(x-1)(x+1) & cx? 4 d=x*—1 etparidentificationona: ¢ =1 etd = -1
ax+ b

=>g(x) = Py

a b
De méme 1a courbe passe par le point (0; —1) = g)y=-1 & ke -1=>b=1

ax+ 1
=90 ==—

De méme la courbe passe par le point (-3 ; 0)

-3a +1

=>g(-3)=0 & 2% =0=>q=3: i
LR §x+1 x+ 3
Dou.g(x)=x2q1 @ glx)=—"0oT2_

3(x2-1) . 1

2
3) La fonction donnée est h telle que : h(x) = a—xd—-l-%ﬂ 1
X e

Il I .
T } T T T T

1 2 3 4 5 6x

a- Analysons chacune des courbes représentatives données dans un repére orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.
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limh(x)= — et limh(x)=+o2 -
X = —oo0 X — +oo
Alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe (C).
" Cherchons ainsi les réels a et 'b.La drdite passe par deux points (=17570) €t{01).

o {-a +b=0 @ {c; i 1 D’od y = x + 1 est asymptote oblique  la courbe ( C ).

b=1
limh(x) = —co et lim h(x) = +co. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote
X = -1 x - —1% Verticale
N - -2 -1 0 +o0
R (x) R & 4'
- - +
1
+00 4o
. / B \ \ l /
= —00 2

b_ r . r )
Déterminons les réels g » b; c;d eteenutilisant le graphique.

2
h(x)zax + bx+c¢

dx + e
Puis que h admet la droite x = —1 comme asymptote verticale, alors on a :
dx+e=x+1

et paridentificationona: d =1 et e = 1

ax?
=>h(x)= xx-i--:axl+c

La courbe ( C ) passe par les points (=2 ; —2) et (0; 2)=>h(-2)= -2 e h(0)=2 o
4a— 2b+c c
_—1-=—2 Qd4a—- 2b+c=2 et—;=2¢>c=2

ax?+ bx + 2
x+ 1

=> h(x) =

A 2
De méme (—2; —2) est un extremum alors h'(—2) = 0 avec h'(x) = il JE 2ax +b-2
x + 1)2
4a —-4a + b-2

h(-2)=0 & Y =0<=b-2=0=>b=2
_ax?+ 2x+2
=>h(x) = x + 1

la droite d’équatibn y = x + 1 est asymptote 'o.blique alacourbe (C). Alorsa =1

. 24 2x 4+ 2
(coefﬁcient directeur de la droite y=Xx +1 ) D’on h(x) = x______xl
g_—!—_m——__——————
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Fonctions d’initialisations. - - ° e

‘- Soit Ia fonction *fdéfimie par-f{x)= X4 2x+2 .

x+1

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthbnormé (0;T:7)

1) Déterminons 1’ensemble de définition D f.
Df =R-{-1}=]-w; -1[U]-1;+4+w]

2) Calculons les limites aux bornes de D f.

i — Ji, X4 2x 42 . x? .

limf(x) = lim ZX2*2 - i 22— limx = — o0
X +1 <

; . x% +2x +2 . x2 .

lim f(x)=1lim —=2 = Iim £ = limx = +»
x + 1 x

X — 4+ o0 X = 4+ o0 x = 4o X > 4+

. ; 2 42x+2 1

lim x)= lim 22212 = — = _ 4

f() x + 1 0

x —» —1" x = —1-
x% 4+ 2x+2 1

] -7~ ") = [ —_— = — =+w

lim -f(x) lim — ”

x = -1t x - —1%

C
3) Déterminons les réels a ; b et ctelque f(x)= ax+ b + —

En effectuant la division Euclidienne (x? + 2x +2) par (x + 1), on obtient :

c
x+ 1

)= ax+ b + ,ona:

1 ot e s
= —_ fication avec f(x
fxX)=x+1 +- 7 et par identific f

P ] ] e et -] e - | s - | [ | Lsucone.i | ey [l aaier | [ || =

a=1; b=1 et c=1

4) a- Montrons que la droite (D) d’équation y = ax + b est asymptote & la courbe Cf .

La droite (D) d’éciuation y=ax+b=x+ 1 est asymptote  la courbe Cf si:

limf(x)—y= 0.

X — o

N
= llm;——o

1 Y
lm fG) —y = lim (x+ 1 + ;37) — 6+ 1) = lim=

X = © x—-)co

X — W X — @O

; ) be Cf .
D’ou la droite (D) d’équationy = x + 1 est asymptote oblique a_ -Ia ‘?Our f
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b- Déterminons la position de la courbe Cf et de la droite ®)... .

1
Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons: f (x_) —y= 0«

Sl 0. Le signe de

f(x) =y depend du signe de x +1,car1>0Posons x +1=0=>x= -1

- Dol le tableau de signe est le suivant :

x —00 -1 400

L):(x)—y - {) +

D’aprés le tableau de signe de f(x) —y,ona:

VX €]-o0; —1[, f(x) -y < 0. Alors Vx € ]=o0; —1[, (C) est en dessous de (D).
Vx €]-1; +oof, f(x)—y>0.Alorsvx € ]-1; +oo[, (C) est au dessus de D).

4) Montrons que le point I(‘ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.
Le point I(7 ") est dit centre de symétrie si f(2(-1) - x) + f(x) = 2(0)
=f(-2-x)+ fx) = 0

fl-x-2)=C22P+20-2-X) 42 _ 4+ ax422-a-2x 42 52499
(=2-x)+1 —2— x+1 - Tx—1
2 2 _ 2
=>f(‘x-2)+f(x)= X+ 2x+ 2 +x + 2x 2=—x—2x—2 x2+2x+2_
X1 *+1 X +1 x+1

5) Déterminons une équation de la tangente & la courbe C

f au point d’abscisse - 2
X%+ 2x +2
f(x) = —

2 +2x
= f(x _ Xt
x+ 1 f() (x +1)2

y=f=D(x+2)+ f(-2) >y=-2

6) Calculons la dérivée f* de la fonction f puis dressons le ta

bleau de variation de f.
Posonsu=x* + 2x + 2=>u'= 2x 4+ 2 o p=

X+1=> ¢y =1

_ i _ uXv-v'xu = @x+2)(x +1) - (1)(x2+ 2x +2) ’ x2 4+ 2x
=>f(x) = (v)? (x +1)2 *>f(x)=(—x‘+—1')—£

OrV x €Df,(x + 1)2>0 alorsle signe de f'(x) dépend donc dy signe du

Numérateur x? + 2x.
Posonsx2 + 2x=0=>x=0 ou x= -2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :
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. %‘ _ ™ ] %
— o0 \—oo 2

7 ,
) Const.rul_sons la courbe Cfet la droite (D) dans le méme repére.
Ainsi on a la représentation Suivante :

22 “-;" Soit la fonction f définie par f(x) =

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; ; J).

x2+ ax+b
x2+ cx+d

1) Déterminons lesréelsa; b ; cetd tel que :

a- La courbe Cf admet comme asymptote les droites x = 2 et x = —1.

Alors x2 + cx +d = (x—-2)(x+1) ®x’+cx+d=x>—x-2

Par identification,ona:c=—=1 et d=-2 => f(x)= 7o

x2+ ax+b
x-2

1+a+b

b- La courbe Cf'passe par le point A(_lz), Alors f(1) = =2 & —— .

1+a+b=4=> a+b=3(1)

ldrissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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Cf admet au point A(_lz) une tangente de coefficient directeur - 5 => f'(1) = -5 avec

, x%?(-a-1) + x(—4-2b) + b-2 —3a-b -
- f4x) = (xz_( T (I PN LU L JI YN
x— 2)
3a+b=15(2)
Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) => {a +h =3 &
3a+b=15

{—a -b =-3

3a+b=15

2 —
2a=12=>a=6 et bi—S.D’oﬁf(x)=xxzt:i:

2) Etudions la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repere.
Df =R —{~1; 2} =]-w; ~1[U]-1;2[U]2; +o]

limf(x)=1 et limf(x)=1
X — —00 X — +00
Alors les droites d’équations y = 1 est asymptotes horizontales en —oo et +oo0

lim f(x) = —oo et lim f(x) = +oco. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote
x—- -1 x - —1%
Verticale

lim f(x)= —o0 et lim f (x) = +o0. Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote
x— 27 x — 2% Verticale

x2 + 6x —3 —7x%+ 2x-15

fO)r o = ™= i o

Or Vv x € Df,(x* —x — 2)% > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
numérateur —7x2 + 2x — 15. Posons —=7x? + 2x — 15=0=> A= —416 => A< 0
AlorsV x € Df, f'(x) améme signe que a = —7. Donc f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x 0o -~ 2 +0oo
— f() - -
1 00
f(x) \ \‘ . X
L

x3+ax?+bx+c

ﬂ Soit la fonction f définie par f(x) = =~ P
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Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; T5T)

_Déterminans lesréelsg; b c.; m.; .n et p telque:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx =2 et x = -1. |
Alorsmx2+nx+p=(x—-2)(x+1) ® mx?+nx+p=x>—x _ 2 par identifications,
x34+ ax?+ bx+c
: = ) = - = =2 => =
ona:m=1;n letp 2=>f(x) =2

c -_—
b- La courbe Cf passe par les points A(__ll) et B(g), alors f(0)=3 @ — < 3 =>c=-6

x3+ ax?+ bx—-6
= fR) =/,

La courbe Cf admet au point A(3), une tangente de coefficient —3 alors f'(0) =—3 avec

o x*—2x3+x*(-a— b-6)+ x(—4a+ 12b)- 2b— 6 ,
F(x) = e Alors f'(0) = =3

—2b—- 6 x3+ ax?+ 3x-6
—_— - ® — = = = — = =
3 3 2b—6 12=>b=3=> f(x) 2

La courbe Cf admet au point A(_ll) Alors ff(1)=-1® 1.-;:1—1-}-_35—_6 =-1 ®a—-2=2
= a=4

, . x3+ 4x?+ 3x—6
D’ou f(x) = - x_2

' _ ) x3-o9x
 Soit la fonction f définie par f(x) = 26— 1)

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J).

1) Etudions les variations de f puis précisons les asymptotes a la courbe Cf.

Df=R—{-1; 1}=]-o00; —1[U]-1;1[U]1; +oo[

lim f(x) = —o0 et lim f(x) = +00. Alors on a une possibilit¢ d’asymptote oblique.
x — —00 x — +co

La recherche de ’asymptote oblique nous conduitay = 3%

lim f(x) = +o et lim f(x) = —oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote
x = -1- X — "1+
Verticale

lim f(x)= 400 et lim f(x) = —c0. Alors la droite d’équation x = 1 est as
m
x—=1" x =1t Verticale yimpiote
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x3-9x oo x*+6x2+9
fO= e 7 @7 e-nF

Or ¥ x»€ Df{2€x*— 132> 0 -atorsie signe de f '(x) dépend-donc-dussigne du

numérateur x* + 6x2 + 9. Alors effectuons un changement de variable en posant X = x2.-
Alors x* + 6x2 + 9 dévient: X2+ 6X+9=(X+3)* >0

DouV x € Df, f'(x) >0
Conclusion : ¥ x € Df, la fonction f est strictement croissante.

' s 1
2) Soit A l'asymptote non paralléle aux axes de coordonneées, c’est-a-dire y = > X

Déterminons la position de Cf par rapport & A dans I’intervalle ]— 1;1 [

—4x )
Pour ce la étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) =y =0 < e 0. Etudions le
signe de —4x etx2—1.Posons—4x =0 et x?—1=0=>x=0etx=-1loux=1

D’ou le tableau de signe est le suivant :

x
—1 0 1

f(x)—yq) - 0 +

D’aprés le tableau de signe de f(x) —y,ona:

Vx €]-1; 0[, f(x) —y <0.AlorsVx € ]-1; 0[ , (C) est en dessous de (D).
vx €]0; 1[, f(x) —y > 0. AlorsVx €]0; 1[ , (C) est au dessus de (D).

2) Construisons Cf.

S 4
sl | 4
44
3+
24

"ELE, P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 -~
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Soit la fonction f définie par: f(x) = x% + 2x + 4

2x
~ Soit € i
[ sa-courbe représentative dans terepére-orthonormé (@-; 7 ; 3.
1) Etudion i
§ et construisons la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).
1) Déterminons I’ensemble de définition D f.

Dr=R-{0} =1-w;0[uj0: + oo

: 2
Umf) = tim 23248 o0y
x 2% lm;x—_m
X = — o _
A 2
lim f(x)=lim X*2x+4 _ . % _ i Lo
2x 2% im-x = + o
x -
+o x - 4o X = 40 x5 4o
lim f(x) = lim 2FX2x+4_ 4 _
Zx 0 - —
x = 07 x - 0
2
lim f(x) = lim X t2x+4_ 4 _
f() [lm 22 0+ = 4+ o0
+ +
x - 0 x =0
X2+ 2x + 4 2x%-8
)=———=>f'(x) =
() 2x £ (2x)2

Or V x € Df,(2x)% > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du
Numérateur 2x2 — 8. Posons 2x? — 8=0=> x=—2 ou x = 2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

e [ . ‘% .

E_m/'_l\—m \3/

Construisons la courbe ( C).

x = 0 est asymptote verticale.
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- Y= %x + 1 est asymptote oblique.

4. I R
< A‘ Ch-—l
a

&

-5t ' : 4

I’ /l Cf

2) Montrons que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)

Cherchons d’abors le point d’intersection des deux asymptotes. Pour cela formons le systéme

avec les deux asymptotes ( x = 0 asymptote verticale ) et (y = %x + 1 asymptote oblique)

x=0 x=0 ' - _
=> [y — _21_ x+1-—" { y=1 -Ainsi le point (0 ; 1) est centre de symétrie pour la
courbe (C) de f si et seulement si : f(2(0) - x) + f(x) = 2(1) © f(-x) + fx) =2

(%)% + 2(=x) +4 _ x%2 -2x + 4  —x?+2x-4
f(_x) B 2(—x) —-2x ) 2x
-x2+2x-4 x4+ 2x+4  ax B
=>f(-x) + f(0) = 2x * 2x T 2x _2_

Puisque (_ x) + f(x) =2 alors le point (0;1) est un centre de symétrie pour la courbe (C )

3) Discutons graphiquement suivant les valeurs de m I'existence et le signe des racines de
l'équation : x2+ 2(1 - m)x + 4= 0
Pour cela, exprimons m en fonction de x :

T x%+ 2x+4 _
p42(l-mx + 4= 0= m=T T =)

ant glisser une régle du bas vers le haut tout le long du graphique, on remarque :

En fais

p ES.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 Page 167
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D'0d fo(=%) = fin(x)
~ 4) Montrons que toutes les courbes (C,,,) passent par un méme point fixe dont on déterminera
“les coordonnées. -

Toutes les courbes (Cy,) passent par un méme point fixe si et seulement si f(x) = f1(x)

_ x? x2- x . | )

o) = fi(x) & == 1T P xS x=0=>x=0¢t y=£(0)=> -

o -
y=—;= 0. Alors toutes les courbes (Cm) passent par le point A(0 ; 0), ori gine du repere.

5) Représentons les courbes (C_3) et (Cy).

v

NB : la courbe (C_5) est représentée en gras celle de la courbe (C3) est représents fi
€e en fin.
Fonctions auxiliaires.

; | Partie A : On considére le polynéme P définie - P(x) = 2x3_ 342 1

1) Dressons le tableau de variation de P.

limP(x) = — et lim P(x) = +oo,
X — Joo

x—= % . i
= DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Malf! TSE. Tome 1
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2 —_
P(x) = 2x°- 3x?- 1 => P'(x) = 6x% —6x. Posons P'(x) =0 & 6x° —6x = 0 9

"6x(x—=1)="0=>x=0ou x="1

D’ou le tableau de variation de P est le suivant : 8
X —c0 0 1 a 400
P'x) s ] ~ (%) "

5 -1 ‘ / + o0
i P(x) B / \ ' .

2) Démontrons que I'équation P(x) = 0 a une solution unique a dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.

- D’aprés le tableau de variationde P,V x € ]1 ; +oo[, P est définie, continue et

strictement croissante de ] 1 ; +oo[ vers ]—2 ; +oo[ . Alors I'équation P(x) = 0 admet

une solution unique a telle que P(a) = 0 |
- Deplus P(1,6) = —0,48 et P(1,7) = 0,15 => P(1,6) X P(1,7) < 0. Alors d’apres le

théoreme des valeurs intermédiaires, @ € 11,6 ; 1,7 [.

Conclusion : '¢quation P(x) = 0 admet une solution unique a dans

Pintervalle]1,6 ; 1,7 [. '

3) Donnons le signe de P(x) dans I’intervalle ]-1 ; + oo [. ‘
D’aprées le tableau de variationde P, Vx € ]-1 ; a[, P(x) < 0.

Vx € Ja; +oof, P(x) > 0.

. 9 -

- X
Partie B : On considére la fonction f :]=1; +o0[—> R etx — —
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; J). y
1) a) Justifions la dérivabilité de f sur]-1 ; + oo [. ‘
. 1-—x estdéfinie etdérivablesur]—1; +oo[. )
. 1 + x3 estdéfinie et dérivable sur =1 ; + oo [.
1-x : .
Alors f(x) = o est dérivable sur]—1 ; 4+ oo [. "I
; : . _ P(x) ‘ ‘
b) Calculons f'(x) puis établir que fl(x)= (17902 i |
1- =1—-x=u'=-1 etv=1+x3=> v =3x? \
f(x)= Tt x .Posonsu=1-—x |
(-1)(1+x3) - (Bx3)(1-x)  -1-x3 - 3x%+ 3x3 _ 2x3-3x*-1 _ P(x)
=> f’(x) = (1+x3 )2 - (1+x3 )2 (1+x3 )z (1+x3 )2
oy P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1 T " Page 189
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2) Donnons le tableau de variation de f. - ‘
i de P(x)-
Vxe]-1; +o[,(1+x%)%>0.Alors le signe de f(x) dépend de celui (

| Or d’aprés la partie A) 3),ona:
Vx € ]-1; a[,P(x) <0, alors ¥ x € 1-1 ;e .f'(x) <0
Vx € Ja ; +oo[,P(x) > 0,alorsVx € Ja ; +oo[ ,f'(x) >0

D’o le tableau de variation de f est le suivant :

L x -1 a 2 +c0
L fx) - ( +
+oo : ,
f(x) \ _i/vo
f@— °

3) Déterminons les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.

lim f (xi:— +oo Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale.
x - -

lim f(x) = 0 Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale.
X = 400 -

4) Plagons a puis tragons Cf.

:pF

D

, , e ———
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5) Soit g la restriction de f a intervalle [2 ; + oo [. N
i 'on précisera.
Montrons que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ surun intervalle J que l'on p

i i et strictement
D’aprés le tableau de variation de f, ¥x € [ 2 ; + oo [, f est définie, continue

1
(o0] =] —=" oo |.
[2; + o[ réalise une bijection de[2; + co [ vers] [ S+ [

: . - 3
6) Tragons Cg~! ol g~ est la bijection réciproque de la fonction g restriction de f
intervalle [2 ; + oo [.

NB : la courbe représentative d’une fonction et celle de sa bijection réciproque sont
symétrique par rapport  la premiére bissectrice d’équation y = x.

Pour le tracé de Cg~1, (Voir figure en gras ci-dessus)

328 Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x> - 3x- 4

1) Etudions les variations de g et dresser son tableau de variation. _

limg(x) = —co et lim g(x) = +oo.
X = —m X = +oo

g(x) = x3- 3x - 4-=>g-'(x) =3x2_3 .POSOHSQI(JC) =0 ¢>3x2_3 -0 ©

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

- — = 1 * +0oo
g'x) R + i}
I 1
g(x) /‘2 \ i +o0
% o

2) Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 2,19 < ¢ <« 2.20.

- D’apres le tableau de variationde g, v x € 1 ; +oo[
strictement croissante de ] 1 ; +oo[ vers ]—6 ; +oof |
une solution unique a telle que g(a) = 0

- Deplus g(2,19) = ~0,06 et 9(220) = 0,04 => g(2,19) x g(2,20) < 0. Alors
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, a € 12,19 2,20 [

» g est définie, continue et
Alors I'équation 9(x) = 0 admet !

Conclusion : I'équation g(x) = 0 admet une solution uni

que a dans ’intervalle
12,19 ; 2,20 [.

3) En déduisons le signe de g(x) sur R

{drissa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mali. TSE. Tome 1
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D’aprés le tableau de variationde g, Vx € ]—o ; a[, g(x) < 0.

vx €a ; +oo[, g(x) > 0. o3 4 22
Partie B : On considere la fonction f définie sur R—{—1 ; 1} par f(x) = Z-1
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; T; 7)-
1) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.
Df=R—{-1; 1} =]-o00; —1{U]=1;1[U]1; +oo[

lim f(x)= —o et lim f(x) =+oo.

X = —oo X = 4o

limf(x)=+4c et lim f(x)=—c0.
x - —=1" x——-1%

limf(x)= - et lLim f(x) =+,

x—=1" x — 1+
2) Montrons que vV x € R — {~1;1)}, ona: o) = x:f(:))z
il -39 x4‘ 3x2 ‘4"‘ X(x*-3x — 4) _ xxg(x)
f( ) = _>f (x) - 1)2 (xz_ 1)2 = (xz_- 1)2

3) Etudions le signe de
de la fonction f.
Vx€J-c ; +oof, (x2~1)2

'(x) et en déduisons les variations de f puis son tableau de variation
P

> 0. Alors le signe de f'(x) dépend de celuj de x X g(x).
Or d’apres la partie A)3),ona:

Vx € ]-o ;al,g(x) <0 et vx € la ; +oo[, g(x) > 0.

D’autre part, ¥x € ]—o0 ; 0[,x < 0 et Vx €]0; 4+, x>0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

l_ X —0 -1 0 1 a +oo |
x — - ) 4+ + +
Ha— R - — =
£ oo 0 +eo oo
_/ \—m/v \—oo \‘f(a)/

4) Montrons que la droite (D) d'¢quation y
Cf.

La droite (D) d'équation y =

= X + 2 estune asymptote oblique a la courbe

x + 2est asymptote obli
ldrissa DEMBELE. P.ES.G. ECICA. Bamako-Mali: ‘TSE. Torhe
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o lim [f(x)- y]=0

X = +oo
) 3 2

- ‘ 34 242 . = x° + 2x o
lim [f(x) — y] = lim ——xxz-l. - (x + 2) =lim -1 X2
X - too X tow X = oo

. x+ 2 . X - 1 L:

lm o =lm g = lim o
x = +o0 x — oo "X o 1o

Dol la droite (D) d'équation ¥ = Xx + 2 est asymptote oblique a la courbe Cf

Etudions la position de Cf et (D).

+ 2
Pour ce la étudions le signe de £(x) — y. Posons f(x) — y=0® ,; —; =0
Posonsx +2=0=>x=—2 ¢t xX2=1=0 =>x=-1 ou x=1
X = —1.D’ou le tableay de signe est le suivant :
* —c0  —2 -1 1 +c0
F -y | - o 4 + -0 +

D‘apfés le tableau de signe de f(xX)—y,ona:

Vx € ]—o0; —2[ U]-1 ;
en dessous de (D).

Vx€]-2; -1[ U]1 ; +oof, f(x) =y > 0. Alors
au dessus de (D).

1[, f(x) =y < 0. Alors vx € l—o0; —2[ U]-1 v 1L, (C)est

Vx€]-2; —-1[ul1; +oof, ,(C) est

5) Tragons Cf.

= ssa DEMBELE. P.E.S.G. ECICA. Bamako-Mal[. TSE Tome 1
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1) Soit la fonction g définie sur R par: g(x) = 2x —VxZ +1

a- Etudions les variations de la fonction g.
Dg=R=]-00 ; +oo[

limg(x)= lim2x —vVx2+1 =lim2x — ’x2(1+ %)=lim2x—lx| 14 1
X = —00

X — —o0

x2
X = =00 X > —oo
L~ 14+ = = limx(2+ |14 2
= lim2x — (—x) |1+ 2z lim2x +x (1+ 2 mx =
x > —o0 X — —® X = —oo

= ()2 +1) = (~0)(3) = —o0

1 =
limg(x)= lim2x —Vx2+1 =lim2x — x2(1+ ;7)

x — +oo0 X — +oo X — +oo
1 i ) |1+ l=lim2x—x 1+ lz
= lim2x —|x| [1+ ;=iam2x—(x 2 \‘ "
x = 400 X = +o x = +o

‘ S l Page 194
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limx(z - ’1 + x—lz )= (+0)(2-1) = (+0)(1) = 40

X = 400

2x -, x 2Vx241 —
2Vx2+41 Vx241 Vx211

9() = 2x —\xZT 371 =g'(x)= 2 -

Vx € Dg,VxZ +1

> 0, alors le signe de g'(x) dépend du signe du numérateur.

PosonSZ\/x2+1-x >0 ®2vVx2+1 > ®(2\/x2+_1)2 > x?

2P+ 1) > x2 o 4x2?

&

+4> %% &3x2445 ¢ Vraie.
D’ot‘x‘v’x € Dg, g'(x) >0

Ainsiv x g Dg, g est strictement croissante et le tablean de variation suivant:

D

cm-
%
|
A
+
+
8

|
/

X

: : €9.Vx € |- ; +oo[, g est définie, continue
strictement croissante de ]=c0 ; +oof vers |

~% ; +oo[. Alors 'équation x) =0
solution unique « telle que g(a) =0 () admet une
En utilisant la méthode de dichotomie, on obtient ¢ = 0,57.

c- En déduisons le signe de g sur R

Dapres le tableau de variationde g, v x € ]—oo ; al, g(x) < o0.

Vx € Ja; +oo, g(x) >0,
2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vxZ + 1 — x
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0; 15 7).
On note (D) et (D) les droites d'équations respectives : y = —3x o y =x.
a- Etudions les limites de f en +oo et —co

{ 1 ) , 1
— =lim2x| |1 += — x=lim - 2x 1+ — x
“7"—,(1’): lim2 x2+1 x lim 2|x| x? x?

- —
x> —o X

e« ECICA Bamako-Mali TSE. Tome 1 Page 195
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X — —0o

I —~ 1 _
lim f(x)= lim 2VxZ+1— x = lim2|x|_|1 +x—12- —x=lim2xﬁ::;z_ x

X — 400 X — 400 X — 400 x>t
= limx(z fl +xi2 - 1)=(+oo)(2—1)= (+0)(1) = 4o
X = 400

b- Montrons que Vx € R : () = ggx)
vx +1

2x —Vx*+1
fX)=2Vx2 + 1 - x = 1=—2X_ 4=
© IO e T Ve

g(x)

R

c- En déduisons le tableau de variation de f.

Vx € Df,Vvx2+1 >0, alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)

Ord’aprés 1)c) VX € J—oo ; a.[,g(x) <0 =>Vx € ]-; af, flix) <0
Vx € Ja; +oo[,g(x) >0 =>Vx € Ja ; +oof, f'(x) >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x —00 o +o0

fx) _ N

+co

400
i \ f(a) /

d- Déterminons la limite en —oo de f(x) — (—3x).

limf(x)-(=3x)=1lim2vx2 + 1 — x + 3x =1lim2Vvx* + 1+ 2x

X = —00 X = —00 _ X - —00

iy BYEH 1 +zx)(2f*x2+ 2) (VP E 1) -
o 2Vx% + 1-2x ' 2Vx? + 1-2x

Py X = —u0
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a(x?+ 1)-ax® 4x? + 4— 4x?
= ' = m
fim 2VxZ + 1-2x PTVxT+ 1-2x
X > —o0 ToxXx——®

4

4
m
2VxZ + 1-2x

x = —00

4

. 4 ) — i
=lim =lim = =lim -
20x| |1 +=5 —2x —Zx’l-i;f—Zx —2x| |14z + 1)
X . N

X =+ —00 x — —00
—x [1+2 1 -x(1+ 1)
x7+
X = —o0 X — —00

x — —00
-2 ) 1 1
— =lim —=— =0
—-2X -X +o00
X — —00 X — —00

Conséquence graphique : la droite d’équation y = —3x est asymptote oblique a la courbe

(C)def €n —o00 car:

X = —00

limf(x)-(-3x)=0

e- Montrons que la droite (D) est asymptote & la courbe (C) en +oo

La droite (D') est asymptote 4 la courbe (C) en +o0 si et seulement si :

imfx)-(x)=lim2VxZ + 1 - x —x

X — +oo X = 400

(2vxZ + 1-2x)(2Vx2 + 1 1+2x) _

=lim

=lim2Vx? + 1- 2x

X = +oo

G 1)°— (2x)2

2Vx% + 1+ 2x 2\/x2_+2x
X = +00 x > +oo
li 4(xz+ 1)—4x2 4x2% + 4 —4x2 : -
= lim —=— =lim
2Vx?% + 1+42x 2Vx% + 1 +2x 2VxZ + 1 +2x
x =+ X = 400 x = 400
4 . 4 _
=lim = =lim —=——=—=lim 4
2)x| 1+;§ +2x 2x ’1+x—2' + 2x zx(’l_i_xlz + 1).
x > +® X -+ X = 4o
2 . 2 ; 2 , 1 1
{ =1Lm == _— =i _— T — =
=lim 1 x(1+ 1) x0T gl
x( 1+7 +1 :
x = 400 X = 400 X = 400

x = +©
Conséquence graphique :

oo car:
(C)defen+ s oo

f. Etudions la position de

la droite d’équation y = x est asymptote oblique 4 la courbe

lim f(x)—(x) =:O

(C) par rapporl aux deux droites (D) et (D").
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Pour cela, étudions le signe de (—3x) — (x). Posons (=3%) _()=0® -3 FX= 0

e —2x = 0 =>x = 0 ef le tableau de signe de (—3%) ~ (%) est le suivant:

p.4
400

(=3x) — (x) + 0 -

D’aprés le tableau de signe de (—3x) — (x),

Vx € ]—0;0[, (=3x)—(x)>0.AlorsVx€ ]—oc0;0[, (D)estau dessus de (D)

v .
x € ]0; +oo[, (=3x)—(x)<0.AlorsVx € ]0; +oo[, (D) est en dessous de (D)

g- Tragons la courbe (C), les droites (D) et (D".

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

Soit la fonction f définie par f&) = xﬁ

re orthonormé (O ; T; 7).

Soit Cf sa courbe représentative dans le repe

1) Donnons l'ensemble de définition Df de f .
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= 1
Df {x/xEIR, T2 20et 1-x#0)

L

1+x 1+x
'mcquatmnﬁ =@ en étudiant lesigne de- gt

Posons 1 +x=0=>x=—1 et 1—x'$0=>x=1.w

D’ou le tableau de signe de est le suivant :

y 1%/ 777 77777 7%
Tz /77277 % 777
7

=V T

Ainsi I’ensemble solution correspondant 4 I’inéquation = H:c >0 est [— 1; 1]
Dautrepart (2) 1—x#0 = x#1

e

Alors la réunion de ces deux ensembles donne : Df =[- 1 ; 1]

2) Etudions les variations de f, puis tragons avec soins sa courbe représentative dans un
1-+5 1-45
repére orthonormé. On donne : —— =~ -0,6 et f ) = —0,3

f(-1)=0 et limf(x) =+
x— 17

1 1-x
+" =y =1 e v= k. =>V'
f(x) =x U=X u’ - (1-x)21+ x

= f'(x) = W)@+ W = J T a- x)2 ,’ "

(1- x)(-x*+x+ 1)

= f()= g

’ . _ 2
vx € Df, (1 —x)*V1-— %2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de —xZ+ x +1

i
...l__\/:,., 063[ 1- = —-0,3
Car 1-x # 0.Posons —x?+ x +1=0=>x=7 f( )

D’ou le tableau de variation de f est le suivant:

_
x —1 2 = —06 _{__1T

f'x) - (i] + 1

o F— | | I
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