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Avant-propos

Ce livre « d’entrainement 4 I’examen » est destiné aux étudiants qui préparent les bac-
calauréats de technicien des séries F et H. Il met en évidence les résultats essentiels du
cours qui doivent &tre connus et présente de nombreux exercices et probiémes dont la
plupart ont été donnés aux examens.

Pour cela, le manuel comprend :

- des résumés de cours suivis d’exemples simples, couvrant la totalité du programme;

- des exercices résolus groupés en familles : trigonométrie, résolution d’équations,
intégration, équations différentielles, géométrie, nombres complexes;

- des problémes de synthése entiérement résolus illustrant les différentes parties du

" cours de mathématiques. ‘

Cet ouvrage se propose de donner, par la grande variété des thémes traités, des métho-
des de résolution, tout en incitant la réflexion des éléves.

Je serai reconnaissant a4 tout lecteur qui voudrait bien m’envoyer des suggestions
susceptibles d’améliorer ’ouvrage.

P.F.







RESUMES DE COURS

1. Fonctions numériques

1. Ensemble de définition d’une fonction numérique f.

C’est I'ensemble D des réels x qui ont une image par f :
D={x/xeR et Ty, y=fx)}

2. Fonction paire. Fonction impaire.

Soit D I’ensemble de définition de la fonction f tel quesix €D, —x €D.
f est dite paire si f est dite impaire si

(Vx €D) f(—x)=f(x) (Vx €D) f(—x)=—f(x).

3. Fonction périodique.

Une fonction f définie sur R est périodique, de période T, si T est le plus petit
nombre réel strictement positif tel que :

(Vx€R)  f(x +T)=f(x).

4. Fonction croissante (décroissante) sur un intervalle A.
La fonction f est croissante sur A, si et seulement si, quels que soient x, et x,
distincts de A :

f(xz)_f(xx)>0

X, X,

(décroissante : < ).




Résumés de cours

5. Composée de deux fonctions.

Soit f et g deux fonctions dont les ensembles de définition sont Dy et D, tels
que f(D;) C D,. La fonction g o f est la fonction qui, A tout x de Dy, associe le
réel (g of)(x) = gL£(x)].

La loi o de composition est une loi associative mais non commutative.

gof

Fig. 1
6. Application réciproque d’une application bijective.

Si f est une bijection de E sur F, I"application qui & tout élément y de F
associe I'élément x de E tel que y = f(x) est une application de F dans E,
appelée application réciproque de f. Elle est notée f~'.

Si f est une bijection de E sur F, alors f ! est une bijection de F sur E.

EXEMPLES

7. Ensembles de définition de fonctions.

Déterminer 1’ensemble de définition des fonctions numériques définies par :

¥ .
f(x)—m D, =R-{-1, 1}
gx)=Vx*-4 D, =1, =21U[2, + o
h(x)=V9—x? D, =[-3, 3]
1
j(x)= D=1, +
Jx) By =1 [
k(x)=—-———l——— D, =1—00, =2{Ul-2,2[UJ2, + o
2-|x|
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8. Composition de fonctions.
Soit f et g les fonctions numériques définies par f(x)=2x —1 et gx)=—x+3.
Déterminer g of et fog.

Posons u =f(x)=2x — 1.

(gof)x)=g[f(x)]=gu)=—u+3 donc (gof)x)=-2x +4.
Posons v =g(x)=—x +3.

(fog)x)=f[gx)]=fw)=2v—1 donc (fog)x)=~2x+5.

9. Croissance de fonctions.

1. Démontrer que la somme de deux fonctions décroissantes sur un intervalle A est
décroissante sur A.

2. Soit la fonction homographique f telle que f(x)=m-
Montrer qu’elle est décroissante sur I’intervalle A =[0,9]. Que peut-on dire de la
9

fonction h définie sur [0,9] par h{x)=—x +x 7

1. x, et x, étant deux valeurs distinctes de A,
f(xz)"f(xl)so g(xz)_g(-xx)so.

et
Xz ™ Xy Xy — X,y
On en déduit par addition :
f(xz)_f(xl)+g(x2)—g(x1)$0 soit (f"'g)(xz)_'(f'*'g)(xl)so‘
Xy X, X, — X,

Donc (f +g) est décroissante sur A (résultat analogue avec des fonctions
strictement décroissantes).

2. Soit x, et x, deux valeurs distinctes de I'intervalle [0,9].

Formons : azf(x2)~f(x,)= 1 2 2 )
X2 X%, X=Xy N+ 1 x,+1
1 2x, — -2

a= (i =X2) it o

Yo%, (a+ D, + 1) oL Do)

Sur A, x,+1>0 et x,+1>0, donc sur I'intervalle A, « étant strictement
négatif la fonction f est strictement décroissante.

La fonction g : x = —x est strictement décroissante sur {0,91.

La fonction h étant la somme de deux fonctions strictement décroissantes sur
I'intervalle A est donc strictement décroissante sur A.

7
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10. Application réciproque.

La fonction f définie par f(x)=

1 . ..

- admet -elle une fonction réciproque?
L’ensemble de définition D; de f est R—{3}.

y étant un réel, cherchons s’il existe un élément x de D, tel que

1 .
y=x_ soit y(x —3)=1 donc xy=1+3y.

+ 3y

. . . 1 |
Si y #0, il existe un et un seul élément de Dy x= tel que f(x)=y. On en

déduit que f est une application bijective de R —{3} sur R*.
L’application réciproque f~' de f est donc définie par
_ 1+ 3y
fiy)= .
y
En changeant x et y de facon a appeler x la variable et y I'image de x par f~,
I’application f~! est une bijection de R* sur lR~{3} définie par

f"‘(x)=]+3x-
x

2a
~
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2. Fonction continue

1. Fonction continue en un point.

a) Définition
Soit une fonction numérique f admettant 2 pour ensemble de définition. f est

continue au point x, de D, si pour tout intervalle ouvert J contenant f(x,), il
existe un intervalle ouvert [ contenant x, tel que :

(VxeD NI) fx)el.
De facon équivalente, f est continue au point x, de D si
(Ve>0), Fa>0 Vx€D (|x—xl<a => |f(x)~flxo)| <)
b) Opérations sur les fonctions continues en un point

Si f et g sont deux fonctions continues en x, et si k est un réel, alors les
fonctions f + g, kf, fg¢ sont continues en x,.
Si f et g sont deux fonctions continues en x, et si g (x,) # 0, alors les fonctions

— et — sont continues en x,.

g 4

Si f est une fonction continue en x,, et si g est une fonction continue en f(x,),
alors lIa fonction composée g of est continue en x,.

2. Continuité sur un segment.

Si une fonction f est continue sur un segment [a, b] alors I'image par la
fonction de ce segment est un segment [m, M] (fig. 1).

Si f est continue sur [a, b] et si f(a)-f(b)<0, alors il existe un point x, de
la, b[ tel que f(x,) =10 (fig. 2).

y v,
f(b)

IINVARRS

b b
m __i_L/ X f(a) _]/XO X

Fig. 1 Fig. 2

3. Fonction réciproque d’une fonction continue.

Une fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle A est une
bijection de A sur f(A).

La fonction réciproque f™' est continue et strictement monotone sur f(A).
Dans un repére orthonormé, les représentations graphiques de f et de f~! sont
symétriques par rapport & la premiére bissectrice.
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4, Fonctions polynémes. Fonctions rationnelles.

Les fonctions polyndmes sont continues sur R.
Les fonctions rationnelles sont continues dans tout intervalle ol elles ne
s’annulent pas.

EXEMPLES

5. Continuité en un point.

La fonction f définie par f(x)=x + |x| est-elle continue au point 0?

Pour x=0, f(x)=x+x soit [f(x)=2x.

Pour x<0, f(x)=x—x soit f(x)=0.

Drautre part f(0) = 0. On en déduit la représentation graphique de f (fig. 3). Soit un
intervalle ouvert J contenant f(0) : J=1—¢, e[ avec & >0; cherchons si on peut
trouver un intervalle I contenant 0 tel que

(vxel) fx)el.
Onadonc: —e<f(x)<s soit —g<x+|x|<e

Si x>0, 0<2x<g donc x<§~
Si x<0, —&<0<g (vérifié pour tout x négatif).
11 suffit donc de considérer I'intervalle I = ] —g, g[ La fonction f est donc continue

au point 0.

Njm

~€f Fig. 3
6. Continuité sur un segment,

. On considére la fonction f telle que f(x)=x>—3x + 1. Calculer f(1) et f(2). En
déduire que 1’équation f(x)=0 admet une racine comprise entre 1 et 2.
fH=1-3+1=-1  f(2)=8—6+1=3.

La fonction f est une fonction polyndme; elle est donc continue sur le segment
[1, 2]. Comme f(1)+f(2) <0 on en déduit que I'équation f(x )= 0 admet une racine
comprise-entre 1 et 2. ,

10
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7. Fonction réciproque.

Soit la fonction f définie sur [0, 2] par f(x)=x?— 3. Montrer que la fonction f admet

une fonction réciproque g. Préciser les propriétés de g.

Soit a et b deux valeurs distinctes de x de I'intervalle [0, 2].
f(b)=fla)_b>-3-(a>-3) b>—a’

b—a b—a b—a

Sur [0, 2], b +a >0 donc la fonction f est strictement croissante sur [0, 2]. La

fonction f est continue, strictement croissante sur [0, 2]; elle est donc une bijection

de [0, 2] sur [£(0), f(2)]=[—-3, 1]. Elle admet donc une fonction réciproque g

définie sur le segment [—3, 1], continue et strictement croissante.

L’arc AB est la représentation graphique de f (fig. 4).

L’arc CD est la représentation graphique de g, symétrique de I’arc AB par rapport &
la premiére bissectrice (repére orthonormé).

=b +a.

Yy
D
27
: B

1
c/ A
-3 A 1]2 x

_.3 A

Fig. 4
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3

. Limites

1. Limite d’une fonction en un point.

Une fonction f définie sur D admet une limite a au point x, si quel que soit
I'intervalle ouvert /£ contenant a, il existe un intervalle ouvert J contenant x,
tel que

vreDN[1-{x,}] fx)e#
De facon équivalente, f admet a pour limite au point x, si
(Ve >0) (Fa>0) Yx€D (0<|x-xo|<a =—> |f(x)—a]|<e).

limf=a ou lim f(x)=a.

xg X - Xy

On écrit :

2. Limite et continuité.

Une fonction f définie dans un intervalle ouvert contenant x, est continue en
Xy, si et seulement si, la limite de f en x, est f(x,).

3. Théorémes relatifs aux limites.

lim f lim g lim(f+g) lim (fg) liméf—

- X Xo Xg Xo ~xo
a
a b a+b ab B‘(b #0)
+ow(a>0)

a + + o —w(a <0) 0
+ oo + o0 + o0 + ?
0 + oo +9§ ? 0

4. Résultats importants.

Lorsque x tend vers + « ou — «, une fonction polyndme a m&me limite que
son terme de plus haut degré; une fonction rationnelle a méme limite que le

rapport des termes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

12




EXEMPLES

5. Détermination de limites de fonctions.

Résumés de cours

Déterminer les limites au point x, des fonctions f telles que :

f(x) Xo lim f
xo
x—2 3-2 1
x+1 3 xh.'.nsf" ¥1 4
2
+
X +2 i lim f=+e@ lim f=—o
X"'] x =1 X =1
x>1 x <1
2x%+5x — 1 ) 2x? L
Tows |Too e Jm e dn Semn In S
2x%—3x + 1 2
X T + o llmf-11m£=llm2x—+w
x_] 4 oo
x+3 . x 1
3x2+6x —8 ® lle_llT3 2-—1111;;—0
x?—6x +3 . 2
& —2)(x + D) 2 Jim (%~ 6x +3)=-5
lim (x -2)(x +1)=0
x -2
lim f(x)=—o; lim f(x)=+®
pingy yinsy

Déterminer la limite de f : x > Vx*+1~x quand x tend vers + .

Transformons f(x) :

lim'\/x2+ =+ow; limx=+4o0.
e 00
On ne peut pas conclure, «f(x) prenant la forme indéterminée -+ o0 — 0 »,
(ViZ+1-x)VxZ+1+x) 1
Vx?+1+x x*+1+x

fx)=Vx*+1-x=

Comme hm(Vx +14x)=+o, on déduit :

hm fx)=0.
13
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6. Fonctions trigonométriques.

in t ‘ ' l—cosx 1]
lim 2= lim 5= dim ——= %
x—-0 X x>0 X X -0 x= 2
sin 2x X .
On donne f(x)= = - Déterminer lim f(x).
x Q0
On écrit :
sin2x sin2x x
e X=X 2.
tgx  2x tg x
. sin2 .
Or: Iim S x=1; lim —x—=1.
x -0 X x =0 gx
. in2
Donc : lim Snxx=1><1><2=2.
’ x =0

PR
3>
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4. Dérivée

1. Nombre dérivé d’une fonction en un point.

Une fonction f définie sur un intervalle ouvert contenant X, admet un nombre
dérivé en x,, s’il existe un nombre réel A tel que :

. Xo+h)—flx

L fG ) = f)

h—0 h .
Le nombre dérivé de f au point x, est A; on le note f'(x,).

Remarque : il est équivalent de dire qu’il existe une fonction ¢ continue au
point 0 telle que :

flxo+h)—f(xo)=Ah +he(h) avec ¢(0)=0.
Toute fonction dérivable au point x, est continue en x,.

2. Interprétation géométrique.

Si la fonction f est dérivable au point x,, alors le graphique C de f admet une
tangente au point M, de coordonnées (x0s flx0))-
Une équation de la tangente en M, est :

Y~ f(xo) = f(xo)(X — Xo)

3. Formules usuelles.

f(x) ; fix) - fx) f(x)
a 0 sin x cos X
x" neQ nx"? cos X —sinx'
Vx L tgx Loy
* 2Vx gx cos? x T
u(x)+v(x) u'(x)+v'(x) cotg x - 12
sin? x
u(x)-v(x) w(xyx)+u(x) v'ix) Vu(x) uix)
2Vu(x)
n n—1, .1 __1.__ —u’('x)
[u(x)] nlu@)l " u'(x) e 00

15
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Toute fonction polynéme est dérivable sur R. ‘ :

Toute fonction rationnelle, quotient de deux fonctions polyndmes, est
dérivable en tout point de I'ensemble de définition.

4. Fonction composée de deux fonctions dérivables.

Si f est dérivable au point x et si g est dérivable au poiﬁt u=f(x)alorsgof
est dérivable au point x :

(gofYx)=g(f(x))-f'(x).

5. Fonction réciproque d’une fonction dérivable.

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle J et si
f admet au point x de J un nombre dérivé non nul, alors sa fonction réciproque
f~! admet un nombre dérivé au point y = f(x) tel que :

B V) =_1__= 1 .
M NG D)

EXEMPLES
6. Calcul de dérivée. : ’ k
, , .. , , x2—-2x+5
Soit la fonction numérique f de la variable réelle x telle que f(x) =x_{:_6x_+—§'

Déterminer la dérivée de f et une équation de la tangente a la courbe représentative au
point M d’abscisse 1. o '

La fonction f est une fraction rationnelle définie en tout point x tel que
x?—6x +8#0. Son ensemble de définition est -

D=1-0,2[U2, 44U, +x].
La fonction f est dérivable sur D et : ;
f’(x)=(2x = 2)(x*—6x +8)— (2x —6)(x2—2x +5)= —4x2+6x + 14.
(x?—6x +8) (x?—6x +8)?

: 4
Le point M a pour coordonnées 1 et f( 1)=§-

.. . ‘ . 16
Le coefficient directeur de la tangente 3 C en M est f’(1)=—9—-

Une équation de la tangente est : ’
4 16 . 16 4

_ y—~—=-—9—(‘xv—1)v soit y.=-9-x—§-

16
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7. Dérivées de fonctions trigonométriques.

flx) - fix)
f(x)=sin® x -cos x F(x)=(3 sin? x »cos x) cos x + sin® x (~sin x)
D=R F/(x)=sin? x (3 cos® x —sin® x).
flx)=sin?(3x) f'(x)=2sin 3x »cos 3x +3
D=R f'(x)=6sin 3x - cos 3x =3 sin 6x.
For)=— sin x f,(x)=cosx(sinx—cc?sx)—sinxgcosx+sinx)

sin x —cos x (sin x —cos x)
a -1

.‘D—lR—{xo/xo—Z'%kvr}(kEZ) f(x)-—————-——(sinx_cosx)z-

8. Fonction réciproque.

On considére la fonction f telle que f(x)="Vx?+ 1. Montrer que f est strictement
croissante_sur [0, + »[. Déterminer le nombre dérivé de f~' au point
Yo=Vxg+1 ) :

x
Vx2+1
Sur J0, + o« [, f'(x)>0, donc la fonction f est strictement croissante sur [0, + c[.
Elle prend ses valeurs sur l'intervalle [1, + o[.
f admet une fonction réciproque f~! définie sur [1, + o[ et & valeurs dans
Iintervalle [0, + .

Au point (yo=VxZ+1)ona:
(FY(yo)=

f est dérivable sur R et f'(x)=

2
L osoit (F'Y(o)=1: —20 =YXt
Fxo) Ve -
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5. Equations algébriques

1. E’quation du second degré : ax>+bx +¢ =0 (a #0).

Le discriminant de ’équation est : A=b?—4dac.

Si A>0... x'-_:____ﬂ:..\/.g, Hz_._.'.b_"'__._\/&.
2a 2a
SiA=0., x'=x"= -2
very = d 2a

Si A<O... il n’y a pas de solutions.

. . b . c ..
Lorsqu’il y a deux racines, leur somme est ~—s leur produit est —- Si deux
a a

nombres ont pour somme S et pour produit P, ils sont les racines réelles, si
elles existent de I’équation :

x*—Sx +P=0.

2. Signe du trinéme du second degré ax*+bx +c¢  (a #0).
Si le trindme (ax?+ bx +c) a des racines distinctes il a le signe opposé au

coefficient de x2 pour les valeurs de x comprises entre les racines.
Dans les autres cas, lorsqu’il est non nul, il y a le signe de a.

3. Systéme linéaire de deux équations a deux inconnues.

{ax +by=c
a'x +b'y=c'
. . N a b ,
Le déterminant du systéme est D= a bl ab'—a'b.
Si D#0 la solution unique du systéme . est :
¢ b a
¢’ bl eb'—c'h a' ¢'l ac’—a'c
X = = y = =3 .
D D D D

Si D=0 le systéme est indéterminé ou n’a pas de solution.

18
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EXEMPLES

4. Résoudre dans R D’équation : x*+x*—12=0.

C’est une équation «bicarrée ». En posant x2 = X on obtient I'équation du second
degré X2+ X—12=0.
Le discriminant de cette équation est A=1+48=7%:

—-1-7 ~1+7
lmee o4 XM= =
X 2 2

Seule la racine positive convient car X =0, donc :
x2=3 soit x=-V3 ou x=V3.

3.

L’ensemble des solutions est : S#{- V3, V3l

5. Résoudre dans R D’inéquation : x> —x —20>0.

Le discriminant du trindme (x*—x — 20) est :
A=1+80=92
Les racines du trindbme sont :

"

1+9
=—Z=5.
2

1-9
x’=—2——=—4 X

L’ensemble des solutions est la réunion des intervalles :

J-w, —4[U]J5, + .

6. Résoudre dans R? le systéme :

{mx+y=m +1
x +my=2.

P . . ' m 1
Le déterminant du systéme est D= ) m\ =m?-1.

a) Pour m #1 et m # —1, la solution unique du systéme est :

m+1 1 .
_ 2 m =m(m+1)—-2=(m—l)(m+2) ¢ =w
D m?*—1 m?—1 m+1
m m+1
ll 2 ‘ 2m—(m+1) m-—1 ) 1
T DT mPo1 mEd SOty =031

19
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b) Pour m = -1, le systéme devient :

—x+y=0 . x—y=0
{x—in soit { —§=2.

Il n’y a pas de solution.
¢) Pour m =1, le systéme devient :
x+y=2
{x +y=2
Le systéme est indéterminé. Les solutions sont :

soif x+y=2.

S ={(x,, 2~ x,), x, €R}.

Conclusion
m+2 1
m#letm#—1 S= x_m+l’y—m+1}
m = -1 S=g .
m=1 S={(xo,2_xo)yon[R}

7. Résoudre dans R* le systéme d ’équations :

x+y—2xy=-~10
{Z(x +y) 4 3xy = 36.
Posons x +y =S, xy =P. Le systéme devient :
{S~2P=—10 it {ZS—4P=—20

2S +3P =136 2S+3P =36
Le systéme est équivalent 2 :
TP =56 .
{ZS+3P=36 soit P=8,S=6.

x et y sont solutions de ’équation du second degré : X*—~6X +8=0.
On en déduit: X' =2, X'=4.

Donc : s={@, 9; 4, 2)}.

20
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6. Etude de fonctions

1. Résultats fondamentaux.

Si une fonction numérique f est dérivable sur un intervalle I=]a, b[, on
admettra les résultats suivants :

Si Alors
vxel, fi(x)=0 f est constante sur I.
vx€l, f'(x)>0 f est strictement croissante sur I.
Vx €l, f'(x)<o0 f est strictement décroissante sur I.
vx €l, fi(x)=0 f est croissante sur 1.
vxel, fi(x)<0 f est décroissante sur I.

2. Plan d’étude d’une fonction numérique.

1. Etudier 'ensemble de définition D de la fonction f; pour des raisons de
parité ou de périodicité éventuelles on peut parfois étudier la restriction de f a
une partie de D.

2. Etudier f aux bornes des intervalles d’étude.

3. Etudier les variations de f, généralement 3 partir du signe de la dérivée.
Les résultats sont consignés dans un tableau de variations.

4. Etudier les points remarquables (point 4 tangente paralléle aux axes,...) et
les branches infinies.

5. Représenter graphiquement la fonction dans un repére d’axes x'Ox, y'Oy.

21
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3. Branches infinies.

Y y y
\Wm
M P \.. M A
yo P A
Xo P
0! l X 0 X 0 x
A ‘
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
PM=1x-x, lim PM=0 PM=f(x)-yq lim PM=0 | PM=p(r)=f{r)-(ar +b).
X+Xg . Xt
Asymptote A d'équation Asymptote A d'équation lim o(x)=0.
X o
X=X Y=Y Asymptote A d’équation y = ax +b.
‘ flx)=ax +b +p(x) avec lim p(x)=0.
m
EXEMPLES
: . . . x(x -2
4. Etude de la fonction numérique f définie par f(x) = ~(—-——1-)7
x +

1. L’ensemble de définition de la fonction f est D =R ~{~1} soit :
D=]-0, ~1{U]-1, + of.

C’est une fonction rationnelle continue sur son ensemble de définition D.
Lorsque x tend vers — « ou vers + «, on obtient :

2
lim f(x)= lm =1 et lim f(x)=1.
X et - 00 xerdoo X X~ 00

Lorsque x tend vers —1, le numérateur et le dénominateur de f(x) ont
respectivement pour limites 3 et 0 (par valeurs positives) donc :

lim f(x)=+9°.
2. La fonction f est dérivable sur D et :
P )__(2x —2)x + 1) —-2(x + 1)(x2~2x)_2(x +1)(2x —1)  2(2x — 1).
x= G +1)° TG (xrIy
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f'(x)=0 si et seulement si x =0,5.
f(x) a le signe du polyndme (x +1)(2x — 1), d’olt le tableau de variations :
x - o0 -1 0,5 + o0
f1ex) + I - 0 +
-+ oo + oo
flx) / \ /
1 1
3
Y
1 A
L] 1 t 1 1 \ 1| /
-1} O 2 X
Fig. 4

3. Dans un repére orthogonal d’axes x'Ox, y'Oy, la courbe C représentative de la
fonction f se compose de deux branches. Elle admet pour asymptotes les droites

d’équations respectives x = —1 et y =1 (fig. 4).
La courbe C coupe la droite A d’équation y = 1 au point dont I'abscisse est racine de
I’équation : .
x(x —2 . 1
—(}(—-;1—)3):1 soit x2—2x =x*+2x-+1 donc x=-7

La courbe C coupe x'Ox aux points d’abscisses x =0 et x =2.

5. Etude de la fonction numérique f définie par f(x)=x +1 +;—1——--

-2

1. Le polyndéme x —2 prend la valeur 0 pour x =2,
L’ensemble de définition de la fonction f est D =R—-{2}.
La fonction f est une fonction rationnelle continue sur D.

23




Résumés de cours

Lorsque x tend vers + o ou — o, tend vers 0, donc :

x -2

lim f(x)= lim (x+1)=-0; lim f(x)= lim (x+1)=+o,

X = e 00 X~ o0 X = - 00 X =+ 400
lim f(x)=+ o, lim f(x)=—o00,
Py gy
2. La fonction f est dérivable sur D et : .
1 (x=2y-1 (x~3)(x~1)_

fl(x)‘:]'_(x_z)z— (x__z)z ’ f’(x)= (x_2)2

fi(x)=0 si et seulement si x =1 ou x =3.
f'(x)ale signe du polyndme (x — 3)(x — 1). On en déduit le tableau de variations

X - 1 2 3 + o

fi(x) + 0 ~- | -0 + f(1)=1+1+1—_]_—§=1

1 -+ 00 + 0
1
fx) / \ \ / f@)=3+1+515=5
— o - OO 5

3. La courbe représentative C de la fonction f se compose de deux branches. Elle
admet pour asymptotes les droites d'équations respectives x =2 et y=x+1
La courbe C coupe x'Ox aux points dont les abscisses sont solutions de I’équation :

f(x)=0 soit x+1+x—i—2=0 donc x%—-x-—1=0.

1-V5
S—=—062 et x2=1+\/§

(I N

/|

=1,62.

Ontrouve x,=

Fig. 5
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7. Intégration - Primitives

1. Fonction intégrable sur un segment.
L’intégrale d’une fonction f, intégrable sur le segment [a, b ], est le réel noté

b
f(t)de.

Toute fonction monotone sur [a, b] est intégrable sur [a, b].

Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b].

Toute fonction bornée, monotone par morceaux sur [a, b] ou continue par
morceaux est intégrable sur [a, b 1.

Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] alors

b[f(t)+g(t)]dt= bf(t)dt+ bg(t)dt.
J Jrous |
f bkf(t)dt =k J bf(t)dt.

Relation de Chasles : si f est intégrable sur un segment contenant a, b, c,
alors :

fabf(t)dt =J:f(t)dt +fcbf(t)dt.

Théoréme de la moyenne : si f est continue sur [a, b1, il existe ¢ €[a, b] tel
que :

1 b
f@)=3— f £y dr.

2. Fonctions primitives d’une fonction f.

a) Lafonction F est une primitive de f sur un intervalle I, si et seulement si,
F est dérivable sur I et admet f comme fonction dérivée :

(Vxel) F(x)=f(x).
b) Si la fonction f admet une primitive F sur Iintervalle I, ensemble des

primitives de f sur I est I'ensemble des fonctions : (x > F(x)+k) ou k
est un réel arbitraire.
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¢) Si f est continue sur {a, b]la fonction F : x +—> f'f(t)dt définie sur

[a, b] est une primitive de f sur [a, b1, donc F’(x).=;(x ).

f f@)dt =[F(x) |2 =F(b) - F(a).

3. Primitives des fonctions usuelles.

Fonction f Fonction primitive Fonction Fonction primitive
0 k keR cos X siny+k
ax +k sin x ~cosx+k
X" “+1 l k
" +k tg x +
" €N n+1 cos? x B
R ! +k ! ~cotgx +k
x2? sin? x 5
i 1
_— Witk cos(ax +h) —sin(ax +b)+k
Vx a
u Y x) . 1
ut(x'(x)reQ sin{ax +b) ——~cos(ax +b)+k
r+l a
r# -1
EXEMPLES

3
4. Calculer A= f (x*=3x + 1) dx.
1

Une primitive de la fonction f telle que f(x ) = x* — 3x + I est la fonction F telle que
B :

_x 3 2
F(x)= 3 2x + x.

27 27 1.3 4

D A=F@3)- .—.<_—--—+ )-—(——~+ ) it A= —=

onc F(3) - F(1) ) 3 372 1 soit A 3
5. Détermination de fonctions primitives.

a) Primitives de f telle que f(x)=2x +(—J—CT2T)5-

26
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Sur un intervalle de R ne contenant pas le point 1, les primitives de f sont les
fonctions F telles que :

2
Fix)=x?>——+k
x -1

2x +1

Vx2+x +1 '

La fonction g est définie et continue pour tout x réel, car x>+x +1>0 (le
discriminant du trindme est strictement négatif).

Considérons la fonction u telle que u(x)=x2+x +1.

b)) Primitives de g telle que g(x)=

u'(x)

Vu(x)

u est dérivable sur R et u'(x)=2x +1, donc g(x)=

Une primitive de g est G telle que G(x)=2Vu(x)+k.
Sur R, les primitives de g sont définies par :

G(x)=2Vx®+x+1+k
¢) Primitives de h telle que h(x)=sin x (2 cos x +1).

La fonction & est définie et continue sur R. Considérons la fonction u telle que :
u(x)=2cos x + 1. Elle est dérivable sur R et u'(x)=—2 sin x; donc :

1
h(x)=~§u(x)-u’(x).

1
Une primitive H de h est telle que H(x)= ~7 [u(x)P.

Sur R, les primitives de & sont définies par :

H(x)= —% Q2cos x +1)*+ k.

6. Exercice.

Déterminer la primitive F de f définie sur R par f(x)=sin <x - %) +2 cos 2x telle

que F(0)= —~~?-

Les primitives de f sont définies sur R par :

F(x)= —cos (x -—g) +sin 2x +k

V3
F(0)= - entraine --—\g—§= -cos ( ——%) +sin0+k soit k=0.

D :
one F(x) = —cos (x - %) + sin 2x.
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8. Calculs d’aires. Calculs de volumes

1. Calculs d’aires de domaines plans.

Si f est une fonction continue sur [a, b1, & valeurs positives, I’aire de la partie
du plan, ensemble des points M(x, y) tels que (fig. 1) :

asx<sbhb et O0sysf(x)

est :

A= fbf(x)dx.

Si f et g sont des fonctions continues sur {a, b, P'aire de la partie du plan,
ensemble des points M(x, y) tels que (fig. 2):

asxsb et fx)sysg)

est :

2. Calcul de volumes.

7t = f [g(x) - f(x)]dx.

Pyramide : V =%— Bh

(B : aire de la base; & hauteur).

Cone : V=%Bh

Boule : V =g— 7R3
(R : rayon)

Tronc de cbne : V= g (R2+Rr +r?)

(R et r, rayons des bases; k : hauteur).

Si f est une fonction continue sur [a, b1, le volume engendré par la partie D
hachurée (fig. 1) tournant autour de Ox est :

V= ﬂf [fe) Pax.
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EXEMPLES

3. Calcul d’une aire plane et d’un volume.

Soit f, et f, deux fonctions numériques définies par :
filx)=—x?*+2x folx)=x2

Tracer les courbes C, et C, représentatives de f, et f, dans le plan muni d’un repére
orthonormé et déterminer les points d’intersection O et A de C, et C,.

On considere la partie D du plan limité par les arcs d’extrémités O et A de C, et C,.
Calculer 'aire de D et le volume engendré par la rotation de D autour de Ox.

Les courbes C, et C, sont des paraboles représentées sur la figure 3. Les
coordonnées x et y de leurs points d’intersection vérifient le systéme :
y=—x%+2 ) —x?+2x =x* x(x—-1)=0
2 soit 2 donc 5
y=x y=x y =x>
On obtient les points O (origine des axes) et A(x =1,y =1).
D est 'ensemble des points M(x, y) tels que :
Osx<1] et x’<y<—x2%+2x

L’aire de D est :
1

1 1 2x3
A =f (—x*+2x —x?)dx =j (—2x%+2x)dx =[-—T+x2]
0 o

1
donc : A =3

Le volume V engendré par la rotation de D autour de x'Ox est :

0

1 1
V=f m[(—x2+2x P~ x*]dx =@ (—4x>+4x?)dx
(4] 1]

x4 x3 1
| 5%
V=4 iy v

V=§=1,047 (unité de volume)

0 1 z\ X
Fig. 3 C.

On considére la courbe C représentant la fonction f définie par f(x)=sin x sur

4. Partage d’un domaine plan.

[O, g] Calculer m pour que la droite d’équation x = m partage le domaine limité

par les axes et la courbe C en deux parties ayant la méme aire.
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Les domaines considérés admettent pour aires :

.fE,=f sinx dx et fé2=f2 sin x dx.
0

m

Soit : A, =[—cos xI§ =—~cos m + 1
A, =[—cos xﬁ1 =CO0s m
A, =4, sietseulementsi —cosm+1=cosm
. 1 a
soit : ' cos m == donc = —
2 3
Y
1
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9. Fonctions logarithmes

1. Fonction logarithme népérien.

a) Définition .
La fonction logarithme népérien est la fonction numérique f définie sur
10, + o[ par :
*dt
flx)= f -
i

C’est donc la primitive de la fonction : x < deflm_e sur 10, -+ o[ qui

s’annule pour x = 1. On écrit :

*dt
Log x = n Log 1=0.

1

b) Propriétés
. e - 1
La fonction logarithme népérien est dérivable et (Log x) = —-
: X

Elle est strictement croissante sur ]0, -+ o[, donc :

Log x <Logy <> xSy.l

Quels que soient les réels a et b strictement positifs :

Log ab =Log a +Log b Loga"=r Loga (req)

1
Log;l—:—Loga Log§=Loga-Logb
. . Log
lim Logx=+ o lim Logx=— lim &—Y=O.
X~ oo x =0 X w00 X
x>0
x 0 + 4
£10r)=- + !
X
o} /1 e X
Log x +
— O /
Fig. 1

31




Résumés de cours

2. Fonction logarithme de base a.

log, définie sur 10, + o[ par:

Log x .
Log a

log, x =

La fonction log, est dérivable sur 0, + o[ :

On appelle fonction logarithme de base a (a >0, a # 1) la fonction f notée

Remarque : log,a=1; log,a"=r (req).

log, x)' = —
(log,, x) * Toga
X 0 + oo Y \
\ logy x (a>1)
1 + o \‘
a>1 |log,x 7 \
- 0
+ o o} X
0<a<l1jlog, x
O8a N -« \\\\ Ioga x{0<a<i)

Fig. 2

EXEMPLES

3. Résoudre dans R 1’équation d’inconnue x :
Log (x ~2) + Log (x +2) =Log 12.
Il est nécessaire que les inégalités suivantes soient vérifiées :
x—2>0 et x-+2>0 soitendéfinitive x >2.
Dans ces conditions, 1’équation s’écrit : .

Log(x —2)(x +2)=Log 12 soit (x —2)(x +2)=12.

On en déduit x%*=16 donc x,=4, x,=—4.

Seule convient x, =4 donc

4. Résoudre dans R 1’équation d’inconnue x :
Log(x —2) + Log(x + 1) =Log (3x —5).
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Il est nécessaire que les inégalités suivantes soient vérifiées :
x—=2>0, x+1>0 et 3x-5>0,
soit en définitive x >2.
L’équation donnée s’écrit :
Log(x —2)}x +1)=Log(3x —5) soit (x —=2)(x+1)=3x —5.
On en déduit : x?>—4x +3=0 soit x,=1,x,=3.

Seule convient x,=3 donc s={3}.

5. Résoudre dans R I’équation (Log x)*—2 Log x —3=0.
En posant u = Log x, I"équation devient :
u?—2u—3=0
dont les solutions sont u,=-—-1 et wu,=3.
On en déduit :

) 1
Logx=-1 soit x =;

. 1
Logx =3 soit x=¢" S = {-—; e3}.
e

5. Résoudre dans R, ’inéquation :  Log (3 — x)<Log(2x + 5).

La fonction logarithme népérien étant strictement croissante sur J0, + o[
I’inéquation est équivalente a : :

J—x<=2x+5 x>~§-
3—-x>0 soit x <3
2x +5>0 x>—-25~-

Les valeurs de x solution sont telles que :

_%<x <3
3\ .

1 2
6. Calculer 1= ﬁ @%{de.
7

La fonction u telle que u(x)={(Logx)® est dérivable sur 10, + [ et

2
u'(x)=3 (_I:O)gc_xl donc :

(Log x)* u'(x)
X T3
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u'(x) u(x) .1 3
3 est 3 501t3(L0gx).

Donc: I= [% (Log x )3]: =% [(Log 1y - (Log %) 3]

Sur 10, + o[ une primitive de

' 1
Soit : I=-~-
3
7. Exemples de fonctions primitives.
fx) F(x) f(x) F(x)
2x 2x +1
2 2
pEa Log(x*+1)+k PE—— Log(x"+x+1)+k
2 x>1,F(x)=2Log(x - 1)+k 2 x>—l F(x)=Log(2x + 1)+ k
-1 |F7NY gt 2% + 1 o I E Loslx
1
x<1,F(x)=2Log(l—x)+k ,\'<—§’F(x)=Log(—2x—l)+k

8. Résoudre dans R I’équation (log, x)* — 6(log; x)* + 9(log; x)* = 0.
En posant u = log;, x, I'équation s’écrit u* — 6u>+9u? =0 soit u*(u —3)* =0 dont
les solutions sont u =0 et # =3. On en déduit :

L
a) log; x =3 soit i—g—:—§= donc Logx=3Log3 dou x=32
b)log;x=0 soit x=1.

En définitive : s={1, 27}.

2
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10. Fonctions exponentielles

1. Fonction exponentielle de base e.

La fonction exponentielle de base e est la fonction réciproque de la fonction
logarithme népérien. C’est une application bijective de R sur R¥.

x

y=e* équivauta (x =Logy,y>0).

Donc : e X =y Loge*=ux.
Quels que soient les réels a et b :

en+b=ea . eb (ea)b=enb
a
e _— —
__b____ea b e a =_a.
e e

La fonction exponentielle est dérivable sur R et (e*) =e™.
X

. . . e’
lim e*=0; lim e*=+o; lim -—=+o,

X = —to X —+ 0 x = o X
y
X - 00 0 + o Fig. 1
e
-+ oo
e 1
0 / —/1
o] 1 X

2. Fonction exponentielle de base a.

La fonction exponentielle de base a (a >0 et a # 1) est la fonction réciproque

de la fonction logarithme de base a. C’est une application bijective de R sur
Rx.

x

y=a

équivauta (x =log, y, y >0).

Pour tout x réel, a* =g~ Losa,
Quels que soient les réels x et y

a**t =q% -q” @y =a* a"F =
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La fonction exponentielle de base a est dérivable sur R et |

(@a*Y =a* -Log a.

0<a<l| a* |+

a>1 a” /
\

0
a*,a>1
S~._@,0<a<1
b Fig. 2
(o] 1 2 x

Une primitive de (x +——> a*) sur R est la fonction (X = Lct)z. >
ga

EXEMPLES

3. Résoudre dans R 1’équation d’inconnue x :

5
2¢" ~~—~+3=90
X
e
L’équation est équivalente 3 : 2¢% +3e* —5=0.
En posant u = e*, I'équation devient : 2u®+3y —5=0

. 5
dont les solutions sont u, =1, u,= —3
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On en déduit :

e*=1 soit x =0,

e"=—§n’a d luti tout éel, e* >0
2 pas de solution car pour tout x réel, e .

4. Résoudre dans R U’équation d’inconnue x :

e6x+1+e3x+1__6e =0

L’équation est équivalente & : e(e® +e>* —6)=0
soit a: e +e3> —6=0.

En posant u = ¢3*, 'équation devient : u*+u —6=0
dont les solutions sont u, = —3, u;=2.

On en déduit :

e*=2 donc x=Log2.
e* =u, n'a pas de solution car pour tout x réel, ¢* >0.

Donc : ’ S= {Log 2}.

5. u étant réel, calculer le produit (u —2)(u — 4)(u +5).
En déduire la résolution dans R de 1’équation d’inconnue x :

e — e —22¢* +40=0.

En développant le produit de réels on obtient :

p=(u?—6u +8)u+5) soit p=u®-u>-22u+40.

En posant u = e~, I'équation devient :
ud3—u?=22u +40=0 soit (u—2)u~4)u+5)=0
dont les solutions sont :
u, =2 u,=4 uz=-35.
On en déduit :

e* =2 donc x =Log2; e*=4doncx=Log4.
e* =u, n’a pas de solution car pour tout x réel, e* >0.

Donc : S= {Log 2; 2 Log 2}.

Valeurs approchées des solutions : 0,693 15; 1,38630.
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6. On considére le polynéme P(y)=y*— 6y>+ 9y

Décomposer P(y) en produit de facteurs et résoudre dans R 1’équation
P(y)=0.

Résoudre dans R 1’équation E 9 —6-3* 4+ 9" = 0 (1)

P(y)=y*y*-6y +9) donc P(y)=y*y -3
L’ensemble S des solutions de I'équation P(y)=0 est donc :
s={o0; 3}.

Remarquons que :

9=32; 92x =(32)2x =34x; 9x+1=9.32x.
L’équation (1) s’écrit :

3 - 633 4 9.32% =),

En posant y = 3%, I'équation devient : y*—6y>+9y2=0

dont les solutions sont 0 et 3.
On en déduit :

3* =3 donc x Log 3=1Log 3 soit x =1;
3"£=0 n’'a pas de solution car pour tout x réel, 3* >0.

s

Donc : ' s={1}.

PN
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11. Equations différentielles

1. Equation différentielle du type y' = ay.

Elle admet pour solutions, 'ensemble des fonctions f définies par :

fx)=Ce™.

C est une constante réelle arbitraire.
2. Equation différentielle du type y" + o’ =0.

Elle admet pour solutions ’ensemble des fonctions f définies par :

f(x)=A cos wx + B sin wx.

A et B sont des constantes réelles arbitraires.

EXEMPLES

3. Intégrer I’équation différentielle y' = 5y. Déterminer la solution ¢ de cette
équation telle que ¢ (0)=1.
Les solutions de I’équation différentielle sont les fonctions f définies par :
flx)=_Ce.
Pour déterminer la solution ¢, calculons le réel C; il vérifie :
1=Ce® soit C=1.

La fonction ¢ est définie par

4. Intégrerl ’équatidn différentielle y' = —3y. Déterminer la solution ¢ de cette
équation telle que ¢ (Log 2) =1. .

—3x

Les solutions de 1’équation sont les fonctions f telles que f(x)=Ce
Pour déterminer ¢, calculons le réel C; il vérifie :

. 1
1=Ce 3 LoE2 s0it 1=Cel°2s

1=C-% donc C=38.

La fonction ¢ est définie par | p(x) =8¢
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5. Résoudre I’équation différentielle 4y’ +y =0. Déterminer la solution ¢
telle que ¢ (4) = e.

. 1 . . . .
Onobtient y' = ~7 y. Les solutions de I'équation sont les fonctions f telles que :
f(x)=Ce™5,
Pour déterminer ¢, calculons le réel C; il vérifie :
e=Ce ' soit C=e2

La fonction ¢ est définie par ¢(x)=e?-e3 soit

px)=e>5,

6. Intégrer [’équation différentielle y"+9y =0. Trouver la solution
particuliére f qui vérifie f(w)=—1 et f (%—T) =13,

L’équation différentielle est du type y"+ w?y =0 avec w?=09.
Les solutions de I’équation sont les fonctions f telles que :

f(x)=A cos 3x + B sin 3x.
Déterminons les réels A et B tels que f(wr)=—1 et f(g) =V3.

fmy=Acos3nm +Bsin3r soit —1=-A donc A=1

](g>:Acos§2’E+Bsin§§ soit V3=-B donc B=-V3.

La solution particuliére est définie par

f(x)=cos 3x — \/3 sin 3x.

7. Intégrer ’équation différentielle 4y" + 9y =0. Déterminer la solution
. 1

T
particuliére f vérifiant f(0)=V3 et f (-3—> =3
L’équation différentielle s’écrit y” -F?‘- y =0. Elle est du type y"+w? =0 avec

9
2

w :Z.

Les solutions de I’équation sont les fonctions f telles que

3 3
f(x)=Ac0s5x +Bsin5x.
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Déterminons les réels A et B tels que f(0)="V3 et f(g) =%-
fO)=A=V3
T g3 . T .1
—)= — —_ —=B. .
f<3> Acos2 Bsm2 soit 5 B
La solution particuliére est définie par
3 1 3
=V3 cos = x += sin = x.
fix) coszx+2sm2x
8. Autres exemples.
Equations différentielles Ensemble des fonctions solutions
2y'=3y fx)=Cet
3y'= 2y f(x)=Ce™3*
y'+y=0 f(x)=Acosx +Bsinx
y'+3y=0 f(x)=Acos\/§x+Bsin\/§x
2
9y"+4y =0 f(x)=Acos§x+Bsin§-x
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12. Equations différentielles (sections F,, F,, F,)

1. E’quation différentielle du premier ordre a variables séparables.

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue sur

un intervalle I', une équation différentielle A variables séparables peut se
mettre sous la forme

gy =f(x).

'
=—-

Exemples : yy' = x?;
. x

e i<

Pour intégrer I'équation différentielle g(y)-y' = f(x) on détermine les
primitives F et G de f et g. Une fonction ¢ solution telle que y = ¢ (x)
vérifie : -

G(y)=F(x)+1r (r€R).

2. Equation différentielle linéaire du 1°" ordre a coefficients constants.

Elle peut se mettre sous la forme

Une solution particuliére ¢ de cette équation, définie sur un intervalle I est
telle que :

(Vx €1) @'(x)+ap(x)=f(x).

Si on connait une solution particuliéfe ¢, la solution générale de (E) est définie
par

y=Ce ™ + ¢p(x). (C constante réelle)

Cas ou le second membre de (E) est f(x)=M cos wx + N sin wx.

On démontre qu’une solution particuliére ¢ est une fonction de la forme :
y = @(x)= A cos wx + B sin wx.

On détermine les réels A et B par identification.
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3. Equation différentielle linéaire du 2° ordre : y" + ay'+ by =0.

L’équation caractéristique de I’équation différentielle y” +ay’'+ by =0 est
I’équation du second degré

r’+ar+b=0.

Racines de I’équation Solution générale de :
caractéristique y'+ay'+by =0

deux racines réelles r, et r, y
une racine double r y
deux racines complexes r=a = jB y

Cie™™ +Coe™
e™(Cix +Cy)
e**(C, cos Bx +C, sin Bx)

[ |

4. Equation différentielle (E) : y"+ ay’+ by =M cos wx + N sin wx.

On intégre tout d’abord I'équation différentielle sans second membre
y"+ay'+ by =0.

Les solutions de I’équation (E) s’obtiennent en ajoutant & une solution
particuliére, la solution générale de I’équation sans second membre.

Détermination d’une solution particuliére de (E) :

a) Siles fonctions x —— cos wx et x > sin wx ne sont pas solutions de
I'équation sans second membre, on cherche une solution particuliére ¢ définie
par :

o(x)= A cos wx + B sin wx.
On obtient les réels A et B par identification.

b) Si les fonctions x +—— cos wx et x +— sin wx sont des solutions de
I’équation sans second membre, on cherche une solution particuliére ¢ définie
par

o (x)=x(A cos wx + B sin ox).

EXEMPLES

5. Intégrer ’équation différentielle 2yy' = x.

C’est une équation différentielle du premier ordre du type g(y)y’'=f(x)
telle que g(y)=2y et f(x)=1x.
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On obtient I'ensemble des solutions définies par

2
y2=52—+C.

6. Intégrer 1’équation différentielle : y" —6y'+9y =0 et déterminer la
solution f de cette équation telle que f(0)=0 et f(1)=e>.

L’équation caractéristique est : r2—6r +9=0.
On obtient r, = r, =3.
La solution générale de I’équation est I'ensemble des fonctions f telles que -

f(x)=(Ax +B)e>.

Déterminons les réels A et B tels que f(0)=0 et f(1)=¢>.
{0 =B
e*=(A+B)e?

La fonction f demandée est définie par | f(x)= xe>*. ]

7. Intégrer 1’équation différentielle : 2y" — Sy’ + 3y =0,

donc A=1letB=0.

L’équation caractéristique est : 2r>=5r +3=0.
. 3
On obtient r; =1 et ra=3

La solution générale de I’équation est I'ensemble des fonctions f telles que :

l fxy=Ae* + Be3*.

8. Intégrer I’équation différentielle : y" ~ 2y’ + 5y = 0.
L’équation caractéristique est : r2—2r +5=0. On obtient :
r=1-2 r,=1+2j
La solution générale de I'équation est ’ensemble des fonctions f telles que

f(x)=e*(A cos 2x + B sin 2x).

9. Intégrer I’équation différentielle : y' + 2y =sin 2x (E).

La solution générale de I’équation sans second membre y' + 2y = 0 est 'ensemble
des fonctions définies par
—2x

y =Ce
44



Résumés de cours

Pour intégrer (E) cherchons une solution particuliére de la forme
y=Acos2x +Bsin2x donc y'=—2A sin2x +2B cos 2x.
On obtient pour tout x réel :
(—2A +2B) sin 2x + (2B +2A) cos 2x = sin 2x.
A et B sont définis par le systéme d’équations :
{ —~2A+2B=1 1

2A +2B =0 soit A=—-Z et B=

ENE

e e s 1 1, . . s
La fonction définie par y = 7 cos 2x +Z sin 2x est une solution particuliére

de (E). L’ensemble des solutions de (E) est I’ensemble des fonctions définies par :

' 1 1
y=Ce % =70 2x +~Z sin 2x.

10. Intégrer I’équation différentielle (E) : y" + dy' + 8y =3 sin x — 2 cos x.

a) Intégrons I'équation sans second membre (E'): y"+4y’+8y =0.
L’équation caractéristique est : r>+4r +8=0. On obtient :

ry=—2=2 r,=-2+12j
La solution générale de I'équation sans second membre est I’ensemble des
fonctions définies par :
y =e >(C, cos 2x +C, sin 2x).
b) Cherchons une intégrale particuliére de (E) de la forme
' y =Acos x +Bsinx
donc : y’=—Asinx+B cos x, y"=-—A cosx — B sinx.
Pour tout x réel, on obtient :

(— A cos x — B sin x)+4(— A sin x + B cos x) + 8(A cos x +B sin x.)
=3 sin x — 2 cOs X.

Soit en identifiant les termes en sinus et cosinus :
{ —4A+7B=3 26 13

JA+4B= —2 SO A= g BEg

. e 26 13 . . s
La fonction définie par y = ——= cos x +— sin x est une solution particuliére

65 65
de (E).
La solution générale de (E) est 'ensemble des fonctions f définies par :

26 13
=e~>(C +C, sin 2x) —— = sinx.
f(x)=e~2*(C, cos 2x + C, sin 2x) P cos.1\:+65 sin x
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11. Intégrer I’équation différentielle (E) : y" + 9y =sin 3x.

La solution générale de I'équation sans second membre y” + 9y = 0 est I’ensemble
des fonctions définies par

y =C, cos 3x + C, sin 3x.

Comme Ila fonction x +—— sin 3x est une solution de I’équation sans second
membre, on cherche une intégrale particuliére de la forme :

y =x(A cos 3x + B sin 3x)
soit  y’'= A cos 3x + B sin 3x +x(~ 3A sin 3x + 3B cos 3x)
y"=—6A sin 3x + 6B cos 3x +x(— 9A cos 3x — 9B sin 3x).

Pour tout x réel, on obtient en substituant dans (E) :
—6A sin 3x + 6B cos 3x = sin 3x.

Par identification on déduit A = —é’ B = 0. Une solution particuliére de (E) est donc

. . X
définie par: y = z cos 3x.

La solution générale de (E) est I'ensemble des fonctions f :

F(x)=C, cos 3x +C, sin 3x -g cos 3x.

N
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13. Géométrie analytique

1. Espace vectoriel de dimension trois.

a) Coordonnées d’un vecteur dans une base (571, k) :
Soit #=xi +yj +zk et V=x'l +y7J +z'k
Les coordonnées du vecteur (A +A'?) sont :
X=Ax +A'x’ Y=Ay+A'y Z=Az+A'z'.
b) Produit scalaire de deux vecteurs :
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel, toute forme bilinéaire
symétrique définie positive.
Quels que soient les vecteurs i et ¥ et le réel A :

b=y D+il,rd (AR)-D=A(E-D)
=95 Hei>0sii#0.

Norme d’un vecteur : ||| = Vit - .

Orthogonalité de deux vecteurs : @ L7 si et seulement si -t =0.
Dans toute base orthonormée :

Fed=xx'+y' +zz' |i=VeP+y>+22 i

Le produit scalaire i - ¥ est égal au produit des mesures algébriques u X 7' de
if et de la projection orthogonale ¥’ de # sur un vecteur normé, linéairement
dépendant de iI.

6’

X
Fig. 1 &l x [|5]] cos @, ).

< \
|
{
=y Ry
Sy oy

-

2. Plan affine (repére :0,i,j ).

a) Milieu du bipoint (A, B): A(x,, ¥o);  Blxy, y1).
Coordonnées de M milieu de (A, B):

Xotx +
Xpp = 02 1 yM____.Yozh'

b) Equation d’une droite de coefficient directeur m contenant A(x,, o) :

l Y = Yo =m(x —Xo). I

Y17 Yo,

Si la droite contient les points A et B alors m =Ty
: 17 40
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3. Plan affine euclidien (repére orthonormé O, i*, ]?).

a) Distance des points A(x,, y,) et B(x,,y,):

d(A, B)= \/(xi —xo)*+ A _.Yo)z-

b) Relations du triangle rectangle ABC :
A

AB?+ AC? = BC? AB>=BH-BC
AH?=-HB-HC AC*>=CH-CB.

H
Fig. 2

¢) Relations du triangle quelconque :

a*=b%+¢%—2bc cos A .a = _b = ,C
sin A sinB sinC

b*=c2+a%~2ca cos B
c?*=a?*+b%—2ab cos C A+B+C=m.

Fig. 3

d) Equation du cercle C de centre 1 (a, b) de rayon R :
Un point M(x, y) appartient & C si et seulement si IM?=R? :

(x —a)’+(@y -b)*=R2
On peut aussi écrire :
x?+y*—2ax —2by + ¢ =0.

y

Fig. 4
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4. Produit vectoriel de deux vecteurs de E.

Dans la base orthonormée (i, j, k) :
17=xi*+yj’+zly F=xT +y] +z'k
7= ‘y y.,' z z' X x:
z 1z X x y y
SiOA =1 etOB=%, OP=i A7 alors OP est perpendiculaire au plan OAB;
((_)7{, OB, OP) est de sens direct et :
[OP|| = OA x OB x |sin(OA, OB)).

o= o

i+ k.

- >
w=Uu

>

!

EXEMPLES

5. Cercle; tangente en un point.

Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (O, I j*) on consideére
les points 1(2, 3) et A(-3, —1).

a) Déterminer I’équation du cercle C de centre 1 passant par A.

b) Montrer qu’une condition nécessaire et_suffisante pour qu’un point P(x, y)
appartienne da la tangente a C au point A est Al - AP = 0. Déterminer une équation de
cette tangente.

a) Un point M(x, y) appartient au cercle C de centre I(2, 3) de rayon R, si et
seulement si IM? = R? soit IM?=TAZ2

D’ou I'équation de C :
(x =20+ (y =3P=(-3-2+(—-1-3)
soit : x%+y?—4x — 6y —28=0.

b) Le point P appartient a la tangente & C au point A, si et seulement si, AP est
orthogonal & Al ce qui équivaut a2 Al-AP=0.
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Or Al a pour coordonnées (3, 4) et AP (x+3,y+ 1). /

Donc : 5(x +3)+4(y +1)=0. .

Une équation de la tangente a C au point A est donc :
5x +4y +19=0.

6. Aire d’un triangle.

Dans ’espace euclidien rapporté a un repére orthonormé (O, Ok ) on considére
les points A(0, 3, 5), B(4, 0, 5), C(4, 0, 0) et D(0, 3, 0).

a) Comparer les vecteurs AB et DC. Calculer le produit scalaire AB-BC. Que
peut-on concluré?

b) Calculer I’aire du triangle COD puis la longueur de la hauteur issue de O.

a) Exprimons les vecteurs AB et DC :
AB=4 -3 DC=4i -3f.
Donc : ‘ AB=DC.
Le vecteur BC = —5k. On en déduit :
AB-BC =(4 - 3])-(~5k).

Comme i -k =] -k =0, on obtient : AB-BC=0.
Les vecteurs AB et BC n’étant pas nuls,-ils sont donc orthogonaux.

b) Le triangle COD étant rectangle, son aire est :

A=%0C><OD=%><4'><3 donc £ =6.

OH étant la hauteur issue de O : A =%OH X CD.
Or CD*=0C*+0D*=4*>+3>=5*> donc CD=5.
D’ou : OH = 2—;(—6 soit OH=2,4.
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14. Parabole. Ellipse. Hyperbole

1. Parabole d’équation y = ax?® (repére orthonormé, a > 0).

C’est ’ensemble des points équidistants d’une droite D (directrice) et d’un
point F (foyer) (fig. 1). MF = MH.

y /
4 .
Fig. 1
F¢
\\
o Ay X
D K H

La distance FK du point F a la droite D est le paramétre de la parabole :
1

p o —2‘;.
Coordonnées du foyer F : ((), 4_151—)
Equation de la directrice D: y = —-Z%—z--

La tangente en M & la parabole est la médiatrice du segment [F, H].
La projection orthogonale du foyer sur une tangente appartient a la tangente
au sommet Ox.

2. Ellipse.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, |*) toute courbe d’équation
2 2 .

x% y* . . N . .
F+ e 1 est une ellipse qui admet 'origine pour centre de symétrie et les
axes de coordonnées pour axes de symétrie.

y Y

B Fig. 2 Fig. 3 m(x,y)
A A

!_/ ” ° : ) ’
‘ OA=0A'=a.
B! OB=0B'=b.

51




Résumés de cours

Un cercle se transforme suivant une ellipse dans une affinité orthogonale
ayant pour axe un diamétre du cercle (fig. 3).

Equation du cercle : x2+ y2=a? HM = kFm.
Formules de I'affinité : X=1x, Y =ky.
2 Y2

Equation de Iellipse : -6-1—2-—&--‘1‘—2/—(—5: 1.

3. Hyperbole.

N

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, T, j*) toute courbe d’équation
x2
= 1 est une hyperbole qui admet O pour centre de symétrie et les axes

a? b
de coordonnées pour axes de symétrie.
| OA=O0A'=a.
, . b b
Equation des asymptotes : =21—x, y = -7 X.

L’équation d’une hyperbole par rapport & un repere cartésien dont les axes
sont les asymptotes est XY = k. :
Si a = b I’hyperbole est équilatére; les asymptotes sont perpendlculalres

EXEMPLES

" 4. Parabole.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy on considére le point
F(0, 2) et la droite D d’équation y = —2. Déterminer I’équation de la parabole de
foyer F, de directrice D.

Un point M(x, y) est un point de la parabole si et seulement si (fig. 5) :

, MF? = MH>.
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N

H est la projection orthogonale du point M sur D. Donc :
X2+ (y —2P=(y +2)%

S‘t. -—-Ej.
o1t : y 3

5. Foyer et directrice d’une parabole.

Dans le plan affine euclidien muni d’ un repére orthonormé (o, i, ]?) on considére la
parabole P d’équation y = 3 x%—x — 1. Si le point S est le sommet de la parabole,

déterminer 1’équation de P dans le repére (s, e j’). Déterminer le foyer et la
directrice de la parabole.

2
La fonction f définie par f(x)=x—3—~x — 1 est dérivable sur R et :

f’(x)=§-‘x -1

3 3
f'(x)=0si et seulement si x =3 Les coordonnées de S sont x, =3 et f(x,) soit :

3 7
S(a’ “z)-

v/ AY
\0' ' > Fig.6
¢F
-’l\/ X
S X
D
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Si (X, Y) sont les coordonnées de M dans le repére (S, f, ]r) alors :
3 7
=4+X et y=-—=+Y.
x 5 et y it
1’équation de P dans le repére (S, f, j’) est donc :

7 13 .\ /3 1
o - = e | - — =t — H == X2,
i+Y 3<2+,x) (2 x) I soit | Y=3X

« ~ 3 N F ol o
On en déduit que le paramétre de la parabole est p =§- Dans le repere (S, i, ) les
3 3
coordonnées du foyer sont (0; Z)’ I'équation de la directrice est Y = s Dans le
\ > 'r 3 P . ' 5
repere (O, i,j ), F{=> —-1); I’équation de D est y = —--2--

6. Cercle et ellipse.

Dans le plan mum d’ un repére orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy on considére le cercle
C d’équation x>+ y?—4=0.
Déterminer ’équation de I’ ellipse E déduite de C dans I’ affinité orthogonale d’axe

1
x'Ox, de rapport 7

A Fig. 7
X

. 1 . .
L’affinité orthogonale d’axe x'Ox, de rapport 3’ transforme le point M(x, y ) suivant

e 1 e
le point P(X, Y) tel que : HP =3 HM (fig. 7) soit :
X=x
-
2

Le point P appartient 4 I'image E de C par I’affinité, si et seulement si, M(X, 2Y)
appartient a C, c’est-a-dire si:

X*+4Y*~4=0.
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2
L’équation de E est donc : %— +¥2-1=0.

Les sommets de E sont les points A(2, 0), A'(—-2, 0), B(0, 1), B'(0, —1)..
7. Hyperbole.

Dans le plan muni d’un repére orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy on considére la
courbe H d’égquation x*—3y*-3=0.
Tracer cette courbe aprés avoir déterminé les coordonnées des sommets et les

équations des asymptotes.
2

. e x
1’équation de H s’écrit : —§~~y2= 1.

La courbe H est donc une hyperbole admettant O pour centre de symétrie et les axes
de coordonnées pour axes de symétrie.

Elle coupe 'axe x'Ox aux points A et A’ d’ordonnée nulle (y = 0) dont les abscisses
vérifient x2=3. Soit A(V3, 0), A'( - V3, 0).

L’équation de ’ensemble des asymptotes est :

2

X . ) X X
——y*=0 soit (——+y>(~—-— >=0.
3 V3 V3
Soit : y=fet] y= -2
V3 V3
On en déduit le tracé de I’hyperbole (fig. 8).
\Z ”

Sl
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15 Nombres complexes

1. Définition. Module. Argument.

Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique :

,

a est la partie réelle de z; b est la partie imaginaire de z.

a et b sont réels; le nombre complexe j est tel que j2= ~1.

L’ensemble C des nombres complexes, muni de I'addition et de la
multiplication est un corps. ‘

Le nombre complexe conjugué de z =a + jb est noté 7 :

— ey — z\ 2z
z¥Z=2+7, Z2'=z-7, (—):_.
z'/ 7

Le module du nombre complexe z =a +jb est le réel :
|z] =Vz z2=Va?+b2

Argument d’un nombre complexe 7 non nul :

a’ b
Siz=a-+jb alors z=va2+b2( . >
Va?+b> " Va?+bh?
Onpose r=|z|=Va?+b?
a
cos f = ———
Va?+b?
b
8in § =~——— donc | z=r(cos @ +j sin ) =[r, 0]
Va?+b?

@ est un argument de z.

2. Représentation d’un nombre complexe dans le plan affine euclidien.

z est I'affine du point M.
Les coordonnées de M sont (a, b).

OM=|z|=Va?+b2

mes (i, OM) = argument de z.
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b Mz}
r Fig. 1

(0] a X

3. Produit et quotient de deux nombres complexes.

z =[r,@] z-z'=[r,0]1[r,01=[rr', 0 +8']
s=pr, 01 Z=109 =[-’—,0—o'].

4. Formule de Moivre.

I (Vn €Z) (cos @ +j sin 8)" = cos n® +j sin né.

5. Racines n™™ d’un nombre complexe.
Ce sont les solutions de I’équation z” = r(cos 8 +j sin #). Soit :
" ] 2 N 2
W(cos (;+ k’—;r> +j sin <;+k—n7—r)> avec k E{O, 1,2,...,n— 1}.

Autre représentation d’un nombre complexe :

l e’* =cos x +j sin x. I

EXEMPLES

7. Etude d’un nombre complexe.

1+V3j
a) Déterminer le module et |’argument de z =T Y]
1-V3j
b ) Déterminer les racines carrées de z.

¢) Calculer z'°.
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_(+V3)(1+V3)) _1-3+2V3
(1-V35)(1+V3) 4

a) On obtient : z

Donc :

—cosgz+'sinzz
3 s

2" 7

2qr
Le nombre complexe z a pour module 1 et pour argument 3

b) Les racines carrées de z sont les nombres complexes :

cos (—g + qu) +j sin (g + qu) avec k€ {0, 1},

soit Z, =CO0S Z-T+'sin E'-l-§+1'
I B T S

z -—-cOsi’zz.‘_'sin?j—T— __é 1’.

2SR ST = Ty

¢) En appliquant la formule de Moivre, on obtient :

'°=(cosz——w+'sinz—w)m—cos%(-)—q—r+'sin20—7—r-
¢ HENE 3 TSy
20 2
Remarquons que —371= 6 + _3_7r donc :
2 2
z'°=cos?7r+j sin—g—r s0it 20 =72,

8. Forme algébrique et trigonométrique d’un nombre complexe.

V2-1)+j(V2+1
On considére le nombre complexe z =\/§-( 2 ) J(\/_ )

V2 +j

a) Ecrire 7 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

b) Déterminer I’entier relatif n pour que z" soit un réel positif.
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a) En multipliant le numérateur et le dénominateur de z par (\/f —j ) on obtient :
—1)+j = 343j
z:\/i.(\/i ) ](\/§+1).(\/§_]')= 2.9_31.
(V2+j)\V2-j) 3

soit : lz=V2a+). |
0 t écri z 2<1 + L j)
n peut écrire : =2 |~ b e
P Va V2
donc : z=2(cos§+j sin%)-

b) En appliquant la formule de Moivre, on obtient :
nar nawr
" =2" (cos —+j sin -—)
g g
z™ est un réel positif, si et seulement si :

nar nw
sin—=0 et cos—=0,
4 4

. n N . P
sin —47I= 0 entraine n = 4k (k € Z); or cos km = (—1)%, donc z" est un réel positif si

et seulement si k est pair donc n =8k’ (k'€ Z).

9. Module et argument d’un nombre complexe.

On considére le nombre complexe 7 = (V2 — Ve6)—-j(V2+ V6).
Calculer sous forme algébrique Z = z* et déterminer le module et I’ argument de 7.
En déduire le module et "argument de z. Calculer z°.

a) Calcul de Z.

z=[(vV2-v6)-j(V2+ o)} |

Z=(V2-V6y—(V2+Ve)-2(V2-Ve6)V2+V6)
Z=-4V12-2j(2-6) donc Z=8(-V3+j).

On en déduit :

-8V3 V3 8 1
B 3 1= = TE e s i EE Ry R
|Z| =8V 16, cos 60 T 5 sinf=r=>
Sar
Donc : |Z| =16; 6 == @
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b) Module et argument de z.

On en déduit le module de z : |z| =4.
Si z a pour argument « alors 2« == 2r)
S

d : = — .

onc a 2 (7)

V2-V6 . V2+V6 L L
Comme cos a =-—Z—et sina = -———Z-——sont négatifs, on en déduit que
a 12 aw
17w
it =— [2
soit | « D [27]

¢) Calcul de z°. ‘
Module de z¢: |z°] =|z|®=4°.

. s 174 T
Si z® a pour argument 6 alors 8 = 6« =—2-==87r +§-

Donc :

2
S5



EXERCICES

1. Tl‘igonométrie (équations, calcul intégral).

5l a) Montrer que pour tout x réel

cos (Zx - i‘;) + cos 2x + cos <2x + 4-32-) =0.

b) En exprimant sin® a a aide de cos 2a, calculer :
2 2
A=sin2< ——-317) + sin* x +sin2(x +_§I>

a) En utilisant cos(a + b)=cos a cos b —sin a sin b, on obtient :
V3 1 V3 .
cos 2x - sin 2x

4 1 .
— e | =z B —_——1 4 . R —
cos <2x 3 ) cos 2x ( 2) sin 2x < 5 5
4o 1 . 3 1 3,
cos(?.x +—3-)—cos 2x~<—§>~sm2x < -—i—-)— 5c032x +Tsm2x.

Donc : cos (2x - %’5> +cos 2x +cos <2x + 4T7r> =0.
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b) Calcul de A.
Remarquons que :

1 —cos 2x
2

5 1= (x5
i cos(ax 4]

sin® x =
. 21r>
2 )

sin ( 3
27

)

+.__
sin (x 3 )

I

I

Donc :
A=%——;~ co (2x —%) +%~% cos 2x +-;——% cos<2x +%’E)
A=%—-% [cos (2x —-——-> + cos 2x + cos <2x +§31r>]

En utilisant le résultat (a), on obtient A= %

3 On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
f(x)=2 sin 2x + 3 sin x.

a) Déterminer les primitives de f sur R.
b) Sachant que a est un réel, calculer I(a) = f f(x) dx.
1]

¢) Résoudre dans R ’équation d’inconnue a : I(a)=6.

a) Primitives de f.
Les fonctions primitives de f sur R sont définies par :

F(x)=—cos 2x —3 cos x + k.

b) Calcul de I(a).
I(a)=F(a) - F(0)
soit : I(a) = —cos 2a ~3 cos a +4.
¢) Résolution de I’équation Y(a)=6.
L’équation s’écrit :
—cos2a —3cosa+4=6 soit cos2a+3cosa+2=0.
En remarduant que cos 2a =2 cos®> a — 1, on obtient :
2cos?a+3cosa+1=0.
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En posant u = cos a, I’équation devient : 2u?+3u +1=0
1

dont les solutions sont u, = —1, u,= —3
On en déduit :
cos a =—1 soit a=1a +2knw ke”Z
1 . 2
cos a = -3 soit a=¢c —;—T+2k7r g = =M,

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :
f(x)=sin® x,

a) Démontrer que pour tout x réel f(x)=sin x —cos® x sin x. .

b) Calculer I= J sin® x dx.
(1]

a) Transformation de f(x).
Pour tout x réel :

sin*x = sin x +sin®> x =sin x (1 —cos? x)
donc : f(x)=sin x — cos® x +sin x.

b) Calcul de 1.
La fonction f est continue sur R; elle admet donc une primitive F telle que :

1
F(x)= —cos x + 3 cos® x.

Donc : 1=F(§)—F<0)=o—<—1+-13-)

soit : I

Il
Wit

i a) Résoudre dans R P'équation d’inconnue x :
sin x -cos 3x = 0.

b) Calculer I= fdsin x-cos 3x dx =0.

0

a) Résolution de I'équation :
L’équation sin x - cos 3x =0 se décompose suivant :
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sinx=0 et cos3x=0
sinx =0 donc x =k

ki

cos3x =0 donc Ix=gotknr soit X=g=+-— (e = x1).
2 6 3
Donc S={x/x =k':r}U{x/x =e%+k?ﬂ} (k€Z) (e =%1).

b) Calcul de 1.

T . .
Transformons sin x - cos 3x =3 (sin 4x —sin 2x).

. 1 . . . .
La fonction f : x +—> 3 (sin 4x — sin 2x) est continue sur R donc intégrable sur

[0, %] Si F est une primitive de f alors :

1
F(x)= —-lcos 4x + - cos 2x.

8 4
T 1 1 T 1.1
Donc : I—F(z)—F(O)———gcosw+zcos~i—<~—é+z>.
Soit : I=0.

El On considére la fonction numérique f de la variable réelie définie par
a T
x)=cos|x +—>-sin (x —-—-)-
Fey=cos(x +3 :
a) Déterminer les fonctions primitives de f.

b) Calculer 1= f “fx) dx.
0

a) Primitives de f.
Pour tout x réel :

2 si (x—z> cos(x +z>—sin<x—z+x +Z>+ in(v—z- ——Z-T)-
sin 3 3 3 5) Tsinlx g -x -3
Donc :

f(x)=% (sin 2x +sin<—2%r>> soit f(x)=%sin 2x—?-
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b) Calcul de 1.

La fonction f est continue sur R donc intégrable sur [0, —-]. Si F est une primitive de

4
f alors :
v F(x)= —%cost——;x.
T V3w 1
Donc : I_F(Z>_F(o)~ _._4_..2_<_Z)
. aV3 1
soit I= —T+z—~0,59.

3  Soit Ia fonction numérique de la variable réelle définie par f (x) = sin 2x - cos 3x+

a) Ftudier le signe de f(x) sur [0, -;Z]

b) Calculer A=sz(x) dx et B=fff(x) dx.

a) Signe de f(x).
Quand x appartient a [0, g], 2x appartient & I'intervalle [0, 7] et sin 2x =0. Sur

[0, g] le signe de f(x) est donc celui de cos 3x.

ki T T
* 0 3 3 7
T 3
3x 0 5‘ o —2‘
cos 3x 1 + 0 - -1 = 0

Donc sur Pintervalle [0, %]’ fx)=0;

sur Pintervalle [%’ -;5] » f(x)=<0.
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b) Calcul de A et B.

» . 1 . .
Remarquons que : sin 2x *cos 3x =§ (sin 5x —sin x).

La fonction f est continue sur R donc intégrable sur [0, E] et sur [

6
une primitive de f alors :

1 1
F(x)= —l—ocos S5x +§cos X.
A—F(f)-F(O)— LIV LA f—(»-l
6 10 6 2 6
Comme 5—71— i coss—w"—-cosz-«—\/m§
6 " 6 6 6 2
V3 V3 2 ) 3V3 2
donc ~“2—()—+T“§ soit A—"“i'é“—'s"—o,glg
kia s T ko .
B—F<5>~F<E), or F(—i>—0, doncB——F(—6-> soit :
3V3

B= -2 2= _0,519.
10

—_

6

g] Si F est

Soit la fonction numérique f définie pai’ f(x) =sin x -sin 2x -sin 3x.

1
a) Démontrer que pour tout x réel, f(x)= 1 (sin 2x + sin 4x — sin 6x).

b) En déduire la primitive de f qui prend la valeur 0 pour x =0.

a) Transformation de f(x).

. . 1
Remarquons que  sin x - sin 3x =§ (cos. 2x —cos 4x).

Donc : f(x)=% (sin 2x - cos 2x — sin 2x - cos 4x).

1 . . 1 . .
Or: sin2x-cost=:2-sm4x et sin 2x cos4x=i(sm6x—sm2x).

Donc, pour tout x réel,

1 :
fix) =Z (sin 2x + sin 4x — sin 6x).
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b) La fonction f étant continue sur R, elle admet des fonctions primitives définies
par :

1 1 1 1
F(x)~z <—Ecos 2x ~Zcos 4x +-6—cos 6x>+k.

11 1 7
: = b=t k= — ot k.
Or F(0) T 24+k 48+k

F(0)=0 si et seulement si k = ol
La primitive de f qui prend la valeur 0 pour x = 0 est donc la fonction ¢ définie par :

e(x)= —g %08 2x—i-6cos4x +EZCOS 6%+28;.

B} a) Développer (sin® x + cos® x)* et montrer que pour tout x réel
1
sin® x + cos® x =3 (5 + 3 cos 4x).
b) Résoudre dans R Péquation d’inconnue x :

7
sin‘x+cos“x=—lg- ¢}

[

¢) Calculer 1= j (sin® x + cos® x)dx.

(1}

a) Calculons sin® x + cos® x.
En remarquant que (a +b)*=a®+3a?h +3ab?+ b>, on obtient :

(sin? x + cos® x )® = sin® x + 3 sin® x - cos® x + 3 sin® x - cos* x +cos® x
(sin? x + cos® x )* = sin® x + 3 sin® x - cos® x (sin® x + cos® x )+ cos® x
(sin® x + cos? x )® = sin® x + 3 sin® x » cos? x + cos® x.

. . I .
Or sin®*x +cos?2x=1, sin®x coszx=zsm2 2x donc:
6 32 6 : P06 6 3.2
= sin x+Zsm 2x +cos® x  soit sin®x +cos le—zsm 2x.

) 1—cos 4x ) R
En remarquant que sin® 2x =-—T——, on obtient le, résultat :

1
(Vx €R) sin® x +cos® x =§(5+3 cos 4x).
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b)) Résolution de I’équation (1).

Elle est équivalente 2 : -:;(5 +3 cos 4x)=¥6-

1 2
soit: cos4dx = =3 d’oll  cos 4x =cos —;Z

Donc : 4x=2—;-r+2k7r soit x=%+k§ keZ

2 . 7w ar
4x———3—+2k1r s0it x-——6+k—2—

c) Calcul de 1. :
La fonction x —— (sin® x 4+ cos® x) est continue sur R donc intégrable sur

o]

I %153 4x)d 1{5 3'4]%
= og( +3 cos 4x) x—g x+zsm x0

= (517 3

- sin Z) donc I=

1(577 3V3
12 4773

TG ——) = 0,245.

1
8 3 2

1
El a) Montrer que pour tout x réel : cos® x = —(cos 4x +4 cos 2x + 3).

b) En déduire, parmi les pnmmves de la fonction f définie par f(x) = cos® x celle qui
prend la valeur 0 pour x =0.

¢) Calculer I= f *f(x)dx.

a) Expression de cos* x.

1+ 2
Pour tout x réel, cos® x =——c§9§—£-
T+cos2x\2 1 1 1
. 4 (2TCOS Xy 1 1 + - cos?
Donc cos® x ( > ) 4+ 2cos 2x 4cos 2x
1 1 2 1 1+4cos 4x
soit : cos* x~Z+2cos x+4 —
Donc : (vx €R) cos“x=%(cos 4x + 4 cos 2x + 3).
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b) Primitives de f.
La fonction f étant continue sur R, admet des fonctions primitives définies par :
1 /sin 4x
F(x)=- (
(x) g\

Remarquons que F(0) = k, donc la primitive ¢ de f qui prend la valeur 0 pour x =0
s’obtient en prenant k =0 soit :

+ 2 sin 2x +3x>+k.

1 /sin 4
@(x) 3 (sm4 x+ 2 sin 2x + 3x>.

¢) Calcul de 1.

On obtient : I=¢ (-g) - p{0)= q,(.;f)

1/1 . 4r 27 1/7V3
s J=—{~-sin — in — + i I=_(_..._.. >_~; :
Donc : 1 8(4 sin 3 +2 sin 3 'rr> soit s\ 3 + 7} = 0,58

On considére la fonction numérique f définie par :
f(x) =2 sin® 3x + sin® 6x.

a) Exprimer f(x) en fonction de sin 3x.

b) Résoudre dans R I’équation d’inconnue x : f(x)=2.

a) Calcul de f(x).

sin 6x =2 sin 3x -cos 3x
f(x)=2 sin® 3x +4 sin® 3x - cos® 3x =2 sin® 3x + 4 sin® 3x (1 —sin? 3x).

Donc : f(x)= —4 sin® 3x + 6 sin® 3x.

b) Résolution de I’équation f(x)=2.

L’équation s’écrit : 4 sin* 3x —6sin®> 3x +2=0

soit : 2 sin*3x —3sin?3x +1=0.
En posant u = sin 3x, I"équation devient :
wm4=3u+1=0 soit (u?>—1)Q2u>-1)=0.

3 U =

S

L
V2

Les solutions sont: wu=-1, wu=1, u-=
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On obtient successivement :

. k
sin3x =1 soit 3x=~;~r+kw donc =367_+_3Z_T
sin3x = =1 soit 3x= -g+ kw  (mémes solutions que pour sin 3x =1)
sin 3x = ——1— soit 3x =24 2%w  donc x =—~ 32—kz
V2 4 12 3
S 5o 2kw
3x—T+2k7T donc —ﬁ'-i--—é—
2
sin 3x =—1—— soit =24 2k donc x =1+—-IEZ-T
V2 4 12 3
37 a2k
3x—7+2k7r donc x~z+—3—-
En résumé les solutions dans IR sont :
1T+k71' 1r+2k17 S 2kw 7r+2k7r 7r+2k77 (kEZ)
ey o ot sy et o e o i s § o e i & .
6 3 12 3 12 3 12 K] 4 3

B o Etudier les variations de I’a plication f définie sur [~ o, @] par :
p
f(x)=2+cos x —cos® x.

Tracer la courbe représentative de f dans le plan euclidien muni d’un repére ortho-
normé.

b) Calculer I’aire de Ia partie du plan, ensemble des points M(x, y) telsque 0 <x <
et 0y <f(x).

a) Etude de la fonction f.

La fonction f est définie et continue sur D =[ ~ a, 7]. Comme f( ~x )= f(x) sur
D, f est paire. On I'étudie dans I'intervalle [0, ] et on complétera le graphique en
effectuant une symétrie par rapport & I'axe des ordonnées :

f(0)=2; f(am)=2-1-1=0.
L’application f est dérivable et :
fl(x)=—sinx +2sinx cos x soit f'(x)=sinx(2cosx~1)

. . 1
f'(x)=0 sietseulementsi sinx =0 ou cosx=~2--

3

Sur [0, »1, fi(x)=0 pour x=0,x=m x =3--
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Sur 10, o[, sin x > 0; le signe de f'(x) est celui de (2 cos x — 1). D’oll le tableau de
variations :

X 0 -;I T
f'ix) 0 + 0 - 0
9
f(x) 2 7 ! Y 0
Yy

2
1 o
1 Fig. 1

- . O I T X
3 3 2
b) Calcul de I’aire.
L’aire de la partie du plan est :
.fé=f (2 + cos x — cos® x ) dx.
0
1+ 2 /3 2
Or cos’x =T Gone A =f (—+cosx _ o8 x)dx
2 o \2 2
3 2x1™ 3 3
A = [—i x +sinx — Sm4 x] . = _5_77 soit = —524,71 unités.

12 Etudier sur le segment [0, 277] les variations de Ia fonction f définie par :
f(x)=sin x + cos® x.

Tracer la courbe représentative C de f dans un repére orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy.
On déterminera les abscisses des points d’intersection de C avec Ox.

b) Déterminer I’aire de la partie du plan, ensemble des points M(x, y) tels que :
0sx<a et O0=sy=<f(x)
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a) Etude de la fonction f.
Sur [0, 271, la fonction f est définie, continue, dérivable :

fO)=1; fQ@Qmr)=1
f(x)-—cosx—2cosxsmx—cosx(]-Zsmx)
F(x)=0 sietseulementsi cosx =0 ou sin x =0,5, soitsur [0,2#]:

x=T g3 o .7 5T
2’ 2’ 6

On en déduit le signe de f'(x) et le tableau de variations.

T T 5w 3w
O - - —— p—
x 6 2 6 2 2m
cos x + 0 -~ 0 +
1—2sinx + 0 - 0 +
Fix) + 0 - 0 + 0 - 0 9+
5 5
f(x) 1 7 1
1 A N i 7 N1 A
T ,m 1 3 5 (57r> 23w 1 3 5
D =sinZ+ —=—p =l —)=sin =+ —=—4o=C
f(s) singteoste=s+i=y ) =sing o T=rai=7

I
| /
E :
L I st T 2m
6 2 6
I
b e e e i e

La courbe C coupe Ox aux points dont les abscisses vérifient ’équation :

sinx +cos®x =0 soit sin®>x —sin x ~1=0.

En posant sin x = u, on obtient ’équation u?—u — 1 =0 dont les solutions sont :

1-V5 1+V5

1= 5 et u,= >
72
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On obtient : sin x = 1= \/gz - 10,6180
Soit : x =—0,666+2kn ou x=a +0,666+2km
donc : x,=—0,666+27 =561 et x,=0,666+ 7 =23,80.

b) Calcul de I’aire.
L’aire de la partie du plan est :

A =J (sin x + cos? x )dx.

o

+ 2 /1 22 )
Or coszx=]—<i9—s—f donc./é=f (-—+COS r+sm x)dx
2 o \2 2
x sin2x T 'y
A=[—+ ~ ] =T+ 1—(-1 i =—42=357
5 7 CcOS X 32 (—-1) soit | A 2+2 ‘357u

EER Calculer la dérivée de la fonction numérique f définie sur Pintervalle :

[0, %] par  f(x)=Log(sin x + cos x).

"
3 coOsx i sinx

On pose I=f e (X et J=[—_———dx.
o SIn x -+ cos x o Sin x + cos x

Calculer 1+ J, I—J et en déduire I et J.

T

Quand x € [0, 7

o]

La fonction f, composée de fonctions dérivables, x — sinx +cosx et

], (sin x + cos x )€ [R**, donc la fonction f est bien définie sur

u > Logu est dérivable sur [0, g]

f,(x)=cosx —sinx

sin x + cos x

i cOS X sin x %
1+J=f(, - )dx=fdx
o \SIN X +CcosSx SInx-+cosx o

donc I+J=

=iy
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I-J=

F/cos x —sin x 7
- dx =
sin x +cos x

fl(x)dx

donc I—-J=[f(X)]§=f(%>—f(0) soit l I-J=Log V2. l
On en déduit :

1/m \ 1(a
1_5(Z+Log2>—0,739 J—E(Z-Log2)—-0,046-

B3 on considére la fonction numérique de la variable réelle x telle que :
f(x)=sin 2x — V3 cos 2x.

a) Montrer que f(x) peut s’écrire sous la forme f(x)=k sm(ax +b) on les
constantes k, a, b sont 4 déterminer (b el=-m, w]).

b) Résoudre dans intervalle [0, 277] Péquation f(x)= V2.

¢) Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur Pintervalle [0, g]

a) Expression de f(x).
En remarquant que pour tout x réel :

A cos wx + B sin wx = VA% + Bz( COS WX + = 8in wx>
VA 1B \/—

on obtient :

flx)= 2(1 sin 2x —-Zz—?" cos 2x>

3 .
Posons cos b =%» sin b =%- Doncsi b &E]l—w, o] alors =~37I-
Dans ces conditions :

f(x)=2(sin 2x *cos %—r— sin ?cos 2x> soit f(x)=2sin (Zx ..;..’:)

b) Résolution de I’équation f(x) = V2.
L’équation s’écrit :
sin <2x - 7—T) = ﬁ soit  sin <2x —7-T> = §in I
3/ 2 3 4
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T T T, T
2x-—§—z+2kvr soit x-—-':,’:"'*'kﬂ
Donc :
T 37 . 13w
2x——3-——‘—1—+2k77 soit X = 24 + kar

¢) Valeur moyenne de f.

La fonction f est continue sur R donc intégrable sur [0, g] Une primitive de f est ¥
spe v
définie par F(x)= —cos (2x ~§>.

3 k4
La valeur moyenne de f sur [0, g] est I=-— Jaf(x)dx soit
B g o

1-2(+(5) ) o
Donc :

B Soit g la fonction numérique définie sur R par g(x)=2 cos® x + sin 2x.
a) Trouver les constantes réelles a, b, ¢ telles que, pour tout x :
gx)=a +b cos 2x + ¢ sin 2x.

Montrer que g(x)=a + A cos(2x + ¢) oit les constantes a, A, ¢ sont a déterminer
(= <@ <)

b) Résoudre dans R I’équation d’inconnue x : g(x)=0.

2 [
¢) Calculer I1=— J-zg(x)dx.
w Je

a) Expression de g(x).
Pour tout x réel, 2 cos® x =cos 2x + 1.

Donc : {g(x)=1+cos 2x + sin 2x.

. 1 .
Remarquons que : cos 2x +sin 2x = \/i(— cos 2x + —L sin Zx).

V2 V2
1

T 1 . .
En posant cos —=—=> sin Z=~—-1 on obtient :

VIR

cos 2x + sin 2x = V2-cos (Zx —%

S
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Done : g(x)=1+V2 cos (2x —;)‘ (¢» = “Z)' )

b)) Résolution de I’équation g(x)=0.
Elle est équivalente 3 :
T 1 . T 3
cos <2x - -——) = ~——— §0it COS (2x - -—) = CQ§ ~+
4 4 4

V2

Donec :

a 3 . w
..__.=_.._+ -
2x 17 gkw soit x=- —fkrr (kez)

3
2x—%=—-::1+2k77 soit x=—;—7+kn-

¢) Calcul de 1.

La fonction g est continue donc intégrable sur [0, g] Si G est une primitive de g
alors :
e 1
G(x)=x +=sin 2x — = cos 2x.
2 2
Donc: I=2 [G (37-) - G(O)} avec G("—’) A .
’ al.\2 2 2 2 2
Donc : =% (1’ + 1) soit | I=1+2=~1,64.
a7 \2 ) T

3 on pose I=f6e" cos 3x dx et J=J‘6e’c sin 3x dx.
[ 0
On considére les réels a et b tels que :
A+TJ=a e I-3J=bh.

a) En utilisant la dérivée de la fonction f telle que f(x) =e* sin 3x, calculer a. En
utilisant la dérivée de la fonction g telle que g(x) =e* cos 3x, calculer b.

b) Calculer I et J.

a) Calcul des réels a et b.
La fonction f est dérivable comme produit de fonctions dérivables : x > e* et
X+ sin 3x.

f'(x)=e* (sin 3x + 3 cos 3x).
76



Exercices

a =31+J=f63e" cos 3x dx +f6e" sin 3x dx
1] 0

a= J’ﬁe" (3 cos 3x +sin 3x)dx soit a= Ff’(x)dx.
o

0

Donc : a=[f(x)]§=/(%>—f(0) soit

En utilisant la fonction g : x ——> e* cos 3x, on obtient :
. g'(x)=e" (cos 3x —3 sin 3x)
b =I—3J-:f6e" (cos 3x —3 sin 3x)dx  soit b =f°g'(x)dx.
0

V]

Donc: b =[g(x )]§=g<?6—r) ~g(0) soit b=-1.

b) Calcul de 1 et J.
On obtient le systéme :

{3I+J=a it {101=3a+b
1-37=b 10J=a -3b
3a+b _a-3b
=~ ¢ =T

Donc: 1

10 10

3es—1 £+3
soit : I= ¢ J ¢ .

a) Déterminer la dérivée de la fonction f défiqrie par f(x)=—x cos x.

En déduire A=j;(—cos x + x sin x)dx puis B=f;x sin x dx.
o [}

b) Déterminer la dérivée de la fonction g définie par g(x)=x>sin x. Déduire
C =J';x2 cos x dx.
i}

a) Calcul de A et B.
La fonction f est définie, continue et dérivable sur R :

fi(x)=—cos x +x sin x.

Donc : A=I2(—cos x +x sin x)dx =sz'(x)dx
0 0

soit : A=[f00)]i= f(%) —f0) dou |A=0.
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En écrivant :  x sin x = (~cos x + x sin x)+cos x /

H 3
on obtient : B=f (—cos x +x sin x)dx +f cos x dx.
[1] . 0

Donc : B=A+[sin x]:f; soit

b) Calcul de C.
La fonction g est dérivable sur R et :

g'(x)=2x sinx +x2cos x.
En écrivant :  x? cos x = (2x sin x +x2 cos Xx)—2x sin x on obtient :

=
2

C=J2(2x sin x +x? cos x )dx —ZI x sin x dx
(1] 0

C=[¢()f-2B soit C =g<g) —g(0)=2.

Donc :
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2. Résolution d’équations

a) Résoudre dans R Péquation d’inconnue x :
d¢** —4e* —3
=0.
e*+5

(1)

1
b) Résoudre dans R Pinéquation : Log (2¢* + 5) + Log ;7-s 0.

a) Résolution de |’équation (1).
Pour tout x réel, e* +5>0. L’équation (1) est équivalente a :
4> —4e~ —3=0.

En posant u =e*, I'équation g'éerit : 4u?—4u —3 =0 dont les solutions sont
1

u, = —E’ ll2='i‘
P 3 . 3
On en déduit : e* =5 soit x = Log §—-0,405.
. 1, . .
er = ~3 n’a pas de solution car pour tout x réel, ¢* >0.
Donc : S= {Log —3}

b) Résolution de 1'inéquation.
1
Elle est équivalente a: Log 7 (2e* +5)=0.

Or Log u <0 si et seulement si 0<u <1.
L’inéquation est donc équivalente a :

1
0<~7-(2e*' +5)<1 soita: 0<2e*+5<7.

Pour tout x réel, 0<2e* +5 est vérifié donc il vient 2e” +5<7 soit e* <1
c’est-a-dire x <0 car la fonction exponentielle est strictement croissante.

P2 Résoudre dans R les équations d’inconnue x :

(Log x)*>— (Log x) ~6=0.
e —e*~-6=0.

En posant & = Log x ou u =e~, chacune des équations s’écrit :
' ur—u —6=0.
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Les solutions de cette équation sont : /

Premiére équation. On en déduit :

Logx=-2 donc x=e"2=0,1353
Logx =3 donc x=e3=20,086.

Donc : S={e2 ¢3}.

Seconde équation. On en déduit :
e* =3 donc x=Log3=1,0986.
e* =u, n'a pas de solution car pour tout x réel, e* >0.

s={Log3}’

El Résoudre dans R Péquation :
1
2 +—=3,
2!
Remarquons que 2* -2% =22«
L’équation proposée est équivalente & I’équation :
2% —3.2° +1=0.

En posant_u =27, I'équation s'écrit u>~3u +1=0 dont les solutions sont
_3-V5 345

u, 7 U, 5
On en déduit :
3-V5 . 3-V5
2¥ = 7 soit x =log, 5
3+V5 . 3+V5
2= soit x =log, .
2 2
3-V5 3+V5
S= {log2 s log, 3 }
Remarquons que u,=0,382, u,=2,618, log, g = Log a donc :
q q 1 5304, Uy ,018, log, Log 2 .

log, 0,382=—1,38 et log,2,618=1,38.
" 3-V5 3+VG.

On peut vérifier directement que log = —log,
22 2
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B} Résoudre dans R Péquation d’inconnue x :
log (8x*—12x +4) +log (5 — x) =1+ log (x> — 3x + 2) +log (1 — x).
L’équation n’a de sens que si les inégalités suivantes sont vérifiées.

Inégalités Résolution . Résultats
1
8x?—12x +4>0 2x2-3x +1>0 x<§ ou x>1
1
'=l, Il=_
x x 5
S5—-x>0 x <5
x%2=3x +2>0 x'=1,x"=2 x<loux>2
1—x>0 x <l

' ipes 1
Ces inégalités sont toutes vérifides pour x <—-
~ L’équation s’écrit :
log (8x% — 12x +4)(5—x)=log 10(x®—3x +2)(1 —x).

Donc :

(8x%2—12x +4)(5—x)=10(x2-3x +2)X(1—x). (1)
Remarquons que : 8x?—12x +4=4(02x — 1)(x — 1)
et que : x_2—3x+2=(x—1)(x—-2)‘

L’équation (1) s’écrit : _
42x = Dx — 1S =x)—10(x — D(x —=2X(1—x)=0
2(x — 1)[)2(2x ~D5—x)—5(x =2)(1 ~x)]=0
20 — D(x2+7x)=0.

On obtient : x=0, x=1, x=-7.

Donc : s ={o, —7}.

B Résoudre dans R, Pinéquation :

1
Log (2" —2> - Log Zso.

1 3 n 4 ... . P N
Comme Log (2" _Z> — Log Z= Log (2" “;1-)5 P’inéquation est équivalente a :

4 ‘
_ 2x_..>g A
Log3( 7 0
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Or Log u <0 si et seulement si 0<u <1, donc on obtient: /
4 1 1.3 {
L= |25 —= )= <P — L
0 (2 4> 1 ou 0<2 4<4 /
i .

Soit : -<2" = 1.

01 1 1

, b
Lafonctionx +— log, x étant strictement croissante sur R on gn déduit que :

1
log, Z< x <0.
_Log 4 Log2
Log 2 Log 2

En définitive :

8§ o) Effectuer dans R le produit (u + 3)(u*—1).
b) Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue x :

1) (Log x)*+3 (Log x)*—~Log x —3=0.
(2) ~x+38—4x__e—2x__3 0

1
Remarquons que log, Z— —log, 4 =

a) Dans R la distributivité de la multiplication par rapport & I'addition permet
d’écrire :

(u +3)Ww?-1)=u?+3u*—u—3.

b) Résolution de I’équation (1).
En posant u = Log x, I'équation devient :

w3+3u?—u—-3=0 soit (u+3)}u*-1=0

dont les solutions sont u,=—3, u,=-—1, wuz=1.
On en déduit :

Log x =—3 soit x=e">=0,0498

Log x =—1 soit x=e '=0,3679
Log x =1 soit x =e =2,7183.
Donc : l S={e“3,e“,e}.l

¢) Résolution de [’équation (2).
En posant u = ¢ ~2% et en remarquant que ul=e
sécrit :

4% et y? =~ ["équation (2)
ur+3ur-u—-3=0
e~ égale u, ou u, n’a pas de solution car pour tout x, e* >0.

¢ % =1 entraine x =0.

Donc : ' S={0}. l :
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a) Résoudre dans R Péquation d’inconnue x :

Log(2x — 3) + Log (x + 1) = Log 21 — Log 3. (0]
b) Vérifier que pour tout u réel : u®>—3u®—6u +8=(u +2)(u — 1)(u —4), puis
résoudre I’équation d’inconnue x :
e — 3¢ —6e™ +8=0. . )

a) Résolution de |’équation (1).
Il est nécessaire que les inégalités suivantes soient vérifiées :

3
2x -3>0 et x+1>0 soit x> et x>-—1.

. U 3
Soit en définitive, x >§-

21
Remarquons que Log 21 —Log 3=Log —j—= Log 7.
L’ équation donnée s’écrit :
Log(2x = 3)x +1)=Log7.Donc: (2x —3)x +1)="7.

On en déduit : 2x¥—x —~10=0,

. . 5
qui admet pour racines x, = -2, Xp=3

L’équation (1) admet donc pour solution :

5
s={3)
2
b) Résolution de I’équation (2).
Dans R, la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition permet
d’écrire :

A= +2Yu - 1)Yu —4)=W?*+u —2)u —4).
A=?*+u—-2u—(u?>+u—-2)4=u>-3u>—6u +8.

Donc pour tout u réel :

u®=3u?—6u +8=(u+2(u - D —4).

En posant e* = u et en remarquant que u?=e¢>*, u>=e3*, I’équation s’écrit :
u—3u*—6u+8=0

dont les solutions sont: wu,=-2, u,=1, u;=4.

On en déduit :

e* =u, qui n’a pas de solution car pour tout x réel, e* >0;

e =1 soit x =0;

e* =4 soit x = Log 4=1,38629.

Donc : ’ S ={0, Log 4}.
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Bl 2) Résoudre dans R P’équation d’inconnue x : /
4x*—37x%+9=0. /
b) En déduire la résolution dans R des équations d’inconnue x ://'

4 (cos x)*—~37 (cos x)*+9=0 /
4 (Log x)*—37 (Log x>+ 9=0 ’
4% —37e*>* +9=0.

a) Résolution de I'équation 4x*—37x*+9=0.

Il s’agit d’une équation bicarrée. En posant x?>=X, elle s’écrit :
4X%2—37X +9=0.

Le discriminant de I’équation est A=37>—4 x4 x9=35%

L 37-35 1 . 37435
X=—m—=p X'=7% =

Dot : xz-l soit x ! ou x = I
4 2

L’ensemble des soltuions est :

S= {—3, —-%1 %‘a 3}.

b) Equation 4 (cos x)*—37 (cos x?+9=0.
En posant u =cos x, I'équation s’écrit :

4u*—3Tu*+9=0.
On en déduit, en tenant compte des résultats précédents :

cos x =%— soit x=eq3-z+2k71
(e=x1,keZ)

1 . 2
cos X = ~5 soit x=s—£+2kar

¢) Equation 4 (Log x)*—37 (Log x)*+9=0.
On obtient de méme, en posant ¥ =Log x :

Logx =—3 soit x =e3=0,04979
e~1=0,6065

I

1 .
Logx = ~3 soit X

Log x =-;— soit x =et=1,6487
Logx=3 soit x = e>=20,086.

3. 1L
Donc : S={e"%e I e%; e}
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d) Equation 4e** —37¢* +9=0.
En posant u =e¢*, on obtient :

1
soit x = Log 5= —Log 2=-0,6931

s0it x = Log 3=1,0986.

S ={ —Log 2; Log 3}.

Donc : .

Bl Résoudre dans R Péquation d’inconnue u :
u®—=2u®+15=0.
En déduire la résolution des équations d’inconnue x :
Jog x)*—2 (log x>~ 15=0; e* ~2e* —15=0.
Solution abrégée.

Equation Calculs intermédiaires Solutions
u*~2u2+15=0 u?=X; X2-2X-15=0 s={-V5;V5}
X'=-3;X"=5
(log x)*—2(log x = 15=0 log x = u s={10""%, 10V5}
log x = —V5, 10~V = 0,006
log x =V5 10V =172
e* —2e* —15=0 e =u; e =V5 S={Log\/§}

1
Log V5 =5 Logs =0,8047

Résoud_re dans R?, le systéme d’inconnue (x, y) :

{2 Logx +Logy =2
x*+y=e*+1.

L’équation (1) n’a de sens que si x et y sont strictement positifs.

Elle s’écrit : Log x>+ Logy =2

On en déduit le systéme :

soit Log x?%y =2.
{xzy - e2
x*+y=e*+1.
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Il en résulte que x? et y sont solutions de I'équation du second degré :
u?—(e*+1) u +e2=0 1

dont les racines sont: wu,=1 et wu,=e”

. x2=1 x2=¢2
Donc : {y=e2 ou {y=1.

Comme x et y sont strictement positifs, on obtient :
(x=1,y=¢e?) ou (x=e y=1).

On vérifie bien que ces deux couples satisfont le systéme.

Donc : S={(x=1,y=e2);(x=e;y=1)}.

EER  Résoudre dans R? le systéme d’équations :

3logx+2Logy=2

x3+y?=2e,
L’équation (1) n’a de sens que si x et y sont strictement positifs.
Elle s’écrit : Log x3y2=2 soit x3y*=e¢?
Le systéme proposé devient :

x3y2=¢?
{x3 +y%=2e
En posant x3>=X et y*=7Y, on obtient :
X+Y=2 e XY=e

X et Y sont solutions de I’équation du second degré :
u?—2eu +e?=0 soit (u—e)=0

et admet pour solution u =e.

Donc : x*’=e¢ et y?=e¢,
soit : x =Ve=1,396
: y =Ve=1,649.
On vérifie que (3 Log Ve +2 Log Ve) égale bien 2 et que (x*+y?) égale 2e.
Donc : S={x=Ve;y=Ve}.
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[Pl a étant un paramétre strictement positif, résoudre et discuter dans R* le
systéeme :
e*-¢” =a*
xy =4,
Remarquons que e* -e¥ =e¢* ™.
Le systéme est donc équivalent au systéme :

ex*Y =g? soit x+y=2Loga (cara>0)
xy =4 xy =4,

x et y sont solutions de I’équation du second degré :
u?— 2 Loga)u +4=0. )
Le discriminant réduit de 'équation est A'=(Log a > —4.
L’équation (1) admet des solutions si et seulement si A'=0 soit :
Loga<-2 ou Loga=2 clest-ddire 0<a<e ™ ou a=e>
Donc si 0<a <e~2 ou a > e?, les racines sont distinctes et :

x=Loga—V(Loga)—4 ou x=Loga+V(Loga) —4
y=Loga+V(Loga)y —4 y =Log a —V(Log ay—4
Sia=e"? x=y=Loge *=-2

si a =e?, x=y=Loge*=2.
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3. Intégration

EE Déterminer Pensemble des fonctions primitives de chacune des fonctions
numériques f,, f,, f, définies par :

2x +1 .
x2+x+5

fi(x)=2x +x 71 +m; fax)=

fa(x)=cos x -5 =,

a) Primitives de f,.
La fonction f, est définie sur R~{—1}. Sur chacun des intervalles

2
et g :x —-> ———— sont

J=oo, —1[, I, + o les fonctions h : x +— s (x + 17

v + 1
continues; elles admettent comme fonctions primitives :

H telle que H(x)=Log |x + 1]

2
G telle que G(x )= e

Les primitives de f, sont les fonctions F, telles que :

+k.

2
Fl(x)=x2_+ Log |x +ll _(x +1)

Remarquons que sur l'intervalle J— o, —1f, Log |x + ]] =Log(—x —1) et sur
Pintervalle 1—1, + [, Log |x + 1] ~Log (x +1).

b) Primitives de f,.
Considérons la fonction u définie par u(x)=x*+ x + 5. Remarquons que pour tout
x réel, u(x ) est strictement positif (A = 1 — 20 est négatif) donc la fonction f2 définie
et continue sur R, admet une primitive.
Comme u'(x)=2x +1, filx )— (x)
u(x)
Une primitive F de f,, est telle que : F(x)=Log u(x).
Sur R, les primitives de f, sont les fonctions F, telles que :

F,(x)=Log (x>+x +5)+ L.

¢ ) Primitives de f;.

La fonction f; est définie et continue sur R; elle admet donc sur R une primitive.
Considérons la fonction u définie par u(x)=sin x. Elle est dérivable sur R et
u'(x)=rcos x, donc :

f)y=u'(x) e*™,
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Une primitive F de f, est telle que : F(x)=e"“"),
Sur R, les primitives de f; sont les fonctions F, telles que :

Fyx)=e""* + L.

B Soit f la fonction numérique définie par f(x)= Log (Log x).
a) Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f.

b) Calculer f' t 1= f —_——
) Calculer f'(x) e xLogx

a) Ensemble de définition de f.

La fonction f est définie pour tout x réel tel que Log x > 0 c’est-a-dire pour x > 1.

L’ensemble de définition de f est I'intervalle 1, + e [.

b) Calcul de 1.
Dans lintervaile 11, + o[, la fonction f est dérivable comme composée de
fonctions dérivables.

Si f(x)=Logu(x) alors f'(x)= u'(x) i
u(x)
Or u(x)=Logx, donc:
NS
f(x)-x Log x

L’intégrale T s’écrit :

fi(x)dx donc [I=f(e?)—f(e).
I= lfog (Log ¢?)— Log (Log ¢)=Log 2=0,693 15.

Donc : I=Log 2.

Bl x étant un nombre réel, on appelle partie entiére de x et on note E(x) Ie plus grand
entier relatif inférieur & x :

E(x)<x <E(x)+1.
a) Représenter graphiquement dans un repére orthonormé la fonction numérique f

définie sur l’intervalle' [—2,4] par f(x)=E (g)

4
b) Calculer I= f f(x) dx.
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1k
-2 - Fig. 1
] 2 4 x
<1

a) Etude de la fonction f.
Quand x €[ -2, 0[, ’i‘e[— 1, 0[ donc E(g) =1

Quand x €[0,2[, =€[0,1[ donc E(f)zo.

2 2
Quand x €[2, 4[, §E[1, 2 donc Ee): 1.

Quand x =4, 32(-=2 donc E<§>=2.

La courbe représentative de f est constituée de trois segments paralléles a Ox,
ouverts & I'extrémité droite et d’un point A de coordonnées (4, 2).

b) 1 est P'intégrale d’une fonction en escalier définie par :

Si x€[—-2,0, flx)=-1
Si x€e[0,2[, f(x)=0
Si xe[2,4, fx)=1, f4=2

Donc :

I=L02 fx)dx +L2f(x) dx +L4f(x) dx

1=[0-(-2)](=1)+(2-0)-0+(4~2)-1 donc |I=0.

E¥ On considére la fonction numérique g de la variable réelle x définie par :
g(x)=x Log x ~x.

a) Calculer sa dérivée. .

b) Soit f la foznction numérique définie par f(x)=x?~5x +2 Log x.

Calculer I= f, f(x) dx. '

. 2
a) Calcul de g'.
La fonction g est dérivable sur R¥* et :

1
g'(x)y=Logx +x T 1 soit | g'(x)=Log x.
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b) Calcul de 1.

. 1 . . .
Sur P'intervalle [5’ 2] la fonction f est continue comme somme de fonctions

. 1 . L
continues. Elle est donc intégrable sur [—2-, 2]. Si F est une primitive de f alors :

3 2 x3 2

x° Sx . Sx
X )= — e —— - :—.——+ - X — .
F(x) 3 5 +2g(x) soit F(x) 3 5 2x Log x —2x
On en déduit :

I=Hm—FG>

X
F(2)=§—-5-——ﬁ+4Log2-4= —g+4Log2
3 2 3
1 1 5 1 19

e s — = e— .

F(z) 24 g thoez 1=y~ Log2
34 ( 19 )
: =|{-=+ - -=- .
Donc ( 3 4 Log 2) 5 Log?2

Soit : I= —322+ 5 Log 2= —6,284.

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (O, i, ]r) (unité de longueur :
2 cm), on considére la parabole P d’équation y = 3 x? et la droite D d’équation y = x.
Soit E Pensemble des points M(x, y) définis par :

x2
2

Calculer en cm® le volume V du solide engendré par E dans sa rotation autour de I’axe
Ox.

O0sx<2 et sy =ux.

La droite D d’équation y = x coupe la parabole P aux points dont les coordonnées
(x, y) vérifient le systéme :

| 1
2 2
y==x o x==x
2 50it 2
y=x y=x

La premiére équation s’écrit x(x —2)=0 soit x =0 ou x =2.
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Les points d’intersection de D et de P sont donc (fig. 2) :
O(x=0,y=0) Alx=2,y=2).

Y.
2
Fig. 2
0|
Le volume V demandé est :
2 x2\2 2 x*
V=j w[xz— <——) ] dx =7r[ (xz—-—) dx
"5 xr s 3 e
x’ x . .
V—w[tj——%]o—w(g——ﬁ> soit V—]—g'n- (unités).

L’unité de volume est 8 cm® donc :

V= T 26,808 cm?>.

[} Représenter dans le plan affine euclidien d’axes x'Ox, y'Oy (unité : 2 cm) la
1 -
fonction numérique f définie pour tout x strictement positif par f(x)=;~- On

considére le domaine plan 9D, ensemble des points M(x, y) tels que :
1sx<s2 et O0<y<f(x).
a) Calculer P’aire de D ; en donner une valeur approchée 3 1 mm® prés.
b) Calculer le volume du solide engendré par la rotation de D autour de x'Ox.
a) Calcul de !’aire de D.

Sur 10, + » [, la fonction f est continue et strictement décroissante.
Sa courbe représentative est représentée sur la figure 3.

YA

Fig. 3
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L’aire de D est :
2dx ] LY
S =j - =[Log x I; = Log 2 (unités).
1

L’unité étant 4 cm?, on a donc :

| S=4Log2=2,77 cmr®.

b) Calcul du volume.
Le volume du solide engendré par la rotation de 2 autour de x'Ox est :

fozw[f(x)]z dx = 29’5‘
! . 1 X
V=w[—l]:=7r<——;-+l> soit V=g(unités).

L'unité de volume étant 8 cm®, on a donc :

| V = dar ~ 12,556 cm’.

[l Soit C la courbe d’équation y =—\7_- tracée dans un repére orthonormé d’axes
x

x'Ox, y'Oy (unité 1 cm). On considére la plague P homogéne, mince, limitée par P’axe

x'Ox, la courbe C et les droites d’équations x =1 et x =4,

a) Calculer, en em?, Paire de la plaque P.

b) Calculer le moment d’inertie de Ia plaque P par rapport i y'Oy en fonction de sa
masse M.

¢) Calculer, en cm?, le volume du solide engendré par la rotation de la plague P autour
de x'Ox.

a) Aire de la plaque P.
Lafonction f : x +—— —— est définie, continue, strictement décroissante sur R*™*,

Vx

lim f(x)=+o; lim f(x)=0.

X -0 X b 00

Sa courbe représentative C est tracée sur la figure 4. Indiquons les coordonnées de
quelques points de C :

Fig. 4

93




Exercices

X 1

fx)

2
V2 1

S= f — dx.
Une primitive de f sur R*™" est la fonctlon F telle que F(x)=4Vx.

Donc : S=F4)—F(1)=8~4 soit S=4cm?
b) Moment d’inertie de P par rapport a y'Oy.

N

L’aire de la plaque P est :

e . 2 2
Le moment d’inertie élémentaire est : Al = x?*-Am avec Am =— Ax (la masse

Vx

surfacique étant 1), donc Al =2x% Ax.
Soit : wa 2xtdx = [4 5]4:5(32—1)
’ 5 .5

4 x 31 . . .
donc = — La masse surfacique étant I'unité, la masse M de la plaque est 4.

Donc : I=§5-1- M.

¢) Volume du solide.
Le volume du solide engendré par la rotation de P autour de x’Ox est

4
v=f [ f) P dx=7rf ~dx soit V=4n(Log x1t
§ 1~

| V=dm Log 4=17,421. |

Le volume en cm?® de la plaque est 17,421.

El o) Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, l: f ) tracer la courbe C
représentant la fonction f définie sur [0, 1] par f(x)=(1 —x)e™.

. 5 2
b) Si G est la fonction numérique définie par G(x) = (Z—-—Z- x +%—> e?* caleuler
G'(x).

¢) Calculer le volume de révolution engendré par la rotation autour de Ox du domaine
plan D, ensemble des points M(x, y) tels que :

0sx<1 et 0=y sf‘(x).
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a) Etude de la fonction f : x +—> (1 —x)e*.
La fonction f est continue sur le segment [0, 1]; f(0)=1; f(1)=0.
La fonction f est dérivable sur R et :

flix)=—e*+(1—x)e* soit f(x)=—xe".
f'(x)=0six =0etsurl’intervalle {0, 1]f'(x ) est négatif, donc f est décroissante.
On en déduit le tracé (fig. 5).

Y

Fig. 5

b) Calcul de G'(x).
La fonction G est dérivable sur R et :
3 5 3 x?
(x)=|—Z+x)e*™ + (———, +—> 2
G(\)<2\>e 242Y2€

G'(x)=(x*=2x + 1e* soit | G'(x)=(x —1)%>

¢) Caleul du volume.
Le volume de révolution engendré par le domaine D est :

H 1
\% =f w[f(x)Fdx  soit V=a| (I1-x)e> dx.
] 4]

Une primitive de la fonction x —— (1 —x)?> est G, donc :
V = 7(G(1) — G(0)).
5 3 1

_,_gi =
Avec : G(l)—~<2—5+§>e =7 et G(0)

Al

Donc :

v =af (e — 5)=1,876 (unités).

] «) Etudier les variations de la fonction numérique f définie sur [0, 27 ] par :

f(x) =sin ’2-‘

Tracer sa courbe représentative C dans le plan muni d’un repére orthonormé d’axes
x'Ox, y'Oy.
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b) Soit P le domaine plan fini limité par C et Ox. Calculer Paire de P.
¢) Déterminer le volume engendré par la rotation de P autour de Ox.
a) Etude de la fonction f.
La fonction f est définie et continue sur intervalle [0, 27 ].

f(0)=0 et fQw)=sina =0.
La fonction f est dérivable sur [0, 2] et :

, 1 X
fliix)= 5 cos 5
. . X X
f'(x)=0 si et seulement si cos ~2-=0 soit §=5+k’n’ donc x =7 + 2km.
Sur Pintervalle [0, 271, f'(x)=0 pour x = 7.
On en déduit le tableau de variations et le tracé de C.
X 0 T 27
X T
2 |0 2 g
fi(x) + 0 -
f(x) 0 A 1 N 0

Fig. 6

1

b) Aire de P.

S=f- sinff-dx=[——2cos£]~ = ~2cos 7 —(—2 cos 0).
0 2 21,

Donc : S = 4 (unités).

¢) Volume engendré par la rotation de P autour de Ox.
2 2ar
V= f vr[f(,\"):f2 dx = wJ sinz Z'dx.
4] o 2
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X l—cosx c .
Or sin? E=-——2—; donc une primitive de f? est la fonction F telle que :
x sinx
Flx)==———-
(x) 5

Donc : V=x[F(27)-F(0)] soit | V=mu2=9,870 (unités).

a) Etablir sur le segment [ —g ’ _271_'] les variations de la fonction f telle que :

f(x)=cos® x.
Tracer la courbe C représentative de cette fonction dans un repére orthonormé d’axes
x'Ox, y'Oy (unité : 2 cm).

. 1
b) Etablir Pégalité : cos® x =§(cos 4x + 4 cos 2x + 3) puis calculer le volume du
solide engendré par la rotation autour de x'Ox du domaine plan fini limité par la
courbe C et x'Ox.
a) Etude de la fonction f : x +—> cos” x.

. . . T w
La fonction f est définie et continue sur le segment [-—E’E] Comme

f(—x)=f(x)Ilafonction f est paire: On peut limiter son étude au segment [0, %—T]

fO)=1 et f@) 0.
La fonction f est dérivable sur R et f'(x)=—2 sin x cos x = —sin 2x.

. . . . kar
f'(x)=0 si et seulement si sin 2x =0 soit 2x = ks donc x =—-

Sur ,[0, g], fi(x)=0 pour x =0 et x =g-'
On en déduit le tableau de variations :
- Y.
X 0 —
2 1
fixy | o - 0 / \
| - 0 _7_'2'C_ X
f(x) N 2
0
Fig. 7
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La courbe C présente 'axe y'Oy pour axe de symétrie.
b) Calcul du volume.

1 N
L’égalité cos* x =§(cos 4x +4 cos 2x +3) a été établie 4 la page 68.

Le volume V du solide est :

x
2

V=] a[f(x)}dx ='1rJ’i cos® x dx.

o
2

Une primitive de la fonction x +—— cos* x est la fonction F telle que :

F(x)r-%(}1 sin 4x + 2 sin 2x + 3x>.

Donc :
v=alr()-r(-5)]
F(721>=%(%sin 2 + 2 sin 7r+3g =13—67r; F(—g>=——-i-3-é7r
Soit : =%7r2.

L’unité de volume étant 8 cm>, on obtient :

V =3m?=29,609 cm®.

A2
o
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4. Equations différentielles

EB a) Intégrer Iéquation différentielle 9y” + 4y =0.

b) Déterminer la solution particuliére f dont la courbe représentative dans le repére

(o, i ) passe par le point P de coordonnées (g’ \/5) et admet en ce point une

2
tangente de coefficient directeur -3

2 s . .
¢) Montrer  que pour tout x réel, f(x)=2 cos <§ x —-%) Résoudre Péquation

fx)=0.

a) Résolution de [’équation différentielle 9y" +4y = 0.
pego s . . 4
L’équation différentielle sécrit y"+§ y =0. Elle est du type y”"+w?y =0 avec
4

w2=-—-0

9
Les solutions de I’équation sont les fonctions f telles que :

2 2
f(x)=Acos§x+Bsin§x.

b) Recherche d’une solution particuliére.
2
Déterminons les réels A et B tels que f(g) =V3 et f’(z) = —-

3
f(%r)=Acosg+B sing=% ——;—C

flix)= m%Asingx +§Bcos%x donc (g) —-—35 % —ZBE%
Les réels A et B vérifient le systéme d’équations :

ALBV3_ 3

2 2 " {A+B\/§=2\/§

_AV3 B_ 2 T loav3eB= -2,

3 3 3

On trouve (A=V3,B=1).
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La solution particuliere f demandée est définie par :

2 2
f(x)=\/§cos§x +sin—§x.

¢) Résolution de I’équation \f}g) =),

P . 3 2 1.2
On peut écrire : f(x)—2( 5 cos 3 X +2 sin 3 x>.
En posant —3— cos kil et l— sin kil on obtient :
P 2 6 2 6 ‘
2
flx)= 2(cos %-cos §X + sin %-sin % x)

soit :

f(x)=2cos (gx —%)

3
+kw donc x=7r+%

2
f(x)=0 si et seulement si cos <§x ——W> 0 soit :
T
2

Wil

X —

SR

S={x/x=u+

gkﬂ', kez).

B a) mtégrer Péquation différentielle 9y" +y = 0.

b) Déterminer la solution particuliére f qui prend la valeur 1 pour x =0 et dont Ia
1

dérivée est égale 3 3 bour x ={.

Montrer que pour tout x réel, f(x) =a cos(wx + ¢), a, w et ¢ étant des constantes
réelles (a > 0).

x x
¢) Résoudre dans R Péquation cos §+ sin 3573

a) Résolution de I’équation différentielle 9y" +y =0.
. i S
L’équation différentielle s’écrit y”+§ y =0. Elle est du type y"+w?y =0 avec

I
9

2 o
W=
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Les solutions de I'équation sont les fonctions f telles que :

x X
f(x)—Acos-3-+B sin 3

b) Recherche d’une solution particuliére.

1
Déterminons les réels A et B tels que f(0)=1 et f’(0)=§-

f0)=A

A x B X
4 o e— G — o - ’ o
f'(x) 3 sin 3t3 cos 3 donc  f'(0)

On en déduit (A=1,B=1).
La solution particuliére f demandée est définie par :

w{m

f(x)=cos §+ sin §

I 1
On peut écrire : f(x)=\/§<—- cos £+——-sin f)

V2 3 V23
En posant 1 cos = et A sin —» on obtient :
V2 4 V2 4 '

f(x)=\/§(c % +st sin%()

soit : f(x)=\/§ cos (g-—%)

oS

p . ny N X . X
¢) Résolution de 1’équation cos §+ sin 2=
L’équation s’écrit :

Vfcos(f—q—r)——@ soit’ cos(f-—z)=l-

3 4 2 3 4/ 2
X 7T 77'
— e — — o ol B
Donc: 3-7=¢3 +2%mr (e==1;k€Z)
soit : 2=2+ 2 42k =77 4 6k
3 4 3 v x—4 w
X wT w
e —— = - 3
37773 2kar x 4+6k'n'

Exercices
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x x
3] a) Soit la fonction f définie par y = f(x) = cos 3 3 sin 5 Calculer y" = f"(x) et
trouver une relation simple entre y et y”.
b) Donner la solution générale de ’équation 4y” +y =0 et déterminer la solution

particuliére g telle que g( ) Oetg (3) Va.

a) Relation entre y et y".
La fonction f est dérivable sur R et :

1. 30
, y’=f’()§)= -Esmg—icos%-

La fonction f' est dérivable sur R et :

" 1 x 3 . x
=fx)= 4c052 4sm2
x s
Remarquons que : 4y”"= —cos §+3 sin 3
Donc : 4y" +y =0.

b)) Résolution de I’équation différentielle 4y"+ y = 0.
L’équation différentielle s’écrit : y”+z y =0. Elle est du type y”"+ w3y =0 avec

0?=1.

4
Les solutions de I’équation sont les fonctions g telles que :

x x
=A -+ B sin -
g(x) cos2 sm2

Déterminons les réels A et B tels que g(?) =0etg (—37{) =3,

T ™ T V3 B
g(;)—Acos6+Bsm—6——A—2— E
'(X)——ésm +Bcos£ donc <7T> _A, l+§_\_/_§
2273 £1\3 227272
Les réels A et B vérifient le systéme :
AY_§+E=O .
2 2 it {A\/§+B=o
A BV3 - A+BV3=4V3.
__Z+,_4_=
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On trouve : (A= —V3, B=3).
La solution particuliére g demandée est définie par :

gx)= -V3 cos§+3 sin g

a) Intégrer I’équation différentielle y’ = Sy. ‘
Déterminer les réels a et b tels que la fonction f définie par f(x) = ax + b soit solution
de Péquation différentielle :

y'-5y=x (E)

Trouver la solution générale de (E).

Les solutions de I'équation y' =S5y sont les fonctions définies par y = Ce’*,
La fonction f, telle que f(x )= ax + b, est solution de 'équation différentielle (E) si
et seulement si : . :
fi(x)=5f(x)=x.
Or f'(x)=a donc, pour tout x réel,
a—5(ax +b)=x soit (=5a-—1)x+a—5b=0.
On en déduit :

{5a+l=0 soit (a-—-—l—b———l—>
a—-5b=0 TS '

La fonction f est telle que :  f(x)= ~3T% |

Les solutions de 1"équation (E) s’obtiennent en ajoutant a une solution particuliére
la solution générale de I’équation sans second membre (y'— 5y =0). Les solutions
de (E) sont donc les fonctions définies par :

I3 «) Intégrer équation différentielle 0,1y" + 40y’ + 5000 = 0.
b) Déterminer la solution particuliére f de cette équation telle que f(0)=0 et
1'(0) =100. .
a) Résolution de I’équation différentielle.
L’équation caractéristique de I’équation différentielle est :
0,1r%+40r +5000=0 soit r?--400r +50000=0.
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Le discriminant réduit est :
A’ =(200)? — 50000 = —(100)>.

Donc: r,=-200-100j, r,= —200+ 100j.
La solution générale de I'équation est ’ensemble des fonctions f telles que :

f(x)=e72%% (A cos 100x + B sin 100x).

b) Recherche d’une solution particuliére.
Déterminons les réels A et B tels que f(0)=0 et £(0)= 100.

f(0)=A.

fi(x)=e7?°" (A cos 100x + B sin 100x )(—200)
+e72%%% (—~100A sin 100x + 100B cos 100x)

f'(0) = —200A + 100B.
Les réeis A et B vérifient le systéme :
A=0
{ —200A + 100B = 100
La solution particuliere f demandée est définie par :

soit (A=0,B=1).

f(x)=e 2" .5in 100x.

@ ) mtégrer PPéquation différentielle : y” + 2y’ + Sy =0.
b) Déterminer la solution particuliérg J telle que f@)=5 et = -11.
c) Intégrer équation différentielle (E) : y” + 2y’ + 5y =30 cos x.

a) Intégration de y" +2y'+ 5y = 0.
L’équation caractéristique de I’équation différentielle y” + 2y'+5y =0 est :

r2+2r +5=0.
Le discriminant réduit est A’=1~5= — (2)2.
Donc : r==1+2 r,=-1-2j .
La solution générale de I'équation est I'ensemble des fonctions f telles que :

F(x)=e~ (A cos 2x +B sin 2x).1

.b) Recherche d’une solution particuliére.
Déterminons les réels A et B tels que f(0)=5 et f/(0)=—11.
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fi(x)=e (- Acos2x —Bsin2x)+e " (—2A sin 2x + 2B cos 2x)
f(O)=A et f(0)=-A+2B.
Donc A et B vérifient le systéme :
A=5
{ —A+2B= —11
La solution particuliére f demandée est définie par :

soit (A=5,B=-3).

| f(x)=e"*(5 cos 2x — 3 sin 2x).

¢) Intégration de (E).
Cherchons une solution particuliére de la forme :

Y=Mcos x +N sin x
Y =-~Msinx +Ncosx Y"=-Mcosx—N sinux.
Y est solution, si et seulement si,

(—M cos x — N sin x)+2(—M sin x + N cos x)+ 5(M cos x + N sin x)
‘ =30 cos x.

soit 1 (4M+2N)cos x + (—2M + 4N)sin x = 30 cos x.
En identifiant les termes en cosinus et sinus, on obtient :
4AM + 2N =30
{ —-2M+4N=0

Donc la fonction définie par Y =6 cos x +3 sin x est une solution particuliére
de (E). ;
La solution générale de (E) est donc I'ensemble des fonctions f définies par :

soit (M=6, N=3).

f(x)=(A cos 2x + B sin 2x)e ™" + 6 cos x + 3 sin x.

[ZZ a) Intégrer I’équation différentielle : y” + 4y’ +4y =0.

1
b) Déterminer la solution particuliére f telle que : f(0)=1 et f’( ——5) =0.

¢) Intégrer I’équation différentielle (E) : y" + 4y’ + 4y = sin 3x.

a) Intégration de y"+4y'+4y =0.
L’équation caractéristique de I'équation différentielle est :

r?+4r+4=0 soit (r+2y=0

dont les racines sont r;=r,=—2. .
La solution générale de I’équation est 'ensemble des fonctions f telles que :

f(x)=(Ax +B)e ™%,

105




Exercices

b)) Détermination d’une solution particuliére.
. , 1
Déterminons les réels A et B tels que : f(0)=1 et f’(—i):O.

F(x)=e">(~2Ax —2B+A)

donc : f(0)=B et f'( - %) = ¢ (2A-2B).
Les réels A et B vérifient le systéme :
B=1 ,
{ZeA—ZeB —o St (A=B=D.

La solution particuliere f demandée est définie par :

fE)=(x + e~

¢ ) Intégration de (E): y"+4y’'+4y =sin 3x.
Cherchons. une solution particuliére de la forme :

Y =M cos 3x + N sin 3x.
Y'=-=3Msin3x +3N cos 3x. Y"=—9M cos 3x — 9N sin 3x.
L’équation (E) devient :

(—9M cos 3x — 9N sin 3x )+ 4(—3M sin 3x + 3N cos 3x)
+4(M cos 3x +N sin 3x)=sin 3x

soit 1 (—5M+ 12N)cos 3x + (—5N ~ 12M)sin 3x = sin 3x.
En identifiant les termes en cosinus et sinus, on obtient :

~5M+ 12N =0 . 127 5
{—IZM—5N=1 soit (M“ e N @)'
. g 12 5 . o L
La fonction définie par Y = ~ 160 cos 3x — T sin 3x est une solution particuliére

de (E).
La solution generale de (E) est donc I ensemble des fonctions f définies par :

—2x *
f (x) (Ax + B)e - "'"—1 9 cos 3x 1 0 g1 11| 3x._

B o Intégrer P’équation différentielle (E) : y" — 3y =sin x.
b) Déterminer la fonction f solution de cette equatlon telle que b (0) Oet f'(0)=0.

a) Résolution de (E).
Intégrons tout d’abord l’equgtlon différentielle sans second membre :

y' =3y =0.
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L’équation caractéristique est r*>—3 =0 dont les solutions sont :
r, =V3 et r,= V3.
La solution générale de I’équation est I’ensemble des fonctions définies par :
y= AeVF + Be V.
Déterminons une solution particuliére de (E), de la forme :
Y =Mcos x +N sin x

Y'=-Msinx +Ncosx Y'=-Mcosx—Nsinx.
Y est solution si et seulement si :

(-Mcos x ~Nsinx)—3(Mcosx +N sin x)=sin x
soit : —4M cos x — 4N sin x =sin x.
En identifiant les termes en cosinus et sinus on obtient :

( :—%M=®.

La fonction définie par Y = ~1 sin x est une solution particuliére de (E).

La solution générale de (E) est I'ensemble des fonctions f telles que :

fx)=AeV? +Be V> —%sin x.

b) Détermination de la solution particuliére. ‘
Déterminons les réels A et B tels que f(0)=0 et f'(0)=0.

f'(x)=A\/§em—B\/§e“m—%cosx.
Donc : . f(0)=A+B et _f'(0)=A\/§-B\/*—%._

Les réels A et B vérifient le systéme :
A+B=0

i
AV@—BV@-Z=0

La solution particuliére demandée est la fonction f définie par :
\

1 i
soit (A=—-——-: B= —————).
8V3 8V3

f(x)=~—1—~(e\/§ —e” 3")—-isin x.

8V3
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EXERCICES AVEC REPONSES i

B a0 Intégrer PPéquation dlfferentlelle Y2y 4y =0.
Déterminer la solution particuli¢re dont la courbe représentative dans un repére

3
(O, i,J )passe par le point’ A(l, ;—) et telle qu’en ce point le coefficient directeur de
1
la tangente égale -
b) Intégrer Péquation différentielle (E) : y” + 2y’ +y = cos x.
Réponses :

a) Equatlon caractéristique (r +1)*>=0. Solutlon générale : y =(Ax +B)e ™~
Déterminer A et B tel que

f(1)=~e— et f’(1)~—— (A=2,B=1).

Solution particuliére f :
f&x)=Qx + e~
b) Chercher une solution particuliére Y =M cos x + N sin x. On trouve
1.
=-gin x.
2
Solution générale :

f(x)=(Ax +B)e~ '+% sinx.

9 ) Intégrer Péquation différentielle y” + 2y’ + 3y =4. E)
b) Déterminer la solution particuliére f telle que £(0) =0 et f'(0)=0.
Réponses :
a) Equation caractéristique :

r242r+3=0; r,=—~1+jV2; r,=-1-jV2.
Solution générale de I'équation sans second membre :

y=e *(A cos V2 x +B sin \/ix).
L 4

Une solution particuliere de (E) est y =3

Les solutions de (E) sont définies par :
fx)=e *(Acos V2x +Bsin V2x)+-
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b) Déterminer A et B tels que:

-2V2
£(0)=0 et f1(0)=0 (A= —%;B= 23 2).
Solution particuliére : '
fx)= —% e~*(2 cos V2x +V2 sin \/ix)+§--

BB  a) Intégrer Péquation différentielle y"+ 2y’ ~3y =0.
b) Intégrer Péquation différentielle (E) : y"+ 2y’ ~3y = —7 cos 2x — 4 sin 2x.
¢) Déterminer la solution particuliére f telle que fO)=2et fO)=1.

Réponses :

a) y=Ae* +Be ¥,
b) Chercher une solution particuliére définie par Y =M cos 2x + N sin 2x.
(M=1,N=0). Y=cos2x.
Solutions de (E) :
4 f(x)=Ae* +Be ™ +cos 2x.
¢) Solution particuli¢re :
f(x)=e"* +cos 2x.
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/ /7 ° /
5. Géométrie ,,
BR Cercle. Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (/0, f, f ) on
considére les points A(2, 0), B(~2, 0) et M(x, y). v
a) Calculer en fonction de x et y le produit scalaire MA - MB.
b) Déterminer Pensemble C des points M tels que MA -MB =5.
3
M(x.y)

Ne>

> Fig. 1

a) Calcul du produit scalaire MA-MB. _
Les coordonnées des vecteurs MA et MB sont :

MAQ2-x, ~y) MB(-2-1x, —y).
On en déduit :
MA-MB=(Q2-x)~2-x)+(~-y)~y)

soit : m-m=x2+y2—4.

b) Détermination de C. —

Le point M(x, y) appartient 3 C, si et seulement si, MA-MB=35 soit :
x*+y%?—4=35 donc x2+y2=9

L’équation de C est: x2+y2=9,

C est le cercle de centre O, de rayon 3.

B3 Cercle. Dans Ie plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (0, 1*, f )
déterminer le centre o et le rayon du cercle C d’équation :

x*+y*—dx —4y +4=0,

Déterminer les points d’intersection A et B de C avec la droite Ow. Calculer le produit
scalaire OA - OB,

a) Détermination du cercle.
Remarquons que pour tous x et y réels :

X2+ y?—dx —4y +4=(x —2P+(y 2P —4—4+4.
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L’équation du cercle C s’écrit donc :
(x =20+ (y —2)=4.

Le point w, centre du cercle, a pour coordonnées (2, 2). Le rayon du cercle est 2.Le
cercle C est tangent aux axes de coordonnées (fig. 2).

vA
B
2 »
A Fig. 2
o) . .
2 X

b) Intersection de C avec Ow.

La droite Ow admet pour coefficient directeur m = 1.

Une équation de la droite Ow est y =x.

Les coordonnées des points d’intersection de C avec Ow sont solutions dun
systéme :

{y=x s0it { o
x2+y2—4x —4y +4=0 2x%—8x +4=0.

x2—4x +2=0 admet pour solutions x, =2~ V2, x,=2 +V2.
Donc les coordonnées des points d’intersection sont :

A(2-V2;2-V2) B(2+V2,2+V2).

On en déduit :
OA-OB=(2-V2)(2+V2)+(2-V2)(2+V2)=(4-2)+ (4~ 2).

Donc : OA-OB=4.

Ellipse. Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (0, i,/ )on
donne deux points A(2, 0) et A'(=2, 0). Déterminer par son équation Pensemble des
points M(x, y) tels que :
HM: = —2 FA- TR
H étant la projection orthogonale de M sur x'Ox.
. 1 o =t - N
La relation HM? = 3 HA -HA' est équivalente a :
1
y?=—@-x)(-2-1)
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vA

V32|
A A -
—2\y o Flg 3 (

~\3 B

, . Lo x?r oy
Soit: x*+2y?>=4. L’ensemble des points M a pour équation : —4—+%-= 1.

On reconnait I'équation d’une ellipse dont les axes de symétrie sont les axes de
coordonnées. Les sommets de ellipse sont les points A(2, 0), A'(~2, 0) de ’axe
x'Ox et les points B(O, \/f) et B0, -\/§) de I'axe y'Oy.

Remarque : Taire de I'ellipse est wab soit V2 = 8,89 unités d’aire.

E Cercle. Ellipse. Le plan affine euclidien est muni d’un repére orthonormé
(O, i,j ) d’axes x'Ox, y'Oy. Le point A a pour coordonnées (2, 0) et un point M
variable a pour coordonnées (x, y).

a) Calculer en fonction de x et y le produit scalaire MO - MA = f(x, y). On considére
Pensemble C des points M tels que f(x, y) = 0. Montrer que C est un cercle; préciser le
centre et le rayon. ‘ S

1
b) On considére Paffinité orthogonale h d’axe x'Ox, de rapport 3 Déterminer
’équation de E déduite de C par h. Préciser les éléments de E.
a) Calcul du produit_scalaire MO - MA.

Les coordonnées de MQ sont (—x, —y).
Les coordonnées de MA sont (2 —x, ~y).

Donc MO-MA=-x(2-x)+(—y)~y) soit MO -MA = x2 + y2 - 2x,

La courbe C admet pour équation : x2+ y2—2x =,
soit (x —1)*—1+4+y2=0. . SR

Donc L(x -1’ +y2=1.

On reconnait ’équation du cercle de centre 'a)( 1, 0) de rayon 1.

b) Etude de la courbe E. ‘ o
Considérons le repére (w, i,J ) Si (X, Y) sont les coordonnées d’un point dans ce
repére, alors : '

x=14+X et y=Y.
Dans ce repére I'équation de C est donc X2+ Y2=1.
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L’affinité orthogonale A transforme le point M(X, Y) suivant M'(X’, Y') tel que
(R — .
HM’=§ HM (H projection orthogonale de M sur x'x) soit :

1
X=X et Y’=§Y.
Un point M’ appartient a I'image E de C par 'affinité h, si et seulement si,

M(X', 2Y') appartient & C, c’est-a-dire si :
X?+4Y7%=1.

12
L’équation de E est donc : X’2+-¥i—= 1.

4

E est une ellipse de centre w, d’axes définis par (o, f) et (o, j*). Les sommets de E

= . ] 1
sont dans le repére (o, i, J ) les points O(—1, 0), A(1, 0), B(O, :2-), B'(o, ~§>
(fig. 4).

Fig. 4

(TN .

B Parabole. Dans le plan muni d’un repére orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy, on
1
considére les points F(0, —2), H(2, —1), L{~» 2).

a) Montrer que le triangle FHL est rectangle en H.

b) Quelle doit étre la directrice de la parabole P admettant pour foyer le point F, pour
axe la droite y'y et pour tangente en Pun de ses points la droite HL. -

¢) Déterminer I’équation de P.

a) Etude du triangle FHIL..
Les coordonnées de FH sont (2—0, —1+2) soit (2, 1).

Les coordonnées ‘de HL sont <%~ 2,2+ 1) soit <——§-, 3).
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On en déduit : /
e 3 ' /
FH-HL=2(—§)+(1><3)=0. /
Les droites FH et LH sont donc orthogonales. Le triangle FHL est rect’é/mgle en H.
vA /
2} ot ’
1 =
K 0 \ 2
-1 H x
;_24 A g5
F
M
v

b) Directrice de la parabole P.

La projection orthogonale du foyer d’une parabole sur une tangente appartient 2 la
tangente au sommet. Donc, si la droite HL est une tangente a la parabole, alors le
point H appartient 2 la tangente au sommet, qui est la droite A passant par H et
perpendiculaire & I’axe y'y de la parabole.

On en déduit que I'axe x'Ox est la directrice de P.

¢) Equation de P.
Si M(x, y) est un point de la parabole alors MF=MK (K étant la projection
orthogonale de M sur x'x):

MF2=x%+(y +2 MK?=y2
On en déduit I’équation de la parabole :
x2+(y +2P=y* soit x*+4y +4=0

donc : y= ——-1,

B3 Hyperbole. Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé d’axes
x'Ox, y'Oy on considére la courbe H d’équation :
2 2

x~ Yy

=L

a) Quelle est la nature de la courbe H. Déterminer. ses sommets (on appelle A le
sommet d’abscisse positive) et les équations des asymptotes. Montrer que le point
F(5, 0) est un foyer de H; déterminer I’antre foyer.
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16 12
b) Soit E le point de coordonnées (-g-a —;5—) Montrer que OA = OE et que le triangle

OEF est rectangle en E.
2

a) Etude de I'hyperbole H.
2
A . P X

L’équation proposée est du type P %—2- = 1. La courbe H est donc une hyperbole
admettant 'origine comme centre de symétrie et les axes de coordonnées comme
axes de symétrie.

Elle coupe I’axe x'Ox aux points A et A’ d’ordonnée nulle (y = 0) dont les abscisses

2

vérifient %= 1 soit x'=4, x"=—4.

Dot les sommets : A4, 0); A'(—4,0).

L’équation de ’ensemble des asymptotes est :

x% y? ) (x y>(x y)_
T 9——0 soit 4+3 7 3~0

c’est-a-dire :

y=-—zx et y=zx.

Fig. 6

Y
X;A'.
/-4 o

On en déduit le tracé de I’hyperbole (fig. 6).
En posant a =4, b =3, la longueur ¢ est telle que c>=a?*+b%*=25 soit ¢ =5.
Les foyers sont donc les points :

et IF'(—S,O).:

b) Etude de la figure 6.
. e s v . 3
Remarquons que le point E appartient a I’asymptote A d’équation y =37 Xx car

12 3 _16
X e+

5 45
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16\2 122 1 !
- (8 B e
0 s T) Sy 43 /
. e 42 x5 /
soit OE?= 25 #+3*)= '—F— =42, /
Donc : OE=0A=4.

Les coordonnées de OE sont (16 12)

5 5
. == 16 12 . 9 12
Les coordonnées de EF sont (5 5 -5-> soit (5’ ?>
Calculons le produit scalaire OE- EF—1—56>< §+-1—;-<—15z) = (),

On en déduit que les droites OF et EF sont perpendiculaires.
Le triangle OEF est donc rectangle en E.

Hyperbole et cercle. Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé d’axes x'Ox,
y'Oy, on considére Phyperbole H d’équation x%—y?=35.

a) Vérifier que les points P(3, 2) et Q(—3, 2) appartlennent a H. Tracer H aprés avoir
précisé ses sommets et ses asymptotes.

b) Soit A(V/5, 0). Calculer le produit scalaire AP-AQ.

¢) Soit le point M(x, y). Calculer le produit scalaire MP-MQ; en déduire une
équation du cercle C de diamétre [PQ]. Déterminer les coordonnées des points
d’intersection de C avec les axes.

a) Etude de I’hyperbole H.

Le point P(3, 2) appartient & H car 32— 22—5

Le point Q(-3, 2) appartlent a3 H car (-3)*-2%= 5.

La courbe d’équation x? — y? = 5 est une hyperbole équilatére admettant les axes de
coordonnées comme axes de symétrie.

H coupe x'Ox aux points d’ordonnée nulle (y =0) dont les abscisses vérifient
x2=35. Les sommets sont donc les points :

A(V5,0);  A(-V5,0).

Les asymptotes sont les droites d’équations respectives y =x et y = —x. On en
déduit le tracé de H (fig. 7).

b) Calcul du produit_scalaire KIS\A;Q.

Les coordonnées de AP sont (3 -V5 2)

Les coordonnées de AQ sont (-3 —V5, 2).

Donc: AP-AQ=(3-V5)-3~V5)+(2x%x2)=0.

On en déduit que les droites AP et AQ sont perpendiculaires.
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Fig. 7

c) Etude du cercle C._.
Les coordonnées de MP sont (3 —x,2—y).

Les coordonnées de MQ sont (=3 —x,2—Y).

Donc: MP-MQ=@-x)(-3—-x)+Q2—-yl=x>+y>—4y 5.

Le point M appartient au cercle C de diamétre [PQ] si et seulement si les droites MP
et MQ sont perpendiculaires, c’est-a-dire si MP-MOQ =0.

L’équation de C est donc :

xZ+y*—4y —5=0.

C coupe x'Ox aux points d’ordonnée nulle (y =0) dont les abscisses vérifient
=15, Ce sont les points A et A’.
C coupe y'Oy aux points d’abscisse nulle (x = 0) dont les ordonnées vérifient :

y2—4y —=5=0 soit y,=-1, y,=5.

Ce sont les points u@, -1), V(@,5).

Remarquons que C coupe H aux points A, A', P, Q.
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6. Nombres complexes

2

BB On considére les deux nombres complexes z =1+jtga et w=

<a #kZ).

a) Calculer en fonction de «, le module et Pargument des nombres complexes z et

1—-z

ar . T
lorsque a € ]0, —i-[ puis lorsque & € ]-2-, n[.

2
b) Cas particulier =-;Z et o =—§Z-

a) Module et argument de 7z =1+j tg a.

. Sin 1 -
z=14+j——= (cos a +j sina).
cosa - Cos -

. T 1 '
Si a E]O, —[, cos a >0, donc |z | =——— et un argument de z est e

2 S o

Sia E]g’ w[, cos o <0, donc z = —
-1
cos a

(—cos @ —j sin @) soit
cos a

[cos(m +a)+j sin(m +a)].

et un argument de z est 7 + a.

Dans ce cas, |z|= e

Module et argument de .
1 1

“Titga e’
. 1
Si E]O, g[, tga >0, |o] ~gain argument de w est %T
. 1
Sia E] -z w[, tg @ <0, |w|= ———; un argument de w est I
2 tg « 2
b) Cas particulier.
Sia==2, |z] =L o2 argument de z est —-
6 V3 6
COS'6-

|@| =V/3; un argument de estg'
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— Sia =2§—r’ |z| =cos 5~ =2; un argument de z est%”—r+1r =5—3—7r-
3
o l . d m
|| -7 un argument de w est ey
On donne z =£—1;—\/—:§-'—3’—)‘j
@+j)

Mettre z sous la forme algébrique (a + bj) puis sous la forme trigonométrique. En

déduire cos — et sin —
— et sin —-
12 12

Forme algébrique de z.
2,=(1-V3j)=(1-3-2V3jP=(-2-2V3 )
2, =4+8V3j + 125>

soit : 7, =8(-1+V3j)
L, =(1+jP=1+3+3j>+j°
Soit : Z2,= =242 =2(=1+]).
Donc :
_zy _8(=1+V3j)_4-1+V3j)-1-j)
2, 2A-1+]) (=1+j)=1-j) ~
H-1+V3j)=1-))
z: .
: 2
Donc : z=2(1+\/§)+2(1—\/5)j.

Forme trigonométrique de z.

5123 ofm(5) 1 (3] 5]

Donc : 7= [24; *ﬁ]
’ 3
. 1 i T, . T T
1+j z\/i<—+—)=\/§(cos—+1 sin —>= [\/i§ _]-
V2 V2 4 4 4
Donc : Z,= [2\/2 %‘w]
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z A
Comme z ==, on en déduit que :

22
|z,] ) 24 ‘
7| =2 soit |z]|=—==4V2.
| |z, 2V2
4 )
6 = argument 7 = "%_%{: —2]5—-2—-7T [27].
Soit : =-I 1.
8 5 [27]
z=4V2 [cos ( - {—;-) +j sin (——Izﬂ)]
. m\  2(1+V3) V2
On en déduit que cos(—-—) == (14+V3) =
12 4©2 ( ) 4
7\ 2(1-V3) V2
snn(——)-—»-—-——-: 1-V3)—=.
12 V2 ( ) 4
w V2 ™ V2
D . —_—= —3 — _ e &
onc cos (1+V3) rRiaET) (\/5 1) 2
- 34jV3
El On considére le nombre complexe z, = .
23
a) Calculer le module et Pargument de z, puis z %%,
b) En remarquant qu’il existe un réel k tel que z75=kz,, résoudre dans C

Péquation :

23 =237 — Tz,

a) Module et argument de z, et de z°7.

0= 3 +£ soit  z “£+i~cosq—r+j sin 7.
“Tv3 V3 o= HITeos o -
Donc |Zo| =1; argument de z0=%.
2¢””° admet donc 1 pour module; si @ est un argument de z 17> alors :
1975 :
6 6 ra
Donc : d =7—67“T (2],
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En définitive : Zo= [1, %], Z1975 = [1, 16?.7.]

1975

b) Résolution de I’équation 73 =27°"° —1Tz,.

1975 1975

24" et z, ont méme module et des arguments qui différent de r, donc z§ —Zg-
L’équatxon s’écrit :
723=—zo— Tz, soit z°=—8z,.
Tar
Donc : 3o [8 __}
z b 6
Si r et ¢ représentent le module et I'argument de z alors :
{"3 =8 { r=2
T soit - Tar Zk'zr
3p =—+2k e e
T AT LTI
Tar kar Ta  2kw
: = — i k
Donc z 2[cos(18+2 3) j sm(18 3 >] E{O 1, 2}.

E} z est le nombre complexe de module 1, d’argument 8 (0<0 < ).

B -

a) Montrer que si Z est le nombre complexe conjugué de z alors z =

"~ b) On considére le nombre complexe :
7= (z+1)z .

z~-1
Calculer Z en fonction de Z puis de z. Déterminer z de facon que Z = Z.
Z peut-il étre un réel non nul?

a) Si z admet 1 pour module et # pour argument alors :

z=cos @ +jsing dou Z=cos#8 —jsinb.
Donc : 27=(cos @ +j sin 8)cos @ —jsinf)=1
Soit : 7= 1
z

. _ @Dz G+D3
b)SiZ=——~~-~———-—(z 1)zalorsZ=(z 1)z=(z— I)Z'

z—1 (z—-1) z—1

<l+1>_].
D L 7o Z Z . 1+2
onc : = 1_1 soit : T
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(z est différent de 1 car 0<8 < ).
L'égalité Z = 7, est vérifiée si et seulement si :

1+z =(z+1)z
z(1-z) z-1
Donc : (A+z)}1+2z%)=0.

soit (1+z)+(1+2z)z%=0.

On obtient : z=-1; z=j; z= =]

Z est réel si et seulement si Z=7Z. Donc :

— pour z =—1, Z=0

GHDI_GHIPI_,

ji—1 -2

(=j+ 1)("i)=(“i + 1)2(‘1')=
-1 -2

Donc, Z est un réel non nul pour :

— pour z =j, Z=

1.

— pour z = —j, Z=
z=j ou gz=-—}.

B cCalculer les nombres complexes z tels que :

{z'§=l6
z+z= ~4,

Déterminer le module et I’argument de chacun de ces nombres.
Posons z =x +jy; alors Z=x — jy.

Donc : Z=x%*+y% et z-+7=2x
Les réels x et y vérifient le systéme :
{xz +y2=16
2x = —4,

On obtient : x = —2 et y2=12 soit y = £2V3 avec & = =/ 1.
D’oti les solutions :

| 2,=-2-2jV3; z,= ~2+2jV3.|

Remarquons que |z|=Vz-7=4.
On peut écrire :

Donc :

—4(cosiz+'sinéz> z —4( os-2£+'singz>
2= 3 TSTy) Z2EA\ees Ty s
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& Résoudre dans C Péquation z2= —7 + 24j.
Calculer le module et Pargument des solutions.

Posons z =x + jy.
z est solution de I'équation si et seulement si :

(x +jyP=~T+24j soit x?>-—y?+2xyj=~—7-+24j.
On en déduit :

xZ—yi=—T { x24(—y)=-7

xy =12 x2(—y?)=—144 et xy>0.
Les réels x2 et (—y?) sont les solutions de I’équation du second degré :

u+Tu —144=0.
Soit : u,=-16 et wu,=9.
Donc : x?=9 et -y*=-16 soit yZ=16.
On en déduit, en tenant compte que xy >0 :
(x=3,y=4) (x=-3,y=-4).

Les nombres complexes cherchés sont :

z,=34+4j; z,=—3—4j.

|z,| = |z, = V32 +42=5.

3 . 4 .o
Si 0, est un argument de z, alors cos 6, = 57 0,6etsin§,= 5 0,8 soit 6, =53° 10".

z, et z, étant opposés, un argument de z, est ,==233° 10",

(2 Soit E Pensemble des nombres complexes z vérifiant :
102z — 3(z* + 2%) = 16.

Montrer que P’ensemble des points M(x, y) images des nombres complexes z
appartiennent 3 une ellipse.

On pose z = [p, 8]. Mentrer que pour & donné il existe une valeur et une seule de p
que Pon déterminera en fonction de 0 telle que z EE.

Application : 6 =§ + Calculer p.

Posons z =x +jy et soit le point M(x, y) affixe de z.
' I=x—jy et zZ=x*+y%
22+ =(x +jy P+ (x - jyP=2x>—y?).
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z appartient & E si et seulement si :
10(x?+ y?)—3x 2(x2—y2) =16
2
soit : 4%+ 16y%=16 d'ol %+y2= LW

2
Les affixes de z appartiennent donc a Pellipse d’équation %—%— y2=1 (fig. 1).

-2

y
N M) :
/I_ 6| " Fig. 1

Nl

On sait que cos 6 =z sin 6 =2 donc x =p cos @ ety=p "s‘ivn 6.
La relation (1) s’écrit : P

prcos® @ +4p2sin® 6 =4 soit p*cos®d +4sin®>@)=4.
p étant positif, on en déduit :

2
Vcos® 8 + 4 sin®

2
Pour 6 =2, p= soit p =2\/g.
4 5

1 4
— =
2 2

B xe y désignant des nombres réels, on considére les nombres complexes :
z2=x—-2+3j e z'=-1+jy+1)

et dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i f) Ie point M(x, y).

a) Calculer z +2z', z Xz' et 2> - 22,

b) Déterminer I’ensemble E des points M tels que (z -+ z') soit réel, Pensemble F des
points M tels que z > — 22 soit imaginaire et ’ensemble G des points M tels que zz' soit
réel.
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a) Calcul de (z +12').
142 =(x —2+3)+(~1+j(y +1))

soit : z+z'=x—-3+j(y+4).|

Calcul de 7z'.
22 =(x —2+3) -1+ +1)j]

soit : zz'=-—x—3y-1+[—3+(x—2)(y+1)]j.

Calcul de 7 —z°.
t?=22=[-1+jy + DP-[(x —-2)+3j F
soit :

22—22=10—(x = 22— (@ + 1> =2 (y + 1) +3(x ~2)] j.

b) Détermination de |’ensemble E.

(z +2z') est réel, si et seulement si, y +4=0.

E est la droite A d’équation y +4=0.

Détermination de I’ensemble F.

(2% — z?) est imaginaire, si et seulement si, 10 —(x —2)*—(y +1)>=0.

Soit : (x =22 +(y +1*=10.

En posant x —2=X ety + 1= on obtient dans le repére (@ i ]?) avec (2, —1)
le cercle d’équation X*+ Y> =10 de centre 2, de rayon \/ﬂ)L

Détermination de I’ensemble G.

zz' est réel, si et seulement si, (x —2)(y +1)=3=0.

Dans le repére (Q, i, j ) I'équation de G est XY =3.

G est une hyperbole équilatére admettant QX et QY pour asymptotes (fig. 2).

y YA 1G)

/—

[l L .

Fig. 2

[
O
X
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B soit A(z)=2~j(1+2V3) z2-2(V3+2)z +4j od z EC.
a) Montrer que A(j)=0. Mettre A(z) sous la forme :

A(z)=(z —j)az*+ bz +¢)
et déterminer les coefficients complexeé a, b, c.

b) Résoudre dans C Péquation A(z)=0. FEcrire les racines Zgs Z,, Z, Sous forme
algébrique et sous forme trigonométrique. Calculer le produit z,z,z,.

Réponses :

a) A(j)=0. En développant A(z)=az?>+(b —aj)z>+(c —bj)z—cj et en
identifiant les termes en z°, z2, z et z°% on trouve a =1, b = —2V3 |, ¢ = —4.

b) L’équation A(z)=0 se décompose suivantz —j =0et 72— 2V3 jz —4=0, qui
s'éerit : (z —V3j)2=1 d’ol les solutions :

0= 2,=1+V3], z,==1+V3, z42,2,=—4.

2
&



Problemes

PROBLEMES DE SYNTHESE

BE Fonction rationnelle et fonction exponentielle.

1. Soit f la fonction de R vers R définie par :
2 1
e e
=5 G2
a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que f" s’annule pour une seule valeur de la variable.

c¢) Tracer la courbe représentative C, de f dans un plan muni d’un repére
orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy (unité : 2 cm).

d) Soit A lepointde C, d’abscisse 0 et B le point de C, d’ordonnée 0; calculer, en
cm?a 0,5-1072 prés, I aire du domaine plan compris entre C, et le segment [A, Bl.

2. Soit g la fonction R vers R définie par g(x)=f(e*).

a) Etudier les variations de g.

b) Tracer sa courbe représentative C, dans un repére analogue au précédent.
¢) Indiguer une équation de la tangente d la courbe C, au point d’abscisse Log 4.

d) m désignant un paramétre réel, déterminer graphiquement le nombre et le signe
des solutions de [’équation.

me® —2(1+2m)e* +4m +3=0.

Calculer ces solutions pour m =3.

1™ partie

a) FEtude de la fonction f.

2(x =2)+1 . 2x —3

B t — .
27 soit  f(x) G2

La fonction f est définie et continue sur D =R —{2}.

Remarquons que f(x)=

) et Go2p tendent vers 0 donc XET«» f(x)=0.

De méme lim f(x)=0.

X o 00

Quand x tend vers 2, (2x —3) tend vers 1, donc :
lim f(x)=+ 0.

X -2

Quand x tend vers + o,

La fonction f étant rationnelle, est dérivable sur D et :

S oy —2x = 1)
fO =m0 ey Ot =y
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f'(x)=0siet seulement si, x = 1; f'(x) ale signe du polyndme (1 — x )(x —2). Onen "
déduit le tableau de variations :

x — 00 1 2 +
F(x) ‘ - 0 + | - f(l)y=—1.
0 + o + oo
f(x) N 7 N
-1 : 0

b) Calcul de f"(x).
La fonction f' est dérivable sur R —{2} et

w4 6  Hx—-2)+6 . oy X =2
F = Gy oo Ot S5y

) 1
f'(x)=0 si et seulement si x =§-

¢) Tracé de la courbe C,.

La courbe C, représentative de la fonction f admet pour asymptotes les droites
d’équations x =2 et y =0. Nous indiquons les coordonnées de quelques points
de C,.

3
= 3 4
X 0 1 2
3 5
f(x) —Z -1 0 3 Z
Y
C1

S— L Fig. 1
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d) Calcul de I’aire.

3
Les coordonnées du point A sont (0, -%); celles de B : (E’ O).
Si A, est I'aire limitée par Oy, C, et Ox et si /£, est Iaire du triangle OAB alors

A=Ay — Ay,

Calculons : I=J’%f(x)dx =f% (;—2;—2—+(x _]2)2>dx
0 4]

17 1 1
t=[2 08 Is -2 =5 - (2Loe3+2) - (2 1oe2+3)
Log [x —2] paril Log > +2 2Log2+3

I=-4Log 2+%— Comme I est négatif, £, =4 Log 2-%-

1 3
L’aire du triangle OAB est A, = 3 OAXOB=-x 7 X % =
Donc :

3 33
A& =4L0g2——-——9—=4 LogZ—--lg (unités).

L’'unité de surface étant 4 cm?, on obtient :

33
A=16 Log 2 — T (em® | soit A =2,840 (cm?).

2° partie

2 + 1
e* -2 (e*—=2)
La fonction g n’est pas définie pour e* —2 =0 soit pour x = Log 2.
L’ensemble de définition de g est D' =R ~{Log 2}.

a) Ftude de la fonction g : g(x)=f(e™)=

Quand x tend vers — o, ¢* tend vers 0, donc lim g(x)= 7

Quand x tend vers + o, ¢* tend vers + o, donc lim g(x)=0.
B

Quand x tend vers Log 2, g(x) tend vers + .
La fonction g, composée de fonctions dérivables, x > e* et y > f(y) est
dérivable sur D' et : ‘
g'x)=f(e*) e
Donc g'(x)=0, si et seulement si f'(e*)=0 soit
—2(e* ~1)
"-('g;—_-_—z)?— =0 donc x=0.
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Pour tout x réel, e* >0, donc g'(x) est du signe de f'(e™ ) c’est-a-dire du signe de
(1—e*)(e* —2). On en déduit le tableau de variations de g :

X — 0 Log2 k +
g'(x) - 0 + ; -
._.3 -+ oo + 00
4 .
g(x) N 7 N
-1 0

b) Tracé de la courbe C,.

. 3
Elle admet pour asymptotes les droites d’équations x =Log2, y = 1 et y=0.

y
Ca
I
0 Log 2 Fig. 2
-3/4
—

. 5
¢) Equation de la tangente a C, au point I(Log 4, Z)

y —g(Log 4)=g'(Log 4)- (x — Log 4).
Or g'(Log4d)=f'(4)-4=-3.
Une équation de la tangente a2 C, au point I est :

5
wa=~3(x—L0g4) soit 12x +4y —5—12 Log 4= 0.

d) Etude de I’équation : me™ —2(1+2m)e™ +4m +3=0.
Elle s écrit : m(e* —2)*=2e* —3
2e* -3

soit pour x #Log2, m =(e—x—_-—i—)5.

d’ot m=g(x).
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Les solutions sont les abscisses des points d’intersection de C, avec la droite
d’équation y = m. D’oli les résultats :

3 . -
m< —1 S=¢ ——Zs m <0 1 racine positive
m= —1 s={o} m>0 2 racines positives

—-1<m <Z 2 racines de signe contraire

. 2u —3
Pour m =3, g(x)=3 donc f(e*)=23 et en posant u =¢*, on obtient : et 3

(u -2y

soit 3u® — 14u + 15=10. On trouve u, =3 et uzzg-

donc x = Log 3=1,099.
5
donc x = Log 3 0,511.

Dolie* =3
3
3

Fonction rationnelle. Equation trigonométrique.
1. Etudier la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

—2x
f(x)—Zx 24x -1

et tracer sa courbe représentative C dans un repére orthonormé (unité : 2 centi-
métres).

2. Trouver deux nombres réels A et B tels que :
- 2x A B
= -+ .
2%4+x—1 x+1 2x—1
En déduire les fonctions primitives de f.

3. Calculer en cm?, avec la précision permise par les tables de logarithmes, I aire de
la surface comprise entre'la courbe C, I’ axe des abscisses et les droites d’ équations

x=1 e x=3.

4. En utilisant la courbe C, discuter graphiquement suivant les valeurs du paramétre
réel m, I’ existence et le nombre des solutions appartenant a I’intervalle | — 1, + 1]
de I’équation : g

2mx24+(m +2)x —m =0.
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5. Montrer que ’on a 1I’égalité :
—2 sin 2a
2 cos? 2a +cos 2a — 1

tga —tg3a=
sauf pour certaines valeurs de a que I’on précisera.

6. Utiliser les résultats de 4. et 5. pour déterminer le nombre des valeurs de a
appartenant a ’intervalle :

[0, —275] et vérifiant : tg a —tg 3a =m tg 2a.

1. Etude de la fonction f.

. a . 1 e s
Le trinéme (2x2 + x — 1) ayant pour racines — 1 et 7’ I’ensemble D de définition de
1 . .
fest R— { -1; 5} La fonction f est continue sur 9.
A =2x .
Lorsque x tend vers — o ou + o, f(x ) améme limite que Ty soit méme limite que

——;1-, donc lim f(x)=0et lim f(x)=0.

X+t 00

1
Lorsque x tend vers — 1ou 3’ (2x2+ x — 1) tend vers 0, donc lf(x )| tend vers + o,
La fonction f étant rationnelle, est dérivable sur D et

—22x%+x —1)—(4x +1)(—2x)_ 22x%+ 1) )
(2x2+x — 1) (x4 x—1P

f'(x) est strictement positif sur £. On en déduit le tableau de variations :

fl(x)=

x —o -1 ! + 00
2
f'(x) + + +
+ o0 + o0 0
f(x) A v 7
0 - 00 — 00

La courbe C représentative de f admet pour asymptotes les droites d’équations

1
y=0,x=—letx =3 (fig. 3).
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Y
0 R L .
3 T2 5% Fig.3
-1
x 200 1|3
4 3
Il - |-
fx 5] 0 10

2. Fonctions primitives de f.
Les réels A et B sont tels que, pour tout x €9,

AQRx —1)+B(x +1)=-2x soit (2A+B)x +B—-A=-2x.
A et B vérifient le systéme :

2A+B=-2 . 2 2
{—A+B=0 soit (A‘"E’B“?)
2 2
Donc : &)= —3+%D 3@ -1

Dans chacun des intervalles ol la fonction est définie, ]— o, —1[,

1 1 e .
]— 1, 5[, ]i’ + oo[ les primitives de f sont les fonctions F telles que :

F(x)= —;Log |x +1] —-;-Log |2x —1| + k.

3. Aire du domaine plan.
La fonction f étant négative sur I'intervalle [1, 3], I'aire du domaine est :

3
#= = [ fe)ax = -[F3) - 0]

#=—(~3Log4~3Log5+5Log2+0)=

wWin

1
Log 2+§ Log 5.
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L’unité de surface étant 4 cm?,

2 1
A=4 (3 Log 2+§ Log 5) (em®)
soit A= 4<§ % 0,693 15 + -;—’- X 1,609 44) =3,99 cm®.

4. Etude de I'équation 2mx>+ (m +2)x —m =0.
L’équation s’écrit : m(2x%+x —1)=—2x.

. 1 . .
Il est évident que —1 et 3 ne sont pas solutions, donc sur 9, on obtient :

_ - 2x
2x*+x—1
L’existence des solutions appartenant & I'intervalle [ ~ 1, 1] est I'existence des
points d’intersection de C, d’abscisse x, avec la droite d’équation y =m;
(—I=sx=<1).

Donc :

m soit  f(x)=m.

— si m < — 1, deux racines x' et x” telles que —1<x'<0<x"<1..

. ) 1
— si m >—1, une racine x telle que —1<x <E-

5. Egalité trigonométrique.

sina sin3a sina cos 3a —sin 3a cos a
tga —tg3a= - = ,
cosa cos3a cos a ¢os 3a

sin{a —3a)  —sin2a
cos a-cos3a cosa-cos3a

soit : tga —tg3a =

.y P k . k
Cette égalité est définie pour a #Z ke et a #Z 42 soit a #7—T+—z-
2 6 3 6 3
Or 1 ' 2
cos a *cos 3a =§(cos 4a + cos 2a)etcos 4a =2 cos* 2a — 1
donc : ¢os a - cos 3a =-;— (2 cos? 2a +cos 2a — 1)
d’ol :
~ 2 sin 2a 7 kx
—tg3a= - ( ',—+~—>.
tga—tg3a 2 cos® 2a +cos 2a — 1 a¢6 3

6. Equation tg a —tg 3a = m tg 2a.

Sur [0, 72—7] cette équation a un sens si a #%’ a 751’2’_ eta #%
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L’équation s’écrit :
—2 sin 2a —m sin 2a
2 cos?2a +cos 2a — 1 cos 2a

soit :

sin 2a ( —2 cos 2a

~m)=0.
cos 2a \2 cos? 2a +cos 2a — 1 m)

. k . .
On obtient : sin 2a =0 soit 2a = kw donc a =—27—T soit a =0, quel que soit m.

En posant x = cos 2a, on obtient : m = f(x)aveca € [0, —g] donc 2a €[0, w]d’ots
xel[—-1,1L v
A chaque valeur de x, correspond une valeur de a de l’intervalle [0, —g]

Dot les résultats :

Si m < ~1, deux valeurs de a,
Si m > — 1, une valeur de a.
Pour tout m, a =0.

x>+ 6x +2
*+x+1
Soit f et g les fonctions numériques de la variable réelle x, définies par :
x*+x -2 x3+6x +2

fx)=—Z77 gx)=—g—"
x*4+x+1 x*+x +1 _
A) 1. Etudier les variations de la fonction f et tracer sa courbe représentative C dans
un repére orthonormé d’axes x'Ox et y'Oy (unité : 2 centimétres).

Déterminer 1’ abscisse des points d’intersection A et B de C avec I’axe Ox et les
équations des tangentes @ C en A et B (abscisse de A inférieure a celle de B).

B2 Fonction rationnelle g : x +——

, , , 1 -
2. Démontrer que la droite A d’équationx = — 3 est axe de symétrie de la courbe C.

3. Déterminer la fonction g' dérivée de la fonction g. Montrer que pour tout réel
x:g'(x)=[fx) ]

4. Calculer, en cm?, le volume V engendré par la rotation autour de Ox du domaine
plan constitué par les points M(x, y) tels que :

{——2§x$1
f(x)<y=0
B) .1. Montrer que pour tout nombre réel x :
T 2x +1
=y =]+ e
gix)=x -1 x2+x +1
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2. Déterminer toutes les fonctions primitives de la fonction g.

3. Déterminer la fonction primitive G de la fonction g qui prend la valeur zéro pour
Xo=~—1. ,

Partie A

1. Etude de la fonction f.
Le trindme (x?+ x + 1) n’ayant pas de racines, I’ensemble de définition de f est IR.

La fonction f est continue sur R.
2

Quand x tend vers + o ou — o, f(x) a méme limite que i—; donc :
lim - f(x)=1 lim f(x)=1.
X e ofe 00 X 0O
La fonction f étant une fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de
définition et :
f,(x)_(Zx D+ + D)= Qx +D)x*+x=2)  32x +1)
(x%2+x+1)7? (x2+x+1)7?

. ) 1
f'(x)=0 si et seulement si x = —5

f'(x) est du signe de (2x + 1); on en déduit le tableau de variations :

— 0 __l + o
x 2
fi(x) - 0 +
1 1
f(x) N A
-3

La courbe C feﬁféséntative de f admet pour asymptote la droite d’équation y =1
(fig. 4).

fxy | o |-3]0

RIF
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-2

-] 3

Les abscisses des points d'intersection s’obtiennent en résolvant I’équation :
x*+x—-2=0 soit x,=-2; x,=1

E'quations des tangentes a C en A et B.

Une équation de la tangente & C au point (x4, f(x,)) est :

y — fxe)=F'(xo)* (x —xq).

Or: f'(-2)=-=1 et f(1)=1
Une équation de la tangente 2 C en A(—2, 0) est:
y=—x+2.

Une équation de la tangente 2 C en B(1, 0) est :
y=x—1.

2. Axe de symétrie de la courbe.

Si Q est le point de coordonnées (—-2~, 0), déterminons I’équation de C dans le

repére (9, 1, ).
Si (X, Y) sont les coordonnées d’un point M dans ce repére, alors :

1
x=X—-i et y=Y.

Dans ce repére (Q, f, j*), P’équation de C est définie par :
1\2 1 . 9
(X——) +(X——)—2 X2 —=

\"2 2 4
1\2 ( 1) , 3
(x 2) X=3)+1 X3
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x2-2
4 -
La fonction X +—-> qui est représentée par C dans le repére (Q, [, ) est
X2 4= ~
4

paire. La courbe C admet donc la droite (Q, i) pour axe de symétrie, c’est-a-dire la

1
droite A d’équation x = ——-

3. Détermination de g'.
La fonction g étant une fonction rationnelie est dérivable sur son ensemble de
définition R et :

,(x)_(3x2+6)(x2+x + 1)~ Qx +1)(x>+6x +2) x*+2x>-3x>—4x +4
g (xZt+x +1)7 (x2+x +1)
Or pour tout x réel - ‘

(x2+x —2P=x*+2x>-3x>—4x +4

donc : Vi eR g'(x)=[f(x)P

4. Calcul du volume.
Le volume du solide est :

V= wf [f(x) P dx.

Or la fonction g est une primitive de la fonction f* donc :
V=alg()~g(~2)]=7(3~(~6)).
Soit : V =97 (unités).

L’unité de volume étant 8 cm?, | V=727 cm®=226 em®:

Partie B
1. Expression de g(x).
Pour tout x réel : ‘ ,
2x +1 _(x—1)(x2+x+1)+6x+3_x3+6x+2_
x2+x+1 LoxZ4x+1 x2+x+1

x=1+3-

3(2x + 1)

: =X — 1 +———
Donc (Vx €R) g(x)=x—1 pEa—
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2. Primitives de g.
Sur R, les primitives de g sont les fonctions G telles que :
2

AG(x)=)—C—2-—x +3Log (x>+x +1)+k

Celle qui prend la valeur 0 pour x = —1 est telle que ©
3
G(—I)=%+k =( soit k= —5
x? 2 3
Donc : G(x)=—i--—x+3L0g(x +x+1)—-5-
—2x*+5x —4
B3 Fonction rationnelle :  x +—> ———— .

g est la fonction de R vers R définie par :
—2x*+5x —4
glx)=——"—"—""

x—1

et C est la courbe représentant g dans un repére orthonormé, d’axes x'Ox, y'Oy
(unité : 2 cm). :

Lo 4 ,
1. Montrer que g(x) peut s’écrire ax +b + ]; a, b et ¢ étant des constantes

X -
réelles.

2. En déduire que la courbe représentative admet une asymptote non paralléle aux
axes; préciser les positions relatives de la courbe C et de cette asymptote.

3. Etudier les variations de g. Tracer C.

4. A, est la droite passant par I’origine du repére et de coefficient directeur m.
Discuter suivant les valeurs de m le nombre des points d’intersection de C et A,,.
Vérifier graphiquement les résultats obtenus, en délimitant les secteurs correspon -
dant aux différentes situations.

5. Calculer une primitive de g.

6. Calculer une valeur approchée au millimétre carré prés de I’ aire du domaine limité

par C et la droite A, pour m = -3
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1. Expression de g(x).
La fonction g est définie sur 'ensemble D =R —{1}.
Les nombres réels a, b, ¢ sont tels que, pour tout réel x différent de 1

(ax +b)x —1)+c¢c=—-2x%*+5x — 4
soit : ax*+(b—a)x —b +c=-2x2+5x —4

a, b, ¢ vérifient le systéme d’équations :

a=-2
{b—a=5 donc a=-2, b=3, ¢=-1.
—b+c=-4

Dot : VxeR- {1} g(x)—-—2x+3———i—-1-

2. Asymptote non paralléle aux axes.

La relation g(x)—(—2x +3)= - !

] montre que g(x)—(—2x +3) tend vers 0 _

lorsque x tend vers + » ou ~ . La courbe C admet donc pour asymptote la droite
D d’équation : y = —2x + 3.

Six>1, g(x)—(—2x +3)<0; donc C est «au-dessous» de D.
Six <1, g(x)—(~2x +3)>0; donc C est «au-dessus» de D.

3. Etude des variations de g.

Remarquons que : lim g(x)=+ oo et lim g(x)=— o,

X e e OO X - 002
Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures (resp. inférieures), (x — 1) tend vers 0
par valeurs positives (resp. négatives) donc g(x ) tend vers — (resp. + @), La
droite d’équation x = 1 est donc une asymptote de la courbe C.
La fonction g est dérivable sur D et ;

1 —2x2+4x —1
! =D : 2 e
g'(x)=-2 GoIp soit  g'(x) =17
g'(x)=0 si et seulement si: —2x2+4x —1=0
- +
soit : ’=2 2\/5'—*0,29 et x"-—-2 2\/i=1,71.
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On en déduit le tableau de variations :

x — 00 x' 1 x" 4+ o
g'(x) - 0 + + 0 -
+ oo +2 M
g(x) N Vi 7 N
a -2 —
a=g(x')=~2(2_\/§>+ _2 ina=38.
2 v -V2 _
2+V2 2
M = (x")=—2< )+3———=1—2\/§=—1,83.
& 2 V2

On en déduit le tracé de C (fig. 5).

V1 .
4

(A-7)

; Fig. 5

(A=1)

Ay

4. Intersection de C et de A,,.
Une équation de A,, est y =mx.
Les coordonnées des points d’intersection.de C et A, vérifient le systéme

d’équations :
y =mx
—2x%*+5x —4

S
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En éliminant y, on obtient « I'équation aux abscisses des points d’intersection >[> .

Problemes

—2x%+5x —4 :
, my =—————, g
x—1
soit : 2+m)x*—(m+5)x +4=0. (1)

Le discriminant de I'équation du second degré est le trindme :
(m +5)*~16(2+m) soit m?—6m —7 dont les racines sont —1 et 7.

D’ou les résultats :

Si'm <—1 ou m >7 ...deux points d’intersection (m # -2). -
Sim = —1o0um =7 ...deux points confondus.
Si~1<m<7... aucun point d’intersection.

Si m = —2, I’équation est du 1°" degré, un point d’intersection.

On vérifie que les droites A_, et A, sont tangentes a C. Ainsi apparaissent deux
secteurs opposés, limités par ces droites, telles que A,,, coupe C en deux points.

5. Calcul d’une primitive de g.
Sur chacun des intervalles J— o, 1[, 11, + o[, la fonction g est continue et admet
une primitive G telle que :

G(x)=~x?+3x —Log |x—1|-

6. Calcul de I’aire. ‘
Déterminons les points d’intersection de C et de A_s.

4
Pour m = -3 I’équation (1) s’écrit :
4, 4 . 2
(2—§)x - <~§+5>x +4=0 soit 2x?—11x +12=0.
. 3 :
Les racines sont: x, =5 et x,=4.

L’aire demandée est :

4 1 4 4y 2 1
./E~§[<—2x+3——x_1)—<—§x)]dx——f% <—§x+3—~x_1>dx,

2
x2 4 16 9 9 1
s [EA—, e, — = [— p— — .—._....{.._—- —
A [ 3+3x Log(x 1)]% < 3+12 Log3> < TR Logz),

5
A =%-L0g 3—Log 2=1,125.

L’unité de surface étant 4 cm?, on obtient :

3 .
A= -5-5- ~4 (Log 3+ Log 2)=4,50 cm* soit 450 mm?>.
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B Courbe d’équation y*= x> — 6x> +9x

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0, i, | ) dans lequel seront tracées les
courbes demandées. Les vecteurs unitaires ont pour longueur 2 cm.

A) a) Déterminer les réels a et b pour que la fonction f définie par
flx)=(ax +b)Vx

admette un minimum égal a —?2 pour la valeur x =1 de la variable.
b) Etudier la fonction g définie par g(x)= G —x)Vx.

¢) On appelle C la courbe représentative de g; donner une équation de la tangente au
point d’abscisse x =3. On précisera I’angle qu’elle fait avec I’axe x'Ox.

d) Construire la courbe C. En déduire la courbe C' représentative de la fonction f
dans le méme repére. On placera en particulier les points d’abscisse x =4.

B) a) On considére I’ ensemble E des points du plan dont les coordonnées x et 'y
vérifient la relation

y2=x(3—x P =x>—6x>+9%.
Montrer que E=CUC".

b) Déterminer en cm?® [’aire du domaine D délimité par la courbe E et

N . .o 1
correspondant & 0 <x <3. On donnera une valeur approchée de cette aire a 7 1073,

¢) Déterminer le volume engendré par la rotation du domaine D autour de [’ axe

, 1
x'Ox (en cm?®). On donnera une valeur approchée de ce volume a 3 1073,

C) a) Discuter graphiquement suivant les valeurs du paramétre m le nombre de
solutions de 1’équation :

x3—6x24+9x —m?*=0.

b) Résoudre les équations
g3 —~ 6> +9e* —~4=0
(log xP® ~6 (log x> +9log x —4=0.
On donnera une valeur approchée de la solution non rationnelle a 107%.
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Partie A. /

a) Détermination de la fonction f. |
La fonction f est définie, sur Pintervalle [0, + [ et dérivable sur J0, + ?0[.

ax +b 3dax +b
f(x)=aVx+—T= .
2Vx  2Vx
b
f{(x)=0 si et seulement si x = e

Cette valeur représente un extremum de f donc :
b .
1= ——  50it 3ag=-—b.
3a

D’autre part f(1)=—-2 donc a +b = —2.
Les réels a et b vérifient le systéme d’équations :
{3a +b=0

at+b=—2 soit (a=1,b=-3)

Donc : fx)=(x -3)Vx.

b) Etude de la fonction g : x +—— (3-x)Vx.

La fonction g est définie et continue sur [0, + ]
8(0)=0. Quand x tend vers + o, g(x) tend vers — o« ,
g est dérivable sur 10, + o[ et :

3—x 3(1-x)
g'x)=-Vx+—== -
2Vx  2Vx
On en déduit le tableau de variations :
X 0 1 + o
g'(x) + -
2 -
g(x) 7 N
0 —

¢) Tangente a la courbe C au point d’abscisse 3. :
Le coefficient directeur de la tangente au point (x=3,y=0) est

. 3.
(3)= ——=—V3.
£'G) V3
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Une équation de la tangente en ce point est :

y ==V3(x —3).
L’angle de cette droite avec x'Ox est, dans le plan orienté, -—;—T~
On en déduit le tracé de la courbe C (fig. 6).
Fig. 6

X

On remarque que, pour tout x positif, f(x )= —g(x). La courbe C’' se déduit donc de
la courbe C par symétrie d’axe Ox.
On vérifie que g(4)= -2 et f(4)=2.

Partie B.

a) Etude de E.

L’équation de C est: y —(3 - x)Vx=0.

L’équation de C' est: y —(x ‘-3)\/3-(:0.

Un point M(x, y) appartient & I’ensemble E=CUC', si et seulement si :
[y -B-xVx][y - (x =3)Vx]=0

" soit, en développant :

y2=(3-xYx =0

d’ol : y?*=x@B—-x)P=x>—6x*+9x.

b) Aire du domaine D.
1.’aire du domaine D est :

74 =f3[g(x)—f(x)]dx =f32(3—x)\/?cdx =f3(6\/§c—2x\/;c)dx.
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T

N 2 .2
Une primitive de Vx ou x? est 3 x3# soit 3 xVx. /

N 2 s 2
Une primitive de xVx ou x? est §x§ soit gx"'\/)—c.

Donc :

=[4xw-§xzﬁ]:=1z\f—§5§w%\/§.

L’unité de surface étant 4 cm? :

fe--—\/‘ = 33,255 cm?.

¢) Calcul du volume engendré par D.

3 3 . 243
v=f w[f(x)]de=wf (x®—6x2+9x)dx =7 [%—2): +9—’2‘—]0

V= fw[f(x)]zdx f(x —6x2+9x)dx = w[x—-Zx 4&‘-—]

4 2
81 81 27
V= 17‘(—4-—54 2)-—'2-’#.

L’unité de volume étant 8 cm?,

V =54 = = 169,646 cm®.

Partie C.
a) Etude de I'équation x*—6x>+9x —m?>=0.
Elle s’écrit : m2=x3—6x%+9x.

Elle représente les abscisses des points d’intersection de la droite d’équation y = m
avec la courbe E=CUC'. Donc : :

— si m < —2 ou m>2, une solution
— si m =-2 ou m =2, deux solutions
— si —2<m <2, trois solutions.

b) Résolution des équations.
En posant e* =X ou log x =X, chacune des équations s’écrit :

X3~ 6X2+9X =4.
Pour m =2, les solutions sont X=1 et X=4 donc :

e*=1 soit x=0 et e*=4 soit x=Logd4=1,3863 | S={0,Log4}

logx=1 soit x=10 et logx=4 soit x=10* | S={10;10%}.
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‘ \ . 1
5] Famille de fonctions f,, : x —> x - Log x
A tout nombre réel m, on associe la fonction f,, définie sur 10, + oo { par:
1
fln(x)=-x _;"’Tl Log X.

On appelle C,, la courbe représentative de la fonction f,, dans un repére orthonormé
(O, ij ) (unité : 4 cm).
A) 1. Montrer que toutes les courbes C,, ont un point commun A.
2. Déterminer la fonction dérivée f,, de la fonction f,,.
3. Pour quelles valeurs de m, f., est-elle positive ou nulle sur 10, + o [?
B) Dans la suite du probléme, on désigne par g la fonction f., correspondant a
m=2. :
N 1
1. Calculer a 1072 prés : g(~2—); g(1); g(2); g(4).

1
2. Comparer g (;-) et g(x).

3, Etudier les variations de la fonction g.

4. Tracer la partie de la courbe C, représentant la fonction g sur ’intervalle 10, 4].
Déterminer le point de C, dont I’abscisse est solution de I’équation g"(x)=0.
Quelle est la tangente en ce point a C,?

C) Soit h la fonction définie sur 10, + [ par h(x)=x Log x —x.

1. Déterminer la fonction dérivée de h.
En déduire les primitives de la fonction g.

2. Calculer, en cm?, I’aire du domaine limité par la courbe C,, I’axe des abscisses
et les droites d’équation x =1 et x =4.

Partie A.
1. Point commun aux courbes C,,. ;
Le point A de coordonnées (1,0) appartient & toutes les courbes C,, car
1 .
fm(1)=1—~T—m Log1 soit f,(1)=0.
2. Fonction dérivée f,.

La fonction f,, est définie et continue sur 10, + o[,
Etant la somme de fonctions dérivables, elle est dérivable sur 10, + o [.

1 m . 2. +1
frx)=1+——2 soit | fix)="—mg—-
i X X X
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3. Signe de f,(x). ,
Falx)=0 si et seulement si (x2—mx +1)=0 sur R**, /
Le discriminant du trindme est m?2 — 4.

Sim?—4<0soit —2<m <2, f!(x) est du signe du coefficient de x?, donc f1(x)
est positive ou nulle sur 10, + oo [. '

Partie B.

p 1

Etude de la fonction g définie par g(x) =x ———2 Log x.
x

1. Calcul de valeurs particuliéres.

1 1 1 3
g<§>—§—2—2 Logé-— -——2-+2><O,693- - 0,11

g(h)=0 1 ;
g(2)=2—§~2L0g 2=—2-—2><0,693=0,11

8(4)=4-%—2L0g 4=125-——2>< 1,386 =0,98.

1
2. Comparaison de g(x) et g (;-)

1 1 1 1
—) = ——y -2 ———y :
g(x) x Log x +2Log x

Donc pour tout x €10, + [, g(;l—) = —-gx)

3. Variations de la fonction g.
Déterminons la limite de g (x ) quand x tend vers 0. Pour cela remarquons que :

glx)=x -—;1-(1+2x Log x).

Sachant que lim (x Log x)=0, on en déduit que lim g(x)=—o.

X -0 x>0

En utilisant la partie A, on obtient :

g'(x)

-1
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On en déduit le tableau de variations :

X 0 1 + o0

g'(x) + 0 +

g(x) __—

4. Tracé de la courbe C,.

YA

r Fig. 7

-
N
FN N

La fonction g’ est dérivable sur 10, + o[ et:

_ 2 —1\2 — — —
g,,(x)=2(x 1)x x42x(x 17 _2x(x 1)[;4 (x-1D]

soit : g'(x)= —2—(%;—12

g"(x)=0 si et seulement si x =1.
Au point (1, 0) le coefficient angulaire de la tangente & la courbe est g'(1)=0.

Donc la tangente a ce point en C, est I’axe Ox.
On en déduit le tracé de la courbe C, (fig. 7).

Partie C.
1. Primitives de la fonction g.
La fonction h est dérivable sur J0, + o et :
' 1
h'(x)=Logx +x i 1=1Log x.
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Les primitives de g sur R¥ sont les fonctions G telles que :

"

G(X)=%—L0gx —2(x Logx —x)+k

2
soit : ‘G(x)=£2-+2x-—Logx—2x. Log x + k.-

2. Calcul de I’aire du domaine plan.
4
# =f g(x)dx = G(4) — G(1)
A —36-+8 Log4—~8Log4-— < +2)=2———9 Log 4.

L’unité de surface étant 4 cm?, on obtient :

| # =54-36 Log 4=4,09 cm®.

: 2 Log |x
Fonction F : x +—> x +1+_—xgu
Soit F la fonction de R vers R définie par :
Fx)=x +1 +12_.]‘_'9;;_|f_|.

1. Déterminer 1’ensemble de définition de F.

2. Montrer que la droite d’équation y =x +1 est une asymptote Da Ia courbe

représentative C de F.

Déterminer les points d’intersection de la courbe C et de cette asymptote D, ainsi

que la position de C par rapport a cette asymptote.
3. Determmer la fonction dérivée F' de F.

Soitv(x)=x2+2-2 Log |x|. Etudier les variations de la fonction v. En déduire le

signe de v(x), puis le signe de F'(x).

4. Etudier les variations de la fonction F et tracer la courbe C dans un repére

orthonormé (O i,j ) (unité de longueur 1 cm).

5. Démontrer que la courbe C posséde un centre de symétrie ().

6. Déterminer la valeur de I'aire £(a) du domaine plan limité par la courbe C,

I’asymptote D et la droite d’équation x =a(a =1).

Déterminer o, avec la précision permise par les tables pour que #(a)=16.
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1. Ensemble de définition de la fonction F.
La fonction F est définie sur R¥=]—, 0[ U0, + = [.

2. Etude de ’asymptote D a la courbe C.
2 Log |x]|
Remarquons que F(x)—(x +1)=———

tend vers 0, donc la relation

. . ... 2Loglx
Quand x tend vers plus ou moins I'infini, ——;g—l—-l

précédente montre que la droite d’équation y =x + 1 est une asymptote a la
courbe C.
Les coordonnées des points d'intersection de D et C vérifient le systéme :

{y=x+1+‘_2.}:%g.lf—|.

y=x+1
Donc les abscisses des points d’intersection vérifient I'équation :
g 1=+ 142 Roelxl
X .
soit : Log|x|=0 donc x=1 ou x=-1L
Les points d’intersection de C et D ont pour coordonnées :

. . N - . L
" Pour étudier la position de C par rapport a D, étudions le signe de Oilxl :
X — 00 —1 0 1 + o0
L -
J’—i—'—ﬂ - 0 o+ - 0 o+

On en déduit que :
— dans les intervalles J— o, —1[ et 10, 1[ la courbe C est au-dessous de Dj;
— dans les intervalles 1—1,-0[ et [1, + [ la courbe C est au-dessus de D.

3. Etude de F'(x). ‘
La fonction F est dérivable sur R* et :

;lc--x~Log!x|
F(x)=1+2- pE:

=x2+2—2Log}x|.

x2

v(x)

x2

soit : F(x)=
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La fonction v est dérivable sur R* et :

2_
U’(x)zz_x —zzg(L.._]_).
X X

2(x — I)x + 1)'
X

soit : v'(x)=

On en déduit le tableau de variation de la fonction v :

X — 00 -1 0 1 -+ oo
v'(x) - 0 + - 0
v(x) N 3 Va N 3 V

On en déduit que v(x) est positif sur R*. Donc F'(x) qui est du signe de v(x) est
positif sur R¥*,

4. Variations de la fonction F.

Log |x
Quand x tend vers + © (— ), —i—l—l

Log |x |
x

tend vers 0, donc F(x ) tend vers + o (— o ).

Quand x tend vers 0, tend vers — « six >0, vers + « si x <0, donc F(x)

tend vers — o« si x est positif, + o si x est négatif.
Indiquons le tableau de variations de F :

X ~ o0 0 +
F(x) o+ +
+ o0 + o
F(x) 7 A
—_ — 0

Xy

Fig. 8
152



Problémes

5. Centre de symétrie de S). ,
Le tracé de la courbe C fait apparaitre un centre de symétrie au point (0, 1)
intersection de D avec Oy, _
Considérons le repére (Q, i,j ) Si (X, Y) sont les coordonnées d’un point M dans
ce repére alors :
{x =X ]
y=1+Y.

Une équation de C dans ce repére est :
2 Log |X| 2 Log |X|

X
2 Log |X]

X .
pour tout X de R*, f( — X)= — f(X), donc la fonction f est impaire ce qui entraine
que le point ) est centre de symétrie de C.

1+Y=X+1+ soit Y=X+

Si f est la fonction : X p—> X+

6. Calcul de I’aire du domaine plan.
L’aire du domaine plan est :

./E(a)éfu[F(x)~(x +1)]dx =F2L°gx
1 1

dx

A(e)=[(Log x}*]; soit | A(ax)=(Log @)

Si A(a)=16 alors Loga=4 ou Loga=-4
Comme « > 1, on en déduit que Loge =4 donc:

a = e¢* =54,60.

1
x(Log x)*

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x telle que :

fx)=

Bl Etude de la fonction f : x +—

1
x(Log x 7

1. Quel est I’ensemble de définition de f; déterminer les limites de f aux bornes de cet

ensemble. On admettra que lim x(Log x*=0.
X -0
x>0
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2. Résoudre dans R I’inéquation :
2+ Log x >0.
En déduire le signe de I’expression : ‘
' A= —(2 Log x) Log x.

3. Etudier les variations de [ et tracer sa courbe représentative C dans un plan muni
d’un repére orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy (unité graphique : 2 cm).

4. Déterminer une équation de la tangente @ C au point d’abscisse x = e. Tracer
cette tangente.

5. On considére la fonction F telle que F(x)= .
ng X

a) Calculer sa dérivée F'.

b) Soit a un nombre réel supérieur a 3. Calculer, en cm?, I'aire #(a) du domaine
plan, ensemble des points de coordonnées x et y, tels que :

3sx<a et O0sysf(x).
Donner en cm? une valeur approchée de cette aire lorsque o =9.

¢) Calculer lim #{(a).

@ - o

1. Ensemble de définition de la fonction f.
La fonction x +—— Log x est définie pour tout x > 0. D’autre part Log x =0 si et
seulement si x = 1. Donc I'ensemble de définition de f est :

10, TUll, +of.

Quand x tend vers 0, x(Log x )* tend vers 0 (par valeurs positives) donc f(x ) tend
vers + o,

Quand x tend vers 1, f(x) tend vers + o

Quand x tend vers + o, x(Log x)* tend vers + o, donc f(x) tend vers 0.

2. Signe de I’expression : —(2-+Log x) Log x.

L’inéquation 2 + Log x >0 est équivalente & Log x > — 2 soit :
' 1
Log x >Log e

La fonction Log étant strictement croissante, on en déduit x >—- .
e

On en déduit le signe de A= —(2+ Log x)Log x.
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X 0 21—5 i + o0
Log x - - 0 +
2+Logx - 0 + +
A - .0 + 0 -

1
Sur ]0, ;—2-[ et sur J1, + o[, A<O0.
1
]'-‘;a 1[ A>0.
22

Sur

3. Etude des variations de la fonction.
La fonction f est dérivable sur son ensemble de définition et :

1
L 2+ 2x (L -
(Log x) x( ogx)x,__“(Logx)2+2Logx
x*(Log x)* x*(Log x)*
oy 2+Llogx
)= = og £y

. . . 1
f'(x)=0 si et seulement si 2+ Log x =0 soit x ==

flx)y=—

Donc :

f'(x) est du signe de A = —(2+ Log x) Log x. On en déduit le tableau de variations
de la fonction.

1
X 0 — 1 + o0
22
fi(x) - 0 4 -
+ oo - 00 -+ oo
f(x) N 2 N
m 0

1 2
Remarquons que m =f(e—5) = 54-= 1,85.
On en déduit le tracé de C; les droites d’équations x =0, x =l et y = 0 sont des
asymptotes & la courbe (fig. 9).
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4. Equation de la tangente a C au point d’abscisse e.

. . . L . 1
Le coefficient angulaire de la tangente 4 C au point A(e, —e-) est :

-3
f'(e)=-e—2'
Une équation de la tangente & C au point A est :
3 (x —e) soit 3 +4
S p— —_ T - — -—
YT e? ’ e? e

5. Etude de F' et calcul d’aire.

a) La fonction F est dérivable sur 10, 1[ U J1, +oof et
1

x(Log x )2

La fonction F est donc une primitive de la fonction ~f.

Fx)= —

b) L’aire #(a) du domaine plan est :

#(@)= ) dx = ~[Fa) - F®)]

. 1 1 s
: = — e te).
Donc ) Aa) Tog3 Loga (unité)
L’unité de surface étant 4 cm? .ft(a)=4( ] —-——1——> cm?
’ Log3 Loga ’
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1 1 2
= = [ 1 = e == }, 82, 2,
Lorsquea =9, A(9)=4 (Log 3 2 Log 3> soit | A(9) Tog 3 1,82 cm

¢) Comme lim =(, on obtient :

@ - oo LOga

. ‘
' = =364.
« En:w #(@) Log 3 3,64..

Log |x]
X

L
ngetx: k

B} Fonctions x +— k

Les deux parties du probléme sont dans une large mesure indépendantes; le repére est
orthonormé, I’ unité sur chacun des axes (O, i Yet (O,7) étant 1 cm.

I

1. Etudier, suivant les valeurs de k €R, les variations de la fonction numérique f,

définie par :
Log x

X

fix)=k
Tracer la courbe C, représentative de f, dans (O, 7, j') pour les deux valeurs k = e

. . . 3 N N
et k =—e. On précisera les ordonnées des points d’abscisses 1, 3’ 2, 3’ ead 1073 prés.

2. Soit la fonction numérique g, définie par :
Log |x]|

g (x)=k ————-
X

Préciser ’ensemble de définition de g,. Etudier la parité de g,; en déduire une
représentation C. de g, dans le méme repére que C, dans le cas particulierk = e.

3. Egrire les équations des tangentes a C. aux points d’intersection de C, et de ’axe
(0, {'). Quelle est la position relative de ces tangentes? Le résultat était -il prévisible?

II

On considére la plaque homogéne plane P définie par la courbe C., I’axe des
abscisses et les droites d’équations respectives x =1, x =e.

1. En remarquant que f,(x) peut s’écrire sous la forme f,(x)=eu(x)-u'(x), u'
étant la fonction dérivée d’une fonction u que I’on précisera, déterminer une
primitive de f.. En déduire I’aire en cm® de P.

2. Calculer la dérivée de F: x +—— F(x)=%x2 (Logx —-;—) En déduire le

moment d’inertie de P par rapport a y'y. Exprimer ce moment d’inertie en fonction
_de la masse M de P.
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- L -
1. Etude des fonctions f, définies par f (x)=k 08X,

La fonction f, ést définie et continue sur 0, + o .

L
Quand x tend vers 0, o8 X

tend vers — o

X =0 X0

Si k<0, limfi(x)=+oo; sik>0, lim f,(x)=— o,

Logx

Quand x tend vers + o, tend vers 0, donc f;(x) tend vers 0.

Sur Iintervalle 10, + «[ la fonction f, est dérivable et :

1

—-+x —Log x

, x . , k(1—1Logx)
o) =k -———— soit fix)=——2""
Filx)=0 si et seulement si Log x — 1 =0 soit x =e.

On en déduit le tableau de variations suivant le signe de k :

1 k<0 k>0
X 0 e + o X 0 e
Filx) - 0 + fux) S+ 0
+ oo 0 k
: e
fi(x) N 7 fi(x) 7
k —w
z .

k
Remarquons que f, ()= .

Précisons les coordonnées de certains points des courbes C, et C_,.

f.(x) 0 0,735 | 0,942 0,99 1

fo.(x) O —0,735 | —-0,942 '[-0,996| = —1
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Les courbes C, admettent pour asymptotes les axes des coordonnées (fig. 10 et 11).

) v/
Y Fig. 10 Fig. 11 I
C-e Il
! 11
f 2 TP,
/ /T\
1
1 1€ - i Bp./ A i 1y -
0 \j/ x g ~2 /—1 [8) 1 2 e x
) IO ; Sl

. Log [x

2. Btude des fonctions g, définies par g,.(x)=k -——g—l——l

La fonction x —— Log |x| est définie pour tout x non nul. On en déduit que

I'ensemble de définition de g, est 1—o,0[ U0, + = [.

Remarquons que pour tout x réel non nul : '

Log |x|
x

g (—x)=k = —g.(x).

On en déduit que la fonction g, est impaire.
La courbe C. admet dont le point O comme centre de symétrie.
On en déduit le tracé de C!, en effectuant sur C, une symétrie de centre O (fig. 11).

3. Tangentes a C. en certains points.
C! coupe x'Ox aux points A(l, 0) et B(—1, 0).-
Le coefficient directeur de la tangente & C, au point A est:

gul)=fuh=e.

Une équation de la tangente & C, au point A est :

k(1—Log |x])
xz

Comme pour tout x non nul, g, (x)= » le coefficient directeur de la

tangente & C. au point B est:
, gd—D=e
Une équation de la tangente & C, au point B est :

y=e(x +1).

Les tangentes sont paraliéles ce qui était prévisible d’aprés I'existence du centre de
symétrie O, milieu de [A, B], de la courbe C,.
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II

Log x
1. Primitive de f, : x +— ¢ £X.

1
Soit f,(x)=e-Log x g

En posant u(x)=Log x, on obtient f,(x)=e - u(x)-u'(x).
Donc sur 10, + [ une primitive de la fonction f, est la fonction # définie par :

h(x)=§(L0g X)2.

L’aire de la plaque est :

= [ 1,600 dx =h(e) k(D=5 (em) [ £ =1,359 enr’
1 .

2. Moment d’inertie de la plaque par rapport a y'y.
La fonction F est dérivable sur 10, + o[ et :
1 I 1 1
F R < — ._.) e X2,
(x) 5 2x{Log x 2) 3 X .

Soit : F(x) =x- Log x.

Le moment d’inertie élémentaire d’une bande de largeur Ax, paralléle 3 Oy et :
Al=x?f(x)-Ax.
Donc, le moment d’inertie de la plaque par rapport & Oy est :

e L e
I=f xz-e—oifdx=e x Log x dx

1 X
I=e(F(e) - F(1))

1 1
avec F(e)xi e2-}ze2=%e2 et F(1)= -7

: —oflez 1)=£ 2
Donc : I e<4e +4 4(e + 1.

En supposant que la densité surfacique de la plaque soit égale & 1, M = A =§,

donc :

M
= e*+1).
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Etude de la fonction : x — ¢~ —x +1.

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

fx)=e ™ —x +1.

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy (unité graphique : 2 cm).

1. Etudier les variations de la fonction f. On admettra que :
lim f(x)=+4o,

X e — OO

2. Montrer que la droite D d’équation y = —x + 1 est une asymptote de C; préciser
la position de C par rapport a D.

3. Calculer avec I’approximation permise par les tables numériques :

M, f.n, f(12), f(1.3), fO3).

La courbe C coupe Ox au point A. En déduire un encadrement de |’ abscisse de A.
Tracer C et déterminer une équation de la tangente ¢ C en son point d’intersection
avec Oy.

4. Sachant que X est un réel supérieur & 2, calculer en cm?, I’ aire 4 (A ) du domaine
plan, ensemble des points de coordonnées x et y qui vérifient :

2sx<sA e f(x)sys=s0.
Pour A =5, donner une valeur approchée de cette aire en cm® @ 1072 prés.

5. Montrer que la restriction de f a I’intervalle [0, + o[ admet une fonction
réciproque f~' définie sur I’intervalle 1— =, 2].

1. Variations de la fonction f : x +—> e ™ —x +1.

La fonction f est définie et continue sur R.

Lorsque x tend vers + o, ¢ tend vers 0, donc f(x) tend vers — o,
D’autre part f(0)=2.

La fonction f est dérivable sur R et :

flx)=—e™ —1.

Pour tout x réel, f'(x)<0, donc la fonction f est strictement décroissante.

X — +
Fi(x) -
fx)| +w N — 00
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2. Asymptote a la courbe C.
La relation f(x)— (—x + 1) = e~ montre que f(x)— (—x + 1) tend vers 0 quand x
tend vers + o . Donc la courbe C admet pour asymptote la droite D d’équation :

y=-x+1

D’autre part, f(x)— (—x + 1)>0 sur R dont la courbe C est située au-dessus de la
droite D.

3. Intersection de C avec Ox.

f()=e"'—1+1=0,36788

f,)=e "' -1,1+1=0,33287 - 0,1=0,23287
f(1,2)=¢""*-1,24+1=0,30119-0,2=0,10119

f(1,3)=e "2 ~1,3+1=0,27253-0,3= ~0,02747
f3)=e*-3+1=0,04979-2=~1,95021.

La fonction f est continue sur le segment [1,2; 1,3]. Comme f(1,2)>0et f(1,3)<0
alors la fonction f prend la valeur zéro dans I'intervalle ]1,2; 1,3[. La courbe C
coupe donc Ox au point A d’abscisse a telle que : ‘ '

1,2<a <1,3. l

On en déduit le tracé de la courbe C.
La courbe C coupe P’axe Oy au point B(0, 2). Le coefficient directeur de la tangente
4 C au point B est:

m = f'(0)= 2.
Une équation de la tangente & C au point B est :

y—2=-2x soit | y=-2x+2.
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4. Calcul de I’aire du domaine plan.
Sur le segment [2, A] la fonction f est continue donc intégrable; comme f est
négative, I'aire du domaine plan est :

A)= —Lk(e"‘ —x+1)dx =~[—e“" —-52—2-+x])\.

2
2 2
AQA)= ——[(—e"" —%—+/\> -—(~e'2—2+2)]=e“" +£‘—2—-—)\ — e~ % (unités).

L’unité de surface étant 4 cm?,

2

./E(A)=4(e”" +%-—z\ —-e"z) cm?.

Pour A =5, A =4(e"5+22§—5—-e"2)=4(0,00674+7,5—-0,13534).

Soit : { A ~29,49 cm?,

5. Existence d’une fonction réciproque.

La fonction f étant continue et strictement décroissante sur I'intervalle [0, + o« [,
Pimage de cet intervalle par f est 'intervalle ]— «, 2]; elle définit une bijection de
[0, + o[ sur ]J— e, 2]. Donc elle admet une fonction réciproque, définie, continue
et strictement décroissante sur I'intervalle ]— o, 2]. .

Sa représentation graphique s’obtient en prenant le symétrique de I’arc de courbe
représentant f sur [0, + o[, par rapport a la premiére bissectrice.

B FEtude de la fonction : x —> 2(x +1)e™*

Soit la fonction numérique f de la variable réelle définie par :
fx)=2(x +1)e ™

On désigne par C la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére
orthonormé d’axes x'Ox, y'Oy (unité graphique : 2 cm).

f)+fx)

t

1. f' étant la fonction dérivée de f montrer que 'expression : st

indépendante de x.

2. Etudier les variations de f. Tracer la courbe C.

(On rappelle que lim A )

X = 400 X
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3. Calculer une primitive sur Rde f (on pourra comparer : f(x)et 2¢ ™ — f'(x )).

Calculer I’aire du domaine plan limité par C, I’axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x = —1 et x =0. Donner la réponse a 1 mm? prés par défaut.

4. Intégrer 1’équation différentielle y +y'=0.
En déduire la solution de !’équation différentielle :

y+y'=2"7
qui prend pour valeur 1 lorsque x =0.

5. a) Ecrire I’ equatzon de la droite D, tangente @ C au point M d’abscisse a;
application numérique : « = 1.

Calculer [’ abscisse du point P, intersection de D et de l’axe des abscisses lorsque o
est quelconque; application numérique : a = 1. '

b) On donne le point P de coordonnées x =a, y =0.

Combien de tangentes peut-on mener du point P, a la courbe C?

Discuter suivant les valeurs de a.

Lorsqu’il existe deux tangentes possibles, les points de tangence M, et M, ont pour
abscisses «, et a,; calculer a,-a,. .

1. Calcul de f(x)+f'(x).
La fonction f est définie et continue sur R; elle est dérivable sur R comme produit
de fonctions dérivables sur R.

fl(x)=2e " +2x +1)(—e™*) soit fl(x)=-2xe "

Donc : fx)y+f(x)=2e""
soit : J-c(—x);.—'__-;—(-{-)-= 2.

2. Variations de la fonction f.
Quand x tend vers — « , ¢ ~* tend vers + «, (x + 1) tend vers — « , donc f(x ) tend
vers — o,

Quand x tend vers + o Z_ tend vers 0, ¢ ~* tend vers 0, donc f(x)=2 ( +e” >

tend vers 0.
f'(x) est du signe de (—x). On en déduit le tableau de variations :

X —w 0 + o
fi(x) + 0 -
2
f(x) A N
— 0 0
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Indiquons les coordonnées de quelques points de la courbe C.

X -1 0 1 2 {-1,5f -2 4

fx) 0 2 |1,4710,81(—4,48| —14,78 |1 0,18

La courbe C (fig. 13) admet I'axe Ox comme asymptote.

y
2
k
i
"1; - L > Fig. 13
0 2 4 X g-

3. Aire du domaine plan.

Calculons : 2¢e ™ — fi(x)=2(x %+ 1) e ™",

Donc : flx)=2e > — f'(x).
Donc si F est une primitive de f alors :

Fx)=—2¢ ™ —f(x)+k soit Fx)=-2(x+2)e ™™ + k.

L’aire £ du domaine plan est :

# =f f(x)dx = F(0) ~ F(~1) = —4 +2e.

L’unité de surface étant 4 cm?,

A =8e —2)em*=574cm* | soit 574 mm>.

4. Intégration de I’ équation dlfferentzelle y + y '=22e7,
L’équation différentielle y +y'=0 sécrit y'= —y.
Elle admet pour solution sur R, ’ensemble des fonctlons g telles que :

g(x)=Ke™. -
Une intégrale particuliére de I'équation différentielle
yty'=2"" M
est la fonction f car f(x)+ f'(x)=2e~* (question 1.).
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Donc les solutions de I’équation (1) sont les fonctions h telles que :
h(x)’= Ke™ +2(x +1)e ™.

Pour x =0, h(0)=K.t 2=1 .donc. K=-1.
La solution particuliére demandée est la fonction définie par:

y=—e*+2x+1)e ™ soit | y=Qx+1 e

5. Tangentes a la courbe C.

a) Au point M de coordonnées (a, f(a)), une équation de la tangente 4 la courbe C
est :

y=2a+1)e ™ = —2ae"*(x —a). (2)

Pour @ =1, on obtient :

y—de t==2e"(x —1)

soit : y = ~2¢ " 1x +6e~1.

b) Le point P de coordonnées (a, 0) appartient 4 une tangente a C si et seulement si
ses coordonnées vérifient (2) c’est-a-dire :

~2a +1)e™= = ~2ae"*(a ~a),
et, en simplifiant par 2¢ %, on obtient :
a’+(1-a)a+1=0.
Le discriminant de cette équation est :
A=(1—-a)y’—4=a*>-2a -3,

dont les racines sont a, = —1 et a,=3.

On en déduit les résultats suivants :

— sia <~1oua >3, deux valeurs distinctes de a, donc deux tangentes issues de
P;

— si a =—1 ou a =3, une valeur de a, donc une tangente issue de P;

-— si —~1<a <3, pas de valeur de «, donc aucune tangente issue de P.

On vérifie, d’aprés I’équation du second degré en «, que le produit des racines,
lorsqu’elles existent est 1 donc :

aa,=1.
12
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4e*
e*+1

2 Etude de la fonction : x —

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x, définie par :

4e*
f(x)=ex+1~

1. Montrer que f(x) peut s’écrire f(x)=a + ol a et b sont deux constantes

e* +1
que [’on déterminera.
En déduire lim f(x).

X - 00
2. Etudier les variations de la fonction f. Démontrer que le point (0, 2) est centre de
symétrie de la courbe représentative C de la fonction f.
Construire la courbe C ainsi que la tangente en (0, 2) & la courbe C dans un repére
orthonormé (unité : 1 cm).

3. On considére la fonction numérique g de la variable réelle x définie par
glx)=e* +1.

Etudier le signe de [g (x)—f(x )], construire sur le graphique précédent la courbe
représentative T de la fonction g et la tangente a cette courbe au point d’abscisse
xo=0. Que peut-on en déduire?

4. Déterminer une primitive F de f et une primitive G de g.

Calculer, en centimétres carrés I’aire du domaine plan compris entre les courbes C
et T et les droites d’équations x =0 et x =1 (on donne Log(e + 1) =

1,313 Log 2 = 0,693).

5. Démontrer que sur R, la fonction g admet une fonction réciproque k.
Déterminer k (x ); construire sur le graphique précédent la courbe représentative T" de
la fonction k. ' :

1. Autre expression de f(x).
Pour tout x réel,

CMe*+1)—4 4e*+1) 4
Tet 1l et +1 e* +1

f(x)

Donc : fx)y=4-

e +1

Quand x tend vers + o, (¢* +1) tend vers + «, donc ] tend vers 0.

e* +

On en déduit : lim f(x)=4.

X = 400
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2. Variations de la fonctzon f.

Pour tout x réel, e* +1 est strlctement positif, donc la fonction f est définie et
continue sur R.

Quand x tend vers — «, ¢* tend vers 0, donc f(x) tend vers 0.

Sur R, f est dérivable :

X

fiix )_m

Sur R, fi(x)>0 donc la fonction f est strictement croissante.
On en déduit le tableau de variations :

X — 0 -+ oo
fiix) +
: n
f(x) A
0

Montrons que le point (0, 2) est centre de symétrie de la courbe.

Si w_est le point de coordonnées (0, 2) déterminons 1’équation de C dans le repére
w, i,j

Si (X, Y) sont les coordonnées d’un point M dans ce repére, alors

x=X et y=24+Y.
Dans ce repére (w, i j*) I’équation de C est définie par :

. X _ .
soit Y=2(e 1

' -+ :4— mm—————
2+Y e*+1 eX+1

Dans ce repére, C représente la fonction h telle que :

L (e*=1)
hX)=2"0
e X1 1 —e*
R=X=2 sy =ty

Donc pour tout X réel, h( —X)= — h(X).
La fonction h est impaire donc @ est un centre de symétrie de C.
Pour tracer la tangente a C au point w, déterminons son coefficient directeur :
=f(0)=1.
On en déduit le tracé de la courbe C (fig. 14).
4e72 4e?
Remarquons que f(— 2)————:—— 0,48; f(2)———————] 3,52. ,
La courbe C admet pour asymptotes les droites d’équationy =0ety =4 (f]g 14).
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vl IF
v
,/
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4 C
7/
S
w , F'
s o o
____——_'% 7/ ,—"’
—_—’// 1 /// ,//f .
# Fig. 14
210 (17 X
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3. Etude de la fonction g : x +— e* +1.
La fonction g est définie, continue, dé(rivable sur R, donc :

1
g'(x ) =g
On en déduit que la fonction est strictement croissante sur R.
Etudions le signe de g(x)—f(x):

g(x)—f(x)=e* +1— 4e= _(e* +1p—

e +1 e +1
, _(ex -1
f,'(x)—f(x)~———~—,e,c+1

Donc, pour tout x réel, (g(x)—-f(x))BO.
On en déduit que la courbe T est située au-dessus de la courbe C.
Comme f(0)=g(0)=2, C et T ont un point commun w(0, 2).

En ce point, f'(0)=g'(0)=1. Les tangentes 2 C et I au point » ayant le méme
coefficient directeur, elles sont confondues. On dit que les courbes C et I' sont
tangentes au point o. .

4, Calcul de I’aire du domaine plan.
Une primitive F de f sur IR est telle que :

: F(x) 4 Log(e™ +1).
Une primitive G de g sur R est telle que :
G(x)=¢e* +x.

L’aire du domaine plan est : '
= [ T~ 10) 65 = 61~ F) ~(60)~ FO))
A ~e+1—4Log(e+1)—-1+4 Log2=e —4Log(e +1)+4 Log 2,
soit A& =2,718 — 4 X 1,313 + 4 x 0,693 = 0,238 cm®. .
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5. Fonction réciproque.

La fonction g étant continue et strictement croissante sur R, I'image de R par g est
I'intervalle 11, + «[; elle définit donc une bijection de R sur ]1, + [. Donc g
admet une fonction réciproque k, définie, continue et strictement croissante sur
Pintervalle J1, + o[, Co

De la relation y =e* + 1 on déduit e* =y — 1 soit x =Log(y ~ 1).

La fonction k est telle qhe | k(x)=Log(x — 1).

Sa courbe représentative I'" se déduit de T en effectuant une symétrie par rapport i
la droite d’équation y = x.

EE  Erude de In fonction : x —> e¢*(x*-3)

1. Soit la fonction f de R dans R définie par :

fx)=e*(x2-3).
a) FEtudier les variations de cette fonction, ef fracer sa courbe représentative C dans
un repére orthonormé (O, i, ) du plan, d’axes Ox, Oy. (Unité : 2cm.)
b) Tracer dans ce méme repére la courbe représentative T de la fonction g, définie
dans R par g(x)=e*. (On rappellera le tableau de variations de g.)
¢ ) Déterminer les coordonnées des points d’intersection A et B, des courbes C et T,
E et D, de la courbe C avec !’axe Ox.

On admettra que : lim (x%e*)=0.

X = =00

2. Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes, la variable étant
le réel x : '

F, déﬁn'ie par Fi(x)=e*(x>-2x — 1)
2x
F, définie par Fz(x)=e—2— (x“—-zx3 —3x2+43x +—1;)

3. Calculer I’aire, en centimétres carrés, du domaine plan limité par les arcs AB des
deux courbes C et T.

4. Calculer le volume, en centimétres cubes, du solide engendré par la rotation
autour de Ox, du domaine plan limité par I’axe_Ox et I'arc ED de la courbe C.
L’espace est rapporté au repére orthonormé (O, [, |, k) (unité 2 cm). (On utilisera
I’un des résultats obtenus au 2.)

1. a) Variations de la fonction f définie par f(x)=(x*>-3)e".
La fonction f est définie et continue sur R. '
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Lorsque x tend vers + «, (x2-3) et ¢* tendent vers + ©, donc :
lim f(x)=+»®,

X = +oo
Lorsque x tend vers — o, x2e* et 3e* tendent vers 0, donc :
lim f(x)=0.

X e —00

La courbe C admet donc Ox pour asymptote.
Sur R, Ia fonction f, produit de deux fonctions dérivables est dérivable :
fi(x)=2xe* +(x*=3)e* soit f'(x)= (x2+2x —3)e*.
fi(x)=0 pour x*+2x—3=0 soit x=1, x =3
Le signe de f'(x) est celui du trindme (x2+2x —3). On en déduit le tableau de
variations :

X - —'3 1 +
f'(x) + 0 - 0 +
< M- ' + o
f(x) 7 7
0 N m

M = f(~3) = 6¢~3 = 6 X 0,04979 = 0,299
m = (1) = —2€ = ~2 X 2,718 = —5,437.

La courbe C coupe Ox aux points
dont les abscisses vérifient I’équation :

x*—-3=0
d’ol les points :

E(-V3,0);  D(V3,0)

On en déduit le tracé de la
courbe C (fig. 15).

xy

Fig. 15
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b et ¢) Courbes C et T.
Rappelons le tableau de variations de la fonctxon g:Xx b— e*

X - o0 A -+ oo

/ + o0

Les courbes C et I se coupent aux points dont les coordonnees vérifient le systéme
d equatlons

y=(x*-3)e*
{y =e*
Les abscisses des points d’intersection sont les solutions de I’équation :
(x2—3)e* =e* soit x2—-4=0.
On obtient donc :

Ax=-2y=e"2=0,135) B(x =2;y =¢>=1,389).

2. Dérivation des fonctions F, et F,.
Les fonctions F, et F,, produxt de fonctlons dérivables, sont denvables sur R.

F(x)—'e"(x =2x —1)+e*(2x —2) soit Fi(x)=(x2~3)e*
Fix)=e* (x —2x3—3x2 +3x+]25>+——(4x —6x? —6x +3)
Fy(x)=e*(x*—6x2+9).

Soit : Fi(x) = (x%—~3)%e>~,

3. Calcul de I’aire # du domaine plan.
Les deux fonctions f et g continues sur R sont intégrables sur [—2; 21

A =f [e(x)=f(x)] dx =[G(x) ~ Fy(x) E.
-2

Or G(x)—F(x)=e* —(x2—2x — 1)e* = (—x2+2x +2)e*.
Donc: £ =(-4+4+2)e*~(-4—4+2)e 2=2¢2+6e~2 (unités).
L’unité de surface étant 4 cm?,

A =8(e*+ 3¢ %) cm?®

soit £ =8-(7,389+3%0,1353) donc A4 =62,36 cm?.
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4. Calcul du volume.
Le volume engendré par la rotatlon du domaine plan autour de Ox est:

\Y =f alf(x)Pdx.
-3

Or F, est une primitive de la fonction f* donc :

V= W[Fz(\/g) - Fz(‘\/g)]
F(\/§)=f’f\—fi(9—6\/'—9+3\f+1§>=‘322\/3 (-123-3\/5)

F(-V3)=5 <9+6\/‘ 9-3V3+ ) —;\/3(125”\/3).

Donc: V= 3 [ 2*/3(15 3\/—> ‘2\/3(—2—+ 3\/§>] (unités).
L’unité de volume étant 8 cm?,
V= 47{-12—5 (e2V3 - e~ 2V3) - 3\/§(e2\/5 + e"z\/i)].

Or: e?V?=31,948;, ¢ 2V3=0,031
V =47[7,5 x (31,948 — 0,031) — 3 x 1,732(31,948 + 0,031) | =920 em?.

EEl Etude de la fonction f: x —> (e™ +1)(e™ —3)

Soit la fonction numérique f définie par f(x)=(e* + D(e* —3).

1. Etudzer cette fonction et tracer sa courbe représentative C dans un repére
(O i,J ) orthonorme (Unité de longueur : 2 cm.)

2. Soit A le point de C dont I’abscisse annule f"(x).

a) Quelle est I’équation de la tangente D a C en A? Soit d la fonction représentée
graphiquement par D.
b) Soit g la fonction définie par :
g(x)=f(x)—d(x).
Log2 3
Montrer que g(x)=e> —2e* +;+ 02g +4

¢) Etudier les variations de la fonction g.

d) En déduire la position de C par rapport a la droite D.

3. a) Soit B le point d’intersection de la courbe C et de la droite A d’équation
y = -3,
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Soit S la surface limitée par la courbe C, la droite A, I’axe y'Oy et la paralléle a cet
axe passant par B.

Quelle est 'aire A de S exprimée en cm??

b) Pour A <0, calculer I'aire a (A ) de la surface limitée par la courbe C, la droite A,
Iaxe y'Oy et la droite d’équation x = A.

¢) Quelle est la limite de A(A) quand A tend vers — o ?

4. a) Déterminer 1'image 1, de lintervalle [0, + »[ par f et limage 1, de
lintervalle 1— « , 0] par f.

b) Soit f, la fonction définie de [0, + »{ dans I, par f.(x)=f(x).

Soit f, la fonction définie de ]— «, 0] dans I, par fo(x)=f(x).

La fonction f admet-elle une application réciproque? Pourquoi?

Mémes questions pour les fonctions f, et f,.

c¢) Soit g, la fonction définie par :

g,(x)=Log(1 +Vx +4).

Quel est I’ensemble de définition de g,? Montrer que g, est la réciproque de f,.

1. Ftude de la fonction f : x > (e* +1)(e* —3)

La fonction f est définie et continue sur R.

Quand x tend vers — o, (e* + 1) tend vers 1, (e* —3) tend vers —3, donc :
lim f(x)=-3.

La droite d’équation y = —3 est asymptote & C.

Quand x tend vers -+ o, (e* +1) et (¢* —3) tendent vers + o , donc :
lim f(x)=+o.

X v 00

La fonction f, produit de fonctions dérivables sur R, est dérivable sur R.

fiix)=e"(e* =3)+(e* +1)e* soit fi(x)=2e*(e* —1).
fi(x)=0 pour x =0; f'(x) est du signe de e* — 1. On en déduit le tableau de
variations :

x — ® 0 + o0
£(x) -0+
f(x) -3 , A + o
N — 4

La courbe C coupe Ox au point dont I'abscisse vérifie e* — 3 =0, soit Ie point :
E(Log 3; 0).
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On en déduit le tracé de la courbe C (fig. 16).

v
C

Fig. 16

2. Position de la courbe C par rapport a la droite D.

a) Calcul de f'(x):
f'(x)=2e*(e* —1)+2e” ce* soit  f(x)=2e*(2e* —1).
f(x)=0 si et seulement si:

2¢* —1=0 soit e

v 15
Les coordonnées de A sont (x =-—-Log2 y= _71->

Le coefficient directeur de la tangente 2 C au point A est :
1/1 1
m = f'(—Log 2)-—-2‘-5 (5—1) soit m = -3

Une équation de la tangente a C au point A est:

15 1 . x 15 1
y'(——L‘—)-———E(x-!»LogZ) soit y_—E—T—ELOgZ'
On a donc :
x 15 Log?2
dx)=—5"7""3
b) g(x)=Ff(x)—d(x) soit:
=(e* x _2y_ __J_C___I_S___LogZ)
g(x)=(e* +1)(e* =3) ( STT T
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.. x Log2 3
D : o p2x —2e* E + =
onc gix)=e e +2+ 2 Y

¢) La fonction g est définie, continue, dérivable sur R :

g'(x)=2e% —2¢* +%=%(4ezx —4e* +1)

SOIt : gl(x)=%(2ex __1)2

8'(x) est donc positif sur R. On en déduit le tableau de variations :

X |- o —Log 2 +
g2'(x) + 0 +
g A 0 A
1\2 I Log2 Log2 3
— o . L R~ 4 —_—
g(~Log2) (2) 237 2 "

La fonction g étant continue, on en déduijt que :

— pour x < —Log 2, g(x)<0, la courbe C est aufdessous de D;
— pour x > —Log 2, g(x)>0, la courbe C est au-dessus de D.

3. Etude de l'aire du domaine plan. ‘

a) Ladroite A d’équation y = —3 coupe C au point B dont I'abscisse est solution de
I'équation :

(e* +1)e* —~3)=-3 soit eX(e® —2)=0.

Donc : | B(xr=Log 2;y = -3). |

L’aire demandée est :

Log 2 Log 2
-”6‘_“[ [“3”(€x+1)(8"—3]dx ——7] (2e™ —e®* ) dx
0 0 :

1 2 log 2 ] 1
# =2 3¢ ] —(2'2"5'4>"<2‘5)-

Soit : A ='0,5 (unités).

L’unité de surface étant 4 cm?,

b) L’aire demandée est :
o 1 o 3 et
a‘f(/\)-‘-f (2e* —e*)dx = [Ze" - ez"] =r—2e* +— (unités)
A : 2 A 2 2
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soit en cm® :
A(A)=6—8e* +2e* cm?
Quand A tend vers — », e* et ¢?* tendent vers 0, donc :

lim A£(A)=6.

A=y —o00

4. Fonction réciproque.

a) La fonction f étant continue, I'image I, par f de l'intervalle [0, + [ est
Iintervalle [—4, + [ et 'image I, par f de I'intervalle ]— o, 0] est Pintervaile
[—4, 3.

b) La fonction f n’étant pas strictement monotone sur R n’admet pas d’application
réciproque.

La fonction f, étant continue et strictement croissante sur [0, + «[ admet une
fonction réciproque définie sur [—4, + oo [.,

La fonction f, étant continue et strictement décroissante sur ]— «, 0] admet une
fonction réciproque définie sur [—4; —3[.

¢) La fonction g, telle que g,(x)= Log(l +Vx +4) est définie sur I'intervalle
[~4, + ol.
La relation y = Log(1+ Vx +4) s’écrit 1+ Vx +4=e¢”

soit Vx+4=e¥ -1 donc x=(e”—1y—4
d’on ! x=(e¥ —3)e” +1)

g, est donc Ia fonction réciproque de x —— (e* —3)(e”* — 1) définie sur [0, + o[
donc g, est ’application réciproque de f,.

BB FEtude de la fonction : x > (x +2)+(x +2)e” "

A) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par
fx)y=1—(x+1e™".

1. Etudier les variations de f.

2. En déduire, selon les valeurs de x, le_signe de f(x).

B) Soit la fonction numérique g de la variable réelle x définie par
gx)=(x+2)+(x +2)e™"

1. Etudier les variations de g (on montrera que : ¥x €R g'(x)= ().

2. Soit C la courbe représentative de g dans le plan rapporte au repere orthonormé
d’axes x'Ox, y'Oy. (Unité : 2 cm.)
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a) Montrer que la droite D d’équation y =x +2 est asymptote @ C. Etudier la
position de C par rapport a son asymptote. :

b) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de C avec x'x et
I’équation de la tangente 4 C en A.

¢) Montrer que C admet une tangente paralléle ¢ D en un point B dont on
déterminera les coordonnées.

d) Tracer la courbe C aprés avoir construit les tangentes en A et B.

3. On considére les droites D,, passant par A de coefficient directeur m.
Discuter, par le calcul, le nombre de points d’intersection de C et de D,,,. Retrouver,
par le calcul, la valeur de m pour laquelle D,, est tangente a C.

4. a) Soit H la fonction de R vers R définie par
' H(x)=(ax +b)e™ (a, b)ER:
Déterminer a et b pour que H soit une primitive de la fonction h définie par
h(x)=(x +2)e >~

b) Calculer, en cm?, I"aire £ du domaine plan formé par 1’ensemble des points M
dont les coordonnées (x, y) vérifient

{ -2=sx=<0
x+2<y=g(x).

A

1. Etude des variations de la fonction f 1 x > 1—=(x +1)e™™ .
La fonction f est définie et continue sur R.
La fonction f, somme et produit de fonctions dérivables sur [R est dérivable sur R.

fx)=—e™ +(x +1e ™™ =xe ™.
f'(x) est du sigrie de x; d’ou le tableau de variations :

X -~ 0 + o
f'(x) - 0
fx) N 7
0

Remarquons que f(0)=0.

2. Signe de f(x).
La fonction f étant continue sur R et admettant un minimum égal 3 zéro, on en
déduit que, sur R*, f(x) est strictement positif.
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B.

1. Etude des variations de la fonction g : x +— (x +2)+(x +2)e™™
La fonction g est définie et continue sur R.
Quand x tend vers — o, xe™™ tend vers — o, donc :

lim g(x)=-—o,
Quand x tend vers + o, xe * tend vers 0 (on I’admet) donc (2 + x )e ™ tend vers 0,
d’olr :
lim g(x)= lim (x+2)=+®,
X = 400 X vt 400
La fonction g est dérivable sur R :
g'x)=l+e*+(x+2)e " (—1=1—-(x+1)e™™
Donc :
(VxeR) g'(x)=f(x).
On en déduit le tableau de variations :

X - 00 0 + o0
g'(x) + 0 +
4 oo
7
g(x) L 4

2. Etude de la courbe C.
a) On obtient :
gx)—(x +2)=(x +2)e™™
Comme e¢~* et xe* tendent vers 0 lorsque x tend vers + ©,

lim .[g(X)-(x +2)]=0.

X - fo0

La courbe C admet donc une asymptote D d’équation y =x + 2.
_ La position de C par rapport a A est donnée par le signe de (x -+2)e ™. Donc :

Six>—2 alors g(,\f)>x +2 donc C est au-dessus de D.
Six<—2 alors g(x)<x+2 donc C est au-dessous de D.

b) L'intersection de C avec x'x est le point A dont P'abscisse vérifie :
(x+2)(1+e™™)=0 soit x=-2.
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C’est donc le point A(-2, 0).
Le coefficient directeur de la tangente en A & la courbe C est

m=g'(—2)=1+¢?

Une équation de la tangente'4 C au point A est :

y=0+e3>(x +2).

¢) Pour que la tangente a C soit parall¢le 4 D, il faut et il suffit que g'(x ) =1, ce qui
équivaut a :

I-=(x+1e ™ =1 soit x=-1.
I y a donc un point et un seul par lequel on peut mener & C une tangente parallele

a D; c’est le point B de coordonnées (—1; 1+ e).
On en déduit le tracé de C (fig. 17).

. Fig. 17

3. Intersection de C et des droites D,,.
Les droites D,, admettent pour équation : y =m(x +2).
Les coordonnées des points d’intersection de C et D,, vérifient le systéme :

{ y=m(x +2)
=(x +2)+(x +2)e ",
Les abscisses des pomts d’intersection vérifient donc I’équation :
; (x +2)+(x+2)e"‘-—m(x+2)
soit : Co(x+2)(1-m +e7¥)=0.
On trouve le point A de coordonnées (x = —2, y =0).
Etudions I’équation : e =m-1.
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Si m <1, cette équation n’a pas de solution;
Si m >1, une solution x,= —Log(m —1).
En résumé :

Si m <1, A est le seul point d’intersection de C et D,,,.
Si m > 1, deux points d’intersection A et le point (xo, g(x0)).

Problemes

D est tangente & C si xo=—2 soit —2=—Log(m —1)d’ot m —1=¢2 Onen

m

déduit m =1+ e2.

4. Calcul de I’aire du domaine plan.

a) La fonction H est une primitive de & sur R, si et seulement si,

H(x)=(x +2)e™™.
s0it : e *(—ax —b+a)=(x +2)e™".

On obtient donc, pour tout x réel :
‘ —ax —b+a=x+2

donc : a=—1 et —-b+a=2
soit : . (a=-1; b=-3)
d’our : 1 Hx)= —(x+3e™™

b) L’aire £ du domaine est :
o 0 )
A =f [g(x)—(x +2)]dx =f (x +2)e~*dx
- 2

& =H(0)-H(—2)=-3—-(—¢?)=e*—3 (unité).

L’unité de surface étant 4 cm?,

A& =4(e* - 3) em® = 17,56 cm®.

3x+3
Fonction f : x +—— Lo .
i3 s & x+3
I) On considére la fonction numériqhe g définie par‘
2
t)=—r——e
g(t) t*+4t +3
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1. Préciser I’ensemble de définition de la fonction g et montrer que :
2 __a + b
2 +4+3 t+3 t+1
a et b étant deux constantes réelles que 1’on déterminera.

2. x étant un nombre réel, strictement supérieur @ — 1, calculer :
' ' 2dt
I(x)= f —
(£ o t2+4t+3
) Soit la fonction numérique f définie par

3x +3
= .
f(x)=Log 13

1. Etudier f.

2. On appelle C la_courbe représentative de f dans un plan muni d’un repére
orthonormé (O, i,7). (Unité: 1 cm.)

a) Déterminer une équation de la tangente a la courbe C au point O. Construire
cette tangente.

b) Vérifier que la courbe C admet le point P( — 2, Log 3) comme centre de symétrie.
¢) Tracer la courbe C.

) 1. Montrer que la fonction F définie par

F(x)=(x +1)Log(3x +3)—(x +3) Log(x +3)
est primitive de f pour x > — 1.

2. Calculer en cm?® I'aire A de la portion de plan, ensemble des points dont les
coordonnées (x, y) vérifient :

{Osxs3
0=sy=<f(x).

IV) 1. Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque que 1’ on notera f !
et donner [’expression de f~'(x).

(2. On appelle T la courbe représentative de f~' rapportée au repére précédent
0,i,j).

a) Quelle est la position relative des courbes C et T?

Quelles sont les asymptotes de T'? Quel est son centre de symétrie?

b) Construire la courbe T (il est souhaitable que les tracés de C et de T soient de
couleurs différentes).
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2

Etude de la fonction g @t +—> m

1. Le trindme (¢2+ 4t +3) admettant pour racines —1 et —3, I’ensemble de
définition de la fonction rationnelle g est :

Z)g =], -3[U]-3, -1ul-1, +of.

Les réels a et b sont tels que, pour tout x €D,
a(t +1)+b(t +3)=2 soit (a+b)+a+3b=2.
a et b vérifient le systéme :
a+b=0 .
{a+3b=2 soit (a=-1,b=1).

Donc sur D,

-1 1

0= 3t

2. x étant strictement supérieur & — 1, la fonction g est continue sur le segment
d’extrémités 0 et x, donc intégrable sur ce segment :

1 * o dt * dt
1x)= J( T+3 t+1>dt"f0 TSRS

Ix)=[—Log(t +3)] +[Log(t + 1) |;= —Log(x +3)+ Log 3+ Log(x +1)

. 3x+1D
oit : = s #
501 I(x)=Log 13
11
x +3
ftude de la fonction f : x —> Log ~ 73

1. Variations de la fonction f.
La fonction f est définie pour les valeurs de x telles que

3x +3 .ox+1
>0 soit —-—~—>0.
x+3 x+3

L’ensemble de définition de f est donc :
Dp=1-, =3[UI-1, + o[

183




Problémes

3x
Quand x tend vers + o, ou — o, tend vers 3, donc

+3

Tim f(x)=Log 3
oo

3 o ,
Quand x tend vers —3, al tend vers + o, donc lim f(x)=+ .

x+3 X —3
X <<—3
3(x +1 .
Quand x tend vers —1, (;+3 ) tend vers 0, donc lim f(x)=— .
x -1 !
X e

La fonction f est dérivable sur D, et :
f,(x)_3(x+3)—(3x+3)_x+3_ 2
(x +3) x+3 (x+3)x +1)

On en déduit le tableau de variations :

X C—w -3 -1 +
fix) + ‘ +
. + - Log3
f(x) 7 : 7
Log3 — o0

2. Tangente au point O. - C B
Au point de coordonnées (0, 0), c’est-a-dire 4 Iorigine, le coefficient angulaive de Ia
tangente & C est
: 2
m=f(0)=3-

Une équation de la tangente 2 C au point O est donc

y=3x

3. Centre de symétrie de la_courbe C.
Considérons le repére (P, i,J ) dont les coordonnées de P sont ( —2, Log 3).
Si (X, Y) sont les coordonnées d’un point M de ce repére alors :

{ =—2+4+X
y=Log3-+Y.
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Une équation de C dans ce repére est :

3(-2+X)+3 . (X—l)
= et + = T——
Y +Log3 Log(__2+x)+3 soit Y+ Log3=Log3 XT1
d = -
onc Y LogX+1
. . X1
Si h est la fonction: X t+—> Log-i—ﬁ~ D,=]-o,~1[UIN, +=[. Pour
-X -1 X+1
tout X de D, h(—X)=Log X711 ~LogX_ 1= —h(X).

Donc la fonction h est impaire, ce qui entraine que le point P est centre de symétrie
de C.

On en déduit le tracé de la courbe C. Elle admet pour asymptotes les droites
d’équations y =Log 3, x = -3 et x = —1.

P Log3

Fig. 18

m
Etude de la fonction F : x — (x +1) Log 3x +3) —(x +3) Log (x + 3).
Elle est définie, continue et dérivable sur les intervalles tels que 3x +3>0 et
x +3>0, donc pour x > —1.

I(x+1) ( 1 )

F(x)= 3x +3)+ - +3)+(x +3)—

(x)=Log (3x ) 13 Log(x: 3N+ (x )x+3
3x +3
"(x)=L .
F(x) ng+3
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La fonction F est donc une primitive de f sur Pintervalle 1—1, + o[.
L’aire /¢ du domaine plan est :

: 3
A =f f(x)dx =F(3) — F(0)
0
F(3)=4 Log 12 -6 Log 6 =4(2 Log 2+ Log 3) — 6(Log 2+ Log 3)

Donc F(3)=2 Log2—2 Log 3
F(0)=Log 3-3 Log 3= -2 Log 3.

Donc /& =2 Log 2=1,386 cm?.

v

La fonction f étant continue et strictement croissante sur les intervalles ]— o, =3[
et J-1, + «[, I'image par f de Iintervalle I,=1- o, —3[ est Jlog 3, + o[ et
T’image par f de I'intervalle L=1-1, + @[ est ]— =, Log 3[.

La restriction de f sur chacun des intervalles, I, et I, admet donc une application
réciproque définie sur JLog 3, + [ et ]— o, Log 3[.

\Z ) 1
C [ /Y=x
I /
| yd
] e
1/
P 1 17 .
T
I///—
-3 4 7(33%
» X
[ R i
s -1
/// [1:3
/
// 3 J——
s z’/‘ r
/, /,
[
[}
i
Fig. 19
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Remarquons que la relation :
3x +3 x+3

y = Log 33 entraine 73 24
3e¥ ~-3
soit: x(3—e¥)=3e”-3 donc x= ¢ -
3-¢
On peut donc écrire :
_ 3e* -3
=5
, —e

-1 &tant défini sur ]- o, Log 3 UJLog 3, + = [.
La courbe représentative I se déduit de C en effectuant une symétrie par rapport &
la premiére bissectrice (fig. 19).
On en déduit que les asymptotes de T' ont pour équations :
x=Log3, y=-1 e y=-3

Son centre de symétrie est le point P'(x =Log3, y = -2).




Formulaire de trigonométrie

tgazsma sin® a +cos®a =1
cos a
1 cos a 2
cotg 4 = —— = — 1+tga= 5
tg a s a CO8" a
angles il T T | T | Zm | 3w | 5w
(rd) 6 4 3 2 3 4 6 m
a?gi‘;s 30 45 60 9 | 120 | 135 | 150 | 180
i P2 s s Ve |
n 2 2 2 2 2 2
V3 V2 1 1 V2| V3
cos — —_— - 0 — == ===
2 2 2 2 2 2
V3 3
tg — 1 V3 -V3| -1 |- V3 0
3 3
V3
cotg V3 1 ? 0 il B B V3
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Formulaire de trigonométrie

sin (—a)= —sina
cos(—a)=cosa

tg (—a)=—tga
cotg (—a)= —cotga

sin (m—a)=sina
cos(m —a)=—cos a
tg (m—a)=—tga
cotg (w —a)= —cotga

sin (w+a)= —sina
cos{wm +a)=—cosa
tg (m+a)=tga
cotg (7 +a)=cotga

sin(z—a)—cosa t (w——a>—cot
2 glg )T

cos (z-—a>=sina cot (E-a)—t a
2 V) &

sin {(a + b)=sin a cos b +sin b cos a |sin (a —b)=sina cos b —sin b cos a
cos (a +b)=cos a cos b —sin a sin b|cos (a—b)=cosa cosb +sina sinb

tga +tgh tga—tgh
tg (a + b)=—————- tg (@ —b)=———"—

g ) 1—tgatgh gl ) 1+tgatgh

. . . + -
2sina cos b =sin(a+h)+sin{a~-b) cosp+c05q=2cosg-—§-gcosl-)7g
2cosa cosb=cos(a+b)tcos(a—b)

. . _ _ . pTq . p—q
2sina sinb=cos(a—b)—cos(a+bh) cosp—cosq——Zsm——Tsm——z—
. . . pt - sin(p +
smp+smq=25m£——qcosu . tgp+tgq=———(—p—-gl

2 2 cOS p €OS g

. . . p—q ptq sin(p —¢q)
sin p —sin g =2 $in —— €0§ ~——— tgp g g =—"
ne 1 2 2 Epied €OS p COS g

cos2a =cos®a —sina=2cos’a—1=1—2sin’a

. . 2t
sin 2a =2 sina cos a tg2a=———g2£-—
1—-tg”a
0s a - sin a 2 t _......_Zt (t t“)
¢ =73 = a= =tg —
1+12 T+12 BATTCp g5

cos3a=4cos’a—3cosa sin3a=3sina—4sin’a
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Formulaire de trigonométrie

A cos wx + B sin wx = VA2 + B2 ( COS @X + ————— sin mx)
Ve e
En posant: cos A et sina B
: @ = e Q= ——

A cos wx + B sin wx = VA% + B? cos (wx —a).

Equations fondamentales

Sia&[—1, 1] il existe a réel tel que cos @ =g

x=a+k2r ou x=-a+k2x (ke€Z).

Siae(-1,1]1il exfste a réel tel que sina =a

x=a+k2r ou x=xw-a+k2r (keZ).

_ Il existe a réel tel que tg o = a

x=a+kr (k eZ).

la
~
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ENTRAINEMENT A L'EXAMEN

Afin de permettre une préparation
méthodique et efficace 4 1'examen, cet
ouvrage propose un ensemble de docu-
ments concrets :

e un résumé du cours illustré par de
nombreux exemples

e des exercices d’application et leurs
corrigés
e des problémes de synthése proches

de ceux que l’on rencontre le plus
souvent au baccalauréat

e un formulaire de trigonomsétrie




