NOMBRES COMPLEXES

FICHE 1 — DEFINITION, FORME ALGEBRIQUE a+bi, OPERATIONS

T. DEFINITION

On a.,ope.llz nomb;-a camplexa tout nombre de la forme :

! Z= q + b

ou a et b sont des réels, et ( est un nombre tel que (*= —1.
a est appele partie réelle de z, notée Re(z).

b est appele partie imaginaire de 2, notéie Im(z).
L'ensemble des nombres complexes est note C.

On a Rc(C (Lm réel est un cOmezxe. de Parffe imaﬁinm're nuUL).
Sl a=0, 2=5bi est dit imaginaire pur.

EGALITE DE DEUX COMPLEXES |
a+bi = c+di & a=c¢c et b=d
. SOMME | |
(a+bi)+ (c+di) = (a+c) + (b+d)tL
PRODUIT

(a+bi)(c+di) = (ac-bd) + (ad+bc)i

(on déve[oppz normalement puis on. remplace i* par —1)

V. QUOTIENT

Pour diviser, on ‘multiplie le numératewr. et le dénominateur par le
carU'ugué du dénominateur. (voir fiche 2).

VI. EXEMPLE |
Sait BT =) | et B =
Somme : Produit : Quotient :
Z,+Z, = (3+4)+(2-1)0 | 2Z.x2, = (3+20)(1-0) By o 3+2i
= ] 3 b - - Zl = |
= 4+L = 3-*3-1"?'21'.'—2{. | (3+2L)(1+I‘.)
=3-i+2 BCERIED
= 5-¢ 1 3#3iv2i+2i}
RESULTATS | it
S e _ 3+5(-2
21+22_ = 4“}“[ | | | | L | = ﬁ
242 =5 I R L [ 4551
21 =l 08+ 5¢ 2
£2 = = 0,5+25(
A RETENIR

Un nombre compif,xa se mam'pulﬂ comme une exFression a(gébriciuz. classic;ue,
en utilisant simplement (*= -1 a chague simplification.

Representation sur le plan complexe (somme z,+2;,)

J4m

I M, (zy)
2-. | \_\\ L

i M(ZI+ZZ)
1 I
""P_.’rf . ,7:’” —— el ) o
0 1 doie s '3 4 5
oy sttt
Mz(zl)



NOMBRES COMPLEXES

FICHE 2 — CONJUGUE ET MODULE : DEFINITIONS ET PROPRIETES

I. CONJUGUE |
Le conjugué de z=a+b( est le nombre compfcxe:

E = fL = bf: . :\Im
Propriétés _ 5] e
« 2+Z = 2a = 2Re(z) M'(z
sy o Ay | AT 9 (3;4)
« ZxZ = a’+b? (EouJ'ours reel Posiﬁf) ”L :
— |
-k X = 21 '
« (2,+2,) = 7, +2; :
e (Zyx2;) = 7, %2 1 !
|
II. MODULE i | TR T
Le module de z=a+bi, noté lzl, est defuu par : : I
=1k |
|z] = Va®+b? / I
Le module représentc la distance entre l'oriﬂn'ns el |- 47 ﬁ/\\d\ :
e Pomf dans e P!'an c:ompftxe ) :
Propr:.etes_: ' :
o |z]* = 2xE T ] )
" M 1 M(z
z | il lzl _5 (3 '_4)
e |2y x 25| = |2,| % |2, i
E |2,
=il o Z, #0
2z |2, | ( Z )
TII. UTILISATION POUR DIVISER
Zl - pdn | e
£2 Z X I3 kAR
IY.| EXEMPLE | | |
Soit z = 3~!H'..‘
Canjugué 4 z=3+4(
Vérifica.ﬁon: 2 XF = (3—4f.) (3+4i) = 9-46¢%
=9+46 = 25
Module :
42 + ( = \J9+16 = 25 =
ve’n'ficaﬂon; [Zl5s 250l 2 w30 o/
RESULTATS
Z = 3+41
[Z]F="5
A RETENIR

La relation |z|?

de calculer un module rapic[."_menf:, ou de diviser par un ::omP[exE_

= zx3Z est la Plus utile de f:éuf;es :elle Perme£

en mubfip(iant par son conjugué.



INOMIBRES COMPLEXES

FICHE 3 — AFFIXE D'UN POINT ET D'UN VECTEUR — INTERPRETATION GEOMETRIQUE

I. AFFIXE D'UN POINT
A tout Pomt M(x 5) du P‘M on assocle

le nombre comp[exe zZ= x+uj aﬂael.e

a,ﬁ:lxe de M.

Réciproquement, a. tout complexe Z=X+0Yy
correspond un unique point M(x;y), appelé
image de z.

II. AFFIXE D'UN VECTEUR
L'affixe du vecteur AB, ot A a pour affixe z,
et B pour affixa Zg, est:

z(AB) = 13- 1,

III. DISTANCE
La distance AB est donnée par :
AB = IEB—'Z‘AI

IV. MILIEU D'UN SEGMENT

L'affixe du miliew I du segment [AB] est ;

Zpa+'Ep
2

V. |NTERPRETATION DES OPERATIONS

£ =

Alm
T T
Al B(25=4+6i)
5..
41 I (miliew)
,3 e I
A(z4=1+20)

it :
i AB=5

— : : :. —> Re
0 ;

- L'addition z + 2, cor resPonal & une transldtion de rtenr c{aﬁ:xe 1.

— La somme des aﬁ?xes de deux vecteurs e:orresPond a [afftxe du vecteur somme.

VI. EXEMELE

Soit A(1;2) et B(4; e) d'affixes z,=1+2( et Zg=4+6L.

Aff;xe du vecteur AB:
Z(AB) = .'EB'—ZA = ('{f‘f‘ét) (1+2L)

Distance AB :

3+ 41

- 2 (RB)| = |3+4i] = VIHH = VTS -

Affixe du milied T

W 5+8i :
e A;B: ';-"' = 25+41(
RESULTATS
z(ﬁ) = 3"“4‘-
AB = |5
Zp = 2,5+40 (soit I(25;4))

A RETENIR

Toute Propnefa 3eomefrlqu£ (d(stance nuheu a.hgnement) se traduit

directement en calcul sur les affcxes les nombres camplexes sont un outil

Puissanf de Séoméfrl'a P[ane.
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MUMBRES COMPLEXES

FICHE 4 — LIEUX GEOMETRIQUES : CERCLES, MEDIATRICES, DROITES

PRINCIPE

Un heu geomefrugue est ['ensemble des foinfs M du lan dont [aﬁ(ixe z
verifie une condition donnée. On traduit cette condtfmn en [a.n.gage
3eomaércqua connu (cercle, droite, demi-droite).

CERCLE

|g=a|=r (r>0)

représente 'ensemble des points M situes a distance r du point A d'affixe a :
c'est le cercle de centre A et de rayon r.
. MEDIATRICE

lz-al= |z-4]

représente 'ensemble des points M équidistants de A(a) et B(b) :

c'est la mediatrice du segment [AB].

DEM|-DROITE (a_rﬁumenl': con.sf:a.nf)

a.rg(z —a) = 8 (6 fixé, modulo 2m)

represente la demi-droite d’on'ﬂinz A, faisant un anglz 9 avec ['axe des reéels

(notion cfévcfoppée en ﬁcjw 10).

EXEMBRLE { ~ CERCLE

Déterminer l'ensemble des ll:)r:liﬁ.fs M cl’a.ﬁfixe z tels que |z—2—£| = 3.
On [cﬁ:nfiﬁe a=2+ f., r=13

Clest le cercle de centre A(2;1) et de rayon 3.

EXEMPLE 2 — MEDIATRICE

Determiner ['ensemble des points M d'affixe z tels que |z-1] = |z-3(].
On identifie A(1;0) et B(0;3).

C'est la mediatrice du segmenf [AB].

RESULTATS
Exemple 1 : cercle de cantre A(2;1), rayon 3
Exemple 2 : médiatrice de [AB], avec A(1;0) et B(0; 3)

RETENIR
Toujours identifier la forme |z-a| en reperant le point fixe A d'affixe a:

cest la clé pour reconnaitre un cercle ou une mediatrice.

1. Cercle : |1~2—i[=3l 2. Mediatrice : |zfi|=lzﬁ3£|]
A Im ‘ FIm
41 (2:4) [E-deils 4+ [z#i|=|z—3£l—l
9 ; | 8(0:3)
N
21 21T \\
7l (5;1) | N M(05;4,5)
\
T T e s £ D0 ap
-4 0 il T e p
= (2;-2) -1




NOMBRES COMPLEXES

FICHE 5 — FORME ALGEBRIQUE : EXERCICES CORRIGES (1-2)

EXERCICE 1
Soit zy= A+3L el Z3=1-4L.

Calculer, sous forme a[gébrique AP0 PR O &

CORRECTION

2

Somme :  z +z, = (2+44)+ (3-4) = 3-1

Produit : 7 .z, = (2+30)(1-4i)
TR
= 2-50+12
= 1451
Quotient : Tl %310 (2_,.31')(4_,_45)
2, A4l (1-40)(1+40)
2% 83l +42s°
g 1-16i
- 2+110-12
{ +db
S =40 i1 (10 +££’
17 17 17
EXERCICE 2
Résoudre dans C [Je’quaﬂon (2+0)2 = 3-(, et donner z sous forme a[gé&r[que.
CORRECTION
L3

On mulﬂplie par le cor}ju‘gué du dénominateur :

. (3-0@-0 _|e-3i-2ix it

Coltsimme
B 84 5-5( :
et ih o LB Tl g,
4+ 1 5
RESULTATS
Exercice 4 10 | Z{4q3=3 =0 1 @ X2, =450,
2 . -10 11
e kel AR
Exercice 2 : Z =11

-~

A RETENIR

Pour résoudre une équal‘:io’n du fype -8 =y ( suffif de diviser b par a
en mu[fipliant par le COnJ'ugué de a.



NOMBRES COMPLEXES

FICHE 6 — CONJUGUE ET MODULE : EXERCICES CORRIGES (3-4)

EXERCICE 3 :
SoitS 2= 5= di.
1. Calculer Z.
2. Calculer |z|.

< Vérifier que ZXZ = IElz.
CORRECTION
{., 7 = 5+420(

2. |z| = VEE+(-12)* = Va5 +144 = V169 = {3

3. zxZ = (5-120)(5+120) = 25-144(* = 25+144 = 169
|z|* = 13* = 169
On a bien zxZ = [Zfz= 169

EXERCICE 4
Soit ;= 3440 et Eg=1-1L.
1. Calculer |z4] et |z4].
2. Caleler z;xz,, puis |2y x 2,].
=5 Vérifier que |2 x rg(fe=ilz ) x |24] .

CORRECTION
1. |24 = V32447 = 25 = 5
Jas]i= 1% )E 8 2

. zyxzy = (3+4)(1-0)

= 3-3+4(-4"
= 3+(+4
= ¥+
Erew ks e niide J50 = 5V2

3' |31|X|22| == 5)(\/5 5\/5
On a EI:EH. |21X32| = 5& = |Zi| X122l \/

RESULTATS

EXerciched ST F = S {2 n | =g N T = 16Y

Exercice &\ 20 b= 5" |5tli=a) - Lerad # b oo lgpne,| =592
A RETENIR

La Propriéfé |2y x 25| = |24] x| 25| est tres utile pour vér'iﬁer un calcul

ou pour eviter de a(éve[opper un Produif comP[eﬁ c;u.and seul le module

est demandeé.



NOMBRES COMPLEXES

FICHE 7 — AFFIXES ET INTERPRETATION GEOMETRIQUE : EXERCICES CORRIGES (5-6)

EXERCICE 5

Soit A(2;-1) et B(5;3) deux points du plan complexe .

1. Deéterminer Z'a.fﬁxe du vecteur AB.
2. Calculer la distance AB.
3. Determiner ['aﬁl’xe du miliew I de [AB]

CORRECTION

zA='2_f: ) 35=5+3£
1. 2(AB) = z5-2, = (5+3i)-(2-¢)
2. AB = |2(AB)| = |3+4i| = V3*+4*

i, EI=2A+EB= 7+ =3J5+l..

d <

EXERCICE 6
Soit A d'affixe z,=1+2i, B d'affixe z4

CORRECTION

Dans un Fara“é[ogmmme ABCD, les cotes [AB] et [DC] sont Farallé[es

1]

I+ 4

= Vv2h =5

= 443, C d'affixe 2. =2-(.
Défé’.rminer lra l‘.xe d‘-l Fof:nf D éel que ABCD Salt Ln Pa.rﬂllélogrﬂnlmﬂ.

et de méme fongueur, donc : nIm
vecteur AB = vecteur DC A
31 B(4;3)
ZB_EA = ZC_ZD
| 31
ED = EC_EB+EA 24
zZp = (2-0)-(4+30) + (1+20) |
p = (2-4+1)+ (-1-3+2)¢ : .
‘ -20 4 5
ED = _1 '_:2!. —1 1
_2 g
=yl D(-1;-2)
RESULTATS
Exercice 5 : z(AB)=3+4( ; AB=5; 2;=3,5+i
Exercice 6 : zp,=-1-2(, soit D(-1;-2)
A RETENIR

Pour un Parauéfogramme ABCD, la condition vecteur AB = vecteur DC

(ou l'égalité des milieux des diagonales) se traduit immédiatement

s » £
en une equaftan. sur les afftxes.



NOMBRESWCOMPLEXES

FICHE 8 — LIEUX GEOMETRIQUES (CERCLES) : EXERCICES CORRIGES (#-8)

EXERCICE ¥
Déterminer et décrire ['ensemble des points M ci'a_ffixa z tels que :

2= {i= 20 = %

CORRECTION
On idznfiﬁe a=1+de, donc A(L;1), & r=#%.
L'ensemble cherché est le cercle de centre A(1;2) et de rayon 4.

EXERCICE 8 ' '
Determiner et décrire ['ensemble des Poinfs M d'affixe z tels que :
|2z +4-6¢| = 10

CORRECTION
On facforﬂse par 2 a l'intérieur du module :
|2z+4-6(] = [2(2+2-3()| = 2x|z+2-3¢|

Liéquafian devient :
2x|z+2-3i| = 10
|2+2-3(| = 5
|z-(-2+3i)| =5
On identifie a =-2+3(, donc A(-2;3), et r=25. |
['ensemble cherché est le cercle de centre A(—2;3) et de rayon wf

RESULTATS | |
Exercice 7 : cercle de centre A({1;2), rayon 4
Exercice 8 : cercle de centre A(-2;3), rayon 5

A RETENIR
Quand un cozﬁﬂ'cieni mu[fiplie z a linterieur du module, il faut tou:.jours

le fa,clfariser pour se ramener a la fornuz |z-a]=r.

L m




NOMBRES COMPLEXES

FICHE 9 — LIEUX GEOMETRIQUES (DROITES, MEDIATRICES) : EXERCICES CORRIGES (9-10)
EXERCICE 9

Dot e i deinre [ahoanthloReles points M d'affixe z = x+iy tels que !
tlz=-2] = |2~

CORRECTION
On identifie A(2;0) et B(0;4).
[ 'ensemble cherché est la médiatrice du segmcnl'l [AB].
Déterminons son équaﬁion cartésienne. On pose Z = X +1y :
22| = |[(x=2)}%ayl = ¢ w=2)? +32
|z -4i] = |[x+i(y-4)| = m
En élevant au carre :
(x=2)"+y® = z* + (y-4)*
22 —bx+h +y? = 21y -8y+16
~4xz+4 = -Bqy+46
8y = hx+42
Y 05xtd 5

i

EXERCICE 10
Déterminer et décrire ['ensemble des Foinfs M d'a.ffixe z tels que !
lz+4| = [2-3+2¢]
CORRECTION
On identifie A(-1;0) et B(3;-2).
L'ensemble cherche est la médiatrice du segmenf [AB].

Miliew de [AB] : I = (‘1;3 : O_Zi) = (4;-1)

Coefficient directeur de (AB) : __“2(0) oyl Ry
3 =(-1 4 .
Cogff;’dznt directeur de la mediatrice (Per,oandicufa.ire) o
équaﬂon de la médiatrice passant par I(4;-1) avec coefficient directeur 2 :
g=(~1)=d{E i)
y=dx-3

RESULTATS
Exercice 9 : médiatrice de [AB], A(2;0), B(0;4), équation y = 0,5x+4,5
Exercice 10 : médiatrice de [AB], A(-1;0), B(3;-2), équaﬁon =323

A RETENIR
Pour retrouver f'équaﬁion cartésienne d'une médiatrice a partir de |z-a|= Iz—b‘,
on pose z =x+cy et on éléve au carré les deux membres : les termes en x? et y?
s'éliminent toujours, ne laissant quune équation de droite. '

Ex.9 , Im Ex.410 "f‘Im

ot = (=
=K

31 -

2

1 S

A "\ AQi0) Re - = S Re

S dIER TR T 2 $EE s

i eI(1;-1)

-2 | ki 15(35‘2)

-3 -T




