QUESTIONS-REPONSES

TSE /ST1 / TSExp SUR LES FONCTIONS 7064 7469 /65 3601 70

LE PLAN D'UN PROBLEME
Partie A : Btude de la fonction auxiliaire g.

La détermination de D,

Le calcul des limites mux bomes de Dy, b
Le calcul de la dérivée de g.

<

Le sens de varniation et ke tableau de vanaton de g.
Le commentaire de la byjection (montre que I'équation g(x) = 0 admet une unigque solution &) v

T s

Le signe de 4.
Partie B : Bude de la fonction principale f.
¥ Ladélermination de Dy. _ v

L'étude de la contimuité et dérmvabilité.

Y

Le calcul des limites aux bomes de Dy

L'interpréttion graphique des résultats des limites el étude de branches infinies.
Le calcul de la dérivée de f. (ici ['(x) s'exprime en fonction de g (xJ) \
Le sens de vaniahon et ke tableau de vanation de f. '

La démonstration classique [ (a).

Axe ou centre de symétne,

«

Les points particuliers.

Démonstration de la présence d'une asympiote obhgite @ la courbe,

Etude de la position relative de la courbe par rappart a 'asymptoteabbique.
Equation de la tangente i la courbe en un pomt donné;

T Y

Trace de la courbe, de 'asymptote ou de la tangente eventuelle.

Partie C :

v Emde de la bijection réciprogue de lafestrictiongde f surun intervalle donné.

¥ Le calcule d'aire d'une zone délimitée par b courbe, I'asymptote et certaines droites.

On peut avoir aussi :une pagie sofles suites, les eguations différentielles, les integrales ete. ..

Question 1 : Détermine Pensemble ou le domaine de définition d’une fonction f.
Réponse 1 : Soient p et g deux fonctong polyndmes et soit 1 une fonction de B — R

> [()=p()SB =R

£ Pl - o

> [(x) = 2D, Sa/x € R, g(x) * 0),

F f(x) B Jp(x) =D, = {x/x€ R, p(x) = 0).

CEEEEEE

«

- f(g—!“’i:- Dp={x/x ER, p(x) = 0 et g(x) = 0}.
- _ M}
- [(x)= Jam

QL) = g[[f = D, = {:c,.-’xEE "L;} 0 et g(x) :tl]}

# f(x) = lu(x)] = Dy = D,

# f(x)=In(u(x)) = Dy = {x/x € R, u(x) > 0].
F flx)=Inlu(x)| = Dy ={x/xE R, u(x)= 0} v
Ff(x)=e"W=D;=D,.

Remargoe : pourles signes ( <, >, = el = ). on fait un tableau de signes.

= D;={x/xeR, g(x) =0}

«

«

L
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Question 2 : Calcule la limite d"une fonction.

Réponse 2 :

# Les formes indéterminées ; 0 X o0 ; 400 — oo —E - E

» Mnémotechnigue : ORO de IRI est ROI de RIO a tué 101 et OI0.

» Nethodes de calcul d’une himite : Utilisation d'une factorisation, utilisation de 'expression conjuguée,
utilisation du changement d'écriture, utilisation du changement de variable, utilisation d'un taux de
variation, utilisation de @ comparaison (le théoréme des gendarmes), la régle de I'Hospital etc...

La limite d'une fonction polynome en oo est égale a la limite de son terme de plus haut degré.
La limite d'une fonction rationnelle en o est égale a la limite des termes de plus haut du numérateur
gt du dénominateur.

» Les limites de références :

— Fonctions mgonométrgques

— Fonctions exp(x)

lim e* = lim xe* = ' lim xPet = e’ =1
X—=Dh e | ¥——o |ll'l.'l = 1

Question 3 : Interprite la limite d*une fonction f.

Réponse 3 :

- Sill_tg J(x) = oo, alors la dpite d éguation x = £ est une asymptote verticale i (C).
X

F Si llﬂ flx) =4, algrs la droite d"équation ¥ = £ est une asymptote horizontale i (C) en o,

F Silim[f(x) = y] =0, alosla droite d'égquation ¥ = ax + b est une asymptote oblique i (C) en o,
X—sCa

£ 3l lim [ =0, dlors (C) adme! une branche parabolique de direction (O1).

X—m X

f(x)

» Silim —— = o, alors (C) admet une branche paraboligue de direction (OF),
X

X—0Oa

Question 4 ¢ Etudie la position relative de (C) par rapport a (D).

Réponsed :

1 s*agit d"érudier le signe [f(x) — ¥] et conclure avec :
F 51 f(x) =y =0, alors (C) est an-dessus de (D).

F S f{x)—y <0, alors (C) est en-dessous de (D).

» S fl(x)—y =0, alors (C) et (D) se coupenl.
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$gggra
r lie la parité et la périodicité d"une fonction f.

4 Réponse

’\/feg:jﬂ] 4’5[5ng Djet f(—x) = flx).

‘nf:-: EBf<xeDpet fl—x) =—f(x)
# [ est périodique de période Tsi Vx E Dy, (x+ T) E Dy et f(x + T) = flx).

Remarqgue : toute fonction impaire admet un centre de symétne et toute foncthion paire admet un axe de symétrie

b 4 Question 6 : Montre que la droite d’éguation x = a &t un axe de symétrie de (C).

Réponse 6 :

Il s"agit de montrer que ¥x € Dy, ona (2a = x) € Dy et f(Za = x) = f(x).

¥ Question 7 : Montre que le point I{a; b) est un centre de symétrie de (C).

b 4
v

w

Réponse 7 :

Il s"agit de montrer que ¥x € Dy, ona (2a —x) € Dy et f(2Za—x) + flx) = 2b.
Question 8 : Etudie la continuité d"une fonction f en un point x.
Réponse 8 :

# Il s’ agit de prouver que :

lim f(x) = f(xo).

= FEt si ln fonction se définit par intervalle, on prouve alors gue : _-EEE filx) = lln.l Jix) = flxg).

Remarguoe : . G
— Les fonctions polynomes, cos x et sin x sont continue sur B, . _
— Les fonctions rationnelles, imationnelles sont continues sur leur domaine de déiinj_tiun

Question 9 : Démontre qu'une fonction f admet un prulmeut pm'i:nﬂtmmte en point xg.

Réponse 9 :

» Wl s’agit de prouver que Xo € Dyet 1 lltn f(x)=L el
vx.E Dy, g{x).= f(x)

# 3oit g ce prolongement par continuite, defini pu.r‘:t{

¥

H(IuJ_ e
Question 10 : Donne les formules des dérivies.
Réponse 10 :
Fonction T;:“r';::;ﬂ Fonction l.:::i:::‘ S m
(a = Cte) 0 o . ar + b s —he
i <
i i . - —a {ex + d)
x* Zx =g Fg+ig CoS X —Hnx
-t nE L M'g—a'fl sin x potzicshes _lll
1 1 z 3
= - B B P 1+ tan®x
i
1 L VT 29T cos(ax + b) —a sin{ax + b)
I- J“-l-l .
4 1 I dn(ax+b) | @costax+b)
v Zyx f f " \
af af* o nim? Inu 0
] "'.Eu ]
Inx ra gof =gl " !
e’ er y S 3
ND 1§ EAantx = Ty

Qumtmu 11 : Etudie la dérivabilité d*une fonction f en point xg.

wa 11 :

» Ns*agit de cakculer lllﬂf[ 2) = %)

X =i

= Sif{xg)=¢ € Raloms f E'.'-::l d-E:]ri'mhlE en x,. Conséquence graphique : (C) admet une tangente au point
d'abscisse x, d'équation : (T) : ¥ = f'(xp)(x = x5) + f(x,).

= Si f'(x3) = oo dlors [ n’est pas dérivable en x;,.

Remargue :

31 [ est dénvable en x; alors f est continue en xj.
Si f n’est pas continue en x, alors f n'est pas dérivable en x;,.
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~ HE :-'.i}:E f?ncl}ctn '-.:; définit Fﬁ ir::ter}aille,}cun prouve alors que :
x) = flx, x) - flx, - '
o xm ) e 2oy a0 = 0 =E
Question 12 : Interpréte la dérivabilité d’une fonction.
Réponse 12 :
F 51 f (xp) = 0= (C) admet une tangente horizontale m point A{xﬂ:f{xﬂ}].
— Si fglxp) = 0 = (C) admet une demi-tangente horizontale i gauche au point Alxp: f(x0)).
— 8i fli{xy) = 0= (C) sdmet une demi-tangente horizontale i droite au point A(xg; f(x,)).
v 4 - Sif'(xp) = oo = (C) admet une tangente verticale au point A(xp; f(xg)). ! :
— Si fglxp) = 42 = (C) admet une demi-tangente verticale 4 gauche au point A dmgegir.en IE‘H&#
bl — S fg(x-n} = —we = (C) admet une demi-tangente verticale a ganche au point 4 drigée mﬂ'ﬂe haut,
= Si fylxy) = 400 = (C) admet une demi-tangente verticale i droite m point A dirigée vers lebaut.
= 8i fy(xg) = —eo = (C) admet une demi-tangente verticale i droite m point' A dh"iﬁ versle has,
= Sifplxg) # [y(xg) = (C) admet en 4 n point angulenx formé par r.iﬂu t.mgnnle'-.ﬂi_quﬁﬁm'-.

[[ Ty ):y = fy(ara) (x = xa) + f(x0)
(Ta )y = faleg) (x = xp) + f(x0)
Question 13 : Etudie le sens de variation d’une foncetion f.
l_{ Réponse 13 :
Le sens de vanation d'une fonction dépend du signe de sa fonciipmidénvée.
= Sivx ELf'(x) >0, alors f est strictement croissante sur 1. e
b - SiVXEL ['(x) <0, alors [ est strictement d{'ﬂ'mssanleﬂn I.
» Sivx el f'(x) =0, alors f est ltm:at..mleuu'ilme tﬁrL
Question 14 : Dresse le tablean de variation H*lne ﬁ}l!:l'lﬂlil f
Réponse 14 :

||

Il s"agit d'utiliser le tableau de signe sa fonction dénvée Enﬂuutmt un tableau de la forction en gquestion, dont on

précisera :
' Son domaine de défimtion.

b - Ses vu.natmn'-.[chlt'-._mnlemdecmlwamﬂ
— Ses limites. P
- SeseerEmum'-;[nuitimumgi_n'tinihjllm}.

[]
i

bl | 1|+ -| |  t
(W] 1 - | 4 ,ﬂ!_=3n[4]]

-
" /\ 'l\ /TI '-Zﬁtkmatmlmrfﬁﬁfde{ ot o o o ot e .
' " » ) i 1l.|I,I- I] ek |][[]J|1|“ -, ]I]'EI |rl1-J 10

F oy’ x+:n - g

| Remargue 'pﬁ-‘d.téhﬂicr les vanations d’une fonction on etudie la fonction jusqu’au tableau de vanation.
Question 15 : Démontre que 'équation g(x) = k admet une solution unique a.

Réponse 15

Fﬂtlrd.q.umtnr gque 'equation g{x) = &k admet une solution unique a, deux (2) cas peuvent se présenter :
1 eas g esl striclement croissante,

» 4]
x.{x] . T D*apreés le tableau de variation de g.
v = b Sur |a: b, g est continue et strictement croissante, elle réalise donc
(x) / une bijectionde |a; b| vers |gia); g(b)[, comme k € |g(a); g(b)[.
g g(a) Alors I'équation g(x) = k admet une unigue solution @ € |a; b

¥
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2% cas : g est strictement décroissante.
v x i i
g'(x) -

g(a)
g |7 T~

g{t)

D’aprés le tableau de variation de g.

Sur |a; b|, g est continue et strictement décroissante,
une bijectionde |a;b| vers |g(b); gla)|, comme k € |g(b); g{a)l.

Alors I'équation g(x) = k admel une unigue solution « € |a; b|.

w
b

elle réalise de L

o o =

Question 16 : Démontre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a telle que a { a< b gy

- Reéponse 16 :
¥ D’apres le tableau de vanation de g.

4 est continue et strictement croissante(ou décroissante) sur Ja; b[, De plus g{a) x g(b) < 0.
Alors 'equation g{x) = 0 admet une unique soluion a telleque a <a < b,
Remarque : on peut utiliser la réponse 16, pour justifier que a € |a; b ova < a < b.

Question 17 : Donne un encadrement de @ par deux nombres décimaux cungfi:utll'i d? rﬂ'rn}

s,

.|.'__..
n N _:

I

iy

Reéponse 17 : / ;
On utilise soit la méthode par balayage ou par dichotomie. Soita € ]0; 1[. g
La méthode par balayage .
1" dtape : encadrement de a par deux nombres 1,|rf:1..|1'nuu!r. l._{_'I:I"IHLLI.lII"'- d ordre 1
b x 0 1102103 (04 |0,5(0,6)| 07| 08|09 1
v Signe de f(x) + + -+ + -+ + = = — — =

On déduit du tableau ci-dessus que : 0.5 << & << 0,6

2" grape : encadrement de @ par deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 2

- e
iy et

¥ x 0,5 | 0.51

| |

0,52

0,53

0.54

0,55

0,56

0,57

0.58

0,59

0.6

Signe de f(x) + +

-+

-+

-

—_

-

-

-+

-+

¥ On déduit du tableau ci-dessus que : 0,59 < a < 0,60

La méthode par dichotomie

bl On calcule f(x;)avec x, E ]c.[,b[ On m&ﬁﬁ—

Si flxp) > O dlos a < a < xp. M 0
b M Si f(xg) < 0aors xp <a <4,

F
F

v PRI Signe de
v a b 5 a4+ b Encadrement de a
W r ( z )
v 0 1 0,5 4 0S5 <a<l
0.5 1 0,75 - 05 <a<=<075

w 0,5 0,75 0,62 = 05 < a < 0,62
\ 4 0.5 0,62 0.56 + 056 < a < 0,62

1 0,56 0,62 0,59 + 059 < a < 0,62
v 0.59 0.62 0.60 - 0.59 < a < 0,60

O dédut du tableau ci-dessus que ;0,59 < a < 0,60

L Question 18 : Démontre que f(a) = -
¥ Réponse 18 :
b i On se sert généralement de g(x) et f(x).

v g{a) = 0. On remplace cette expression de f (), puis on termine ln démonstration,

b
v

| COURSPRIAMS (COURS PRIVE ACADEMIQUE MOUHAMAD SARRE 70647469 / 65360170)

w

On remplace o dans f(x), puis on cherche Pexpression commune entre les deux f(a), a partir de 'equation
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Question 19 : Détermine le signe d une fonction suivant les valeurs de x.
Réponse 19 :

Pour détermmer le signe d'une fonchon, gquatre (4) cas peuvent se présenter :

1% cas @ g est strictement croissante,

o o

T i i b

g(x) '+ On en déduit que :
| Vx € |a;al g(x) <0
a(x) ’//?’/,’7 {‘ﬁ: € |a; [, g(x) > 0
signe .
de g(x) %’ +

2% cas : g est strictement décroissante.

CEEEEE

x a i b
¥ a(x) _ On en déduit que :

| vx € |a; al g(x) >0
g(x} \t}\_\ {‘n':c € |lae; bl g(x) < 0

o

L signe + —
de g (x)
v
3 cas : g admetl un maximom absolu positil
X i Xy B v
g'(x) + @ - _ w
+\ On en détuit gue : v
§x) vx eay bl g(x) > 0°
signe -+ ' L
de g (x) |
4° cas : g admet un minimum absolu négatif
¥ X a X b
7 - o 7w |
g(x) \ ' /Z On'en déduit que :
-4 4 W¥x € |a; bl g(x) <0
: —_— e "
s1gne .
de g(x)
Question 20: Trace'lacourbe représentative d’une fonction f. v
Réponse 20 :
4 # On utilise un tableaw de valeurs de la fonction f.
, L
» On se sert dutableau de variation de la fonction pour représenter la courbe de la fonction en précisant les ¥

asymptotes, les tangentes et les points particuliers.
ﬂ: il faut d’abord représenter les asymptotes, les tangentes et les points particuliers avant de représenter la
courbellB# courbe représentative d'une fonction ne doit pas couper les asymptotes honzontales en eo et verticales. v
Question 21 : Démontre gu’une fonetion f réalise une hijection de |a; b[ vers un intervalle J.
Réponse 21 :
b 4 D'apres le bleau de vanation de f.
[ est continue et strictement croissante(ou décroissante) sur |a; b|, elle réalise donc une bijection de |a; b[ vers

- lg(a); g(b)[ = Jiou lg(b); g(a)l =] v
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Question 22 : Démontre qu'une fonction f admet une bijection réciproque f-1,
Réponse 22 :

Si f malise une hijection, alors elle admet une bijection réciprogue f~L

Sun tableau de vanation

¥ Sif: A—B,alors f~1: B—A

Rﬂtununs : f et f~' mit toujours le méme sens de variation.

Exemple :
| x |- + oo x |3 5

() x|
' f—f"'*i f”h'm

fix) ______-—F""__-J (f ")x f_d_F__.--’"'
3— T
| =L

La représentation de [~
Soit (C") sa representation gruphigue. N
Leurs représentations (€) et (C') sont symétriques par mpport  la droite d'équation y = x.
NB : Sion demande la bijection eiprogue 71, il faut résoudre 'équation f{x}nb}punmmpldmr 1 par x.
Tu on obtient enfin f~1(x). .
Question 23 : Caleule (f~1)'(8).
y 4 Réponse 23 :
- On détermine x el que f(x) = 8.
- (n calcule f'(x) et on 1.-Erlﬁz si f'(x) # 0, alors f =1 est demi'ﬂhlem point j?

- On conclue (f~ 1] (8) = [.ﬂ

b 4 Question 24 : Détermine les coordonnées du [m{nt ﬂ‘intnrs’uﬁmn de (C) avec I'axe des abscisses.
Réponse 24 :
On résous 'équation f{x) = 0. (il faut savoir que ¥ = ﬂ'-'},
Question 25 : Délermine les mnrdnuué_gs du point ﬂ"illtnrst-ntmn de (C) avec I'axe des ordonnées.
Réponse 25 :
On calcule f(0). (il faut savoir que x =0}, '
Question 26 : Détermine les cmrdnun&-.\‘ du pﬂnt A de (C) oil la tangente est paralléle i (D).
Réponse 26 :

Soit Ia droite (D) d'équation® = ax+ b.
b diis "agit de résoudre I'équation f’&t‘] = ﬁ,mmmp!acen_ene valeur dans f{x) pour avoir la valeur de y.

Question 27 : Determm&le& mnﬂlunnecs du point A de (C) on la tangente est perpendiculaire a (D).

b 4 Réponse 27 :
Soit la droite (DY d!ﬁuﬂtmn y2ax+ b

Il s"agit de n..;,uj;d,n. I’ -E‘il:[ﬂﬂtlﬂrl I [;gl.'} = ——. puis remplacer celte valeur dans f({x) pour avoir la valeur de y.

Question 28 : Mﬂllire quede point A{u f(a)) est un point d'inflexion.

Réponse 28 :

Il gt de prouver quej" sannule en a en changeant de signe.

4 Question b '\-'IDI]L!'E qu’une fonction f est concave et convexe sur un intervalle 1.
Reéponse 29 :

= Sif7 est strictement positive sur 1, alors [ est convexe sur L

= 8if" fr,_'_lr_!.;h'iclemenl négative sur L alors [ est concave sur [,
Question 30 : En utilisant I’inégalité des accroissements finis, démontre que...
Réponse 30 :

bl » Soit [ une fonction dérivable sur un intervalle [a; b]. 5'il existe deux nombres réels m et M tels que :
vx € [a;b]l,m < f'{x) = M, alosona :m(h—a) < f(b) = f(a) < M(b - a).

» Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a: b]. 871l existe un nombre réel M tels que :
vx € [a; b],|f (x)] =M, alorsona: |f(b) = fla)] = M|b - al.
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L 4 v
Question 31 : Donne les formules des primitives. v
v Reéponse 31 : w
I Fomcikn :-:ﬁ:::: Fonction ::i:;t:: Fomncilomn :::x;: '
v K (Cre) winx v— =pe —_—_
T - T o sy -2 =
= | il -
£ - i (e ity Tnfeassax| an’ - = =t
f-; mlomi e+ ) 1 _._IF [CE= I '
o= aeh=1) :+ . [ = 0) - E;—n:u:l:l:r = 1] ..F- e A1 ponjual
S B2 T 0l B i o b
= ;I = TR T Y] mima BT i T
T 'ZE wi sl — sl - Tl Bl
' :I:? T I:D:".I’ ot -:‘: . i
VX i 1 S o
" - ‘_I'“_II = s (x4 B)" l;.'lx—.-l-h__ﬁ:
mE u (B LR (o = 1 {H"“_:EI:"; ::I'I'Il'l'll"t '
en (i) = e b " —k
il alk =iniu - (ax + b1" aln — 1ilmx + B)" 1
' 1 —i " L —in|cosul Lecunhr e e '
= n — Ljan—1 _ _ : 4
Iu LE u
2 | ==
|_ ™ = !"lfl T
Question 32 : Montre que F est une primitive de f sur nn intervalle L. v
Réponse 32
Il 5’agit de prouver que F'(x) = f(x). W
w Question 33 : Seit F la fonction définie par F{r] _[ f {t}dt que représente F pour f ? w
Reéponse 33 : w
b4 11 suffit décrire que F esl la pnm.lhi-'ifiiequsanmde en w
Question 3 : Seit F la fonction d{-ﬂme par F{.r} fx £ (t)dt: montre que F est dérivable et calcule
Ll sa dérivée.
Réponse 34 :
Il suffit d"écrire que F étant lipnuuﬁ\'e de [ quis™annule en a, alors F est dérivable et F'(x) = f(x). L 4

Question 35 : Calenle I'aire du domaing limité par (), I'axe des abscisses et les droites d’éguations
x=aetx=h N
Reéponse 35 : N ; w

P b — =
b 4 7 Cason (C) est ab-llessus de I'ake dés abscisses sur [a; b]: [Dcfi_yf:_j? ) Donc A = f fix)dx. UA.
a=x=bh b

b 4 - Casoil {I'_?J est .Iun-de'-.'-.ﬂmdﬂ axe des abscisses sur [a: b: fl) sy <0 Donc A = — _[1 flx)dx UA. v
w Aveg UA = 01 % 0. Unité d'aire en cm®. v

Question 36.: Caleule I"aire du domaine limité par (€), la droite (D) d'équation: y = mx + p et les
v dreites d*équations x =a etx = b,

Réponse 367:

. ) a=x=bh

Ld = Eas on () est au-dessus de (D) sur [a; b]: [:m: +p<y < FE) Dongc A = j' (f(x) = y)dx. UA.

: : n=x=b

» Cuason (C) est au-dessous de (D) sur [a; b]: [!'{xj < y<metp Donc A = — fﬂ (f(x) = y)dx. UA. b

: : S s p i b

b 4 Question 37 : Donne une interprétation graphique de Uintégrale _fa flx)dx.

Réponse 37 :

Il sufhit d’ecnre que f: f({x)dx est I aire en unité d'aire du domaine limité par {C), I'axe des abscisses et les droites

d'equatons x = aetx = b,

:
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