CALCUL MATRICIEL

« L’homme est un cerveau, la femme est une matrice. » Jules
Michelet, 1849

Le mot « matrice » vient du latin « mater » (mére). Comme on
enregistrait les enfants a la naissance dans des registres, le mot
désigna ces registres. Cela explique les mots « matricule » ou

« immatriculation ».

Avec les mathématiciens Augustin Louis Cauchy (ci-contre) et
Arthur Cayley, vers 1845, le mot prend naturellement le sens
mathématique qu’on lui connait aujourd’hui.

|. Généralités sur les matrices

Définition : Une matrice de taille m x n est un tableau de nombres formé de m lignes
et n colonnes.
Une telle matrice s'écrit sous la forme :

all a12 a13 aln
aZl 022 a23 aZn
aml amZ am3 amn

Les nombres a; sont appelés les coefficients de la matrice.

Exemple :
3 -2 4 _ ]
= . est une matrice de taille 2 x 3.

\ Définition : Une matrice de taille n x n est appelée une matrice carrée.

Exemple :
B _[- 2 3

6 est une matrice carrée de taille 2.

\ Définition : Une matrice de taille n x 1 est appelée une matrice colonne.

Exemple :
Les coordonnées d'un vecteur du plan est une matrice colonne de dimension 2 x 1.

Propriété : Deux matrices sont egales si, et seulement si, elles ont la méme taille et
ont les coefficients égaux placés aux mémes positions.
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Il. Opérations sur les matrices

1) Somme de matrices

Définition : Soit A et B deux matrices de méme taille.
La somme de A et B est la matrice, notée A + B, dont les coefficients sont obtenus en
additionnant deux a deux des coefficients qui ont la méme position dans A et B.

Exemple :
A 2 3 ¢ B 5 -3 | C=A+B 2+5 3-3 7 0
p— — r — — —
4 -1 € -3 10 alors 4-3 -1+10 1 9
Remarque :

Cette définition montre qu'il n'est possible d'additionner que des matrices de méme
taille.

Propriétés : Soit A, B et C trois matrices carrées de méme taille.
a) Commutativitée : A+ B=B+ A
b) Associativité : (A+ B)+ C=A+ (B+ ()

2) Produit d'une matrice par un réel

Définition : Soit A une matrice et k un nombre réel.
La produit de A par le réel k est la matrice, notée kA, dont les coefficients sont
obtenus en multipliant tous les coefficients de A par k.

Exemple :
a={"? %5 Lors B=2a= 2x(-2) 2x55| (-4 11
T2 oq|FOSETET 00 ox(-4)| |4 -8

Propriétés : Soit A et B deux matrices carrées de méme taille et deux réels k et k'
a) (k+ kA =kA +k'A

b) k(A + B) = kA + kB

c) (kkNA = k(k'A)

d) (kA)B = A(kB) = k(A X B)

3) Produit d'une matrice carrée par une matrice colonne

Définition : Soit A une matrice carrée de taille n et B une matrice colonne a n lignes
telles que :

a, a, .. a, b,
a, a .. a
21 22 2 2
A= n et B =
a a, .. a, b,
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Le produit de la matrice carrée A par la matrice colonne B est la matrice colonne a n
lignes, notée A x B et égale a :

a, Xb, +a, Xb, +...+a,, xXb,

a,, xb, +a,, Xb, +...+a,, xb,

AXB =
a,xb +a,xb, +...+a, Xb,
Exemple :
(2 5] o B[] aiors axp | 2354 (26
Tlo3 1) St T ) A “|-35x3+1x4] |-5

4) Produit de deux matrices carrées

Définition : Soit A et B deux matrices de méme taille.
La produit de A et B est la matrice, notée A x B, dont les colonnes correspondent au
produit de la matrice A par chaque colonne de la matrice B.

Exemple :
-2 3 3 -3
A= et B= alors :
4
-2 3) (3 -3 -2x343x4 -2x(-3)+3x1 6 9
AXB = X = =
1 214 1 13+2x4  1x(-3)+2x1 1 -1
et
3 -3) (-2 3) (3x(-2)+(-3)x1 3x3+(-3)x2| (-9 3
B XA = X = =
4 1 1 2 4ax(-2)+1x1 4X34+1X2 -7 14
Remarque :

La multiplication de matrices n'est pas commutative : A XB #B XA

Propriétés : Soit A, B et C trois matrices carrées de méme taille et un réel k.
a) Associativité : AXB)XC=AXx(BXC)=AxBxC

b) Distributivité : AX(B+C)=AXB+AXC et (A+B)XC=AXC+BxC
c) (kA)B = A(kB) = k(A x B)

5) Puissance d'une matrice carrée

Définition : Soit A une matrice carrée et n un entier naturel.

Le carré de A est la matrice, noté A?, égale a A x A.

Le cube de A est la matrice, noté A’, égale a A x A X A.

Plus généralement, la puissance n-ieme de A est la matrice, notée A", égale au
produit de n facteurs A.
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Exemple :
2 0 0
Soit A=|0 1 0| une matrice diagonale.
0 0 4
2 00 2 00 2X2 0 0 22 0 0
Alors A°=[0 1 0[x|0 1 0|=] 0 1x1 0 |=0 1° 0

0 0 4/ |0 0 4 0 0 4x4 0 0 4°

En effet, on constate apres calcul que tous les coefficients qui ne se trouvent pas sur
la diagonale s'annulent et que sur la diagonale, les coefficients de A? sont égaux aux
carrées des coefficients de A.

On peut généraliser cette regle a une puissance guelconque.

22 0 0 32 0 0

Ainsi par exemple, A=/ 0 1 0|=/0 1 0
0 0 4 0 0 1024

Méthode : Utiliser la calculatrice pour effectuer des calculs matriciels

2 3 -3
On veut calculer le carré de la matrice A=| 2 4 5 |.
-1 5 -5

Avec une TI :
Entrer dans le mode "Matrice" (MATRIX) puis "EDIT".
Saisir la taille de la matrice puis ses coefficients.

MATEIAIA] 3 =3
[Z K "3

15 ¢

Ta3="0

Quittez (QUIT) puis entrer a nouveau dans le mode "Matrice" et sélectionner la
matrice A et compléter la formule pour élever A au carré.

[A]Z
1T 3 24
747 -11
13 -8 53

Avec une CASIO:
Entrer dans le menu "RUN.MAT" puis choisir "MAT" (Touche F1).
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Choisir une matrice et saisir sa taille dans la fenétre qui s'ouvre.
Dimension mxn

m =3
n i3

Saisir ensuite les coefficients de la matrice.

-2
Quitter le mode d'édition (QUIT) et taper sur la touche "Mat" puis saisir le calcul.
Mat
On obtient le résultat :
AkE I 2 E|

| IE] 3 2u

2 1 u1 =11

3 13 -8 53

[1l. Matrice inverse

1) Matrice unité

Définition : On appelle matrice unité de taille n la matrice carrée formée de n lignes et
n colonnes :

Propriété : Pour toute matrice carrée A de taille n,ona: AXI =1 XA=A

Exemple :
A 3 -2 ors -
= 1 alors .
3 -2) (1 0} (3x1+(-2)x0 3x0+(-2)x1| (3 -2
AXI2: X = —
1 4])710 1 11 +4 X0 1X0+4 X1 1 4
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2) Matrice inverse d'une matrice carrée

Définition : Une matrice carrée A de taille n est une matrice inversible s'il existe une
matrice B telle que AXB=B XA = I,.
La matrice B, notée A est appelée la matrice inverse de A.

Exemple :

SoitA=[3 ) etB=[ 0.2 0’2]
2 1 -0,4 0,6

AxB = 3 -1]X 0,2 02 _ 3%0,2+(-1)x(-0,4) 3x0,2+(-1)x0,6 :[1 0]
2 1]°1-0,4 0,6 2%0,2+1x(-0,4) 2%0,2 +1X0,6 0 1

Les matrices A et B sont donc inverses l'une de l'autre.

Remarque :
Toutes les matrices ne sont pas inversibles.

a b

Propriété : La matrice A= c d est inversible si, et seulement si, ad - bc #0.

Démonstration :

d -b
-c al’

Soit B =

a d -b ad - bc 0
Alors AXB = X = =(ad - be)l,,
c -c a 0 ad - bc
Si ad- bc #0, 0n a AXB =1, soit AX B| =I, donc A est inversible.
ad - bc 2 ad - bc
0
Si ad - bc =0, alors AXB = 0 0 donc A n'est pas inversible. Car si A était
inversible d'inverse la matrice C, on aurait C XAXB =1, XB =B et
0 0 0 0
CXAXB =CX =
0 0 0 0
0 : . .
Et donc B = 0 ol Ce qui est impossible.

Méthode : Calculer l'inverse d'une matrice carrée de taille 2

0 2
Calculer l'inverse de la matrice C :[1 3k
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Ona: CXC'=I soit 0 2><a b =1 0.
2 1 2 c d 0 1

5 _ 2c 2d | (10
one .. a+2c b+2d] |0 1
1
2c =1 €= c:%
2d =0 d =0
Et donc : = o 1d =0
a+2c=0
be2d =1 a+2><§:0 a=-1
+ =
b+2x0=1 b=l
-1 1
Dou C' = .
1
2

On peut vérifier le résultat a I'aide de la calculatrice :

Il est possible de faire une saisie en ligne sans passer par le menu "Matrice".

[[8.2101.211"
On obtient I'affichage suivant et le résgltat :

o2t

1 2

Propriété : Soit A une matrice carrée inversible de taille n et M et N deux matrices
carrées ou colonnes de taille n. On a:
AXM =N, sietseulementsi, M=A'xN

Démonstration :

AXM=N < A'X(AXM)=A*XN

Comme A*X (AXM)=(A"XA) XM=, xM=M,ona:
M=A'xN

Méthode : Résoudre une équation matricielle

-1

Déterminer la matrice colonne X vérifiant AX =X + B avec A =[

-Ona: AX=X+B
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e AX- X =B
= (A-1,)X =B

- Calculons C =A- I, et démontrons que cette matrice est inversible :
-1 2 10 0 2
C = - =
1 3 0 1 1 2
Or, 0 X2-1X2 =-2+#0 donc C est inversible.

Ainsi,ona: X =C ' xB.

- Dans la méthode précédente, on a calculé l'inverse ¢! de la matrice C:

-1 1
c'= _
1
2
11 gy [F1xGDIx2 3
- Ainsi, X =| 1 X = = 1
-0 2 l><(-1)+0><2 - =
2 2 2

V. Ecriture matriciel d'un systéme linéaire

Exemple :
5x+2y =16

4x +3y =17

|16
e —17.

On considere le systeme (S) suivant : {

2
4 3

X
X =

Onpose: A=

Sx+2y
4x +3y
Ainsi, le systeme peut s'écrire AXX =B

Onaalors: AXX =

Propriété : Soit A une matrice carrée inversible de taille n et B une matrice colonne a
n lignes.

Alors le systeme linéaire d'écriture matricielle A x X =B admet une unique solution
donnée par la matrice colonne A'B.

Démonstration :
AXX =B alors x =A'B.

Remarque :
Dans le contexte de la propriété précédente, si A n'est pas inversible alors le

systéme correspondant possede une infinité de solutions ou aucune solution.
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Méthode : Résoudre un systeme a l'aide des matrices

S5x+2y =16

Résoudre le systéeme (S) suivant : .
4x +3y =17

5 2
On a vu plus haut gqu'en posant A = 4 3

Le systeme peut s'écrire sous forme matricielle : AXX =B.

k) X =

En calculant l'inverse de la matrice A, ona A" =

2
3]
7

Le systeme a donc pour solution le couple (x ; y) =(2; 3).

16
17

Ainsi X =A'B = =

-2
7
>

1
\1|_,; N w

[© Copyrignt |

Hors du cadre de la classe, aucune reproduction, méme partielle, autres que celles prévues a l'article L 122-5 du
code de la propriété intellectuelle, ne peut étre faite de ce site sans l'autorisation expresse de 'auteur.
www.maths-et-tiques.fr/index.php/mentions-legales

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr



http://www.maths-et-tiques.fr/
http://www.maths-et-tiques.fr/index.php/mentions-legales

	CALCUL MATRICIEL
	I. Généralités sur les matrices
	II. Opérations sur les matrices
	III. Matrice inverse
	IV. Ecriture matriciel d'un système linéaire

