Equations différentielles

[ Equations differentielles }

OBJECTIFS :
Ce théme vise a:
« étudier la forme des solutions de certaines équations différentielles ;

» modéliser quelques problémes a I’aide d’une équation différentielle et en déduis une solution.

Commentaires

La notion d’équation différentielle est nouvelle pour les éléves en mathématiques. Cette théorie
ne sera donc appréhendée que sur quelques exemples parmi les plus simples.

Les éléves de terminale rencontrent en sciences physiques ces équations a travers I’étude de
systemes physiques ou chimiques. Des exemples importants sont :

Les oscillateurs libres (en particulier harmoniques) en mécanique ou en électricité (oscillateurs
mécaniques, systéme LC ou LRC) ; la loi de la croissance radioactive.

Ce théme correspond donc a une initiation a une théorie extrémement importante en analyse et
en géomeétrie. 1 n’ya donc pas lieu de développer exagérément cette initiation, mais plut6t de
Montre I’importance de ces équations a I’aide de quelques problémes qui se modélisent sous
cette forme. Un des intéréts immédiats du cours de mathématiques sera donc la justification de
la nature des solutions de ces équations différentielles.

La résolution des équations différentielles du type af’” + bf’ + c¢f = g ou a, b et ¢ sont des
nombres réel non nuls et la théorie qui I’accompagne sont hors programme.

Volume horaire : 6 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

« Equation différentielle du type f'= kf. * Résous une équation différentielle du type
f'=kf.

* Equation différentielle du type f”= 0.

« Equation différentielle du type f”= 0.

* Equation différentielle du type f”= kf.

» Equation différentielle du type f”= kf.
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Equations différentielles

Remarques et suggestions

Ce theme comprend deux parties :

1) L’établissement des solutions des équations différentielles
Les trois types d’équations peuvent faire I’objet d’une étude assez poussée en classe.
Ces démonstrations présentent un intérét incontestable pour les éléves : recherches de
solutions, preuve de I’exhaustivité de cette recherche.
A I’issue de cette mise en place, la forme des solutions doit é&tre utilisée comme un
résultat que les n’auront plus alors a justifier. Ces résultats doivent donc étre connus
des éléves.

2) Larésolution de problémes
Les éleves devront étre confrontés a 3 types de problémes :
» des applications immédiates du cours ;
» des équations différentielles qui dépassent leur compétence immédiate, et qu’ils
sauront Résous grace a un guidage important de I’énoncé (exemple : équations
linéaires avec second membre ; recherche d’une solution particuliére) ;
« des problemes géomeétriques, ou tirés de sciences expérimentales qui se modélisent a
I’aide d’équations différentielles au programme. Les exemples choisis devront rester
particulierement simples, n’entrainant pas en particulier de recherche de validité de
solutions.

|
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Equations différentielles

I- Définition :

On appelle équations différentielles, toutes équations faisant intervenir une fonction
(I'inconnue), ses dérivées et sa variable x . Leur résolution consiste a Détermine toutes les
fonctions solutions.

- Différents types d’éguations différentielles

1) Egquations différentielles du 1°" ordre (y' - ay = 0)

a) Définition :
f étant une fonction définie et dérivable sur R, la relation f '(x) - a f(x) =0 ; ou f est une
fonction inconnue, est appelée équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients

constants, sans second membre. Cette équation est souvent notée y' - ay = 0.

b) Résolution :
Les solutions, définies sur R, de I'équation différentielle y' - ay = 0 sont les solutions f;, qui &
tout nombre réel x, associent f; (x) = ke™, ou k est un nombre réel quelconque.

Ainsi I’ensemble solution est : S ={ ke™ }

2) Equations différentielles du 2°™ ordre :

a) Cas particulier : (Equation du 2°™ ordre de la forme y”’ + A(x) = 0)
Avec A(x) est une fonction quelconque.

Ce type d’équation différentielle contient uniquement la variable x et la dérivée seconde de la
fonction a cherchée. Résous ce type d’équation différentielle revient donc, dans un premier
temps, a chercher y ’ puis ayant déterminé y ' a chercher y en utilisant une primitive.

b) Egquation différentielle de la forme: (ay” + by’ + cy = 0)
Pour Résous de telles équations différentielles, on recherche d'abord une équation

caractéristique de la forme EC : ar’ + br + ¢ = 0.

Ainsi on calcule le discriminant associe A tel que A = b® - 4ac.
* Si A > 0 on a deux solutions réelles distinctes r, et r, tel que :

—-b —VA —b + VA
ry= et ry=
2a 2a

6t S = f(x) = kye™* + kpe™* Avecky et k, € R

* Si A =0, on a une solution double rytel que : ry = S et
a

S=f(x)=(kix + ky)e™* Aveck;et k; € R
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Equations différentielles

* Si A <0, on a deux solutions complexes r; et r, tel que :

—b —iy/|Al b . VIA .
rM=—————©=——[——=a—if et r ——+l
! 2a 2a 2a B 17 2q

\/_—a+ i

Ou a et B désignent respectivement les parties réelles et imaginaires de r; et 7
et S=f(x) = (kycosBx + kysinfx)e®™ Aveck, et k, € R

c) Equations différentielles de la forme (y' + w?y = 0)

Ce type d'équation différentielle est trés fréquent en sciences physiques. Sa résolution est suivit
d'une application.

Résolution :
La solution de telles équations est de la forme : S = f(x) = kycoswx + k,sinwx

Avec ki et k, € R

d) Equations différentielles de la forme (y"' - w’y = 0)

Ce type d'équation différentielle est utilisé ici pour Résous une application concréte.
Résolution :
La solution de telles équation est de la forme : S = f(x) = ke + kie™*

Avec ky et k, € R
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Equations différentielles
Exercices

Equations différentielles sans second membre.
- Résous les équations différentielles suivantes :
Dy'-4y" +3y =0 5 2)y"-9 =0 ; 3y -2y =0
4y +2y +2y =0 ; 54y +5y =0; 6)7y +4y =0
79y —24y" +16y = 0; 8)4y —sinx + e 2 =0; 9) 2xy +y'x? =e*

Vérifie que les fonctions f données sont solutions des équations différentielles (E)
correspondantes :

1) f(x)=2e"2+3e?* et (E): y'-4y =0
2) f(x) =(2x+1e™ et (E):y”+2y’+y=0
3)flx)=e*sinx et (E):y +2y +2y =0

- Détermine la solution f des équations différentielles données, vérifiant les conditions données
suivantes :

1)y" -2y 4+ y = 0; conditions: f(0) = letf'(0) = 1
2)y" + 4y =0 ; conditions: f(0) = 6etf'(0) = 10

3)y"' +y=0 ; conditions : f(0)

Oetf'(0) =1
4)y"-3y'+2y=0; conditions: f(1) = letf'(1) = 3
- On considere le systéme suivant, d'équations différentielles du premier ordre tel que :

'+ 4Z=2e% - o o
{yZ' zex ouy et Z désignent deux fonctions inconnues de variable réel x.
— y =e

1) Forme I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x)
2) Résous I'équation (E) et en déduis la solution générale du systeme.
3) Précise la solution particuliére pour laquelleona:y =1etZ = —1pourx = 0.

- Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x x 53*

1) Déterminelesréelsa et btelquevVx € R, f (x) + af (x) + bf(x) =0
2) Endéduis une primitive de f sur R
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Equations différentielles

Détermine la solution f des équations différentielles données, dont la courbe (C) vérifie les
conditions données suivantes :

0 ; (C) admet au point d'abscisse 0 une tangente paralléle a la droite d'équation

Dy -3y
y = X.
2)2y' -y = 0;(C) passe par le point de coordonnées( 2 ;e).

3)y" + 2y = 0;(C) passe par le point de coordonnées ( 0 ; 0) et admet la droite d'équation
y = x comme tangente en ce point.

4)y" - 4y" + 4y = 0; (C) passe par le point de coordonnées (0 ; 1) et admet en ce point
une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

5)y" - 3y" + 2y = 0; (C) passe par le point coordonnées ( [n2 ;0 )et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur —4

6)y'"' - 2y + 2y = 0; (C) passe par le point de coordonnées (% ;0) et sa tangente au point
d'abscisse 0 est parallele a I'axe des abscisses.

Equations différentielles avec second membre.
.Soient les équations différentielles (E) :y' + 2y = x* et (E):y' + 2y= 0

1) Détermine une fonction polyndme g, de degré deux, solution de (E).

2) Démontre qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f- g est solution de
I'équation (E')

3) Résous I'équation (E').

4) En déduis I’ensemble solution de I'équation (E).

-Soient les équations différentielles (E) et (E') telles que :
(E):y" +2y +y =x*+2x-2¢et (EN):y" +2y +y =0

1) Détermine une fonction polynéme g, de degré deux, solution de (E).
2) Démontre qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f - g est solution
de I'équation (E")
3) a) Résous I'équation (E).
b) En déduis I’ensemble solution de I'équation (E).

1) Résous I’équation différentielle d’inconnue f tel que : x2f ' (x) + 2xf (x) — 1 = 0.

2) Soit I’équation (E ): x2f "(x) — 2xf(x) + f2(x) = 0.

|
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Equations différentielles

1
fx)
a- Montre que I’équation (E) est équivalent a x2g (x) + 2xg(x) = 1.
b- Déduis-en la résolution de I’équation (E).

3) Onpose g(x) =

On se propose de résoudre le probléme suivant : Trouve une fonction f définie et dérivable
sur]0; +oo[, s’annulant pour x = 1 et vérifiant la propriété : pou tout x > 0,0na:

(BE): x xf'(x)- 3 x f(x) = 3lnx.
1) Trouve tous les polyndmes P du 3°™ degré telles queV x > 0; x X P'(x) - 3 x P(x) = 0

2) Soit une fonction f définie et dérivable sur ] 0 ; +oo[ telle que f(1) = O etsoithla
fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par la relation f(x) = x*x h(x)

a) Calcule h (1) et Calcule f '(x) en fonction de h'(x) et h(x).

b) Démontre que f vérifie (E) si et seulementsivx € 10 ; +oo[; h'(x) = x% Inx

c) Onsuppose que f vérifie (E). Démontre que h est définie sur ] 0 ; +oof, par
h(x) = [’ Int dt

d) Détermine h(x) en fonction de x par une intégration par partie

e) Démontre qu'il existe une unique fonction f solution du probléme posé et donne
I'expression de f(x).

-2
14 e—2x

- On se propose de Résoudre I'équation différentielle : (Ey) : y' - 2y =

1) Détermine la solution de I'équation différentielle (E,) : y' -2y = 0 qui prend la
valeur 1 en 0.

2) Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0) = [n2 et soit g la fonction définie par la
relation : f(x) = e?* x g(x).

a- Calcule g(0)
b- Calcule g'(x) en fonction de f '(x) et de f(x).

—2e72x

c- Démontre que f est solution de (E,) si et seulement si g'(x) = 1T o=

d- En déduis l'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte que f soit solution de (E).
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-Soit a et b deux nombres réels et n un entier naturel différent de 1.

On considere I’équation différentielle (E) : y' = ay + by™

1)OnposesurR:Z =y~ (avecy > 0).
Détermine une équation différentielle satisfaite par Z et la Résous.

2) En déduis les solutions, strictement positives, de (E) sur R.
Quedonnelecasn =0 ?

Equations différentielles dans les cas pratiques.

- Un tronc de baobab y grossi avec une vitesse proportionnelle a lui-méme.
On sait de plus que ce tronc double de volume tous les 10 ans.
Combien de temps luis faut-il pour tripler de volume ?

Lors du tremblement de terre qui a secoué la centrale nucléaire de FUKUSHIMA au Japon, la
teneur du nombre d’atome de radium N(t) échappé a I’instant t est donné par la relation :
N'(t) = aN(t) et N(0) = N, ou (t est exprimé en années).

De plus sa teneur en toxine triple chaque deux ans.

1) Détermine I’expression de N(t) en fonction de N, et t.
2) Au bout de combien d’années la teneur du nombre d’atome de radium aura —t-il
quadruplé ?

- Dans une culture de microbes, le nombre de microbes a I’instant t, exprimé en heures, peut étre
considéré comme une fonction numérique N a variable réelle t. La vitesse de prolifération a
I’instant t du nombre de microbes est la dérivée N’ de cette fonction. On a constaté que :

N'(t) = —kN(t) ou k est un coefficient réel strictement positif. On désigne par N, le nombre
de microbes a I’instantt = 0

1°/ Détermine N(t) en fonctionde Ny, k ett.
2°/ Détermine le nombre de microbes au bout de 1 heures si N, = 1000 et k = 1.

3°/ Soit T la période de reproduction du nombre de microbes, c'est-a-dire le temps au bout
duquel le nombre de microbes a été divisé par 2. Montre que e*” = 2.

4°/ Détermine la période de reproduction T sachant que k = 6,66 « 107°.
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- Une substance se dissout dans I’eau avec une vitesse de dissolution proportionnelle a la
quantité non dissoute.

Al’instant t = 0 ( en minutes ), on place 20 grammes de cette substance dans une grande
quantité d’eau. Sachant que les 10 premiers grammes se dissolvent en 5 minutes.

1) Forme I’équation différentielle expliquant cette situation en fonction de f'(t) et de f(t).
2) En déduis une expression de la quantité dissoute f(t), en grammes, en fonction de t.

Le taux d’alcoolisme £ (t) (en gL~ ) d’une personne ayant absorbé, en jeun, une certaine
quantité d’alcool vérifie, sur R, I’équation différentielle (E) : y' -2y = ae™.

Ou t est le temps écoulé apres I’ingestion (exprimé en heures), et a une constante qui dépend
des conditions expérimentales.

1) On pose pourtoutt € R, : g(t) = f(t)e'.
Démontre que g est une fonction affine.

2) Exprime f(t) en fonctiondet et de a.

3) Dans cette question, on pose que a = 5.

a- Etudie les variations de f et tracer sa courbe.

b- Détermine graphiquement le taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout
du quel il est atteint.

c- Donne une valeur du délai T ( a I’heure preés par excés ) au bout duquel le

taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur 20,5 en gL™! .
- Un bloc métallique est déposé dans un four dont la température constante est de 1000°C.
La température 6 est une fonction du temps t (en heures) qui vérifie I’équation différentielle
(E): 6'(t) = k[1000 — 8(t)] ; k € R%.

1) Onpose y(t) = 6(t) — 1000.

Ecris une équation différentielle (F) satisfaite par y.

2) Reésous (F) puis (E).

3) Le bloc, initialement a 40°C est déposé dans le four au temps t, = 0. Sa température
est de 160°C au bout d’une heure. En déduis I’expression de 8(t) en fonction de t
uniguement.

4) a- Calcule la température du bloc au temps t = 3 heures.

b- Détermine le temps T a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C.

On donne (5)3 =07 ; In (g) =-013 ; In (g) = —0,65

|
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A l’instant t = 0, un corps a la température 8, = 60°C est placé dans I’air ambiant a la
température 8; = 20°C. Au bout de 10 minutes, la température du corps est 50°C.

Sa température a la date ¢t exprimée en minutes est solution de I’équation différentielle :

de (t)
dt

= —k[6(t) — 6,] ou k est une constante réelle. On pose y(t) = 6(t) — 6;.

1) a- Quelle est I’équation différentielle vérifiée par y ?
b- Détermine y.
c- En déduis 6(t) en fonction de k.

d- Détermine la constante k puis en déduis I’expression définitive de 6(t).

2) a- Au bout de combien de minutes la température du corps diminuera-t-elle de
moitié ?
b- quelle sera la température du corps au bout d’une heure ?
Ondonne In2 = 0,70 ; In(3) = -0,29.

4

Solutions

Equations différentielles sans second membre.
- Résolvons les équations différentielles suivantes :
NB : Dans tout I’exercice, on désignera par (E.C) comme : Equation Caractéristique.
1y"'-4y" +3y =0
(EC):r2—4r+3=0=>A=4. (A>0).Alorsr; =1 et r, =3
=> S = f(x) = Cie™* + C,e™* =>§ = f(x) = C,e* + C,e3* . Avec (C; ; C,) € R?
2)y"-9y = 0. Ici w?=9 =>w=3
=S =f(x)=Ce>* + Ce3*
3)y' -2y =0.Icia=2 => S = f(x) = ke?*. Avec (k € R)
4y +2y +2y =0

(E.C):7r2 4+ 2r+2=0=>A=—4=4i%. (A<D0).
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_—b—ivA _ —2—y4i%? _ -2-2i _

1 = =—-1-i
2a 2 2
=>qg=-1let B=1
—b +iVA _ =2 ++/4i? -2 +2i ,
Ty = = = =-1+1i
2a 2 2

Ou a et B désignent respectivement les parties réelles et imaginaires des solutions r; et r,
EtS = f(x) = (CicosBx + C,sinfx)e™ = (C;cosx + Cysinx)e™™. Avec (C; ; C;) € R?

5) 4y +5y =0 ¢>y”+%y=0. Ici W2=% :>W=§

S=f(x) =Cicoswx + Cysinwx =>S = f(x) = Clcosgx + Czsin\/z—gx.
Avec (C; ; C,) € R?

, / . _%
6)7y +4y =0®y +2y =0. lcia=—>=> 5= f(x) = ke 7", Avec (k € R)
7)9y" —24y' +16y = 0
4

(EC):9r2 —24r+16=0=>A= 0. (A=0). Alorsr, = 1, =1, =z

4
=>S= f(x) = (Clx + Cz)erox = (Clx + Cz)egx . Avec (Cl ; Cz) € ]Rz

" . _ " . _ " 1 . 1 _
8)4y —sinx + e ¥ =0 &4y =sinx— e ¥ =>y = Lsinx — e 2x

:>y'=—%cosx+%e_2x+k et y=—isinx—%e‘2x+kx+k’
e 1, 1 oy ,
—>S—f(x)——zsmx—ge +kx+k

9)2xy +y'x? =e* & (x?xy) =e* ®xZxy=¢e" :>y=i+k

x2

- Vérifions que les fonctions f données sont solutions des équations différentielles (E)
correspondantes :

1) f(x) =22 +3e*et (E): y' -4y =0
La fonction f(x) = 2e72* + 3e2* est solution de (E) : y" - 4y = 0 si et seulement si
f'(x) - 4f(x) = 0 Avec: f(x) = 2e72* 4+ 3e?*; f'(x) = —4e™2* + 6e?* et

f'(x) =8e % + 12e%*
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Alors f'(x) - 4f (x) = (8e™2* + 12e?*) — 4(2e~%* + 3e2¥)
=8e 2* + 12e%* —8e™?* —12e?* =0
Puisque f"'(x) - 4f(x) = 0.
Alors f(x) = 2e72* + 3e?* est solutionde (E): ¥y -4y = 0
) f(x)=(2x+1De™ et (E):y +2y +y =0
La fonction f(x) = (2x + 1)e™™ estsolutionde (E) : y" + 2y’ + y = 0 si et seulement si
'O+ 2f'(x) + f(x)=0.Avec f(x) = (2x+ De™; f'(x) = (—2x + )e ™ et
f'(x) = (2x —3)e™
Alors f"(x) + 2f'(x) + f(x) = 2x —3)e™ +2(—2x+ De™ + (2x + De™™
=Qx—-3—-4x+2+2x+1e™ =(0)e ™ =
Puisque f"'(x) + 2f'(x) + f(x) =0.Alors f(x) = (2x + 1)e™ est solution de (E)
3) f(x) =e*sinx et (E):y +2y +2y =0
La fonction f(x) = e *sinx est solution de (E) : y" + 2y’ + 2y = 0 si et seulement si
'O+ 2f'(x) +2f(x) =0.Avec f(x) = e *sinx; f'(x) = (cosx — sinx)e™ et
f"(x) = (—2cosx)e™
Alors f"(x) + 2f'(x) + 2 f(x) = (—2cosx)e™ + 2(cosx — sinx)e™ + 2e *sinx
= —2e *cosx + 2e ¥cosx — 2e *sinx + 2e *sinx = 0

Puisque f"'(x) + 2f'(x) + 2 f(x) = 0. Alors f(x) = e *sinx est solution de (E)

Déterminons la solution f des équations différentielles données, vérifiant les conditions
données suivantes :

Dy -2y +y =0
y'-2y+y =0

(EC):r2=2r+1=0=>A=0. (A=0).Alorsr, =, =1, =1

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 7. Equations différentielles. Page 509



Equations différentielles

=>S=f(x) = (Cix + Cy)e™* = (C;x + C,)e* . Avec (C; ; C,) € R?

Conditions : f(0) = 1etf'(0) = 1

f(x)=(Cix+ Cy)e* Alors f(0)=1&C(C, =1

') =(Cix+ Ci+ Ce* Alorsf'(0) =1+ C=10rC,=1=>(,=0
D’ou f(x) = xe*

2)y" +4y =0

y' ' +4y =0.1Ici wr=4 =>w=2

S = f(x) = Cycoswx + Cpsinwx =>S = f(x) = C;cos2x + C,sin2x . Avec (C; ; C,) € R?
Conditions: f(0) = 6et f'(0) = 10

f(x) = Cicos2x + Cysin2x Alors f(0)=6<C; =6

f'(x) = =2C;sin2x + 2C,cos2x Alors f'(0) =10 & 2C, =10=>(C, =5

D’ou f(x) = 6cos2x + 5sin2x

3)y" +y=0.1lci w?=1=>w=1

S = f(x) = Cicoswx + C,sinwx =>S = f(x) = Cycosx + C,sinx. Avec (C; ; C,) € R?
Conditions : f(0) = 0etf'(0) = 1

f(x) = Cicosx + Cysinx Alors f(0)=06&C; =0

f'(x) = —=C;sinx + Cycosx Alors f'(0)=1&C, =1

D’ou f(x) = sinx

4)y"-3y'+2y=0

(EC):r?=3r+2=0=>A=1. (A>0).Alorsr; =1 et r,=2

=>S = f(x) = Cie™* + C,e™* =>§ = f(x) = C;e* + C,e?* Avec (C; ; C,) € R?
Conditions: f(1) = letf'(1) = 3

f(x) =Cie* + C,e?* . Alors f(1) =1 Cle+ Ce? =1

f'(x) = Cie* +2C,e?* . Alors f'(1) =3 © Cie + 2C,e? =3
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Formons ainsi le systéme avec ces deux conditions :

{Cle + Czez = 1 o {—Cle - Czez = —1
Cie + 2C,e* =3 Cie + 2C,e*> =3

=> (e?=2 =>(=5=>C; =2
En remplacant C, = 2e~2 par sa valeur dans I’équation 2, ona: C; = —e~!
Dol f(x) =—e ! xe* +2e2 xe? =—e* 1 420272 =222 —gx~1
-On considére le systéme suivant, d'équations différentielles du 1* ordre tel que :

"+ 47 = 2% | . o : .
{y ol y et Z désignent deux fonctions inconnues de variable réel x.

7 — y = e
1) Formons I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x)
(1) ¥ + 4Z = 2e** => y'' + 47’ = 4e**

(2 Z—-y=e**=>7 =y+e¥
Enremplacant Z' = y + e par sa valeur dans (1). Alorsona:
V' + 4y +e?) =4e* & y' + 4y + 4e?* =4 @y + 4y =0
D’ou I'équation différentielle du second ordre (E) a la quelle satisfait y(x) est
(E):y" + 4y =0.
2) Résolvons I'équation (E)
y'+ 4y =0.1lci wl=4=>w=2
Alors y(x) = Cicoswx + Cpsinwx = Cycos2x + C,sin2x avec (C; ; C;) € R?
En déduisons la solution générale du systeme, c'est-a-dire la fonction inconnue Z.
D’aprés I’équation (2),ona: Z =y +e?* &
DoncZ =y +e? & [Z'(x)dx = [ y(x)dx + [ e**dx
& Z(x) = [(Cicos2x + Cysin2x)dx + [ e?*dx
& Z(x) = [ Cicos2xdx + [ C,sin2xdx + [ e**dx

& Z(x) = C; [ cos2xdx + C, [ sin2xdx + [ e**dx

|
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=>7Z(x)=C( [17 sian] + C, [—%cost] + [1762’(]

=7(x) = %sian + —%cost + %ezx = 17(6'1sin2x — C,c082x + e%¥)

3) Précisons la solution particuliere pour laquelleona:y =1etZ = —1pourx = 0.
y(x) = C1cos2x + C,sin2x

Siy =1 Pour x =0alorsona: 1=Cycos0 + C,sin0 < C; =1

Z(x) = 17(C‘lsin2x — C,cos2x + e?%)

SiZ=-1Pour x =0alorsona: —1 = 17(Clsino — Cycos0 + %) &

C15in0 — Cycos0 + e’ = -2 -C,+1=-2C, =3

Alors y(x) = cos2x + 3sin2x et Z(x) = 17(sir12x — 3c0s2x + %)

D’ou la solution particuliére du systéme est :

y(x) = cos2x + 3sin2x
et

Z(x) = 17(51’n2x — 3cos2x + e%¥)
- Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x x 53%
1) Déterminons lesréelsa et btelquevVx € R, f (x) + af (x) + bf(x) =0
f(x) = x x5% =>f(x) = x x e3> Ainsi :
f'(x) = (1+ 3xin5)e3™> et f(x) = (2 + 3xIn5)3In5e3*">
f )+ af () + bf(x) =0
& (2 + 3xIn5)3In5e3*"> + q( 1 + 3xIn5)e3*> + px x 35 =0
& (2 4 3xIn5)3In5+ a(1+ 3xIn5) + bx =0
© 6In5 + x(3In5)? + a + 3axIn5 + bx =0
& x[(3In5)% + 3ain5 + b] + a + 6In5 = 0

- {(SZnS)2 +3aln5+b=0 {b = (3In5)?
a+6ln5=0 a = —6In5
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D’ol les réels a et b sont tels que : a = —6In5 et b = (3In5)>?

2) En déduisons une primitive de f sur R

Pour cela, déterminons la fonction f en résolvant 1’équation différentielle :
)+ af )+ bf(x) =0 & f (x) —6In5f (x) + (3In5)%f(x) =0

' (x) —6In5f (x) + (3In5)%f(x) =0

(E.C) : r2 — 6In5r + (3In5)?2 = 0 =>A=0. (A= 0). Alorsr; =1, =1, = 3In5
=> f(x) = (C;x + Cy)e™* = (C;x + C,)e3*™> . Avec (C; ; C,) € R?

Alors si f(x) = (C;x + C,)e3*n5 = ¢ xe3*n5 + (,e3%n>

Posons A(x) = C;xe3*"> et B(x) = C,e3*"> puis cherchons une primitive de A et B.
Pour : A(x) = C,xe3*'">

Posons : u(x) = Cix =>u'(x) = ¢

v (x) — e3xln5 = v(x) =5 e3xln5

Ci1x C1x 7
= A(x) — [ 1 3xln5] f e3xn5qy = [ 1 e3x_n5] fe3xln5dx
3in5

3in5 3in5 3in5

_ [Clx e3xln5] _ G [ 1 e3xln5] _ [Clx 3xln5] _[ C1 3xln5]

3In5 3in5 L3In5 3In5 (3In5)2
[Clx 3xin5 _ _C1 e3xln5 ] — C1x e3xln5 _ G e3xln5
3In5 (31n5)2 3In5 (3In5)?
Gx 3%In5 G 3xln 5
=> A(x -
o) = 3in s (3In5)2

Pour :B(x) = C,e3*">

. . C:
Si B(x) = C,e3*™5 alors la primitive de B est ; =2 g3xIn5
2 3n5

x G 3xin5 4 C2_ ,3xinS e3xins G
D’ou F(x) = ax g3xns _ 1 __ o3xin xms — Cix ——+C. k
(o) = (3In5)2 t 3ms © 35 \ 1 3ms T C2)

Déterminons la solution f des équations différentielles données, dont la courbe (C) vérifie les
conditions données suivantes :

NB : 1l estimportant et nécessaire de connaitre que :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 7. Equations différentielles. Page 513



Equations différentielles
- Lacourbe (Cf) passe par le point A (;g) si et seulement f(xy) = yo.
- Lacourbe (Cf) admet au point A (;‘;) une tangente paralléle a I’axe des abscisses c'est-a-
dire I’axe ox si et seulement si f'(xy) = 0.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;‘;) une tangente paralléle a la droite (D) d’équation :
y = ax + b sietseulementsi f'(xy) = a.

- Lacourbe (Cf) admet au point A (;g) une tangente de coefficient directeur k si et
seulement si f'(xy) = k.

1)y’ - 3y = 0; (C) admet au point d'abscisse 0 une tangente parallele a la droite d'équation

y = Xx.

y -3y =0 =>5=f(x) = ke?*

(C) admet au point d'abscisse 0 une tangente paralléle a la droite d'équationy = x si et
seulement si f/(0) = 1 avec f'(x) = 3ke3*

Alors f/(0) =1 3ke® =1 ©3k=1=>k = § D’ou f(x) = §e3x
2)2y' -y = 0;(C) passe par le point de coordonnées( 2 ;e).

2y -y =0@y-1y=0=5=f() = ke

(C) passe par le point de coordonnées( 2 ;e) si et seulement si f(2) = e

1 1
f)=e @ ke?*=e® ke=e =>k=1.D’0l f(x) = e2"

3)y" + 2y = 0;(C) passe par le point de coordonnées ( 0 ; 0) et admet la droite d'équation
y = x comme tangente en ce point.

y' + 2y =0.lci w?=2 =>w=+2
Alors § = f(x) = Cicoswx + Cysinwx = C;cosvV2x + C,siny/2x avec (C; ; C,) € R?
(C) passe par le point de coordonnées (0 ;0) < f(0) =0 <<C; =0

(C) admet la droite d'équation y = x comme tangente au point( 0 ;0) => f'(0) =1.

Avec f'(x) = —CV2sinV2x + C,v2cosv2x

f(0)=1 ®C\2=1=>C, =% =\/2—7 .D’ol f(x) =gsin\/§x
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4)y" - 4y" + 4y = 0; (C) passe par le point de coordonnées ( 0 ; 1) et admet en ce point
une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

y'-4y" + 4y = 0

(EC):r2—4r+4=0=>A= 0. (A=0). Alorsr; = 1, =15 =5 =2

=>S=f(x) = (Cix + Cy)e™* = (C;x + C,)e?** . Avec (C; ; C,) € R?

(C) passe par le point de coordonnées (0 ;1) =>f(0) =1<C, =1

(C) admet au point( 0 ; 1) une tangente paralléle a I'axe des abscisses si et seulement si :
£'(0) = 0. Car I’axe des abscisses a pour équation y = 0 et f'(x) = (2C;x + C; + 2C,)e?*
F(0)=0&C 4+ 2C,=0.0rC,=1alorsC, + 2=0=>C, = —2

Dol f(x) = (—2x + 1)e?*

5)y" -3y’ + 2y = 0; (C) passe par le point coordonnées ( In2 ;0 )et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur —4

(EC):1?2—3r+2=0=>A=1 (A>0).Alorsr; =1 et r, =2

=>S = f(x) = Cie™* + C,e™* =>§ = f(x) = C;e* + C,e?* Avec (C; ; C,) € R?

(C) passe par le point coordonnées (In2 ;0) => f(In2) = 0 & Cie"? + Ce?"? =0 &
Cie™? + Ce™ =1 &2, +4C, =0 & C, + 2C, =0 (1)

(C) admet au point (In2 ;0) une tangente de coefficient directeur —4 => f'(In2) = —4
Avec f'(x) = Ce* +2 C,e?*

f'(In2) = —4 & Ce'"? 42 C,e?"? = —4& Ce™? +2 Cre™* = -4 2C, +8C, = —4
SC+4C,=-2 (2

Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) :

{Cl‘l'ZCZ:O {Cl+262=0
Cl+4‘62:—2 —61—462:2

=> _ZCZ - 2 => CZ - —1

En remplagant C, = —1 par sa valeur dans I’équation (1), ona: C; = 2

1
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D’ol f(x) = 2e* —e?*

6)y'"' - 2y + 2y = 0; (C) passe par le point de coordonnées (% ;0) et sa tangente au point
d'abscisse 0 est paralléle a I'axe des abscisses.

(E.C):7r? —2r+2=0=>A=—4=4i%. (A<D0).

_-b—ivA _2—-y4i®? _ 2-2i

" 2a ;= 7 =1
=>qg=1et B=-1

—b+iVA _ 2 ++/4i? 2 +2i .
Ty = = — = C=1+4i

2a 2 2

Ou a et B désignent respectivement les parties réelles et imaginaires des solutions r; et r,
EtS = f(x) = (CicosBx + Cpsinfx)e™ = (C;cosx — C,sinx)e*. Avec (C; ; C,) € R?

V2 V2

(C) passe par le point de coordonnées (% ;0) =f (%) =0& (7 C, — 7262> e% =0&

2o -Co=0w0-0=00)

(C) admet au point d'abscisse 0 une tangente parallele a I'axe des abscisses =>'(0) = 0.
Avec f'(x) = (Cicosx + Cycosx + Cysinx — Cysinx)e”.
flO=0C+C,=0(2)

Formons ainsi le systéme avec les équations (1) et (2) :

{Cl_CZ =0
Cl+ CZZO

=> 20,=0 =>C, =0 et C,=0
Dol f(x) =0
Equations différentielles avec second membre.

.Soient les équations différentielles (E) : y' + 2y = x? et (E):y + 2y=0
1) Déterminons une fonction polyndme g, de degré deux, solution de (E).

Soit g(x) = ax? + bx + c ce polyndme de degré deux solution de (E) telque :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 7. Equations différentielles. Page 516



Equations différentielles

g +2g(x) =x* © Qax +b) +2(ax?* +bx +c) =x* &
2ax + b + 2ax? + 2bx + 2c¢ = x? ¢ 2ax?+ x(2a +2b) + b + 2c = x*

Par identification on a :

1
a=-=-
2

2a =1 h=-1 1 1 1

2a+2b=0=><" "~ 2. D’oug(x)=5x2—5x+z
b+2c=0 c=%

2) Démontrons qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f - g est solution de
I'équation (E")

A=>B
NB : Montrer que A< B, revienta montré que et
B=>A

Ainsi pour montrer qu’une fonction f est solution de I'équation (E) si et seulement si f — g
est solution de (E"), on montre que

(fest solution de I équation (E) => f — g est solution de (E")
et

kf — g est solution de (E") => f est solution de | équation (E)
- Montrons que f est solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")

e f estsolution de I’équation (E) si et seulementsi f (x) + 2f(x) = x? (1)
e g estsolution de I’équation (E) si et seulementsi g’ (x) + 2g(x) = x% (2)

Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

D) =@ :[f ) =g @I +2[f(x) —g(x) ] = x> —x*

& (f—9) () +2(f — 9)(x) = 0=> f — g est solution de (E")

D’oll f est solution de | équation (E) => f — g est solution de (E")

- Montrons que f — g est solution de (E") => f est solution de I équation (E)
Si f — g est solution de (E") alorsona: (f — g) (x) + 2(f — g)(x) = 0 <>

[f') =g I +2[f(x) =g =0 f () =g () +2 f(x) —29(x) =0 &

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 7. Equations différentielles. Page 517



Equations différentielles

() +2f(x) = g (x) +2 g(x). Avec g(x) = %xz —%x +% et g'(x)=x —%.

Alors £ (x) +2f (x) = g' () +2 g() & f () + 2f (x) = (x - %) +2 (%xz —2x+] )
®f(0) +2f(x) = x°
D’oll f — g est solution de (E") => f est solution de 1 équation (E)

(fest solution de I équation (E) => f — g est solution de (E")

et
Conclusion : puisque

f — g estsolution de (E") => f est solution de | équation (E)

\

Alors une fonction f est solution de I'équation (E) si et seulementsi f — g est solution de
(E"). (Ce qu’il fallait Démontre).

3) Résolvons I'équation (E').

(EN:y +2y=0=>S=ke **

4) En déduisons I’ensemble solution de I'équation (E).

On sait que f(x) — g(x) est solution de (E).

- De méme ke ™2~ est solution de (E’).

Par identification des deux solutions, ona: f(x) — g(x) = ke ?* => f(x) = ke %* + g(x).

Org(x) = %xz - %x + %. Alors f(x) = ke ™ + %xz - %x +%
-Soient les équations différentielles (E) et (E') telles que :

E):y" +2y +y=x*+2x-2c¢et (E):y" +2y +y =0

1) Déterminons une fonction polyndme g, de degré deux, solution de (E).

Soit g(x) = ax? + bx + c ce polyndme de degré deux solution de (E) telque :

9" +29'(x) +gix) =x*+2x-2 &

(2a) +2Qax +b) + (ax?* +bx +c) =x*+2x-2 &

2a+4ax +2b+ax? +bx+c=x"+2x-2&
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ax? +x(4a+b)+2a+2b+c=x*+2x-2

Par identification on a :

a=1 Zf_z
4a+b =2 => c:0 . Dol g(x) = x? — 2x

2a+2b+c=-2

2) Démontrons qu’une fonction f est solution de (E) si, et seulement si, f - g est solution de
I'équation (E')

NB:
A=>B
Montrer que A< B, revienta montré que et
B=>A

Ainsi pour montrer qu’une fonction f est solution de I'équation (E) si et seulement si f — g
est solution de (E"), on montre que

(fest solution de I équation (E) => f — g est solution de (E")
et

kf — g est solution de (E") => f est solution de | équation (E)

- Montrons que f est solution de I équation (E) => f — g est solution de (E")

f est solution de I’équation (E) si et seulement si f(x) + 2f'(x) + f(x) = x* + 2x -2 (1)
g est solution de I’équation (E) si et seulement si g”(x) + 29’ (x) + g(x) = x* + 2x -2 (2)
Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

W -@:[f" )= g" @] +2[f'(x) =g’ 1+ [f(x) —g)] =0

S -9 +2(f—g) )+ (f —g)(x) = 0=>f — g est solution de (E")

D’oll f est solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")

- Montrons que f — g est solution de (E") => f est solution de I équation (E)

Si f — g est solution de (E") alorsona: (f — g) (x) + 2(f — g)(x) = 0 <

[f" () = g" ]+ 2[f'(x) = g’ ) ] + [f(x) = ()] = 0

() =g'()+2f'(0) =29'(0) + f(x) —g(x) =0
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fra)+2f 0+ f)-g'(x)-29'x) —gx) =0
fra+2f0)+ fx)=g"0()+29'(x) +g)
Avec g(x) =x*—2x;g (x) =2x—2 et g"(x) =2
Alors f" () +2 f () + f(x) = g"'(x) +29'(x) +g(x)
FrO)+2f )+ fx)=@)+2Q2x—2)+x>—2x <
Ffe)+2f @+ fix) = x*+2x-2
D’oll f — g est solution de (E") => f est solution de 1 équation (E)
(fest solution de 1 équation (E) => f — g est solution de (E")

et
Conclusion : puisque

kf — g estsolution de (E") => f est solution de | équation (E)
Alors une fonction f est solution de I'équation (E) si et seulementsi f — g est solution de
(E"). (Ce qu’il fallait Démontre).
3) a- Résolvons I'équation (E).
EY:y" +2y +y =0
(EC):7242r+1=0=>A=0. (A=0).Alorsr, =1, =15 = —1
=>S = (C;x + Cy)e™* = (C;x + C)e ™ . Avec (C; ; C,) € R?
b- En déduisons I’ensemble solution de I'équation (E).
On sait que f(x) — g(x) est solution de (E).
- De méme (C;x + C,)e™™ est solution de (E').
Par identification des deux solutions, ona: f(x) — g(x) = (C;x + C,)e™ =>
f(x) = (Cix + C)e™ + g(x).0rg(x) = x* — 2x
Alors f(x) = (Cix + C)e™ + x? — 2x.
-1) Résolvons I’équation différentielle d’inconnue f tel que : x2f '(x) + 2xf(x) — 1 = 0.

K2 () +2xf()— 1=0 & (2 xf(x) —1=0® (x2xf(x)) =1
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1

(2 % f@) dx = [1dx @ x? X f@) =x & f(x) =5 =>f(0) =1

2) Soit I’équation (E ): x2f ' (x) — 2xf(x) + f2(x) = 0.

1

On pose g(x) = S

a-Montrons que I’équation (E) est équivalent a x%g (x) + 2xg(x) = 1.

1 1 ' 9'®)
90 = = @ f = = et f'@W) = ~52

RG]

P par leur valeur dans I’équation (E), on a :

En remplacant f(x) = ﬁ et f'(x)=

, 2 2.
E) a2 2®] - ox[ L]+ [ 20 9g®_2x , 1 _g &
(E) [ 9% (x) [g(X)] [g(X) g2 () gx)  g*(x)

—ng,(x)—ng(x)+1 —0®© ngl(x)+2xg(x)—1
9%(x) 9%(x)

=0 x%g (x) +2xg(x) —1=0.
D’ou Iéquation (E) est équivalent a x%g (x) + 2xg(x) = 1. (Ce qu’il fallait démontrer).
b-Déduisons-en la résolution de I’équation (E).

1

D’aprés la question 1), ona: f(x) = % et D’aprés la question 2)-a,ona: f(x) = )

Par identification, on a : L1 :-le gx)=x
gx)  x

D’ou la solution de I’équation (E) est g(x) = x

- On se propose de résoudre le probléme suivant : Trouver une fonction f définie et dérivable
sur]0; +oo[, s’annulant pour x = 1 et vérifiant la propriété : pou tout x > 0,0na:

(B): xx f'(x)- 3 x f(x) = 3lnx.
1) Trouvons toutes les fonctions polyndmes P du 3™ degré telles que, pour tout réel x, on ait
xXP'(x) - 3xP(x) = 0.

Soit P(x) = ax® + bx? + cx +dolia; b ;c e d sont tous des réels ce polyndmes de degré 3
tel que : P'(x) = 3ax? + 2bx +c.

xXP'(x) - 3xP(x) =0 < x(3ax?+2bx + ¢)- 3(ax®*+bx* +cx+d) =0 &
3ax® + 2bx? + cx —3ax® —3bx?> —3cx —3d =0 & —bx?> —2cx—3d =0
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Par identification,ona: b =0; c=0et d =0
DouVx € R; ona:P(x) =ax® aeR".

2) Soit une fonction f définie et dérivable sur ] 0 ; +oo[ telle que f(1) = O etsoithla
fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par la relation f(x) = x°x h(x)

a-Calculons h (1) et Calcule f '(x) en fonction de h'(x) et h(x).

FO) = Pxh() = h(x) = L2 et h(1) =1L =2 ¢

T %3 13 13

f(x) = x3 X h(x) =>f'(x) = 3x?h(x) + x3h'(x)

b-Démontrons que f vérifie (E) si et seulementsivx € 10 ; +oo[; h'(x) = x% Inx

(B): x xf'(x)- 3 xf(x) =3inx.

f(x) = x3x h(x)et f (x) =3x%h(x) + x3h'(x)

Remplacons f(x) et f (x) par leur valeur dans I’équation (E), on a :

x[3x%h(x) + x3h'(x)]- 3[x3 X h(x)] = 3Inx & 3x3h(x) + x*h'(x) — 3x3h(x) = 3Inx
& x*h' (x) =3lnx =>h'(x) = x% Inx

D’ou f vérifie (E) si et seulementsiv x € ] 0 ; +oo[; h'(x) = x% Inx (Ce qu’il fallait
Démontrer).

¢- On suppose que f vérifie (E).

Démontrons que h est définie sur ] 0 ; +oo[, par h(x) = fft3—4 Int dt

h(1)=0¢et h'(x) = ;—4 Inx. Alors h est la primitive de h': x — ;—4 Inx qui s’annule en 1.
D’ou h est définie sur ] 0 ; +oo[, par h(x) = flx% Int dt

d-Déterminons h(x) en fonction de x par une intégration par partie

h(x) = [ Int dt

Posons : u(t) = Int =>u(t) =%

3 1
Vi) =5 =u) =-53
- ___________________________________
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Int 1% x 1 Int 1% 1 1% Int 17"
=> = |—— — = |- — [ — =—_— — -
h(x) [ ¢3 ]1 + fl t4 dt [ 34 + [ 3t3 14 [ 3 33 ]1

1
1+_

_ . Inx
Zh)=—FTnats

e-Démontrons qu'il existe une unique fonction f solution du probléme posé et donne
I'expression de f(x).

Inx 1 1
flx)= x3xh(x).0rh(x)=—x—3—m+§
_ .3 Inx 1 1\ _ 1 %3
= f@) = x* (=S5 g5 +3)=—x - +75

Puisque h est unique alors f est unique.

-On se propose de résoudre I'équation différentielle : (Ey) : y' - 2y = — Hzﬁ

1) Déterminons la solution de I'équation différentielle (E,) : ¥’ - 2y = 0 qui prend la
valeur 1 en 0.

Yy -2y=0=>S=y(x)=ke*.0ry(0) =1 ke’ =1=>k=1
D’oll y(x) = e?*.

2) Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0) = In2 et soit g la fonction définie par la
relation : f(x) = e?* x g(x).

a- Calculons g(0)

fx) = e x gx) & gx) =£(2);) =>g(0) =%= %= In2
b- Calculons g'(x) en fonction de f '(x) et de f(x).
! 2X _9,2x ' _
9(x) =’;(z? => g/(x) = L&2x¢ 9456 xf@) _f (x)esz(X)

_2e—2x

c- Démontrons que f est solution de (E,) si et seulement si g'(x) = o

2
14 e—2x

(E):y'-2y=

2
14 e 2x°

f est solution de (E;) si et seulementsi f' - 2f = —

Or f(x) =e*g(x) et f'(x) =2e**g(x) + e*g'(x) = e*[g'(x) + 29(x)]

|
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2

fl-2f= —1—= . ® e¥[g'(0) +2g()] = 2e¥g(x) = — =
e /() + 27 g(x) ~ 26 g(0) = — o @ e g0 =~ o
"(x) =— =y e
g X)) = 1+ e~2x)e2x g (X) Tlte-2x"
_9p—2X
D’ou f est solution de (E;) si et seulement si g'(x) = %

d- En déduisons I'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte que f soit solution de

(E).

_9,—2x _Ze—Zx

D’aprés le question précédente, g'(x) = - +ee_2x S g dx=] dx &

1+ 2%
g(x)=Imn(1 + e 2*) + k.Or g(0) = In2
@l +e)+k=m2®m2+k=m2=>k=0.Dolg(x)=Imn1 + e %)
- Soit a et b deux nombres réels et n un entier naturel différent de 1.
On considere I’équation différentielle (E) : y' = ay + by™
1)OnposesurR:Z =y'~™ (avecy > 0).
Déterminons une équation différentielle satisfaite par Z et la Résous.
La fonction Z est dérivable sur R (car y 'est) et:
Z'=1-n)yy~" .Ory =ay+by"
=>7 =1 -n)(ay +by")y " =1 —n)(ay + by")y " = (1 —n)(ay*™ + by")
=1 -n)(ay'™+b).Or Z=yl""
=7 =(1-n)(aZ+b)>Z =a(l-n)Z+b(1-n)

= Z' — ke(l—n)ax _ﬁ
a

2) En déduisons les solutions, strictement positives, de (E) sur R.
. . 1
Puisque I’on a posé = y1 =" Jalors y = Zn-1

1
DolVx €R; y(x) = [ke(l‘")“" —5]"‘1

a
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Lorsque n = 0, on récupére I’équation différentielle y' = ay + b avec ses solutions :

y(x) = ke™ — g . Cette équation est appelée : équation de Bernoulli.

Equations différentielles dans les cas pratiques.
- Un tronc de baobab y grossi avec une vitesse proportionnelle a lui-méme.
On sait de plus que ce tronc double de volume tous les 10 ans.
Déterminons le temps nécessaire pour tripler de volume.
Par hypothése, ona:y —ay = 0 ol a est le coefficient de proportionnalité.
Notons t le temps (en années).
D’autre part, I’équation différentielle y' — ay = 0 a pour solution : y(t) = ke®. (k € R*)
Puisque le tronc de baobab double de volume tous les 10 ans, alors on a :

y(t + 10) — 2y(t) “ kea(t+10) = 2ke® & ea(t+10) = 2% & e(at+10a) = Dedt

in2
<Ii>e‘“><e1°“=26‘”¢>610“=2:>10a=ln2 :>a=;l_0

in2
D’ol y(t) = ke10" avec (k € R*)
Cherchons maintenant le temps T nécessaire pour tripler de volume.

y(t + T) — 3y(t) O kettHT) = Jfeat & pa(t+T) — 3pat & plat+al) — 3pat

In3 In2
& e x e = 3% & e =3 =>qT = In3 =>T=nT.Ora=;l—0

In3 10in3
=> T = E =

10

~ 15,854 1072 prés.
n2

Il faut donc attendre 15 ans, 10 mois et 6 jours (aux jours prés) pour que le volume du tronc de
baobab puisse tripler de volume.

Lors du tremblement de terre qui a secoué la centrale nucléaire de FUKUSHIMA au Japon, la
teneur du nombre d’atome de radium N(t) échappé a I’instant t est donné par la relation :
N'(t) = aN(t) et N(0) = N, ou (t est exprimé en années).

De plus sa teneur en toxine triple chaque deux ans.

1) Déterminons I’expression de N (t) en fonction de N, et t.
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N'(t) = aN(t) © N'(t)—aN(t) =0

Cette équation différentielle est donc sous la forme :

y' —ay = 0 qui a pour solution : y(t) = ke®. (k € R*)
Donc N’(t) — aN(t) = 0 => N(t) = Nye™. (N, € R")

2) Déterminons le temps au bout du quel la teneur du nombre d’atome de radium aura
quadruplé.

Puisque la teneur en toxine triple chaque deux ans, alorson a :

N(f + 2) — 3N(t) o Noea(t+2) — 3Noeat o ea(t+2) — 3eat¢> e(at +2a) — 3eat

n3
& e x @20 = 3% & @2 =3 =>2q = [n3 =>a=n7

in3
D’oU N(t) = Nyez © avec (N, € R*)
Cherchons maintenant le temps T nécessaire pour quadrupler de teneur.

N(f + T) — 4N(t) o Noea(t+T) — 4Noeat o ea(t+T) — 4eat¢> e(at+aT) — 4eat

In4 In3
& e x e =4e% & e =4 =>qT = In4 =>T=nT.Ora=n7

B

_ 2ln4

In
=>T =% In3

e |

Il faut donc attendre environ 3 ans, pour que la teneur du nombre d’atome de radium soit
quadruplée.

Dans une culture de microbes, le nombre de microbes a I’instant t, exprimé en heures, peut étre

considéré comme une fonction numérique N a variable réelle t. La vitesse de prolifération a
I’instant t du nombre de microbes est la dérivée N’ de cette fonction. On a constaté que :

N'(t) = —kN(t) ol k est un coefficient réel strictement positif. On désigne par N, le nombre
de microbes a I’instantt = 0

1°/ Déterminons N(t) en fonction de N, , k ett.
N'(t) = —kN(t) => N(t) = Ce k.

D’autre part, N(0) = Ce® = C = N,.

D’oU N(t) = Nye ¥,

2°/ Déterminons le nombre de microbes au bout de 1 heures si N, = 1000 et k = 1.
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N(1) =1000e~! ~ 368
Alors le nombre de microbes au bout de 1 heures est de 368 individus.

3°/ Soit T la période de reproduction du nombre de microbes, c'est-a-dire le temps au bout
duquel le nombre d’atome a été divisé par 2. Montrons que e = 2.

Si, aprés un temps T, le nombre de microbes a été divisé par 2, on peut écrire N(t) = %

_ N, _ 1 1 1
Onadonc:N(t) =Nye M =2 Qe =— & —=- @l =2,
0 2 2 ekl — 3

4°/ Déterminons la période de reproduction T sachant que k = 6,66 » 107>,

ekl =2 & kT = In2 :>T=”‘T2

Sik = 6,66« 1075, on obtient T ~ 10407,6 heures.

- Une substance se dissout dans I’eau avec une vitesse de dissolution proportionnelle a la
quantité non dissoute.

A l’instant t = 0 (en minutes), on place 20 grammes de cette substance dans une grande
quantité d’eau. Sachant que les 10 premiers grammes se dissolvent en 5 minutes.

1) Formons I’équation différentielle expliquant cette situation en fonction de f'(¢t) et de f(¢t).

Comme la vitesse de dissolution est proportionnelle a la quantité non encore dissoute, on a,
pour tout t € Ry: f'(t) = a(20 — f(©)).

Les solutions sont de la forme, pour tout t € R: f(t) = ke™™ + 20.
2) En déduisons une expression de la quantité dissoute f(t), en grammes, en fonction de t.
A I’instant initial, il n’ya pas encore de la quantité dissoute donc :
f0)=0
=>(C+20=0
=(C=-20

Comme les dix premiers grammes se dissolvent en cing minutes, ona :

f(5)=10

=>—20e7% + 20 = 10
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- 1
=>e 52 ==z
2

=>a="2~014210" prés.

In2 t
Onadonc, pourt € R,: f(t) =20 (1 — e_?t) =20 (1 — 2_5)

- Le taux d’alcoolisme f£(t) (en gL~! ) d’une personne ayant absorbé, en jeun, une certaine
quantité d’alcool vérifie, sur R, I’équation différentielle (E) : y' -2y = ae™.

Ou t est le temps écoulé aprés I’ingestion (exprimé en heures), et a une constante qui dépend
des conditions expérimentales.

1) On pose pour toutt € R, : g(t) = f(t)et.

Démontrons que g est une fonction affine.

La fonction g est dérivable sur R, car les fonctions f et exponentielles le sont.
Alors g'(8) = f (D)e' + f(D)e' = (f (&) + f(©))e!

Puisque f est solution de (E) sur R, : g'(t) = a. Dol g(t) = at + b.
Conclusion : La fonction g est bien affine sur R, .

2) Exprimons f(t) en fonction de t et de a.

Onsait que : g(t) = f(t)e* => f(£) = 22 = g(t)e™

Or al’instant t = 0, I’alcool n’est pas encore dans le sang, donc f(0) = 0
=>pet=0=>b=0

D’ol f(t) = ate™.

3) Dans cette question, on pose que a = 5.

a-Etudions les variations de f et tracer sa courbe.

f(t) = ate™t. Puisque a = 5. Alors f(t) = 5te™® et f'(t) =5e (1 —1t)
5e~*t > 0 .Alors le signe de f'(t) dépend du signe de 1 — ¢.

Posons1 —t=0=>t=1

D’ou le tableau de variation de f(t) est le suivant :
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X 0 1 400

f'(x) + -

-1

D’apreés le tableau :

Vx € [0;1]; f estcroissante et Vx € [1 ; +oof; f est décroissante.

y

b-Déterminons graphiquement le taux d’alcoolémie maximal et le temps au bout du quel il est
atteint.

Graphiquement le taux d’alcoolémie maximal est donné par : 5e ™! ~ 1,83 gL™! et cette valeur
est atteinte a I’instant t = 1 min

c-Donnons une valeur du délai T ( a I’heure pres par excés ) au bout duquel le taux
d’alcoolémie de cette personne est inférieur 0,5 en gL™! .

La valeur du délai T au bout duquel le taux d’alcoolémie de cette personne est inférieur a 0,5
en gL~ est obtenue en résolvant I’inéquation :f(t) < 0,5.

Résoudre algébrique I’inéquation :f (t) < 0,5 est pratiquement impossible, alors utilisons le
théoreme de la bijection sur I’intervalle [1 ; +ool.

Pour tout t € [1 ; +oo[; f est définie, continue et strictement décroissante, donc réalise une
bijection de [1 ; +oo[ wvers [0;5e7!].
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Alors il existe une unique solution a sur [1 ; +oof.
Déterminons ainsi un encadrement de « en utilisant le graphique.

Tragons maintenant la droite y = 0,5 qui coupe la courbe dans I’intervalle [3 ; 4]
(\Voir figure)

Dolla €[3;4] ®3< a<4.

Il faut donc 4 heures ( a I’heure prés par exceés) pour pouvoir, par exemple, reprendre le volant.

- Un bloc de métallique est déposé dans un four dont la température constante est de 1000°C.
La température 6 est une fonction du temps t (en heures) qui vérifie I’équation différentielle
(E): 0'(t) = k[1000 — 8(t)] ; k € R,.

1) Onpose y(t) = 6(t) — 1000.
Ecrivons une équation différentielle (F) satisfaite par y.
Onay(t) = 6(t) — 1000 =>y'(t) = 6'(t). Or@'(t) = k[1000 — 6(t)]
=>y'(t) = k[1000 — 6(t)] = 1000k — kO (t). Or 8(t) = y(t) + 1000
Donc y'(t) = 1000k — k[y(t) + 1000]
=>y/(t) = 1000k — ky(t) — 1000k = —ky(t) < y'(t) + ky(t) = 0
D’ou (F):y'(t) + ky(t) =0

2) Résolvons (F):y'(t) + ky(t) =0
(F):y'®) +ky(t) =0
Ainsi la solution générale de (F) est: t = y(t) = Ae ¥t ; avec k € R.
D’oll y(t) = Ae™* avec k € R.

Résolvons (E): 6'(t) = k[1000 — 6(t)]

On sait que y(t) = 6(t) — 1000 => 6(t) = y(t) + 1000 <> 6(t) = Ae ¥ + 1000

Ainsi la solution générale de (E) est: t = 6(t) = Ae ™ +1000; avec k € R.
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D’ou O(t) = Ae™* +1000; avec k € R.

3) Endéduisons I’expression de 6(t) en fonction de t uniquement.
e Le bloc, initialement a 40°C est déposé dans le four au temps t, = 0.

=> 0(0) =40 & Ae® +1000 =40 <& A +1000 =40 => A = —960
Donc 8(t) = —960e ¥ + 1000

e  Satempérature est de 160°C au bout d’une heure.
=> 0(1) = 160 < —960e~* + 1000 = 160 < —960 e ¥ = —840

_x _ —840 T e (T
®ek =L @ek =0 ®—k = In()

D’ou I’expression de 8(t) en fonction de t uniquement est :

z 8

0(6) = 960 ) +1000 ou 6(t) = —960 ¢ () + 1000

4) a- Calculons la température du bloc au temps t = 3 heures.

7

0(3) = —960 eSln(B) + 1000 = —960 x 0,7 + 1000 = 328°C
D’ou la température du bloc au bout de 3 heures est 328°C .

b- Déterminons le temps T a partir duquel la température du bloc dépassera 500°C.

7 7
Ona: o) = 500 @ —960 ¢™(E) +1000>500 @ () < s

& tin (g) <lIn (5.;0) =t> lnl(%)

7 — A1 j—
960 carln (E) <0 =>t=5.DouT =5 heures.

D’ou la température du bloc dépassera 500°C au bout de 5 heures.

A l’instant t = 0, un corps a la température 8, = 60°C est placé dans I’air ambiant a la
température 6; = 20°C. Au bout de 10 minutes, la température du corps est 50°C.

Sa température a la date ¢t exprimée en minutes est solution de I’équation différentielle :

do (t)
dt

= —k[6(t) — 6,] ou k est une constante réelle. On pose y(t) = 6(t) — 6;.

1) a- Déterminons I’équation différentielle vérifiée par y
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On sait que : ' (t) = 0'(t) = 222 = —k[0(t) — 6,] = —k6(2) + kb, .
Ory(t) =6(t) — 6, => 6(t) = y(t) + 6,

Donc y'(t) = —kO(t) + k6, © y'(t) = —k[y(t) + 0,] + kO; = —ky(t) — k6, + k6,
=>y'(t) = —ky(@®) © ¥'(©) +ky(®) =0

D’ou I’équation différentielle vérifiée par y est: y'(t) + ky(t) = 0

b- Déterminons y.

La solution générale de y est : y: t = y(t) = Ae * avec k € R.

c- En déduisons 8(t) en fonction de k.

On sait que y(t) = 6(t) — 8; © 6(t) = y(t) + 0,. Or y(t) = Ae ¥
=>0(t) = Ae ¥ +6,.0r 6, = 20°C

=>0(t) = Ae ™kt + 20.

D’ol I’expression 8(t) en fonction de k est : 8(t) = Ae™*t + 20.

d- Déterminons la constante k puis en déduisons I’expression définitive de 6(t).

e Alinstantt = 0min,ona: 6, = 60°C
=> 0(0) =60 < Ae® +20=60 <> A4 +20=60 => A =40

Donc 8(t) = 40e™* + 20

Al’instant t = 10 min,ona: 8 = 50°C

=> 0(10) = 50 < 40e~1% 420 = 50 <> 40e~10k =30 & 10k = %

3
& —-10k — 2
€ 7

& —10k = In (?T) =>—k =15l (37)

1 3
D’ou I’expression de 8(t) en fonction de t est: 0(t) = ALOeﬁl"(T)t + 20

2) a- Déterminons I’instant au bout du quel la température du corps diminuera de moitié

1 3
La température du corps diminuera de moitié si 8(t) = 30 < 40eﬁl”(T)t +20=30

1 3
@ern(F) = Lol (3—) t=iIn (1—) oLln (3—) t = —Ind
4 10 4 4 10 4
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_ 10ln4
In(-)

D’ou la température du corps diminuera de moitié au bout de 48 minutes.

St= =~ 48 min.

b- Déterminons la température du corps au bout d’une heure

La température du corps au bout d’une heure c’est-a-dire au bout de 60 minutes est :
1 3

0(60) = 40e10" ()X 4 20 ~ 27

D’ou au bout d’une heure, la température serait de 27°C.
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