Cours - Suites numériques

RESUME DES SUITES - BAC - SCIENCES
DEFINITION

Une suite numérique est une fonction définie sur N ou
a partir d’un rang ny € N. On note (u,) la suite telle

que u, est le terme de rang n.

MODES DE DEFINITION
e Par une formule explicite : u, = f(n)
up = a (terme initial)

e Par récurrence :
Upp1 = f (”n)

Connaitre un terme

pour déterminer le

suivant !
TYPES DE SUITES ET FORMULES UTILES
SUITE ARITHMETIQUE SUITE GEOMETRIQUE SUITE HARMONIQUE
Définie par : u,1 = u, +r Définie par : u,1 = qu, Uy = — (n>1)
n
. : . 3 n
(r : raison) (g : raison) Z 1= H, (nombre harmonique)
H, ~In(n)+y

n—1 n—1 n

_n Mo(l —q )
I;)uk D) (o + ttn—1) sz)uk T 1 g (g7 1) oll Y~ 0,5772 (constante d’Euler)

Différence constante :

Upt] —Up =T un+1/un:q
MONOTONIE
e Suite croissante : Upi] > Uy YN
e Suite décroissante : Upr1 <u, n
e Suite constante : Upr] =U, n

Etudier le signe de u,| — u, ou utiliser les propriétés
de fsi upr1 = fuy).

LIMITE D’UNE SUITE

o lim u,=¢ < Ve>0,INeN, Vu >N, |u,—{| <
n——+o0

&

Limites usuelles :
lim 1=0

n—y+oo

lim ¢"=0silg| <1
n—s—+oo

lim nP =+oosip>0
n—s+oo

lim [n(n) = oo

n—y—+too

eSi lim u,=/et lim v,=7/,
n—-oo n—+oo

alors :
o lim. (up+vy) =0+1

o lim, (ku,) =kl (keR)

o lim. (upvy) = ¥
m. () =7 (sit! £0)

Bien connaitre les limites usuelles !
TECHNIQUES ET ASTUCES

Quotient constant :

MAJORATION - MINORATION
e Suite majorée : AM € R, Vn, u, <M
e Suite minorée : dm € R, Vn, u, > m

e Suite bornée : Im, M € R, m<u, <M Vn

Attention : une suite croissante et majorée con-

verge. Une suite décroissante et minorée con-

verge.

CRITERES DE CONVERGENCE

e Suite croissante et majorée = convergente
e Suite décroissante et minorée = convergente

e Si u, et v, convergent vers / et ¢, alors :

lim (uy +vy) =L+ Toujours vérifier

lim (kuy,) = k¢ les conditions ! Ne

. pas oublier le sens
lim (upvy) =00

de variation !




POUR ETUDIER UNE POUR MONTRER UNE
SUITE EGALITE
O e Utiliser la récurrence

v 1. Lire attentivement e Partir du rang 0

I’énoncé e Hérédité : supposer vraie
O au rang n, prouver au rang
v 2. Identifier le type de n+1

suite

O

v 3. Utiliser les formules

adaptées

(]

v 4. Conclure avec rigueur

La régularité aujourd’hui
MOTIVATION

fait la réussite demain !

POUR UNE EQUATION
AVEC UNE SUITE

e Isoler u,

e Utiliser les propriétés
algébriques

e Vérifier la solution dans

I’équation initiale

Révise, entraine-toi,

et fais-toi confiance !

A RETENIR
ABSOLUMENT !

v' Le sens de variation
v' La formule explicite
v" Les limites usuelles
v" Les criteres de
convergence

v' Larigueur dans les

preuves

Tu as toutes les cartes

en main. Bonne chance !



Sigma X

d 1 > 5(5+1) 30
> kg’lk: n(n; ) Exemple:];k: (2+ ):2:15
u (m—n+1)(n+m) e (8—3+1)(84+3) 6x11
> I;k: 5 Exemple.kggk: > = =33
" | (n+1)(na+2b) . _ (4+1)(4-242-3)  5(8+6)
> k:ZO(ak—l—b)— 3 Exemple : &(%4—3)— 7 ==
g 1)(2n+1 > 55+1)(2-5+1) 5-6-11
> k;kzz n(n+ )é’” ) Exempleskglkzz G+DE-5+1) _ L =55
i 1] 4 44+ 1))
> Y= [”("H] Exemple : Zk3:{ U )} — [10]? = 100
k=1 2 k=1 2
1 1 —g't! 4 1-2° 1-32
k . k _ — —
n mi| _ n—m+1 7 23 1_25 8(1 =32
> qu: Q(lq) (g#1) Exemple:ZZk: (1 5 ): ( 1 ):248
k=m —q =3 - —
Autres formules utiles
n 7
> Zc: Exemple : 25:7-5:35
k=1 k=1
! 1 6 6(6+1
> Y (k+c) = "(”; ) 4 ne Exemple: Y (k+2) = (6+1) 6021412233
k=1 k=1
n 6
> Y 2k—1) =2 Exemple : Y (2k—1) = 62 = 36
k=1 k=1
n 1)(n+2 . 4
> Y k(k+1) = mnt D(n+2) Exemple : Y k(k+1) = (5)6) =40
k=1 3 k=1 3
L 1)(2n+1 1 >
> Z(ak2+bk+c): an(n—i— )(2n+ )+bn(n2+ )—i-cn Exemple : Z(2k2+k+1):
k=1 k=1
3(4)(7)  3(4
2 ol )+Q+3:28+6+3:37
6 2
> i(r)k_]— L=r (r#1) Exem le‘i3k_l—1_35—1_243—121
k=1 R e & S 1-3 -2

’ Rappels rapides ‘

=35



Y=Y+ ¥ s

n

W

1
(a retenir !)




Sigma X

’Les Sformules les + utiles‘

k=n 2
i (n+1)(na+2Db)
3 (ak+b)=| —————=
X >
“ n(n+1)2n+1)
4 e A ETA St M
L 6
5 i‘,kB* {n(n—f—l)r
k=1 2
n 1 qn+l
6 q" =
k:zo 1-q
n n+1
g —1
7 qk—
kgb q—1
| 1 1 1
8 e |H =14+t 4
k;k n=lds st
9 Zn:k(k—i—l): nn+1)(n+2)
k=1

10 (2% 1)=[]

A retenir !

n
v X : somme d’une suite
vV k:

formule)

indice (débute et finit selon la

v/ n,m : nombres entiers naturels
v_ Utiliser 1a bonne formule selon la

forme !

Exemples :
5
5(5+1) _ 30
k= 15
) 5 =5 =15]
(I14+243+4+5=15)

7 (7-34+1)3+7) 5x10
= = = 2
- Lk ; ;

(3+4+5+6+7=25)
4 (4+1)(4x242x3) 5x14
. > > =133]

(3+5+7+9+11=35)

_ 4><2><9 :
(12422 +3% +4% = 30)

255 - [ -

(13 +23+334+4% + 5% =225)

$o, 4A+1)(2x4+1)
o« Y k= <

1\5 1 31
) M) M S
=0 =3 2 ;L6
’;
-1 81-1
k
= =4
',{;3 3-1 2
(14+3+9+27 =40)
4
1 1 |25
; _1+ T35 ~2,0833
4
_A@+1)(@+2) _ 4x5x6
= 3 3
(2+6+12+20 = 40)
6
PICENE

(14+3+5+7+9+11=36)

Tu peux le faire ! Astuces :
Bon courage
la somme

e Vérifier les bornes

(k =min — k = max)

e Commencer par identifier la forme de

e Remplacer et calculer soigneusement
100%




Suite Géométrique - arithmétique

(U,) géométrique

(U,) arithmétique

Un+1 = qUn

U1 =Uy+r

Up=U,x q" P

Up=U,+(n—p)r

Sp=Up+---+U,

l_qn—l—l

=U
0 1—¢

Sp=Up+---+U,

(n+1)(Up+U,)

Sp=Up+---+U,

1_qn—p+1

=U, T

Sn:1+Q+"'+qn

=gt _ n(n+1)

n m+1

(n—=m+1)(n+m)

U Upio = (Un+1 )2

U, + Un+2 = 2Un+1




SOMMES USUELLES & LIMITES

SOMMES USUELLES (1 a 6)

SOMMES USUELLES (7 a 13)

LIMITES (14 4 16)

o ik: n(n+1)
k=1 2

L | (n=mA1)(n+m)
@ § k| =]

® a-[opii
=p

Z 2 n(n+1)(2n+1)
=

6

of-|(*37)

n

: 1 .
@ nli‘fwk;ﬁ: sia <1

ARETENIR !
v Cation (+) : perte d’électrons.
v' Anion (—) : gain d’électrons.

v' Atome neutre : g, =0

v Charge élémentaire : e = 1,6 x 1071°C

0 (1) <[] | o fue-
=i =1
n n n n+2 n-+1 n+1 .
kg<k>ak: e IV i <(1—+q))2q S
" /n _[on U 1 _|_n
®1§6<k) 2] O iwrn |t
@Y (1 k(") — S
'k;)( o) =Ll ®k§k(k+1)(k+2)
" /n 7-n_1 n(n+3)
®,;Ok<k> =12 4n+1)(n+2)
® ikz (Z) =|n(n+1)2"2
k=0
" N\ [2n
o5 (() -
n 71'2
nlilfook;kZ |6
n xk -
® Jlim Y5 =le]
EXEMPLES COURANTS

eNa® :aperdule”
o(Cl™ :agagnéle”
e0’ :agagné2e”
o Mg?" :aperdu2e”




LES 25 FORMULES DES SUITES A CONNAITRE

u n

[
.
]
[
[}

T n
0O 1234

Une suite est une fonction

définie sur N, ( ou a partir d’un

LES 25 FORMULES
DES SUITES
A CONNAITRE

RAPPEL
u, : terme général
Ug : premier terme

n € N : entier naturel

rang nop).

1. SUITES ARITHMETIQUES

01 u, i1 =u,+r (reR)
02 u, =up+nr (n>0)
03 up=us+(p—qr (p.g €N)
Sp=up+u+---+uy
04 (n>0)
_n+1 (110 + up)
) Uo +Up
1
05 S, = nt [2ug + nr] (n>0)
3. SUITES TELESCOPIQUES
11 Siu, =v,p1 —vyalors S, =v,1 — Vo
(avec S, = Y7 _oux)
NOTE IMPORTANTE
Sila somme commence a k= 1: Yj_ ux = v, — V|
n
12 ) (Vis1 = V) = Vap1 — Vp
k=p
n—1
13 Z(ka —vk) = Vy — Vo
k=0
g—1
14 (Vi1 —vk) = vg — vp (g>p)
k=p
15 C ticuli !
as particulier : v =
p k kta
n
1 1 _ 1 1
Z (m o k+l+a) T pta  ntlta
k=p

2. SUITES GEOMETRIQUES

06 u,, 1 =qu, (g €R)
07 u, =uoq" (I’LZO)
08 u,=u,q"1 (p.q €N)
Sp=uo+ur+---+u,
09 (n>0)
l_qn-i-l
=Uo— (g#1)
. Uo
10 Sil¢| <1 S, ——
n—te 1 —g

4. SUITES MONOTONES & BORNEES

16

Si up1 > uy, Vn alors (u,) est croissante

17

Si up i1 < uy, Vn alors (u,) est décroissante

18

Toute suite croissante et majorée est conver-

gente.

19

Toute suite décroissante et minorée est conver-

gente.

20

Si (u,) converge vers £ alors

Iim u,=/¢ et

lim Upt+1 = J4
n—+oo

n—+oo




S. LIMITES DES SUITES

21 Silimu, =/ et limv, = m alors

lim(au, + bv,) = al +bm (a,b € R)

24 lim(u,)* = (limu, ¥ (k € N¥)

22 Silimu, =/ et limv, = m alors

lim(u,v,) = ¢m (produit de limites)

23 Silimu, =£¢+#0 et limv, =m alors
Vl m

25 Si |uy| < v, etlimv, =0 alors

lim— = — limu, =0
u, /¢
( Théoreme des gendarmes )
A RETENIR FORMES COURANTES NOTATIONS

Bien identifier le type de suite.

n>0,q#1, u, #0 ...)
avant d’appliquer une formule.

2 .3

e Suite constante : u, =c¢

e Suite arithmétique : u, = ug +nr
e Suite géométrique : u, = upq"

e n~, n’ croissent plus vite que a”
eSilg|<1=¢"—0

oSilg| >1=|q"| = 4o

N : ensemble des entiers naturels
R : ensemble des réels

u, : terme général

S, : somme des n+ 1 premiers

termes (de 0 a n)

ATTENTION !

Toujours vérifier les conditions

(n>0, g#1, u, 70 ...)
avant d’appliquer une formule.

BON A SAVOIR
La pratique réguliere et la compréhension des formules

sont la clé de la réussite !

LES SUITES, TON ATOUT POUR REUSSIR LE BAC !




RESUME SUITES NUMERIQUES
I. SUITE ARITHMETIQUE

1 DEFINITION

Une suite (u,) est arithmétique s’il existe un réel r tel

r est appelé la raison.

que :

2 COMMENT MONTRER QU’UNE SUITE EST
ARITHMETIQUE ?

On calcule la différence : u,. 1 —u,

Si cette différence est constante (égale a r), alors la

suite (u,) est arithmétique de raison r.

3 TERME GENERAL

¢ Si le premier terme est uy :

un:ul—i—(n—l)r‘

up ujp u us cee Uy
N N N AN AN
+r +r +r +r +r

e Si le premier terme est u; :

4 SOMME DES TERMES
Soit S, =ug+u; +ur+...+u,

(n+ 1) (uo + un)
2

Sy =

REMARQUES
e 7 > (0 = suite croissante
e r < (0 = suite décroissante

e =0 = suite constante

— Arithmétique :

A RETENIR

— Géométrique :

IL. SUITE GEOMETRIQUE

1 DEFINITION

Une suite (u,) est géométrique s’il existe un réel ¢ tel
que :

q est appelé la raison.

2 COMMENT MONTRER QU’UNE SUITE EST
GEOMETRIQUE ?

On calcule le quotient : tnil (avec u, # 0)

Si ce quotient est constantu(négal a q), alors la suite (uy,)

est géométrique de raison g.

3 TERME GENERAL

¢ Si le premier terme est uy :

e Si le premier terme est u; :

U, = ulq”*l

U Uy 175 u3 s Un
N N AN AN AN
Xq xq xq xq xXq

4 SOMME DES TERMES
Soit S, =ug+u;+uy+...+u,

1— n+1
o SigA1: |Sp=up—2
l—q
e Sig=1: Sn:(n—kl)uo‘
REMARQUES
o g>1 = suite croissante (siug > 0)

e 0 <g<1 = suite décroissante (si uy > 0)
e g<0 = suite alternée

e g=1 = suite constante

on ajoute une constante r a chaque fois.

on multiplie par une constante g a chaque fois.



Suites arithmétiques

Soit (u,) une suite numérique.

VneNu 1 —u,=r

(u,) est une suite arithmétique s’il existe un réel r tel que :

Si (uy,) est une suite arithmétique alors :

Up—1+u
U, = n—1 VH»I‘

En particulier si a, b et ¢ sont dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite arithmétique alors : 2b = a +c.

Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme uy, et de raison r.

‘VnEN,un:uk—F(n—k)r‘

En particulier si le premier terme est ug alors :

U, = ug+nr.

Pour tous entiers naturels p et n avec p <n,ona:

Up+pi1+-Fuy=(n—p+1)x

Mp‘H'in

2

En particulier :

up+ur+ - +uy = (n+1) x i




Suites géométriques

(u,) est une suite géométrique s’il existe un réel ¢ tel que :

Vn € N,up 1 = quy.

Si (uy) est une suite géométrique alors :
2
U, = Up—1 X Up41-
En particulier si a,b et ¢ sont dans cet ordre trois termes consécutifs d’une suite géométrique alors : b> = a x c.

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u; et de raison g.

Vn e N,u, = upg"*

Cas particulier

u, = uoq" Uy = ulqn_l
. liqnprrl
Pour tous entiers naturels p etnavec p <n,ona:|u,+upp+-+u, = up X —
sig#1
En particulier :
1— n+1 .
o +up 4oy = ug X L, sig # 1

n

M1+M2+-~+un=u1><lf_qq sig# 1




