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AVant - Propos

Le facilitateur est un fascicule de mathématiques destiné aux élé;ves de la
classe de Terminale D. Son contenu est conforme au programme en vigueur dans
les Lycées et Colléges du Burkina Faso. |

Ce manuel vise 4 mettre & la disposition des éléves de la classe Terminale D
des exercices pour leur permettre de mieux s’entrainer afin d’affronter les
¢valuations avec une meilleure préparation. ’

Le facilitateur est un recueil de plus de 120 exercices de Terminale D classés
ar chapitre. F o

Le but est de permettre a chaque éléve au terme de chaque chapitre d’avoir
suffisamment d’exercices pour se préparer pour |'évaluation.

I"espere de tout coeur au travers de ce manuel comme son nom I"indique
aciliter apprentissage des mathématiques aux éléves concernds.
-omrie toute oeuvre humaine le facilitateur reste perfectible.
-aceriilerai done avee reconnaissance toutes remarques. suggestions et
1itigies suseeptibles d’améliorer a qualité de Mouvrage.
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CHAPITRE 1; NOMBRE COMPLEXE

EXERCICE 1

On considere dans 'ensemble ¢ des nombres complexes, le polyndéme p(z) définie par :

J ‘ — 4i.idé nt le nombre complexe tel que
- P(2) = 2* —2(4 — )23 + (26 — 9i)z% — (43 — 15i)z + 32 — 4i. i désigna

iZ=-1

1°) Résoudre dans ¢ I'équation :U? — (—11+)U +32—4i =0

2°) a- Démontrer que pour tout nombre complexe z, I'on a :

P(z) = [22 — (4= D)z]* = (11 +D)[z® — (4 — i)z] + 32 — 4i

b- En utilisant les résultats précédents, résoudre dans ¢, I'équation P(z)=0.

3%) On donne les points A ; B et C d’affixes respectives : 1+] ; 2+i et 2-2i dans le plan complexe rapporté a
un repére orthonormé direct (0, #; ¥)

1) Déterminer une mesure en radian de I'angle orienté (BA ,R")

3) Donner une équation cartésienne du cercle circonscrit au triangle ABC.

1) A tout nombre complexe z on associe le nombre complexe Z = 1+ z + z2 + 23 + z¢

1-z8
1-z

1) Vérifier que si z # 1,alors Z =

) On'pose z = '3 . Calculer Z.
EXERCICE 2

2 plan est rapporté & un repére orthonormal (o, %, ) (unité graphique : 1cm). Soient A et B deux paints
affixes respectives 3+i et 2i.

n considére I'application f de p privé du point B dans P qui 3 tout point M d’affixe z associe le point M’

affixe 2’ définje par: f(z) = z' = [2+1-31
z—=2i

.

On C 2= iy = i ¢ 4
POSE : Z'=x'+iy’ et 2= x + lyoux,y, x' ety sont des réels.

Exprimer x’ et ¥’ en fonction de x et y

Déduisez-en I'amc. ,
TRsez-en I'ensemble (C) des points M d'affixe z tel que 2’ soit un réel non nul.

‘aj‘Détér i H W
miner les affixes des Points invariants de f c’est-a-dire |es points tel que M=M".

Soi :
Olent € et F |pg Points d’affixes resp

b)
" ectives 1-i et -142j. Calculer les affixes des poi E” 4
mEtrIqUES I'ESPECtifS de E’ et de F par rap Xe G5 polnts et

port a I'axe des réels sachant que E'=f(E) et F'=f(F)



4y ) ] rg Z". o

- o oéométriquement 2] €t2 v 7 ; =

" 3. a) Interpréter géom 1es de points (A) et (A") définis par : (8) = {M(z), 17| <.
des ensem (

z-en la nature
b ogcise e pur non nul}

(A) = {M(z)/z soit un imaginair

4- Construire (A) et (A")

EXERCICE 3

| direct (0,4, V) (unité 2cm). On considgre .

g : rma
Dans le plan complexe rapporté au repere orthono

. LepomtAdafﬂxea—S—i\/— T s
- Lepoint Btel que le triangle OAB soit équilatéral direct, c'est-a dir ( ) ) =

Le milieu q de [OB]
1- a) Déterminer les affixes des points B et Q.
b) Déterminer I'affixe Zx du point K tel que ABQK soit un parallélogramme
c) Démontrer que z—’;;—a- est imagipaire pur. Qu'en déduit-on pour le triangle OKA ? Préciser lana

quadrilatére OQAK

d) Placer les points A, B, Q et K dans le plan

2- Soit C le point d’affixe C=2?a

b) Placer c sur |a figure.

EXERCICE4

. Soient les nombres complexes u = ¥e-hi3 etv=1-—i
, 2

1- Ecrire sous forme trigonométrique u,vetws==, En déduire les réels cos (n )et sin (=
2- Résoudre dans R I'équation (V6 + v2) cosx +(V6 - V2)sinx = 2

1. Onposew—cos( )-I—asm(;)

1- Vérifier que cos (25_:«:) = %(w + l)
w

2-M weol
ontrer Que———w_1 =14+wH+w?+wd 4wt = 0.

3£ o
n posant X-w+;}-, verifier que X2+X-1=0 (1)

gz |




4- Résoudre dans R I’équation (1). En déduire la valeur exacte de cos (2?")

EXERCICE 5
soit M1 le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (o,1,) (unité graphique 4 cm).

on considere les trois nombres complexes non nuls deux & deux distincts, a, b et c tels que : [a| = |b| =
lcl.

On désigne par A I'image dans I de a, par B celle de b et par C celle de c. on note H le point d’affixe a+b+c.
le but de I'exercice est de montrer que H est le point d’intersection des trois hauteurs du triangle ABC.

1- a) soit w = bc - be. Exprimer @ a 'aide de w. En déduire que w est un nombre imaginaire pur.
b) Montrer 3 I'aide de a) que (b + ¢)(b — ¢) et g sont des imaginaires purs.

2- a) Exprimer en fonction de a, de b, et de ¢, les affixes des vecteurs AH et CB
b) Utiliser a) et 1-b) pour montrer que la droite (AH) est la hauteur passant par A du triangle ABC.

c) Expliquer, sans calcul supplémentaire, pourquoi H est le point d’intersection des trois hauteurs du
triangle ABC,

3- Placer les points A, B, C et H dans le plan M endonnantaa la valeurV3 + i, a b lavaleur —1 +V3ietac

la valeur—/2 — j/2.

Exercice 6
1.@°) soit z un nombre complexe non nul tel que : z° +zZ =10
() Montrer que . |z| =1

(iD) Montrer que: z*4+1=0

b°) Montrer que si z est un nombre complexe tel que z*+ 1= 0alors |z | =1et
z2+zZ=0
2. soit
P le polynome defini par P(z) = z* + 1

a) Verir
fier que q < 3’; (1 + i) et — a sont des racines de P(z)

b) Deter,;
: MMiner 9(z) tel que P(z) = (z — a)g(z) et factoriser g(z)
¢) Quell

&5 sont les solutions dans C de I'equation P(z) =07

d) En dgg,,:
uire Jes solutions dans C de 'equationz® + Z=0



Exercice 7

Le plan Pest muni d'un R.0.N.D (0,4, V)

A) 1) Calculer (4 + 3i)*

2) Résoudre l'equation (E) :z3 — (4 —5i)z2 —11(1 +)z+2—42i=0

sachant que (E) admet une solution réelle zy que l'on determinera.

B) soient A, Bet C les points d'af fixes respectivesa =1—4i;b=5—ietc=-2

1)0On pose Z = ;—HE .Calculer Z et en déduire la nature exacte du triangle ABC .
—d

2)Déterminer l'af fixe du point D image de C par la translation de vecteur AB

3)Determiner la nature précise du quadrilatere ARDC .

Exercice 8

Le plan complexe P est muni d'un R.O.N.D (0,id,7)
On considére les points E, F d’affixes respectives z; = 1~4ietz; = 2 + 3i

On considére I'application du plan P-{E} dans P qui, & tout point M d’affixe

. . . o 1=i)z+3+5i
Z;on associe le point M'd'af fixe z'defini par z' = L-Dz+3+si
~(1-)z+5+i

¢ 21441

1. Montrer que z' = Srreeer

2.0npose z = x + iy avec (x;y) € R?

a.Determiner les reels X et Y en fonction de x et Ytelsquez' = X 4+ iy
b.En déduire et représenter I'ensemble

L. (T) des points M(z) tels que M' € (o, ¥ )

ii. (") des points M(2)tels que M' € (0,1)

3. a.Interpréter géometriquement |z' | etarg(z")

b. En déduire et representer l'ensemble:

L. (T1 )des points M(z)tels que z' € iR

ii. (I'; )des point M(z) tels quez’' ER

iii. (I'y )des points M (2)tels que M’ appartiennent au cercle de centre o et de rayon L

Exercice 9

Le plan est rapporte au repére orthonorme direct (0,%,7) (unite : 1cm ).
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on note Zy l'af fixe d'un point M.

Soit A le point d'af fixe 4 et B le point d'af fixe 4

1) Soit 6 un réel de [0, 2n] et r un réel positif.
On considere le point E d’af fixe re'® et F le point tel que OEF soit un triangle isocele
- ey T
rectangle vérifiant (OE ,0F ) = E.Quelle esten fonction deret 8 ,1'af fixe de F7

2) Faire une figure et la compléter au fur et a mesure. On choisira pour la figure uniquement : 6 =

51
— etr=3
6

| 3)On appelle P,Q, R et S les milieux respectifs des segments [AB)],[ BE],[EF] et [ FA]

a) Prouver que PQRS est un parallelogramme

ZR—'ZQ
b) Onpose Z =
2~ %p

. Déterminer le module et un argument de Z.

En déduire que PQRS est un carré.
4) a) Calculer ,en fonctionde r et 8, les af fixes respectives des points P et

b) Quelle est en fonction de r et 6,!"aire du carré PQRS

c) 7 étant fixé,pour quelle valeur de 8 cette aire est elle maximale? Quelle est alors l'af fixe de E?

Exercice 10

Z et z sont des nombres complexes tels que : Z = z* — 27+ 1
a) Onpose : z = x + iy (avec x et y des réels).
Calculer,en fonction de x et y, la partie reelle X et la partie imaginaire Y de Z

b) Trouver puis représenter dans le plan complexe,rapporte a un repére orthonormal

,U'ensemble des points dont 'af fixe z est tel que Z soit réel.

¢) Trouver l'ensemble des complexes z tels que Z =0

-d) A, Bet C sont les images respectives des nombres complexes: 1; =1+ 2i; —1 = 2.

Placer les points A, B et C . Montrer que le triangle ABC est isocéle et rectangle.

CHAPITRE 2: LIMITES ET CONTINUITE AN
EXERCICE 1
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2_ . . . . . . . J
1- Soit f la fonction définie par f(x)= li__5£+_ﬁ|' Etudier la limite @ gauche puis |a limite a droite en x=3

Conclure quant a la limite de f en xo=3
2- Pour chaque fonction numérique définie ci-dessous
- A H "
a) Trouver son ensemble de définition que I'on écrira 50US forme d’intervalle ou de réunion d'interyy, !

b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

s
VxZ43x-1 1

1) f(x) = a3+1 2)f()__xi§x___x |

e )

3- Soit la fonction f définie par : f(x) = \[%. 24 peut-on prolonger f par continuité au point d’ absu

3 ? Sioui, préciser le prolongement

7x2+3x-8 i
4- f est une fonction rationnelle définie par f(x)= -5—-)—(1—_-3 calculer les limites de f en +ooeten=
5- a) On sait que : lim “'—‘? = 1. Etudier les limites suivantes :

x=0

sin2x sm(x }

1) lim 27 him

x=0 =0

- . (1 |
b) Calculer x]—!»r—Pm sin (I)

6- A I'aide du taux de variation df: fonctions bien choisies, calculer les limites suivantes :

. sin(nx) li 2cosx—=1
1) lim——— 2) lim ——

3

- . .
7. Déterminer @ pour gue la fonction f soit continue sur IR.L];(’)C) =—,SixER
0) =«

8- Etudier les limites en +0 et en —oo de la fonction f:x — ———

9- Calculer lim V2xZ+5x+1+x+1

EXERCICE 2

s ; _ V1+3x2-2
1- Soit f la fonction définie par +f () = — ——
a) Etudier la limite de fen 1

b) la fonction f peut-elle étre prolongée par continuité en 1 ? si oui, déterminer son prolongement

UGS LR GOl R T o
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5.0n cansideére la fonction g définie par g(x) = x Sln( ) six#0etg(x)=0

a) Montrer que g est continue en 0

b) Montrer que g est dérivable en 0

¢) Déterminer g'(x) pour tout x ¥ 0

CHAPITRE 3: CALCUL DIFFERENTIEL

EXERCICE 1
x%(x-2)
Soit la fonction f définie par f(x) ===

d
1-Trouver 4 réels a, b, c et d tels que flx) = ax®+bx+c+ T
2- On désigne par (C) la courbe de |a fonction f et par () la courbe de la fonction : g: x +— ax? -+ bx + c.

a) Montrer que (C) et (I) sont des courbes asymptotes.
b) Etu&%er la [5osition relative de (C) et (I')

3- Etudier les variations de f

4- Etudier les variations de g.

5- Construire (I) puis (C) dans le méme repere.

EXERCICE 2

4x+9

On conside i fini = o
ere la fonction f définie par f(x) Gxt3)?

1- Etudier les variations de f.
2- Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe (C) de f avec les axes du repere.

- Dor\.ner une équation de la tangente (T) & (C) au point d’abscisse O.

EXERCICE 3

fo?2 — y—2—=1six >2
On considare |3 f i ini \/;_’x——
onction = = '
f définie par f(x) = yx2-ax45 o o ppx %1
xZ—-4x+3

On note (CF) I courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0, 1,7) unité 2¢m

1- Determiner les fimites de £(x) aux bornes de I'ensemble de définition de f ci-dessus cite.

2- Montrer que |5 droite (D) : y = x — % est une asymptote a (Cf) en +

3.‘ Etu i L — . 4
nfier la dérivabilits de fen 2 et interpréter graphiquement le résultat




4- Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation
5- a) Ecrire une équation de la tangente (T) au point d'abscisse 0

b) Tracer les asymptote, la tangente et |a courbe (Cf)

6- Discuter graphiguement le nombre de solutions de I'équation f(x) =molmeR

7-soit g la restriction de f 3 I'intervalle I=]—co; 1[

a) Montrer que g réalise une bijection de | vers un intervalle J que I'on précisera

b) Déterminer le sens de variation et le tableau de variation de la bijection réciproque g1 deg
¢) Construire la courbe (C') de g dans le méme repére que (Cf).

Justifier ia construction
Donnée : 13 = 3,60 : /7 = 1,41;V6 = 2,44,

EXERCICE 4
- 2 ,/1 =N i
Soit la fonction ffR - R par f(x) = (;_1 ) Xslx<1
22 six >1

PARTIE A

~ARlIEA
1- Etudier la continuité et |a dérivabilité de f au point Xp=1
2- Etudier les variations de f.

3- Montrer que la droite (D) :y

= X est une asymptote oblique 3 13 courbe
4- Construire la droite

(C) de £ en +00,
(D) et la courbe (C). On précisera les tangentes gy ¢
d’abscisses 1.

PARTIE B

————

Soit g la restriction de f 3 l'intervalle I=[1; +oo].
1- Montrer que g est une bijection de | sur un intervalle J que I'on déterrninera

2- Dresser le tableau de variation de la bijection réciproque g ldeg

3- Construire la courbe (I) de Ig fonction réciproque g~ ' de g dans le repére Précédent.

EXERCICE 5§

PARTIE 1 : Etude de la fonction auxiliaire g

Soit la fonction g définie sur R par g(x) =4x® —3x -8

a) Etudier le sens de variation de 8. Dresser le tableau de variation de g

A A AR A IS e e AT —
AT AN DO B R BT
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b) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet sur R une solution unique a. Vérifier que : 1,4< a < 1,5
¢) Déterminer le signe de g(x)
PARTIEZ: Etude et représentation graphique de f.
f(x) =xvV2—x—1six <0
3
flx) ==

repére orthonormal (0, 7,]) (unité 2cm)

Soit f la fonction définie par: et (C) sa courbe représentative dans un

six>0

1- Déterminer le domaine de définition D de f. Caiculer les limites de f aux bornes de D.

2- a) Etudier la continuite de fen O.

b) Etudier la dérivabilite de fen O. Interpréter graphiquement le résultat obtenu
3-a) Etudier le sens de variation def.

b) En utilisant la définition de @. Démontrer que : f(a) = —a En déduire un encadrement de f (@) par

deux décimaux a 10 prés

c) Dresser |e tableau de variation de f.

4- a) Trouver les réels a, b, ¢ et d tel que pour tout reel x € ]0 ; +0°[,
" d
2x—1 2x+1

b) En déduire que la courbe (C) admet une asymptote oblique (A) au voisinage de+co. Préciser la positicn
de (C) par rapport a (A).

fx)=ax+b+

5- Calculer £1m ) en —oo. Interpréter graphiguement le résultat.

6- Tracer (A) et |a courbe (c)

7-Soit h [a restriction de f 3 I'intervalle ]3; 0:]

2
a) Montrer que h admet une bijection réciprogue h™ dont on précisera I'ensemble de départ et d"arrivée.
b) Construire la courbe (C') de h! dans le repére(o, 1, J). Justifier (3 e

EXERCICE 6
PARTIE A

——————

Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = 2x — Vx* +1

S _.
Egldie‘l" le sens de variation de g.(on ne demande pas le calcul des limites).

2- , .
Aontrer que g(x) = 0 admet une solution unique & que I'on déterminera.

3-En déduire |e signe de g(x)




.

7) et 1em sur(a,J). On consideér

are orthonormal (0,%.]) d’unité 2cm sur (0,1
ésentative dans le plan.

Soit le plan muni d’un repe
fonction f définie sur R par Fx) = fxZ+1l—X% ot (C) sa courbe repr

PARTIE B
ela

Y =

1- Calculer Ia limite de fen +© e_t -00

pose hix) = 2JxZ+1—ax
. (a—a?) X732 2Y) x244
a) Montrer que h(x) = ZJ_E;_-l-J--I-ax
e de h(x) est nulle qua

2-0n

uelle valeur de a la limit nt x tend vers 400

la limite de h(x) est nul

e les droites (B) et (a') d’éguation respectives ¥

de (C) par rapport 2 (B) et (a")

b) Pour g
tend vers —

=xety= —3x sont asymptotes a (C).

c) Pour quelle valeur de a le quand X

d) En déduire qu

préciser 12 position
3- a) Montrer que pour tout réalx, F(x) = x(zj

b) En déduire le tableau de variation de F
c) Montrer 3 partirde la définition de a que f(a) =3a
‘j_ [} s -
—po; —| surun intervalle | que 'on déterminera

4- Montrer que f est bijective de

5. construire [a courbe (C) ainsi que (8) et (A).

PARTIE C
21+ x2 — |x| et on note (T) sa courbe dans le p.la'n "

Soit K la fonction définie par K (x) =
1- Etudier la parité de K eten déduire la conséguence géométrique sur (r)

- Comparer K et f lorsque X est négative ou nulle

ans le méme repere que (C). Justifier la construction

3- Construire la courbe (ryd
EXERCICE 7

e

Xsix<0

fix) =
Soit f la fonction définie par:{ f(x) = x«/—x T 4s5i0 <x<4

x=4 .
fx) =5 SLx>4

1- Quel est 'ensemble de définition Df de la fonction f

5. Etudier la continuité de f en 0 etend

T e =
T a AL L PPl A b mabie AT dAe T UAbee A BALA
: Abac &) Balidtna I Tl ;
14226 ' .
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3. Etudier la dérivabilité de f sur Df

Aux points d‘abscisses 0 et 4, on précisera les demi-tangentes si elles existent.

4- Etudier les variations de [

5- Calculer les limites aux bornes de Df puis dresser le tableau de variation de f
6- Etudier les branches infinies de (Cf) en —co

7- Tracer la courbe représentative (Cf) de f

8- Discuter graphiquement suivant les valeurs de m, e nombre de solution de I'équation f(x) = m ol
meR

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

. Exercice 1

Soit la fonction definie sur R par f(x) = cos2x + 2sinx . On appelle (C)sa courbe représentative dans
un repére orthonormé (o,1,j ).

1) Vérifier que l'on peut réduire l'ensemble d'etude de f al'intervalle[—mn , m].

2) Démontrer que pour tout réel x , f'(x)est du signe de : 4cosx(§ — sinx )

3)Etudier les variations de f sur [—m 7] et dresser son tableau de variations.

4) Donner les valeurs exactes des extrema et préciser en justifiant s'il s'agit de minima ou de maxima .

S)Démontrer que la courbe (C)admet la droite d'equation x = -;5 pour axe de symétrie .

6) Déterminer une équation de la tangente (T)a (C) au point d'abscisse 0.
7) Tracer dans le repére la tangente (T)et la courbe (C) sur l'intervalle [—m ],

EXERCICE 2

SOEE“ la fanction définie par f(x) = cosdx +2 sin2x

1- Justifier le choix de I'intervalle | = [0,7] comme intervalle d’étude.
2= Démontrer que pour tout nombre réel x : f (x)= 4 cos 2x (1-2 sin 2x).
3- A) Résoudre dans |, I'équation f (x)= 0.

b) En déduire le sens de variation de fsur|.

d) Dresser |e tableau de variation de f.

4. Démontre;z que la droite (D) I'équation x = Eest un axe de symétrie de (Cy).

3. Tracer (Cq) dans [ plan muni d’un repére orthogonal.

D S S e 8 7 L
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EXERCICE 3

sinx

Soit f ta fonction définie par : f(x)=

cos2x

. . : lim f(x); lim, f(x).
1. Déterminer Dr puis calculer lim f(x) ; lim, f(x) ; g € e

L3
x-— LBy I

2. Montrer que f est périodique de période T= 27.
3. Etudier la parité de f. .
4. Déduire de 2) et 3) que I'on peut étudier f sur D= [O,Tr]~[-3- 2 :—}.
5. Démontrer que V x€ R, cosxcos2x+2 sin x sin 2x= [1+2sin 2x] cos x .
6. Résoudre dans De, [1+2 sin %(x) Jcos x 20.
7. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation sur De.
8. Tracer sur Dg, (Cy).
EXERCICE 4
Soit f la fonction définie sur R par - f(x) = % sin 3x- sin x.

1-
2-
3-
4-

Montrer que I'on peut restreindre I'étude de f 3 l'intervalle (0,7].
Démontrer que pour tout réel X, f(x) = -4 sin %x cosx .

Déterminer le signe de f’(x) et dresser |e t

ableau de variation de fsur [0,m].
Tracer la courbe (C)

représentative de f syr [-7z, 7r].

EXERCICE 5

—————

Soit [a fonction définje sur R par f(x)= sin x - ; sin 3x,

1.a) Montrer que f est périodiq'ue de période 277 et étudier |3

parité de f.
b) Calculer f (m-x). Que peut-

on en déduire poyr (Cq) ?

¢) En déduire que 'on Peut réduire le domaine d'étude de f 3 Fintervalle |=

TT.
[0,'2"]
2. Montrer que : f’(x)

= COS X COs 2x.

4-Tracer la courbe (Cy) sur [-7,1] dans un fepere orthonormg| (0,7, /) Punitg Braphique:2
: it Ique: cm).

d"étudier la fo
udre ()< o ¢
(%) sur [0, 7]

Calculer f "(x) et réso

nction f syr [0,77] pou
Etudier Je signe de f

I Connaltre IES Valj i fsut
t ations de 5
[O,ﬂ],




W— ——

e représentative (C’) de het 3 tangente (T)3(C) a,

h) Construire dans le méme repére que (€) la courb

point d'abscisse 0.
PRIMITIVES

EXERCICE 1

Soit la fonction f définie par flx) = xv1—x
: uni du repére orthonorr
1- Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans le plan m p

(0,1,J) unité 2cm.

5. Donner une primitive G de la fonction g définie sur J—eo; 1 par g00) = 7=

. ! € BV,
2. soit [a fonction h définie sur ]—o0; 1[ par A(x) = {-—__ exprimer h(x) en fonction de f'(x) et g(x).:

déduire la primitive H de la fonction h telle que H(0) = 3

EXERCICE 2

e ——— r———

1
1- Soit g la fonction définie sur intervalle ]1; +oo[ par : 90 = ey

a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que I'on ait, pour tout x > 1,
oW =5+ 545

b) Trouver une primitive G de g sur l'intervalle 11; +oo[

2- Soit f la fonction définie sur lintervalle ]1; +oo[ par : f(x) =
Fintervalle ]1; +o0]

2x
Ty Trouver une primitive Fde [

3- En utilisant les résultats obtenues précédemment calculer : | = f ——lnx dx. Ond
2 2-1)? onnerale

résultat exact sous la forme pln2 + gin3 avec p et q rationnels

EXERCICE 3

Soit f la fonction sur R par f(x) = etF /I

uni imiti
2+1 que primitive de f sur R qui vérifie la condition (01

1- Démontrer que la fonétio X P |
nh:x = —F(—x) est une pPrimitive de f sur |, En déduire l‘m
- que F est impal

2- Soit g la fonction définie sur ]0: oo par g(x) = F(~2
x

a) Démontrer que g est une Primitive de f sur ]0; +0oo[

b) En déduire que pour tout x >,0,F

+o0, = 4F(1) - F()

3- On désigne par K la fonction définie syr

et
que la fonction F admet une limite L2’

......-..[ par K(x) =F (tanx)




a) Déterminer ja fonction dérivée de K
b) En déduire que pour tout réel x, K (x) = x
¢) Calculer F(1) et en déduire la valeur de L.

CHAPITRE4: FONCTIONS USUELLES :

FONCTIONS LOGARITHME
Exercice 1
) N In(xy) =9
4 b4 t ;
1. Résoudre dans R e systéeme n G) =1

2. a) Déterminer les primitives de la fonction x » v/5 — 3x sur l'intervalle]-c ;

[

W |t

1 +tan’x

b) Déterminer la primitive de la fonction f : x sur]0 ; % [qui prend la valeur 0 en 1:__

3. Résoudre dans R puis dans N I'inéquation
():2n(2x +1) — In(1 —x —2x?) < In(4x + 1) = In(x + 1).

EXERCICE2 1

3= n [ six e ]-o0;0 .
f(x)=In Ix_1| si x € |-, 0] —

f(x) =x2—2+x—2xlnxsix € ]0; +oo[

f est la fonction définie de R vers R par:

représentation dans un repére orthonorme (0,1,]) unité Zcm

PARTIE A :Etude de la fonction auxiliaire g

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) =x —1— 2inx

uler les limites de g en 0" et en +co

1- a) Etudier le sens de variation de g et calc

b) Dresser le tableau de variation de g

) = 0. Vérifier que @ e [3,5;3.6]

2- a) Démontrer qu'il existe un unique réel a dans [2; +oo| tel que g(a
b) Calculer g(1)

3- Déduisez-en le signe de g(x)

PARTIE B : Etude et représentation graphique dela fonction f

1- Déterminer I'ensemble de définition D de f

2- aTEtudier la continuité de fenO




i iser le domai
b) Etudier fa dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement |e résultat. Préciser ne de
desivabilite Ede |
3- a) Calculer les limites de f aux bornes de D

-a*+4a
z

b) Démontrer que . f(a) =

¢) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation

4- Tracer la courbe (Cf)

5- Soit h la restriction de f a l'intervalle ]—1; 0] et (Ch_l)sa représentation graphique
a) Démantrer que h admet une bijection réciprogue h™*

b) Donner le tableau de variation de 1™

c) Expliguer h?

d) Tracer (C, > )dans (0,1.])

PARTIE C : calcul d’aire

1- Soit u la fonction définie sur |0; +=| paru(x) = %.rz(inx — 1). Démontrer que u est une primitive
la fonction x = xlnx sur |0; + o]

2-Soitunreelttlelque 0 <t < |

a) Calculer I'aire A(t) en unité d’aire de la partie du plan comprise entre la courbe (CF) I'axe des ab
g s s :
et les droites d’équation « — (e1x = | abst.rss

b) Calculer la limite de A(t) quand t tend vers 0. Donnees . In3,5 = 1,25, In3,6 = 1.28 fla)

0.8
EXERCICE 3
Le plan est rapporté a un repére orthonorme{e 1, ]}, unité graphique 2cm. Soit |a fonction ¢
" {[(0) =0 nf définie
Y par: ooy L Xlmx
Jlx) = P LE >0
On appelle I |a courbe représentative de f.
PARTIE A : Préliminaires (les questions 1 ; Z et 3 sont indépendantes)
1 Ondonne les valeurs approchées In2 = 069 In3 = 1,10;In 10 = 230 | ¢q déqy
approchées de (n(0,2) et In (0,3). Ulre (g
vﬂ’t'urq_

2. 50it g la fonction définie sur |0, +o[ parg(x) = x + 1 + Inx.




a) Etudier les variations de g, et calculer ses limites en 0 et +oo

b) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique a dans]0; +oo[. Vérifier que 0,2 < @ <
0,3

c) En déduire le signe de g sur ]0; +oo[

3 Soit h la fonction définie sur J0; +oo[ par h(x) = x Inx + — 2

X
2

a) Calculer ses dérivées premiere et seconde : h’ et h"
b) Etudier les variations puis le signe de h' ; en déduire les variations et le signe de h.

PARTIE B : Etude de f

1. Montrer que f est continue en 0

2. Cg(hulef la limite de f(—:’l en 0. Que peut-on en déduire pour f ? Interpréter graphiguement
3. Calculer la limite de f en +o0

4, Montrer que f(a) = —a

5. Etudier le signe de [ et donner le tableau de variation de f

PARTIE C: Constructionde

1- a) Pour tout x > 0, on pose @(x) = f(x) — Inx. Etudier le signe de @(x) en fonction de x et calculer la
limite de ¢ en +.

b) On note L la courbe représentative de la fonction In, Interpréter graphiquement les résultats obtenus a
la question 1-a)

2-Déterminer une équation de la tangente A a I au point d’abscisse 1. Etudier la position relative de [ et
de la tangente A.

*3- Construire L et A puis tracer I dans le repere (o, ()]

K(0)=0

4- Soit ion défini '
oit K la fonction définie par : {K(x) = —f(lx)six >0

et [ sa représentation graphique dans le
repére (0,7,])

a) Quel est I'ensemble de définition de la fonction K

b) Etudier la partie de K et interpréter graphiquement

; : i ” rtirde
c) Comparer K (x) et f(x) pour tout x > 0. En déduire une explication de I'obtention de [ @ pa
sans étudier K.

d) Tracer I dans le méme repére que .




' 'é i =moumeR
¢) Déterminer graphiquement le nombre de solution de |"équation K (x) =m

EXERCICE 4

X -
fx) = T SiX <0
On considére la fonction f définie sur [—1; oo par :

f(x)=\/§1n(1 +§) six >0

[n étant le logarithme népérien ; on note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un re-
orthonormal (o,1,])

PARTIE A

1- Etudier la continuité de fen 0

2- Etudier la dérivabilité de fen 0 puis donner une interprétation géometrique
3- Etudier la dérivabilité de f en -1

4- Etudier les variations de f sur [—1; 0]

PARTIE B

2

Soit la fonction g définie sur ]0; +oof par: g(x) =In (1 +-:; ~=
X+

1- Etudier la variation de g sur ]0; +oo[
2- Calculer les limites de gen +oetenO.
3- a) Dresser le tableau de variation de g

b) En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une solution Unique a et que 0,25 < « < 0.26
4- Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

S-2) Démontrer que pour tout x € 10; +o[ ona Flx) =

1
= 55 90(0).
b) En déduire le sens de variation de f sur ]0; 4-oo[

6- Calculer 1a limite de f en+o0, puis dresser |e TVdef.

7- Construire la courbe Q) (fla) = 0,81).

Exercice 5
PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire

On considére |5 fonction g definie sur] 0, +-00 [ par *9(x) =1In (x2+ ) :
) ey

(.




b°) Etudier le sens de variation de g.

¢°) Dresser le tableau de variation de g.

2) Montrer qu'il existe un unigue réel @ > 0 tel que g(a) = 0.Verifier que: 0,5 < a < 0,6
3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

PARTIE B : Etude de la fonction f

x*+1 ,
Soit f la fonction definie sur l'intervalle [ 0,400 [ par : f(x) = fila) = x;n(( )x" ) stx >0
0) =10,

On note (C) sa représentation graphique dans un repére orthonormé (0, 7,7)

(Unité graphique : 4cm)

1.a) Etudier la continuité de f en Q.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0. interpréter graphiquement le résultat obtenu.
2. Montrer que f est dérivable sur] 0, +co [ et que ¥V x €] 0, +0o [ F(x) =g(x)
En déduire les variations de f sur ] 0, +-oo [
3.3) Calculer lim x. . Endedui i
) Calculer Jim x f(x). En deduire 11_113_1:” fx) .
b} Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

4. 3a) Montrer que f(a) = ;jf

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f.
5) Seit h la restriction de f 4 I'intervalle [&; 4o [
a) démontrer que h admet une bijection réciproque

b) Comment obtient-on la courbe (C’) de h'*?

FONCTION EXPONENTIELLE

EXERCICE 1

On considére la fonctj arj six = 0alors f(x) = (3—x)Vx
onctio : o ) '
n numerique f de la variable réelle définie par : si ¥ <0 alors FOO =e*— %= 1
O ; .
un.::;smé,e Par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthanormeé (o, ')
nite 2em,

PARTIE A




1. a) Etudier la continuité de fen 0

, : -on en faire ?
b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Quelle interprétation géométrique peut-on e

=
.

¢) Etudier les variations de f et dresser sont tableau de variation

2.a) Montrer que la droite (8) d"équation y = —x — 1 est une asymptote a (C) en —oo. Préciser |3 po:
de (A) par rapport 3 (C) pour x < 0

b) Ecrire une équation de la tangente (T)a (C) au point d'abscisse 3.

¢) Constyuire 1 Courbe (C), Ia tangente (T) et I3 droite (4).
PARTIE B

—_—1tt v

1. Soit g Ia restriction de f 3 l'intervalje ]=0;0

[

a) Montrer que g réalise Une bijection de




PARTIE A

Soit g la fonction numérique définie par :g(x) = 1 — x — 2Inx
1°) Etudier le sens de variation de g . On ne demande pas de calcul de limite ni de tableau de variation)
2°) Calculer g(1) et déterminer le signe de g(x) suivant les valeur de x .

‘PARTIE B

2e* 1 —xsix<1

x+inx

On considere la fonction numérique f définie par : f(x) =
— Stxz21

(C)est la courbe representative de f dans le plan muni d'un repere orthonorme (0;7;]) (unite : 2cm)

1°)a) Etudier la continuité de f en 1.

b) Calculer les limites de fen —w et en + oo .

En deduire l'existence d'une asymptote horizontale a ( C).

¢) Montrer que la droite d’équation y = —x est une asymptote oblique au voisinage de — o,

2°) a) Etudier |3 dérivabilité de fen 1 et préciser |a nature du point A(1 ;1) pour (C) .

On donne lim B = 1
x—1(x-1)

b) Calculer la fonction dérivée f* de f sur les intervalles ol f est dérivable.

3°) Etudier le signe de f'(x). En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
(On pourra utiliser la partie A)

4°) Construire la courbe (C) et ses asymptotes

PARTIE C

Pl

Soit h ia re;striction defa[l;+oo[ .

1°) Montrer que h est bijective de [1 ;+co[ sur un intervalle k & préciser .

2°) Déterminer les variations de h=! et son tableau de variation .

3°) Construire la courbe (r) de h=! dans le meme repere . Expliquer la construction .

PARTIED

o 4 . 3 =1-Inx
1°) Calculer la dérivée de la fonction g définie par :g(x) = —

2°) En déduire une primitive de la fonction f sur & [1 ;+0o[.

. . rbe ( C) et les droites
3°) Calculer 'aire en cm? de a partie du plan délimitée par I'axe des abscisses, la courbe ( C)

d'équations respectives x=1 et x=e. On donne e=2,7 ; In2=0,7 ; In3=1,1




-

EXERCICE 3

PARTIE A

Soit la fonction numérique dérivable sur 8] 0 ;1ve] et definle par jg(yv) = £ “ | [nx

1°) a) Caleuler Ilmu aw).

b) Calculer L“},K g .

2%)a) Déterminer la fonction devivee de g. o

b) En déduire le sens de variation de g,

c¢) Dresser le tableau de vartation de 1a fonction g.

3%) a) Démontrer que I'dquation g(x)=0 admet une solution unique o,

b) Justifier que 2,5 < a < 2.0 . .
¢) En déduire le signe de g(x). -.
PARTIE B

On considare la fonction dérivable sur 8] 0 vt et définie par @ JLx) = (: | '“*1)" " ?I

On note (€ )la courbe representative do [ dans te plan mund 't repere orthogonal (0sl;

L=

Unité graphique : Ol=2cm et OJ=10cm

1°) a) Calculer 111111* [(x) | puis donner w interpretation graphtque du vesultat
Xeal

b) Calculer Um  f(x) |, preds donner un (nterpretation araphilgue du resultat

X400
2°) Démontrer que [ (@) = - 1‘—::1 g "
3°)a) Exprimer {'{x) en fonction de g(x).
b) En déduire les variations de f,
c) Dresser le tableau de variation de f.
4°) Déterminer une équation cartésienne de la tangente (T) & (C) au polnt d'abimcisse

5°) Construire (T) et (C) dans le plan muni du repéra (o515 1), On prendra o

PARTIE C

20 . |

1°Soit h la fonction dérivable sur 8] 0 j-+ve] atdefinle par;h(x) = ¢ *Inx |, Domontror (que h s unt (ll'l
fsura) 0;+oof . ' 7

acsee ;-—-"-«- T,

T —-.,-.-.—__.r..-,--.\

ﬁfﬁﬂnuﬂ-—* --\Tml
NPHWW.—&-&M«»& ,:q....l.‘,;. ..‘..[.‘L_hai“’( b I! I i1 '_'. B



2°) Soit A un nombre reel tel que A > 3.

a) Calculer, en cm? et en fonction de A "aire A(A) de la partie du plan comprise entre ( C ) ,( Ol) et les droits
d'équations x=3 et x=A . On donne : In(2,5)=0,92 ;In(2,6)=0,95 ;(2,5)%=6,25 ;(2,6)?=6,76 ;e 2% = 0,1; e1=0,4

EXERCICE 4
PARTIE A
On consideére la fonction dérivable sur R et définie par :g(x) = (1 — x)e** — 1.
1) Déterminer les limites de g en —we ef + o
2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
3) a) Démontrer que I'équation g(x)=0 admet una solution unique a .
b) lustifier que :0,4 < a < 0,5
c) Envdéduire le signe de g(x) .
PAR'liIE B |
On considére la fonction f dérivable sur B définie par:f(x) = xel™* —x+2.
Onote (C ) sa courbe representative dans le plan muni d'un repere orthonorme (0;7:]) d'unitezem
1) Determiner les limites de f en +cc et —co .
2) a) Démontrer que fest une primitive de g .
b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
3) a) Démontrer que la droite (D) :y = —x + 2 est une asymptote obliquea (C)en + .
b) EtuFiier _Ia position relative de (D) et ( C).

.]u

=k 8T : : - ordonnees
4) Démontrer que (C ) admet en —oo une branche parabolique de direction l'axe des

5) Déterminer une équation de |a tangente (T )  ( C) au point d'abscisse L
; 1
6) Démontrer que que :f(e) = 1 —a + e
7) lustifier que pour tout nombre réel 3
fl=x+2)=e*"f(x) .
; e
8) On admet que I'équation f(x)=0 admet exactement deux solutions. On appe

. . . 1 n fonction de 8.
f l'une de ces solutions . Determiner la deuxieme solution € f

9) Tracer (D ) ;(T) et (C).Onprendraa =04 et B = 2,5

RTIE C




Soit A Un nombre réel strictement positif et A(A) I'aire en cm? de |a partie du plan délimitée par (C), ladroite (,
d’équation y = —x + 2 et les droites d’ equationsrespectives X = Oetx =4

1°) Calculer A(A) a I'aide d'une intégfation par parties.
2°) Déterminer la limite de A(A) lorsque A tend vers +00.
On donne :e®® = 1,6 et e%® = 1,8.

EXERCICE 5

1

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par :f (x) = Trex

1°)a) Calculer f'(x) pour tout x puis étudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x . En déduire les variations di
fonction f.

b) Déterminer les limites de f en — et en + o ; dresser le tableau de varition de f .
2°) Démontrer que le point A(O ;%) est un centre de symétrie de la courbe (C ) def.
3°) Donner une équation de la tangente (T) au point Aa la courbe (C)def.
4°) Soit la fonction @(x) = % - %x — f(x)
a) Démontrer que;¥Vx €a]—o0;0[ ,e(x) >0
vx€a]0;+oof ,pkx) <0
b) Déduire la position de (T ) par rapporta (C).
c) Tracer (T) et (C) .
EXERCICE 6
PARTIE A
Soit g la fonction numérique définie sur 10; +oo[ par g(x) = e* — Inx — 1
1. Calculer g'(x)et g"'(x) pourx >0
2. Dresser le tableau de variation de g. On précisera les limites de g enOeten +oo.

3. Montrer que 'équation g'(x) = 0 admet une unique solution notée @ et que

0,56 < a < 0,57

4, Etudier le signe de g'(x) pour x > 0.

5. Calculer les limites de g aux bornes de Dg et dresser le tableay de variation d
lon de g.




6. Montrer que g(a) = -:; + @ — 1 et donner un encadrement de g(a) 3101

prés. Mantrer que pour tout

PARTIEB

On considére la fonction numérique f définie sur R par: {f(x) =yl—e*six <0
&) =e* —xinx—1six>0

On désigne par (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repere ocrthonormal (0,1, ])
unité 2em.

1. Montrer que fest continue sur R
2.a) Etudier la dérivation de f en 0

b) Interpréter graphiquement ce résultat

3. Calculer les limités de f en —co et en+oo.(pour Ia limite de f en 40 on pourra mettre x* en facteur
dans I'expression de f(x))

4. Déterminer [a dérivée f” de f

5. Etudier le sens de variation de f. (pour I'étude sur]0; +oo[, on pourra utiliser la partie A 6).

6- Montrer que f(a) = a? + E — 1

7- D;ésser le tableau de variation de f

8- C»:;ns’cruire dans le repeére (o,1,]) la courbe (C).

PARTIE C

Soit h la restriction de [ a |=]—oo0; 0]

1. Montrer que h est bijective de | sur un intervalle J que I’on précisera

2, Déterminer les variations de la bijection réciprogue h'*de h et dresser son tableau_de variations.
(

3. Déterminer I'expression de I'application réciproque h™ de h. \
4. Construire dans le repére précédent la courbe représentative (C’) de h™.
On dl_)nne 1@ ~2,72 @056~ 1,75 ;057 ~1,77 ; g?=7,39;e*=~20,08; In 0,56 = -0,58 ;

In 0,57 = -0,56 ; In2~0,69 ; In3 = 1,10 ; f(a) = 0,25

CHAPITRE 5: SUITES NUMERIQUES




EXERCICE 1

e

On consideére la suite (Uy,) définie par Us=5 pour tout n € N, 3Uns = Un+4.

1- Calculer U; et U;.

2- Démontrer que pour tout n € N, U,, = 2.
3- Montrer que (Un) est décroissante.
4- Montrer que la suite (U,) est convergente et déterminer sa limite. J

f el édu!’
5- On pose pourtout n € N, V, = U, — 2. Montrer que (V) est une suite ggomeétrique. En d
I'expression de V;, en fonction de n. ’

S'SOitsn=VD+V1+”'+Vn et Tan0+U1+‘"+Un.

Déterminer I'expression de Sn, puis 'expression de T, en fonction de n.

7- Déterminer lim S, et lim T,.

n—o+oo 1 n—+0c0

EXERCICE 2 ‘
Soit (V) 12 suite définie sur N * par : v Ity i
n+l1 — 2 n 't
1- Calculer Va2 ; Vs et Va i
C
2- a) Démontrer que pour tout entiern > 0,onal; > 0
a) Démontrer que la suite (V,) est décroissante.
b) En déduire que la suite (1},) est convergente. ‘5
|
- - T i Vfl i
3- Soit (Uy,) la suite définie par Uy, =—, vV n > 0. !
1
a) Montrer que la suite (Uy) est une suite géométrique. Préciser |a raison et le premier terme ‘
2,
b) Exprimer U, puis Vi en fonction de n. ' 1
2

¢) Calculer hm U,et lim V,.

T 4o

— -

EXERCICE 3 |
. ) Ug = 0 lbt

On considére |asuite (Us)n € N par e
n+1=‘_‘ 1+U, neN i

1- a) Montrer par récurrence que pour tout n € N onal<l, <1

gt

lf {Sergesawadogo22689
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Wy =120, ~
b) Montrer que Uy, — Uy = v': N zu,, . En déduire le sens de variation de la suite (U,) et montrer

qu'elle est convergente.

c) Déterminer la limite | de [a suite (U,)

2- On sait que : pour tout x € [0;7]; cos G) - f’-*‘;o-‘-’f

a) Montrer alors que pour tout entier naturel n,ona U,, = cos( :H)
2

b) Retrouver ainsi la limite | de la suite (U.,).

EXERCICE 4

dere | (Un) déf Mgt =e

On consideére la suite (U éfinie par 1 :
i P {Un+2 =Unpy1 — ;Un neN

1- Calculer Uz ; Uz et Ua

2- Soit la suite (V) définie par Vj, = 2"U,,,n € N

a) Calculer V,,.» — V.. en fonction de V.., — V;,. En déduire que (V;,) est une suite arithmétique dont on
précisera le premier terme et la raison.

b) Exprimer V5, puis U, en fonction de n

n
¢) Calculer lim [n (2n) en déduire lim (1") La suite (Uy) est-elle convergente ?

n—+w =400
EXERCICE 5

U(]:_'l

Soit (U,)n = 0 la suite numérique définie par {Un+1 _ 32++2Un vneN

1. Montrer que pour tout entier naturel n, =1 < U, =

2. a) Montrer que Uy, — Uy et Uy — Up—ys0nt de méme signe

b) Caléuler uy — Ug, puis en déduire le sens de variation de la suite (Up)n =2 0
3. Mantrer que la suite (U, )n = 0 converge et calculer sa limite.

EXERCICE 6

2 Un+vn
=—etlUp41 =
On consideére les suites (U,,) et (V,) définies par : Uo=2 et pour tout n € N, Un = n+1 2

e fraction irréductible

1. Caleuler Vo ; U, ; vy ; Uz ; V2. Donner les résultats sous forme d




2. Démontrer que les suites {1/, ] et (V,) sont majorées par 2 et minorées par 1,

Wa—Vy)?

3. Montrer que pour tout n & M, U, ., - Ve =
Jf”n "vﬂJ

(1)

4. Montrer que pour tout n € M, 1, > V,

I
5. Montrer que (Uy,) est décroissante et (V) croissante
6. Montrer que pour tout n € H, {/,, — Vi < leten déduire que (U, — V)2 < U, =V, (2)
7. Montrer que pour tout n € N, e = Visy S % (1, — V) lon pourra utiliser les relations (1) et (2))
deduire que pour tout n € M, 1/, — V, < (l')"
t =

8. Montrer que les suites (7,) et (V) convergent vers la méme limite ot donner leur limite commune.

EXERCICE 7

On considére les suites (Us) et (V) définies par Uo=4, Vo=3 et pour tout entier naturel n

- 2V s 1 .
d.‘i-l = : et by =z (U, + Va)

Vp+¥n

1- Demontrer par récurrence que : ¥n € N, Up>0etl), >0

2-a) Démontrer que “Vn € N V.., — Upiy = M =t)”
2(Un#Vi)

b) En déduire que : ¥ € N, U, < hetque Vg ~Upsy < %(Ir';1 — i)

) En déduire que : ¥n € N, 1, — U, < =

3- 3) Démontrer que 1a suite (U,,) est croissante et que la suite (V) est deécroissante

b) En déduire que les suites (U/,,) et (V) convergent

c) Démontrer que les suites (U,,) et (V,) ont la méme limite |

4-3) Démontrerque . Yn € MU, ..V, ., = U,.V,

b) En déduire I3 valeur exacte de (. .
X CE

On considére les deux suites (U/,) et (V] définies, pour tout entier naturel n, par -

Uy=3 Up = 4
{ _ iy et U TR

Uﬂ-p-l - 2 n+l = 2

1- Calculer uy, vi, uz et vz




2- Soit la suite (W;,) définie pour tout entier naturel n par iy = E“—J;z&

a) Démontrer que la suite (t,) est constante,

b) En déduire la limite des suites (u;,) et (v,).

Exercice n°9

U0=2

it lasuite ( U,) definie pour tout nde N par 1 1.0 : =
Soi (Un) p P {Uni—l:E(Un"'a) n pose pour tout n de NV,

Up+1

1) Montrer que pour tout n de N,V = (1,)2

2) On définit |a suite (wy,) n € N par W, = In(¥;,)
a) Donner la nature de la suite( W,).

b) Ecrire W, et V, en fonction de n

3"]"'Détérminer Unen fonction de n et calculer lim U,,.

F1—r-E00
EXERCICE 10
e U =3
On considere la suite numérique (U,), n = 0 définie par: 1 _
Un+1=Ur21+_ ; nNeEN

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = x* + é.
1. a) Etudier et représenter graphiquement f dans un repére orthonormal (o,1,]) unité 8cm.
b) Utiliser la courbe de f pour construire sur I'axe des abscisses Uy et Ua.

rd - 1
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non a : =& U,

= W

3. a) Montrer que pourn € N, si U, — U,_, <0alors Uy, — U, < OetsilU, — U,_, > 0alors Upyy —
U, >0,

b) Calculer Us-Uo puis en déduire le sens de variation de la suite (Up)n = 0.

c) Montrer que |a sujte (Up)n = 0 converge et calculer sa limite.

EXERCICE 11
. e Uy = By —V etV =
On considére les suites U et V définie par: U =5 ; Vo = - etpourtoutn, Unyy = 7Un = ¥ €L V011
. V3
U, + 5 V. On pose Zy =Up + iV,

1. Caleuler |2, | puis |Z,.1| en fonction de |Z,|. En déduire en fonction de n, une expression de |Z,|




2- 3} Exprimer Z,, ., en fonction de Z,,

b} Trouver un argument de =+ i.

- i 5 s . , de In
¢} Daduire de ce qui précade un argument 8, de Z,,,, en fonction d’un argument On

d) Trouver un argument de Ze: puis une expression de 8, en fonction de n.

3. Exprimer U. et V, en fonction de n.

CHAPITRE 6: CALCUL INTEGRAL

EXERCICE1

gn
-
=3
m
b |
=
i
=
U s

Sgrales suivantes :

XERCICE2

1. Donner une primitive des fonctions f, g, &, k définies par:

:g(x) ==, h(x) = x*e™%", k(x)=(2x 1)

=&y=10 sincx

fx)=
1 i
2. Calculer I = J'u' xe Fdxet [ = ff?dr

ff
= cosLr+1 =
3. En remarquant que cos“t = ——, calculer X = frf cos’tdt

EXERCICE 3

On considére les fonctions numeériques f et g définie par : f(x) =

(1+ netg(x) = =3

1-3) Montrer que pourtout x ER, f(x) =1 —

14e%

b) Déterminer une primitive F de f sur R

¢) Démontrer que pour tout réel x, g(x) = f(x) - —1 __
(14e%)2

2- On considere la suite numérique (I,) définie par /. = fl__r_i_g___ >1
0 (1+e’f)n*n = !

a) Vérifierque ; =1+ ln-—etque I, = -+--_+ ln( )
1+e

[3 O Auieus : s42DCOOD. Serge ! Pafesseur Carife dos 1y ./

4 ampe il

ées el Cp

Teges I Tél, $226 11 02 pg o B




b) Démantrer que pour tout naturel non nul Ndpyy =1, — fol——e—x-)-—-
(1+ex)nh1

dx
3- a) Démontrer que la suite (1) est décroissante

b} Montrer que pour tout naturel n non hl,0< I, < —1“-
2

¢) En déduire la limite de la suite (1,).

EXERCICE 4

. gn . . T
On considere les intégrales | = [ cos*x dx et | = [ sin*x dx

1. a) Montrer que I'intégrale | peut s’écrire sous |a forme: | = fun cos x(cosx — cosx sin’x)dx

b) A 'aide d’une intégration par parties montrer que ! = f; sin?x dx — %j
¢) Montrer de méme que | = [ cos?xdx — ;!
2. 3a) Montrer que 1+J=%n et que |-J=0
b) En déduire les valeurs exactes des intégrales | et J
EXERCICE 5
On pose pour tout entier n, U, = f;;ﬂm e *sinxdx

1. Alaide d'une intégration par partie calculer U,. Montrer que la suite (Un) est une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.

; nn »
2. 4) Calculer In = fon e *sinx dx.

b) Caleuler lim In
N-s+ca

EXERCICE &

.1 e”
On considere la suite (U) définie pour tout entier naturel n, par : U, = fo TR

dx
1- Calculer I3 valeur de Up
2. Montrer que Ug+Us=1. En déduire Uy

3. Montrer que Ia suite (U) est positive

4. On pose fu(x) = — vn € Netk(x) = fup1(x) — fa(x)

enx“.;.exr

1-e*
en¥(1+e%)’

a) Montrer que pour tout x réelk(x) =




4} Erudier le signe de kix) pour X € (0;1)
¢} En déduire gue |2 suite (L)) est décroissante

5. 2} Dérecminer pour tout entier naturel n supérieur ou égal d 2,4 + i,

) Calculer Uy

) iy 44U
6 o (Y} 13 suite définie pour tout n 2 2 par V, = -JLJ;——H

a) Catauter lim Vi
i

«-_i-'la
b} Montrer gue pour tout i =2 2,onall = U, <V

<) En gédyire llrn, bl
TR S

EXERCICE 7
S U b suite définie sur Nopar (g = [‘: JU A et ty = Iul (T et pour tout 1 §
13- Caleuler L et s
9 Wurrrer gue la suite et téeraisante

- i . i
9. Griese 5 un encsdraement do T 4, drahlisses 5 i, = e

= Pl
4- 2] SAontrer que pour ot dge [0 ) ona O = JZ =T ls i“ 1

17 1 .z
A CrLichy iy gy § i — = ) -
) Dbduiser e i 70 fu 2y

o) Detgsrminer |a limite de 13 sulte (ntdy)

Erercice g

ARLIA AR

o . . | _.:unl
o (U], lu sulte définte por ! Uy = 2y 3337 fhx
1) Esheniantrer gL, poOur it antler maturel n,ona (0 Uyyy | ty = l
i’

i

5} Caveaser 1y, b dedulre la valewr de t), puln calle de U],

37} trudier ey variationy de (U, ).

\ . )
* o / v 3 5 r ~ P ]
A%j knaoetrer gue, pour taut n, an a0 11, — Lncdedulre gue {””) 8t EONVRTRANLD ©f HrELISe! " i

Exerclee 9

17) Soit g 1a fonction dafinle sur Vintarvillel 1, Fon [par g(x) -




a) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que 'on ait, pour toutx > 1,g(x) = 3 + ;% + x_‘;

b) Trouver une primitive G de g sur Iintervalle] 1, 4o [

2°) Soit f la fonction définie sur I'intervalle] 1, +oo [par f(x) = ?f—m Trouver une primitive Fde fsur
Iintervalle] 1, oo [.
3°) En utilisant les résultats obtenues précédemment calculer I = fz -(T;)—zlnx dx .On donnera le résultat

exact sous |a forme pIn2 +gln3 avec p et q rationnels.

ExercicelO

1

1°) On consideére la fonction f de la variable réelle x définie par f(x) = —

14

Quelest I'ensemble de définition de f ? Justifiez I'existence de Iintégrale Iy = [&

o dx , puis celle de

l'integrale I, = fg‘:: dx ,ou nestun nombre entier non nul.
2°) Calculez 1y, 1y et I ’
3°) Montrer que |a suite numérique ( I,)pen st une suite decroissante. Cette suite admet-elle une limite ?

4°) Montrer que, pour tout x de [0 :E ] et pour tout nombre entier non nul,

sin™x

ona:0< sinx < (%) . Deduisez en que 0< < 2(—)n et calculez la limite de la suite (I,)-

COS" ix

EXERCICE 11

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :
_ L tdx
I—f:'@ﬁ:f f K‘f\/x2+ 2 dx
1. Calcul de | ; soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = In(x + Vx? +2)
a) Calculer la dérivée de la fonction x = x + Vx? + 2

b) En déduire la dérivée f* de f

¢) Calculer |

2, Calcul de J et K

a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier que J+21=K

b) A Iaide d’une intégration par parties dans K (on écrira que V2 +2 = 1 X Vx* + 7) montrer que
K=V~ J;

¢) En.déduire les valeurs de J et K.




CHAPITRE 7: EQUATIONS DIFFERENTIELLES
EXERCICE 1

Considérons I'équation différentielle )y +y=x-—1

1. Trouver une fonction affine u solutions de (E)

2. Démontrer que la fonction v est solution de (E) si et seulement v-u est solutionde (E): ¥ +¥Y = 0

3. Résoudre {E’)
4. En déduire les solutions de (E)

5. Déterminer la solution h de (E) vérifiant h(0)=1

EXERCICE 2

On considere I'équation différentielle (E) y +y=e”

1. Déterminer les réels a et b tels que la fonction u définie sur R par u(x) = (ax + b)e ™ soit solution d:

(E).
2. Résoudre 'équation différentielle (Eg):y' +y = 0.

3. Montrer qu’une fonction v définie et dérivable sur IR, ast solution de (E) si =t seulement si, v — uwest

solution de (Ep).
4. En déduire toutes les solutions de (E).

5. Déterminer la fonction f, solution de (E) qui prend la valeur 2 en 0. S
EXERCICE 3

‘dere I'équation différentielle (E) défini : Lyt — 2,2
On considére I'équation différentielle (E) définie par : (E)_zy +y=3e"2x 42,

1. Déterminer le réel a, tel que la fonction v définie par v(x) = axe %% + 2 soit une solution d
; - ' ion de
I’équation (E).

2. Donner les solutions de I’équation (E") :%y’ +y=0.

3. a) Montrer que u est solution de (E) si et seulement si v-u est solution de (E),
b) En déduire les solutions de (E).

4. Déterminer la solution particuliére h de I'équation (E) vérifiant h(0)=0. . ;

EXERCICE 4

=y

T TR TR = e Tow
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Une masse m, mobile sur un axe (0; 7) a sa position représentée sur cet axe par le point M. cette masse est
soumise a une force d’attraction F telle que I'abscisse Y(t) du point M exprimée comme fanction du

temps t vérifie I'équation différentielle Y + g—zf-Y =0

1. Donner la solution générale de cette équation différentielle

2. a) Montrer que la solution vérifiant les conditions Y(0)=1 et Y’(O):T%r- s’exprime pour t = 0 par
Y(t)=cos (:3212 t) — sin (3?“ t)

b) Déterminer le nombre réel & compris entre 0 et 1 tel que pour ¢ = 0, y(t) = V2cos [3?” (t+ 2)]

3. En utilisant la question 2b)

a) Donner la valeur positive de t pour laguelle le point M passe pour la premiére fois au point O.
b) Combien de fois le point M passe-t-il en O dans 'intervalle de temps [0; 4] ?
EXERCICE 5
On considére I'équation différentielle suivante 2y"" + 4y = 0 (E)
1.a) Déterminer la solution générale de (E)
. . . S 3n
b) Déterminer la solution ¢ de (E) qui vérifie ¢(0)=0 et @ (T) =1
2. Le plan est muni d’un repére orthonormé(0; 7; /). Etudier et représenter graphiquement ¢ sur
Vintervalle [0;_3—n]
2
3 . , - 2 3“ —
-S0it D la région du plan délimité par les droites d’équations respectives x = 0;x = —=; y = O etla
tOurbe de ¢.

3) Calculer I'aire de D

b) La rotation de D autour de I'axe des abscisses engendre un solide de révolution. Calculer le volume de
Cesolide

——

EXERCICE 6

:Jn Point matériel M se déplace dans un repére (0; ;) du plan. Les coordonnées (X ; ¥) de M en fonction
" 1eMDS t exprimé en seconde vérifient le systéme d’équations différentielles :




- i l

Propose de
e\ B
Ses X= =Y(t)du point
dé -ninerlesfonctionscoordonneesX*)((t) et Y=Y(
etery
lent 'équation (3)
1. 3) Dériver I'équation (). On obtient | equation ( - o
f i équ ;
) En éliminant X’ et y montrer que équation (3) se ramene a I'éq
b) En élimin

at=0, M se trouve ep Mo(3; 1,
EXERCICE 7
25
S0it I'équation différentia|| f"(x) + T =9 (1)
1. Donner la solution 8€nérale [ de (1)
2 Déterminey la solutign ¢ de (1) Sachant que s Courhe représentative C) Passe par A0 ;\/??) et que
tangentea(C) assant par est parail‘eleéla droite (A)d’équation 5x < 2y < l=g
) Mettre () sous |5 or O Sin(1yy ) ou g ¢ § WEQ et & [O;rr]. D
Ventyels Points d'mtersectlon de () aVec I'axe desg @sCisseg.

Onner |gg abscisses de




1. Une population de poisson d’une certaine espece croit au cours des années selon la loi :

5¢'= 4 (1) ; ol g désigne la quantité de poissons (exprimée en mil

( ek e années) liers) dépendant du temps t
& .

a) Résoudre I'équation différentielle (1)

b) Sachant gu’a une date t=0 [a population comprend un millier de poissons, trouver I"expression de g(t)

c) Au bout de combien d"années la population dépassera-t-elle pour la premiére fois 4 milliers de
poissons ?

2. En réalité, un prédateur de cette espéce empéche une telle croissance, tuant chaque année une
certaine quantité de poissons (dépendant de I'effectif total).

2
La population suit une loi : g’ = :;i — % (2)

_ g
a)On F)ose h = - et on suppose que pour tout t, ona g(t) = 3.

Montr_gr que g est solution de (2) si et seulement si h est solution de (1).
b) Trouver les fonctions h solutions de {1}, puis les fonctions g solutions de (2).
¢) Trouver la fonction g solutions de (2) telle que g(0)=1.
d) Vers quelle limite tend la population de poissons ?
EXERCICE 10
1. Résoudre I'équation différentielle : (E) 9y"” + n%y = 0

2.0n désigne par f la solution particuliére de (E) dont la courbe représentative dans un repére
orthogonal passe par le point P (1 ;-v/2) et admet en ce point une tangente paraliele a 'axe des abscisses.

a) En utilisant les données de I'énoncé, préciser f(Let f'(1).

b) Dét;rmiﬁer f

¢) Vérifier que : vx e R, f(x) = V2 cos E (x + 2)]

3.3) Montrer que f est périodique de période 6.

) Calculer la valeur efficace de f c’est-a-dire le réel positif | défini par : I* = %foﬁ(f(x))2 dx

EXERCICE 11

de 1000°C. la température 0 est
0'(t)=k(1000- & (t)).k € R

Ur\ bloc méta est déposé dans un four dont la température constante est
e fonction qy temps (en heure) qui vérifie I'équation différentielle (E) :




: i isfai ry.
1. Onpose: Y'(t) = (t) — 1000. Ecrire une équation différentielle (F) satisfaite par y
2. Résoudre (F) puis (E)

3. Le bloc, initialement a 40

°C, est dépOSé dans le four au temps to = 0. Sa température est 160°C auy
bout d'une heure. En dédui

re I'expression de 6(t) en fonction de t uniguement.

4. a) Calculer I3 température du bloc au temps t=3heures

b) Déterminer |e temps T a partir duquel Ia température du bloc dépassera 500

(g) =~ =0,13;n (i—:,) = —(,65.

°C.
an donne :(%)3 =0,7:In

(t), y(t) tels que :{x(t) = %Cos2t + cost E2
Y(&) = sin2¢
) et M(t+27}:)

[0; )
3.a) Constryjra (1) pour ¢ € [0;m)
b) Constryire alors (1) Pourt € [—p. 0]
EX
Le plan fapporté 3 yn repé A
epére orthonormal direct (. u; V) (unita
. , n' i
Paramétree définie par: )= fs - i) e e

—

3—¢

L€ [~2;2
(&) = ¢ (3“) ]
1. Comparer M(t) et
M(-
(N afo; 2) U poure ¢ [~2;2

J




4. Dresser le tableau de variation conjoint de x et y,

5. péterminer les points d’intersection de (I') avec Vaxe des ordonnées.

6. Tracer (). On donneln5 = 1,60;1n 2 = 0,69; In(2 +V3) = 1,31; v/3 =~ 1,73.
EXERCICE 3

Soit (C) la courbe définie par le systeme d’équations paramétriques : { #() = =2cost . teRrR
y(t) = cost — sint

a) Déterminer la période commune des fonctions x et y, comparer |a position des points M(t) et M(t+m)
puis en déduire un élément de symétrie de (C). Justifier le choix de [0; ] comme ensemble d’'étude

b) Etudier les fonctions x ety sur [0; 7] et dresser leur tableau de variation conjointe.

c) RefJ‘Fése'fiter la courbe (C) dans un repére orthonormal (0;7; J) (unité graphique 2cm).on précisera les

tangentes particuliéres ainsi que les tangentes en O.

NB:2 = 1,4,
EXERCICE 4

Le plan est muni d’un repére orthonormal (0;7; ) (II7l = 1em et ||jll = 3cm)
x(t) =t—2sint

—_ : ; Stri 50 il tER
On considére la courbe (C) dont une représentation parametrique es {y(t) = ¢ost

A tout instant t, M(t) est le point de (C) de coordonnées (x(t) ; y(t))

1. Montrer que le point M (t + 2m) est I'image du point M(t) par une translation dont on précisera le

vecteyr de translation.
2. Montrer que M(t) et M(-t) sont symétriques par rapport a I'axe des ordonnées

x'(t) < 0pourt€ [0%]
3. Calculer x’(t) et montrer que : 7
x'(¢) > 0 pour t e ]-37; Tr]

4. Etudier les variations de x et y et donner leurs variations dans un tableau commun, pour t € [0; ]

5. Tracer la partie (C1) de (C) correspondant a t € [—m; 7]
r la partie (C2) de (€) correspondantat €

[—7; 3m).on

6. Dire comment & partir de (C1) on peut obteni
m
donn.e 7= 2=—04et;—V3=-07

R EXERCICE 5
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On considére dans le plan muni d’un repére orthonormal (0; 2: j), d'
X(t) = ESi“"-

,teER
y(t) = cost

représentation paramétrique {

1. Montrons que les fonctions numériques x et y de la variable réell
2. a) Comparer les points M(t) et M (m — t) ol M est un point de ()

Z v, O sdui ’ treindre le domaine
b) Montrer que pour t € [T”,% (m—-t)€ ;;-2-] et en déduire que 'on peut res
» 2 x —Tt.E
d’étude a [—2 : 2]

o E
3. Etudier et dresser le tableau de variation conjoint des fonctions x et y pour t appartenanta [7 2]

4. Tracer la courbe (). On donne e = 2,72 et e~ * =~ 0,37

EXERCICE 6
x(t) __ cost
Soit (C) la courbe définie paramétriquement par : ot
_V(I’) - 1+sint

1. Comparer d'une part x(t) et x(w — t), puis d'autre part y(t) et y(m — t). En déduire une propriété
géométrique de (C)

2. Faire I'étude conjointe des variations des fonctions t + x(t) et t — y(t) sur [O;E[
2

3. Tracer (C).

CHAPITRE 9 : STATISTIQUES A DEUX VARIABLES
EXERCICE 1

Le tableau suivant donne les résultats d’une étude réalisée syr un produit P : x re

unitaire du produit exprimé en FCF, y représente la quantité du produit p dis

. o onible
exprimée en milliers. P sur le marché,

x;enFCFA 30 35 45 60 80 1000

yien milliers 12,5 13 13 15 15,5 16

1. On considére I'ensemble des points M; de coordonnées (x; yloul<i<g
1 L, =1 = .

a) Construire le nuage de points. M; (1,5¢cm représente
. » ront 10 FCF : y
en ordonnées). A en abscisse et lcm représentera 1000

b) Un ajustement affine de ce nuage semble-t-

il raisonnable ? Justifier 13 réponse

ﬁ%+§?ff93 TR

B mat i

unité graphique 2cm, la courbe (F) ¢

¥

;

e t sont périodiques de périodes 2m

;

s 3

présente le prix de vent

)



2. a) Construire la droite () d’ajustement affine obtenue par la méthode de Mayer. On prendra pour

premier sous nuage les tiers premiers points et pour le deuxieme les trois derniers.

b) Déterminer une équation de (A) sous la forme y = ax + b, a et b étant deux réels 3 préciser
3, En utilisant I'équation de (A), estimé :

- Ja quantité de produit P disponible sur le marché pour un prix de 150 FCFA.

-la prix de vente si la quantité du produit P disponible sur le marché est de 20.000.

EXERCICE 2

Le tableau suivant donne le montant des préts octroyés par une banque a des associations féminines
entre 2002 et 2007.

Année 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Rang de I'année x 1 2 3 4 5 6
Montant des préts en 4,5 ' 5 5,2 5,8 6,3 7.1
millions de FCFA y

L

1. Représenter le nuage de points M, (x;; y;) associé a cette série statistique dans un repére orthogonal. On
prendra 1cm pour une unité en abscisse et 1cm pour un million en ordonnée.

2. Soit (A) la droite d’ajustement de Mayer obtenue par un regroupement des trois premiers points et des
trois derniers points du nuage. Soit G; le point moyen des trois premiers points et Gz celui des trois derniers
points du nuage

a) Calculer les coordonnées de G et Ga,
b) Construire la droite (4).
¢) Déterminer 'équation réduite de(A).

3.0n suppose que Pévolution du montant des préts faits aux associations féminines reste la méme au cours
des annees a venir. A partir de qu‘elle année le montant des préts sera-t-il strictement supérieur au double
de cellii de 2009 ?

EXERCICE 3

~ Une entreprise fabrique des vétements. Dans le tableau suivant on a indiqué pour les sept premiers mois

de 'année 2008 la production journaliére moyenne de pulls.

\Mois\ Janvier | Février Mars Avril Mai Juin Juillet




Randdelannéexi | 1 |

|
w
f~3
s

Production journaliére 200 210 260 265 270

e natteint
. . journaliere n'a

La direction devra fermer I'atelier de fabrication de pulls si la production moyenne jou & au tableau ci-

Pas 350 pulls a la fin de I'année 2008. On considére le nuage de points M;(x;; y;) assoc

\ . cETY ités :
dessus, relativement 3 un repére orthonormal (0;7; ) ; on prendra pour unité
Abscisse : 1cm par rang de mois ;

Ordonnées : 1cm pour 20 pulls produits
1.a) Représenter le nuage de points dans le repére (0; 73 ).
b) Calculer les coordonnées du point moyen G et placer ce point.

2.a) Calculer les coordonnées du point moyen G; associé aux quatre premiers points du tab!eau, puis
celles du point moyen G; associe aux trois derniers points,

b) Déterminer une équation de la droite (G1Ga) et la tracer.

3. On admet que (G1G,) réalise un ajustement du nuage de points.

a) Déterminer par le calcul la production journaliére moyenne de pulls en décembre 2008

b) Comment peut-on retrouver graphiquement ce résultat ?

4. L'atelier de fabrication de pulls a-t-il été fermé en fin décembre 2008 ? Justifier votre réponse.

EXERCICE 4

Dans le tableau suivant figure les résulta

ts d’une enquéte réalisée dans Un magasin pour déterminer I
nombre d’acheteurs potentiels d’

un modéle de chaussures en fonction de son prix de vente.

Prix en francs X;

600

20 55

Nombre d'acheteurs potentiels y,

e

n repérc
ente 20

de points Mi(x; ) corr

ue lem représente 100 f
acheteurs sur I'axe des ordonnées,

1. Représenter les 3
cWthopnmmal & T)uagles espondant § cette série statistique dans u
HI ;
J)telq rancs sur I'axe des abscisses et 1cm représ

2.0n appelle G; et Gz les points

mo
points,

‘ yens des soys NUages consti
d'autre part les trois dernier

tués d'une part is premier
_ ar les trois premie
S points. : P

a) Caleuler les coordonnées de G, et G;




¢) Déterminer une équation de la forme y = mx + p de la droite (G1 G3)

3. Déduire du 2-c une estimation :

a) du nombre d’acheteurs potentiels d’'un modelé de chaussures vendu 650F.

b) du prix d'un modéle dont le nombre d'acheteurs potentiels est 150.
CHAPITRE 10 : GEOMETRIE DANS L'ESPACE

EXERCICE 1

Dans I'espace muni d'un repére ortho normal (0; DA E) on considére les points A (1; 0; 0) B (0,2 ;0) et
(0,0 ;3).

1. Calculer les coordonnées du vecteur AB A AC. Soit | le point de coordonnées (1;2; 3).

2 Calculer la distance de [ au plan (ABC). Les points A, B, Cet| sont-ils coplanaires ?

3. a) Calculer As I'aire du triangle ABC en unité d'aire.

b) Déterminer de volume V (en unité de volume) de la pyramide de sommet | et de base le triangle ABC.
4. Soit D le point de coordonnées (1 ;-2 ; 3).

a) Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ?

b) Calculer I'aire Az du quadrilatére ABCD.

EXERCICE 2

l'espace muni d’un repére orthonormal direct(0; T, J; k), unité graphigue 2cm.

Soient les points A (-2;1;-4); B(2;3;1);C (2;2;-1) et D(-3;-1; 3). Soient les points E, F, G et H tel que
ABFCDEGH soit un parallélépipéde.

1. Déterminer les coordonnées du point F.

2. CalculerAB AAC. En déduire l'aire du parallélogramme ABFC et du triangle ABC en cm?.
3. Salcu}elr la distance d du point D au plan (ABC).

4. Calcu‘ler en cm? le volume de la pyramide de sommet D et de base ABFC.

5, Calculer le volume V’ du parallélépipéde de ABFCDEGH.

EXERCICE 3

U'espace étant rapporté au repére orthonormal direct (0; ;7 k) unité de longueur 1cm, on sAnEiAGrs s
points A(3;2;4) ; B(0 ;3 ;5) ; C(0;2 ;1) ; D(3 ;1 ,;0) et F(1;2 i3):




1. Démontrer que ABCD est un parallélogramme.
i par AF = ~AB AAD de E.
2. Soit E le point défini par AE = §AB A AD. Calculer les coordonnées

3. Calculer I'aire A en cm? du parallélogramme ABCD.

4. Calculer le volume V en cm? du prisme droit de base ABCD et de hauteur [AE].

5. Le point F appartient-il 3 |a droite (AB) ? Justifier la réponse.
EXERCICE 4

TR b . onne les
U'espace est rapporté a un repére orthonormal direct (0; T k) unité de longueur 1cm. On d
pointsA(0;6;0);B(0;0;8)etC(4;0;8).

1. Faire une figure.

2. Demontrer que : a) les droites (BC) et (AB) sont orthogonales.

b) les droites (BC) et OA) sont orthogonales.

c) En déduire que la droite (BC) est orthogonale au plan (OAB).
3. Déterminer le volume V en Cm?2 du tetraédre OABC,

4. Calculer la distance d du point O au plan (ABC).

5. Caleuler I'aire du triangle ABC. Retrouver le volume V calculé 3 la question 3,

EXERCICE 5

1. Soit A, B, C trois points non alignés de I'espace., Déterminer |’
AB NAM = AB AAC

ensemble des points tel que

2. Soient (A) et (A") deux droites de méme ve

cteur directeur 7° et H ' .
Projeté orthogonal de H sur (4'), #N Point de (4). on désigne par H'le

a) Démontrer que pour tout paint A de (4) et pour tout point A’ ge

(4%) HAa - AT
b) En déduire que : HH' = "AA::A{)'”
]
¢) Application numérique :

Soient A (-1 7 2;5) et A
respectivement A et A,

4:-1;9). soient (4) et (&
Calculer |5 distance (

0 S de Vecg : )
4)3 (), teur dmecteur u(-2 12:1) contenﬂ”‘




EXERCICE 1
Dans une classe tous les éléves apprennent au moins une langue suivante : anglais, allemand ou espagnol.

2 apprennent I'anglais, I'allemand et I'espagnol ; 15 apprennent au moins I'anglais et I'allemand ;

7 apprennent au moins l'allemand et I'espagnol ; 10 apprennent au moins I'anglais et I'espagnol ;
26 apprennent au moins I'anglais ; 22 apprennent au moins |'allemand;16 apprennent au moins |'espagnol
1. Combien y a-t-il d'éléves dans la classe ?

2. Combien y a-t-il d’éléves n"apprenant qu’une seule langue ?

3. Combien y a-t-il d’éléves apprenant deux [angues exactement ?

EXERCICE 2

On rappelle qu’un jeu de 32 cartes est composé de 4 couleurs : tréfle, carreau, coeur, pique, et dans
chacune de ces couleurs, de huit cartes qui sont :

As, ro_if‘ dame, valet, dix, neuf, huit, sept.

On cf)‘oisit 5 cartes dans un jeu de 32 cartes

Déterminer le nombre de résultats comportant :
a) exactement deux valets ; b) aucun as ; ¢) au moins 3 dames ; d) 2 tréfles et 3 carreaux ;
e) 2cartes d’une couleur et 3 d’une autre ; f) au moins un roi.

EXERCICE 3

On jette trois fois un dé a six faces numérotées de 1 3 6 et on note successivement les chiffres obtenus

sur la face supérieure.
Déte:"r‘mi_ner le nombre de résultats :
a) cqfﬁportant trois chiffres identiques ; b) comportant trois chiffres distincts ;
c) corﬁportant deux chiffres identiques ; d) pour lesquels la somme des chiffres obtenue est égalea 6 ;
e) comportant au moins un 6.
EXERCICE 4

On tire successivement 4 boules d’un sac contenant 10 boules : 3 vertes et 7 jaunes.

Déterminer |e nombre de tirage comportant ;
dans cet ordre ; d) 3 jaunes et une verte ;

3) 4 boules jaunes ;b) 4 boules vertes ;c) 3 jaunes et une verte,

eyt =]




. moins 3 vertes ;h) ay
e) 2 jaunes et 2 vertes dans cet ordre ;f) 2 jaunes et 2 vertes ;g) au plus 3 i,

; ise.
: vec ou sans remis
On distinguera deux cas suivant que le tirage est effectue a

EXERCICE 5

———————

it 8li au de 3 perso
Une association de 15 personnes, 9 hommes et 6 femmes doit élire un bure PErsonnes

comportant un président, un secrétaire et un trésorier o,

1. Combien de bureaux différents peut-on constituer ?

2. Combien y en a-t-il sachant que le poste de secrétaire doit étre occupé par une femme ?

3. Combien y en a-t-il sachant que le président est une femme et le secrétaire un homme ?

4. Combien y en a-t-il de bureaux dans lequel sidgge M. Alpha ?

5. Combien y en a-t-il de bureaux sachant que Mme Béta refuse de siéger avec Mr Lambda ?

6. Combien peut-on constituer de bureaux dans lesquels siége au moins une femme ?
EXERCICE 6

Une urne contient dix boules numérotées de 0 3 9. On tire successivement et sans remise quatre bou
et I'on forme un nombre de quatre chiffres (méme commencant par 0)

1. Combien de nombres différents peut-on obtenir ?

2. Combien de ces nombres commencent par le chiffre 4 ?

3. Combien de ces nombres comportent le chiffre 4 ?

4. Combien de ces nombres commencent par 43 ? Comportent |a s€quence 43 dans leur écriture ?
EXERCICE 7

Un sac contient les 26 lettres de I'alphabet. On en extrait successivement e
I'on place dans l'ordre du tirage, pour former un mot de cing lettres,

t sans remise cing lettres ¢
1. Combien de mots peut-on obtenir ?

2. Combien de ces mots commencent parZ ?

3. Combien de ces mots comportent la lettre W ?

4, Combien de ces mots commencent par ZY ?

5. Combien de ces mots comportent la séquence ZY dans leur &crityre 7

PROBABILITE




Exercice 1

Une enquéte portant sur les éléves d’un lycée a donné les résultats :
* 50% des éléves ont redouble au moins une classe ;
% 75% de ceux qui n’ont jamais redouble sont admis au baccalaureat ;

* Le pourcentage de succes au baccalauréat est de 55% chez les redoublants. On note A I'événement « étre
admis au baccalauréat » et R I'évenement « avoir redoublé au moins une classe »

1°) Calculer !a probabilité des événements suivants :
B8 : « un redoublant est admis au baccalauréat » ;
C: « un non redoublant est admis au baccalauréat »

En déduire la probabilité de I’événement A.

2°) Sachant qu’un éléve est requ au baccalauréat, quelle est la probabilité pour qu’il n’est jamais redouble une
classe.

3°) Les événements A et B sont-ils indépendants ?
by 4°) Calculer la probabilité pour qu’un éléve échoue au baccalauréat sachant qu’il est redoublant.

Exercice 2

Un jeu consiste a lancer trois fois de suite un dé cubique équilibre a 6 faces, numéroté de 1 3 6 et on note
successivement les chiffres obtenus sur la face supérieure.

1°) Démontrer que la probabilité d’obtenir trois chiffres identique est 3—16
2°) Calculer la probabilité d’obtenir trois chiffres dont la somme est égale a 6.

o 2 . " . . 5
3°) Démontrer que la probabilité d’obtenir exactement deux chiffres identiques estﬁ.

p 4°) Le droit de participation au jeu est de 3 000 francs.

- Sile joueur obtient trois chiffres identiques, il regoit 5 000 francs ;
- S'il obtient trois chiffres deux a deux distincts, il regoit 3 000 francs ;
§'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne regoit rien.

Soit X |a variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur au cours d’une partie. On appelle gain algébrique
d'un joueur la différence entre ce qu’il regoit et sa mise.

a) Déterminer les valeurs prises par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Calculer Esperance mathématique de X. Le jeu est-il éguitable ?




T hot G Ly = | i e

Les résultats seront d

onnes a 1073 prés

ciété de sondage par téléphone une enquéte sur la qualig de ses Prog
eso

i
nes 4 contacter. !

Une entreprise confie aun

Chaque enquéteur a une liste de person

e correspondant soit absent gg "
¥

ué, |a probabilité pour quUé I ‘ .
ndre au questionnaire est ¢

Lors du premier appel téléphoniq ’
; robabilité qu’il accepte de répo

le correspondant est présent, la p .

L u premier appel »
1) On note : 4, I'événement : « la personne est absente ailp

R, I"événement : « la personne accepte de répondre au questionnaire lors du premier appel »

Calculer la probabilité de R, i 5

2) Lorsqu’une personne est absente lors du premier appel, on lui téléphone une seconde fois, & une e
différente, et, alors la probabilité pour qu’elle soit absente est 0,3 . Et sachant qu’elle est présente |gr a
second appel, |la probabilité qu’elle accepte de répondre au questionnaire est encore 0,2.

Si une personne est absente lors du second appel, on ne tente plus de la contacter

' 12 o
On note : A; I'événement : « la personne est absente lors du second appel »

Rz I'événement : « la personne accepte de répondre au questionnaire lors du second appel »

RI'événement : « la personne accepte de répondre au questionnaire »

Montrer que la probabilité de R est 0 ,176

3) Sachant qu’une personne a a : :
’ at P ccepte de répondre au Questionnaire, que|| ilité pour que
reponse ait lieu lors du premier appel ? r duelle est la probabilité pourquE“

des 20 personnes de cette liste accepte de répon Probabilitg Pour qu‘une personné i

dre ay questionnaj

re?

Exercice 4

Les résultats seront donnes sous forme de fractions irréq b
uctibles,
Un enfant joue avec 20 billes : 1
j : 3 rouges et 7 vertes. Il met 19 r
rouges et 4 vertes dans une boite cylindrique OUBes et 3 yertag dans boit ubiql“"e!
; une boite ¢

. . vre
1°) D?ns un p.remler jeu, !l choisit .SImultanément trois billes g, ha
combien de billes rouges il a choisie. On appelle X |a Variable aja Sf'ﬂ’d dans I3 boite cubique et il
rouges choisies. stoire cor fespondant b

u nombre

egar®’
a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer I'Esperance mathématique de X



2°) Un second jeu est organisé de tel sorte que I'enfant cholisisse d’abord au hasard une des deux boites, puls
qu'il prenne alors une bille, toujours au hasard, dans la boite choisie. On considére les événements suivants :

C. : I'enfant choisit |a boite cubique ; Cz : 'enfant choisit la boite cylindrique ; R : 'enfant prend une bille
rouge ; V : I'enfant prend une bille verte,

a) Calculer la probabilité de I'événement R.

b) Sachant que |'enfant a choisi une bille rouge, quelle est la probabilité qu’elle provienne de la boite cubique ?
3°) L'enfant reproduit n fois de suite son second jeu, en remettant & chaque fois la bille tirée 3 sa place.

a) Exprimer en fonction de n la probabilité P, que I'enfant ait pris au moins une bille rouge au cours de ses n
choix.

b} Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle P, = 0,99

»  Ondonne:In(0,01)=-4,6 et In(E) = —0,91.

EXERCICE 5
Un sac contient 5 jetons rouges et 2 jetons blancs tous indiscernables au toucher.

Un jeu consiste a tirer au hasard un jeton du sac. Si le jeton est rouge, le jeu s'arréte ; sinon on tire un
secont jeton sans remettre le premier dans le sac. La mise du jeu est de 50F. Le tirage d’un jeton blanc
rapporte 200F, tandis que celui d'un jeton rouge ne rapporte rien.

Soit X la variable aléatoire réelle qui a chague jeu associe le gain algébrique du joueur.

ﬁ“l' a) Quelles sont les valeurs possibles de X ?
{

'3) Déterminer la loi de probabilité de X
-) Déterminer la fonction de répartition de X, puis représenter la graphiquement.
2. Soit 'événement A': “ le joueur a un gain positif’. Montrer que P(A)=2/7

3, Un joueur réalise successivement de facon indépendante 5 jeux. Il remet a la fin de chaque jeu les jetons
jans le sac,

oy

oit Y Ia variable aléatoire qui a ces 5 jeux, associe le nombre de fois ol 'événement A est réalisé. Justifier
lue Y suit une loi binomiale et calculer la probabilité que le joueur obtienne au moins une fois un gain
gcurhclsntlf au cours des 5 jeux.

) EXERCICE 6
w

A . o ool

Jne case contient 12 souris : 5 souris blanches (2 femelles et 3 males) et 7 souris grises (3femelles et 4

" 13les).




Jes événements suivants :
B : « La souris choisie est blanches»
G : « La souris choisie est grise»

M : « La souris choisie est méale»
F: « La souris choisie est femelle»

a) Calculer les probabilités des événements B, G, M et F

calculer la probabilité pour qu’elle soit male. Les événemeny

b) Sachant que la souris choisie est blanche,

et M sont-ils indépendants ?

2. On choisit n fois de suite une souris (n = 1) en remettant 3 chaque fois la souris tirée.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir une souris blanche et male seulement au n ieme tirage ?

ours des n tirages:

b) Quelle est la probabilité d’obtenir une souris blanche et mile exactement une foisau ¢

¢) Quelle est la probabilité de ne pas obtenir une souris blanche et male au cours des n tirages 7
d) A partir de quelle valeur no a-t-on 0, <027

3. On suppose n=6

| Soit X la variable aléatoire égale au nombre de souris blanches et male tiré au cours des 6 tirages

a) Déterminer la loi de probabilité de X

b) Calculer I'espérance mathématique de X

On donne : In0,2 = —1,6etin(0,75) = —0,3

EXERCICE 7

n lance un dé tétraédrique dont les quatre fa -
| ééﬁép_ar et CHChéeq q faces portentles nombres 1, 2, 3 et 4. On s’intéresse au nombr

pour k € {1;2;3;4} on note Pk la probabilité d’obtenir le nombre K sur la fac
déséquilibré de telle sorte que les nombres P1 ; P2 ; P3 et Pa dans cet ordre for e cachée. Le dé &
arithmétique. ment une progressio’

1. Sachant que P4=0,4 ; montrer qué P1=0,1; P2=0,2 et P3=0,3
2. On lance le dé trois (3) fois de suite. On suppose que les lances sont deuy 3 deuy i
Xindépeng
S ; a
a) Quelle est la probabilité d’obtenir dans I'ordre les nombres1;2;4 et 3 ? 5

b) Quelles est la probabilité d’obtenir trois nombres distincts rangés dans Fordr
€ Croissy
nt ?




gl S

W

&, 3, On lance dix (10) fois de suite le dé. On suppose les lancers deux 3 deux indépendants. On note X la
variable aléatoire qui decompte le nombre de fois ol le chiffre 4 est obtenu.

a) Pour 0 < i < 10, exprimer en fonction de i la probabilité de I'événement (X=i)
p) Calculer I'espérance mathématique de X. Interpréter le résultat obtenu.
¢) Calculer la probabilité de I'événement(X = 1). On donnera une valeur arrondie au milliéme.

4, 0n lance n fois le dé, les lancers étant supposés indépendants. On note U, la probabilité d’obtenir pour
ey [a premiere fois le nombre 4 au n *™® |ancer.

a) Montrer que (Un) est une suite géométrique et quelle converge.
b) Calculer Sa=U1 + Uz + ... + U, en fonction de n puis étudier la convergence de la suite (Sn).
¢) Déte___rminer le plus petit entier n tel que S,, = 0,999.
By NB: th donne : (0,6)'° = 0,00604 ; In(0,001) =-6,90 ; In (0,6) =-0,51.
EXERCICE 8

Dans un certain pays I'dge a partir duquel on peut prendre sa retraite est de 60 ans. Pour bénéficier d’une
pension de retraite & taux plein, il faut avoir cotisé pendant 43 ans. Une étude statistique a permis d'obtenir
les informations suivantes :

- la proportion des retraités bénéficiant d’une pension de retraite a taux plein parmi ceux ayant pris

leur retraite a 60 ans est de 30%.
- La proportion des retraités bénéficiant d’une retraite incompléte parmi ceux n'ayant pas pris leur

retraite a 60 ans est de 40%.
'20% des retraités ont pris leur retraite a 60 ans. On interroge au hasard un retraité. On désigne par

S I'événement «le retraité a pris sa retraite a 60 ans» et par T I'événement «la pension du retraite

+est a taux plein».
b 1. Construire un arbre pondéré représentant cette situation

2. En utilisant cet arbre montrer que P(T)=0,54.
jet

o 3. En déduire la probabilité qu’un retraité ait pris sa retraite a 60 ans sachant que sa pension est a taux

plein,

4. On interroge au hasard de facon indépendante trois retraités. Calculer la probabilité pour que deux

dentre eux aient leur pension de retraite a taux plein.

EXERCICE 9

Aloccasion du FESPACO passé, un groupe de 22 éldves avait décidé de voir deux films identifiés A et B qui




. Le premier jour, 8 personnes ont vu le film A et les autres ont regardé le film g_ "
. Le deuxiéme jour, 4 personnes ont revu le film A, 2 ont revu le film B et les autres ONt regardsé |-
film qu’ils n'avaient vu le premier jour.

Aprés la deuxiéme séance, on a interrogé au hasard une personne du groupe. On considere les évanemen.
suivants :

A: : «La personne interrogée a vu le film A le premier jour»
A, : «La personne interrogée a vu le film A le deuxieme jour»
B; ; «La personne interrogée a vu le film B le premier jour»
Bz : «La personne interrogée a vu le film B le deuxieme jour»
1. a) Calculer les probabilités suivantes : P(A1) et P(A2)

b) Calculer les probabilités suivantes : P(Az/ Ai) et P(Az Bi)

¢) Calculer la probabilité P(A1NA2)

2. Le prix du billet pour le film A était de 1000F et celui du film B était 3 1500F. On appelle x la variab=
aléatoire égale au colt total pour la personne interrogée aprés les deux séances de cinéma.

a) Quelles sont les valeurs prises par x ?

b) Déterminer la loi de probabilité de x

c) Calculer I'espérance mathématique la variance et I'écart type de la variablex.

d) Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire x et |a représenter.
EXERCICE 10

On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible. Le matériel d’un jeu est composé de deux
boites identiques désignées par Ie; lettres A et B et de 20 billes, indiscernables au toucher, dont 14 son!
rouges et 6 vertes. Le jeu se déroule en deux étapes. La premiére consiste  choisir I'une des deux boite:
Ensuite 3 la deuxieme étape, il s'agit de tirer simultanément 2 billes dans la boite qui a été choisic
précédemment. Le tableau ci-dessous donne la répartition des billes dans la boite.

Billes rouges Billes vertes Total )
Boite A 9 3 12 ‘
Boite B 5 3 3
Total 14 6 20
— |




admet que lors de la premiére étape, le choix d’une bofte est pondéré par le nombre de billes qu’elle
Onntient Autrement dit, la probabilité de choisir une boite donnée est égale 2 la probabilité de choisir sur
co " : 3
rensemble des billes, une bille provenant de ladite baite.

1. Caleuler la probabilité des événements suivants :

2, «La boite A est choisien

b, «La boite B est choisie»

c. «On a tiré 2 billes rouges de la boite A»

d. «0On a tiré 2 billes vertes de la boite B»

e. «On a choisi la Boite A et on y a tiré 2 billes vertes»

2. 0n considére la variable aléatoire X égale au nombre de billes rouges obtenues aprés les deux étapes du
jeu;

a) Représenter par un arbre pondéré la situation correspondant aux valeurs de X 3 la fin du jeu ;

b) Calculer la probabilité de I'événement X=1.

EXERCICE 11
On lance deux fois de suite un dé cubique parfait dont les faces sont numérotées de 1 abetlonnoteale

résultat du premier lancer b le résultat du second lancer. On considére alors I’équation du second degré
X¥*tax+b=0

Calculer la probabilité pour que cette équation admette des solutions (distinctes ou confondues).
EXERCICE 12

On dispose d’un dé pipé dont les faces sont numérotées de 13 6. Lorsqu’on lance ce dé, on suppose que

la probabilité d’apparition d’une face dont le numero est pair est le double de la probabilité d’
PR F . .
d'une face dont le numéro est impair.

apparition
L. Calculer les probabilités d’obtenir chaque face
2.Une personne qui lance le dé obtient les résultats suivants

-silaface 1 ou la face apparait elle gagne 1000f

-sila face 3 apparait elle ne gagne rien

lune autre face apparait elle gagne 500f. On considére la variable aléatoire X “gain du joueur”

3) Donner |a [o de probabilité de X

b)c '
) Calculer | ®Spérance mathématique, la variance et I'écart type de X

¢) Dop
nner et représenter |a fonction de répartition de X




EXERCICE 13

e ——————————

i isié aquebot. Les relevg
Une entreprise de bateaux propose chaque jour une croisiére sur un paq s
météorologiques permettent d’affirmer que dans la région :

- L'événement N : «le temps est nuageux sans pluie» se réalise 120 jours par an.

- L'événement B : «le temps est au beau fixe» se réalise 180 jours par an ;

- L'événement P : «le temps est pluvieux» se réalise 65 jours par an. On suppose qu’une annge
compte 365 jours, On choisit un jour au hasard.

1. Calculer les probabilités P(B), P(N), P(P) pour que ce jour-I3, le temps soit respectivemenf bea_g_u,
nuageux sans pluie, pluvieux. o

2. Soit V le nombre de billet vendu ce jour-la. On considére les événements :

A1:«DSV < 15%; Ar:«l5< | < 30»; Az «30< V < 50». On dispose des renseignements Suivants:

Probabilits conditionnelle

Pa/B)
PA/N)

P(Ai/P)

|
Calculer P (A); P (Al P ()

3. On considére quelle bilan quotidien de l'er

1treprise est positif si elle 5 vendu au moins seize B-i:llets
a) Calculer Iz probabilité pour que le bilan soit positif

b) Si le bilan est positif, quelle est |3 probabilité pour que le temps ait étg Nuageux ?

EXERCICE 14

et simultanément 3 boules de I’u.rné

1. calculer Ia probabilité des événements suivants :
A : «les trois boules sont rouges»

B : «les trois boules sont de la méme couleur» -«'
C: «les trois boules sont toutes de couleur différentes»

2. On appelle X la variable aléatoire qui a chaque tirage on associe |e nombre de couleurs obtenyes

a) Déterminer la loi de probabilité de X




b Calculer E(X); V{x) ; a(x).

) péterminer et représenter [a fonction de répartition de X.

NB : Donner tous les résultats sous forme de fraction irréductibles.
EXERCICE 15

pans une population donnée, 0% des personnes vivent en milieu rural. Parmi celles qui vivent en milieu
rural 95% pratiguent I"agriculture. Parmi celles qui ne vivent pas en milieu rural 5% pratiquent I’agriculture.

pour une personne prise au hasard dans cette population, on note les évé&nements suivants :
A:"la personne pratique I'agriculture”

R: “la personne vit en milieu rural”

1. On choisit une personne au hasard dans cette population. Calculer les probabilités des événements
suivants :

a) la personne vit en milieu rural et pratique |'agriculture ;

b) Ia personne ne vit pas en milieu rural et pratique I'agriculture

¢) la personne pratique I'agriculture
d) la personne ne pratique pas |'agriculture sachant qu’elle vit en milieu rural.

2, Soit E I'événement suivant : “la personne choisie vit en milieu rural et ne pratique pas I'agriculture”

3L

a) Etablir que P(E) = 2_20

b) On interroge au hasard et successivement 10 personnes de cette population. On suppose que les choix
de ces personnes sont indépendants.

Calculer fa probabilité pour qu’on trouve parmi les personnes interrogés au moins une personne qui vit en
milieu rural et qui ne pratique pas I'agriculture.

EXERCICE 16

On lance simultanément deux dés cubigues équilibrés dont les faces sont numérotées de 12 6. On dit qu‘on
obtient un « double » si les deux faces supérieures des dés portent des chiffres identiques.

A chague lancer, si le joueur fait « double » il gagne 500 francs ; sinon, il perd 100 francs

1. Onlance les dés une fois, Calculer la probabilité de gagner 500 francs.

2.0n lance les dés trois fois. Soit X |a variable aléatoire associée & la somme gagnée ou perdue aprés les
trOiS lanCef‘S.




' X?
a) Quel est I'ensemble des valeurs prises par

b) Etablir la loi de probabilité de X

3. On lance les dés n fois.

ne iamais faire un double
a) Calculer en fonction de n, la probabilité notée gn de ne jama

. ; i oins un double
b) Calculer en fonction de 7, la probabilité, notée p, de faire au m }
l‘ {
c) Quelle est la valeur minimum de n pour que I'on ait :p,, = 0,
EXERCICE 17 :

1. Une urne contient 3 boules jaunes, 2 boules rouges et 5 boules noires. On extrait s:multa'memerltl bouu%
de I'urne. Quel est le nombre de résultats possibles ? - 1,
2. Le tirage d’une boule jaune fait gagner 2 points, celui d’une boule rouge fait gagner 1 point, celui d'ungle
boule noire fait perdre 3 points. On note X |a variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de poinyy

obtenus a I'issue d'un tirage simultané de 2 boules. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.

: . ) . . i i
3. En supposant les tirages equiprobables, déterminer la loj de probabilité de X ;

4. Calculer I'espérance mathématique et la variance de X.
N.B : on donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles, ’

EXERCICE 18

On considére une urne contenant trois boules jaunes, deux

boules bleues, yne boule rouge et quatre boules)
vertes. Ces boules sont indiscernables ay toucher. On tire,

au hasard, une boule de 'urne. i b

1. Calculer la probabilité des événements suivants - 0
J="tirer une boule jaune”

B=“tirer une boule bleue” :
R= “tirer une boule rouge”
V= “tirer une boule verte” .

\|l
)

2. En fonction de la couleur tirée, on se voit attribuer une SO

mme d’argent selon lac
la boule tirée est : rouge, on gagne 10 € ; verte, on gagne 2

€; Jaune oy bleue, on ga

\
Onvention syjvante “Shy

8ne 3 ¢ I
Soit X la variable aléatoire qui associe, a chaque tirage le gain réalisé.

h
a. Déduire de la question 1) : P(X=2), P(X=3) et P(X=10).

b. Calculer I'espérance mathématique de X, sa variance puis son écart — type. (Arrondir I'écart-

type 3 102) j)

oo R
L -

b




M Jintenant, on gagne toujours 10 € si la boule tirde est rou
ehe est jaune et m € si elle est bleue ; m désignant un réel posit

tde 45 €

ge, 2 €5si elle est verte mais on gagne 3 €si
If. Calculer m pour que le gain moyen espéré
50i

EXERCICE 19

et e _thu

Une urne contient six boules indiscernables au toucher : quatre boules vertes et deux boules jaunes

1, On tire simultanément au hasard deux boules de I'urne. on note X la variable aléatoire, qui & chaque

tirage de deux-boules, associe le nombre de boules vertes tirées. Déterminer la loi de probabilité de la
variable aléatoire X et calculer son espérance.

7. on tire au hasard, deux fois de suite, deux boules simultanément, Les boules n’étant par remise dans
furne. On note A, B, C, D les événements suivants :

A: « aucune boule verte n’est tirée au cours du premiers tirage de deux boules »

B : « un boule verte et une boule jaune sont tirée au cours du premiers tirage de deux boules »

C: « deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage de deux boules »

D : « une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du deuxieme tirage de.deux boules ».
a) Calculer les probabilité conditionnelles P {(D/A), P (D/B), P (D/C).

b) En déduire les probabilités des évenementsDNA; DN B, DN C
¢) Calculer la probabilité de I'évéenement D.
EXERCICE 20

Un joueur débute un jeu au cours duquel il est amené a faire successivement plusieurs parties. La
probabilité que le joueur perde la premiére partie est de 0,2. Le jeu se déroule ensuite de la maniéere

suivante :

» $'il gagne une partie, alors il perd la partie suivante avec une probabilité de 0,05
* il perd une partie, alors il perd la partie suivante avec une probabilité de 0,1.

1.on appelle :
F ~ wd M
E1I'événement “ le joueur perd la premiére partie’
E2 I'événement “ le joueur perd la deuxieme partie”
I 3 . « e M
Es I'événement “ le joueur perd la troisiéme partie
On appelle X |a variable aléatoire qui donne le nombre de fois ol le joueur perd lors des trois premieres
Parties. On pourra s’aider d’un arbre.
3) Quelles sont les valeurs prises par X.

b) Montrer que p(x=2)=0,031 et que p(X=3)=0,002.

¢) Déterminer I3 loj de probabilité de X.




d) Calculer I'espérance mathématique de X,

; “le joueur perd la n-igme , &
| on note E, I'événement ; “le jo p Partjer P
2. Pour tout entier naturel n non nul, .:l

ilité de I'événement En.
I'événement contraire, et on note p, la probabilité de I'é

ili enements E, NE, et -
a) Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, les probabilités des événe nllE,, a N Em]

en fonction de py.

b) En déduire que p,, = 0, 05p,; + 0, 05 pour tout naturel n non nul

1
4. On considére la suite (U,,) définie pour tout entier naturel n non nul par u,, = Pn 19

) v ; ier terme
a) Montrer que (U,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premie
b) En déduire, pour tout entier naturel n non nul, U puis p,, en fonction de n.

¢) Calculer la limite Pr quand n tend vers+oo,

PROBLEMES DE SYNTHESE

PROBLEME 1

Le plan P est muni d’un repére ortho

gonal (0 ;1;J) d’unité graphique : Ol=1cm et O
on s’intéresse 3 deux fonctions f et

g, dérivables sur |'j
d’une intégrale 1g(x) = foxf(t)dt. On note (€)

Partie A

———

la courbe représentative de |3 fonction f dans le plan

1- Le tableau de variation de |a fonction f est donné cj-

X 0 1 +co
') | -2 _

f() |1

dessoys -

=5cm. Dans ce probléme
ntervalle [0; +oof. La fonction g est définies a |'aide |,

P,

Eiiaks L3y M

S

T




i
5l

aly

p) Ecrire une équation de la tangente a la courbe (C) au point d’abscisse x = 0. Cette droite est appelée
(D)
¢) Tracer la droite (D) et la courbe (C) dans le repére. On indique en complément que f(2) = .

3e?

2- Donner la valeur de g(0) et le signe de g(x) pour les valeurs de x appartenant 3 Iintervalle [0; +oo

3. Déterminer le sens de variation de la fonction g sur I'intervalle [0; 4oo]
4- a) Interpréter graphiquement la valeur de g(1) et la mettre en relief sur le graphique ;

b) Justifier que g(1) est compris entre ;lg etl,

partie B

on admet que f(x) = £

1+x
1-a) Démontrer que pour tout réel x positif : f(x) = (1 —x)e™ + x% f(x) ;
b) En déduire que : g(1) = fol(l —x)e *dx + _[01 x2f(x)dx

2-a) A l'aide d’une intégration par parties calculer les intégrales A = fol(l —x)e *dx et B=J’01 x2e~*dx ;
b) Démontrer que 'flﬂ—ejdx < [Px3f(x)dx < [) x%e ™ dx
que:Jo — = Jo JAx =g
¢)En déduire un encadrement de g(1) entre deux nombres décimaux d’ordre 1.
-t

3-a) Justifier que pour tout nombre réel x supérieur ou égalal,ona: 0 = J'le(t)dt Sj'lxe—z-dt ;

. i ’ . K N 1
b) Démontrer que pour tout nombre réel x supérieur ou égalal: 0< fle(t)dt S=

¢) En déduire que g est une fonction majoree ;

d) Justifier qgue g admet une limite finie en +o0

PROBLEME 2

On considére la fonction f définie par : f(x) = x — In|x|et (C) sa représentation graphique dans le plan
muni d’un repére orthonormé (0; 1; j) d’unité 2cm.

Partie A

1.a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition D

b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation

Ly




2. a) Démontrer que (C) coupe I'axe des abscisses en un seul point A dont on notera son absclsse q
vérifier que « € ]— 1; - ;l[

b) Etudier la position de (C) par rapport 4 la droite (D) d’équation y = X

C) Déterminer une équation de la tangente (T) 3 (C) au point d’abscisse -1.

d) Tracer (D), (T) et {C)

3. a) Pour tout k € )0; 1[, calculer : A(k)=4f,: f(x)dx

b) Ca!culerklirg‘ A(K). Interpréter graphiquement le résultat.

4.a étant un nombre réel non nul quelconque, on note M et M’ les points de (C) d’abscisses respective. .
et-a, (T) et (T') les tangentes respectives a (C) en M et M’

a) Exprimer a l'aide de a les coordonnées de N point d'intersection de (T) et (T’).

b) Quel ensemble décrit N lorsquea € R, ?

Partie B

On définit la fonction ¢ sur [-_1; = ;Jpar LD 08) = x — :{:

1- 3) Démontrer que « est 'unique solution de I'7 quation v & ,_1; — ﬂ ®(x) = x

b) Veérifier que vx & [—l: —5] ona:fi)e (x) = 'L_:-In_.xf = 1); (i) ¢ '(x) = = F(x)

¢) Etudier le sens de variation de @ sur [-—1; — iJ et donner une valeur approchee de g (_ i)
= 2

d) Démontrer que : ¥x € [cx; = %]40 (x) € [a; _ﬂ

e) Démontrer que : Vx € [a; -—-_:—],(p (x) < %
U, ==21

2- On considére la suite (U,,) définie par : { i 2 pour tout n € N
Unsr = @ (Un)

1
a) Démontrer que : VE N, U, € [a; — 5]
1
b) Démontrer que : VE N, |U,,,, — a| < 51Un —al

rque:VE N, |U <32y
c) Démontrer que : VE N, | 21"(11__2(;)

d) Justifier que la suite (U,) est convergente et préciser sa limite

AR S AN OGO DTS erow T Lo eNs e
e e e -




e

e) Déterminer le pius petit entier naturel p tel que Up soit une valeur approchée 3 102 prés de .

On donne In2= 0,7 ; In3~1,1; In5= 1,6

Probléme 3

Partie A

On considére la fonction g définie sur l'intervalle I = [—% , oo par g(x) =In(1+x) — x + ._2 = i::

1) Démontrer que ,pour tout t del ona: g'(t) = 10
4

—2t3 <g' () <0,5it=20

2) En déduire que ,pour tout tde I ,ona:
0<g'(t) < —2t3,si _< E< Opuzs ,enintégrant,

S
démontrer que , pour tout x de l ,ona : _121_ <glx)=<0

Partie B

—1n{1-
M’Stx;ﬁﬂ

Soit f la fonction numérique définie sur | — 1; +oof par: f(x) = .
=,six=0
2

On note (C)la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0,7,]) (unité graphique :
2em)

b) En utilisant l'inégalite trouvée en A) 2) ,démontrer que f est dérivable en 0
et déterminer une équation de la tangente (T)a (C)en son point d'abscisse 0

c) f est elle continue en 0 ? justifier .

2) Soit h la fonction definie sur | —1; +oo[ par: h(x) = =X 4+ 21n(1 4 %)

a) Etudier le sens de variation de h . Calculer h(0) et en déduire le signe de h sur | —1; +oof

h( )
b) Démontrer que , pour tout x appartenanta] —1.,0 [U]0, +oo[ ,ona: f'(x) = =%

¢) Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites aux bornes de
son ensemble de définition et les asymptotes éventuelies a (C)
3) Construire la tangente (T), les asymptotes et la courbe (C)

' 1
4) k est la fonction definie par k(x) = x(x+1)

a) Déterminer les reels a et b tels que : k(x) = ; * m




b) Calculer , en cm? A'aire A(A)du domaine délimite par les droites d'équations

X=letx=1(> 1), l'axe des abscisses et la courbe (C)

¢) Dé
) Déterminer AI-‘iTmA(A)

Partie C

1} a) Montrer que In fanction ¢ définie sur]=1; +oof ,par p(x) = f(x) -
X est continue et Strictement décrolssante.

1 1
b) En déduire que !'equationf(x) = x admet une solution unique a dans ) — 1; +o[ et que - Sa<)

Z .
2) Sachant que pour toue X20,0na:x- 52— < In(1 + x), démontrer que pour tout reel

~1 ' ] 4
¥20.0na: — < f'(x) < 0 puis que pour tout x de !'intervalle | = E ,I], | f'()] < =

3) Démontrer que fey

L)

4) Soit la suite (up) définie par - [ Lo =
Unyy = f(u, ), pour tout n € N
a) Justifier que Pourtout ne N ,u, €/

b) Montrer que, pour toutn € N,

lunrrl_ul Sgi
3 5
2 &"

Uy ——a]puisque,pourmutn €N, lun —a , <

¢) En déduire que la suite (Undnen ©St convergente et déterminer sa limite

d) Déterminer l'entier ng tel que por tout entier n > g,

Un estune valeur approchée de g 3 19-1 pres

ondonne : In2=0,7 tug = —0,22 !n% =-2,01 m%: 0,22

PROBLEME 4
Les trois parties sont, dans une large mesure, indépendantes
Partie A
Soit q la fonction definie sur R par: q(x) = ;I;
1°) @) Calculer les limites de q en + o et en — oo.

b) Determiner q'(x)et etudier son signe .

[ riation.
¢) En deduire le sens de variation de q puis dresser son tableau de va

; { r tout reel x;
2°) @) Montrer que pour tout reel x on a q(x) < 1;en deduire que pou




X
max*¢€
-,

1 X
Montrer que StX >0alors 0 = < -

b)

partie B

oit f la fonction definie sur R par: f(x) = e"-—x
1) a) Determiner ,a l'aide de la question A) 2) a), l'ensemblede definition de f etcalculer les limites
de f aux borne de son ensemble de definition.

b) Etudier le sens de variations de f puis dresser son tableau de variation.

2°) Préciser les asymptotes et tracer avec soin la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (unité
graphique ; 5¢m)

3°) Montrer que six = 0 alors 1 < fx) <—.

Partie C
1°) Montrer que la fonction G definie sur R par:

—2x

1x2 1 1
G(x) = ( - %= Z) e~2% est une primitive de la fonction définie sur R par g(x) = x%e

2°) A 'aide d’une intégration par parties, calculer/ = j: xe *dx . En deduire la valeur de [, = f;( 1+ :—x) dx

3%) Déduire des résultats précédents la valeur de f; = f:(l - :—z + (ei_x)z) dx.

Parti’ai D

Oon propose de trouver un encadrement de | = f f(x)dx.(on ne demande pas de calculer [)x étant

un réel donne, on consideére la suite (Sp(x)n 21 ) définie par : Sp(x) =1+ (—) + (ex)z +oet (ex)

1°) Montrer que S, (x) = ( 1- (g)nﬂ)f(x).

2°) @) En utilisant les encadrements obtenus dans A et B,demontrer que pour x 2 0,0na 0<f(x)—

S o 2 e X
n(x) < erRater

b)Y En déduire un encadrement de | — In oU Iy = f: Sp(x) dx ;puis en utilisant la valeur de [

troitwée dans la partie C , donner un encadrement de J.

iz PROBLEME 5

L al—d =] L

PARTIE A : Etude d’une fonction auxiliaire




b

*

: ique =
1°) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1. Quelle interprétation géométrique peut-on en déduire,

!
.f
') Caleuler lim f(x) et lim £2  ponner une interprétation graphique de cette derniére limite, ‘
' X—=4o00 X=foo X I'
3°) Soit ¢ la fonetion definie sur]1,+co [ par ¢ (x) = x +In(x — 1) t

3- Etudier le sens de variation de @ et dresser son tableau de variation.

b- Montrer que I'équation @(x) = 0 admet une solution unique a telle que 1,27 < a < 1,28 .

¢- Donner le signe de w(x).

3°) a- Exprimer f'(x)en fonction de @(x) puis etudier le sens de variation de £,

b- Vérifier que fla)=1—¢ .

C- Dresser le tableau de variation de f et tracer la courbe (C).

PARTIE B

1) a) Démontrer que I'équation f(x)=1 admet une solution uniquep dans l'intervaliz (4 ;5 ],

x

b) Montrer que les equations f(x) = 1 et eri 41 = X sont équivalentes,

X

2°) Soit g la fonction définie sur ] 1, +oo [ par g(x) = ex= + 1

a)Etudier le sens de variations de g.
b) Démontrer que pour tout X€ [4;5] ;9(x) e [4;5].
3°) On considére I3 sujte aumérique (U,) definie par ; Up=4etl,,, = 9Up), pour tout n ¢ N,

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,U,, € [4:5]

b) Montrer que g’ est strictement croissante sur [4;5]

c)Mantrer que pour tout x € [4;5] ona: I a'(x) | s%

%
|

d) En utilisant I'inégalité de moyenne, montrer que pour tout xélément de [4;5 ], | g(x) - gl <2 |x—p
2

s . 1
e) En déduire que pour tout entier naturelnona | U, — g |< > I Up— R [

- 1
f) Démontrer alors que pour tout entier natureln,ona | Uy, — g |< it

g) Déduire de ce qui précéde que (/,,) est convergente et preciser sa limite .

h) Pour quelle valeur de n, Uy, est elle une valewr apprachee de f 21072 pres?

4 5
On donne : In(0,27)=-1,30 In{0,28)=-1,27 In2=0,7 In3=1,1 InS=1,6 & = 3,79 ¢} = 3.4
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NOMBRES COMPLEXES

Corrigé exercicen®1
p) =2~ 24 — i)z3 + (26 — 9i)z* — (43 -
15i)z + 32 —4i 1.
résalvons dans C I'équation: u? — (=11 + Du+32-
4i=0 4=(-11+i)*—4(32-
40 A=121-22i—1-128+ 16i
A =121 — 129 + 16i — 22i

A= —8— 6i

| posons:52=A [&=x+1y

Xz"'}’zz-'s x2 —yZ=-8
2xy = —6 i[x2+})’r2—10 = 2xl =2
2t +yt=10 -

=1 x=1oux=-1

x*-y*=-8 D e 2
[x2+yz=10 = 2y°=18 =y =9 => y=
Jouy=-3

= -114it1-30

1B K=

~11+i=1+3i _ —12+44i
2 2=

_ —10-2i

W s A=

= =6+ 2i

Sg={=5-i; ~6+2i}

2. Démontrons que pour tout nombre complexes z 'on
a: -

Ay

p(@) = [2% — (4 — D)z)? — (=11 + D[22 — (4~
i)z] +32 — 4i

22 — (4 — D)z]? — (=11 + i)[2% — (4—Dz] + 32—
4i=24222[(4 — )2] + [(4 — D22 — (-11+D2"
(=114 D)4 — i)z + 32 — 4i =

4
2= 22%(4z~ iz) + (4 — )Pt — (114 02°F
(~11+0) (4~ i)z +32—4i=

z* — 823 4 21,3 : 2 —0)z?
( iz3 +[16 — 8i — 1]z2 + (11 Dz®+
~44+11i+4i +1)z+ 32— 4i =

4 -
=82 (15 -0 + (11~ Djz* +
B3+150)z 43241 =

z* - 2(4-0)z® + (26
-9z + (-
S )z% + (—43 + 15i)z +

4 P
z* = 2(4 - )23 + (26 — 9i)z% — (43 — 15i)z + 32 -
4i= P(z)

Donc P(2) = [2% — (4 — i)z)? — (-11+ D)[z* —
(4—1i)z] + 32 —4i

b. Utilisons les résultats précédents pour résoudrs
P(z)=0

P(z) =0 & [z2—(4-Dz]*—(-11
+i)z2—(4—1)z] +32—4i=0

Posons U = z%> — (4 — i)z
P(z) =0 & U? ~(~11+DU+32—-4i=0
D’apréSi 1. Sc=(-5-i; —6+2i}
U= —5—ie 22— (4—Dz= —5-1i
ozt —@4-0z+5 +i=0 (1)
By (a-iy2-a(s+i)
Ao16—8i—1—20—4i
A,_15— 20 —12i
Aj=—s5-120
posons § = x + iy avec §2= A
[xz —y?=-5
2xy=-12 =
x?4+y?=13
[xz__yz ==5, Jx2=8;x2=4;x=20ux=

x2+y?=13’
-2

—x24y*=5 2 Z2_Quy=
:2y? = 18; =9;y=30uy
[x2+}’2=13 g g

=-3

61:2-—3( : §,=—243(

a-ir2-3_62H 5y
2 = 2 2




- :4—1—2+.3t=2+ll=1+‘.
L 2 2

] Sic {3 =201 4 1) I

Uzm-ge2i = 22 — (4 = i)z = —g 4+ 2

zz—(4f—i)z+6—2i=0 (2)

A2=(4-f)2—4(6—2:‘) S16-8i-1-244q;

A2=15-24=—9

Bas(aziy

Zy _a-i-ai A= z :ﬂf_j! :ﬂ
N 2 2

S2c:{2-2i:24 i}

sc:s,cu326{3—2f;1+z';Z-—Zi:2+a?]

3) A(1+i);B(2+i);C(2——2i')

a) Déterminons Une mesure en radian de
I'angle orienté (BA; BC )

Mes( 1-37; BC) = argfi——?
B™=Z4

=arg(-3i)

Mes(BA’; BC) = arg(-3i) = —3 (2m)

Mes( WECT). = —2(271')

b) Donnons une équation cartésienne du
cercle circonscrit au triangle ABC

le triangle ABC est rectangle en B donc[AC)

est l'hypotenuse de ABC. Soit | (e milieu de AC.

V10
£ oy p 110
2 2

ofoer-r-

a pour équation cartésienne

3 N
(©i(x=3) O +3) =

4)Z=14z+z2 4734 4

_— 1-2°
a)Vérifions que si 7 = lLalors Z = —__°_

1-;z

siZ:IT__—E alors (1 —2)2 = ] — ,5

=1 =2)A 42422 4,2

=zl 3

(1
+2%) =14 242249
=gh 5 1-2%doncz =

1-z5

— 3
-z Avecz # ]

LY Sl 1-1
1-z l-El.S‘: ""“"'“-—:_;-E ~ == 0car e
1 1-e’s 15
Z=0
rri Xercice nez
[(2) = 2o = ¥*+1-3 e
Z=2i = =y
On pose z- = .

Exprimons xety .
en fonctig
— Y+t (x-30¢ Ndexe
— T tix-3u

U=y D temayipge

——— — =1 —{y~2
T 2L I
X(-}-+1)«':.r-3){:.-—2)+.r'{.\-—3)f_(y_.2){_y+1”
m

Z = ATV | iy

ty_ Z’ =

T i 3v42
S e I e

CommeZ’ = x' + iy'alors y' = =X-3y4¢

x2+(y..232
Y zz+y2—-3r—3y+2
=2 I AIOYYe

Y= x4 (y-2)3

o
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1, |
leg_;. AC=|25_24|=|2.~2;..1”,_ r
[1 -3 ]

AC=V1?+32=V10>Ie rayon du cerejq Vain, 1

}
i

I
5

Era——

il

-

b} Caleulors.

gy

e




s

b ER 2y =0etz #0

ay?eAZ etz # 340

@y
(Jt-") +(y")2 =
() * (0:2)

(x;y) # (3 1)

U’ensemble des points M (z) telque z' €

R* est le cercle de centre ﬂ.(- -«) etderayonr =

privée des points A et B.

7. a Points invariants.

CM=MeI'=Z

z+1-3
=2

ez =3iz-1+43i=0

A= -9 —4(—1+3i) =-5+ 12

s
(=]

Soit § = x + iy ou (x;¥) € R? une racine carrée de A.

— A.L}__ o

Alors 62 = A

v} —y?=-5(1)
§2 =8 {x? +y? =13 (2)
' xy=—6

(D+@@)=2x?=8=x=20ux=—2
21)= 2y’ =18 y=30uy=—3

< 0donc les racines carrées de A sont: &, =
Jietd, =2 3i

3i-2431 )
Zy==——=-1+3i
2
ZZ —~ 3i42-3¢ _

2

Les points invariants de(f) sont les points du

plan d'affixes respectives Z; = —1 +
SietZ, =

b) Calculons les affixes de E"' etF"
B = _izg+1-3i
f(E) = Zg- Ze-2i
& Zy = i(1-D+1-31 _ 1+14+1-31
-i 2! 1-31
(2=21)(1431) _4 +
10

=2 =

Z
g"";*%
Comme E" = Sou3(E"alors
ZE" -1 2'3-,' dOnc
4 2
Z T = et e
e =5~ 5!
lzp+1-3]
=f(Flely= g
_ (=1420)+1-31 —1-4l _ :
=By = -1421-21 =1 1+4
Comme F'' = S(O.;)-(F')alars Zgy, = Zprdone

ZF]‘.I = 1 -4':

3)a) Interprétons géométriquement.

|Z"| et arg.Z’
. z-i-3 |z=z4| _ AM
|Z| | |_|Iz—25|—.BM
Donc

Z' __AM

| BM

i—3

arg.Z' = arg [(:) (——2——

: )] 2k

= arg(i) + arg( ) +2kmk€Z

= IZE +arg(z —24) — arg(z — zg) + 2km
= g- + (Tﬁ;M') - (ﬁ,m) + 2kn

— T @V )+ + T AM) + 2k

(3 = —
arg. 7' =5 + (BM; AM) + 2k k €Z

b) Déterminons (a) et (A")

AM _
lZ'lzltﬁ-B—H=‘1¢=5AM-—BM

o M décrit la médiatrice du seg

ment[AB.]

i m—




po— i

v-l—i:ﬁ(@__f 2
Donc (A)est la médiatrice du segment [AB ] ‘ > )

=2 [cos (— 'f) + isin (—— %T)]
A

T
Z'€iR o argZ' ='2'+k’f

T —— ]9
& =+ (BM; AM) + 2km =§+kfr

o (BM AM) = —km k€ Z

V2 [cos ( — =)+ isin (— g)]

u u
< M décrit la droite (AB) privée de A et B. v ﬁ[cos ( 4-fsin (-E)]
L'ensemble (A") des points M tel queZ’' € - ei( ) = 612
[R" estla droite (AB) privée des points A et
B -—cos( )+zsm(12)
4) construction. Schéma 1

P A ”, 14 P n
Déduisons les réels cos (ﬁ) et sin (ﬁ)

w=3:\/3—h/" _ (Ve-iv2)1 +i)

L1 2 1—: 2(1 - (1 +10)
Ve~ iVZ+ G+ 3
———___—_—___-—____

ME———

4
3 = _
T T
. W=cCos— 4 join ©
Corrigé exercice n°4 12 "1z

1.1 Ecrivons sous formes trigonométriques uvetw=
u

==z (2-y
= 2[eos(=3) v isn(- )] 2 Resovons dans  équap
(V6 +v2 . ,
=2 (-5) v () ey it =2

4 00X+ —giny = 1

ﬁcos——cosx +sm——smx .

2

— --"l’-“’-"'"—-m"-

u‘[rg




=1

el s
S

o =con () +i5n ()

2my 1
1. vérifions que cos (—) = i.(W + _)

~[)-30+3

i’lMontrons QueWS—1=1+w+w?+w+
=0

5
1'l""’“|'1/1’2+w3+w"=W -1

w—1

L2my 3
1—(35)
= —12m

1-e 5
0

—tzu=
1—e 5

1+w+wi+wd+wt= 0

1+wHw2+witwt=0=w5-1

Vérifionsque X2 +X—1=0
X=w+—
w
2 =1 = 1y2 AN,
XX —1=w+D) +(w+w) 1
. BN 2 L
=w +2(wa)+w2+w+w 1
, 1 1
=wit2+—+wt+——1
w w

wh+ wi+w?+ w1l
W2

or d'aprés |l 3
14w+ w2+ w3 +w?*=0donc

wt+ wi+wi+ w1

= 0 car
Wz

wiz0e X2+X-1=0
4) Résolvons dans R I'équation (1)
X2+X-1=0

A=1-4(-1)=5

Xl = —I;JE et XZ = _1;\@
—1-v5 —1++5

1 2w
Or X-—w+;—2cos? =1

- 2w _ =145
05 = — 2




Car?—n € [0 ,‘E]

[ 2

Cor erc

a) Exprimons W a I'aide de w

w=bc—bT & W= bc-bT

=

Il
=11
o)

|
o=
all

(Carz+z' =2+2" ;22 = 2.7; 5= 2)
W = —(bc - bé)
W=—-w

Déduisons-en que w est un nombre imaginaire pur.
Le nombre complexe zest imaginaire pur si :
Ztz=0orw+wW=w-w=g

Donc west un nombre imaginaire pur.

sont des imaginaires purs.

*b+c)(b—T ) =bb— bt +ch—cF
= |b|? - |c|2+ bc—bF

= bc— bt car |b| = [c]

(b+c)(b-7)=wdonc (b+c)(b-7)
est un nombre imaginaire pur car w est

imagimaire pur d'aprés a)

btc _ (b+A)(B-F) _ (b+c)( b-t) S
*o—= b-a(57) — o0 (car z-z'=z — 7)

btc _  w
b—c  |b—g|?

€ (R carw € iR d'aprés 1)a et|b —
cl> € R** "

b) Montrons a I'aide a) que [b+c1( b— c_) et gf_c

c

P

e e A e ety i

h¥e T ——— &
Donc -— est un nombre Imaginaire g, ]
- .Li
ﬁ—\\‘, i ‘
b
2. a) Exprimons en fonction de a, b et ¢ Jes aff : .
. 'r — i
vecteurs Ml . |
i ot Do ffixes des vecteurs . N
Soutzﬂ et 2 les a et %
Z_,=(a+b+c)~-a i
AHMH
Z?fﬁ = b~ [

LZ___=b+C-'.' Zfr,,:=b—c , '.
AM '

b) Montrons que (AH) est Ia hauteur'passant;;fl?iff‘
du triangle ABC. 5

SI{AH) est la hauteur de ABC passant par A alorsons: |

— ] —
AH CH

Z__,
Vérifions si — 3 — = Zaf _ bec ., . _
AHTCB © Z: T boc {d'aprés 2.a) Zﬁ

Ly
b+C EEZE—-B?:[;—_C'-.4H=£’+CEI-R
ZE‘E b=c¢c '

(D’aprés 1.b)

€) Expliquons ourquoj
- Qi H est le pojne d'i ion des
trois hauteyrs du trign le ABC {ntersection

En posant i’ = f; e
o zwmrelque ‘b'ae _:a et par analogie a 1)aet 1)b ll :
v = 4 A 3 bR

i . e( b+ a)(b - e :.

(AH) hauteur de ABC Passant par A gt {CH
ABC passant par C donc H est|
(AH) et de (CH). Par suite H est

> ) hauteyr de
e point d’inter-section de
le pcint'd'interse.ction




des trols hauteurs du triangle car les hauteurs d’un
triangle sont concourantes en un méme point,

3) Plagons les ints A ,B,C et H dans le plan rt.

Figure... Schéma 2

EXERCICE n°6

lNa)z = 0telquez®+z=0

(i) Montronsque |z | =1.
’+zZ=0 = 22=-3
I. > |22 =] -z
| = lz[*=] -z
=lzPP=z] car | -2 =]z |

|z |2=1 car|z| 20
=>lz]=1 car |z|>0
donc |z | =1
(i)Montrons que: |z|*+1=0
Z+Z=0 =2(22+7) =0xz

2z 4+22=0

ﬁ'24’4" |Z|2=0

R R B T SRR -
|

or |z| =1 d'ou [z|?2=1

donc |z [*+1=0

lz|*+1=0

b) Montrons que :
* 5i z est un nombre complexe tel que
|z|‘+1=0alors|z]=1
lz[*+1=0 = |z[*=—1
= |z"| =1
jz[* =1
= |z|2=1car |z|2>0
donc |z|=1 car |z|>0
*Montronsque: z* +z = 0
z*+1=0
=2z¢+ |z |2=0
=2zY4+22=0
= z(22+2) =0
orz#0done zZ2+Z=0
2. Verifions que :a = ‘—f— (1+i)et—asont
des racines de P(z).
P(a) =a*+1

4
(\{—3(1 + ) ) +1= (%(2i))2+1

-H)+1 =-1+1

e

P(a) = 0 donc a est une racine de P(z)

S



+1 =‘?4+1

p-a) = (0"
= P(a)

or P(a)=0

. donc
+ @ est une racine de P (2)
ca

hbdie R

P(-a) =0

] P(z
d'oll — a est une racine de ()

b) Déterminons g(z) tel que
P(z) = (z— a)g(2).

Par la division euclidienne on obtient g(z)

i :
9@ =2 +2 (1 + )z + iz + (-1 4+ 1)

Factorisons g(z)

On sait que — q est une racine de P(z)

donc — a est une racine de g(z)d'ol g(2)est

factorisable parz+a,

Par la division euclidienne

ona:g(z)=z24,

donc g(z) = (z + a)(z? + §)

Factorisons »2 +i.

P ti=a? - (o
=zz~51 ~2i)
|
\

ool oy

— (Z_E)(Z"}'E)

En définitive, | = =

: i e W
i R AT )
g =
e e > oy s
b -

¢) Solutions de P(z) =0
P(z) = (z —a)g(2)
P(z)=(z— a)(z+a)(z—a)(z 3

P(z)=0 ©&z=0a0UZ=—A0UZ=Tgy,
zZ =

=&

Se={a; —a;a;—a}

Les solutions de I"équation P(z)=0 sont ;,
a; —a;a; —a

d) Déduisons en les solutions dans C de I’équation
2247=0

De la question 1.a) et b) on déduit gue les
équations P(z)=0 et »3

+Z =0 sont

A-1) Caleulons(4 + 3i)2
(4 +3))2

¥

=7+ 24

A8 an s




5 2 Résotvons Féquation (E):Soitzg =a €

R la solution réelle ,ona:
I (4= 5)a?—11(1+i)a+2—-42i=0

‘ o obtient le systéme suivant :

2 —4a? —1la+2=0 (1)
[ 5zt =11a—42=0 (2)

S5a2—11a—42=0

A= 961 etVA=31

11-31 _ _ 11431 21
a=""79 2 oua % : et
1 = —2 vérifie I'équation (1) mais pas
21 ——_
a = — donc la solution réelle est zo = -2

P(2) = (z + 2)q(z) avec
degq = 2 donc
P(2) = (z + 2)(z* + bz + ¢)

= 23+ (b+2)z* + (c+2b)z+ 2¢c avec a €
C b € C,par identificationona:

[ = —6+5i

{b+2=—4+5i
c=1-—21i

2c =2 —42i
P(z) = (z+2)(Z2+ (—6+ 5Dz +1— 21i) =0
z+é'£60uzz +(—6+5)z+1-21i) =0
Résolvons I'équation
22+ (—6+50)z+1—-21i=0

A= (—6 + 5i)2 —4(1 — 21i)
=36 — 60i — 25 — 4 + 84i

A= 7 + 24i = (4 + 30)?

_ 6—5i—4—3i _2-8i

_6—5i+4+3i_ 10-2

z -8
2 2 = 2 =5—1i
Sce={—-2%1-4i;5-1)
A- 1) Calculons z=—2=
b—-a
7= —2—-1+4i -3+4i
S—i—1-+4 4+3i
_ (=3 + 44— 3i)
164+9
_ =12 +9i +16i + 12 _ 25i
25 - 25
Z=i

Nature exacte du triangle ABC

|z]| =1
{argz =§+ 2km
AC = AB
{mes@;:"f) =§+2kn/k €Z

Donc le triangle ABC est isocéle et rectangle en A.
2) Déterminons I'affixe d du point D.
t(C)=D = AB =CD
= zg—2Z4=d—Z¢
=>d=zg — 24 +2¢
d=5—-i—1+4i—-2
d=2+3i

3) Déterminons la nature précise du quadrilatere
ABDC

t;5(C) =D = AB = CD donc ABDC
est un parallélogramme .

AB = AC
{ et ABDC est

mes(A—B';A_f) =g+2k1r

un parallélogramme donc ABDC estun carré.




EXERCICE n°8

i Z=1+4f
1) Montrons que z' = vy

,  (A=Dz+3+5i
ol ~(1-Dz+5+i

3 4 5i
_(-p[z4+3H3

z—1+4i

(1—5)[“Z+§i§] -z+2+3i

2) a) Déterminons les réels X et y

Apres tout calcui fait, on trouve !

. —x2+3x-—y2-y+ 10

2" = Y-7x+11
- (x=2)24(y-3)2

t (x-2)24(y-3)2
Par identification ona:
o -—x2+3x—-y2-y+10
T - 2%+ (y - 3)?
Yy—7x+11
(x-2)2+(y—3)4

b) Déduisons et représentons :

i) () des points M(z)tels que M' ¢ (0; %)

M€ (0; @) = X=0 et

G-2P+0-3720
ﬁ—x2+3x—y2—y+10=09t (x:y) =
(2;3)

5vz) 2

3\? A ‘
= (-2 +Hp+l) = T) ety #
(2;3) donc () est le cercle de centre

23

F.

etde rayons R = i;—’% privé du point

i) (") des points M (z) tels que M’e (0; 1)

ME(0;@) ¥Y=0 et

=T ST o

- E NI oy s ol v
Ny R R R Blas eBIOIE 08 L oS | rvpee Al
sl bt Sl b e A s i

(x-2)2+(y-3)2¢o

& y—-7x+11=0 et(x;y).-g(

2;3

= y=T7x~-11 et (x;y)*(Z;E)
(M)est la droite (D):y =75 1
privé du point F

3) a) Interprétation géométrique de ]z] r
arg (z)

|2 | =] 22144 | _ lz=z¢| _ me
A LS -Z+243{ Z=zp MF

Arg (z) =arg(— 2228

Z—'Zf."

z—2z
=arg(—1)+arg(z zE)
=2

arg(2') = n + mes (MF ; ME )
b) Déduisons et Fepresentons |'ensemble :
) (Ty) des poings M(2)tels quez' € (R,
2' € iR Zr etz' = Qg arg(z;J ='§+ kn
S zxz etz =z. et

n+mes(m'5;ﬁ?§) ___;_r [7]

ii) (T,) des points M(2)tels Que z' ¢ g

z'eR Pz # 2, et 5

= 0arg(z") < jr s €
ZS z%z ety

ZE ermeS(W;M‘“e) =
=Eet mes( MF , W) =
(T;) est la droite [FE Jprive AU pojns F

iii) (I'3) des points M(2)tels que p €C(0;1)




M eC(0:1)=0M =1
e |zl =1

@m—l

= ME = MF
(I's) estlamédiatrice du segment [EF ].

Représentons les différents ensembles :

FIGURE Schéma 3

EXERCICE n°9

1) Déterminons I'affixe de F en fonction de r et 6

OEF est un triangle rectangle isocéle vérifiant
(OE ; OF) =%

| OE = OF
\ Danc Zg _m

ZF
| | £ =
- ZE
[ Zp W
_ arg — = —
i"l yZE 2
|
VA m
l Q—E—e‘f:—.{
i Zg

= 7Zp = izp = irel®

T

oo

Fa L e ok e iyt s . DN S N o N R
bl k. e Mo e S A s Sl BT

donc

.
zp = re®*D

2) Figure a compléter. Schéma 4

[

3)a) Prouvons que PQRS est un parallélogramme.

*PQ = PB + BQ = ; AB + 5 BE
Vme ey
= (4B + BE)

— | —

PQ = -AE

>
ol
I
2l
+
-
=

Loy Yo
== —FE
SAF +5
 py
=-£(AF+FE)

— l—o

SR = - AE

PQ —ﬁetﬁ':%ﬁf

Donc PO = SR d'ou le quadrilatére




T R— Y

=242 :
Zp
{ PQRS est un parallélogramme.

= ZB“"ZE ;
tde qQ est milieu de [BE ] donc zg 2 i
i module et un argumen . i
b) ZDé:zrn'unons le 487 (c088 + 15t [
z-zq—Zp 2 1
1 1 e, ‘.
2, = —1C0s8 + 3 (4 + rsing); |
gz  ESEENR _ lzg-iza _ e 2
2= oz — I IR 2p-24  2p-72A : PORS \
2Q-zp 2 2 b) Aire du carré PQR
= PQRS étant un carré, son aire est : A=pQ? en Unigg
|2]=i] = 1don il
1 1 ‘AN
|z] =1 A= [zQ—Zp|2=|;7’C°59+z(4+r5m9)“‘2-
= 2i |?
arg(Z) = argi = ;+-2kn,k € Z Donc
1 . .
= =l(1rl:039_2) = (ETS”?.B)I— |2
un argument de Z est 3 2
e
Déduisons en que PQRS est un carré A= g 2reost -4
* IZI | 22720 | _ lzr-29| _ mo ¢) Déterminons la valeur de 8 pour laquelle
zg=zp | |ZQ—ZP| T
cette aire est maximale.
'Zl-——l@ RQ = QP donc e
Soit f la fonction définie sur [ 0; 2n( par
le triangle PQR es¢ isocéle (i)
1
. = f(8)=4= =1~ 2rc0s0 + 4
* = Zr=Zg\ _ n
argZ = arg (E:Z—P) =3+ 2kn 4 S
. x T estun réel fixe,
< (PQ; @R) =3+ 2kn donc

fest dérivapie sy [0;2n[ et

PQR est rectangle en Q (i) V6 e [o; 2n], £/(8) = 2rsind

De(i)et (ii) on déduit que PQR est rectangle Véelo 7| £'(8) > 0 donc f est
], > c fes

isocéle en () or d'aprés3.a) poRs est Croissante syr [0;7]

un parallélogramme doncPQRS est un carré

VOEm;2n], f(e) <o
4) a) Calculons les affixes de P et

Q en fonction de

done f st décroj : ;
e OLtssante sur [ ; 2|
| ‘ On en déduit qye f admet sur[0; 2n]
Pest milieu de [AB] donc zp = 2427 _ s+t _
242§

un maximym atteint en 6, = m Donc




{s {

W @ l'aireA est maximale.

['affixe de E est alars : zz = re'™ = —r

\ = = rei™ = —r

: Aapqz

Sl
i

ﬂ;m;e

EXERCICE n°10

Z et z sont des nombres complexes tels que
1 Z=27"—-2Z+1
a) On pose : z=x+iy (avec x ety des réels).

Calculons, en fonction de x et de vy, la partie réelle
X et |a partie imaginaire Y de Z.

Z= (x+ iy)3-2(x =iy)+1 = X%+ 2ixy -y? -2x +2iy +1 = x*-
y? -2x+1+i(2xy+2y)

DoneX=x2-y?-2x +1 et Y=2xy+2y

b) Trouvens et représentons dans le plan
complexe, rapporte a8 un repére orthonormé,
I'ensemble des points dont |'affixe z est tel que Z

soit réel.

Z est un réel signifie que Y=0, c’est-a-dire que y=0
ou x=-1 ; I'ensemble cherché est la réunion des
droites d’équation x=-1 et y=0 (axe des abscisses)

FIGURE Schéma 5

Y

¢) Trouvons l'ensemble des complexes z tels que
z=0.

Z=0 équivaut & x>-y2-2x+1=0 et 2y(x+1)=0

; apres résolution on trouve que "'ensemble
cherché est S={-1+2i;-1-2i;1}

d) A, B et C sont les images respectives des
nombres complexes : 1 ;-1+2i ; -1-2i.

Plagons les points A,B et C ( voir figure)

Montrons que le triangle ABC est isocéle
rectangle.

Zz_—rzﬂ = —{ qui a pour module 1 et pour argument
C™Z4A
—% donc ABC est un triangle isocéle et rectangle

en A.

LIMITE ET CONTINUITE

Corrigé exercice 2

fg =013 2

X

1} Etudions |a limite de fen 1

o ITEE -2 1+3x% — 4
. =lim
=1 x-—1 1 (x — 1)(V1 +3x2 + 2)

- =l e iy L
}}E}f(x) - LI.TH (x-1)(V1+3x242) }rl_‘n} Vi+3x%+2
3

2

lim3(x+1) =6
x—-1

Car
Iirr{\/l +3x2+2=4
X

3
D limf(x) ==
onc limf (x) = 3




b) f est prolongeable par continuité en 1 car f admet
une limite finie en 1.

Déterminons son prolongement par continuité.

Solt g le prolongement par continuité de fen 1.

gx)=f(x)six#1
3
g(1) =3

2°)g(x) = xzsin(-:;) six#0
g(0)=0
a) Montrons que g est continue en 0. Pour
x# l.i'e R'etona: - 1< sin(%) <1
2 2 i 2
S -=xT<Sx sin(;) <x

lim - x? = limx2 =
X=0 x-—uO

ar suite limx? si 1)—0
p limx sn(x =

donc Ll_r}% alx)=0

limg(x) =0 = g(0)

donc g est continue en 0

b) Montrons que g est dérivable en0

i 96 = 9(0)

1
= limx sin( =
x=0 x—0 x—0 (x)

1 1
pourx#:o.;ER et —-1Ssm(;)$1

1
ﬁ—xstin(;) <x

or llm( x) = lim(x) =0
~ x=0

1
donc limx sin(—) =0
x=0 x

(théoréme des gendarmes)

g(x) — g(0)
L2 — gt)

=0et0DeER

donc g est dérivable en 0

¢) Déterminons g'(x) pour tout x 3 (

= w2 alenfd
pour x # 0,4(x) = x"sin()
1 ,
0 2 é , o
La fonction x =~ est dérivable syr g en

tant que fonction inverse definie sur g*.

La fonction x = sinx est dérivable sur R donc |

fonction x ~ sm(—) est dérivable sur R* g, tant g,

composé de fonctions dérivables.

La fonction x = x? est dérivable sur R etla fOﬂctao;

X sin(—) est dérivable surR* donc la fonction ..,

X sm(—) est dérivable sur R* en tant que Produit ge
X
fonction dérivables sur R".

1 .
g'(x) = (x%sin(=))" - .
X
= kar 1 2ral _1; r
= (x?) sin(2) + x (sin(-))

=2xsin(£)+x2 [’—::IEC")SI—.L)] |

.y x, .l 1
g'(x) = 2xsin{ =) — cos(-)
x x
CALCUL DIFFERENTIEL
~=2==UL DIFFERENTIEL

Exercice n°4

(*“2)\’1—:: six<0

f(x) =7

‘—‘—-——six> I
x2 0

-

Partie A

—— il 1

1) Etudions lg continuité et g dérivabilité

de fenxy =1

Continuité

—_—

Hm fC) = Jim (x- 2V T=% =




Jim £ = i f@) = 0= ()

donc f est continue en 1.

dérivabilite.
Cfe-f)_, G=DVI-x
APTxTT e x-1
g E=DA-0) _, G22)
S T oviox At —i-z O
[ =) _ . o
x—1

donc n'est pas dérivable a gauche enl.

x3-1
. f)—-fFQ@) =
lim ————= = lim —=—
x—-1* x=1 =1t x—1
.o x¥-1 o (x-Dx*+x+1) 3
= TE-1 = 2a-D 1
lim £ =) _

x—+ x—1

donc f est dérivable a droiteen'1

f n'est donc pas dérivable en 1

2) Etudions les variations de f.

—C0" 1
f(x) = (x —2)V1 —x , f est dérivable sur]—oo; 1]
en tant que produit de fonctions dérivables.

fllix)=(x-2)V1—x+ (V1 —x}’(x—Z) =

Ao -2) _ 2(1-x)-(x-2)
=== i

_2—2x—-x+2
2v1 —x

. _—3x+4
f(x)———2 —

le signe de f'est celui de — 3x + 4

4
“3x+4>0&e —3x>—4 ox<z

pour x € J—o0; 1] f'(x) > 0

donc f est strictement croissante.

Sur11: +oof

fGx) =

x* -1
<z [ est dérivable sur ]1; +oo[

entant que fonction rationnelle.

Free = EDE) — @) - 1)

x4

C3xt(x?) —2x(x*-1)
= =

3x* — 2x% 4+ 2x
Py

£l =

, x* + 2x
f(x)='—4—
x

Vx €L +oo f/(x) >0
donc f est strictement croissante sur ]1; +oo[

Tableau de variation

X — 1 T oo
') + + o0 3 3
f(x)

x!i[poo f(X) = x]—iflrleo (x - 2) 1 =g==0

3=1
A F) = e

3) Montrons que la droite (D):y = x

est une asymptote oblique a (C)de f en+ 0.

lim f(x)—x= lim
xX—4w




= lim x_i_xz lim ——=20
" x4 x* x=fo. X

donc (D):y = x est une asymptote oblique &
(©) en+ oo,

4) Construction de (D)et (C)

o fG) L (x-2WT—x
lim —= = |im
X9-0 X X=—00 X
-2
= lim (x )xlim\/1—x=lx(+°°)
X<3—-co X X~+=00
lim L(ﬁ=+oo
X=— x

donc (C)admet une branche parabolique

de direction (yy' Jen — oo

Demi ~ tangentes

=1 x>1.
(Tl)‘{y< 1 TZ'{y-—-3(x — 5

(figure) Schéma 6

Corrigé exercice 5
——— e

Probléme

Partiel :
g(x)=4x*-3x -8

a) Etudions le sens de variation de g pu
son T.V.

sur R.
g'(x)=12x2-3
e g'(x) = 3(4x% ~ 1)
& g'(x) = 3(2x - D(2x +1)
g'x)=0e (2x - 1)(2x +1) =9
S X = % oUx = —

S I

AL, '
% Roung E] % 2[ U]z’ +°°[ g(x)>0 donc
est strictement croissante sur]—co; L

* pour x E]—l'-l-

7 4 1
décroissante su r[-— 3 1].

.
3

Tableau de variation de
———<==LU¢ Variation de g
_ .
¥ | _1 1
® B 7  t®
—
g'(x) + L +
9(x) <7 +
—00 _9
\J\
Am 90 = —co )

A g(x) = 4o

D’ ;
apres le tableay de Variation de g, on constate que g

admet yn maximum loca) syr ]-—oo; 1} dont la valeur
2

b) g est une fonction polyndme done et t
ablg

g |

5_-] et sur E ; +QQH

P

2’ 2[ 8'(x) <0 Doncgest strictemen




 par suite I'équation g(x}=0 n"admet pas de

1
Laz2]
solution sur |02 2

aprés le tableau de variation de g on

sToUjours d . )
st continue et strictement croissante

constate Gue 8 €
- 1, +oo[. Elle réalise donc une bijection de [% : +oo[
sut 157

1 = [—9- —0Q.
ersl[£ +o])= (=9 +eol or 0 € [=9; +oo[ donc
péquation g(x)=0 admet une solution unique dans
k%+m[

finalement g(x)=0 admet une solution unique a« € R.
vérifions que 1,4 < @ < 1,5
g(14) =4(1,4)° -3(14) -8

g(1,4) = 10,976 - 12,2

g(1,4) =—-1,224

g(1,5) = 4(1,5)* - 3(1,5) -8
g(1,5) =3,375x 4 —45—8

g(1,5) =1
9(1,4) < g(a) < g(1,5)
= &.4 < a < 1,5 cargeststrictement croissante,

d) Déterminons le signe de g(x).

pour x € |—oo; al,g(x) <0
pour x € |a; +o[, g(x) > 0

pour x =a,gx) =0

Partie 2

x3 x>0
= T e
f(x)—4x2_1s‘

e domaine de définition D de f puis

{f(x)=x\/§Tx_—-lsleO

1° Déterminons |
calculons les limites de f aux bornes de D,

S sa—————

Soit fi(x) = NZ=x-1x<0
Dﬁ:{xER/Z—xEOethO]
2-x20—x>-2ox<2

{i‘ég:xej—ooﬂ]

Dy, =]—0; 0]

x3+1'

Soitfy(x) = 77—

Dr:{x€R [4x*-1%0 et x>0}

4x2-1z20 @x—1)2x+1)#0

1
FXF-elx#F ——

2 2

x € ]0, +oo[
[9&1 ; 1
x 2e X #F >

= E]O I[U ! +oo[
x 12 ]21

i 11
Dy [og] v 5.+

D=Dy, U Dy, = R— {%}

Calcul des limites aux bornes de D.

lim f(x)= xJ_i'mevz —x—1=—0c0

x-r—00

lim x = —o0
X=——Cc0
€ar 3 lim V2 —x = +o0
X—>—C0

Jim f(x) = —eo
x341 2
; = i} S
_,E‘_'fflf(x) - J}LT' 4x2—-1 0~ e
2 2z




9
lim, f(x) = & = +oo
|T+fx o+
X=5

2

: — i X) = 400
Lim f(x) = —oo lim, f(x)
X=3 x5
x3+1 X
3 T - i - = <400
xHTmf = xl-!Tco 4x2 — 1 xlql’glw"l'
S0 = +eo

2) a) continuité defeno

Jim f(x) = g;rg+f (x) = f(0) = —1

donc f est continue en (.

b) Etudions |q dérivabilité de fend
Puis interprétons le résultat obteny,

* lim L&-£(0) 2=

. X
= lim
X=0~ x-Q X~=0- x

=limV2—x =3

x—=0~

X*+1
L0

lim x2 4 45 = 0
car ) =0t

lim4x2 -1 = _4
x—0+
Fg@=vZ et 7 (0) = o
donc f n'est pas dérivable en g
Stati raphigy

[ admet deyx demi
Une demi-tangente de ¢
a gauche et yne demi- t

— tangentes en 0

oefficient directeyr V2
angente horizontale a

3)a) Etudions |e sens de variation de f.
*x E]-—oo;O],f(x) =xV2—-x-1
f estderivable 5ur |—oo; 0] en tant

que composée; pr, dugy | .
' £ s et 80 ]
de fonctions dérwables‘ S oy

ha £
F@)= vz _ "

s
Vs
e £.4

1

‘@) =v2<x,4 ~1 ;

f 2(2 x()%) |
rron ~¥)=
f(x)“_%‘xx i

i
It
Pourx < 0,2v2—x > donc Je Signe g |

est celui de —3x + 4,
_33_._,_420@,(5;1 ¢:er
4
or |—co; OJCJ"W; E]
done pour x < 0,

= f(x)>0
donc f est Strictement Croissante

q |
o

Flx) = x34q :

4x2-1 !
f est dérivable sy

oo oo

entant que fonction rationnelle

, x3 41y
f(x) = (‘*“4;:2 = 1)
_ 3x?(4x2 _ 1) — 8x(x3 + 1)
h (4x2 - 1)z
_12x% 342 __g.4
B (4x2 — 1)2
_ dxt 3,2

— 8x

— Bx

(4x? — 1)2

ey - X(4x3 — 3,7 _ g

f'x) = T G
reey — XG(x)

f (x) - (4x2 _ 1)2

ey Xg(x)
PO =Gy

1
xE]0,+00[\{-2—}*—“‘x>0°
x> 0et (4x2 - 1)2 >0




done le signe de f'(x) est celut de g(x), 3 3
D'aprés partie 1)c) - 3 3
e g1 <ga<gas |
i i .l..,,_-_...ﬁ . e 3
s poUr x £ IU"Z"I U l; : ul y(x) >0 & f’(x) « 0,52 < '66( < 056
< Ddonc | est strictement décrolssante sur & 052 < f(a)< 0,56
ln;-’;[ et s-url%; ul

o {
c)Dressons le tableau de variation de f (confére 3a)
Tpour ¥ € Ja: +o[ a(x) > 0 [(x) > 0 x l-w g : @« +o
- done fest strictement croilssante sur [a; +oof ‘
H mr*_h_.
S L - (x) |+ yz]o - - 5 +
b) Démontrons que :f(a) = 5 i — l
f(x) +o0 + o

[ -1
at +1
I® =g \
org@) =040’ -3a-8=0 (),
-0 el ” ¢ ]

= 4a' =3a+ 8

| 3 _ 3a+8 — e 4 ]
i aadl i 4)a) Trouvons les réels a, b, ¢ et d tel que pour tout réel
L x € |0, 4o

3a + 8 ¢ d

2 = (x) =ax+ b+ +
= 4“ ‘ f ) Zx - ]. ZX + 1
= 5 1 fix) = faxsbif4x?—1)+c(2x+11+d(2x-1)
? 3 - ] - - $x?-1

a® =—=+-—
4 a
. _ dax’-ax-4bx’-bilcoxsc+2dx-d
= Jlx)=

Remplacons.u_"; et a? _par leurs expressions 4x7-1
dansf(a ). On obtient ) = S s bt Eeradaa ok c=bd
FF) = axi-1
= Par identification des coefficients des mondmes de
fla) =
a(3+2)m [ da =1
, 2Rt aerz L _a méme degre, on a :i 4bh=0
flw) =2y = =5 " i 2c+2d-a=0etc—b—d=1
4 i
Jla +4) 174 3
= K = ==
, 4 2@ +4) 8
f(ﬂ) = {'—;l.' |
|
e
Déduisons-en un encadrement de [ (a) par - {r: +d=
deux décimaux a 107" prés, c—d
k!
fla) =3a
L4d<a<l5




R — —
* O L ST S« ST

2 4
16 1
2x —

1 3
fG)=zx+ 1 Zx+1

b) Déduisons en que (C) admet une asymptote oblique
(4) au voisinage de 4o

Posons (A) : Y=i-x

lim (f(x) - 3) = lim (_f__:s._)

X400 X400 | 2x-1 2x+1

Il
o

xligszx —-1=400
Car{ lim 2x 41 = 400
X =+C0

lim (f(x) -y) =0

X—++oo

donc la droite (A) : Y=41x est une asymptote

obligue a (C) au voisinage de +co

Position de (Q)par rapport a (A) voir fipure

7

92
=1 _ T _ x+4
Flx) -y =325 241 4Qx-1)(2er1)

Pour xe ]0,25[,1'(2:) —-y<0&e

f(x) < y.Donc (C) est en-dessous de (D)

Pourxe E—,+oo[,f(x) —¥y>0e f(x)>y. Donc
(C) est au-dessus de (D)

5) Calculons xh’m £t2)

——00 X

X
im L2 = vz 1

Xo=00 ¥ = +%

lim V2—x = +o0

X= =00
car o B i
lim ==0 5 |

X—=+=00 x

r lim Z'_(x_) = 400 donc la COUrbe ©

x==-c0 X

admet une branche parabolique g,
direction (yy’') au voisinage de —oo

6) Tragons (A)et la courbe (C): Schéma 7

7) Montrons que h admet une bijection réciproque h™

Daprés le tableau de variation de f, on constate que h:

la restriction defa E o4 [ est continue. et strictement

4 1 L S
décroissante S-Ufk,‘ aJ. elle réalise donc une bijection

de E' “J sur h(]‘;‘ ; aJ)=[f(a); +oo[ h admet donc une
bijection réciproque A~ définie de

[f(a); +oof versE; a].

b) construction de (C*) de k™1 (confére graphique)

dustification : (C’) est I'image du symétrique de la
restriction de (C} a llintervalle J%' a] par rapport ala

1°7 bissectrice( y = x)




i i d

\-‘ Exercice n°7

f

y f(x) = "::j" x<0
f(x)—_-xv—x'l";' 0<x<4

x—4
flx)= X >4

A 1°) Déterminons l'ensemble de définition Dy

de la fonction f.

x24+2x
x+1

Posons fi(x) = S x<0

De:{x<0 /x+1%0 },
x+1#0 eox#-1
D, = ]—00;—1e0[ U]—1;0]
\ Posons fo(x) =xvV—=x+4,5i 0<x <4
Dpif0<x<4 [/—x +4=0}
—xX=2—-4 x4
Dy, = [0,4] posons

x—4
fs(x)————zx_n x>4

1 Dp{x>4/2x — 11 # 0}

11
2x #=11 @x¢7

11 i1
Df3:]4;7 U ]—2—-, +00[
Finalement Df = Dfl U sz U Dfa

=]~w; ~1[U]-1;0]U[0,4] u |6 3] v |5

2 ’+0°[

Dy =R\ {-1;5}

2

2°) Etudions la continuité de f en 0 et en 4

Continuité de f en 0

x2+2
x+1

X=0

xl_l_'rg_ f (x) = :J-H.(?—

x]_i.%l+ fix) = Jcllr(r)l*_x\/—-:lc +4=0
Jim f(x) = Jim f(x) =f(0)=0
donc f est continue en 0
Continuits end
lim f(x) = limxV—x+4=0
x—d x—4~

0

. x—4 0
hm | = [§ — =
s fE) = IIm oo —m =

Aim f(x) = lim f(x) = f(4)
= 0 donc f est continueen 4
3°) Etudions la dérivabilité de f sur Dy

Dérivabilitéen 0

i f)—f(0) i x4 2x
50— x—0  xoo- x(x+1)

x+2

= |lim =
x=0"x+ 1

donc f est dérivable a gauche en 0

i fx)—f(0) . xvJ-x+4
i — = I ——

x—0t x—0 x—0t x
= limv-—x+4=2
x—-0+
donc f est dérivable a droite en 0.

’ f(x) = £(0)

im ———

x—0~ x—0

+ i [ =)
x—0

n, donc f n'est pas dérivable en 0
X =¥

Dérivabilitéen 4
fCx)— f4) _ lim xV—x+4

xllsT- x—4 x—4- x—4
) x(—x+4) . —x —4
= lim = lim ———== o+
x4 (x — 4 —x+4 A —x+4
= —co
— f(4
MR (OB
X34 x—4

e P e ‘r,A,;.;.:_—:ﬂﬂff:.-'r'\nm'-l"nl;m'gg¥
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Exercice n°7

\

f) =" x<0
f(-’-') x\/—-x+ 4 0<x=<4

f(x) = zz—n x> 4

1°) Déterminons l'ensemble de définition Dy

de la fonction f.

242
z xsix<0

posons fi(x) =
Dp:{x<0 /x+1+#0 1
x+1#0 &@x+-—1
Dy, = ]—0; —1e0[ U]=1;0]
Posons f,(x) =xV—x+4,si 0Sx <4
pif0<x<4 /—x +420)
—x=2—-4 &x<4

Dy, = [0.4] posons

X
- 4
W =g *”

Dy, {x >4/ 2x — 11 # 0}

11

2x # 11 @x:#?

11 11
A Ol
Finalement Df = Df1 U sz U Df3
=]-c0;—1[U]-1;0] U [0,4] U [ dolz ;+oo]
11
by =R\ {-1:3]
2°) Etudions la continuité de f en 0 et en4
tinuité d 10

x-'U"f( ) xll.%‘— x+1 0

T o LR e oS Lved

Jim f(x) = Jrlirgl+xm =
Jim f@) = tim £ = £(0) =
donc f est continue en 0
Cofitiniits en.i
x]—i.T-f(x) = limxv—=x+4=
x—4

4
hmf(x)—hm+2;: 11 8—011=0

Jim £() = lim £(x) = £(4)

= 0 donc f est continue en 4

3°) Etudions la dérivabilité de f sur Dy
Dérivabilité en 0

lig L& = £(0)

x—0~ xX=

x2 4+ 2x
xirr(rll.1 x(x+1)

— 0 x+2
—erlI)l x+1

=2

donc f est dérivable a gauche en 0

Flx)— f( ) o xy—x+4
x-—tO"’ X — T xsot x
= hrgl Vv—x+4
xX—

donc f est dérivable a droite en 0.

fl) = f (0)
x-l+0 X —

# lim f—(fl—g(——) donc f n'est pas dérivable en 0

x—0t X =

Dérivabilité en4
fG)—f@&) . x—xt 4
im ————— = lim
x4 x—4 x=4- X 4
x(—x +4) . .
= ].l o= 0+

= m
leT" (x —4)V—x +4 x4

= —00

FEy=F4)

lim
x—=4" x —4




urbe
donc f n'estpas dérivable a gauche en 4. Laco
(C) admet une demi —

. (x=4
tangente verticale (Tﬂd‘équatwn{)/ >0
—4
 fx)-f@4) _ X =
,}L4+ x—4 xllﬂl’f (2x—11)(x—4)
—_1 _ 1
T s -3
[ -f@ -1
x—r4+ x—4 3

donc f est dérivable 3 droite en 4.
La courbe (C) admet donc une demi —

x > 4
tangente (T,)d'équation {y x + 2

Finalement l'ensemblede dérivabilité de f est

e

4°) Etudions les variations de f

pour x <0
x% 4+ 2x
f(x) = )
£ = E2420) G- (x242x) ey

(x+1)2

_Cx+2)(x+1)— (x% + 2x)
- (x+1)2

2x +2x4+2x42—x2 2%
(x+1)2

x2 +2x42
b )
(x+1)2

_G*+F2x+1)+1

_(x+1)2+1
(x+1)2

T x4+ 1)?

Flx )_x +2x4+2

G+ 1)%2+1
x+ 1%

G+1z >0

donc f est strictement croissante

sur |—oo; —1[ et sur]—1; 0]

Pour0<x<4,f(x)=x —x+4

fO) =xvV=xT3

Fl)=@V-x+4+ €31¢ Sy |

=+v—x+4

1x 2("1? + )

zm\'

—3x+8
2\/—x+ 4

—-3x+8
2V—x+1

le signe de f'(x)depend de —3x g

f'(x) =

—3x+820& —3xr>-8 ﬁxsg

8
* Pour x € [O;g} —3x+8>9
= f'(x) = Odonc f est Ccroissante

*Pourxe{ ]f(x)<0

f estdonc décroissante.

Pourx > 4

4
f@ =52

x—4 '
i

2x - 11

G- NCx—11) - (x - 4)(2x —11)
(2x — 11)2
_2x=11-2(x—4) '
h (2x —11)2

e ={(

—11~2x48
(2x — 11)2

Flix) = 2x

VX>4,f(x) <o done f Strictement est

décroissante sur]4;—1§[ et Sur] -‘+oo[

3

5%) Cal lons Ie limites g avy es de



. dressons le tableau de variation de f,
. )= lim x*+2x
1'xl—lrr.lloof(x xo-0 x+1 =7® m
X=—00 x x4~ x(x + 1)
‘ lim f(x) = —
x——00 i x+2
xi+2x _ -1 -I'I-I:l=*='slc+1_1
2. hm S = x-*—l“ x+1  0— 5
lim x) —x = x“ 4+ 2x _
Lz (x) = +o0 <l () S, x+1
x2+2x -1 = lim 242 —x(x + 1)
‘ s . ]lm f(x) ‘ +—'—+—i—=F H¥=00 x+1
..;_1 x L X2 —x242x—x
‘ = xl—l‘l-pm x=h1
‘ ngll“'f(x) -
li =
4 § xX-—-00 X 4 1
. =2
hrlq_f(x) luq_ 0
ey
Donc la droite d’equationy = x+ 1
llrlq_f (x) =—o
est une asymptote oblique pour Cgen — o
3
. _ x-4 _ 3 7) Canstruction Schéma 8
111;I11+f(X) - 11rlr11+ 2x—11 0
x—b—z— X—’T
xl_l,llnzf (x) = 4o
p)
6. Jim f00 =}
Tableau de variation
8 11
X _ = == sg.ob
—o0 10 3 4 2
e |+ R E - |-
<7 —o0 -1
3
f@) | e g
38
33
1
o o — o0 2
(Figure)
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. dressons le tableau de variation de f,
. )= lim x*+2x
1'xl—lrr.lloof(x xo-0 x+1 =7® m
X=—00 x x4~ x(x + 1)
‘ lim f(x) = —
x——00 i x+2
xi+2x _ -1 -I'I-I:l=*='slc+1_1
2. hm S = x-*—l“ x+1  0— 5
lim x) —x = x“ 4+ 2x _
Lz (x) = +o0 <l () S, x+1
x2+2x -1 = lim 242 —x(x + 1)
‘ s . ]lm f(x) ‘ +—'—+—i—=F H¥=00 x+1
..;_1 x L X2 —x242x—x
‘ = xl—l‘l-pm x=h1
‘ ngll“'f(x) -
li =
4 § xX-—-00 X 4 1
. =2
hrlq_f(x) luq_ 0
ey
Donc la droite d’equationy = x+ 1
llrlq_f (x) =—o
est une asymptote oblique pour Cgen — o
3
. _ x-4 _ 3 7) Canstruction Schéma 8
111;I11+f(X) - 11rlr11+ 2x—11 0
x—b—z— X—’T
xl_l,llnzf (x) = 4o
p)
6. Jim f00 =}
Tableau de variation
8 11
X _ = == sg.ob
—o0 10 3 4 2
e |+ R E - |-
<7 —o0 -1
3
f@) | e g
38
33
1
o o — o0 2
(Figure)
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J
3
|

+

L3 =
W o

S (Ty=-

f0)=0; f(4)=0

8.)Discutons graphiquement suivant les valeurs

de m le nombre de solution de l'equation
fx)=m

Pourm € ]—oo; -12-] f(x) = m admet 3 solutions.
Pourme ]%,51-\%[ f(x) = m admet 4solutions.
Pourm = % f(x) = m admet 3 s.otutions

Pourm € ]%: +m[ f(x) = m admet2 solutions.

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES
EXERCICE n°1

1°) Vérifions que I'on peut réduire 'ensemble
d’étude de fa I'intervalle [—m;m].

Pourtout x € R, f existe donc Df=R.
X > cos2x , est périodique de période T1= 1

x = 2sinx ,est périodique de période
T2=2m d'ou f est périodique de période

de période T = PPCM ( T, iT5)
donc T = 2. Comme [ est périodique
de période 2m , on peut etudier f
sur un intervalle du longueur 27,
soit par exemple sur
Er = Dr N [—m ;7| = [~ ; n]

2°) Démontrons que, pour tout réel

x, f'(x)est du signe de 4cosx G - Sinx).

f est dérivable sur R en tant que som

me de
fonction dérivable sur R. Pour toyt g

| el x on
f'(x) = —2sin2x + 2cosy

= —4SINXcoOsX + 2cosy

1
f:(x) = 4co0sx (5— Sinx) Vx €ER ’

Donc le signe de f'(x)est cely; 4,

1

4cosx (5 — sinx)

3°) Etudions les variations de f sur ["H;ﬁ]
f’()(,') =0: ';‘

1
& 4cosx((§ — sinx) =0

1
< cosx = 0 ou sinx = 5
- T
Sur[-—n;nr],ona:x=? Oux=- oux=
rtoux_STr
2 T 6

' s T I S
< — [ R —t
f'(x) <0 sur[—m; 2]u[é,z]u[6 7] et
f'e20 sur [-Z Uz ;2]
26 2 6
par conséquent , f est décroissante sur

m T oI 5w
=7 % —-2—] Sur [g ,E] et sur [—6—' > H]
fest croissante sur [-g ;-673] et sur E ;EEJ

Tableau de variation
4°) D’aprés le tableauy de variation de f. -3 ast un
minimum global (absolu) ; 1 est un minimum local

: 3
et un maximum local P2 €stun maximum absoly
(global)

5°) Démontrons que (Gt} admet la droite
d’équation x = g pour axe de symetrie.

oo >




-,

g

I T e e dp v

= T T G
- "25 3 2 e ¥
il s
3 3
2 2
-3 1 1
[
ﬁﬁ,zxg——x eER et
fleat=} =i

_ cos(2(r — x)) + 2sin(w — x)
— cos(2m — 2x) + 2 sin(m — x)
— cos(—2x) + 2sin(T — x)
yx€ R,m—% eR et
f(m = x) = cos2x + 2sinx = f(x)

done ( Cf )admet la droite d'équation
x= g pour axe de symétrie .

6°) Equation de la tangente a (Cf.) au point
d'abscisse 0

(T):y = £/(0)(x —0) + f(0)

(T:y=2x+1

7°) Construisons (Cf.) schéma 9

FONCTION LOGARITHME

E’.@Lt_:_ig_m

Probléme

f(x)=

X
p
14yl
F(x) = Vxin(1 +%}.$£’x>0

Partie A

1°) Etudions I3 continuité de fen 0

x]l,’g_ f(x) = lim ———
=0T +\/1 x?
limx=20
=0 car x=0”
xl_i’m_ V11— x2=1

: : 1
Jim f(x) = lim, V& {n(1+2)
= J}ilg+[\/§ln(1 —x) —Vxlnx]=0

x—07F
car lfi)l;ﬂln(l +x)=0
0+

Jim f(x) =0= lim, fx)

= f(0) donc f est continue en 0

2°) Etudions |a dérivabilité de f en 0 puis donnons une

interprétation géométrique.

ORI (OJ. x _1
Jm =70 " xox(1+VI-x2) 2

f’g ) = -;— donc f est dérivable a gauche en 0

1
FO=FO _ f_‘:‘_gl_tzc_)

x1-1+%1+ x—0 EE




4°) Etudions les variations de f sur [-1 ;0]

! m Vx = 0*
car J-'-% In(1 + ;) = +w et ,].'.o+

f4(0)
= :—m donc f n'est pas dérivable 3 droite en 0

f n'est pas dérivable en 0.

Interprétation :

f'4(0) =% # 400 = f' (0)donc f admet une

demi — tangente A gauche de 0 d'équation
T 1
y=c-x
(Ty):y 2
f admet une demi — tangente verticale

3 =0
a droite de 0 d'équation {; >0

3*) Etudions I3 dérivabilité de f en -1

—__i___+1
f(r)~f(—1)= 1441 -2

x—(-1) x+1

_ x+1+m'

h{x+1)(l+m
(x+1)2 — (1 - x2)

(x+1)(1+\/-1_—7[(x+1)——\/:
[(x+1)—(1—x)]

(x+1) VI=XZ 4 (x4 1)V1 o3

- 2x(

—-_— e
(x+1)+x/1—52 +(x2—-1)
2x

(1-x?)

2
__‘_—————__.___::_———-______:-_
x[(x+1)+\/1—-x2} (x+1)+/1—x2

lim L&-r1y _ 2

ey = dim — L

A=y (x+1)+\jl—.1
lim 2 =72
o=,

+o99  car

Jim x4+ 1)+ 1 -7 = g+
R |

X ——

1

lim &y—”—ﬂ-ﬁcx‘ donc f n'est pas dérivable
X'*—l r— ( 1)

en-1,

x '
ro=(rviee =) '
x(1+\/m1(5..xr1
(I+J1\

1+ 1-x2-x(

m
1+V1_x2+(‘“—-._____

_ 1~ 52

__c1+\ Vi

) 1/1—x2)
A +V/1-2y2

J1-=x741
iR +/i-xr \\M(H\/\ﬂ

1

v1-x21+ 1 —x%)

Vxe]—-10[f(x)>0 donc f est

fx) =

strictement croissante sur[=1:0

Partie

1°) Etudions les variations de g sur]0 ;+oof,

1 2
g(x) e { +t) g

g estdérivable sur o + <[ entant que. '

Composée et somme - fonctions dérivables,

9(‘)—(ln(1+—)— zn'(1+’)x
=lX+1)

243 )~2((;;:~)——-x( )+ e = i

) W 2 . .

-!':)+(x+1)1 _ﬁ;xﬁ+m x(:r-:l) +f1+21)1 - J

— 1 —l+x

|

Y x €]o;

+°°Ix>04\+]>0=:(x+1)2>0
:='X(X+])2

> 0 donc (e Signe de g'depend de [

~ lez *‘.i t

Wi

|
F
L
'
13
¥
I
I
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B E-E S

3}

celui du numérateur — 14+4x>0=x>1

Pourx € 10;1[ -1 +x < 0=g'(¥) <

0 donc g est strictement décroissante sur]0; 1]

Pourx €]1;+oo[,—1+x>0= g'(x) > 0donc
g est strictement croissante sur[1: +oof

2°) Calculons les limites de g en + eten0

1
Am, 960 = lim nQ+ D =237 =0

- 1y _
xﬂr;nmln(l + x) =0

im —=0
xr—+ooX+1

Car

_ 1 2
g0 = fip (1 4+ 2) =

1
fiin ln(l +—) =
x-0t X

=+c0 car

lim =
x=0*x -+ 1

Jm gl) =0 et lim, g(x) = +oo

3

3°) a) Dressonis |e tableau de variation de g

X 0 1 -+00
7@ E s +
]
g(x) o 0

g(1)

b) Déduisons que I'éguation g(x) = 0 admet

une solution unique a et que 0.25 < a < 0.26.

D'aprés le tableau de variation de g, la fonction g est
continue et strictement décroissante sur]0 ; 1] ; elle
réalise une bijection de]0 ;1] vers g(]0;1]) =

lg(1); +oo[ or0€ [g(1) ; +oo[ carg(l)<

Odonc I'équation g(x) = 0 admet

une unique solution o €]0;1] sur[l;+oo[,

es ; - )
g est continye of Strictement croissante;

elle réalise une bijection def[1; +oo[

vers g([1; +eo[ ) = [g(1);0[ or 0 &
[9(1) ;0] donc l'equation g(x) =

0 n'admetpas de solution dans [1; +oo[
Finalement I'équation gx) =

0 admet une unique solution « €]0;1]

Vérifions que a €]0.25 ; 0.26]

1 2
9(0.25)=ln(1+ )_ i
025) "Dz5+1_m5—16
= 1.609 — 1.6 = 0,009
g(0.25) = 0.009 ‘
1 2
0.26) = | (1 )—
8(0.26) = In(1+ o) ~pos

= In(4.846) — 1.587 = —0.008

9(0.26) = —0.008

9(0.25) x g(0.26) = 0.009 X (—0.008)

g(0.25) x g(0.26) < 0 donc

0.25< a < 0.26

4°) Déterminons le signe de g suivant les valeurs de x )
Pourx €]0;a[,g(x) > 0

Pour x €]a; +o[,g(x) <0

Pourx=a g(x) =0

5°) a) Démontrons que pour tout x €]0; +oof, f'(x) =

SE900).

Pour x €]0ﬁ+°°[ f(x) =vxIn (1 +§)

f est dérivable en tant que composée et produit
de fonctions dérivables.

fi = (vEm(1+ %))

’

k
3

=.(m’1n(1+%)+\/’7'“(1+%)
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-1
—
1 X
2Vx x1 0 T
=smn(+)+ (-2
24 x
1 Vx
1 1 2

=m1n(1+;)~m

1
2vx

|

[In(l+§c')—x_2:1]

(l

b) Déduisons le sens de variation de § sur]0; +oof

Pourx €]0; +cof |, £(x) = 7900,

1
Le signe de f* dépeng du signe de g{x) cars==>0
Pour x €10, +oo|

Pour x €l0;alf'tx) > g donc f est strictement

Croissante sur]0; af

Strictement décro‘is‘sante surla; +oo[

6°) Calculons Jeg limites de fen

+oo puis dressons le tableqy de variation de f

. 1 1
x]-]-Tao flx) = xl_l.lrlm Vx In (1 + ;) bPosons X =21

X

; ] 1
xk};nwf(x} = lim ZFIn (1 +;)

X0
VX - In@ 4 x)
=Jlr1-rf|13__,-f_ln(1 +X)=0 ¢qr }‘_1_1::%_————3-(—&__= 1
_x]—lchf(.x) =0

Tableay de Variation
—=——=dll.de variatian

0 @
|—__x -1 \ !
! + i . +m -+ 2 : .
) :
f(x @) .
-1 :
7°) Construction de (C) sm

Eat N

Partie ¢

1%)a) Montrons que h est bijective

delvarg h(l)= [-1 ;0]

réalise yne bijection ¢
bijective de | vers h(1)

=J. h est donc
=i=]




J
|
|

Construction de k™ (voir courbe)

c) Déterminons A~ (x)

x )
S == S *=0

soit m € [—1;0]

x _x(=/1-x) _ 1-Vi-x*

f&)= 1-V1—x2  1-(1-x?) x
f(.l) =m &~ 1= :—x =m

ol-Vi—-x(=xme1—xm=V1—2x2
= 1-2xm+x2m?=1-x?
& —2xm = —x? — x2m?

o= 2xm = x2(m? + 1)

< 2m = x(1 + m?)

- 2m
*=17 + m?
h‘I:]-—rl
2x
1422

'FONCTION LOGARITHME ET
EXPONENTIELLE

EXERCICE n°1
1°) On considére le polynémeP(X) = X3 —2X* - X + 2
a) Calculons P(1).
P)=13-2(1)2-1+2
P(1)=0

Mettons P(X) sous forme de produit de facteurs du
Premier degré,

’lzaide de la division euclidienne on montre que: X3 —
A+ 2=(X1) (X2 - x - 2)

PR~ )2 — x - 2)

2
Xi-X~2=X+1)(x-2)

PX)=X-D)X+DxX - 2)

b) Résolvons dans R I'équation P(X)=0 puis
Finéquation P(X) > 0

*PX) =0 SX-DEX+1DX-2)=0 <
X=louX=-1oux =2

Sr={-1;1;2}
P(X) >0 e (X - D2 -X=-2)>0
PX)>0e X -DX+1DX-2)>0
A l'aide d’un tableau de signe on montre que

P(X)>0 = x €] —1;1[U]2; +oo[

Sp=]—-1; 1[U]2; +oof

2°) Résolvons dans R les équations et inéquations
suivantes.

a)e?* —2e* —142e =0
S e —2e2X _pX 4.2 =

< (e*)3 - 2(e*)2 —e*+2=0 Enposant X
=eX,ona:X3-2X2-X+2
=0 de 1°)a)

X=—1louX=1o0uX=2

X=¢e"
e*=—-1ou (x €{ }
=2{e¥X=10u ={ x=0
e =2 x =In2
Sp = {0;In2}

b)(Inx)® — 2(lnx)? — Inx + 2 = 0

Posons X = Inx

px3—2x2-x+2=0

L'équation devien
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o X=1ouX=—-1louX=2

e X =Inx
Inx =1 x=fl
ﬁ{lnx‘—:—l FNE=E
ny =2 x=e

Se={e"';e;e?}

c)ed* —2eX —e* 42> 0
Posons,e* =X
l'inéquation devient
X3-2X2—-X4+2>0
X €] — 1;1[U)2; +oo[
=e* <1 oue*>2

2x<Inl oux>Iin2

x €] — 00; 0[U]In2; 400

Sg =] — o0; 0[U]In2; +oo[

d) (=1 +nx)® - 2(—1+nx)? +3 — Inx >
0 = (=1+Inx)? - 2(-1 +Inx)? — (-1 +
: InX)+2>0 PosonsX =—1+

inx L'inéquation devient

X3—-2X2—-X+2>0

X €] —1;1[u]2; +oof
>—-1<—-14+hx<1 ou—1+Inx>2
=2 0<lnx <2 pue™ > g3

=l<x<e?oux>e?

= X €]1;e?[u]e?; +oo|
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EXERCICE n°2

—_—_—_____.

TR ST e e e

PARTIE A

g0 =1—x=2n,

1°) Etudions le sens de variation de g
g est dérivable sur ]0; +co[ en tan; Ques,

de fonction dérivables sur |0, Yon|

g'(x) = (1 —x —2Inx)

? 2 ‘
g(x)='-1—; : |
—x—2

g'(x) = |

x € ]0; +oof
x>0

—x—-2<0 |

|

—x — 2 |
= <0

g'(x) < Odonc g eststrictement

décroissante sur 10; +oof

2°) Calculons g(1) et déterminons e signe de g(x)
suivant les valeurs de X.

g =1—1-2m1 g(1) =0

g est décroissante sur 10; +o00f

etg(l) =0
donc ¥ x €]0;1[ g(x) > 0

vV x EJ1;+oo[ g(x) < 0
PARTIE B

2e* vV —x,six <1

flx) = =, _

) 1+znx,six21
x.




1°) a) Etudions la continuité de f en 1.
i - sl o 3 =
* Jim f(x) = lim 2Ze x

lim 2e*~* =2
1 car x—1"

lim —x=-—1
x—1-
x+inx

© JmiG)= hm ==t
lim x + Inx =1
ear{

x—1

lim x2 =1
x—=1t

S - .
- lim £(x) = lim £(0) = £(1)
1 donc f est continue en 1,
b) Calculons les limites de f en
—o0 et en + oo et déduisons
¢- l'existenced'une asymptote

lim f(x) = lim 2e¥ ! —x = +oo
X—=—00 X—==—00
lim 2eX1=0
car §*°.%

lim x = —o0
xXx——0Q

. . x+Inx
xl_l’Toof(X) - xl—lon xz
1 Inx
= lim —+—
x=4+00 X
o1
]121 z =10
_ x—+w
=0 car i
lim — = 0
—400 X

‘lim f(x)
x—+00
— 0 donc l'axe des abscisses
est une asymptote horizontale a(c)
en +
2°) a) Etudions la dérivabilité de fen 1 et
précisons la nature du point A (1 )

i

- =1y
lim fGI-f(1) _ lim Ze x—1
x—1~  x-1 x—1" x=1

PosonsX=x—-1,x=X+1
Quandx -1~ ;X -0

im £ = f(1)
X=1" X — 1
= lim 2e" —(X—-1)—1
x=0- X

X
lim 2 (e 1) -1
x—-0~ X

% =
=1 car lim = 1=1

o=—rm |
x—1 1

lim
x—1-

x+inx
Lin‘l fx)~1Q) = lim 2= lim X+inx-x% _
x=1 x=1 x=1t x=1 x=1t x%(x-1) -
x(1-x) Inx lim =24 Ly Inx
x=1t x2(x-1)  x2(x-1) - ILT+? + ;5 ® x-1 =0

lim+— = -1
e car ""11 x oy
lim=sx—=1
x—1t X x—

1
l]m —"-—'f(X)_f(l) P— D

x—-1t x—1

lim Fx)=-f(1) =0
=1t  x-1 -

)y =1%0=f (1)
donc f n'est pas dérivableen 1.
f admet deux demi — tangentes
au point A(1; 1) une demi tangente
de coef ficient directeur 1a gauche del
et une demi tangente horizontale
a droite de 1.
b) Calculons la fonction dérivée f' de f sur
les intervalles ol f est dérivable.
x €l -1 f(x) = 2k —ix
f est dérivable sur ] — ®; 1
en tant que composée et SOmme

de fonctions dérivables sur]— ;1] .
fl(x) =2e"" -1, vx<1
x+inx
x € [L;+0o[; f(X) ="
f est dérivable sur]l; +oo[
t quotient

tes sur]l; +°l

en tant que somme €
de fonctions derivab




el R ANl S

x + Inxy'

F&=(=)

(x + Inx)' (x2) — (x2)(x + Inx)
_ (1 + %) x% — 2x% — 2xlnx
- =

—x% + x — 2x% — 2xlnx

—x*+x-2Inx  x(1-x-— 2Inx)
= Xt = o

f'(x) =g—£§2 Vx € [1;+400]

3°) Etudions le signe de f'(x)
¢ X<1;f'(x)=2ex1_1
f'x)>o0

21150 & e"‘l>1

1
= lne* 1> |p (—2-)
Sx—=1>—n2
Sx>1-[n2
Pour x €] — c0;1 — m2[ f'(x) <0
Pour x €]1 — n2; 1] ff(x)>0
Pourx=1—£n2f’(x)=0
e x=>1 f’(x)=%%l

x=>1
=x?'>21 o135
le signe de f'(x)est celui de
g(x)
d'apres Partie A 2%)
Pour x €]1; +oof 9(x) <0 f(x) <0
Sens de variation de f
Sur]—oeo;1 — In2[ f'(x)
< Odonc f est strictement decroissante
Sur] —oo:1 — n2(
Sur |1 —In2; 1[ f'(x)
> O donc f est strictement croissante
sur |1 —n2;1] .
Sur )1; +oo[ f'(x)
< 0 donc f est strictement decroissante
sur |1; +oo[ -,

Tableau de variation

X
[0
f(x)

|
*
1

Ln
2 0
4°) Construction de la courbe (C) et ses ‘
asymptotes,
CONSTRUCTION schemall

PARTIE C

1°) Montrons que h est bijective de
(1 ;40o] sur yn intervalle k i préciser.

D’aprés e tablegu de variation de f
car dén'vab!e) et stricte

[1 ;4o elle réalise

,f est continue(
ment décroissante sur

-Q,ml'_




surk=
h est la restriction

une bijection de [1; +[
F([1;+eo]) =]0; 1]. Comme

de f sur[1;+oo[ alorsh est bijective

2°) Déterminons les variations de
h~! et son tableau de variation .

| de[1;+oof sur k =]0; 1]
i
|
h étant décroissante sur[1l ; +oo|
alors la bijection réciproque de h notée h™1
est également décroissante sur
son ensemble de définition

Dh—l =]0; 1]

Tableau de variation

1

x 0

R () -

h(x) +00

3°) Construisons la courbe ()
deh™! dans le meme repere.

Expliguons la construction

(I) est le symétrique de la portion de la courbe (C)
des points d’abscisse appartenant
lintervalle.[1+4c0[ par rapport a la

premiere bissectrice.

PARTIE D

¥') Caleulons Ia dérivée de la fonction g définie par

g(x) = Z1-inx
X

g est dérivaple sur]0; +oof en tant que
quotientde fonctions dérivables sur 10; 4o .

g'(x) = (1 - nx)'x - (=1 - lnx)x'

2%
-1
= X xx+1+lnx ‘nx
T
r i'nx
g(x)=‘;c-z— VXE]0;+oo[

2°) Déduisons en une primitive de f sur {1;+co].

X+ Inx

VxE [t f(x)=

1 1
[ =—+22
X X

Soit F une primitive de [ sur[l;+oof

1+ Inx
X

F(x) = lnx —

3°) Caleulons I'aire en cm? de la partie délimitée
par I'axe des abscisses, la courbe(C). Les droites
d’équations respective x=1 et x=e

A= [ f(x)dxUA = [f x—-—j:"‘ dxUA

UA

1+inx ]e

A=[lnx - )

A=(lne _ l-i:ne) _ (lnl _ 1+;n1)
=1- T+ 1

=2 _§= 2(1 —e 1)UA

A=8(1—e~Vem?

PROBLEME 3
PARTIEA
2x+1
x €]0;+oo[ gl)=—— T!™




{
|
|
1

1°) a) Calculons xl_l. m g(x)

i " 2x +1 4+ b
x-—lon 'g(x) - x-!rrcu xz
2x + 1 . =2 _ 0
im — —= lim —=
= 400 car { x=+m> X x—++00 X
lim Inx = 4o
=+
i 06y = +=
b) Calculons lim_ g(x)
x—0+
. . 2x + 1
S 9C) =l — =g+ Inx
. 2x+1 -2
lim — s = lim — = —00
= — car {x-o0t x x—0% x
lim nx = —
x—=0+

Jim g(x) = —oo

2°) a) Déterminons la fonction dérivée de g.

g est dérivable sur
10; +oo0[ en tant que somme de fonctions

dérivables sur ]0; +oo[

I

. 2x + 1
g'(x) = (— o + Inx)
, (Cx+1)'(x%) — (2x + 1)(x2)"
g'(x)=— =
+ (Inx)’

2x? - 2x(2x+1) 1
= = + —
X X

2x? —4x —2x 1
2% T

2x% + 2x + x3

2
¥ x €]0; +oo[

b) Déduisons en le sens de variatiop 4, 2
Vx E]0;+o0[ x3 5

etx2+2x+2>0 doncg’(x)
1’2+2x+2
——r*2

0 car
> x3 N (}

d'ou g est strictement croissante Sur .y,

¢) Tableau de variation de g

X 0 +c0

g'(x)

g(x)

|

3°) a) Démontrons que ["équation g(x)=0 admet
une solution unique a .

D’apres le tableau de variation de g,

g est continue ( car dérivable ) et strictement

croissante sur 10 ; +<o[ elle realise une
bijection de]0; +-co] sur g(]0;+oo[) = R;
ora € R donc l'equationg(x) = 0

admet une unique solution a €]0; +oof .

b) Justifions que 2,5 < g < 2,6

9(2,5)=

9(2,6)=

9(2,5)x g(2,6) < 0 done 25<a<26

¢) Déduisons en le signe de alx)

Pourx €]0;a[ g(x) <0

Pourx €]a, ; +oof g(x) > 0
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PARTIE B

flxe)= (1 — Inx)e™™
X
1) a) Calculons lim f(x) puis donnons

une interprétation graphique du résultat.

lim, £G) = Jlim, ¢ — Inxye~

x—0™
lime*=1
x=0t
=+ car
lim —— lnx = +o0
-0t X
lim f(x) = 4+

x—0t

Interprétation graphique : la droite d’équation x=0
(I'axe des ordonnées) est une asymptote verticale
a(C).

b) Calculonsxl_i.rPW f(x) puis donnons une

interprétation graphique du résultat,

1
- . 1 e
. xl_lﬂ» f(x) xginm lnx) e

1
lim — =0
= lim . =0 car {*¥texe*
oo xe*  eX . Inx
. lim — =
x—+o0 X
- —_ 0
Jim £ (x)

Interprétation graphique ; La droite d’éguation y=0
est une asymptote horizontale a (C).

2°) Déterminons que fla) = —lf:zze-a

f(fl).= (%— lna)e‘“ or gla) =0

2a+ 1
< gla) = — s—+Ina=0
o
2a+ 1
< lna =
aZ

T x
émplacons Ina par son expression dans f()

f(a)=(_:?_2a+1)e_a~_a—2a—1 o

3°) a) Exprimons F(x) en fonction de g(x).
1
@) = (- tnxye~=

f est dérivable sur]0;+oo[ en tant

que somme et produit de fonctions
dérivables.

flx) = (e™)' e — l‘nx) +e~* G - l‘nx)

1
e (o) ren(-5-3

’

x% x
-1 1
=e—x(—-+znx——-1)
x X2 x
2x +1
= e *(— 7t inx)

f'(x) =e*g(x)

b) Déduisons en les variations de f.
Y x €]0; 4o, e *>0
~ donc f'est du signe de g.
Vx€]0;al,f'(x) <0 car g(x) <0 donc f

est srtictement décroissante sur]0;a[

YV x €]a, ;+oo[ ,f'(x) >0 car g(x) >
0 donc f est strictement croissante

Suf‘]a, H +w[

c) dressons le tableau de variation de




+00
x |0 &
F&) s Jﬁ *
fx) | | +
0

14a® _
ed‘

- —

a

4°) Déterminons une équation cartésienne de la
tangente (T)a (C)en %5 =1

Mry =) -1) + Q1)
y==3el(x—-1)+e

Y= (-3x+4)e" !

Yy =—3e"1x + 4¢-1

5°) Construction de la courbe. Schéma 12

N

J

PARTIE C

1°) Dp =]0;+°°[ yh(x) = e_xln’;; i

pémontrons que h est une primitjyg b

10;+oo[ .

Ur

Si h est une primitive de f sur
10; +oo[ alors h'(x) = f(x)

h'(x) = (e *Inx)’
= (e *) Inx + (e_x)(!nx)’

1
=—e Flnx +e % x _
x

h'(x) =e™ (}1- —~ lnx) = f(x)

h'(x) = f(x) .pour x €]0; +oo
donc h est une primitive de f sur]o; toof

2°) a) Calculons en cm? et en fonction de ) aire
A(A) de la partie du plan comprise entre (C), (0l) ¢
les droites d’équation x=3 et X=X\,

A= [ F(B)dt x 20em?

AN=[=h(6) 13 = [~A(t) + h(3)]2em?

in3 ina
SEl— 17N 2z
P ei)LOL?n

A)= (1‘7‘1—? = E—n;i 20cm?

es P

b) Calcyl i
) Caleu onsalleA(A)

lim = 1 nA In3 _ E
1= AA) = lim 0+ =203

lim A1) = 2073

Aotceo =g

Car lim 24 _ 4
A—ten A




PROBLEME 4

PARTIE A

xeR,gx)=Q—x)e™*—1

: TP - oo
1°) Déterminons les limites de g en —° et en +

e lim g(x)= lim (1—x)e*™—1=
X—a—00 x——00
lim (1 —x) =+
X —r—00
e s [ lim el™™ = +o0
X——00

[ Jim 900 =+

e lim g(o) = lim (1-x)e’™* 1

Posons X=1-x qd x— 400 X = —o0

car lim Xe* =
X—=co

’7 Jim g(x) =1

2°) Etudions les variations de g et dressons
son tableau de variation.
gy =1 -x)e¥=1 ;xR
g est dérivable sur R en tant que compose,
produit et somme de fonctions dérivables.
g'x)=[(1-x)e"*=1]
=(1—x)el™*+ (1—x)(e*™)
=—e'* + (1 —x)(—e'™)
g'(x) =e'™™(-2+x)
vxeR,e'™™ >0
donc le signe de g'(x)est celui
de(—2 4+ x)
e Pourx €] —o;2[,g'(x) < 0donc g
est strictement décroissante sur] — oo; 2],

* Pour x €]2;+0[,g'(x) >0 donc g
est strictement croissante sur [2; +oo[
Tableau de variation

2

+co

g(x) “+o . -1

G~-1)

3%) a) Démontrons que g(x) = 0 admet
une unique solution a.

D'apres le tableau de variation de g,

g est continue (car dérivable)
sur R, elle est strictement décroissante

sur | — oo; 2], donc elle réalise une

bijection de | — o0; 2] surg( ]—o0;2]) =
[::-—1;+co ] .0r 0 e [’%—1;+oo ]

donc l'équation g(x) =

0 admet une solution unique a sur ] —0;2].

Toujours d’apres le tableau de variation de g, g est
continue ( car dérivable) et strictement croissante

sur [2;+oo[ ,elle réalise donc une bijection

de [2; 4o sur g([2;+eo[ ) =[_?1—1;-—1].

oro0 ¢ [—?1 -1 :-—1] Donc I'équation g(x)=0
n'admet pas de solution dans [2 ; +oo[

En conclusion, g(x)=0 admet une unique solution
a €] —o0;2]

b) Justifions que 0,4 < a < 0,5
g(0,4)=
g(0,5)=

g(0,4) x g(0,5) < 0 donc a €]0.4 0,5(

c) Signe de g(x).
pour x €] —w;al g(*) > -
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Pour x €]a ;+oo[ g(x) <0
PARTIE B
fx)=xe!*—x+2

1°) Déterminons les limites de f en +co et en —
oo,

2
i g 1-x __ s
xhr_pm flx) = xE[nm x(e 1+ x)
lim x = —co
X—4=—CD
. 12 —
= —00 car xl-lvlzlm E oo

2
lim —1+-=-1

X =00 X

lim f(x) = —co

X——co

lim £ = lim x(e'* —1+2)

xX—+wm
lim x = 4o
X400
lim el=™* =
= —00 car X400
. 2
lim -1 +—-=-1
lim x) = —o0
Jim_ Gy = —eo

2°) a) Démontrons que f est une primitive de E.
Si f est une primitive de g alors f'(x) = g(x).
Vérifions l'égalitef'(x) = g(x)

ff(x) = (xe'™ —x+2)
=e!™* 4 (—xel™*) -1
=el1-x)—-1

) =1 =x)e'*-1=g(x)
f'(x) = g(x) .donc f est un primitive de g.

b) Etudions les variations de f puis dressons son
tableau de variation.

f'(x) = g(x)d'apres partie A.3%)c)

pour x €] = 2 a[.f'(x) > 0 car 9(x)
donc f est strictement cro (ssang, %_ﬂ
] - coia]
pour x €)a; £ /(%) <0 car 9(x) <

donc f est strictement déf-'fo-issante

ARG

surfa ; +[
Tableau de variation '{
x F - B +co i
f'(X) + fIL, _ = | |
f(x) f(a) |
|
: |
0 =8 |

3°) a) Démontrons que la droite (D) Y= —x 4
2 est une asymptote abliqgue a (C)en —oo

lim f(x)—(—x+2)= lim xel™=
X—=+0 x— 4o
X
== li"l X —Xy = i i
X—at::: 1(8 e ) xy)l}.]m e(ex)

. X
=0 car lim —=0
x—o+m X

Jm o fx) -y =0
donc (D):y = —x + 2
est une asymptote oblique 3 (C ) en + o .

b) Etudions la position relative de (D) et (C).

f(x) —y = xel~x

Vx€R,e'™ > 0 le signe

de f(x) —y est celui de x .




|
|

* Pourx€]—o0;0[f(x)—y<0+=
f(x) < y la courbe ( C)est

en dessous de ( D)

* Pourx €]0;+w[ f(x)—-y>0
f(x) > y la courbe ( C )est au

dessus de (D).

4°) Démontrons que (C) admet en
— une branche parabolique de
direction I'axe des ordonnées.

=X _ x4 2
lim fGx) = lim xe X

X——co ¥ X——co X

2
= lim e'~*— 1 4+- = 40
x

X——w

lim el * = 4o

X——00
car 2
Iim -1 +—-=-1
=00 X
. f(x)
lim —
X——0 X

=+ donc ( C )admet une branche
parabolique de direction (0 ;])en — oo

5°) Déterminons une équation de |a tangente (T) a
(C) au point d'abscisse 1 .

(T)y=Ff(Dx-1)+FQ)
| ff()=-1 ,f1)=2
| (T)y=-x+3
L

6°) Démontrons que f(a) = 1 — a + I%a—

gl@)=0 & (1 -a)e!~*—1 =
ﬁe““=1—ia-; fla)=ae' *—q+2

= —a+2
1—a
1 +2-—-1
_1-a a
fla@)=1—-q+
1—a

7} Justifions que

2) =e*1f ()

pour tout nombre réel f(—x +

[ 42) = (<x 4 2)el x4 (x4 2) 42

= (2 —_ x)ef-‘l +x
=e" 1 (2-x) + xel=~%]
=" l(xel* ~ x4 2)
Car f(x) = xeT=x —x 1 2

8°%) Déterminons la deuxi

de B avec f(g) =g

eme solution en fonction

Bétant solution de U'équation fx)=0
alors f(8) = 0 = ef-1rpy =g < f(-B +

2) =0 donc — B + 2 est également solution
de l’équatianf (*) =0. Posons 9 = B +2

v est donc la deuxiéme solution de f(x) =
0

9")Tragons(D),(T}et(C)

CONSTRUCTION schéma 13

PARTIE C

1°) Calculons A(A) a I'aide d’une intégration par
partie.




N e v

AN=[TF (<) = (= + 2)) dx X 4em?

A
AQQ) = I xel™*dx x 4cm?

0 .
posons u(x) = x;u'(x) = 1
V'(x) =e'% ;u(x) = —el-¥
A1) = ([—xel"" 1& + f:e“" dx ) 4cm?
=(—2el™* 4 [ —pl-x 18 )4cm?

= (—AetA — g1-2 4 e )4cm?

AN=(—(1 4 2)el 7 4 e)dcm?

2°) Déterm;i i
) Déterminons Aim A7)

—++00

Al_i’erA(l) = lim (—(1 4 3)et-2 4 e)4cm?

A=+oo
= 4ecm?
car AﬁTw —(1+e'2 =
H‘-QB_L-EM_QQ

I = —tnx -1 Dy, e

1°) Calculons g'(x) et 9" (x) pourx > 0

2 1
9'(x) = ex-; => g'(x) = xe*—1
- X
x—-
9'(")=Lx 1

X
xz
=T+ xeNye pox | 1
xz
XN+ T _ ex g

xz

g"(x) = (fff__—_i)i _ (rex — 1y, (xe* — 1y
——2 X~ (e~

2°) Tableau de variation de g’

L xzex
g'(x) = —-—_;.Ei‘]:

2 x xzex+
vx>0,x°>0ete >_0donc~_;?1>0
=>g"(x)>0

donc g’ est croissante

[

lim g'(x) = lim X_— 1 1
i x) = lim = |i
e =l x l!m(‘&'x"“)
X=() x
lim g'(x) = —oc0
lim g'(x)
]ing er=1
Car L_ * 1)
im(—=)= -
x—oo( x
. xe* — 1
lim g'(x) = lim —_
x"""mg( ) X400 X _—xl—{inuu e¥~

i X
Car [xl]*rllno € = +too
. 1
AL =0

Tableau de variation

1

x




.]O: +¢-[ . Elle réalise une bijection d
10 *ﬂﬂl‘ vers g'(]0; +w0]) = R orel} €ER
equation g (x) =0 admet une unique one

solutton & €]0: +oo[

e Vérifions que a €]0.56 ; 0.57]
056 -1 056X175-1

g'(0.56) =
' 0.56
0.
2'(0.56) = o = ~0.03 >
= 033
] - -b x 1.77 - 1
a Qa5 = '
a'(0.57) 557 = 0,015

‘ g (0.56) = —0.035 of ¢'(0.57) = 0.015 ~

g'(U.Sb) x g'(0.57) < 0 donc

4*) Etudions le SIENE de g' (x)pour x = 0
vxejhalx<a= g@< g'(a)
car g e85t ;‘T't)_lSSiHl[E.
alors g'(x) <0 VX €)0; af
g'(x) > g'(a)
comme
y = 0 alors g'ix) > 0vx gla: +oo[ g' ()

=0p0ur.t’=ct

/
) g'(x) < 0 sur)0:al |

Commé g'a) =10
V.tE]a:-é—ac[ x>a=

g'(a

| g'(x)>0 surja; +°l |

(x)=10 pour X = a

. g
|
es limites de g aux

57} Calculons |
essons le cableau de variation de 9.

hornes de Dag

et dr
lim g(x) = lim(e* — X~ 1) =+%
| 5 =0 I“‘U
| lime* =1
e
| N lim(— () = %
; : 1) = o |
I € lxl-%(' )
. ; x
I"{ng( ) 1|r1_.;{1_1%;3 Inx +1
ex Inx 1
= lim |¥ o SRS
x-t@ X X X

0

g(a)

lya—-1let donnons

6°) Montrons que gla) =7

un encadrement de gla)a 107" prés

g(x)=e‘—-lnx-—1 ==»g((:c)=e’—-lnx-'l
, ae? —1
9(a)=0¢=: =0 c:e-"':}-
o (74

g(g):e“-—[n(z-—l ::g(a):%-lna-—l
1
aea-—],::ﬂf;:?ﬂ=-—'
en
) = o= =1 = @=1-m(z)"
ga)-"‘a n ga"'a e’
1
—in1—ne® — 1

2l

Encadremem
g(a =i~+a-—1€t056<a<0.57 =
1 L, 1
=557 a 056

e ‘_-i'r‘imﬂl V7 _.",'__ =



056 < a <057
={ 1 1
057~z <036

1 1 _
=557 056 <—+a <o+ 057

1
0.57 0.56

Z’EE"'OSG 1< ~+a- 1<——+05? 1

=2.314-1< g(a) < 2.35— 1

=213< g(a) < 1.35

13< g(a) < 1.4

7°) Montrons que pour tout x €]0; +o[ g(x) > 0

D'aprés le tableay de variation de
g, admet un minimum atteint en a et

ce minimum est g(a) €]1.3; 1.4[; g(x) > 0

Vx €]0; 4+ g(x) > 0

PARTIEB

fx)=v1—e* six<0

x)=e*—xlnx—1si x>0
1) Montrons que f est continue sur R

lim f(x)= lim V1I—e* =0 c¢ar
x—0~ =0~

liml—eg¥=0
x—l
{ limvx =0
x—0
fO)=vVi—eX*=1—-e0=p
f(0)=0
- 1 X _ e =
Jir‘rjkf(x) "x]_‘,'{I,Le xinx—=1=10
lim e* =1
x-+0+
Car lim Xlnx =0
]1m 1=1
x—0t
lim f(x)

x=p-

=f(0) == x]_if(’,‘»r f(x) donc f est continye en(

La fonction x = VI —e*X est définia ot continve
surl]-00 ; O en tant que composée de

fonctions dérivables . la fonction x s &* — xinx —
1 est également

définie et continue sur10; +wlen tant

que produit et somme de fonctions dérivables

sur 10; +oo[ . Par conséquent f est continue sur T

2°) a) Etudions la dérivabilité de fen 0

fEFO _ \im ___.1;&“__: lim ( 2
x

* lim lim Jim A=
x—
. 1-e* 1 = .
x'.‘.'E.’— x X 1i—e*
x) = f(0)
= i [EL=EE
X0~ X
fim 28 = —1
Car { ¥°0 F
= (¢ o)
Jim ==+
f( x) — f(O) = e* — xinx =1
x—i{]“‘ x.,_,,o-l— x
e* —
= lim Inx = 4+
x—0* x
lim et —
Car{ =x—=0% X
hr;l (—Inx) = +oo
X=
lim L@ _ _ o o |im LSO _
£—0 X ek 3

+e0 donc f n'est pas dérivable en 0

b) Interprétation du résultat

i Fx)=r(0) .
,_ll.‘"f,‘- T x =~ (Cf)admet une demi —

tangente verticale A gauche

en 0 d'équati [ x=0
équation y> f(0) =0
z=0t X

(€f) admet une demi — tangente verticale

x=0
>flx)=0

LS SR T 4

@ droite en 0 d'équation




/ 3°) Calcuions les limites de fen-oo et en + o
* i fG) = lim VT=F = 1 car

Jim (1—e*) =1 et lim % = 1

X—=—o0

Jim 76y =1

"‘xﬁf_{‘m flx) = xglrgm(ex —xinx — 1)
= lim x2 (-e—--.lﬁ__.l_)
= lim f(x) = 4o

X=4-00

Jim G = 7o

a e
Jm S = beo ) lim e

X—+co
Car -~ lim (=imxy _
x-or-ir-lm( x )=0

. 1
x!-lor-ll-’lm(—ﬁ =0
4°) Déterminons la dérivée f de f

Vx €] = 0;0], f(x) = VT —e%

! —_— —ex
PO ===

Vx €]0; +oo] f(x) =e* —xinx —1

ffx)=e*—(Inx+1)=e* —nx -1

ff(x)=e*—iInx—1

5°) Etude du sens de variation de f

Vx €] =00 0], f'(x) = 57—

Vx E] —o0;0] —e* <0 et

2¥1—e* >0 donc f'(x) < 0d'ou
f est décroissante sur | — ;0]

Vx €]0; oo f'(x) =e* —Inx — 1= g(x)

Comme g(x) > 0 sur ]0; +o[ alors f'(x) >
0 sur ]0; +oo[. Donc f est croissante sur ]0; +oo[

6°) Montrons que f(a) = a2 + C—t —1

fla) =e® — glnag —1

fl@)=0 <

1
e®

e"‘-—-:l
a

fl)=a2+1_4
a

7°) Tableau de variation de f

x |-o0 0

' (x) -0 400 4

\ /(a/

8%) Construction de la courbe

*Complément pour Ja construction de (cH

. f) . e*—xlnx—1
lim — = lijm ——— _ —
X—=+oo X X340 X

e.’.‘
= lim (s~ —— s
e (x3 X x3)

i £ = 4o

. 5 o =4
lim x* =400 lim — =0
X=+4o0 X—=+co x3
X
car Iim — =4+
x—+co x3
. Inx
lim —=
x-stc0 X

( Cf) admet une branche parabolique

de direction (yy")

X a=056 |1 2
F(x) fa) 1.71 5
= 025

: TG A e AR T P
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PARTIE C

=-1F

1°) Montrons que h est bijective de | surun intervalle J

a préciser,

D’aprés le tableau de variation de fa fonction f fest

strictement décraissante sur]-e2; 0] donc elle

réalise une bijection de ] — ;0] vers f(] —

0;0) = [0:1] =/

J=1[0;1]

2°) Déterminons les
réciproque h™?

h est strictement

variations de la bijection

décroissante sur] — o ;0]

vers[ 0 ; 1] donc h™lest strictement

décroissante Sur

[0;1] vers ] — «; 0]

Tableau de variation

X 0

h=¥(x)

h-l(x} ° \

-00

3 Déterminons |'expression deh™?!
h(x)=m=V1—e*=m
=1 — e¥ = m2

=eX=1-m?
— x = In(1 —m?)
p1:0; 1] =1 —=: 0]

x~In(1— x*)

4%) Confére courbe

SUITES NUMERIQUES

EXERCICE n°2
V__l
==
n-?-l nenN*
Vn+1=—'2'n_'vn
1°) Caleulons ; Vo 1 Va; Vi
n-1l
n--1= l‘;:
2n
1+1 A
= _ — — 17, = —
Va=3x1r T3 1
1 i
Vz=§ 'I
Z2+1 3
V3=2x2Lr2:_V2
3 1 3
==X =—=—
4 2 8
3
Va=—
78
3+1 4
V., = ==
+=5x32 6"
__2x3_1
3°8 4




2°) a) Démont
r :
0¥, >0 ONs que pour tout entier naturel n >

Démontrong pbar récurrence ;

Soit o la proprieee ya finie sur N* par : «V,>05.

Vérifions que Py est yraje

v 1 1
1=3 et§>0 donc V; > 0

d’'ol P; est vraie .

supposons P, vraie puismontrons que P, ; est vraie

nEN' =n>1
n+1=>2 n+1
ﬁ{2n>2 =D

D'apres I' hypothése de
récurrence V, > 0

n+1
2n

>0etV,>0

n+1
=>—7V. >0
2n "

donc Vy,4q > 0d’oli P, est vraie .

Py vraie
P, vraie = P, ., vraie

doncvneN" V,>0
b) Démontrons que la suite (V,) est convergente.

n+1v #Vnn:n*‘l

n+1 — 2n Vi 2n

n>>1entn=zl+neZnzl4+n>0
n+1<1 =Vn+1_<_1
= on Vn

La suite (V,) est donc décroissante ;
W) étant décroissante et minorée par 0 alors (V,)
n. -

T — T

converge .

3°
) Montrons que la sujte (Up) est géométrique

v, iy
Ua = _:_ S Upyy =241 Unes _ =TI
n+1 Uy A
n
Uniy ny, ias
e b, Unyy _ 1 V") U 1
Un = (neryy, & -t
Vn Un (n+1)y, Up 2

La suite (Up)est geéométrique

d . 1 )
e raison > €tde premier terme Uy ==

2

b) Exprimons Un puis ¥, en fonction den.

Un = U™t s 0, = yees

s
Vo =nU, =
1
V. = n(ayn
C) Calculons lim U, et lim ¥,
n—+co n—++w

1 .
lim U, = lim (E)“ =0

n-—-4o0 n—-+co

Car% €] =151
. o 71 = in[n Y
Jim V= lim G by = im[n (5]

\ inn
= [Inn +nin (1) =inn—nn2=n (T - £n2)

2
Inn
— pltVp — oN(5—in2) _ im ¥
_ onvn — onh Vo lim W
= lim en(an—h‘IZ)
_nﬂ+m

Inn
Nn—++co n

lim eX=0
X==—00

=0 car




lim ¥, =0

li—++o0

EXRECICE n"3

Un=0
NE ,nEN

Up+1 =—2"\}1+Un

1°) a) Montrons par récurrence que pour tout €
N;0<U,<1.

Soit B, la propriété définie par
L] 0 < U“ < 1 ir

Vérifions que Py est vraie. Uy =0et 00=<1.&
0<Uy<1. =0< U, < 1donc Py est vraie.

Supposons B, vraie
puis montrons que Py, est vrale.
Byvraie 0<sl, <1

=1, +1<2

=1</1+U, V2

‘/7_«.:“{?_ 1+0, <1

. 2
¢:0<?£Un+1<_:1

20U, <1

donc P,y est vraie.

Pq vraie
[ 3 = Pnyy vraie ,donc;¥YneEN,0< U,

P, vraie
<L

Up—1)(=2Ux~1)

b) Montrons que Uy — U,, = ! :
fz,h+un+2un

Ny
Un+1_Un=‘2—1f1+U“—Un

asup)-Ug
= A

i —
‘2—\ 1"‘”.”“'”"

VAU SAWATGGD D, Sarge/ Rrofasseur &

14Uy~ ZU’%

i+ m D
- ﬁm+zl}n

_ —ebat n
- 2m+2un

Déduisons en le sens dJe variation de la suite (Up).

(U —~1)(=2Un — 1)

Unt1 — (/1+U,,+2U
VZJ1+ Uz >0

20U, >0
2J1 + Uy +2U, >0

-1<U,—-1=0
0<Up=s1l ""{ —2U,—-1<0
& (Uy—1)(—2U, — 1) =0

{»./'2',/1+U,,+2U,,>0

(U, — 1)(—2U, — 1) =0

ogsU, s1 'ﬂ{

o Wn —1)(=2 2Upn = 1)
B/, + 20, =

Un+.l —Uy 2 0 = Un+1 = Un
donc (U, )est une suite croissante.
Montrens que (U,,) cenverge

(U) est croissante et majorée

donc elle converge.
C) Déterminons la limite | de la suite(Uy).
La suite (U, Yétanr convergente elle adni¢t
une limite finie | solution de I'équation f(x) =1 |

ou f est la fonction x v ?w‘l +x
V2
f(x):x ﬁ—z— 1+x =x

1
'b'i(l-!-x):xz




=2x-x—-1=0

co8 (_I_) _ {1+ cosx
i-3 -1
| = = 5= [ Py vraie
4 by vraie = p, n+1 Vraie
1+3
x2=T=1 dOHCVn EN'UH“COS(ET.‘;'
=[l€[0;1] b) Retrouvons ainsj la limite 1 de Ia suite v
doncl = , n
nllr_& U, "l_l.rllw cos (Em) =cos0 = 1
- 1
2)xE[0:n];cos(§)= ’—ﬂ;—a’—x doncl=1 .
L]
a) Montrons que v n, € N,ona EXERCICE n°6

n
U, = cos(znﬂ)

Démontrons par récurrence que v ne N U, =

Vf|‘\ ' \i:l\
Cos(zrnl-) 1%) Calculons ¥, ; UpiViiUy; v,

LI !

2
Soit P, la propriete définie par P, - "U, = o=g- =
cos(gnm “”) ” Vo=1
Verifions que P, est vraie. Us +V 241 3
i 0= oy 23
n g 2
Usy=0 3“'05(2_0?{):“’55:0 o 5
Uz ]
s , | 2
Uy = cos(zoﬂ) done Py est vrale, - ) , -
Vl = -U—- = Vl = ? = §
1
Supposons ‘ . >
Pa vraie puis montrons que P, est vraie .

: 4
V]_ — §'
P, vraie <= U, = cos(—— n+1.)

= 1+Un=cos(_z,,,—”+;)+1

Up=— 12
QM=J1+COS(Z,,LH) ﬁgm Uz“%
Jl+cos(2%f) VZZEZ; ﬁv":%:?
= 2
c:)Un_rl:COS('??:—‘i') car VZ:'2_4




2°) pémontrons que les suites

(Un) et (V) sont majorées par
pémontrons par récurrence.

Soit P, et gn les propriétés définles par P«
'n

-Un_<_2»etqn:«1 <Up,<2».
vérifions que Po €f qo sont vraies .
Ug = 2et Vg =1

1<2<2et 1€1<2

1<lUgs2et 1< V<2 donc
‘ Py et gy sont yraies.

Supposans
P, et g, vraies puis montrons que Pri1 et Qnaa

. B, wvraie ﬁ[lSUﬂSZ
sont vraies . [ g VIaie 1<V, <2
22< U, +V, <4

=>1s"%'5'~“-52

= 1< U4 < 2 donc Py, est vraie .
Dememe 1< U,<2et 1<V, <2
=1 Upyy S2

1
Un+1

1
S-< <1
2

2
=1<

<2

n+1
= 1< Vyy €2 donc gy, q est vraie

{ Py etgy vraie
P, et q, vraie = P,,, etq,., vrale

’

VneEN;1<U,<2et 1<V, <2

3°) Montrons que pourn € N,

(Un = )2
Uns1 = Va1 = 2(;',, +r;/) (1)
n

7 et minorées par L.

1=

U .
Uns1 = Vnsr =-—’1—t-?’-‘-_ 2
2 Ty,
= Un + Vn 4
2 Up+y,
= (Un +V,)* -8
2(Un + V)
_ WU+ W) - 40,
2(Un + V)

Car UaVn= 2 =4 Un.Vq=8

U+ P H2U . — 4,
Un+1 - VnH == 2(Un +|,;l)
Uy = 2Up Vi + V2
U1 — Vas1 = 2(”71 + Vn) e (1)
(Un. - %)2
— =2 T — (1
UrHrl VrHlE Z(Un 'S Vn) ( )

4°) Montrons que pour toutn € N, Uy 2 Vp.
Démontrons par récurrence que (K Uy 2 V, »
Soit P, la propriété définie par:
« U, = V, » .vérifier que P, est vraie.
Ug=2etVy=1
2> 1= Uy >V, donc Py est vraie.
Supposons P, vraie puis montrons que P

est vrale.

Zaunav;tglz,{(l_’n—%)zao :g_fg_:_rn_),
20Uy + V) >0~ 2(Un th
=0 =°Un+1_'vn_+120

= Upyy 2 Vyyq donc P est vraie.
n+1

[ Py vraie
Pn

i . .2
vraie = P,.; vraie doncevn °© N;U,2"

5°) Montrons que

(Up) est décroissante et (Va)croissante.

U
L ] Un+1 — Uﬂ = n,+vn _ U"

2




Un'l-Kl"‘zUn__Uﬂ-'-v;l
U, 2V, = =U, = -l

=2-U,+V, <0
:"_Uﬂ'_‘ﬁ <0

Uni1—Un 0= Uy,
< U, la suite (Up)est décroissante .

2 4
Vi %—%H*%"%+n_%
__4"9;:”1'1“";12
U+,
_ZVnUn_VnUn"I’:'xz
B Uy +V,
car WU, =2 =4 = 2V, U,
174 2
VIH-I_VT!:: :;jiﬂ_}_vfl
_ValUn =)
Up + W,
Up 213
=U,—=V,>20
{1S_Un__2
1<V, <2
={ ¥, >0
Un+V,>0
Up—V, >0
(g 43
Up+V, >0
V;fl(Un_Vn) 0
Unt ¥ =
= Vas1 =1 20
SVner 2 W,

donc (V,)est une suite croissante.
6°) Montrons quepourneN,U, -V, <1,

[150,152 l<U,<2
1<¥,<2 [—25—!4,5—1
Tl - <1 orUp2V, =2U, -V, >0

par suite

Déduisons en que (U, — 14,)% < Uu,-"v

-

0sU,-h =1
{ Un"VnzO

0= (Up = W) U, -V,
(m—mfsw—%(aj

7°) Mentrons que pour toutn €N ,

1
Ups1 — Vhaet S Z(Un — W)

(U __%)2
Ungr — Vnsr = 2(;,1 +1) (1)

Daprés (2)ona: (U, —V,)? < U, /A
1sUp<2eti<V <2
22U, +V, <4

=24=<2(U,+ V) <8

e -2
8= 2(U, + 1) ~ 1

<W=V)?% 1

—— = M e T —
=$0_2(Un+vn-)i4(un VnJ
(U — V)2
or Upyy = Viyyy = 2—(3—-:%—) donc
n n

1
Un+1 = Vn+1 s E(Un = V;i

Déduisons en que : U, — i, < (::')"

Uit = Vors S 3 (Un = %)
Pour n=o;
Uy —W¥; < %(Ua = Va)
Pour n=1;

1
Uy — Vg SZ(UJ = Vl)

Pour n=2;




1
*VSSE(UZ_Vz)

Alordren-1;
1
Up =V, = Z(Un_i = Va-1)
Tous les termes étant positifs car U, =V, = 0

¥ n € N; alors par multiplication membre a

membre et aprés simplification ona:

Un =V = Q"Wo — Vo)

1 n
=(;‘)

CarlUpg -V =1

8°) Montrons que les suites
(Uy) et (V,)convergent vers la meme limite

et donnons leur limite commune .

Un2Vy = U=V, 20

n

U=V, =0
{Un-vng(%)" = OSUn-V
1 1
< (" i i
- (4) or nl—l;r-{lao(tl.) 0

donc lim (U, =k)=0

=400

D'ou

lim U, = Jim Va

Tty =+

Donnans leur limite commune,

lim U,V

=3 .
Nt = nl—l-Tm Un nl—l-ll]m =2
or nl-l.Tm Uy = nl—i-Tm Va=1 donc 12 = 2 par suite |
=VZ2 oul= -2

Un?.lzﬂal:-_;l.__\[i

La limite commune est | = ﬁ—\

EXERCICE n"11 _ \
T V3. |
Yomz #7077 |
ﬁ \

Upsp1 = 3 Un " Vn
1

3

171r11+1=u‘"-+“?12’1 \

. |
n:un‘l"lvn

: |
1°) Calculons |zg | puis | zn4+1| enfonctionde | z, |

|
1 43
zg=ug+ivo = Z+ 15
1 V3,
|ZO|=|5+‘TI_'1

|30|=1

) ’z
Zn = Up + iV, ="lzr.'.l = un+vzn

Znet = Upyq + W49

V3 V3
= (?un = vn)+ i(u, +Tv“)

— 2
- (V3 - 3
I Zpeq|= ("'3_ Uy — vh) + (un +_~;:Vn )2

‘3 2v3 2v3 3
gunz T T3 Unbn + Up? + u,2 +-—\3/—_unvn +=v,-

e

= (1,2 1

— 3u"+“2n+ v2, +p2, = f%(u + %)
243

| Zpaq| = 283 uZ, ¥ o7, 2\;3 |2, |

%ion de n une expression de 2. |

| Zg|=1 et |zn+1|-_-i‘;_§ lznl donc | z,,’




est u
ne suite géométrique de ler termeé I Zg | =

1 et de raison q = 23
3

, an = (—_.._)n

£+3 .
2°) a)Exprimons z,,,, en fonction de Zp.

= Ups1 T Vn+i

Zn+1
K (V3
—?un-vn+c un+—3.—vn
Vi V3 _
=?u,,+t—§—vn—-vn+zuﬂ

w

V3 . . .
—-3—( u, +ivy) + i(up + ivs)

=(g§+i)(uﬂ+ivn)=(—?+i)zn

b) Trouvons Un argument de {g‘ +1i
| —‘g—j-i- i|-3—3- posons & = arg(=+1)
( V3
=1 1
cos@=—="173
V3 2 gl
. 3 =3
1 _¥8
sm@-—g_@- 3
\ 3
de Zn+1 ET

&sduisons un argument Br+1
de zy

c)D

fonction d'un argument Or

arg( Zn+1) = arg [(—— + 1) %y ]

=arg K—? - r.)] + argZn

w|=
g 18
o
=)

n
argZnys = Ony1= 3 + 6,

d) Trouvons un argument de z, puis une

expression de 0, en fonctionden
1, .V3 ( 1, (3 ) n

Zy = + l? argz, = arg : :

f
argzg = §

=1

argzg = 90 = §

n
Ope1 =bnt 3 donc 8, estune suite

arithmétique de 1er termefy = 2‘ et de raison’T 3

n

-—

3

It n
On =-§+n§=(n+1)§

3°) Exprimonsin et vy enf onctionden

. zJ' g
_ IZ" |e'9 _( (ﬂ+1)§

= (2;/— "r:a-s[ (n+ 1);—] #

;‘(3‘2/—?)"sin[(n + 1)':'] or




EXERCICR n°4

n mw
Ixf cos*xdx et =f sin*x dx
0 0

1%)a) Montrons que l'inégalité | peut s'écrire sous la
forme .

n
I= I cosx(cosx — cosxsin®x) dx
0

n T
| =J' cos*xdx & | =j (cos?x)? dx
0 0

@1 = [ cos?x(1 — sinx) dx

n
I'= [ cosx(cosx — cosxsin®x) dx
0

b) A l'aide d'une intégration par partie montrons
que:l = _l'on sin’x dx —%]

I= [ costxdx = [ cosx(cosx — cosxsin®x) dx
Posons : u(x) = cosx ' (x) = —sinx
v'(x) = cosx — cosxsiny :
v(x) = sinx — %sin3x

= : 1.3 P
I'= [ cosx(sinx —35in°x) |5 - fo

—sinx (sinx —
1.
gsm3x) dx

114
1
=0 + f (Sinzx "‘,-S'Sin4x) dx
0

bi g 1 n
I=f sinzxdx-_j sin®x dx
0 3 J

Carj = fnn sinty s

C) Montrons que:j = J‘J‘ cosx dy — 1

it

]—
int — .
L Sinxdx = J; 3”121'(1

= cos?x) dy

n .
= f sinx(sinx — $inxcos?x) dx
0 .
Posons + u(x) = sinx :y/ (x) = cosx
v'(x) = sinx ~ sinxcos?x ;
1
V(X) = —(0SX +§C(JS b4
i dy
1 3, m_ (" -,
] = [ sinx(—cosx + cos”x 19 fg cosx(—cosx +

%cosi‘x) dx
n 1
J=0+ J cos’x — §cos‘xdx
0

1

m w
= | cos*xdx == f cos*x dx
0 3Jo

, . :
J =J cos®x dx =zl
1]

2%)a) Montrons que : I+]=3—‘rE etl-]=0

" : 1
cos’x dx -§I

x 1
I+ ] = [ sinzxdx—-j+f
‘{’ 3 O

~T

= ’ (cos®x + sin?x) dx — ‘;-(f +))

: . ) [ n
U+)+30 +1)=L dx =[x |8 =

L
E

T . -
f=1= j S!n“xdx_._l_] -—f cosz.rdxi-ll
0 3 s 3

4
‘§(I+])=Ir =

b1g
"]zj (sin?x — 2 1 _
2 cos x)dx——3-(j I

1 T
(I-])"E("'])=L —cos2xdx

g 1
3“ =N= [--é-sinz.lr]f,r =0



1—f=9
b) Déduisons en les valeurs exactes des Intégrales ]
et].

3n
{!+j_ =>21=§-£=;~[:=3._"
4 B

Corrigé exercice n°6

1 x
Un ._—.f ——_e____d
0 e"x(l-l-e") &

1} Calculons la valeur de Uy

X

' 1
up = J; ﬁ;;dx =[In(1+e*]3

uo=ln(1+e)

14+e
Ug = In( 2 )

2) Montronsque g +u; =1

1 X 19

ug+u1=J;1+exdx+fol+exdx
leX +1
p 1+e*

ug+u; =1

dx = [x]g =

Déduisons Uy
Ug + Uy = 1 & up= 1—wuy

l+e
1 ke
1+e¢

3) Montrons que la suite ( u) est positive
vneNetx€[0:1]ona

eX > 0;e™ >0et
x

e
X 1 ______——>0
1+ e* > 0donc et (1 4 e¥)

T S M R T

4

- jl ex d ,
0 w x>0 d'aprésla
positivité de l'intégrale.
4) K(x) = = far1(x) + f(x)

@) Montrons que pour tout x réel,

1+e*
K e
@) e (1 + e%¥)

K(x) = Frr1(x) = fo(x)
e* e*

eMH+DX(] 4 o%)  gnE(1 + g¥)

— 1 e*
~e™(1+e¥) e™(L+ e¥)
__ 1=eF

K@) = e (1 + e¥)

b) Etudions le signe de K (x) pour x € [0;1]
1—e*
) = e™* (1 + eX)
Vx€eE[0;1] e™ >0et(1+e*)>0
donc le signe de K depend de celui de
1—e*
xe[1] =20<x<1
= el < e* < el
>1<e*<e
S —e<—e¥< -1
=21—-e<1-—e*<0 donc
1—-e*<0 =Kx)<0
donc K(x) < 0 pour x € [0;1] \

c) Déduisons que la suite (u) est décroissante.
e* 4

1 e
— | ————dx
e“"(l + e*)

x

Upaq — U = f mdx

=JK(x)dx
0

- =
or K(x) = Oﬁfollf(x)dx <0 & Upyy—Un S0

Est décroissante
Uppq S U done (Un)

+ Un

5°) a) Déterminons Un-1




ex
Up—a +up = L e(n"'l)x(l + ex) e

1 Ex d
———x
+f0 enx(1 + e*)

1
e*+1 - 2
Up-q +Un foe(n—i)x(1+e-") o e

1
_ J’ e+ gy
0

T (—n+1)x]g
1 -n+1 _
un_l"l'uvn— 18 —‘n+1
i B .
un_1+un l—n[ 1 1]
un.-1+un=1_n[el._ﬂ_1]

b) Calculons u;
Up_1 +un = ;_l-;(el'" = 1)

Pourn = 2

1
1=2

U +ugy = (91_2_1)':1‘3_1‘:.

1o 1-n(F)

a) Calculons lim 1,
n—+oo

1 . i-n
= —1)
lim v, = L= (@
n-F oovn n-l—l)Too 2

] 1
=0 car ﬂ[-!*Tml— =5

lim el™m =
f—+co

lim =
Ti=+oo Vn=0

b) Montrons Que pourtoutn > 2 ong 0 < u
-= ~n

= vy

la suite (Un) €St une suite i termes P
ot décroissante donc tn = On &N etu, = Hn=1
= Uy, +Un S Up—q +Up

zun < Un—-1 =+ Un
=4 a 2

@unsvﬂ.
=0
{unSVn
0 < up, <Va POUT ne2 Lok

c) Déduisons nl_ir+nm Un

0<un<vﬂ.et
— 0 Donc lim u, =0

lim v
n—+00
lim U, = 0
n—++00
EXERCICE n°7

4 1
Uo=f VI+tdt etun=f t"V1+tdt
o (4]
1°) Calculons Uy et Uy

1 L-. 1
Uo=f \/1+tdt=f (1+§—)7d
0 0." '?"-'-"?"

2 1t -
==ku+¢p]o=-@)-——@¢'—n
42 2 4v2-2

3 3~ 3

4
U0=

-2

w| ™

1
m:ftﬁj?a

Posons w(t) =t = u (t) =1

e B % '-‘.,g

v () = (1 +r)z = v(t) -E(1+t)2

ositif &




1
=f t\/1+tdt
0

2 3 '12
= IgHA+ o2 5 = f S 4024
0

[—t(1+c)z Io - [ X = (1+t)2 ]1
0

=2 4 S
U =37 - 2 )

2
U1='§><2\/_-—-16\/— ki

-__.__+___

1S " 15
Uy =-—;20ﬁ_16ﬁ+4__ 4"\/-2_+4

°) Montrons que la suite UJ est décroissante,
1 1
0 0

i
f @™ — T + £ dt
0

1
Un+1“Un=] (t—1)t"V1 +edt
0
t—1<0
0<t<1 :s[ t">0 (neN)
Vi+t>0
SE-—DVIFE< 0= [t - 1)e"VIFtdt <0
=)Un+1_UnSO=>Un+1SUn

La suite (U, )est donc décroissante .

° : , X Nz
3°) Rtablissons que : = U S

0<t<1=>1<t+1<2
s1<Vt+1<V2
"<+t <2t cart™ >0

Par intégrationona:

flt dt<f ﬁdt(['\/‘t"dt

1
= | — n+1
[n+1t ]%SUnSﬁ[n—j:._l.tn-n 1L

4°)a) Montrons que pourtout¢ € o, lona:0<

VZ-VTFt<i—y

te [0; 1]<=>0<t<1¢=1<1+t<2

Py
1<ViFt< 2t
\/—1:) <J_“ 1
1 1 1
AR V=3

Par intégration, ona-:

S |
——dtsf f
LZ\E ;21+r Chiad

11
2\/" 2\{‘ bENVE- ¥l e —

=°0<—\/=(1—t)<\/' iFi<l =(1=1)

Car 1-t>0 . Donc

1
OS\/E-\/1+ts§(1—~

b) Déduisonsen:—@-—i <u, <2

nkl zZnd T M = paa

D'aprés a) pourt € [0;1] ona:
1
0=V2-Vitt<s(1-0)
1
:—\/is—\/1+t55(1—t)—~f§

=,\{§_%(1_t) <Vi+t<V2

t" [ﬁ—%(l —t)] < tWI+E<t™2




car t20ett" >0

Par intégrationon a;

j’t"[ —-(1—t)]dt<_[ e+ tdt <
fo t"V2 dt

= (2 —%)t'l +2t"dE < U, < f, t"VZ dt

Ve n+1 y 1672 f et
21'[n-mt +E71-:2_ USU“S[\F—_]
V2 1 1 »
n+1 2(n+1) 2(n+2)" -
= V2 - 1 <U, <
n+l 2n+1)(n+2)~ "=

V2 1 < U <
n+1l 2n24+6n44- "=

2
n+1

n+1

V2
n+1
orpourn € N,2n? < 2n? + 6n + 4

1

= > :
2n2 " 2n2 4+ 6n+ 4

o ko 1

2n? 2n% +6n+4
V2 1 - N
n+1 2n2-—

|
n+1_2n2+6n+4

par suite :

C) Déterminons lIa limite de la suite (nUy,)

D'aprés b) onala double inégalité .

ny2 n

= C nV2
n+1 2nz"'nU <n+1

S 8 Bttt T —

3
nZ_ <l < -'lf—l
n+l nﬁ"

vz —_

n*
1
n —— 1’2
lim —— z_nLTm n. 2n

n-o+m"+1 &1t

D'apreés le théoréme des gendarmes :

I =

lim nU, = \[2_
Ti—+00
EXERCICE n°11
! ,—f— J=f ,;—:— X% +2
I fo xe42 0
1°) Calcul de 1.
a)Calculons la dérivée de la fonction :
xx+Jx2 42
Posons u(x)=x + Vx2 + 2 ;
2 :
u'(x)=1+ d
2¢x%+2
2
') =1+ W (x) = X+ 24y

Vx2 + 2 /x2+2

b) Déduisons en 1z dérivée f de f.

f10) = In(x + /x4 2)

re=EryTrey SEt

(I+Vl‘2+2) - x+vVx2+2
= X
Ny

OCalculons |

Uodx

o ety MG+ VDR

It]“(l‘f*@—-lmfi

244




E='"(1+@—mﬁ J

2°) CalculideJetK

a) Vérifions que J+2]=K

J+2]._f1 x*

= d 1 dx _ 1x+2 =
R e i i
Jo Vx® +2dx

30 R 2 - 7 o .
) A L'aide d’une intégration par partie montrons
que :

K=+v3-]
1 1
Kzf Vx2+2dx=f1x x2 + 2dx
I 0 0
Posons u(x) =yx2+2 ;
X
u'(x) =——=
vxi+2

v(x)=1; v(x)=x

dx

x2
2

K=[xJx*+2 ]},-f: =

[FET

C) Déduisons en les valeursde ] etK

v (L2 =K =°[j-fﬁ{=~2;
{K=~/§—j 4 =3
5] 1+x/§)
=b_]—K-——Zn( 7
J+K=V3
1++V3
= 3
=2 Zln( 7 )+\f—
V3 1443
]*T—In(ﬁ)

K=vi-] =
K‘iz-gﬂ (1""/5
V2

TION DI TIELL

(E)y'+y=e>
1) Déterminons les réels a et b tels que la

fo.ncti_on U définie sur Rpar U(x) = (ax + b)e~*
soit solutionde (E).

U(x) = (ax + b)e™™ U est dérivable sur R
en tant que produit de fonctions dérivables
surR.
U'(x) = ae™ — e *(ax + b)
= e *(a—ax—b)
Uest solution de (E )
>U'(x)+Ux)=e™*

e *(a—b-ax)+(ax+be¥=e™

@a—-b—ax+ax+b=1

sa=1etbeR

poura=1etb€R ‘

|

JU(x) = (x + b)e ™ est solutionde (E ). |

2°) Résolution de |'équation différentielle '
( Eo )y +y=0

Les solutions de l'équation dif férentielle (o) ’

* keR. ’

sont les fonctions # X — ke”
able |

fonction V définie et dériv

3°) Montrons qu'une i
sur R est solution de (E) siet seulement S ,(
U est solution de (Eg ) |

ution de )

e Supposonsqueé V est sol

ol itcur  SAARARA AR T

T inaoe 1Tl 4226 1193 SEIE




( E) et montrons que
V — U est solution de (Eg)

V est solution de (E) = V'(x) + V(x) =¢

U est solution de (E) = U'(x) + U(x)
=g~ X
Vi) +V(Ex)=e™
[U’(x) +Ux)=e"¥
= V'(x) + V(x) = U'(x) + V()
V() -U' () + V() -UG) =0
2V -U)x)+V-U)x)=0
V — U est donc solution de (Eg)
e Réciproquement supposons
maintenant V '
— U solution de ( Ey ) et montrons
que V est solution de (E)-

V — U est solution de (Eg) =
V-@+E@-nNx=0=
Vi(x) — U'(x) +V(x) - U(x) = 0

= V) +VE) =U"(x)+UX)
Or d'apres 1°) Uest solution
de (E ) c'estadire
U'(x) + U(x) =e"*
Par suite V' (x) +V(x) = e~
done V est solutionde (E)
On conclut finalement que Vest
solution de ( E )si et seulement si
V — U est solution de (Eg)-

X

4°) Déduisons en toutes les solutions de (E).
V — U étant solution de (Ey)
alors (V — U)(x) = ke ™ = V(x) — U(x)
=ke™ =V(x)
= ke ™™ + U(x)
=2 V() =ke™* + (x —b)e™*
Les solutions de (E )sont les fonctions V:
x— ke ™+ (x+ b)e™*
avec (k,b) € R?.
5°) Déterminons
f solution de ( E )prenant
la valeur 2 en 0.
V(%) = ke~ + (x = be™
V(i2)=0
e ke 24 (x-b)e =0
e 2(k+2+b)=0
Sk=-2-}

fa1X P (=2 = p)e~x o
pe G

avech e g

Corrigé exercice n°s

quation différentielle

on considére Iré
9y"+4y =0 :
1°)a) Déterminons les solutions générales de

4
(Eoy+ay=0=>y +3¥ = 0.Lasolution

generale de (E)est

2 =2
fP(x) =A cos-§x + B smgx

b) Déterminons la solution
@ de (E)qui vérifie ¢(0) = Oet ¢(3?s5) 3

w(o):O@ACOSO‘i‘BSinO:OHAzg

A=0 I
3T 3 2 311- 2
= — X = in— % - =
(p(4) 1¢--1sAc:os4 3+Bsm4><3_1
T 5
= Acos—+ Bsin-=1&B=1
2 2
&=1 e(x) = singx

2°) Représentons @ sur [0; %n]

Px) = Singx .@ est dérivable sur [0:325]
i X)=— —
¢'(x) = zcoszx

3

2
p'(x)=0e cos§x =0= cos




4

-

¥

3°) Calculons I'vire de D

in

i 2
D=f0‘ p(x)dx =f0* snn;xdx

3n

g . 2 4%
D= — ;cos;x](;
— Y. : K 2
D=f—2§' cos(§ X i} ) ]+F;- cos(3 X 0))

F .
»

?,

2

WSS AWARGO L Sarae ] Prafesseir Corle dos Lycees®

3n
4

— 3 3 4
= Nl— - 2cip ¥
(T —35sinsx

_i
E

_71'(0) = %

EXERCICE n°6

S~ X' =X+Y (1)
(s)[}” =-5X-Y (2)
1°) a) Dérivons I'équation (1) .
(1):X'=X+Y=2X"=X'+Y' (3)
b) Eliminons X' et Y’ dans |'équation (3).

(3) X" =X +Y’
) :{Yf(':_’é;fy = X'+V =4
Remplacons X' + Y' par — 4X dans (3)
X'=-4X=

X"+4X=0 (4)

C) Déduisons la forme générale de X et Y.

X" +2°X =0
La forme générale de X est la fonction:: t e
Aces2t + Bsin2t

X(t) = Acos2t +Bsin2t

A€ER et BER
(1) : X' =X+Y = Y=X'X
Or X(t) = Acos2t +BsinZt




X'(t) =-2 Asin2t +2Bcos2t
X'(t) - X(t) = -2Asin2t +2Bcos2t-(Acos2t
+Bsin2t)

X'(£) - X(t) = (2B - A) cos2t-(2A+B)sin2t

Y(t)= (2B -A) cos2t - (2A+B) sin2t

2°) Déterminons X et Y de M sachant qu’a
t=0, M se trouve en My(3 ;1)
X(0)=3
Mo(3:1) = {Y(O) =
X(0)=3 = Acos0 +Bsin0 =3= A=3
Y(0)=1
= (2B-A) cos0-(2A+B) sin0=1= 2B-A=1
A=3 A=3 A=3
EB—A=1=$bB=1+3ﬂ{B=2
t X(t)=3cos2t +2sin2t

Y(t)=(2% 2 — 3)cos2t — (2 X 3 + 2)sin2t
Y(t)=cos2t - 8sin2t

PROBABILITE

Corrige Exercice n°9

Utilisons un arbre pondéré pour répondre aux
guestions.

4/8  Y— 2000
8/22 A 4/8
Bz ------. 2500
N 2500
12/14
14/22 =
Bi
2/14

N By oo, 3000

1%} a)Calculons les probabilités suivantes

P(4g) = P(Az N A1) + P42 N By)

= P(Az/Al) x P(A,) + P( AZ/B1) X P(BI)

14
4 8 l%)(
=§x22+14 22
2 , 6 _ 8

4=

b) Calculons les probabilités suivantes

1
P(A2/A1)=3=3

12_6
P(Az/By) = -7

¢) Calculons les probabilités P(A; N A4,)

P(A; NnAy) = P(Az/A1) X P(4,),

4 2
22 1

=

P(A; N A4;) 2%

2°) a) Les valeurs prises par x
X(Q)={2000; 2500; 3000}

b) loi de probabilité de X

Xi 2000 2500 3000
P(Xi) 2 8
11 11

c) Espérance mathématique E(x)

E(x) = 2000x2+2500%8+3000 __ 27000
11 BT

27000
E(x) ==""""
(x) >

OfS5aURCEHITIS des Lvaiar ol R T




La variance V(x)

P(g) = 180 _36

V(x) = 20002 x 2
500 X 17 +2500% x 5 4+ 3000% x 3
(——-—9)2 — 8.10¢ 13 11 365~ 73
11 121" P(B) _ 36 3
(\m 73
Eca ec‘i‘x' P(N)=-]£q_24
365 73
P(N) =%’
- 8.10% 3
5x“m= 0 _ 2v2.10
121 11 65
P(p) =———:1_3.
11 Plp) ===
73

d) La fonction de répartition F

F: R— [0;1]
0 six €] —oo; 2000]
&
= six €[2000;
X+F(x) = 1101 ! 25001
Y si x € [2500;3000[,
1 si x € [3000; +oo[

Représentation graphique. Schéma 18

14 -—
= 5t —
I o Calculons P(4;)
L A1=(A10N)U(AIOB)U(A10P)
Les événements A N N:4,NB; ANP
Sont incompatibles donc
1 p(A;) = P(AL N N) + P47 "% P41 N P)
+P(P) X P(A:/P)
_-#-——5—‘ : —— 5
1e0 ¥ 3508 24 2 36 1+E><-
B8
Corrigé exercice n*13
L'unive:sgzzt I'ensemble des 365 jrs d’oll . Calculons Ay P
card 0= Azs(AzﬂN)U(AzﬂB);)((: A
. : . (A, N B)i A2
Le choix du jour se faitau hasard donc nous sommes Les épenements( A.z Al dants don¢
jans une situation d'équiprababilité. sont indépen

PR R I L R T g R T e - 25 :
e les R et Tunkes 6t Colleges 1781 v22b T4 I3 8150
—




= P(N) x P(A2/N) + P(B) X P(A,/B) + P(P)

X P(Az/N)

_ 243,363 13 2 724108426 _ 206
_73x3+73xs+73xs_ 584 T 584
103
P(4,) = —
(42) 592

e Calculons P(453)
Az = (A3 NN)U(A3NBYU (43N P)
(A3 N N); (430 B); (A3 N P)
sont incompatibles donc

P(A3) = P(A3NN) + P(A;nNB) +P(4; N P)

P(As) = P(N) x P(43/N) + P(B) x P(43/B)
4 P(P) x P(A3/P)

24 3 36 4 13 1 72+144+13

=73*gtE*gt B 8T sSes
229
P(Aa)—g'é‘;:

3°) a- soit I'événement
D« Le bilan est positif > D estréalisé si
A, est réalisé ou Az est réalisé P(D) =
P(Ay) + P(Az) car A, et A

sont incompatibles
206 229 435

P(D) =555 " 582~ 5aa
P(D) = 435
(D)= 552
La probabilité pour que le bilan soit positif
§ 435
93 ‘584
b) Il s’agit de calculer P(N/D)
. P(NND)
P(N/D) = POy
_PIN) x [P(A3/N) + P(43/N) ]
P(D)
24 .3 3
_7*x(Ety 24x6 48
435 T 435 T 145
584

Ny . A8
P(E)"us

OBLEMES DE_SYNTHESE

Probléme 1

1°) a) Précisons les asymptotes de la courbe(c)

D'aprés le tableau de variation de la fonction

f,on constate: Jm f(x) =0,doncla

droite d'équationy = 0 est une asymptot,
horizontale 4 la courbe (C).
b) Equation de la tangente 3 (C)enx =0
(D) :y = f'(0)(x — 0) + f(0)
F1(0)=-2:f(0)=1

(D):y = —2x+1

c) Tragons la droite (D) et la courbe (C) dans le repére,
schemalb

e ——

(9)

7] (€)

I.. :"""d

2°) Donnons la valeur de g(0)et le signe de g(®)

pour x € [0 ; +oo[

x
g(x) = ff(t) dt g est la primitive,de la
0 .

v
’

fonction f prenant la valeur 0 en0




Sy

=0

Si
Enedeg(x);x e [0 ; 4o

La fonction x
™ f(x)est définie et dérivable sur [0; +[.

De plus d'apras |e tableau de variation de f,
VX € [0; +-oof f(x) > 0.D'aprés la positivité

de ! lnté‘gra[e

On peut écrire que: [ f(t)dt 2 0 donc g(x) =0
Vx € [0; +oof

3°) Sens de variation de la fonction g sur [0 ; +oo].

g étant la primitive de f prenant

la valeur 0 en 0 alors g'(x) = f(x).
Pour x € [0; +oo[ f(x) > 0donc
g est strictement croissante sur [0; +oo[

4°) a- Interprétons graphiquement la valeur de g(1)
g(1) représente l'aire du plan delimité par (C)

l'axe des abscisses les droites équations

x = 0:x = 1 en unite d’aire.

Mise en relief (confére graphique)

5 1
b- Justifions que g(1)est compris entre — et 1.
D’aprés le tableau de variation de la fonction fon

constate que pourx € [ 0;1],

ziesf(x)_él

f étant continue sur [0;1]ona

.‘. J
Lyl Tk

' f%dx < Llf(x)dx < J:dx

=[5, so) < (21

—-X

fo) = 1e+x

1°) a-Démontrons que pour tout réel
x positif, f(x) = (1 —x)e™* + x%f(x)

-X

1+x

on sait que: f(x) = & e *=(1+x)f(x)

S (1-x)e*=10-x)1+x)f(x)
S (1-x)e*=1-x)f(x)
e (1-x)e™* = f(x) - x2f (%)

& (1-x)e~* +x2f(x) = f(x)

& f(x) = (1-x)e ™+ x°f(x)

b-Déduisons en que :

1 1
= - ~*d 2 dx.
g(1) J;(l x)e x+f0x f(x)dx
= d
9 ]0 FlO)de
1 1
o g(1) fu F(odt j )
= f 101 = ve* + 2F()]dx
0

) 1
=f (1—x)e"‘dx+f x2f(x)dx
0 0

1 1
g(1) = jo (l—x)e""c'br+fD x%f(x)dx

2°)A I'aide d’une intégration par partie, calculons
‘Azfol(l —x)e ¥dx et B = fol x?e *dx

A:J:(l——x)e‘xdx

posons u(x) = (1—x) = u(x)=-1

4

v(x) =e* > v(x)=—€"




1 1
=[—- - -X —_ -xd
A=[-1-x)e"]o J;e X
_[_e-x]é

1
— -1_ g
=1+(e 1) -

1
B= J. x2€ " dx posonsu(x) = x%= u'(%)
9 —X
=2xv'(x)=e* 2 v(x)="¢

1
B=[—x%"*g+ f 2xe *dx
0

posons u(x) = 2x = u'(x) = 2

vE) =eX*=3v(X)=—""

1
B=[—-x%e*]5+ [—2xe* 5 + f 2e *dx
0

B =[-x%e*—2xe 5+ [—2e7*]%

B=(—e1—2¢1-2e1)—(-2)=-5e"+2

5
B=2——
e

b) Démontrons que :

1 42—% 1 1
f dxsj xzf(x)dxsj- x%¢ " dx
o 2 0 0

f()—m

0<x<14=1<x+1<2(=)2<—ﬁ<1 or

vx €[0;1] e * > 0et x? = 0. Par suite

-3 —x 2 2 e
87 o T g pon g BT T

< & -X
2 X+1 2 x+1 x*e

0

c) Déduis®
norﬂbres

ons enun encadrement de g(1) engr o

décimaux d’ordre 1 n

-x 1yZe™* 1
fo 2 dx 0 x -+ 1 0 dx

1
_1.3 < f x2f(x)dx <B
2 0

1
1
1 —x)e~*dx+ | x*f(x)d
—B< 1—x)e f X< A+
A+25-—f0( :

—5e7? ¥ _
e_1+_2_.__-2 < g(1) < el 4+2-5et

0.446 < g(1) < 0.524

04<g(l)<06

LA

3°)a) Justifions que pour tout réel x =1 6n &:
_t )
0< fl"f(r;)dt < flx-ez—dx vt>lonait+1>2

i 1 e e___
t+1>2< :_+T<§ ore” >0<=~t+1< =

xe !
= lmdt _r —-dt or r_!_1>0

x e-t xe—t
0< dt:—-’_f —dt
y t41 : 2

b) Démontrons que pour tout réel x supérieur ou égal 2
1:0< [* X
<[, f®)dt <
=t xg't
onsaitque : 0 < f __d,-: <yt
+1 1 2

S0< fle(t)dt < [—718_{

' __1 1
':’OSJ‘ f(t)dtSTe Bepos
1

posons u(x) =_Tie—x +% x €[+l u'(x) =
nte

1
—p—X v
2€ * > 0donc u est strictement croissa@

e rﬁmﬁﬁﬁ%ﬁﬁmﬁfﬂhﬁ@dﬁﬁfkgfm..&......4:;-&-.:\ e ——




] s L
D’aprés le tableau de u on constate que u(x) < —
2e

¥ x € [0;+oof

x
donc 0 Sf f)dt = u(x) < Zi d'ou
. e

& 1
0 5[ f(t)dt < 5=
1 2e

c) Déduisons en que g est une fonction majorée

glx) = j;xf(t)dt = Llf(t)dt + f:f(t)dt

= 1
< < —
or0 __j; f(r)dt__ze

v

_ea—t 1
ete'1+g——§5f-‘£ff(t)dt:ée’1+2—-53’1
0

En additionnant membre 3 membre on obtient

_ -1 1 x
ks B [ reeyee + f o)t
0 1
1
< qel42-5e7
2e

1 1 5

1 5 _
e+‘_‘|_ -—-ze J; f(t) t Ze+e+2 A

3 10

> <————+2

——+t1l= <
2e g(x) 2e 2e

3 7
2 eg)=s2—5; avecx =1

z2e

ajoréepar 2 —3;

g stant pornée alors elle estm
admet une limite f inie en + .

4 Justfio™ e d

gest ion )
Geot st;ne fonction Strictement
n
te sur[0; +oo[ de plus ,pour x > 1

1-_3_ 7
7e Sgx)<2-—
2e

g étant croj
ssa .
g admet inte et majorée alors elle c
une limite finie en +oo CrWElge. dont

PROBLEME 2

PARTIE A
10)3) Df = m r— {0]

Aim f(x) = lim (x-In(-=x))
In(—x)

= lim x(1- )= —o

x——00

Aim_ f(x) = —oo

lim __]n-(—x) = i ﬁ ==
Cafl lim =0

x——t0 —X x-—co X
lim x =—o

X=——00

F lim f(x) = +o° J

limx=20

Car 5
limln I xl =+
x—~0

K i 1 Inx_ .
x-l.Tmf(x) B x—l»l;noox( X )=

lim x =t
ar =
C ; inx
jim — =10
x40 X

b) Variation def
1 x—1 ;
- _— — VxE€ Df
= f'(x) =

fle=1-%

vx €] — 0 0[VIL; ool f'(X) 2 0
donc f est strictement croissante

] — oo; O[ et suT [1; +o°l

sur




Vx €]0; 1[, f'(x) < 0 donc f est strictement

décroissante sur |0; 1]

Tableau de variation : f(1)i=1

X -0 0 1 + oo
f’(x) + = #} o
f(x) /+°° £ +00
-00 1

2%)a) Montrons que(C) coup (ox) en un seul point
f est continue (car dérivable)

sur ] — oo; 0] et Strictement croissante sur ]

— @; 0[. Donc elle réalise une bijection de |

—;0[ vers R.De plus 0

€ R donc l'équation fx)

= 0 admet une solution unique dans)

— ©0;0[.On en déduit que (cf)coup (ox) en un point

d'abscisse appartenant ] —e0;0[.

e festcontinue
Sur ]JO ;+oo[ f admet un minimum en 1 donc,
fx)=f1) = f(x) = 1> 0donc I'équation
f(x) = 0 n"admet pas de solution de
10 ;+00[ .On en déduit que (C;) et (0x) nont
pas de point d’intersection dans 10 ;+o0] .

En définitive (Cf) coup (ox) en un seul point A
d'abscisse a.

¢ Vérifions que a €] — 1; _71[
fCED =-1-in1=—
f(:zi) =121—ln%=:23+ln2 ~ 0.2
f=1) < Oet £ () > 0 done f(=1) x
f(—?l) < 0.Ainsi & €] — 1;-_2—1[
b) Position de (C;) par rapporta(D):y
FO) =x=~in|x]|
ln|x| <0= |x| <1

2-1<x<1,x%0
X 0—1 0 1+w

=X

Vx €] — ; _1[U]1i+°0[,f(x) L

X < 0
donc (Cf) est en desspys de 0)

vx €]— LOU]OGL[, f(x)—x>

donc(Cf)est au dessus de (D)

Tracer (D) ;(T) ;(C)

A () ~3) = Hm, <lnfx]| =
—co donc (Cf)admet une branche
parabolique de direction celle de | dr

£ Ing Oite(D)
" x) _ (=),
xl_ll.g]:lm x - x!-lbl-ll-]eo (1 x ) = 1

lim (f(x) —x) = lim (=In(-x) = _o
x—+co X—+ca
donc (Cf)admet une branche

parabolique de direction celle de |g droite
Revrésentationaranhigyg_

0)

t~

Dy = 110+ 1) + f(=1) = 20e+ D~
(T:y=2x+1

) A = 4 [! Fadx




-

A(k)-4f (% — Inx)dx = 4f xd;c—-d-Llnxdx

® LJ;tnxdx

=y

b
u=inx " =%

vl =1 p=X
1 =
I=[xinx |} — [ 1dx = —kink = [x ]k =
—kink — 1+ k

1 1 21—1__

| j;xdx—[ix]k—-z
101,

A(k)=4(§--—§-k +klnk+1—k)

=2 — 2k? + 4kink + 4 — 4k
= 4kink — 2k? — 4k + 6

kz

N =

o2l ekl

x=0=x=0
donc T(0; 0)

A(k) = 4kink — 2k? — 4k + 6

b) lim 4kink = 0, lim(—2k?) = lim 4k =
k=0 k=0 k=0

0 donc
Tim A(k) = 6

I.G: =
;]ci_l:%A(k) = 2 est 'aire en cm?du domaine

limite par (Cf)!'axe des abscisses et

les droites d'équationsx =0 etx=1.

4°) (1) :y = (@) (x — a) + f(a)

=a;1(x—a)+a—ln|a|
=a_1x-a+1+a—lnlal
a
(T):y=a— x+1—Inlal

(T):y = f'(—a)(x +a) + f(—a)

_% "l ta)-a-in|al

—a
—a+1x+a+1—a—'m|a|

a ,

tTr):y=a+lx+1-in|a|

=>a_1x+1—lnla|

a

=a+1x+1—-ln|a|

a

MO ={10:1 - In]al}

5) a € R} = |a| =a
done I a pour coordonné (0;1 — na)

donc I € (0y) par conséquent a € R}
N décrit l'axe des ordonnées

PARTIE B
Sur [-1 —] w(x) =x—

1°) a)Démontrons que
a est solution de @(x) = x

Jx)
7%

= F&x) _ _f@=
q)(x) ff( ) = ‘P(x) X = (%)

d’aprés 2°)a) a est solution de f(x) =
0 donc f(a) = 0 Ainsi f(a) —a = —){fg)
0donco(a) =a

par conséquent a est l'unique solution
deg(x)=x

b) Vérifions quevx € [—1; ——]

)o@ =5 Un x| = 1)

-1
kcp(x):x j{((x)) x——————x xfl;"
x

x(x=-1)-x(x=In | x|)
= x-1

x—ﬁ(x—1n|x|

(p(x)=xi1(x—1—x+ln |x|)

p(x) =£—1(—1+ln lx|)donc
= (n [x| - D)

() =7
i) ¢’ () = g [ )

e =(25) o [x] =D +55%:
1 1
=(x—1)2(m|xl—1)+"—:‘1)




=(—x-:1—1)—2(—ln le +1+X-1)
1
=(x—_i—)—2'(—1ﬂ le +.1’))

qo’(x)=ﬁ(x—ln le) orx—In |x|)
= f(x)

donc

9'(x) = I (0)

vx € [—-1 —1]
x € [~1; >
¢) Sens de variation de ¢
v e[ 1,22 1 o
* S, | r— e ——
x A ]'(x-— 1)2
donc ¢'(x) a le meme signe que f(x).
vx€E[-Lal,f(x)<0=¢'(x)

< 0 donc @ est décroissante
sur [—1;a]

vx € [a:; _71] F&) =02 ¢'(x)

-1
= 0 donc @ est croissante sur [a; -
1 -1
*@ (—) =2 (—n2-1)
2 -1
21

1 A
= -?:(—0.7 —1) = —-0.566

@ (—71) ~ 0566

Montrons que Vx € [o: :2-1] ,o(x) € [a’ "?1]

—1
—] » @ est croissante donc

Sur [a; >

a<x<—
2

= 0@ < 0@ < p(3)

S a<p(x) <—-0566 < —;—1

ﬁasfp(x)s%l

= ox) e [a::zl] donc

pémontrons

Vxe[a, 2] tp(x)e[ 21]

que vx €3] I‘P(x)l <}

P'X) =& 1)’“ )
:_1. o a<x<=
xE[ 2
__1<x-15—3

@%E(x—l)ziz(a-l)z
1 1 4
S -2 5

ela;F] e f@=f < (F)
&0 Sf(x)S:z-l-+ln2
o0 f(x)<0.2
©0< fx) < —é @)+ |
Par produit membre a membre de (1) et (2) op

1.4
a:0=

f(x)S_;xg

1
(x—1)2

donc

Ol

=1 ) '
Vx € [cx;7] o'l <
= ok
2 { A
Unsr = @(uy) -
a) Montrons que ¥ n € N un € [a, =
Soit P la positivité :<«< 1, = [d,“- ] U =
5 € G

donc P est vraie au rang 0.
Supposons P vraie aurang "

-5‘]

D'apres B, 1°)d) vx € [a;-zl-], p(x) €
[a;-_z—l] .Or

ie u, € [a;

=1 g
U, € [a:;. —2—] donc¢

A Al AT e —




-1

- omme
ot €[] #6¢
@(up) = Un+1 alors

Upyq € [a, > ] donc P est vraie
au rang
n+ 1.Par conséquent

vneN,u, € [a;-z—']
~1
b)p' est continue Sur [a ;—2-] donc
continue sur [@; u,] car

[a - ——2—1] Par application du théoréme
de linégalité de la moyenne
o sur|a; u;|ona:

If m(x)l<—|un al

e 14| 2 un —al
o) — (@] <5l —al

org(a) =a et @(u,) = Un1 donc

unss —a| <2 |up—al vneN

c) Remplagons n par 0, 12,50
On a les identités suivantes :

n-1

jw —al| <5 |uw—al

luy — ] <5 |us—al

g —a] <2 s —a

Par somme membre 3 membre et aprés simplificatian

ona:*un—o:l se)n |u0—a|

aE]—l;—Tl[@

-1
—1<a<7€=~%<—-a<1

=1 1 =1 -1
= 2 +E<?—a<?+1

RN ot Lo (D) |up—a| <2 S

Car(%)n > 0. Par suite < | u, — | <%(§)

n

el <30)

d) lustifions que la suite (un) est convergente
et précisons sa limite.

o=l <32 e 1 3" =0

(Car—1 < < 1) donc limu,, = a. La suite (u,)est
X=+00

convergente et converge vers a.
e) Déterminons le plus petit entier naturel

p tel que U soit une valeur approchée a
10 présde a.

L (l)n <1072
2\9) —

& —nin9 < n2 = 2in10

in2 — 2n2 — 2in5

n

1
— < -2
= (9) <2.10

eon=
—2In3
- —In2 — 2In5
B o3
In2 + 2In5

> —_
SR g
=n=>1.77
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