Cours d’encadrement a domicile Maths-PC-SVT (242) 067133241/ 067417310

-
@) BUREAU DU CENTRE ACADEMIQUE &

NOMBRES Niveau : Terminales C-E
COMPLEXES Année : 2022-2023

Mathématiques

Exercice 1
Le plan complexe est rapporté au repére ortho normé (0,u,v).

1) On considere les trois points A, B et C d’affixes respectives
Zy =2+ 2i; zg = 2i; zc = 2 ainsi que le cercle (C) de centre A et de
rayon 2.

La droite (OA) coupe le cercle (C) en deux points H et K tels que
OH < OK. On désigne par zy et zx les affixes respectives des points
H et K.

a) Faire la figure
b) Calculer la distance OA. En déduire les distances OK et OH.
c) Justifier en utilisant le module et 'argument d’un nombre

complexe que zx = (2v2 + 2)e's et z;; = (22 — 2)e's.
2) Dans la suite, on considere Uapplication f du plan qui a tout

point M d’affixe z # 0 associe le point M’ d’affixe z’ telle que z' = _74.

a) Déterminer et placer les points images de B et C par f.
b) On dit qu’un point est invariant par f s’il est confondu avec
son image. Déterminer les points invariants par f.

3) a) Montrer que pour tout point M distinct de O, on a :
OM X OM' = 4

b) Déterminer arg(z") en fonction de arg(z).
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4) Soit K’ et H’ les images respectives de K et H par f.

a) Calculer OK’ et OH’
.37 .31
b) Démontrer que zy = (2V2 —2)e"+ etzy = (2V2+2)e" s

Exercice 2

Dans l'ensemble C des nombres complexes, on considere l’équation
(E):Z2-(24+iV3)Z-2+i/3=0

1) Résoudre dans C l’équation (E).

2) Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1, V). Soit f la
transformation ponctuelle du plan (P) qui a tout point M d’affixe Z

associe le point M’ d’affixe Z’ tel que : Z' = (—% + i\E)Z_ + g + i\/é

a) Montrer que f est un anti déplacement
b) Donner la nature exacte de f
c) Caractériser f

3) On désigne par Q le point d’affixe zq = —iV3 et (E') I’ensemble
des points M d’affixe Z du plan tel que (E'): |Z + i\/§| = 1.

a) Déterminer et construire (E")
b) On note (¢) l'ensemble des points M d’affixe Z du plan tel que

(p):|Z—-1]=1.
Montrer que (@) est l'image de (E') par f.

Exercice 3
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (0,u, V).
1) Déterminer les racines carrées du complexe A= 3 — 4i.

2) On consideére dans C l’équation (E): z? — 2ie'®z — 4(1 — )e'?, avec
0<6<-.
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a) Résoudre l’équation (E).
b) Déterminer le module et un argument du complexe z =
—2(1—1i)e'

c) En déduire que pour tout 6 € ]0,%[, les points d’affixes z

appartiennent a un cercle que l’on précisera.
3) On consideére le point A d’affixe 2e'?.

Soit f la rotation de centre O et d’angle % Déterminer Uaffixe de A’,

image du point A par f

Exercice 4

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0,1, V), on
considere les points E et F d’affixes respectives 1 et i.

On désigne par C; et C, les cercles de centres respectives E et F et
de méme rayon 1.

Soit 8 un réel de Uintervalle [0; 2r], M le point d’affixe 1 + e et N le
point d’affixe i(1+ e'f).

1) a) Calculer zzy; et zzy

b) Montrer que, lorsque 0 varie dans [0; 2|, M varie sur C; et N
varie sur C,.

b) Montrer que les droites (EM)et (FN)sont perpendiculaires.
2) Soit P le point d’affixe zp telle que zp = (1 — i)sinf.e'.

Zeg . Zip
a) Montrer que —£= = sinf — cos0O et calculer —£E,
ZEM ZFN

b) Montrer que P est le point d’intersection des droites
(EM) et (FN).

Exercice 5
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Dans le plan complexe rapporté au repere orthonormé direct
(0,14, V) (unité graphique : 5cm), on considére les points A et B
1

d’affixes :zy =1+ ietzg = —~+-i.

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.
1) Donner la forme trigonométrique de z, et celle de zj.

2) Dans la suite de l’exercice, M désigne un point de (C) d’affixe
e', a € [0;2m[. On consideére Papplication f qui a tout point M de (C),
associe f(M) = MA X MB.

a) Montrer, que pour tout a € R, I’égalité suivante : e?% — 1 =
2ie“sina.

b) Montrer l’égalité suivante : f(M) = |ei2“ —1- G + %l) ei“|

2
c) En déduire l’égalité suivante : f(M) = \/ % + (—% + 25ina) :

3) a) En utilisant 2.b, montrer qu’il existe deux points M de (C),
dont on donnera les coordonnées, pour lesquels f(M) est minimal.
Donner cette valeur minimale.

b) En utilisant 2.c, montrer qu’il existe un seul point M de (C),
dont on donnera les coordonnées, pour lequel f (M) est minimal.
Donner cette valeur minimale.

Exercice 6
Soit 6 € [O; g[ U E ; n[, on considere dans C l’équation :
(E): Z? 4+ (2sin20)Z + sin?20 + 4cos*0 = 0

1) a) Résoudre l’équation (E) dans C. On notera Z; et Z, les
solutions de (E), avec ImZ; > ImZ, .

b) Trouver le module et un argument de Z, suivant les valeurs de
0.

c) En déduire le module et un argument de Z,.
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2) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0,4, 7),
On considere les points A et B d’affixes respectives :

Z, = —sin20 — 2icos?0, Zy = —sin20 + 2icos?0 ; 0 # %

a) Pour quelle valeur de 6 le triangle OAB est-il rectangle isoceéle
en O et de sens direct ?

b) Pour quelle valeur de 0 le triangle OAB est-il équilatéral de
sens direct ?
Placer A et B pour la valeur de 6 trouvée.

Exercice 7

Soit 6 un réel de l'intervalle [0; m].

1) Résoudre dans C des nombres complexes l’équation suivante :
Z%? —2(4 4 5c0s0)Z + (4cosf +5)2 =0

On notera Z, la solution dont la partie imaginaire est strictement
positive, Z, Uautre solution.

2) Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (0,u, v).On
considere le point M d’affixe Z,.

a) Montrer que les coordonnées x ety du point M, vérifient les
relations

avec 6 € [0; [

{x =4 + 5cosf
y = 3sinf
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de

I’ensemble (E) des points M du plan lorsque 8 décrit
Uintervalle [0; m|.
c) Tracer (E).

Exercice 8

1) On considere dans l'ensemble C des nombres complexes le
polynéme P définie par :
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P(Z)=Z3+(1—-¢")z% —e?0Z + €3¢ — e quec0< < %

a) Calculer P(cos6 + isinf) puis conclure.

b) Résoudre dans C l'équation (E): Z?> + Z + e —e??9 =0
c) Déterminer le polynome Q tel que P(Z) = (Z — e")Q(2).
d) En déduire les solutions de l’équation P(Z) = 0.

2) Soit S la transformation ponctuelle définie analytiquement par :

{ x' = xcosf + ysinf — 1
y' = xsinf — ycos0 + sinf

a) Déterminer l’écriture complexe de S.
b) Justifier que S est un antidéplacement.
c) Donner la nature exacte de S.

Exercice 9

0 étant un réel de lintervalle [0; 2m[ ; on pose pour tout nombre
complexe z, Pg(Z) =Z*—(1+e%)Z+ (1 +)(-1+e%)

1) a) Vérifier que Po(1+1i) =0
b) En déduire les solutions Z, et Z, dans C de ’équation Pyg(Z) =0

2) Dans le plan complexe rapporté a un repéere orthonormé direct
(0,u,v). On considére les points A ; B et M d’affixes respectives
—1; iv3et —1+e%,

a) Montrer que lorsque 8 varie dans [0; 2r[, M varie sur un cercle
(C) dont on précisera le centre et le rayon r.

b) Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles la droite (BM) est
tangente au cercle (C).

Exercice 10
a est un nombre complexe non nul. On définit le polynéme P par :

P(@) =a?—-2ia—1
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1) Factoriser P(a).

2) Résoudre dans C léquation Z? — a(a + i)Z + ia®> =0

3) On désigne par p et 8 le module et un argument de Z; et Z,
définis par : Z, = ai et Z, = a?.

a) Déterminer en fonction de p et 8 le module et un argument de
ZyetZ,.
b) Quelle condition faut-il donner a a pour que Z; soit un réel.

4) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0,1, V).
Soit S, la transformation ponctuelle qui a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe z’ tel que z' = aiz + a*

a) Existe-t-il une valeur de a pour laquelle S, est l'identité du
plan ?
b) Pour quelle valeur de a, S, est-elle une rotation d’angle de

51
mesure — ?

Exercice 11

1) Soit l’équation :

(Eg) : Z% —e®[2 +V2(—1+ D]Z + 2vV2(~1 + i)e? = 0; 0 € [o,g].

a) Vérifier que Z, = 2e'® est une solution de (Ej).
b) Déduire alors Uautre solution Z, de U’équation (Ey)

2) Le plan complexe est muni d’un repéere orthonormé direct (0, U, V).
On considere les points M, M’ et M’ d’affixes respectives :

Z=2e%,7" =\2(-1+i)eetZ" =i+ 401(6+%),
a) Montrer que M’ est l'image de M par la rotation R de centre O
et d’angle %n.

b) Montrer que M’ est l'image de M’ par une homothétie h que
l’on précisera.
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c) Déduire l'ensemble (I") des points M’ lorsque 6 varie dans
jo.3]
3) Soit Véquation (E): (V2Z — 1)3 = (=2 +2i)e'f73
a) Déterminer les racines cubiques du nombre complexe
U= (=2+2i)e'

b) Soit a € |0; 2m[. Montrer que v2z-1

= 2ei9<=>Z=£(1+
4

. a
lcotan E)

c) Résoudre alors dans l’ensemble C l’équation (Ep). (Donner les
solutions sous forme cartésienne).

Exercice 12

A) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct
0,1, 3). Soit 0 € ]o,g[.

1) Résoudre dans C ’équation Z* + (2cos0)Z +1 =0
2) On considere dans C le polynome :
P(Z)=73—-(1—-2c0s8)Z?+ (1 —2cos8)Z — 1

a) Vérifier que P(2) = P(2) et déduire que si Z est une racine de
P(Z) alors Z est aussi une racine de P(Z).

b) Montrer que ’équation P(Z) = 0 admet une solution réelle que
l’on déterminera.

c) Résoudre dans C l’équation P(Z) = 0.

3) On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives e!™+9)
el™=0) ot 1.

a) Montrer que = ¢!

el(m-0)_1
b) En déduire la nature du triangle ABC.
c) Déterminer l'affixe du point D pour que ABCD soit un

parallélogramme.
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B) On considere le polynome g défini par :

1 1
g(Z) = (cosa)Z? — [cosa + i (E sin2a + SiTld)] Z+ > isin2a — sina

1) Calculer g(isina) puis conclure.
2) Résoudre dans C l’équation g(Z) = 0.

3) Ecrire les solutions Z, et Z, de l’équation g(Z) = 0 sous forme
exponentielle (R,(Z,) = 0).

Exercice 13
Soit 8 un réel non nul.
Dans la figure 1 de l'annexe jointe.

(0,u, V) est un repere orthonormé direct.
(C) est un cercle de centre O et de rayon 1

E est le point de (C) tel que (17; O_E)) = 0[2r];

F et G sont les points d’affixes, respectives, —1 et1++/2 ;
' est le demi-cercle de diamétre [FG]
D est le point d’intersection de T et 'axe (0,1U)

1) a) Vérifier que OD? = 1 ++/2.

b) Soit A le point d’affixes z, = iN 1 +2e®. Vérifier que z, =
ODei(eJr?). Construire alors A

2) On consideére, dans C léquation (E): z? + i
l

V1+V/2

a) Vérifier que z, est une solution de l’équation (E).

elfz +e%9 =,

b) On désigne par B le point d’affixe zg, ou zz est la deuxieme
solution de (E). Déterminer zg.

3) a) Montrer que les points O, A et B sont alignés.

b) Placer le point C d’affixe z; = ODe'
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c) Montrer que Zac _ V2 A +1iQ).
Z15 2

En déduire que le triangle ABC est isoceéle et que (E; ZZ')) = —[2m].

d) Construire alors le point B.
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